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Resumo

Neste trabalho estudamos o problema de controlabilidade exata na fronteira
para um sistema de equacoes de onda acopladas em paralelo, em dominios

suave por partes do plano, sob acao de controle do tipo Neuman.

Utilizando o método empregado por D. L. Russell em [33] obtemos
controlabilidade em tempo suficientemente grande para dados iniciais de

energia finita e controle de quadrado integravel.

A fim de obter tempo de controle proximo a valores 6timos, procedemos
como em [2]]: estendemos a solugdo do problema de Cauchy para tempo
complexo e provamos que o operador solucao associado ao problema de
Cauchy é compacto e depende analiticamente do tempo num setor adequado
do plano complexo. Utilizando decaimento local de energia, analiticidade e

compacidade do operador solugao obtemos o resultado desejado.

Palavras-chave: Controlabilidade exata, sistema de equacoes de onda

acopladas, controle tipo Neuman.



Abstract

In this work we study the problem of exact controllability on the boundary
for a system of wave equations coupled in parallel, in piecewise smooth domains

of the plane, under the action of control of Neuman type.

Using the method employed by D. L. Russell in [33] we obtain controllability
in time sufficiently large for initial data of finite energy and square integrable

control.

In order to obtain control time close to optimal values, we proceed as in [21]:
we extend the solution of the Cauchy problem to complex time and we prove
that the solution operator associated with the Cauchy problem is compact
and depends analytically of the time in an appropriate sector of the complex
plane. Using local decay of energy, analyticity and compactness of the solution

operator we obtain the desired result.

Keywords: Exact controllability, coupled wave equation system, Neuman

type control.
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Introducao

A drea de pesquisa Controlabilidade para Equagbes Diferenciais Parciais ( ou
Sistemas Distribuidos) é uma sub-area da Teoria de Controle que tem se destacado devido
a variedade de aplicagoes que possui na engenharia e nas ciéncias aplicadas em geral.
Muitas vezes um sistema fisico produz vibragoes inconvenientes que podem causar danos
graves e prejuizo de diversos tipos. A questao basica que se coloca frente a essa situagao
é: como eliminar tais vibracoes? A fim de elucidar um pouco a discussao, suponhamos
que tais vibracoes ocorram numa regiao {2 do espaco euclidiano R™ que representa o
sistema fisico e que tais vibracoes sejam modeladas por uma equagao de onda homogénea:
uy — Au = 0. A fungdo u = u(x,t) descreve o deslocamento da particula x € Q no
instante ¢ de modo que u;(x, t) representa a velocidade de z naquele instante. Suponhamos
conhecidas a posicao e a velocidade inicial de cada particula x, isto é; dispomos dos dados
u(z,0) = f(z) e uy(z,0) = g(z), € Q. Um problema de controle que se coloca ¢é o de
determinar um instante 7" > 0 e uma forma adequada de atuar na fronteira 02 da regiao
(2, expressa pela condi¢io Bu(x,t) = h(z,t), x € 092, 0 <t < T, de modo que para
todo estado inicial (f, g) possamos encontrar um controle h que faga com que a solucao

do problema de valor inicial e de contorno

uy —Au=0 em Qx]0,T7,
u(.,0)=f  em Q,

w(.,0) = em (),
| Bu=h em 0Qx]0,T7,
satisfaca a condigao final
u(z,T) =u(z,T) =0 em S (2)

A condicao informa que a vibracao cessou no instante 7'. Os espacos funcionais

11
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dos estados iniciais sao escolhidos entre os espacgos de Sobolev em concordancia com o
tipo de condicao de fronteira e de dominio, de modo que se tenha a colocacao correta do
problema ((1)).

Nos tltimos 50 anos, controlabilidade para equacoes hiperbdlicas tem sido objeto
de muito estudo e diversos métodos foram desenvolvidos. Os reviews [20] e [34] sintetizam
boa parte das contribui¢bes e métodos desenvolvidos até 1988. Os compéndios [11], [17],
[18], [24], [25] e [36] dao suporte & teoria em desenvolvimento e constituem um excelente
material de formagao na area.

O objeto de estudo deste trabalho é um sistema de equacoes de onda acopladas
em paralelo. A titulo de motivagdo, considere o sistema fisico formado por m (m =
2,3,...) membranas elasticas idénticas, acopladas paralelamente por camadas de molas.
Suponha que o sistema vibre sem influéncia de forca externa e que na posicao de repouso as
membranas se identificam com um dominio €2 do plano suspensas a determinadas alturas.
Denotando por v’ = u'(z,t),i=1,...,m, z = (x1,22) € Q CR?* e t > 0, o deslocamento
da i-ésima membrana, medido a partir de sua posicao de repouso, verifica-se que u’ satisfaz

a equacao

upy — AU+ k(=) + k(0 —utT) =0 =1, m,

(3)

w’ =um™t =0, k; constante real 1=0,1,...,m.

A presenga do termo k;_i(u’ — u'™!) + k;(u’ — u') na i-ésima equacao de onda
reflete o efeito sobre a i-ésima membrana da acao das outras, situadas abaixo e acima
dela. Para um sistema de duas membranas veja [28] e [32]. As constantes ko, . .., k,, sdo
determinadas pelo material que compoe a camada eldstica (molas) entre as membranas.

Introduzindo a matriz tridiagonal

ko+ki  —k
ki kit+ke =k
—ky kot ks —ks
— ke
km—o + km—1  —km_1

_kmfl kmfl + km

e a notagao U = (ul,...,u™)T (T para transposigao), Uy = (uy,...,ui)’ e AU =
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(Aul, ..., Au™)T vemos que (3) se torna

U, — AU + AU = 0. (4)

Aqui 4 denota a segunda derivada no tempo e A denota o Laplaciano em relagao
a variavel espacial x. Entre as condicoes de fronteira que podemos impor as membranas

estao aquelas que usualmente se impoe para equagoes de onda, como por exemplo a

condicao de Dirichlet: U(x,t) = f(x,t), onde f tem como componentes m fungoes
definidas para x € 02, 0 < t < T'; a condicao de Neuman: %—U = f, onde aﬁ denota a
1 1

derivada normal exterior ao longo da superficie cilindrica 92x]0, T'[, e a condigao de Robin:
a(z,t)U(x,t) + B(x,t)%—g(x,t) — f(x,t), onde o e 3 sdo funcdes conhecidas. E possivel
ainda colocarmos condicoes de fronteira diferentes em partes distintas da fronteira, bem
como, condigoes de fronteira diferentes em diferentes membranas do sistema. Na condigao
de Neuman: %—g =f,se f=(f1,..., fm)', a componente f; representa uma forca aplicada
na borda da i-ésima membrana, perpendicularmente a direcao do movimento.

Neste trabalho estudaremos um sistema do tipo (4, num dominio suave por partes
do plano, com condigoes iniciais de energia finita (solugdes fortes) e controle de fronteira
do tipo Neuman em toda a fronteira ou em parte dela. Os resultados obtidos aqui
estendem resultados apresentados em [7], onde foi tratado um sistema de duas membranas
e controlabilidade em tempo grande. Aqui, tratamos com sistemas de ordem m > 2 e
obtemos controlabilidade em tempo préximo ao valor 6timo.

Para cada dominio 2 C R", n = 2,3,..., denotamos L*(Z) e H'(Z) os espacos de
Lebesgue e Sobolev usuais com suas respectivas normas ||.[| 2z € [[-[[g1z)- Em todo o
trabalho, A = [a,;] é uma matriz real de ordem m xm, a qual assumimos ser diagonalizdvel

com autovalores
0< M\ <. < M.

O principal resultado apresentado aqui é o seguinte Teorema:
Teorema Principal. Seja Q C R? um poligono curvo, i.é., um dominio limitado com
fronteira 0Q2 suave por partes e sem cuspides. Seja A = [a;;] uma matriz real de ordem
m X m, diagonalizdvel com autovalores nao negativos. Entao, dado T > diam(SY), para
cada estado inicial (Uy, Uy) com Uy € HY(Q)™ e U; € L*(Q)™, existe um controle f €
L2(00x]0,T[)™ de modo que a solugio U € H'(Qx]0,T[)™ do problema de valor inicial
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e fronteira
Utt — AU + AU =0 em QX]O,T[,

U(.,0) =U em €,
Ut(.,O) = U1 em Q,

\ Z_Z — f em 90x]0,T].
satisfaz a condi¢ao final
Uz, T) = U(z,T) =0 em Q. (6)

O método empregado é aquele introduzido por D. L. Russell em [33], em que
procura-se uma extensdo do estado inicial (Up,U;) que se anula no exterior de uma
0-vizinhanca de 2 e de modo que a solucao do problema de Cauchy com esses dados
estendidos tenha estado nulo sobre €2 no instante 7.

Para utilizar o método de Russell precisamos conhecer algumas propriedades do

sistema

Utt - AU+AU =0 em R2+1,
U(.,0) = U, em R? (7)
Uy(.,0) = U; em R?

com Uy € HY (=)™, Uy € L*(Z)™, Uy e U; nulas no complementar de =, onde = C R? é um
dominio limitado. Tal sistema esta intimamente ligado a equagao linear de Klein-Gordon,

por isso vamos nos valer do estudo do seguinte problema de Cauchy

Uy — Au+ pPu=0 em R*T ;4 >0,
u(z,0) = ug(z) em R?, (8)

uy(2,0) = ug(z) em RZ

Revisitaremos os estudos elaborados em [31] focando a analiticidade das solugoes
da equacao de Klein-Gordon para tempo complexo.

No que se segue, passamos a descrever o presente trabalho. No capitulo 2 obtemos
a féormula explicita da solucao u do problema de Cauchy com dados iniciais ug, u; €
C5°(R?). Em seguida, definimos energia de solugao, obtemos algumas estimativas & priori e
definimos solugao generalizada do problema de Cauchy com dados iniciais em Hj(Z) X

L?*(Z), se anulando no exterior de =. Tomando nota de algumas propriedades da solugao
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generalizada e usando a férmula explicita da solugao, conseguimos mostrar que a energia
da solucao generalizada decai localmente numa razao polinomial em relagao aos seus dados
iniciais.

No capitulo 3, para T > diam(Z) fixo, associamos ao problema de Cauchy com
dados iniciais (vo,v;) € H(Z) x L*(Z) nulos no exterior de =, o operador linear limitado

e compacto
S, : HY(Z) x LA(E) — HY(E) x L*(2)

dado por
Si(v, v1)(x) = (v(x,t),v4(x, 1)), = €E, 9)

para t > Ty, onde v é solucao de com dados iniciais (vg,v;) € Hg(Z) x L*(Z). Na

sequéncia definimos o setor do plano complexo

zo:{5;5:T0+z,ze<c,\arg(z)ls

}

=~

e provamos que a aplicagao
[Th,0) 2t — S; € B(HM(Z) x LA(2), HY(Z) x L*(2)),

onde B(H}(Z) x L*(Z), HY(Z) x L*(Z)) é o espago dos operadores lineares e limitados
definidos em H{(Z) x L*(Z) que tomam valores em H'(Z)x L*(Z), se estende ao parametro
& € Yy de forma natural, trocando o parametro real ¢ pelo parametro complexo £ € Y,

isto é,
S§<U07U1)(x) = (U<x7t)7vt(x7€))a T €.

Além disso, provamos que tal extensao é um operador compacto e analitico no
interior de Xg.

O capitulo 4 é dedicado a prova do Teorema Principal. A principio, ao diagonalizar
A, fazemos uma decomposicao do sistema ([7) com dados iniciais em H}(Qs)™ x L?(Qs)™,
em m problemas de Cauchy para a equacao de Klein-Gordon do tipo . Com isso,
conseguimos aplicar os resultados dos capitulos 2 e 3 no sistema , como por exemplo,

o decaimento local de energia.
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Agora, discorreremos brevemente sobre a demonstracao do Teorema Principal.

Tomemos (Vp, Vi) € H(25)™ x L*(£25)™ arbitrdrios e seja V' a solucao de (7)

Vi— AV + AV =0 em R*'!
V(.,0) =V, em R? (10)

Vi(.,0) =V, em R?

com dados iniciais estedidos por zero em R?\Qs. Para T > Ty (T, > diam(£s) fixo),

considere
ST : H&(Q5)m X L2(Q(;)m — Hl(Qg)m X L2(Q5)m

o operador linear limitado associado ao sistema acima, dado por
Sr(Vo, Vi)(x) = (V(z,t), Vi(z,1)), =€ Qs. (11)

Devido ao decaimento local de energia, temos a seguinte estimativa
K2
2 2
1S7(Vo, Vl)”%{l(aa)me%Qé)m <= {||V0HH1(95)m + ||V1||L2(Qé)m} , para T' > Ty,
onde K = K(Qs, A, Ty) é uma constante positiva.
O método de controlabilidade de Russell nos mostra que o problema de controle

é equivalente a resolver uma equacao da forma
(I - KT)(‘/o, Vi) = (Uo, Ul)? (12)

onde (Uy,U;) € HY(Q)™ x L*(Q)™ sao os dados iniciais como na hipdtese do Teorema
Principal e o operador K+ é um operador linear limitado compacto, obtido a partir de Sy

satisfazendo

Const.
K Vo, Vi) s i < o (Vo V)l ey

para T > Tj.

Resulta da desigualdade acima que, para T suficientemente grande, o operador K
¢ uma contragao e, portanto, podemos resolver a equacao ((12). Com a solugao (Vp, V1)
de resolve-se um problema de Cauchy para o sistema de equacoes, cuja solucao U

tem estado inicial igual aos dados (Up, U;) e estado nulo no instante 7', sobre o dominio
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2. Para localizar o controle restringimos U ao cilindro 2x]0,7"[ e usamos um teorema de
traco devido a D. Tataru [35].

O tempo de controle obtido acima nao é 6timo, entao na secao 4.4 estabelecemos
uma relagao entre o operador St associado ao problema de Cauchy e o operador St
associado ao problema de Cauchy . Devido a esta relagao concluimos que a familia
de operadores {St}r-7, se estende ao parametro complexo T' = £ € %3 como uma
familia de operadores compactos, dependendo analiticamente de . Isto garante que a
familia {Kr}7-7, também se estende analiticamente a uma familia de operadores lineares
compactos {K¢}ees,. Aplicado o Teorema de Alternativas de Atkinson (Teorema 1.16) a
familia {K¢}ees,, garantimos que a equacao tem solucao em instantes 7' maiores que
o valor diam(2) e T' ~ diam(2).

Encerramos o capitulo 4 mostrando como o resultado pode ser estendido a um caso
em que o controle atua somente numa parte da fronteira. Consideramos o caso em que as
membranas sao presas aos lados de um setor angular de angulo central 7/n, n =2,3...,
como considerado no trabalho [6] para uma equagao de onda.

Os resultados apresentados neste trabalho foram publicados em [5].



CAPITULO

Preliminares

Neste capitulo vamos apresentar algumas defini¢oes e resultados usuais de Analise
Funcional, Distribuicoes e Espagos de Sobolev que serao utilizados ao longo deste trabalho.
Também apresentaremos dois resultados importantes que usaremos na demonstracao do
nosso resultado principal, um deles é um teorema de alternativas devido a F. V. Atkinson

[4] e o outro é um teorema de traco apresentado por D. Tataru em [35].

1.1 Espaco de Sobolev

Seja n € N um inteiro positivo e seja = C R” um dominio. Um multi-indice « é

uma n—upla a = (o, ag, ..., q®,) € N". Denotamos por
ooy
U =
Ox" ... 0o
a derivada parcial de uma funcao u definida em =, onde |a] = a; + -+ @, e & =
(T1,...,2,) € E.

Dada uma funcao continua v : = — R, o suporte de u, o qual denotamos por
supp(u), é definido como o fécho do conjunto {x € =; u(z) # 0} em R™. Para a definicao
mais geral de suporte de fungoes veja [§]. Quando este conjunto for um compacto do R”™,
entao dizemos que u possui suporte compacto. Vamos denotar por C§°(Z) o conjunto de
todas funcoes infinitamente diferenciaveis em = e que tem suporte compacto contido em

—_
—

=. Dotaremos o espago C§°(Z) com a topologia limite indutivo £ e denotaremos por D(Z)

18
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o espago topoldgico (C§°(E), L) (veja [12]). Desta forma, se {¢,} é uma sequéncia em

D(Z) e p € D(E), entao prova-se que
0, — @ em D(E) (1.1)

se, e somente se, existe um conjunto compacto K C = tal que:
(1) supp (p,) C K, para todo v € N, e supp (¢) C K;
(77) para todo a € N, 0%p, — 0%¢ uniformemente sobre K.

O espago D(Z) é denominado o espaco das fungoes teste em =.

Uma distribuicdo em = é toda forma linear 7" em D(Z) que é continua no sentido
da convergéncia de D(Z), dada em (|1.1)). Denotaremos por D'(Z) o espago vetorial de
todas as distribuigoes em =.

Seja {T,} uma sequéncia em D'(Z) e T € D'(E). Diremos que T, — T em D'(Z)
se

(To, ¢) — (T, 9), (1.2)

para todo ¢ € D(Z). Muniremos o espago D'(Z) com a topologia fraca dada pela
convergencia em (|1.2)).

Denotaremos por L'(Z) o espago de Banach das (classes de equivaléncia de) fungoes

reais ou complexas integraveis a Lebesgue em = com a norma dada por

||u||L1(E) :[|u(x)|dx, u € Ll(E).

Uma funcao mensuravel u definida no dominio = é localmente integravel em = se
a restrigao u|x € L'(K), para todo compacto K contido em =. Neste caso denotamos

ue L. (2).

1

e(Z), o funcional linear 7, definido por

Prova-se facilmente que para u € L
(Tu, ) = Jzupdz, ¢ € D(Z), define uma distribui¢ao em = (veja [9]).
Considere uma distribuicdo 7" em = e o € N". A derivada (no sentido das

distribuigoes) de ordem « de T, denotada por 9“T, é a distribui¢ao definida por
(0°T, ) = (=1)°UT,0%¢), ¢ € D(E). (1.3)

Assim, toda distribui¢ao é infinitamente derivavel (veja [9], pagina 29). Se u €
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Ll

loc

(2), denotamos 0%u a derivada 0T, da distribuicao T,.
Denotaremos por L?(Z) o espago de Banach das (classes de equivaléncia de) fungoes

reais ou complexas de quadrado integravel a Lebesgue em = com norma dada por

Julaqe) = /|u V2o, u e I2(2).

Prova-se que L?*(Z) é um espago de Hilbert (real ou complexo), com produto interno

dado por
(u,v) 2(=) —/u@dm, u,v € L*(Z),

onde a barra na iltima igualdade denota a conjugacao quando for o caso. (veja [§]).

Definigao 1.1. Seja m um inteiro positivo. O espago de Sobolev H™(Z) € o subespago de

L*(Z) definido por
H™Z) ={f € L*(T); 0*f € L*(Z), Va € N, |a| < m}

e H'(Z) = L2(Z).

O espago H™(Z) é um espago de Hilbert (veja [9]), com norma e produto interno

definidos respectivamente por

lullfme = D 10%ulfae e (wodmm =) (0%u,0°0) ).
la|<m la|<m
Das defini¢ées acima segue que H™(Z) € H™ 1(Z) ¢ ||| um-1z) < ||-|amE), m =
1,2,..., ou seja, H™(Z) estd continuamente imerso em H™ !(Z).
Sabemos que C§°(Z) é denso em L?(Z) (veja [9]), mas nao é sempre verdade que
C°(2) é denso em H™(Z) para m > 1. Motivado por esta razao, temos a seguinte

definicao.

Defini¢ao 1.2. O espagco H'(Z) € o fécho de C3°(Z) em H™(Z), isto é,

H™(E)

crE" = By (@)

Quando = = R", temos H"(R") = H™(R") (veja [9]).
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Definigao 1.3. Dizemos que u € H} (Z) se ul4 € HY(A), para todo aberto A tal que A

loc

€ compacto e A C =.

Seja S C R"™ uma superficie (variedade de dimensao n—1), de classe C™ e orientével.
Existe em S o que, na literatura, é denominada “medida natural de S”ou “medida de
Lebesgue em S”, construida a partir de um atlas de S e da medida de Lebesgue em R™ !,

para maiores detalhes veja [22]. Tal medida independe do atlas considerado. Se
(#1,..., 2, 1) EOCR" S (21,..., 20 1,0(x1,...,2,)) €V C S

¢ uma carta local e f: S — R é uma func¢do mesuravel com supp(f) C ¥, entao

n—1 2
/Sde = /Of(xl, ey T 1, 0(T1 1)) | T ; (gi) dzry ...dx,_1,
onde a segunda integral é no sentido de Lebesgue. Mais geralmente, sem a hipdtese
supp(f) C ¥, define-se fs fdS usando uma particao da unidade associada ao atlas
considerado. Prova-se que tal definicao independe da particao da unidade e do atlas
considerado, ver [22].

O espago L'(S) é o espaco das (classes de equivaléncia de) fungoes integraveis a

Lebesgue em S com norma dada por

lulls) = [ luldS, ue L'(S),
S

1
loc

Dizemos que u € L} (S) se u.xx € L'(S), para todo compacto K C S, onde yx
denota a funcao caracteristica de K.
O espago L%(S) é o espago das (classes de equivaléncia de) fungoes de quadrado

integraveis a Lebesgue em S, com norma dada por

alags) = / u2dS, u e I(S).

Dizemos que u € L2 (9S) se |ul*> € L} .(S). Uma superficie S C R" é suave por

loc loc

partes se seu fécho S em R"™ admite uma decomposicao

S=5U---uUS,,
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onde cada S;, 1 = 1,...,k, é parte aberta e conexa de superficie C*° e orientada de R",

com
SinS; =0, parai#j, i,j=1,... k.

Definicao 1.4. Um dominio limitado = C R™ € suave por partes se sua fronteira 0= é

uma superficie suave por partes, sem pontos cuspidais, e = situa-se em um mesmo lado

de 0=.

Dominios suave por partes sao dominios Lipschitzianos. Logo, admitem a

propriedade do prolongamento, isto é, fun¢oes u € H™(Z) admitem extensao para R”

mantendo-se a regularidade (veja [29]).

1.2 Um teorema de traco de D. Tataru

Nesta se¢ao vamos apresentar um teorema de trago provado por D. Tataru em [35]
e adequa-lo aos nossos propositos. Antes, apresentaremos algumas defini¢coes para nos

localizar com os termos empregados no teorema.
Sejam n > 3 inteiro e = C R™ um dominio. Seja P(z, D) o operador diferencial

parcial hiperbolico

P(z,D) =Y a“(x)D;D; + Y V(x)D; + c(x), D;

4,j=1 j=1

0
_3@»’

(1.4)

onde a” = a’*, 17, c sao funcoes reais de classe C™ definidas em =. A parte principal do

operador P(x, D) é o operador
p(x, D) = Z CLij(l’>DZ‘Dj,

cujo simbolo é o polindémio na variavel £ = (&, ...,&,) dado por

ple,&) = a(x)&;,
ij=1
Seja X a parte contida em = de uma superficie C* e orientavel de R"™, com vetor
normal n(x), x € 3. Dizemos que ¥ é nao-caracteristica em relagao ao operador P(x, D)

se
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p(z,n(x)) #0, x €.

Uma superficie nao-caracteristica é do tipo time-like se
p(x,n(z)) <0, = €X.

Definigao 1.5. Seja ¥ C = uma superficie C* orientdvel com vetor normal n(x), x € X,
e seja u € C*(Z). A derivada conormal de u, relativamente ao operador P(x,D), ao
longo de X2 € dada por

" . ou
M

o
MYy
<
~
S
N
I
IS

(x)n;(x), x €.

Definigao 1.6. Uma funcgdiou € H}

loc

(2) admite trago OFu € L}, (¥) se existe g € L, (%)

loc loc

—_
—

tal que para toda sequéncia {u, ynen € C®(Z) e todo aberto O de X, com O compacto e

O C X, tem-se
O unlo — g em L*(O).
Neste caso denotaremos
g=0fu,
e chamamos 0)'u a derivada conormal de u € H}, (Z).

Teorema 1.7 (D. Tataru [35], Teorema 2). Sejam = C R"™, n > 3, um aberto, P(z, D) o
operador diferencial parcial hiperbolico dado em , Y C Z uwma superficie orientdvel,
C™, nao-caracteristica em rela¢io a P(x, D) do tipo time-like, com vetor normal n(x),

v €. Seue HL (Z) € tal que P(x,D)u € L} (Z), entdo u admite traco

loc

OFu € L2,(%).

loc

Observagao 1.8. A titulo de ilustragcdo e uso posterior, consideremos em R**1
{(z,t), 2 = (z1,22) € R% ¢t € R} o operador D’Alembertiano P = 2% — % — 2 e
seja 3 uma superficie em R*™! de classe C™ e orientdvel, com vetor normal n(z,t) =

(m(x,t), na(z,t),n3(x, 1)) satisfazendo

ns(z,t)? <z, t)® + oz, t)?, (2,t) € X.
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Seu e H!

loc

(R*F1) € tal que

Pu Pu Pu

_ _ L R2+1
gz " o2~ a3 € LB

loc

entdo u tem deriwada conormal ao longo de ¥ satisfazendo:

ou ou ou
P I2 ().
877 U= En N3 — B m O M2 € Lig.(X)

Se Y € paralela ao eixo t, entao n3 = 0 e a deriwada conormal reduz-se a derivada

normal usual.

1.3 Operadores Lineares

Sejam X e Y espagos normados sobre K (K = R ou C), cujas normas denotaremos
por ||.||x e ||.|ly, respectivamente. Representaremos por B(X,Y’) o conjunto de todos os
operadores lineares limitados definidos em X que tomam valores em Y. Caso X =Y,

denotamos apenas por B(X). A norma de T' € B(X,Y) é definida por
I7lsexv) = sup{l|Tzlly; = € X, [lzllx =1}

O conjunto B(X,Y’) munido com a norma ||.|| p(x,y) ¢ um espago vetorial normado.
Se Y é um espaco de Banach, entdo B(X,Y) também o é (veja [20]).

Vamos denotar por Y’ o espaco dual de Y, que é o espaco de todos os operadores
lineares limitados em Y que tomam valores em K. Logo, Y’ é um espaco de Banach

munido da norma

[flly = sup{lf (W), y € Y, llylly =1}

Um espaco normado Y é espaco de Hilbert se Y é espaco de Banach com norma
induzida por algum produto interno. Um resultado importante na teoria dos espagos de

Hilbert, o qual faremos uso no futuro, é o seguinte teorema:

Teorema 1.9 (Teorema da Representagao de Riesz-Fréchet). Seja Y um espacgo de Hilbert

com produto interno (.,.)y. Dado f €Y', existe um unico v € Y tal que

f(y) = (v,y)y, para todoy € Y,

e flvlly = I£lly
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Demonstracao. Veja [10], pagina 171. ]

Definicao 1.10. Sejam D C C um conjunto aberto, X eY espacos de Banach sobre C.
Dizemos que uma funcio T : D — B(X,Y), A\ — T(\) € analitica (ou fortemente

analitica) em D se, para cada Ao € D, existe T'(N\o) € B(X,Y) tal que

—T'(No) — 0, quando n — 0.

B(X)Y)

H T(No+1n)—T(No)
n

O operador T'(N\g) € chamada derivada de T em Xg.

Definicao 1.11. Sejam D C C um conjunto aberto, X eY espacos de Banach sobre C.
Dizemos que T : D — B(X,Y') € fracamente analitica em D se, para cada \g € D, o

limite

lim f(T (o +n)x) = f(T(No)x) ’

n—0 n

existe para cada f € Y' e cada x € X.

Observagao 1.12. Sejam T : D — B(X,Y) uma fun¢ao analitica e f € Y', entdo
h:=foT:D — C € analitica e vale h'(Ny) = f(T'(N\o)). De fato, para todo v € X,

vale

F(TA+ Xo)z) = f(T'(Ao))

) S0
< | TR T e
Y
TA+ X)) =T (A
< e | PAHE2LZTO) )|
B(X.,Y)

Assim, quando N — 0, o lado direito da desigualdade acima tende a zero, o que

nos garante o resultado.

O resultado a seguir nos diz que a reciproca da observacao acima também é

verdadeira.

Teorema 1.13. Sejam X e Y espacos de Banach sobre C e D um conjunto aberto de
C. Se para cada x € X e f €Y', a fun¢io D 5 A — f(T'(N)x) € C € analitica, entdo
D> X—T(\) € B(X,Y) € analitica.

Demonstragao. Veja T. Kato [14], pagina 152. H



1.3 Operadores Lineares 26

Em outras palavras, o teorema acima diz que analiticidade fraca acarreta

analiticidade forte.

Teorema 1.14. Seja T € B(X), onde X € um espaco de Banach. Se ||T||px) < 1, entdo

(I —T)! existe e é um operador linear limitado em todo X. Além disso, vale
(I-1)"' =) 1"
n=0
onde T° = 1.

Demonstracao. Veja [20], pagina 375. ]

Defini¢ao 1.15. Um autovalor de T' € B(X) é um escalar A € K tal que Tz = Az, para

algum x # 0. A este x chamamos de autovetor de T' correspondente ao autovalor \.

s

Definicao 1.16. Sejam X e Y espacos normados. Um operador T : X — Y ¢
denominado compacto se, para todo M C X limitado, o fecho de T(M) é compacto
em Y. Ou seja, para toda sequéncia limitada {u, }nen C X, podemos extrair de {Tuy }nen

uma subsequéncia convergente em Y .

O préximo resultado, serd aplicado aos problemas de controle aqui estudados

visando obter tempo de controle préximos a valores 6timos.

Teorema 1.17 (Teorema de Alternativa de Atkinson). Sejam D C C um conjunto aberto,
X um espaco de Banach complexo e
T:D — B(X)
A — T()\)
uma funcao analitica.
Entao vale uma e so uma das alternativas:
a) 1 € autovalor de T'(\), para todo X\ € D.

b) Em cada compacto M C D, 1 € autovalor de T(\) apenas para um nimero finito de

pontos A € M.
Demonstracao. Veja T. Kato [14], pagina 370 ou [4]. O

Eventualmente, como na literatura [21], nos referiremos & analiticidade da fungao

T em D afirmando que a familia {T'(\) : A € D} ¢ analitica em D.



CAPITULO

Um breve estudo da Equacao de

Klein-Gordon

Neste capitulo, consideraremos a equacao de Klein-Gordon
uy — Au+ pPu=0, pu>0, (2.1)

onde 4 denota a segunda derivada em relacao a variavel t € R e A é o operador Laplaciano
em relacdo A varidvel espacial x = (z1,15) € R% Deduziremos a férmula explicita de sua

solugao e estudaremos algumas propriedades bésicas do problema de Cauchy para ({2.1)).

2.1 A formula explicita da solucao

O problema de Cauchy para a equagao (2.1]) consiste em determinar a solugao da
mesma em todo o espago R® = R?**! = {(z,t); x = (71,22) € R?et € R} quando
conhecidas as condigoes iniciais estabelecidas no instante t = 0. O problema de Cauchy

para ([2.1]) é colocado na forma

Uy — Au+ p?u =0  em R?*L,
u(z,0) = f(z) em R?, (2.2)
u(x,0) = g(x) em R2,

Se f,g € C°(R?), o problema de Cauchy acima possui uma tnica solu¢io u =

27
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u(x,t) € C®°(R*™!) e, para encontrar a sua férmula explicita vamos definir a seguinte
fungao complexa:

v(x1, T, T3,1) = €3 u(zy, T, 1).

Um célculo direto nos mostra que v satisfaz o seguinte problema de Cauchy para a

equacao da onda

vy — Av =0 em R3*+!,
U(l’l, T2, T3, 0) = ei'uxsf(xla IQ) €m Rga

v(T1, T2, 23,0) = €**3g(xy,25)  em R3.

A férmula explicita para este problema é dada pela conhecida férmula de Kirchhoff

(veja [13] pag. 129)

1 ) 0 1 .
v(Z,t) = —/ e gy, y2)dSy + = {—/ e f(y1,y2)dSy |
4t ly—z|=t 825 4t ly—z|=t
onde T = (z1,22,73) € R? |.| denota a distancia euclidiana e dS, é o elemento da drea

da esfera |y — 7| =t em R3.

Agora procedemos como no método da descida de Hadamard (veja [13]).

t
V2= (y1—21)2—(y2—x2)?
\/(3/1 —21)? + (y2 — x2)? obtemos

Observe que dS, = dy,dys. Fazendo 3 = 0 e denotando r =

1 . » t
u(x’ t) = U(g;-’ O’ t) = 4_m/ [6 wlys| +e M|93\] g(yl’ yﬁﬁdyldyg
r<t -

o1 , . t
- | = inlys| 4 o—imlys] — dund
"o [47Tt /m [ ] Flon ) =g e

onde |y3| = V2 —r2.

Como evs| 4 el = 2 cos(puy/t2 — r2), obtemos a féormula que desejdvamos, isto

1 cos(puvt? —r?
U(l’,t) = % /T<tg(ylay2) (\/m >dy1dy2
cos(p/12 — r?)

0|1
— | = dy,d
+8t |i2’7T /T:<tf(y17y2) t2—’["2 y1ay2 | ,

(2.3)

para todo x = (71, 22) € R? e todo t > 0.
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Observacgao 2.1. Se os dados iniciais f,g € C;°(R?) sdo tais que

supp(f), supp(g) C Z,

para algum = C R? limitado, seque da representacdo da solu¢ao u do problema de

Cauchy que
supp(u(,t)), Supp(ut(7t)) C Et;

para todo t € R, onde
Si={yeR®: jy—z|< |t|, r €Z} CR? (T, =E).

Também vale:

supp(u) C X(Z),

onde

YE)={(y,t) eER*xR: |y—z| < |t|, r € Z} C R

2.2 As estimativas de enegia

Na presente se¢ao vamos definir energia da solu¢ao do problema de Cauchy (2.2) e
obter estimativas que nos permitirao definir solucao do mesmo problema quando os dados

iniciais estiverem em espacgos de Sobolev.

Seja u uma solucao C* da equacao 1, — Au+ p?u = 0. Multiplicando esta equacao
por u; obtemos sty — usAu+ p?uu = 0. Agora, observando que ugty, = %%[uf], wAu =

. . 7 . . N .« 7 2
Div,[u; Vu]—[2 1| Vul|?], onde Div, é o divergente relativo & varidvel z, e piuu = 2 [“—UZ]

21 at | 2
temos
1 a 9 . a 1 2 8 /1‘2 2
S 2 —= Evll el e
28t[ut] v, [u;Vu] + {8t2‘vu‘ 1 + o {2 u 0,
ou seja,
o [1 1 2
5 {iu? + §|Vu|2 + %uQ} — Div,[u;Vu] = 0. (2.4)

A equagao ([2.4) é denominada equacgao de Klein-Gordon na forma divergente, pois
definindo o campo F = (—utVu, suf + 3| Vul® + §u2> podemos reescrever 1) na

forma
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DiV(Lt)? = 0,

onde Div, ;) é o divergente relativo a variavel (z,t).
Sejam B C R? um dominio limitado e ¢ > 0 um real positivo. A quantidade
1
E(B,u,t) = 5/ [uj + IVl + @] (z,t) do

B
representa a energia da solucao uw no instante t confinada na regiao B. A quantidade
E(R? u,t) é a energia total de u no instante t.

Teorema 2.2. Sejam f,g € C°(R?) tais que

supp(f), supp(g) C E,

para algum dominio limitado = C R? e w solucio do problema de Cauchy
correspondente. Entio E(R? u,t) = E(R? u,0) para todo t € R, isto é,

1 1

5 [ et 19w, O 4 e ) e = 5 o 4 195 + )] o

Demonstragdo. Suponhamos ¢t > 0. Construa o cilindro © = =; x [0,¢] C R3. Sendo u
solucdo da equagao de Klein-Gordon (na forma divergente), entao vale DiV(Lt)? =0. 0

teorema do divergente permite escrever:

0= // Divy Fdydt = | F -vdS.
00
©

Como o suporte de u estd contido em (=), entdo o campo ? se anula numa
vizinhanga da superficie lateral de ©. O vetor normal & fronteira de © é v = (0,0,1) no

topo de © e, v = (0,0, —1) na base de ©. Dai

0= | F.vdS— / F-(0,0,1)dS + / F - (0,0,-1)dS.
09 topo de © base de ©
Observando que a base e o topo de © sao parametrizados em Z; e dS = dy, segue

1
/ 7«wmw=5/W+WW+ﬁﬂmmw

topo de ©
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e
1
[ Froonas =5 [ @ 97 Py
base de © =
Observando que = C Z; e supp(f), supp(g) C Z, segue das identidades acima:
1 1
3 |Vl oy = 5 (@ 9P e (29)
Por tltimo, como [u? + |Vu|* 4+ p2u?)(y,t) = 0 fora de Z, podemos escrever
1 1
5/ [uf + | Vul* + p*u?] (y, t)dy = 5/ [9° + [V fI* + 1 7] (y)dy.
R2 R2
Se t < 0, trocado u(x,t) por u(x,—t) vemos que u(x,—t) satisfaz um problema
analogo, logo o resultado vale para ¢t < 0. [

Uma consequéncia de é que a energia total da solugao u se mantem constante
com o passar do tempo. Todavia, o mesmo fenomeno nao ocorre quando consideramos a
energia confinada em uma regido limitada de R2. A seguir, veremos que a energia local
da solucao do problema de Cauchy decai com o passar do tempo.

Vamos definir para o mesmo terno (=, u,t) a quantidade

E(E,u,t) = /(ut2 + | Vul* + u?) (2, t)dx.

Usando as normas do espago de Sobolev vemos que a expressao acima pode ser

escrita como

Claramente, para todo t > 0, vale
CoE(Z,u,t) < E(Z,u,t) < C1E(Z, u,t), (2.6)

12
27 .

1 p?

onde Cy = min{3, &} e C; = max{

Consequentemente, se tomarmos = = R?, segue de (2.6)) e do Teorema 2.2

CoER? u,t) < E(R? u,t) = E(R? u,0) < CLE(R?, u,0).
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Definindo C' = g—(l), obtemos
E(R?* u,t) < C E(R? u,0),

ou ainda,

s O ey + e D ey < € (Il O) sy + e Olfesy) - (27)

Mas, como dito na Observacao 2.1, se os dados iniciais do problema de Cauchy
possuem suportes contidos em um dominio Z C R?, entao o suporte de u(., ) estd contido

em Z;, para cada t # 0. Assim, a estimativa (2.7)) pode ser reescrita como

Il Oz + el Dliee,) < C (HU(-,O)H?p@ + Hut(-,O)Hia(s)) o (28)

onde C'= C(u) > 0 é uma constante que depende apenas de p > 0.

Nos referiremos a desigualdade como estimativa de energia para a equacao
linear de Klein-Gordon. Ela tem um papel fundamental no estudo do problema de Cauchy
para a equacao de Klein-Gordon, pois nos permite provar que o problema de Cauchy é bem

posto. Provaremos este fato mais adiante, mas antes consideremos o seguinte teorema:

Teorema 2.3. Sejam f,g € C(R?) fungoes com suporte contido num dominio Z C R?

e u=u(z,t) a solugio do problema de Cauchy

Uy — Au+ p?u =0 em R*H1

u(z,0) = f() em R?,
ur(z,0) = g(z) em R
Entao,
Vel zpng-rry < 20T {Uf ) + gl } (2.9)

para todo T" > 0.

Demonstragdo. Seja T > 0. Se [t| < T, entao Zj C Zp. A desigualdade (2.8)) com

=; = Zr, quando integrada em relagdo a t no intervalo [T, T fornece

/

N

(s ) gy + e oy}t < 20T {0 gy + el ) aco) § -

S
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Por 1ltimo, usando o teorema de Fubini e a definicao das normas dos espacos de

Sobolev obtemos ([2.9). H

2.3 Solucao generalizada

Nesta se¢cao vamos definir e provar a existéncia de solucao generalizada do problema
de Cauchy para a equagao linear de Klein-Gordon quando os dados iniciais pertencem ao

espago H'(R?) x L*(R?) e possuem suporte compacto.

Definigao 2.4. Sejam f € H*(R?) e g € L*(R?) fungoes que se anulam no complementar
de um dominio limitado = C R? e, seja u > 0. A funcao u € HJ (R*™') € solugdo

generalizada, ou com energia finita, do problema de Cauchy

Uy — Au+ p?u =0 em R*H
u(,0) = £(x) om B, (2.10)
ui(z,0) = g() em R

se ezistir uma sequéncia (U, )neny C C(R*™) tal que:
a) Para todo compacto K C R*™ com interior nao vazio, tem-se

lim u, =u em H'(int(K));

n—oo
0 2 241
b) @un—Aun—i-,u u, =0 em R**' para todo n € N;
¢) lim u,(z,0) = f(z) em H'(R?);

n—o0

.9 22
d) lim Eun(ac,O) = g(x) em L*(R?).

n—oo

Teorema 2.5. Sejam f € H'(R?) e g € L*(R?) tais que f € HY(Z), f e g se anulam

1

no complementar do dominio limitado = C R2. O problema de Cauchy POSSUL

uma tinica solu¢do generalizada v € H} (R*™1), a qual depende continuamente dos dados

loc
1MICLals.

Demonstragdo. Sejam f, € C3°(Z) tal que f, — f em H'(R?) e g, € C°(Z) tal que
gn — g em L*(R?). Seja u, € C°(R*) solugao de (2.10) com dados iniciais f, e gn,
respectivamente. Claramente valem b), ¢) e d) da Defini¢ao 2.4.

Agora fixe T' > 0 e considere Qp := Zrx] — T, T[. Usando linearidade e aplicando

(2.9) em u,, — u, tem-se
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It = a3 gy < 2CT {1 = Sallisigy + lgm = 9nlae)
de onde segue que exise ul € H'(Q7) tal que
u, — ul  em HY(Qrp).
Se 0 < Ty < Ty, entao Qp, C Qp, e u'* = u’> em Qp,. Agora definimos u em R**!
por
u(x,t) =ul(z,t) se (z,t) € Qp.

Claramente, u € H} (R*'!). Mais ainda, u, — w em H'(int(K)) para cada

loc
compacto K C R**! com interior nao vazio. Portanto, o problema (2.10)) possui solucao
(R**).

A estimativa (2.9) juntamente com a linearidade garante a unicidade de u, bem

generalizada u € H}.,

como a dependéncia continua de u em relacao aos dados iniciais. O

Vale observar que a solucdo generalizada se anula no exterior de X(Z) = {(y,t) €

R xR; |y —z| < |t|, x € =}.

2.4 Propriedades da solucao generalizada

Os resultados desta se¢ao mostrarao que o estado da solugao do problema de Cauchy
1) em um dado instante ¢ tem também energia finita, isto é, (u(.,t), %u(.,t)) €
H'(R?) x L?(R?). Tal fato auxiliard na demonstracao do decaimento local de energia

da solugio para o problema de Cauchy (2.10) com dados iniciais em H'(R?) x L*(R?).

Proposigao 2.6. Sejam f € H'(R?) e g € L*(R?) funcoes tais que f € H(Z), f
e g se anulam no complementar de um dominio limitado = C R2. Entdo a solucdo

uw € Hp . (R*) do problema de Cauchy tem traco u(.,t) € H'(R?), para todo

loc

teR.

Demonstragao. Por teoremas cldssicos de trago (veja [8]), temos a existéncia do trago

u(.,t) € L*(R?). Vamos mostrar que u(.,t) € H'(R?), para todo t € R.
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Da Defini¢ao 2.4 de solucao generalizada para o problema de Cauchy (2.10)) existe

uma sequéncia de solugoes (u,)neny C C(R*™) de

2
— Uy + Aup, + pPu, =0 em R

ot?
Un(.,0) = fu(x) em R?,
0
Eun(.,()) = gn(2) em R2.
onde lim u, = u em H'(int(K)) para todo compacto K C R?*™' com interior nao vazio.
n—oo
Mais ainda

lim u,(.,0) = lim f, = f em H'(R?),
n—oo

n—oo

lim 2u (.,0) = lim g, = g em L*(R?).
n—oo

n—oo Ot "

Seja T' > 0 (fixo). Para m,n € N, temos

it £) = t0n D) Bi sy < C {1 = FallBir + g = 9nlBoge) }

para todo t € R tal que |t| < T.
Assim, para todo t € R tal que |t| < T, existe g; € H'(R?) tal que

lim wu,(.,t) = g em H'(R?).

n—o0

Como este limite também vale em L?*(R?) e, da defini¢ao de trago tem-se

lim wu,(.,t) = u(.,t) em L*(R?),
n—oo
entao, ¢, = u(.,t) para todo t € R tal que [t| < T. Como T foi tomado arbitrariamente,

entdao u(.,t) = g € H'(R?), para todo t € R. O

Proposigao 2.7. Sejam = C R? um dominio limitado, f € H'(R?), g € L*(Z) tais que
f € HYZE), [ e g se anulam no complementar de =. Seja u € H} (R*™) a solugao do

problema de Cauchy generalizado . Entao, existe uma fungdo h € L2 (R*™), tal

loc

que

R >t +— h(.,t) € L*(R?)

¢ continua em todot € R e %u = h, isto ¢, %u(.,t) € L*(R?), para todo t € R.
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Demonstragdo. Sejam f, € C°(Z) tal que f, — f em HY(R?) e g, € C°(Z) tal que
gn — g em L?(R?). Seja u, € C°°(R*™) solugio de (2.10) com dados iniciais f, e g,
respectivamente, e u a solugao generalizada de (2.10) com dados iniciais f e g.

Seja T' > 0 fixado. Usando as desigualdades (2.7 e (2.8) mais uma vez, obtemos

2

0 0

C {Hfm — fulfnz) + llgm — 9n||2L2(5)} ;

L2(R2)

para todo t € R, [t| < T.

Logo, para cada t € R, com |t| < T, existe h; € L*(R?) tal que

0
lim —u,(.,t) =h, em L*(R?).
Definamos h : [T, T] — L*(R?) por h(t) = hy. Vamos provar que h ¢ continua,
isto é, h € C([-T,T], L*(R?)). Fixemos t; € [-T,T] e k € R, |k| pequeno.
Defina

Un(z,t) = up(x,t + k) —up(x,t), v €R* teR.

Observe que U, satisfaz

82

3t2U — AU, + p*U, =0 em R
Up(x,0) = up(z, k) — up(x,0) em R2
0 0 8 )

e os dados iniciais U, (x,0) e —U,(z,0) possuem suporte compacto.

ot

Do Teorema 2.2, £(R? U,,t) permanece constante em relagio ao tempo. Logo,

ER? Uy, t,) = E(R?,U,, t), para todo t € R. Em particular, temos

J.

que integrado em relac¢ao a t no intervalo [T, T fornece

or [
R2

2

2Un(gc,tl) dr < E(R* U,,t), t€R,

ot

2

2Un(x,tl) dx

| //RZ{ o

(2.11)

2

+ VU, (2, 1) > + p?|Un(z, t)|2} dxdt.
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Agora observe

lim 2U (., t1) = lim [%un(.,tl + k) — %un(.,tl)} = hyyox — by, em L*(R?).

n— 00 a n—00
Temos ainda:

0

o) 0
lim —U, = lim {aun(, 4 k)+ 5

n—00 a n—00

_ 9 9 2
un} = au(, k) + Eu em L*(R x [-T,T)),

ja que lim u, =u em HY(R?*x] — T, T), |k| é pequeno e, também
n—oo

lim VU, = Vu(.,. + k) +Vu em L*(R*x [-T,T))

n—oo

pela mesma razao.

Agora, fazendo n — oo em ([2.11]), obtemos

[ st = mutoe < g [ [ {] St futan

+ | Vu(z, t + k) — Vu(z, t)]* + @ lu(z, t + k) — u(x, t)|2}d$dt.

2

Usando o teorema da continuidade em L? (ver [37]), pag. 134) e fazendo k — 0
vemos que cada parcela no lado direito da desigualdade acima tende a zero.
Logo,
lim / (o) — b, (@) = 0.

k—0 R

Assim, h é continua em t; € [-T,T]. Como T foi tomado arbitrariamente, entao h
é continua em R. Denotamos h(x,t) = hy(x) e observamos que h(.,t) € L?(R?).

Seja ¢ € C3°(R*™!) uma fungao teste. Para cada t € R, (., t) € C;°(R?). Como
lim 0 —u,(.,t) = h(.,t) € L*(R?), para todo t € R, entdo

n—00 a

lim g n(x, )z, t)de = /R2 h(z,t)o(x,t)dx

n—oo R2

para todo t € R.
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0

Seja @, (t) = aun(x, t)p(x,t)dx. Pela desigualdade de Cauchy-Schwartz temos
R2

llo(., )] L22), para todo t € R.
L2(R?)

0,01 < | Srua(.0)

Observe que da desigualdade ([2.7]) obtemos

a 2

< C{lfalldiie) + lgalia |

Lz(Rz) }nGN

Como ¢ tem suporte compacto em R?*! concluimos que (®,,),ey é uniformemente

L2(R2)

para todo natural n e t € R. Logo,

{3

é limitada uniformemente em ¢ € R.

limitada em R. Logo, ®, ¢é integravel em compactos de R. Como &, converge

pontualmente para

B(t) = /R W, (. t)da,

segue que P é integravel em cada intervalo limitado I e

lim // 2un(:v,t)go(:lc,t)alasalt:// h(z,t)p(z,t)dxdt.
n—oo J1 Jp2 O 1JR?

Por outro lado, da definicao de solugao generalizada, segue que

0 0 2
aun — au em L°(K), com K =supp(p).

Logo,

lim // 2un(az:,t)go(a:,t)da:dt:// 2u(ac,t)go(a:,t)clasdt,
n—oo T RQ at I R2 815

onde I é escolhido de modo que K C R? x I. Assim,

lim %un(a:, typ(z, t)dedt = / 2u(:z:, t)o(x,t)dzdt,

n—00 Jm2+1 R2+1 ot
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para todo ¢ € Cg°(R*™).

Portanto,
/ hodadt — / O dwat.
R2+1 R2+1 ot
0
isto é, h = —u(.,t). O]
isto é, atu( ,t)

2.5 Decaimento de energia

Nesta secao provaremos que a energia local da solugao do problema de Cauchy para
a equacao (2.1)) decai numa razao polinomial em relagao aos seus dados iniciais, para isso

usaremos a sua férmula explicita e os resultados da secao anterior.

Consideremos o seguinte problema de Cauchy

uy — Au+ p*u=0  em R
u(z,0) = f(z) em R% (2.12)
u(z,0) = g() em R?,

onde p > 0 e os dados iniciais f,g € C{°(R?) tem suporte compacto contido em um
dominio limitado = de R2.
A férmula explicita da solu¢ao do problema de Cauchy ([2.12)), para ¢ > 0, foi dada

em (2.3)), a saber,

1|0 cos(pr/t? — |y — z|?)
u(x,t) = d
(@1 [ | Fl)dy

ot V2 =y —af?
cos(py/t* — |y — x]?)
+/ > ——9(y)dy
y—zl<t /= |y — 7

Seja Ty > diam (Z). Entdo = C {y € R?: |y — x| < t, € =}, para todo t > T,.

Como os dados iniciais possuem suporte compacto em =, podemos mudar o dominio de

integracao da expressao acima por =, isto é,

2 |y — 22
(. t) = 1 [6 cos(pur\/t% — |y — z|?)

L L N T
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para todo z € Z e t > Ty,

Vamos estudar a férmula (2.13]). Para isso, introduziremos as seguintes fungoes

_cos(uy/? — |y — z[?) sin(p/t* — |y — a?)

t) = 0 t) = 2.14
%(:E,y, ) (t2— |y—$|2)k/2 € k(‘raya ) (t2— \y—x\z)kﬁ ) ( )
onde z,y € Z,t > Ty e k € N*,
Observe que (2.13) pode ser escrita como
1 0
para todo x € = e todo t > Ty,
Afirmacao: Para algum p > 0 vale
pr_ P
|7k($7y7t)|7 |8k:(x7y7t)| S T S Tk k= 1727 cey (215)
t T
para todo z,y € Z et > Ty.
De fato, consideremos a fungao
(s) ! l<s<1
§) = —, — s .
X V1—s?
Note que para z,y € = e todo t > T, temos
0< y—x < diam(Z) <1
t t
Com isso, podemos reescrever as fungoes de (2.14]) da seguinte forma
1 Yy—x F
’)/k(.l’,y,t) = t_kCOS(N t2_|y_x|2)X ¢ ) k:1727'”7 (216)
1 . Yy—T F
Op(x,y,t) = t—ksm(,u 12—y —z|?) x ; , k=1,2,.... (2.17)

Agora, escolhemos « (fixo) de modo que

diam(=)

< <1
T, &

e tomamos p = max{x(s); s € [—k, |}
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Assim, para z,y € Z e t > Ty, tem-se
ly —z|  diam(Z)
< < R,
t =T "
0 que acarreta
y—
()=
Portanto, de (2.16)) e (2.17) obtemos
k k
P p
at ) 0 ) 7t < = Tk
e .01 106,08 < 7 <
para todo z,y € = e t > Ty, o que demonstra nossa afirmacao.
Um célculo direto fornece as formulas de diferenciacao:
0
aﬁﬁf('xa Y, t) = _ﬂt9k+1 (3:7 Y, t) - kt7k+2($7 Y, t)> (218)
0
aek(m’,y, t) = ptyeer(x,y,t) — ktbgio(x,y,t), (2.19)
0 :
5’%%(:6’% t) = _M<yl - $i)9k+1($, y?ﬂ - k<yl - xi)7k+2(xvy7t>7 = 17 27 (220)
0 .
83:-0k(x’y’t) = (Y — )i (@, Y1) — k(yi — 23)0ri2(2,y,1), i=1,2, (2.21)

para as funcoes 7, e 6. Observe que as derivadas de v, e 6; sdao expressas como

combinacoes lineares de funcoes dessas familias. Em particular, obtemos derivadas de

ordem superior de ;. Logo, x — v(z,y,t) é de classe C*°(Z) devido a desigualdade

(2.15)). Portanto, a derivagao de qualquer ordem em (2.13]) pode ser efetuada sob o sinal

de integral.

Lema 2.8. Seja Z C R? um dominio limitado, f,g € C(R?) fungoes com suporte

compacto em = e > 0. Seja u € C®(R*™) a solugio do problema de Cauchy

Uy — Au+ p?u =0 em R?T1,
u(,0) = £(x) em B2
u(x,0) = g(x) em R2

Para cada Ty > diam(Z), existe C = C(Z, Ty, 1) > 0 tal que para todo multi-indice
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a=(ar,az,a3) € N3, com |a| = a; +as + az < 1 temos

a|04‘ C
D=7 'E = 2.22
'G(x,t)au(x’ )‘ < < {lflme +l9llee} (2.22)
para todo x € = et > Tj.

Demonstracao. Como visto anteriormente, a solucao do problema de Cauchy do enunciado

pode ser, para t > Tj, escrita como

ute.t) = 5= | [ne gy + 5 [0

Vamos estimar u e suas derivadas listadas em (2.22)). Para isso usaremos as

identidades ([2.18))-(2.21]). Assim, temos

0
&71(%3/,75) = _,U/tGQ(xay7t) - t73($,y,t)7
am‘VI(xa y7t) = —,U(yz - xi)@Q(I’, Y, t) — (yz — xi)/y3(x7y7 t>7 1= ]_’ 2’
0? Z )
83:-(%%(93’ y,t) = —pt(y; — x)ys(x,y, t) + 3ut(y; — x;)04(z, y, t)
+3t(yi — zi)vs(w, 9, t), i=1,2,
82

@ryl ('TJ Y, t) = _,u‘92 (LU, Y, t) - :u2t2’)/3 ('Tu Y, t) + 3/Lt294(ﬂf, Y, t)

—’)/3<£L‘, Y, t) + 3t275($7 Y, t)

Vamos usar as estimativas (2.15)) nas identidades acima. Pondo C} = max{p®; o =
1,2,3,4,5} e pela hipdtese de t > Ty > diam (Z), temos

|% - $z| < diam (E)

< <1,
t t
0 que resulta
1
|’)/1(.T,y,t)| < ZCI’
0 1 1
= Hl < ¢ —
'8t71('r7y7 ) = I{M—i_To}’
0 1 1
t < -C — , =1.2
‘ami/yl(:pai% ) = 1{M+TO}) 7 3 4y
5? 1 3y 3
a o, 3 7t < _C 2 ap) T2 (> ) = 1727
’axiaﬂl(w =3 1{“ +T02+T02} Z
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0? 1 4y 4
2 H < ol 2
‘atgryl(xay’ )‘ = 1{M +TO _'_TOQ}’

para todo z,y € Z e t > Ty,
Agora, calculamos cada uma das derivadas de u = u(x,t) para o = (aq, ag, ag) com

|a] <1 e utilizamos as estimativas acima para obter

bézﬁﬂ ) < 52 { [irwiar+ [lawas}

para todo z € = e t > Ty, onde C, > 0 é uma constante que depende de u, C; e Ty.

Usando a desigualdade de Holder e a majoragao ||.||z2z) < ||| m1(z) obtemos

et < P e+ Mgl w e Ze s T
u\xr = T =
3(:17,t)0‘ ) = Hl(= aliL2(z) s ) 05
- : — . Cy|Z]?
onde |Z| denota a medida de Lebesgue de Z. Definindo C' = ———, obtemos (2.22). [
s
Sob as hipoteses do Lema 2.8, segue
ol * C
i@ < U e}t =T (22)

onde C = 2C? > 0.

Da estimativa (2.23)) temos as seguintes desigualdades:

C
u(z, )]* < t_2{HfH§{1(E)+H9H%2(E)}>
2

0 C 9 9

0] < GO B + lalie)

) 2 C o ) )
) < G+ lallm). i = 1.2

Integrando as desigualdades acima em = e depois somando-as, obtemos

K
Ju( )3 ) + w072 @) < I {||f||%11(5) + ||9||i2(5)} , t>Ty, (2.24)

onde K = 4C|Z| > 0.

De posse de (2.24) podemos provar o seguinte teorema:
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Teorema 2.9 (Decaimento Local de Energia). Sejam f € H'(R?) e g € L*(R?) fungdes
tais que f € HY(Z), f e g se anulam no complementar do dominio limitado = C R?
e To > diam(Z). Entao, existe uma constante K = K(Z,To, ) > 0 tal que a solugao

generalizada v € H. (R*™) do problema de Cauchy

loc

Uy — Au+ p?u =0 em R*+1

u(z,0) = f(x) em R,
uy(,0) = g(x) em R,
satisfaz
2 2 K 2 2
Dl ) + el Oliaey < 5 (11 + laliZam)) (2:25)

para todo t > Tj.

Demonstragio. Como C§°(Z) é denso em HI(Z) e L*ZE), existem sequéncias

{fn}néNa {gTL}nEN C CSO(E) tais que

lim f,=f em HYZ), (2.26)
n—oo
lim g, =¢g em L*Z). (2.27)
n—o0

Seja {un tneny € C®(R*™1) onde para cada n € N, u, é a solugao cldssica do
problema de Cauchy para equacao linear de Klein-Gordon com dados iniciais f, e g,. Da
prova do Teorema 2.5 vemos que a solugao u satisfaz u,, — v em H'(int(K)) para todo

compacto K com interior nao vazio. Mais ainda, das Proposicoes 2.6 e 2.7 temos

lim u,(.,t) =u(.,t) em H'(R?), (2.28)
.0 0 5o
nh_)rgo aun(.,t) = 8tu("t) em L*(R?), (2.29)

para cada t € R.
Aplicando a desigualdade (2.24)) na fungao wu,, temos

2
K
< = {1l + loaltee §

L2(2)

0
il ey + g

para todo z € Z et > Tj.
Passando o limite nesta tltima desigualdade e usando (2.26]) - (2.29)), obtemos a
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estimativa ([2.25)). O



CAPITULO

3

Extensao analitica de uma familia de

operadores

Neste capitulo definiremos uma familia parametrizada em [Tj, 00) de operadores
compactos que estao associados ao problema de Cauchy para a equacao linear de Klein-
Gordon. Em seguida, mostraremos que tal familia admite uma extensao ao parametro
complexo, analitica numa regiao apropriada. KEssas propriedades exercerao um papel
fundamental para a resolugao do controle exato na fronteira para um sistema de equagoes

de onda.

Comecemos com a definicao da familia de operadores. Sejam = C R? um dominio

limitado e ;> 0. Em todo este capitulo consideraremos o seguinte problema de Cauchy

vy — Av+pfv=0  em R
v(z,0) = vo(x) em R2?, (3.1)

u(,0) = 01 (a) em R?,

onde vy € H'(R?), v; € L*(R?) sao tais que vg € HE(Z), vo e v; se anulam no
complementar de Z=.
Como visto no Teorema 2.5, o problema de Cauchy (3.1]) possui uma tnica solugao

generalizada v € H}

L (R**) a qual é obtida como o limite de uma sequéncia de solugoes

46



47

classicas
1[0
vp(z,t) = o | 5t T (z,y, t)von(y)dy + T(z,y, )vin(y)dy| ,
& t ly—a|<t ly—z|<t
em que Vg, V1, € C°(E), n=1,2,... e

Vo — v em H'(R?),
V1, — vg em L*(R?).
Fixemos T > diam(Z). Como visto na se¢ao 2.5, podemos mudar o dominio de

integragao da férmula explicita de v,(x,t) por Z, sempre que t > Ty. Usando as relagoes

(2.18) - (2.21)), a estimativa (2.15]) e o teorema da convergéncia dominada na passagem
do limite a sequéncia de solucoes classicas, vemos que, para todo t > T, a solucao
generalizada v e sua derivada v; podem ser representadas por

o) = 5 | [ntemtutir+ [ waoua]. ce=

2

vz, 1) = : P/E%(w,y,t)v1(y)dy+%/_%(w,y,t)vo(y)dy], T €

(|

T on ot

Mais precisamente temos

v(z,t) = QL [—ut/E%(fv,y,t)vo(y)dy—t/g%(x,y,t)vo(y)dw/E%(x,y,t)vl(y)dy] :
(3.2)

vi(z,t) = Qi [ - u/jz(x,y,t)vo(y)dy - u2t2/:73(x7y,t)vo(y)dy

+3/Lt2/:64(:1:,y,t)vo(y)dy—/73(3673/775)?10(3/)513/

= (3.3)
—|—3t2/:75(x,y,t)vo(y)dy

it [t ity —t [ W,y,wy)dy} ,

para todo z € Z e t > Tp,.

Usado novamente (2.18) - (2.21]) juntamente com a estimativa (2.15)) vemos que,

para todo t > Tj, podemos derivar v e v; indefinidamente em relacao a x, para todo

(1|

xr e

Assim, as funcoes
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x— v(x,t),
x — vy(x, 1)

—_
—

sao de classe C*°(Z) para todo t > Tj.
Agora, para cada t > T > diam(Z) seja
Sy HY () x L*(Z) — HY(Z) x L*(Z)
dado por

Si(vg, v1)(x) = (v(z,t), ve(x, 1)), x€E. (3.4)

A este operador denominamos operador solu¢do associado a equacao de Klein-

—_
—

Gordon. Como observado acima, a imagem de S; estd em C™(Z) x C*°(Z). Logo, do

Teorema de Rellich, para todo ¢ > Ty > diam(Z), S; é um operador compacto.

3.1 Extensao da familia {S; }>1

Nesta secao mostraremos que a familia de operadores {S:}:>r,, parametrizada na

semi-reta [T, +00), estende ao parametro complexo t = £ € ¥, onde

s
20:{53 §=To+z; zEC,|arg(2)|§Z},

Para isso usaremos as férmulas (3.2), (3.3) e um argumento usado por J. Lagnese
[21] para a equacao da onda. Além disso, provaremos que {Se¢}ees, ¢ uma familia de

operadores compactos.
Proposigao 3.1. A aplicagio
[Ty, 0) 2t — S; € B(H}(Z) x L*(2), H'(Z) x L*(T))

estende-se para & € Xy, da forma natural, trocando o parametro real t pelo parametro

complezxo & € Xy, isto €,

Sg(Uo,Ul)(ZL') = (U($7£)7vt(x7§))7 T ez (35)

Demonstragao. Pela definicao de S; em (3.4]), basta provar que as aplicagoes
[Ty,00) >t — wv(x,t), descrita em (3.2))

[Ty,00) >t —> wy(x,t), descrita em (3.3
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se estendem para o parametro complexo £ € Y, para todo z € Z. De fato, por (3.2) e

(3.3) vemos que v(x,t) e vy(x,t) sdo combinagoes lineares de

tp / ey D)y e 19 / 0u(,y.1) f(y)dy, (3.6)

onde p,q € {0,1,2}, v € {1,3,5}, k € {2,4}, f € {vo,v1} ex €=, t > Ty,
Verificaremos a regularidade dessas integrais para o parametro t = £ € Y. Seja

E=Ty+ 2z € Xy. Como |arg(z)| < %, temos

Im(2)
Re(z2)

Re(z) >0 e ’ <1 = |Re(2)| > [Im(z)]. (3.7)

Sejam z,y € =. Usando as informagdes em (3.7, calculamos
Re(&2 — |y — z|?) = T2 + 2TyRe(z) + Re(2)? — Im(2)? — |y — =)

)

y—x

>Te—|y—af’ =T¢ (1—‘

Tomando k de tal forma que

diam(=)
—— I <kr<1
, T
obtemos
Re(€® — |y —2f") > T3 (1 - #%). (3.8)
Assim, temos
€% =y — 2’| > [Re(&® — [y — 2*)| > TF(1 — #?) (3.9)
e também, por 1) garantimos que ‘arg(&Q — |z — y|2)’ < g

1/2

Fixando z,y € Z, escolhemos o ramo da funcao multivalente (£2 — |y — 2/?)Y/2 em

que a parte real é positiva, assim obtemos uma funcao analitica
S0 2 (& — [y — a2
com valores contidos no setor

Yy = {5 (€= V1 —Rr2TH + 2z, |arg(2)| <

b

N
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obtemos as seguintes estimativas:

50

Agora, das identidades (2.14) (t = £ € ¥y) em conjunto com a desigualdade (3.9)),

cos(uy/€2 — |y — x|?)

Tk(l _ Ii2)k/2

e

|9k(x7 Y, €)| <

sin(pn/€2 — |y — 2|*)
paratodo z,y € =, £ €YNge k =1,2,

Tk(l _ I{Q)k/Q
que implica que as fungoes

Como visto acima, (£2 — |z — y|*)"/2 tomam valores em X, para todo z,y €

(3.10)

, O

cos(pn /€2 — |y — =*) e sin(uy/€ — |y — =)
sao localmente limitadas como funcdes de &, para todo z,y € =.

constante Cy, > 0 tal que

Y

Assim, para Vg, = {€ € C : |€ —&| < r} contida no interior de ¥, existe uma

cos(p\/ €2 — |y — a|*)
para todo £ € Vg, e x,y € =.

sin(py /2 — |y — -%"\2)‘ < Cvg,,

Logo, da estimativa acima junto com ({3.10]), resulta
SRRSO NERRS p—

- TE(1 -

para todo 7,y € Ze £ € V.

(3.11)

As estimativas (3.11]) nos mostram que as integrais (3.6)) estao bem definidas para
complexo & € 3.

t =¢ € Xy Como v e v, sao combinagoes lineares de integrais do tipo (3.6)), entao
resultado:

podemos estende-las ao setor complexo Yy trocando o parametro real ¢t pelo parametro

]
Agora, para provar que Sg é compacto para todo { € ¥, usaremos o seguinte

Proposicao 3.2. Para cada £ € Y, as fungoes

v v(.,§),
0

T —r —V

S00.8),
sdo de classe C=(Z)
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Antes de demonstrar a Proposicao 3.2 teceremos algumas consideragoes. Sejam

Py: H'(Z) x L*(B) — H'(3),

P, : H'(Z) x L*(2) — L*(2),

—_
—

as projegoes em relagao a primeira e segunda entradas de H'(Z) x L?(Z), respectivamente.

Como
PySe(vo, v1) = v(,, €),

P1Se(vo, v1) = e (., §),
entao, segue da Proposicao 3.2 que a imagem dos operadores PS¢ e PS¢ estao contidos
em C*(Z), para todo & € . Dai, concluimos que {PyS¢}eex, € {P1Se }bees, sao familias

de operadores compactos e, portanto, {S¢}eex, também o é.

Para provar a Proposicao 3.2, usaremos o resultado abaixo:

Lema 3.3. As deriwvadas

a1\ 8\
x? Y ) 0 x? Y ) x’ 6 E? E E )
((%Z) V(@ y, ) (8:&) K2, y,8), =,y £eX
sGo expressas como combinagao linear de termos da forma (y; — ;)" Ok € (Yi — Ti) Vs,
onde r,s,m,v € N tais que r,v < 2l e m,s < [.

Demonstra¢ao. Faremos a prova por indugao em [. Por (2.20) e (2.21)) o resultado segue

para [ = 1.

-1 I-1
0 .
Vamos supor que o resultado vale para [ — 1, isto é, ((9_> Vi € < 5 ) 0 sao
€T; €Z;

combinagoes lineares de termos do tipo

Wi — )"0y € (Ui — Ti)* Vhir,
onde r,v <2(l—1)em,s <[—1.

Usando as formulas (2.20) e (2.21)) segue que

0
8:v,~

((yi — xz‘)mekw) =—m(y; — ;)™ s + (Y — )" Vs
(3.12)

—(k+v)(yi — )" Orgwsa
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0
8%

<(yi - Iz’)S%w) = - 5(3/1‘ - Iz’)sfl%w - M(yz' - xi)s+19k+r+1
(3.13)

— (k+ 7)Y — )" g2
Para (3.12)), observe que a potenciagao do termo (y; — x;) é no maximo m + 1, mas
pela hipotese indutiva m < [ — 1, entao m + 1 < [. Note também que os subindices nas
fungoes do lado direito da igualdade de (3.12)) sdao no maximo k + v + 2, mas sabemos
que v < 2(I — 1), entdao v + 2 < 2l. De forma andloga, observando (3.13)), verifica-se que
s+1<ler+2<2.
9\ 2\
Assim concluimos que para z,y € = e £ € ¥, as derivadas ( 5 ) Vi € ( ) O
x

i Oz;

sao combinagoes lineares de termos

(Yi — )"0kt € (Yi — i) Vit

comm,s <lewvr <2l O

!
Demonstracao da Proposi¢ao 3.2. Vamos mostrar que as derivadas parciais ( 5 ) ,
T

[=1,2,...,i=1,2, das aplicacoes

z — (., ),
s 2ot
existem para todo z € =.
0
De fato, na demonstragdo da Proposicao 3.1, vimos que v(.,&) e a—fv(.,f) sa0
combinagoes lineares das integrais do tipo (3.6) (t =& € %), a saber
& [ 0iwidy o ¢ [ oo 5w (3.14)

onde p,q € {0,1,2}, v € {1,3,5}, k € {2,4}, f € {vo,n1} ex €=, £ € Xy,

No Lema 3.3, foi visto que

l l

sao combinagoes lineares de fungoes da forma

Wi — )" Ve (7,9,6) € (Yi — 1) Opyr (2,9, §),
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onde r,v <2l em,s <.

l
0 ) f)/k(xayag)

Como = é um dominio limitado e £ esta fixo, segue de (3.11)) que ( 3
X

81’2‘

o sinal de integral em cada uma das expressoes (3.14)).

! !
e ( 0 ) Or(z,y, &) sdo limitadas em Z. Assim podemos efetuar a derivada < 88 ) sob
Z;

Como as fungoes de x

T Wk(xa Y, 5)7

T r— ek(x7ya€)7

sao de classe C'(Z) (I =1,2...), concluimos que v(.,£) e g—z(,f) sio C®(Z). O

3.2 Analiticidade da familia {S¢ }eex,

Neste paragrafo vamos mostrar que a aplicagao
Y02 & — S € B(HJ(Z) x LA(2), H(Z) x L*(T)),

onde S¢ foi definida em ((3.5)), ¢ analitica no interior do setor 3. Para isso mostraremos
que a familia de operadores compactos {FPySe }eex, € {P1Se }eey, sao analiticas no interior

de ¥y, onde P, e P; sao aplicagoes projecao, ja definidas na secao anterior.

Proposicao 3.4. As aplicagoes

Y03 ¢ — PySe € B(Hy(Z) x L*(Z), H'(Z)), (3.15)

Y03& — PiSe € B(Hy(Z) x L*(Z), L*(Z)), (3.16)

sao analiticas no interior do setor Y.

Demonstrag¢ao. Provaremos somente a analiticidade para a aplicagao (3.15)), pois para a
funcao (3.16)) o processo é analogo. Como analiticidade fraca acarreta analiticidade forte

(ver Teorema 1.12), basta mostrar que a aplicac¢ao
2 D f — F(P@Sﬁ(vo,vl)) S (C, (Uo,Ul) c H&(E) X Lz(E),

é analitica, para todo F' € (H'(2))'.
Pelo Teorema da Representagao de Riesz (veja Teorema 1.8), temos a existéncia de

—_
—

um tnico w € H'(Z) tal que

F (PySe(vo,v1)) = (FPoSe(vo, Ul)»w>H1(5) -
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Logo, provar a analiticidade de (3.15)) se resume a mostrar a analiticidade da
seguinte aplicagao

o D f — F0<§> = <P055(U0,U1),U)>H1(E) € (C, w € Hl(E),
onde (vg,v;) € H3(Z) x L*(Z).

Sabendo que PyS¢(vo, v1) = v(.,§), temos

(PiSe(0, )0 iey = [ vl 0@ide + Y [ ol &) -w(a)d,

Por (3.2)), sabemos que v(x,&) é uma combinagao linear de termos da forma (3.6))
(com t =& € %), isto é:

8ﬁﬂa%ﬁ@@<a@/%amwww,

onde p,q € {0,1}, v € {1,3}, k=2, f € {vg,v1} ez €Z, £ € .
Agora usando as formulas (2.20)) e (2.21]) temos

0

8x-%<x’y’§> = — (Y — 2i)Okr1(2, 4, §) — k(yi — xi)ym+2(2,9,§),
0

axﬂk(%yaf) =i — Ti) Vo1 (2, 4, §) — k(yi — 2:)Orr2(2, . ),

mostrando que 5 v(x, &) é combinagao linear de integrais do tipo
T

§p/:%(x,y,£)(yi—:vi)f(y)dy e Eq/Hk(x,y,ﬁ)(yi—wi)f(y)dy,

onde f € {vg,v1} e p,q,k,v € N*.
Em geral, v(z,§) e

5 v(x,€) sao combinagoes lineares de
Li

fp/:%(ﬂ%y,f)(yi—xz‘)sf(y)dy e fq/zek(%yaf)(yi—Ii)sf(y)dy,

onde s € {0,1}, f € {vo,v1} e p,q, k,v € N*. Dai, segue que <P05§(UO,U1),1U>H1(E) ¢ uma
combinagao linear de

L& [t () wids 317)
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9\
[ [t — 0110 (5 ) wlerdud (319
onde s,l € {0,1}, f € {vg,v1} e p,q, k,v € N*.

Tomemos ¢ (z,y) = (y; — z;)°f(y) <ai

para provar a analiticidade de Fj no interior de ¥, é suficiente mostrar a analiticidade

l
) w(z) em (3.17) e (3.18). Deste modo,

das seguintes aplicacoes

%3¢ — & () (x, y, §)dady, (3.19)

[1]
X
[1]

%3¢ — & (2, y)0k(x, y, §)drdy. (3.20)

X

[1]
[1]

Com efeito, de (2.18) e (2.19) temos as seguintes identidades (com t = &)

0
8_€7V(x7y7£) = —M§9u+1(l’,y7f) —I/f’)/l,+2(l',y,€), V= 1727"'

0
a_gek(xayaé) = M57k+1($7y7§) - k59k+2(9§,y,§), k= 1727 ey

para todo z,y € = e £ € X.
Seja § um ponto arbitrario no interior de ¥y e V¢, uma bola aberta centrada em &,

e contida no interior de . Devido a (3.11]), temos a seguinte estimativa

0 < CV50
(@, 9, ) 10k (9, €| < Té“(l _ K:Z)k/Q’

para todo 7,y € Z e £ € V.
Assim, concluimos que ‘a%%(x, Y, 5)‘ e ‘a%Hk(x, Y, f)‘ sao limitados em = x = x V.

Como v é integravel no conjunto limitado = x = temos

0

/EXE g (@ (e, y)| dudy < CO”St/EXE [¥(2,y)| dzdy,
0

/EXE a—gﬁk(%yaf)w(%y) dxdy < Const/EXE | (z,y)| dedy,

para todo z,y € =, £ € V.
Isto nos garante que a derivada pode ser efetuada sob o sinal de integral em ((3.19)

e (3.20) com respeito a £ € V. Portato, F ¢ analitica no interior . O]



CAPITULO

4

Controlabilidade Exata para um Sistema de

Equacgoes de Onda

O objetivo deste capitulo é estudar controle para o sistema de m (m = 2,3,...)

equacoes de onda acopladas

(

Utt—AU+AU:O em QX]O,T[,
U(.,0)=U, em 2,
(4.1)
Ui(.,0) =1, em €,
ou =f sob 0Qx]0,T7,
L In

onde Q C R? é um dominio limitado com fronteira 2. O vetor unitdrio normal exterior n é
definido quase sempre em 0f2. Denotamos por %—Z a derivada normal de U = (u!,... u™)T,
Uyp = (uly,...,u)T e AU = (Aut, ..., Au™)T, sendo A o operador Laplaciano. A =
[@;;]mxm € uma matriz real diagonalizavel com autovalores nao negativos.

O sistema (4.1)) pode ser utilizado para modelar fenomenos fisicos em que corpos
elasticos estao conectados por camadas elasticas. Por exemplo, seguindo a idéia de S. Kelly
e C. Nicely ([15], vigas), apresentamos um sistema de m membranas idénticas conectadas
paralelamente por camadas elasticas.

Suponha que o sistema vibre sem influéncia de for¢a externa e que na posi¢ao

de repouso as membranas se identificam com um dominio 2 do plano suspensas a

26
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determinadas alturas. Denotando por v’ = u'(z,t),i=1,...,m, z = (r;,72) € Q CR? e
t > 0, o deslocamento da i-ésima membrana medido a partir de sua posi¢ao de repouso,

verifica-se que u' satisfaz a equacao

upyy — Au' + ki (=) + k(e —ut) =0 i=1,...,m,

u’ =™t =0, k; constante real 1=0,1,...,m.

A presenga do termo k;_i(u’ — u'™') + k;(u’ — u') na i-ésima equacao de onda
reflete o efeito sobre a i-ésima membrana da acao das outras, situadas abaixo e acima
dela.

O sistema acima, quando colocado na forma de , nos fornece a matriz de

acoplamento A que é dada por

-
ko Rtk —k
ky ket ks —ky
ks
b+ k1 —kma
R R

e é uma matriz diagonalizavel.

Um problema de controle para o sistema consiste em encontrar um tempo
finito 7" > 0 tal que para cada estado inicial (Uy, U;) pertencente a um espago de fungoes,
existe uma fungao controle f atuando na fronteira 02, no intervalo de tempo |0, 77, de
modo que a solugao de (4.1)) satisfaca U(.,T) = Uy(.,T) = 0 em Q.

Antes de enunciar o resultado principal é necessario estabelecer os espacos de
fungées que usaremos. Para um dominio limitado arbitrario = C R™ (n = 1,2,3,...),
vamos introduzir o espago produto C®(Z) = C®(Z) x - - - x C*(Z) = [C*°(Z)]™, o espago

HYZ)=HYZE) x -+ x HY(Z) = [HY(Z)]™ com norma
12 RS 1 T o1 (=
1Ulhae = [l 2ng + - + e Eng | U=t ) € HI(E),
e o espago produto £L2(Z) = L*(Z) x - - x L*(E) = [L*(Z)]™ com norma

1/2
1Ullea) = [0t lZagy + - + a2 0 U= (@l um) € £2(3).
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Seguindo o mesmo raciocinio, definimos H}, .(Z), L2 (Z) e H{(Z). O espago produto

HY(Z) x L%(Z) é dotado da norma
U Ba ez = 1B + 1IVIzee), UeR(E), Ve L E).

Na secao 2.3 definimos e provamos a existéncia de solucao generalizada para o
problema de Cauchy da equagao linear de Klein-Gordon com dados iniciais em H'(R?) x
L?*(R?) com suporte contidos em um dominio limitado do plano. Agora, vamos definir o
que é solucao generalizada para um sistema de m equagcoes de ondas acopladas com dados

iniciais em H!(R?) x £?(R?) com suportes contidos em um dominio limitado de R.

Definigao 4.1. Sejam Uy € HY(R?) e U, € L*(R?) fungoes que se anulam no
complementar de um dominio limitado = C R? e seja A = [@ijlmxm uma matriz real
diagonalizdavel com autovalores nao negativos 0 < A\ < Ay < -+ < A\, A funcado

U € Hi (R*) € solugio generalizada do problema de Cauchy

Utt — AU + AU =0 em R2+1,
U(.,0) =Uy em R? (4.2)
Ui(.,0) =1, em R2.

se existir uma sequéncia (U, )nen C C®(R*™) tal que

a) Para todo compacto K C R*™ com interior ndo vazio, tem-se

lim U, =U em H'(int(K));

2
b) ;2(] AU, + AU, = 0 em R**! para todo n € N;
¢) lim U,(z,0) = Uy em H'(R?);
0
d) lim a—Un(x, 0) = U, em L*(R?).

Ficard evidente no que se segue, que a colocagao correta do problema de Cauchy
segue da teoria desenvolvida para a equacao de Klein-Gordon nos capitulos
anteriores. Nos ocuparemos de estudar o decaimento local de energia e a analiticidade do
operador solugao associado ao sistema visando mostrar o resultado principal deste

trabalho, que consiste do teorema que enunciaremos a seguir.



59

Teorema 4.2. Sejam A = [a;j|mxm uma matriz real diagonalizdvel com autovalores 0 <
M < oo < A e Q C R? um dominio suave por partes simplesmente conexo. Entao
para qualquer T, > diam(Q) e qualquer (Uy,U;) € H'(Q) x L2(Q), existe um controle
f € L200x]0,T.[) tal que a solugio U € H'(2x]0,Ty[) do sistema satisfaz

U(,T.) =Uy(.,T.) =0 em Q.

No decorrer deste capitulo, vamos preparar terreno para provar o teorema acima.
Na secao 4.1, diagonalizaremos o sistema usando algebra linear de tal forma que nos
permita aplicar em (4.2)) os resultados vistos nos capitulos anteriores.

Na secao 4.2, mostraremos o decaimento local de energia da solucao generalizada
do problema de Cauchy .

Na secao 4.3, abordaremos a controlabilidade para o sistema com tempo T
suficientemente grande (>>> diam (©2)) e dados iniciais em H'(Q) x L£2(Q).

Na secao 4.4, mostraremos que a familia de operadores compactos apresentada na
secao 4.3, admite extensao analitica ao parametro complexo no setor Yy, definido na secao
3.1. E, por fim, na secao 4.5 demonstraremos o Teorema 4.2 e uma extensao do mesmo

quando o controle atua somente numa parte da fronteira.

4.1 Diagonalizacao do sistema de equagoes

Seja = C R? um dominio limitado. Consideremos o problema de Cauchy (4.2)

Utt—AU+AU:O emn R2+1,
U(70) = UO: Ut(ao) - Ul €mnl R27

onde A = [aij]mxm ¢ uma matriz real diagonalizdvel com autovalores nao negativos
0< N < X< <\, Up € HY(R?) e U; € L2(R?) sdo fungdes que se anulam no
complementar de = e Uy € H}(Z).

Primeiro, observemos que a matriz transposta A7 é também diagonalizével e possui
os mesmos autovalores 0 < A\ < Ay < -+ < A\,. Seja {v' = (ad,...,al) : 1 =

1,2,...,m} uma base de R™ cujos elementos v* sao autovetores de AT associados a \;,
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respectivamente. Assim, para cada i = 1,2,...,m, temos o seguinte conjunto de relagoes

( . 4 . 4
an o + anah + -+ amion, = M\oj

algai -+ CZQQO&ZQ + -+ amgafn = )\10422

i i i i
[ Gm@) + om0 + - A, = Al

Tomemos B = [a]xm. Definamos W = (w',w?, ..., w™)T

; o vetor dado por

W = BU, onde U = (u',u?,...,u™)T é a solucao do problema de Cauchy (4.2)). Com isso

temos )
w' = aju! + adu? + -+ al um
w? = adul + adu? + -+ a2 u™
(4.4)
w™ = aut + afu? + -+ amu™,
\
Para cada v =1,2,...,m, calculemos
82
i i1 i 2 iomy\ il i 2 i m
Wy = o2 {aqu +aqu” + -+ apu™ b = ajuy + apuy + o0+ agug
= o (Aut —apu' —apu® — - — apu™)
+ % A 2 1 2 m
as(Au® — agiu — ageu® — -+ — agupu™) - - 4
7 m 1 2 m
+a;, (AU™ — @it — Aot — -+ — Apu™)

- - , , . -
= A(aju +aju” + -+ o, u™) — (a110] + ag10h + -+ - + ami oy, )u

2 m

—(a12a1 + 220 + -+ amzam)u — s — (almal + A2m Ol + -+ ammozm)u

Usando as relagoes (4.3)) e (4.4)) na igualdade acima, obtemos

wy, = Aw' — \w',

para todoi=1,2,...,m.

Assim, W satisfaz o problema

Wy — AW + DW =0, D = [0;\i]mxm,
W (.,0) = BU,,
Wt('ao) = BUl’

onde Uy = (up, ud, ..., uf)" e Uy = (ul,u?, ..., uf)T.
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Deste modo, cada entrada w’ de W satisfaz o problema de Cauchy

wi, — Aw' 4 piw' =0 em R
w'(.,0) = alu + abud + - + ol ul = wh em R? (4.5)

wi(.,0) = atui + abu? + -+ ol ul = w! em R

onde

para todoi=1,2,...,m.

4.2 Decaimento de energia local para o sistema de equacoes

O decaimento local de energia da soluc¢ao do problema de Cauchy (4.2)) serda uma das
ferramentas fundamentais para provar a controlabilidade do problema de Cauchy (4.1J).

Teorema 4.3. Seja = C R? um dominio limitado e seja Ty > diam(Z). Entdo existe
K = K(Z,A,Ty) > 0 tal que a solugio U € H},.(R*') do problema de Cauchy
satisfaz

K

|’U(-775)H3{1(E) + HUt('at)H%Q(E) < g {”UOH?LN(E) + ”U1H%2(a)} ; (4.6)

para todo t > Ty sempre que (Uy, Uy) € H'(R?) x L2(R?), Uy € Hi(Z), Uy e Uy se anulam

no complementar de =.

Demonstrag¢ao. Da diagonalizagao realizada na secao anterior, desacoplamos o sistema
em m problemas de Cauchy para a equacao de Klein-Gordon do tipo .

Da hipétese sobre Uy e Uy segue que (w),w}) € H(R?) x L*(R?), wy € HY (=), wj
e w} se anulam no complementar de Z, para todo i = 1,2,...,m. Aplicando o Teorema
2.9, para T¢ > diam (Z) existe uma constante K; := K;(Z, Ty, \;) > 0 tal que a solugio

w' € H._(R?*™1) do problema de Cauchy (4.5)) satisfaz

loc

i i Ki i i
(. 8) s o) + i DIy < 55 { bl o) + i Ieco) |

para todo t > T¢ ei=1,2,...,m.

Note que Ty depende de pu? = \;, i =1,...,m.
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Usando as defini¢oes de wjy e w! na desigualdade acima, obtemos
o0 ) s o)+ et )y < o+ bl -+ o) { T By + 102 }
(4.7)
para todo t > Tt ei=1,...,m.
Tomemos [|B|> = Y] |ai?, M = max{K;, i = 1,2,...,m} e Ty = max{T}, i =
1,2,...,m}. Somando as desigualdades resulta

M
HW('7t)H’2}-[1(E) + HWt('at)”%Q(E) < t—2HBH2 {HUOMH(E) + ”U1H%2(E)} ; (4.8)

para todo t > Tj.
Por outro lado, como B possui inversa temos U = B~!W, onde tomaremos B~! =

[B:]mxm- Observe que u'(.,t) = flw'(.,t) +--- + BLw™(.,t),i=1,...,m. Logo
UGy + 10D Emy < 1B IV One) + Wl Dlsy ). (09
Das desigualdades (4.8)) e (4.9) obtemos
2 2 K 2 2
U O 5@ + U D z2E) < t—2{||U0||H1(5) + | Uillz2) }s

para todo ¢ > Ty, onde K = M| B|]*||B~*||*. O

4.3 Controlabilidade para o sistema (4.1) em tempo grande

Nesta secao vamos resolver o problema de controle para o sistema (4.1)) em tempo T’
suficientemente grande. Para isso, usaremos um método adotado por D. Russell em seu

trabalho [33].

Teorema 4.4. Sejam A = [a;j|mxm uma matriz real diagonalizdvel com autovalores 0 <
M << Ay e Q C R? um dominio suave por partes simplesmente conexo. Entao, existe
T > diam(Q) suficientemente grande tal que para cada (Uy, Uy) € HY(Q) x L2(Q) emiste
um controle f € L2(00x]0,T[) de modo que a solugao U € H (Qx]0,T[) do sistema

satisfaz

U, T)=U(.,T)=0 em .
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Demonstracao. Antes de usar o método adotado por Russell, vamos apresentar duas
familias de operadores que serao de extrema importancia nao apenas para a prova deste
teorema, mas também para o nosso resultado principal (Teorema 4.2).

Seja d > 0 fixo. Definimos a d-vizinhanca de €2 por

Q=0+ B(0,) ={x+y, z€Q, |yl <}

Sejam (Vo, Vi) € H(2s) x L2(s) arbitrdrios e seja V' a solugao generalizada do
problema de Cauchy (|4.2))

Vie— AV + AV =0 em R?H,
v(70) = ‘/07 ‘/t(yo) = ‘/1 em ]RQ,

com dados iniciais estendidos por zero no complementar de (5.

Para t > 0 consideremos o operador solu¢dao referente ao problema de Cauchy acima
S; : HE(Qs) x L2(Q5) — HUQs) x L2(Qs)
dado por
S:(Vo, Vi) (z) = (V(z,1), Vi(, 1)), = € Qs. (4.10)

Seja Ty > diam (). Pelo Teorema 4.3, existe K = K ({5, A, Tp) > 0 tal que

K
(Vo Vi) By xczien) < 75 { IVolluay) + 1Valaay | (4.11)
para todo T > Ty. Da definicdo de St e da desigualdade (4.11)) resulta que Sy é um

operador linear e limitado, para cada T" > Tj.

Agora, para T > 0 arbitréario, consideremos o problema retrégrado

Ztt — AZ + AZ = O em R2+1,

(4.12)
Z(,T)=Zy, Z(,T)=2; em R

com dados iniciais (Zp, Z1) € H(Qs) x L2(Qs) estendidos por zero no complementar de

(25, no tempo inicial T'. Seja

Sy HA(s) x L2(s) —> HY(Qs) x L2(Qy)
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o operador solu¢ao associado ao problema de Cauchy (4.12)), dado por

~

Sr(Zo, Z))(2) = (Z(x,0), Zi(2,0)), = € Q. (4.13)

Observe que a funcao Z(.,T — 1) satisfaz a equacdo Z,, — AZ + AZ = 0 com dados

iniciais (Zy, Z1) no tempo 7 = 0. Usando novamente o Teorema 4.3, obtemos

K 2 2
12O + 1700 0) o) < =5 {12000y + 171200}

para todo 7 > Tp, onde Ty > diam({2s). Assim

2 K

Sr(Zo, 2 <
H r(%0, 21) HU(Qs)xL2(Q5) — T2

2 2
{12015 0y + 121220 } (4.14)

para todo T > Ty e (Zy, Z1) € Hy () x L2(Qs).

Com as defini¢oes dos operadores lineares e limitados St e §T e, das estimativas
e , estamos aptos a aplicar o método adotado por Russell.

Seja E @ HY(Q) x L%(Q) — HY(R?) x L2(R?*) um operador extensao de modo
que (‘N/O,XN/I) = E(Vp, V1) é tal que Vo e Vi tem suporte em € para todo (Vo,V1) €
HI(Q) x L2(Q).

Primeiro vamos resolver o problema de Cauchy com dados iniciais (170, 171)

Vi — AV + AV =0 em R
V(,0)=V, Vi(,0)=Vi emR?

e denotamos por V € H}. (R*!) a sua solugao.

Agora, seja ¢ € C§°(R?) uma funcao localizadora em  de tal modo

em 95/3,

p=1
(2 0 e R2\925/3.

A seguir resolvemos o problema retrogrado (4.12)) com dados iniciais
(ZO7 Zl) = (90‘7<7 T)? 30‘7t<7 T) )

¢ denotamos por Z € Hi.(R*1) a sua solugao.
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Observe que o estado (Z (.,0), Z(., 0)) é expresso em termos dos operadores Sy, Sr

e da extensao F, a saber

(Z(.,0), Z,(.,0)) = (Sr¢SrE)(Vo, V1),

onde ¢ denota o operador de multiplicagao pela funcao .

Definamos U° =V — Z. Veja que U° satisfaz
U, — AU° + AU®° =0 em R**! (4.15)

e a condicao final
U°(,T)=Ug(.,T) =0 em €.

Agora, consideremos (Up,U;) € HY(Q) x £3(Q) como na hipétese do teorema.

Gostariamos que valessem as igualdades
U°(,0)=Uy e U(,0)=U; em (.
Mas isso é equivalente a:

0 00) =(U° .0 G0 ) =(P 0, = 200, Tt 0, - Z. 01, )
(V= 20 i = 20, ) = (0) = (200 Zi0L )

= (Vo, V1) — (RSr¢SrE)(Vo, ),
onde R é o operador restricao a (2.

O ponto chave do método de Russell é resolver a equacao
(Vo, Vi) — (RS1¢SrE) (Vo, Vi) = (Up, Un), (4.16)

onde (Vp, V) é a incdgnita e (U, Uy) sao dados iniciais do problema de controle.

Denotando Ky = R/S\TQOSTE , Teescrevemos 1} por
(I = Kr)(Vo, V1) = (U, Un).

A fim de resolver a equacao (4.16]), provaremos que Ky é uma contragao (veja
Teorema 1.14). Com efeito, de (4.14)) resulta
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~ ~ 2
RS SEV,V’ <Hs ).V, T‘
H rSrE(Vo, 1) HI(Q)xL2(Q) V(1) Vil 1)) HI () X L2(2)
K V V 2
< =
- 17 {‘SO H(Q5) * Hw (- T) 52(95)}
K ~ 2
2 Vi(, T ’
T { Hl(Qa +’ (- T) EQ(Qa)}
K

{”STE %7‘/1 ”’H1 Q5)X£2(Q5)}

onde K é uma constante que depende de K e . E de 1) obtemos

ﬂ

K ) KK (|~>2
73 {I8r BV Wl e } < EE{HVO e ]

2
e
£2(Qs)
KK

=T ||E(‘/07‘/1)||’H1(Q(;)><E2(Qg)

Const
< 1(Vo, Vil @ xc2oy

para todo (Vo, V1) € HY(Q) x L3(Q) e T > Ty, onde To > diam(€ys).

Com isso, temos || Kr| < C‘;l"ft'. Logo, podemos escolher T' > T, suficientemente
grande de modo que ||Krz|| < 1. Para tal T, o operador K7 é uma contracao em H!(£2) x
L%(9).

Agora, denotemos por (Vy, V;) € H () x L2(Q2) a tinica solugao da equacao (4.16)),
isto é,

Vo, V1) — (RSr¢SrE)(Vo, Vi) = (U, U1) em Q.

Da, construgio acima, vemos que E(Vy, V1) — (Sr¢SrE)(Vy, V1) é uma extensao de

(Up, Uy) em todo R% Definamos
(UL, U?) := E(Vo, V1) — (Sr¢SrE)(Vo, V1). (4.17)

Como todos os problemas de Cauchy envolvidos na contrucao de (US,Uy) tém
propriedade de velocidade finita de propagacao e, todos os dados iniciais considerados
tém suporte compacto, constatamos que (Ug, Uy) também tem suporte compacto.

Uma vez que temos a extensao apropriada dos dados iniciais (Uy, Uy), iniciamos o
processo resolvendo o problema de Cauchy com dados iniciais (Ug, Uy) definidos em
. A seguir, localizamos seu estado no tempo 71" de forma que obtemos o estado inicial

correto para o problema retrégrado (4.12)). Com isso, construimos a solu¢ao U° para o
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sistema ([4.15]). Tal funcao satisfaz

U°® € Hjpo(R*)

U, — AU+ AU° =0 em 2x]0, 7T,
U°(.,0) =Uy, U(.,0) =0, em (2,
Ue(.,T)=U0:(.,T)=0 em ().

Como U° € H},.(R*™), entao Uy, — AU° € L7 (R*'!). Se u é uma das componentes

loc

de U°, entao u satisfaz

Ou = uy — Au € L7 (R*™).

loc

Da Observagao 1.8 e do Teorema 1.7, segue que o traco da derivada normal de u ao
longo de 9€Q2x]0, T'[ est4 bem definido e g—:; € L*(00x]0,T]). Portanto, temos

ouU°
on

Para concluir a demonstracao, definimos

e L2(00x]0, T]).

oU®
on’

note que U, f e T atendem as condigoes do teorema. O]

U:=U°|axor € f:=

4.4 Extensao e Analiticidade da familia {S;}~7,

Sejam Z C R? um dominio limitado, g > 0 e (vg,v1) € H'(R?) x L*(R?) tal que
vo € HY(Z), vo e vy se anulam no complementar de =. Consideremos o problema de

Cauchy para a equacgao de Klein-Gordon

vy — Av + p?v =0 em R?H,

v(.,0) = vy, v(.,0)=v;  em R?

e sejav € H} (R*!) a sua solugao.

loc

Fixemos
Ty > diam (Z).
No capitulo 3, para t > T}, estudamos o operador compacto

S, : HY(Z) x [2(2) — HY(Z) x L(2)
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dado por
Si(vo, v1)(x) = (v(x,t),v(2, 1)), x€E,

associado ao problema acima.
Foi provado que a familia {S;};~7, se estende ao parametro complexo £ € ¥y =
{f =Ty + 2z, z€ C,|arg(2)] < %}, como uma familia de operadores compactos, de

forma natural trocando o parametro real ¢ pelo parametro complexo £ € ¥, isto é,

Se(vo, v1)(x) = (v(,€), vw(,8)), = €E.

Além disso, verificamos que a familia {S¢}eey, € analitica no interior de X, isto é,
a aplicacao Xy > £ — S¢ ¢ analitica.
Agora para cada i = 1,2,...,m e t > Ty, fazemos u? = p? = ;. Consideremos o

problema de Cauchy

wi, — Aw' + ptw' =0 em R?+1

w'(.,0) =wf, wi(.,0)=w!  em R?

(4.18)

com dados iniciais (w§,w?) € Hi(Z) x L*(Z) estendidos por zero fora de =.
Seja
St HY(Z) x LA(E) — HY(Z) x L*(B)
o operador solucao associado ao problema de Cauchy (4.18)), para cada i = 1,2...,m,

definido por

St (wy, wy)(x) = (w'(z,t),wi(,1), = €E.
Como visto na discussao acima, a familia de operadores {52}5620, em que

Se(wp, wi)(w) = (w'(x,8), wi(w,€)), = €E,

para todo i = 1,2, ..., m, é analitica no interior de Y.

Neste momento, vamos estabelecer a ligacao entre os operadores S! e o operador
solugao S; do sistema . Para isso, definiremos um novo operador, o qual nos auxiliara
a mostrar tal relagao. Comecemos tomando (w}, ..., wT) € HL(Z) e (wi,...,wl) € L*(Z)

e construimos os m pares

(wh,wt) € Hy(E) x L*(Z), i=1,2,...,m.
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Agora, criamos um vetor de modo que o elemento da i-ésima entrada ¢ S*(w}, w?),

1=1,2,...,m, isto é,

(sttadoby, sty ) =((w b)) ).

A partir do lado direito da expressao anterior construimos o vetor

((wl(.,t),...,wm(.,t)> , (wg(.,t),...,w;n(.,t))>,

e definimos o operador S} : H(Z) x L2(Z) — HY(Z) x L%(Z) por

s;((wg,...,wgn),(w},...,wm) :<(w1(.,t),...,wm(.,t)>, <wg(.,t),...,w;n(.,t))).

Como na secao 3.1, sejam Py e P; as projecoes em relacao a primeira e segunda

entradas de H*(Z) x L*(Z), respectivamente. Observe que
S; ((wh, ), (wh, o))
—((Posg(wg,w}), RSP w) ), (PuSHh wl), ,Pls;n(wgl,wm)).

Como P, e P; sao funcgoes continuas que nao dependem do parametro real , segue
que {PySi =1, € {P1Si}i>7, admitem uma extensao ao setor Xy como uma familia de
operadores compactos, analiticas em seu interior, para todo i = 1,2,...,m. Logo, da

< : - *
expressao acima, resulta que a familia de operadores {S;},~7, carrega essas mesmas
propriedades.

Com o estudo acima, conseguimos provar o seguinte resultado.

Teorema 4.5. A familia de operadores {Sy; t > Ty} se estende ao parametro complexo
& € Xy como uma familia de operadores compactos que € analitica em seu seu interior,

1sto €, a aplicacao
Yo 3 ¢ — Sc € B(H)E) x L2(E),H(E) x LA(Z))
€ analitica em Y.

Demonstracao. Inicialmente, desacoplamos o sistema de equagoes do problema de Cauchy

(4.2) como visto na se¢ao 4.1 obtendo m problemas de Cauchy para a equagao de Klein-
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Gordon:
wi, — Aw' + 2w =0 em R*H1
w'(.,0) = aluy + abud + -+ ot ult :=wh  em R?
i(.,0) = aiul + abu? i ymo_ i R?
wy(.,0) = aju; +asuy + -+ o uy’ = wy em R<

onde \; = p?, i =1,2,...,m.

Da definicao de S;, para t > Tj, temos

S((wh, ..., wm), (W, W) = (W(.,t),Wi(.,1)) = (BU(,1), BU,(..t)).  (4.19)

Sejam
Py HY(Z) x L2Z) — HY(
P, : HY(Z) x LA(Z) — L

[1]

)
)

as projecoes em relacao a primeira e segunda entradas de H1(Z) x £2(Z), respectivamente.

De (4.19) temos

[1
[1]
[1]

BU(,t) = POSI((wé, ce 7w6n), (w}, ce ,w’f‘)) = P()S;k(BUQ,BUl) = P()S?B(U(),Ul)

BU(.,t) =P1Si((w, ..., wl), (wi, ..., wl)) = P1S;(BU,, BU;) = P;S;B(Uy, U),
onde B(Uy, Uy) = (BUy, BU,).
Assim, obtemos
U(,t) = [B_lposrB](Uo, Ul) (S Ut<,t) = [B_lpls:BKUo,Ul).

Portanto,

S, (Uy, Uy) :([B‘IPOS;‘B](UO, Uy), [B~'PS!B](Uy, U1)> (4.20)

para todo (Up, U1) € H{(Z) x L2(Z) e t > Th.
Como visto anteriomente, sabemos que o operador S} admite uma extensao ao setor
Yo como um operador compacto, analitica em seu interior. Logo, S; tem essas mesmas

propriedades em virtude da sua relacdo com o operador Sy, expressa em ({4.20)). O
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4.5 Prova do Teorema 4.2

Em [7], a controlabilidade é obtida para um sistema 2 x 2, que inclui o caso de
duas membranas acopladas. O Teorema 4.2 generaliza para m (m = 2,3, ...) membranas
acopladas. Outra contribuicao deste trabalho é na reducao do tempo de controlabilidade.
Enquanto em [7] o tempo de controlabilidade T, > diam (2) é suficientemente grande, aqui

mostraremos que 7, pode ser qualquer valor préximo de diam(2) com T, > diam(€2).

Demonstragao. Seja T, > diam(2). Escolhamos § > 0 e Ty > 0 que satisfagam a seguinte

cadeia de desigualdades
diam(Q2) < diam(Qs) < Ty < T..

A fim de usar os resultados deste capitulo, tomemos = = §25. A estrutura da
demonstracao do Teorema 4.2 é a mesma daquela do Teorema 4.4. Muito do que se fez
14 sera usado aqui em conjunto com a analiticidade dos operadores envolvidos visando a
aplicagdo do teorema de alternativa de Atkinson (Teorema 1.16). Na prova do Teorema

4.4 introduzimos os operadores
ST, §T : H[l)(Q5) X 52(95) — Hl(Q(;) X £2(96>

definidos por e (£.13), respectivamente. Também foi definido o operador Kr :
HU(Q) x L2(Q) — HL(Q) x L2(Q).

No Teorema 4.5 provamos que a familia de operadores compactos {Sr}r-7, em
B(H(Qs) x L2(Qs), H (25) x L2(5)) estende ao parametro complexo £ € ¥y como uma
familia de operadores compactos {S¢}ees,, analitica no interior de 3y, onde ¥y = {¢ :

§ =T+ z |arg(z)| < §}. Devido as seguintes relagoes
PoSr(Vo, Vi) = PoSr(Vo, Vi) e PiSr(Vp. Vi) = PiSr(~V0. V1),

segue que {§T}T>T0 estende analiticamente ao parametro £ € X, como familia de
operadores compactos. Como Ky = R§T<pSTE, entdo {Kr}rs7, também estende
analiticamente ao parametro £ € ¥y como familia de operadores compactos {Kg¢}ees, -
Na prova do Teorema 4.4, vimos que existe £ € ¥y (¢ = T > diam(Q)
suficientemente grande) tal que I — K¢ é invertivel. Logo, 1 nao é autovalor de Kg.

Entao, o Teorema de Alternativas de Atkinson (veja Teorema 1.16) nos garante que em
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cada compacto M C Xy, 1 ¢é autovalor de K¢ apenas para um ndmero finito de pontos

T, + Tt
& € M. Assim, consideremos M = [ + O,T*] C Y.

T* + TO
2
que existe T €]Ty, T, tal que I — K é invertivel.

Portanto, existe T € } ,T*{ tal que 1 nao é autovalor de Kr. Concluimos
Agora, procedendo como na prova do Teorema 4.4, concluimos que o problema de
Cauchy (4.1]) é controlavel em T' < T,. Estendendo U° e f por zero parat > T, concluimos

a prova do Teorema 4.2. O

4.6 Aplicacao

Nesta secao vamos dar uma idéia de como aplicar o procedimento do Teorema 4.2
para uma série de membranas, onde uma parte da fronteira é mantida fixa. Consideremos
o dominio

Q= {(rcosf,rsind); 0 <ry <r <ry, 0 <6 <7m/n} (4.21)

Ty = {(rcosf,rsind); ri <r <re, 0 =0 ou b =mr/n}, (4.22)

onde n é um inteiro positivo.
Vamos mostrar que para T, > 27y e qualquer (Uy, U;) € H1(Q) x £2(Q) com Uy = 0
em Ty, existe um controle f € £2(9Q/Tx]0,T.[) tal que a solucao U € H'(Qx]0,T,[) do

sistema )
Up — AU+ AU =0 em Q2x]0,T7,
U(.,0) = U, em €2,
¢ U(,0) =Uh em {2, (4.23)
U=0 em I'yx]0, T1,
\ 2—5 =f em 09 /T(x]0,T],

satisfaz a condigao final U(.,Ty) = Uy(.,T.) = 0 em (.
Primeiro, vamos averiguar como ¢ feita a extensao dos dados iniciais em todo o

plano. Comecemos, fixando Ty, 6 > 0 tais que
5<T‘1 eT2+5/2<T0<T*.

Observe que Ty > diam(£2). Seja
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Qo = {(rcosh, rsind); r >0, 0 < § < 7/n}.

Por técnicas usuais de espaco de Sobolev, podemos estender os dados iniciais
(Vo, V1) € HY(2) x L2(2) com Vj = 0 sob Ty para o setor angular ., de tal modo que a
extensdo (Vg, Vi) em H'(Qy) X L3(Q) é nula em |z| <7y — /2 e em |z| > 1y + /2 e,
mais ainda, Vo € H}(Qoo)-

O préximo passo ¢ estender cada entrada (Vy, V1) ao plano como fungao impar com
respeito a cada linha determinada pelos angulos 6 = j(7/n), j = 1,...,n. Denotaremos
por (‘N/O, ‘N/I) tal extensao e por E o operador extensao assim construido sobre o espago dos
dados iniciais. Observe que pela construcao, segue que (170, 171) se anula no complementar

da coroa
Qs ={reR?: r —0 <|z| <ry+ 4}

Agora, solucionar o problema de Cauchy com dados iniciais (\70, \71) é
equivalente a solucionar uma cole¢ao de problemas de Cauchy para equagao de Klein-
Gordon desacopladas, onde cada problema é do tipo com dados iniciais com a
mesma regularidade e impar em relacao as linhas determinadas pelos angulos § = j(7/n),
j = 1,...,n. Da férmula explicita da solugdo da equagao de Klein-Gordon (ver
conclufmos que a solucio V de é nula nos planos verticais 0 = j(r/n), j=1,...,ne
tem trago (V(.,T),V,(.,T)) € H'(R2) x £2(R2) em cada plano ¢t = T' > 2r, como funcao
impar em relacdo as linhas 0 = j(n/n), j=1,...,n.

Seja p € C§°(R?) uma funcao localizadora definida por
p=1 em Qs/p,
=0 em R*y,

e radial, isto é, ¢ é constante em cada circunferéncia z2 + y? = 2, r > 0.

Usando o mesmo raciocinio, observamos que a solucao do problema retrogrado
com dados iniciais (Zo, Z1) = (¢V(.,T),oVi(.,T)) (T > 2ry) também é nulo nos
planos verticais 0 = j(w/n), j =1,...,n, pois (\7(, T), ‘Z(,T)) ¢é fmpar e @ é radial.

A controlabilidade para ¢ obtida nos mesmos moldes da demonstracao do

Teorema 4.2. Construimos

KT == R/S\TQOSTE,
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com especial aten¢ao ao operador F que mantém nulidade sobre as linhas 6 = j(7/n),
j = 1,...,n, de modo que as solugoes dos problemas de Cauchy envolvidos tem seus
estados impares em relacao a tais linhas. Os operadores St e §T sao exatamente os
mesmos do Teorema 4.4 e suas extensoes analiticas a ¥y sao obtidas pelo mesmo processo
utilizado o Teorema 4.5.

O restante da demonstracao procede da mesma forma que os teoremas 4.2 e 4.4,
porém observando que U° se anula sobre os planos verticais § = j(w/n), j = 1,...,n.
Logo, sua restrigao ao cilindro £2x]0, 7| também terd tal propriedade. O controle é obtido

da mesma forma que nos teoremas 4.2 e 4.4.
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