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NOMENCLATURA

Cn — coeficientes de Fourier

C(a, b) — transformada wavelet continua
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Resumo

Os sinais analisados sdo séries temporais de precipitagdes pluviométricas
ou simplesmente denominadas chuvas, que sofrem influéncias de outras varidveis
atmosfericas, como a temperatura, pressao, vento, relevo, posicdo geografica,
sazonalidade, dentre outras, constituindo um sistema complexo. Estas séries temporais de
chuvas, foram obtidas de 48 postos de coleta de dados, com medidas diaria, em (mm), de
quantidade de chuva, pertencentes a 38 municipios, localizados nas 9 regides climéticas do
Estado de Sao Paulo, proposto por Monteiro (1973). Os valores do expoente de Hurst,
destas séries temporais, foram estimados com o método conhecido como anélise R/S, o
método utilizando a transformada de Fourier e 0 método utilizando a transformada de
wavelets. A andlise R/S e o método utilizando a transformada de Fourier apresentaram
resultados equivalentes, mostrando coeréncia e grande importancia na analise de sistemas
complexos, objeto deste estudo. O método utilizando a transformada de wavelets, forneceu
alguns resultados coerentes, uma grande parte, com resultados superestimados e uma
pequena parte, com resultados subestimados, em relacdo aos outros dois métodos,

mostrando-se inadequado para esta analise.

Palavras Chaves: série temporal, chuva, sistemas complexos, wavelets,

expoente de Hurst
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Abstract

We analyze temporal series associated to pluvial precipitations, best
known as rain, The latter depends on temperature, pressure, landscape, location and
season, among many other atmospheric variables, thus qualifying as a complex system.
These rain’s temporal series were obtained from 48 data collection posts, with daily rain
measurements (in mm), associated to 38 counties within the nine climatic regions of the
State of S&o Paulo. The values of the time series Hurst exponent, were computed by three
methods namely: the R/S analysis method, a Fourier transform and the wavelet transform
method. The first two yield coherent results, showing both the consistency and relevance
of these methods when applied to complex systems, the main goal of this work. The
wavelet method yielded higher and lower values for the Hurst exponent, thus probing the

limitations of this method.

Keywords: temporal series, rain, wavelet, complex system, Hurst

exponent.



CAPITULO 1

As regides climaticas do Estado de S&o Paulo e as séries temporais

de chuvas

1.1 Objetivo

O presente trabalho tem por objetivo estimar e comparar o expoente de
Hurst (H), dos sinais gerados por séries temporais de precipitagdes pluviométricas,
simplesmente denominada chuvas, por meio de trés métodos diferentes, o0 método conhecido
como analise de reescalonamento, “reescaled-range analysis” ou analise R/S, o método
utilizando a transformada de Fourier e 0 método utilizando a transformada de wavelets. Além

disso, discutir a validade e a adequacdo destes métodos de analise de séries temporais.

1.2 Introducéo

Os sinais analisados sdo séries temporais de chuvas, que sofrem influéncias

de outras variaveis atmosféricas, como a temperatura, pressao, vento, etc, além da posicao



geogréfica e do relevo, constituindo um sistema denominado clima, subentendido como a
“sucessdo habitual dos diversos tipos de tempo e em determinado lugar” MAX SORRE
(1951). Embora estas variacdes aparentam serem aleatorias, estudos recentes tém encontrado
uma certa “ordem” neste tipo de fendmeno. Tal ordem é notada sob a forma de uma
invariancia de escala, sendo um dos fundamentos da Geometria Fractal LOVEJOY e
MANDELBROT (1985) Vérios trabalhos PETERS, HERTLEIN e CHRISTENSEN (2002),
OLSSON, NIEMCZYNOWICZ e BERNDTSSON (1993), RODRIGUEZ-ITURBE e DE
POWER (1989), SVENSSON, OLSSON e BERNDTSSON (1996), mostram que Séries
temporais de chuvas possuem propriedades fractais, ou ainda, multifractais, e podem,
portanto, serem tratadas como um sistema complexo. Por meio da Geometria Fractal
encontra-se regras simples para descrever, modelar e analisar as formas geométricas
complexas encontradas na natureza PEITGEN, JURGENS e SAUPE (1992). Portanto, a série
temporal das precipitacbes pluviométricas € um elemento de um sistema complexo natural
com estruturas fractais PEREIRA JUNIOR e CHRISTOFOLETTI (2003), CHIERICE (2003)
situada entre uma série temporal periddica e uma série temporal aleatdria. Por isto, este tipo
de série temporal, sera analisado por meio dos trés métodos de analise acima mencionados,
usados no estudo de sistemas complexos. Os valores encontrados para o expoente de Hurst
(H) fornece informacgdes concretas sobre correlacdo e persisténcia PETERS (1996), o que
torna H um excelente indice para estudar processos complexos tal como é a série temporal de
chuvas BRESLIN e BELWARD (1999).

1.3 Os dados

Os dados utilizados neste estudo consiste de séries temporais de chuvas
obtidos por meio de registros diarios de chuvas, medidos em milimetros (mm), durante um
periodo ininterrupto. Por isso, algumas séries tém periodo longo e outras, periodo curto,
devido aos cortes necessarios, eliminando-se, desta forma, possiveis interrup¢cdes dentro de
um periodo. Além disso, os periodos destas séries ndo sdo concomitantes, isto é, alguns

periodos sdo mais antigos e outros, mais recentes.



As séries temporais foram coletadas em diversos municipios localizados
dentro das nove regides climaticas, em que foi dividido o territorio do Estado de S&o Paulo,
resultado de um brilhante trabalho de Carlos A. F. Monteiro, (1973). Na realidade climatica
do territorio paulista, a chuva é um dos elementos do clima e a analise pluvial, associada a
outros elementos climéticos, define caracteristicas climaticas individualizadas, gracas a
variacdo do ritmo das massas de ar e este, a fatores geograficos, como a disposic¢ao do relevo

e a sua posicao geogréfica.

MONTEIRO (1969), em sua tese de doutorado, estudando o clima do
territério paulista, ressaltou a importancia da Frente Polar Atlantica (FPA) e destacou que as
chuvas neste Estado sdo de origem frontal, em sua maioria, sob a lideranca da FPA;
principalmente no inverno, quase todas as chuvas séo frontais. Concluiu ainda, que quanto
maior a atividade polar, maior a quantidade de chuvas (desde que haja choque com massas
tropicais); porém, sO isso ndo explicaria o ritmo: ele dependeria também do grau de
propagacdo longitudinal das massas polares e de sua penetracdo, segundo as rotas do interior e
do litoral, fatores estes que geram ondulag¢des no eixo da FPA, contribuindo para determinar a
intensidade dos contrastes térmicos e, conseqlientemente, a intensidade das chuvas frontais
PEREIRA JUNIOR e CHRISTOFOLETTI (2003); CHIERICE (2003).

A figura 1-1, mostra os climas regionais, da classificacdo climética de
Struhler, da América do Sul e localiza o territério paulista nos limites de trés regibes
climaticas do continente bem caracterizada pela circulacdo celular primaria, isto €, grandes
areas de circulacdo de ar criadas pela rotacdo da Terra e pela transferéncia de calor,
provenientes do Equador, em dire¢do aos polos, influenciando o clima na regido tropical e
sobretudo, seus caracteres pluviais. O territdrio paulista encontra-se na zona intertropical,
visto que é cortado pelo Tropico de Capricornio. Por esta razao, € dividido em duas regides de
diferentes climas zonais, e baseado nas variacdes climaticas dentro do quadro morfoldgico,
foi subdividida em nove sub-unidades, denominadas de regides climaticas. O Sul, na zona
subtropical, integra-se no grupo dos climas controlados pelas massas tropicais e polares,
individualizando-se sob o tipo dos climas permanentemente Umidos da margem oriental e
subtropical do continente, influenciado por massas polares e massas tropicais maritima. Ao
Norte, apresenta-se sob controle das massas Tropicais e Equatoriais, num clima

alternadamente seco e Umido no interior e permanentemente umido no litoral.



1.4 As regides climaticas do territorio paulista

A figura 1-2, mostra a divisdo do territério paulista em areas (regides)
climéticas onde os limites ndo sdo rigidos, mas sim, faixas limitrofes. A divisdo destas nove
regibes climaticas feitas em tracos negros, podem ser relacionadas as unidades

geomorfoldgicas mostradas no quadro explicativo da figura 1-2.

A coloragdo continua de algumas parcelas destas regides, significa
pluviosidade mais elevada no decorrer do ano, sem que se possa observar periodos secos. As
parcelas com hachuras indicam a diminui¢do da pluviosidade, implicando na defini¢do de
periodo seco. Portanto, o limite genético dos climas regionais ndo coincide rigorosamente
com as caracterizacbes sazonais da pluviosidade. A cor azul, continua, indica maior
participacdo de massas polares e a variacdo da tonalidade, é diretamente proporcional a
guantidade de chuva caida. Para destacar semelhancas e diferencas mais nitidas entre as
regides, foi usado o tracado de hachuras. O periodo seco é representado por linhas verticais
verdes enquanto as horizontais amarelas, representam o periodo chuvoso. Além disso, a
espessura das linhas informa a variacdo quantitativa das chuvas; os tragos grossos, médios e
finos estdo relacionados a pluviosidade maior, média ou menor. O espacamento entre as
linhas paralelas, nos dois periodos, chuvoso e seco, informa sobre a duragdo das chuvas, com

valoragdo em numero de dias de chuvas, nas diferentes regides.

Entre as regides climaticas demarcadas no territorio paulista, existem
diferencas climéaticas promovidas pelos diferentes relevos e penetragdes de massas polares,
Tropicais, Equatoriais e também, choques entre elas. Estas diferengas climaticas influem na
pluviosidade nestas regifes, sendo possivel destacar regides mais secas e regides mais
chuvosas MONTEIRO (1973).

Portanto, as séries temporais de chuvas analisadas no presente trabalho,
foram escolhidas de forma a abranger todo o territério paulista, com algumas séries temporais

de chuvas de cada regido, num total de 48. Nas nove (9) regides climaticas mostradas na

4



figura 1-2, relaciona-se 0s municipios e 0s seus respectivos postos de coleta de dados de
chuvas, que constituem as séries temporais de chuvas, objeto da andlise neste trabalho, cujos
dados foram obtidos no site do Departamento de agua e esgoto do Estado de Sao Paulo,
www.daee.sp.gov.br/, www.sigrh.sp.gov.br/sigrh/basecon

/bancodedados/plu/plu.htm

— A e
-
JJ'
- -a'
L] -
—-————M_______’
—-—— .
®
e ™ @
iy,
. A
Ao
. g L Caraicons,
] —
Sy nupos CLIMATICOS
: " “@\Q\\\‘\‘\ o contrdle de
: 4 mums de ar
. - h\t&:‘\t"&\‘f‘] A- Equoloriais e Tropicais
—
- T B B- Tropicois- e Polores
- o x._/ C- Polares e Antdriicos
== \_\\‘_}5_'
o oy CORRENTES _ATMOSFERICAS
e controladoros da circulagdo:
a*/:' E Equatorial Continental
e #
“ e~ E Frente Intertropicol
p Dj Equatoriol Maritima (Alfseocs NE)
'y op CI:I Equatorial Maritima (Aliseos SE)
-1.7' EI Tropicais Moritimas
C Tropical Continental
o !Il] Polares Maritimas
=1%s | L] Frente Polar Atténtica
0o o C 1000 , 000K, ~ —————
= \ ' \ [CI ] Frente Potar Pacifica
- —-._ e ]
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Regido | - LITORAL E PLANALTO ATLANTICO NORTE

Clima Umido da costa, controlado por massas
equatoriais e tropicais, expostas as massas
Tropicais Atlanticas.

1 — Ubatuba — (E2 - 052), (E2 — 122), (E1 - 003).
2 — Santos — (E3 — 041)

3 — Sdo Sebastido — (E2 — 124)

Regido Il - LITORAL E PLANALTO ATLANTICO SUL

Clima umido da face oriental e subtropical do
continente dominado por massa Tropical

e controlada por massas polares

1 — Cananéia — (G4 - 001), (F4 — 029), (G5 - 002)
2 — lguape — (F4 — 003), (F4 — 044), (F4 - 030)

3 — Registro — (F4 — 024)

Regi&o 111 - O VALE DO PARAIBA

Clima Umido da costa, controlado

por massas equatoriais e tropicais, expostas as
massas Tropicais Atlanticas.

1 — S&0o José dos Campos — (E2 — 032)

2 — Taubaté — (E2 — 022), (E2 — 092

3 - Cachoeira Paulista — (D2 - 010)

Regido IV - A MANTIQUEIRA

Clima umido da costa, controlado por
massas equatoriais e tropicais, expostas as
massas Tropicais Atlanticas

1 — Campos do Jorddo — (D2 - 001)



2 — Monteiro Lobato — (D2 — 020)
3 — Joanopolis — (D3 — 054)

4 — Atibaia - (E3 - 074)

5 — Socorro — D3 - 030)

Regido V- O CENTRO-NORTE
Clima tropical alternadamente seco e imido,
controlado por massas equatoriais e tropicais.
1 — Araras — (D4 - 027), (Fazenda Santa LUcia)
2 — Pirassununga — (C4 - 003), (C4 - 080), (C4 - 070)
3 -Rio Claro — (D4 - 012)
4 — Ribeirdo Preto — (C4 — 034)
5 — Barretos — (B5 — 002)
6 — Igarapava — (B4 — 026)
7 — Franca — (B4 - 001)

Regido VI - A “PERCEE” DO TIETE

Clima tropical alternadamente seco e umido,
controlado por massas equatoriais e tropicais.
1-Jad - (D5 - 025)

2 — Santa Maria da Serra — (D5 - 062)

3 — Capdo Bonito — (F5 — 045)

4 — Ribeirdo Bonito — (D5 — 003)

5 — Piracicaba — (D4 - 071)

6 — Campinas — (D4 — 044)

Regiéo VIl - A SERRA DE BOTUCATU

Clima tropical alternadamente seco e umido,

controlado por massas equatoriais e tropicais.



1 - Avaré — (E5 - 014)

2 — Botucatu — (D5 - 059)
3 — Bauru - (D6 - 001)

4 — Catanduva — (C5 - 002)

Regiéo VIII - O OESTE

Clima tropical alternadamente seco e umido,
controlado por massas equatoriais e tropicais.
1 — Marilia - (D6 - 010)

2 — Aracatuba — (C7 - 009)

3 — Echapora — (D7 — 046)

4 — Pereira Barreto — (B8 — 030)

Regido IX - O SUDOESTE

Clima umido da face oriental e subtropical do
continente dominado por massa Tropical e
controlada por massas polares

1 — Presidente Prudente — (D6 — 003)

2 — Assis — (D7 — 055)

3 — Rancharia — (C7 - 001)

1.5 As series temporais de chuvas

A seguir, serdo mostradas as séries temporais de chuvas, dos municipios e
respectivo posto de coleta de dados de chuva, para cada uma das nove regides climaticas,

acima referidas.



Regiao |

NOME DO POSTO: Ponta da Trindade

PREFIXO: E1-003

MUNICIPIO Ubatuba

BACIA: Vertente Atlantica (In)
ALTITUDE (m): 2

LATITUDE: 23°22'

LONGITUDE: 44°44'

1950-1970 (21 anos)

Intensidade I1m |.|-
S
(@]

JI‘“ L.‘.I,‘.x \h L) H‘“ bl A .‘4 L‘ “ .‘JAHJ'M.JHA‘“ ML |.I Ll ﬂmlm | ﬂh ‘M IIMA M x’x
1955 1960 1965 1970
Tempo em anos

Figura 1-3 Série temporal de chuvas da regido | — Ubatuba

10



Regiao Il

PREFIXO: G5-002
NOME I:)O POSTO: Morro Redondo
MUNICIPIO: Cananéia
BACIA: Vertente Atlantica (Is)
ALTITUDE (m): 10
LATITUDE: 25°04'
LONGITUDE: 48°08'
1970-1980 (11 anos)

200

175

= 150

e
o N
o o

o1
o

Intensidade
N
(6)

N
63

H‘l ‘m, |‘\‘A‘1.1.J.‘}un pall n‘\.l. L I}\. A m‘.‘m il .4_““ “ ! .‘..HI‘ ’ ‘l I 1‘14 HJ\J“ Il M“ bl ..m“.l' I ’ il

1972 1974 1976 1978 1980
Tempo em anos

Figura 1-4 Série temporal de chuvas da regido Il - Cananéia
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Regido Il

PREFIXO:
NOME DO POSTO:

MUNICIPIO:

BACIA:
ALTITUDE (m):
LATITUDE:
LONGITUDE:
1964-1988

m

Intensidade

200
175
150
125
100
75
50
25

E2-022
Taubaté
Taubaté
Paraiba do Sul
610

23°02'

45°34'

(25 anos)

1965

Figura 1-5 Série temporal de chuvas da regido Il — Taubaté

1970

1975

Tempo

em

1980
anos

LA J“l “1 LT J‘\ mi Jul m“ 1A “l I H)n Al AI“JL. Jil u|’|“ ‘\‘I‘ BLLAL hﬂi il

1985
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Regido IV

PREFIXO: D2-001
NOME DO POSTO: Vila Capivari
MUNICIPIO: Campos do Jorddo
BACIA: Capivari
ALTITUDE (m): 1600
LATITUDE: 22°43'
LONGITUDE: 45°34'
1956-1984 (29 anos)
200
175 ¢
& 150
o 125 ¢
©
& 100 ¢
Q 75 ¢
Q
E 50 ‘ N
25 i
H A_‘\IL ‘ MLL”H hh‘lﬂ‘lx ||1| | xl|l4 M I i ‘l’l ||||lm‘ ‘l il ““x “l “‘A\A \L l||x‘ lle u.L."hﬂLi AA| ” “I |“ LAY “M.m
1960 1965 1970 1975 1980
Tempo em anos

Figura 1-6 Série temporal de chuvas da regido IV — Campos do Jordao

13



Regido V

PREFIXO: D4-027
NOME DO POSTO: Faz. Belmonte
MUNICIPIO: Araras
BACIA: Araras
ALTITUDE (m): 720
LATITUDE: 22°18'
LONGITUDE: 47°27
1980-1998 (19 anos)
140
= 120
100

O

'% 80

= 60 |

2

o 40 ¢

=

= o | gt L

xm il L il “ hli.i‘|m‘ I L AHALK I J
1984 1988 1992 1996

Tempo em anos

Figura 1-7 Série temporal de chuvas da regido V — Araras
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Regiado VI

PREFIXO: D4-044
NOME DO POSTO: Campinas
MUNICIPIO: Campinas
BACIA: Piracicaba
ALTITUDE (m): 710
LATITUDE: 22°53'
LONGITUDE: 47°05'
1941-1999 (59 anos)
200
175 ¢
& 150
o 125 ¢
©
T 100 |
@ 75 ¢
S
E 50 | l
** Wil | |
AL ‘ | |A N JA I l “ lll “JL ‘m‘ l\lm il ‘“k ]L HHL j“ l“' “ I lx” I _|| L ‘\.L ﬂ“

1950 1960 1970 1980 1990
Tempo em anos

Figura 1-8 Série temporal de chuvas da regido VI — Campinas
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Regido VII

PREFIXO: D5-059
NOME DO POSTO: Botucatu
MUNICIPIO: Botucatu
BACIA: Capivara
ALTITUDE (m): 873
LATITUDE: 22°57'
LONGITUDE: 48°26'
1969-1997 (29 anos)

Intensidade m
PR
N D
o O

|

1974 1979 1984 1989 1994
Tempo em anos

Figura 1-9 Série temporal de chuvas da regido VII — Botucatu




Regido VIII

PREFIXO: B8-030

NOME DO POSTO: Ideal

MUNICIPIO: Pereira Barreto
BACIA: Tiete (médio e inferior)
ALTITUDE (m): 380

LATITUDE: 20°47'

LONGITUDE: 51°07'

1972-1979 (8 anos)

200
175 |

= 150
125 |
100 |
75
50 |

> .‘1” Wil ‘Mninul \ Jn'l“ ‘ “h\ 1AL ‘ ‘J.H\ “\ LA IHAH

1973 1974 1975 1976 1977 1978 1979 1980
Tempo em anos

dade

Intens

Figura 1-10 Seérie temporal de chuvas da regido VIII — Pereira Barreto
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Regido IX

PREFIXO: D7-055
NOME DO POSTO: Agua da Fortuna
MUNICIPIO: Assis
BACIA: Capivara
ALTITUDE (m): 500
LATITUDE: 22°41"
LONGITUDE: 50°29'
1981-1989 (9 anos)
140
120 |
e
-,
)
E 80
- 60 -
2
o 40 ;|
£
- ALl 0 AL
1“‘\ il [“ N ‘ Ll ‘ x‘l Ll “‘ i Ll N
1982 1984 1986 1988

Tempo em anos

Figura 1-11 Série temporal de chuvas da regido 1X — Assis
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CAPITULO 2

Meétodo de analise pelo reescalonamento de séries temporais

2.1 Introducao

As inundagdes anuais do rio Nilo, no Egito, tiveram grande importancia no
sustento de uma grande parte da civilizacdo antiga que dependia da agricultura desenvolvida
as suas margens, porque o transbordamento anual promove o depoésito de sedimentos que
fertiliza o solo. Estes sedimentos, proveniente das montanhas etiopes, tornaram possivel o
plantio de grdos, tais como o trigo, a cevada e o linho, influenciando quantitativamente, a

colheita. Este fendmeno natural tem ocorrido por séculos ou milénios, persistindo até hoje.

Os graos colhidos eram armazenados em silos e eram protegidos dos
roedores pelos gatos, a quem os egipcios veneravam como Deuses, por causa da sua
importincia na conservacdo dos grdos e na sobrevivéncia humana. A quantidade das
inundagdes € crucial para a colheita. Uma grande inundagdo significa uma colheita farta, ao
passo que uma pequena inundagdo, colheita escassa. Estas enchentes anuais sdo provenientes
das chuvas tropicais que caem na bacia superior do rio Nilo, na Etidpia, denominada Nilo
Azul e no planalto do leste africano, denominado Nilo Branco. As enchentes comegam no

Suddo, em abril e atingem Assuam, no Egito, em julho, atingindo o nivel méximo em



setembro. A jusante, no Cairo, o nivel maximo acontece em outubro. As dguas comecam
baixar rapidamente atingindo o nivel mais baixo em maio. Portanto, no antigo Egito, eram
definidas trés estagdes do ano, todas determinadas em relagdo ao regime do rio: Akhet,
inundagoes; Peret, estagdo onde a terra emergia das aguas, iniciando-se a agricultura; e

Shomu, estagdo das dgua baixas. GRABBE (2003).

O governo Britanico, em 1906, nomeou o Engenheiro Harold Edwin Hurst,
para trabalhar, no Cairo, no projeto de uma represa de dgua no rio Nilo. L4, Hurst gastou
quase que toda a sua vida estudando os problemas relacionados com a armazenagem de agua,
até a década de 40. No decorrer dos estudos, deparou-se com o problema de controle da vazao
do reservatorio, pois, um reservatério ideal nunca deve transbordar e nem esvaziar. Entdo, um
plano de controle de vazao deveria ser estabelecido. Na constru¢do de um modelo, uma parte
do sistema deve ser assumida como incontrolavel, neste caso, a influéncia (fluxo) das adguas

das chuvas, de comportamento aleatério (randomico).

Hurst, ao testar esta suposi¢do, inventou um novo método estatistico,
descrito por ele em detalhes, no livro Long-Term Storage: An Experimental Study (Hurst at
al., 1965), hoje denominado Expoente de Hurst, H, que tem larga aplicabilidade na analise de
todas as séries temporais na natureza, podendo ainda classificé-las, distinguindo a série

temporal randomica de uma ndo-randdmica.

Interessado em estudar o regime das inundac¢des do rio Nilo, Hurst
examinou 800 anos de registros e observacdes do nivel das enchentes anuais e notou a
existéncia de uma tendéncia de um ano de grande inundagdo ser seguido por outro ano de
grande inundacdo e um ano de pouca inundagdo ser seguido por outro ano de pouca
inundacao. Isto aparentava um comportamento nao-aleatdrio de anos bons e anos ruins. Este
comportamento foi denominado persistente. Caso o ano bom seja seguido de ano ruim, tal

comportamento denomina-se anti-persistente GRABBE (2003).

Mais tarde, nas décadas de 60 e 70, estes estudos realizados por Hurst,
foram retomados por Mandelbrot. Para referir-se ao comportamento das inundacdes do rio
Nilo, MANDELBROT e WALLIS (1969) usaram o termo “Efeito José” para qualquer
fendmeno que apresenta persisténcia, como este, referindo-se a interpretacdo dos sonhos do

faraé do Egito de que sete anos de fartura (vacas gordas), periodo em que ano bom ¢ sucedido
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de ano bom, seguido dos sete anos de fome (vacas magras), periodo em que ano ruim ¢

sucedido por ano ruim, da estoria Biblica de José, no Egito.

Hurst mediu a flutuagdo do nivel de um reservatério, em torno do seu valor
médio, com o passar do tempo. Era esperado que a extensdo (range) destas flutuagdes
mudariam dependendo do tamanho do intervalo de tempo usado para a medida. Se as séries
temporais fossem randomicas, isto ¢, seguissem o “movimento Browniano”, a extensdo
aumentaria com a raiz quadrada do tempo, isto €, T'. Para padronizar a medida durante todo
o tempo, Hurst decidiu criar uma razao adimensional, dividindo a extensdo das observacoes
(range R), pelo desvio padrio (S). Por isto, esta analise ¢ chamada de ‘andlise de
reescalonamento” (analise R/S). Hurst encontrou que a maioria dos fendmenos naturais,
incluindo descargas pluviais de rios, temperatura, chuvas e manchas solares, seguem um
processo randomico com tendéncia (biased random walk). A intensidade desta tendéncia pode
ser medida comparando o reescalonamento com o tempo, isto ¢, o quanto H esta acima de

meio (0,50).
2.2 — A analise R/S

Para explicar este método, Hurst tomou como exemplo o Lago Albert onde
registrou as medidas das descargas anuais como fun¢ao do tempo. O problema é determinar
um modelo de um reservatorio ideal baseado nos registros das descargas provenientes do
lago. Um reservatorio ideal nunca deve transbordar ou esvaziar. Num dado ano, t , o lago

recebe um fluxo de dgua &(t), randomico, pois depende das chuvas, e um volume médio

regulado de descarga <§>T de agua , por ano, deve ser liberado do reservatdrio, para manter

uma quantidade de dgua armazenada, nas condi¢des ideais.O valor médio das descargas do

reservatorio, num periodo T de anos,é:

(€, =li§(t) @.1)

T =1
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Este valor médio deve ser igual ao volume descarregado, por ano, do reservatério. Seja X(t,t)

as descargas acumuladas das descargas &(u) subtraidas do valor médio, <§>T , isto ¢é:

t

X(t,7)= 2 {E)- (&)} (1=t<T) 2.2)

u

A diferenca entre o valor madximo e o minimo das descargas acumuladas,
X, ¢ a medida de R (range). Entdo, R ¢ a capacidade de armazenamento necessaria para
manter a descarga média no periodo. Para um reservatorio que nunca transborda e nem
esvazia, R ¢ a diferenca entre 0 maximo e o minimo da quantidade de 4gua contida no
reservatorio. Portanto, R pode ser representado pela expressao:

R(7)=max

X (t,7)—min,__, X (t,7) (1<t<T) (2.3)

I<t<r I<t<r
onde R(t) = variagdo entre o conteudo maximo € minimo
max.X(t,t) = nivel maximo

min.X(t,t) = nivel minimo

T = periodo de tempo em anos

t = determinado ano do periodo

As varidveis acima podem ser vistas na figura 2-1.

Hurst investigou muitos fendmenos naturais, tais como descargas de rio,
sedimentos de lama e anéis de arvores, usando uma razdo adimensional R/S, onde R ¢é a
medida entre niveis maximo e minimo e S ¢ o desvio padrdo,isto ¢, a raiz quadrada da

variagdo, dada por:

w
1l
N | =

- f (2.4)

t=1

A razdo adimensional R/S permite comparar o reescalonamento de séries
temporais dos mais variados tipos de fendmenos naturais. Hurst, encontrou, ainda que o
reescalonamento, para muitas séries temporais diferentes,podem ser muito bem descritas por

uma lei de poténcia, de acordo com a seguinte relagdo empirica, dada por: HURST (1965)
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—kNH (2.5)

w|mo

onde R/S = reescalonamento da série de dados
k = uma constante
N =1 ¢ o nimero de observagdes (intervalo de tempo)

H = expoente de Hurst.

Figura 2-1 Esquema de um reservatdrio de 4gua FEDER (1989).

2.3 — Estimativa do expoente de Hurst, H.

Aplicando o logaritmo em ambos os lados da equacdo 2.5, obtém-se:
R H R
log 5 logkN™ = log 5 Hlog N +logk (2.6)

onde log k ¢ uma constante e significa o ponto onde a reta intercepta o eixo Y, num grafico
log-log irrelevante neste caso. Portanto, no grafico log-log de R/S, a inclinagdo da reta serd H,

que também traz informacdes sobre as caracteristicas geométricas da série analisada,
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sintetizando todas as informacodes relacionadas ao seu reescalonamento. Outra caracteristica
importante do expoente H ¢ a de informar a persisténcia, ou ndo, do processo, bem como

informagdes sobre a correlagdo, a qual ¢ calculada por BRESLIN e BELWARD (1999

Cc=2""-1 (2.7

onde C = medida de correlagdo e H = expoente de Hurst.

Se a série se comportasse como um movimento Browniano, H seria igual a
0,50. Em outras palavras, a série dos desvios acumulados aumentaria com a raiz quadrada do
tempo N. Quando Hurst aplicou sua estatistica nos registros das descargas do rio Nilo,
encontrou H = 0,90! Ele testou outros rios ¢ H foi usualmente maior que 0,50. Testou também
fendmenos naturais diferentes e em todos os casos, encontrou H maior que 0,50. Isto significa
que quando H difere de 0,50, as observagdes ndo sdo independentes. Cada observagao carrega
uma “memoria” de todos os eventos que a precederam. Esta memoria ndo ¢ de curta duracao,
mas sim de longa duracdo; teoricamente ela dura para sempre.Eventos recentes tém maior
impacto que os eventos mais distantes, mas 1a estard a influéncia residual. Um sistema que
exibe a estatistica de Hurst € o resultado de uma longa corrente de eventos interconectados. O
que acontece hoje influenciard o futuro. O que temos agora ¢ resultado do que temos tido no
passado. Isto significa que uma sucessdo de valores de X, ndo s3o independentes, um do
outro, isto ¢, X(t) tem incorporado algum efeito persistente em X(t+1). Portanto, os valores

estimados de H podem ser

1) H = 0,50: Os desvios dos niveis das inundagdes, em relagdo ao seu
valor médio, sdo independentes ou randomicos e os valores X(t) constituem um sistema
similar a0 movimento Browniano. O sistema ¢ descorrelacionado, pois, da equagdo (2.7),
C=0

2) 0,50<H<1 Os desvios dos niveis das inundagdes, sdo persistentes —
niveis altos tendem a serem seguidos por niveis altos e niveis baixos, seguidos de niveis
baixos; X(t+1) tende a desviar da média do mesmo modo que X(t); a probabilidade de X(t+1)
desviar da média na mesma direcdo de X(t), aumenta quando H se aproxima de 1 e a

correlacdo ¢ positiva (C #0).
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3) 0<H<0,50: Os niveis das inundacdes sao anti-persistente — Os X sao
reversos; niveis altos t€ém tendéncia de serem seguidos de niveis baixos e vice-versa; a
probabilidade de X(t+1) desviar da média na dire¢do oposta de X(t), aumenta quando H se
aproxima de zero e a correlagdo é negativa (C#0) GRABBE (2003).

Os valores de H, nos casos 2 e 3 indicam que o sistema refere-se a um
processo de memoria longa com componentes randomicos, onde eventos passados tém efeitos
sobre os eventos futuros. Processos onde a dindmica desses sistemas ¢ denominado de

movimento Browniano fracionario (fBm).

O expoente H traz informagdes sobre a geometria do perfil analisado, e
também sobre a persisténcia ou nao do processo. Um exemplo dessa relagdo de persisténcia &
o movimento Browniano fracionario, que podemos relacionar, a titulo de ilustracdo, ao
movimento de um bébado ao longo de uma linha. Se os passos do bébado sdo persistentes, um
passo para frente serd seguido, provavelmente, por outro no mesmo sentido, e este movimento
o levard sempre a distancias cada vez maiores da origem. Para passos anti-persistentes um
passo para frente, provavelmente, serd seguido de um para tras e isso manterd sempre
proximo a origem. Tragcando o grafico da distancia a origem vs. tempo , conforme figura 2-2,
podemos perceber na diferenga entre as escalas do grafico o que foi dito em relacdo a maiores
ou menores distancias. E isso se reflete na forma que uma medida na direcdo y (neste caso,
distancia a origem), como rugosidade aumenta ou diminui dependendo do quao persistente ou

anti-persistente € o sistema FEDER (1999); CHIERICE (2003).

Exemplos de trés séries temporais, representando movimento Browniano

fracionario (H=0,1; H=0,9) e movimento Browniano (H = 0,5) sdo mostrados na figura 2-2.

2.4 Fractais

O termo “fractal” significa fragmentado, quebrado, irregular (do adjetivo
latim fractus). Este vocabulario foi utilizado primeiramente pelo matematico polonés Benoit

Mandelbrot em 1967, popularizando-se depois da publicagdo do livro The Fractal Geometry
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of Nature MANDELBROT (1982), que ¢ uma versao estendida e atualizada do seu livro "Les

Objects Fractales: forme, hasard et dimension" publicado em 1975.

Ao criar a geometria fractal, Mandelbrot estabeleceu as bases para o estudo
de formas fragmentadas, fraturadas, rugosas e irregulares. Tais categorias de formas sdo
normalmente geradas por uma dindmica caotica, de forma que a geometria fractal descreve os
tracos e as marcas deixadas pela passagem dessa atividade dindmica. Desta maneira, um
fractal ¢ a fratura deixada pela vibragdo de um terremoto ou a linha costeira sinuosa esculpida
pela turbuléncia dos oceanos e erosao; ¢ a estrutura ramificada de uma samambaia, que marca
o processo de seu crescimento; os fragmentos irregulares do gelo a medida que as 4guas se
congelam. Portanto, os fractais descrevem a rugosidade do mundo, sua energia, suas
mudangas e transformagdes dindmicas CHRISTOFOLETTI (1997); BARTON (1995);
CHIERICE (2003).

P T I T

H=0,5
'D'f.ln‘_?m
>
.{% *
TR PR

H=0,9
o8

Tempo

Figura 2-2 Movimento Browniano e movimento Browniano fracionario
PETERS (1996)

Segundo o trabalho pioneiro de Mandelbrot, os fractais sdo definidos como
estruturas auto-similares ou seja, aquelas que se apresentam da mesma forma qualquer que
seja a escala sob a qual sdo vistas. Mas a maior contribuicao deste conceito ¢ uma defini¢ao
de dimensdo onde objetos heterogéneos podem ser convenientemente medidos. A geometria
dos fractais e seus conceitos tem se tornado nos ultimos vinte anos uma ferramenta primordial
nas ciéncias naturais. Para os bidlogos, ajuda compreender o crescimento das plantas. Para os

fisicos, possibilita o estudo de superficies intrincadas. Para os médicos da uma nova visao da
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anatomia interna do corpo. Hoje a geometria fractal estd no centro dos processos de

modelamento de fendmenos naturais GLEICK (1990).

Figura 2-3 A folha de samambaia ¢ um exemplo de
fractal.

Na figura 2-3 a folha de samambaia ¢ um fractral auto-similar pois, ao se
olhar cada vez mais detalhadamente a imagem fractal verificar-se-4 que as formas observadas

em uma escala menor sdo similares as formas vistas em uma escala maior

De acordo com Mandelbrot,

"Um fractal é uma figura feita de partes similares ao todo de alguma forma™.

Entre os matematicos que contribuiram para o desenvolvimento da
geometria fractal destacamos Georg Cantor (1845-1918) que ao desenvolver o denominado
conjunto-de-pontos de Cantor, em 1883, j& visualizava aspectos da teoria dos fractais. Porém,
o grande salto de Mandelbrot foi perceber a possibilidade de usar os fractais para resolver
complexos problemas matematicos, dando lhes uma forma geométrica o que na €poca causou
grande resisténcia no meio cientifico. Em livros antigos observamos que seus autores
trabalhavam com figuras perfeitas, como elipse, circunferéncia e outras. Para Mandelbrot os
matematicos deveriam esquecer um pouco as colmeias de abelhas, e analisarem outros

fendmenos na natureza como os contornos das montanhas, a trajetéria das goticulas de agua
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quando penetram na terra que, gragas a suas irregularidades nao podem ser descritas pelos

conceitos da geometria euclidiana GLEICK (1990); CHIERICE (2003).

2.5 Dimensao

A Geometria dos Fractais possibilita concepgdes mais amplas para se
estudar a dimensionalidade de um objeto. Mandelbrot foi além das dimensdes inteiras 0, 1, 2,
3 ... até uma impossibilidade aparente: as dimensdes fractais (dimensdo fracionada). No
mundo fractal hd irregularidades e sinuosidades e ganha-se cada vez mais informagdes a
medida que aprofunda a andlise em escalas ampliadas. A dimensao fracionada torna-se uma
maneira de medir propriedades que, sem isso, ndo tém defini¢do clara: o grau de aspereza, ou
de fragmentacdo, ou de irregularidade de um objeto. Um litoral sinuoso, por exemplo, apesar
de sua imensurabilidade em termos de extensdo, tem certo grau caracteristico de rugosidade.
Mandelbrot especificou maneiras de calcular a dimensao fracionada dos objetos reais, e fez
com a sua geometria uma afirmagdo sobre os padrdes irregulares que estudara na natureza: a
de que o grau de irregularidade permanece constante em diferentes escalas. Existem varias
defini¢cdes para dimensdo, mas nos restringiremos apenas as que nos serdo uteis ao conceito

de fractal.

Dimenséo Euclidiana: A geometria dimensional Euclidiana pressupde que
os objetos se distribuem no espago assumindo dimensdes inteiras 1, 2 ou 3. Por exemplo uma
reta tem uma unica dimensdo (monodimensional), porque s6 pode ser medida de uma
maneira: pelo seu comprimento; um plano tem duas dimensdes (bidimensional), a sua area ¢ a
multiplicagdo de dois nimeros: o do comprimento ¢ o da largura; j& um cubo tem trés
dimensdes (tridimensional): cujo volume ¢ a multiplicacdo da largura, do comprimento e da

profundidade. Para o ponto admite-se a dimensao zero.

Dimensdo Fractal (D): ou dimensio de medida ou de similaridade. E
aquela que existe fora dos limites da dimensao inteira. A definicdo de dimensdo fractal estd
relacionada com o conceito de medida MANDELBROT (1982); BURGOS (1999);
BURROUGHS (1981); CHIERICE (2003).
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Por exemplo:

1) Para medir uma reta escolhemos uma escala € e seu comprimento L sera definido por

L =N(e)e (2.3)

tal que N(¢) ¢ o numero de vezes que a escala & ¢ aplicada, como no caso da

figura 2-4 onde o comprimento ¢ aproximadamente 4e.

Figura 2-4 Comprimento do segmento de reta.

2) Para medir a area A de uma regido plana, conforme figura 2-5,

A(e) =N(e) € (2.9)
1

Figura 2-5 Area da regido plana.

3) E, analogamente, para um volume V :

V() = N(e) & (2.10)
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De acordo com os trés exemplos citados, percebe-se nas figuras 2-4 e 2-5
que ao reduzir a escala € a medida (comprimento, area e volume) se torna mais precisa.

Portanto, defini-se, de forma genérica, a medida M:

M = lim N(g) - g "m @2.11)
£—0

onde Dy, ¢ a dimensdo do instrumento de medida, ou seja, medindo com retas,

Dy, =1 e no caso de planos, Dy, = 2.

Avaliando o N(g), no caso de uma reta, 4 medida que € diminui, 0 numero
de intervalos N(g), que € necessario para cobrir toda figura, aumenta com a razdo inversa, ou

seja
N(e) ~ g (2.12)
Para um plano,

N(e) ~ g’ (2.13)

Desta forma
D
N()=Ceg (2.14)
onde C ¢ uma constante de proporcionalidade e D ¢ uma dimensao a ser obtida.
Para isso, tomando o logaritmo de ambos os lados da equacao (2.14):
log[N(g)] =1log C + D log(1/¢) (2.15)

A dimensdo D pode ser obtida diretamente pela inclinacdo da reta

log N(¢) x log (1/¢) ou, pela relagao de Mandelbrot:
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b _ logIN)]

log(1/¢) (2.16)

Exemplo: Célculo da dimensao fractal de um segmento de reta AB.

Considerando o segmento de reta que une dois pontos A e B, conforme
figura 2-4, em que € € o fator escala (unidade de medida) usado para medir o comprimento do
segmento AB e N(¢) ¢ o comprimento desse segmento. A dimensdao euclidiana desse
segmento ¢ 1 (unidimensional). A dimensdo fractal desse segmento, independente da unidade

de medida usada, ¢ também igual a 1.

Figura 2-6 Segmento de reta AB.

Atribuindo, conforme figura 2-7, alguns valores para € com a finalidade de
obter a dimensao fractal do segmento AB, serd usado, por conveniéncia, logaritmo na base 2.
Construindo o grafico log(N(g)) x log(1/¢), conforme figura 2-8 obtém-se a

dimensao fractal D, diretamente, pela inclinacao da reta.

nivel € N(e) 1/e log(1/e) | log N(g)
0 1 1 1 0 0
1 1/2 2 2 1 1
2 1/4 4 4 2 2
3 1/8 8 8 3 3
nivel (1 /2)mvel 2nlvel 2nlvel 2mvel 2mvel

Figura 2-7 Dados para o célculo da dimensao fractal.




A
log(N(¢)) y

|
>

>
log(1/¢)

Figura 2-8 Dimensao fractal do segmento de reta

Pela relagcdo de Mandelbrot (2.16) temos:

b _ loeN@)I _,

 log(l/€) @17)

No exemplo anterior observa-se que a dimensdo euclidiana do segmento de
reta AB, independente da unidade de medida usada, ¢ igual a dimensdo fractal D desse
segmento. No entanto, esse fato nem sempre acontece. Tomando-se, por exemplo, a linha de
contorno da costa brasileira e calculando sua dimensao fractal D, encontra-se um valor

compreendido entre 1 e 2.

A teoria dos fractais consegue descrever as formas da natureza que
anteriormente ndo eram tratadas matematicamente, como o formato de uma nuvem, uma folha
de samambaia da figura 2-3. Isso implica em se relacionar dimensdo fractal com as
irregularidades dos objetos e processos complexos tendo como base uma '"dimensdao
referéncia" inteira (Euclidiana). Em D esta a idéia de preenchimento do espago pois, a medida
que D aumenta o grau de preenchimento do espago ou irregularidade também aumenta como
algo continuo, podendo assumir valores nao inteiros, diferente da idéia comum sobre

dimensao. A seguir, a dimensao fractal de figuras auto-similares, serdo determinadas.
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2.6 Auto-Similaridade

Até entdo a defini¢do de fractal estava relacionada com a capacidade de se
obter a mesma figura (a0 menos estatisticamente) ao se efetuar uma mudancga de escala. Ha
fractais onde uma transformacgao de escala, com o mesmo fator para todas as dire¢des, leva a
sistema similares, denominados fractais auto-similares. A invaridncia escalar, a auto-
similaridade e a aleatoriedade sdo consideradas como sendo os trés atributos dos fractais. A
invariancia escalar significa que os fractais mostram detalhes similares em diversas escalas.
Deve-se salientar que a nog¢do de auto-similaridade baseia-se na de similaridade geométrica.
Dois objetos sdo similares se possuem a mesma forma, independente de seus tamanhos. Os
angulos correspondentes, todavia, devem ser iguais e os segmentos lineares correspondentes
devem ter o mesmo fator de proporcionalidade. Por exemplo, quando uma fotografia ¢
ampliada, ela ¢ ampliada pelo mesmo fator tanto na direcdo vertical como na direcao
horizontal. O terceiro atributo, a aleatoriedade, encontra-se relacionado com a dindmica

caotica do sistemas, assinalando a imprevisibilidade da forma especifica a ser gerada.

Baseando-se nessas caracteristicas, foram desenvolvidos alguns fractais, que
se tornaram classicos e referéncias para novos estudos. Estes fractais exatos receberam o

nome de seus criadores, como nos seguintes exemplos:

Fractais Classicos

Poeira de Cantor

A Poeira de Cantor foi apresentada por Georg Cantor em 1883. Comeca por
um segmento de reta que divide-se em trés partes auto-similares, do qual retira-se a parte do
meio. Isso resulta em dois segmentos, e retiramos o ter¢co médio de cada um deles. Isso resulta
em quatro segmentos. Nas partes restantes, repete-se a mesma operacao, sendo que a estrutura

final que se forma parece-se com uma poeira, dai seu nome GLEICK (1990).
Se fosse uma reta, independente do seu comprimento medido em metros,

centimetros, etc. o valor da dimensao fractal seria igual a 1, mas, como se trata de uma reta

segmentada e da qual se retirou partes, o valor da dimensao fractal € menor que 1. Observa-se
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que nesse fractal ¢ facilmente visto algumas caracteristicas dos fractais, ou sejam, auto-

similaridade e complexidade. Além disso, esses fractais sdo gerados por processos simples

I, nivel O
I I nivel 1
Bl Bl Bl nivell
il NN BN BN mvel3

Figura 2-9 Representacdo do conjunto cantoriano

Gerando o conjunto cantoriano, conforme exposto anteriormente, obtém-se,

para cada nivel de iteracdo, os valores de € e N(¢), apresentados a seguir:

no nivel 0 temos: e=1¢e N(e) = 1;
no nivel 1 temos: € =1/3 ¢ N(g) = 2;
no nivel 2 temos: € = 1/9 ¢ N(g) = 4;

no nivel 3 temos: € = 1/27 ¢ N(g) = 8.

A dimensao D ¢ obtida pela inclinacdo da reta logN(¢e) x log (1/¢) .

Y
log N(e) y = 0,6309%

>
log(1/¢)

Figura 2-10 Dimensao fractal do conjunto cantoriano.

Pela relagao de Mandelbrot (2.16) a sua dimensao ¢
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log 2N
D = 108IN(©)] [ } = 0,6309 (2.18)

log(1/¢€) 10g[3n}

Curva de Kock

A Curva de Kock, LAM, N. S-N., DE COLA, L. (1993) ou floco de neve,
foi descoberta por Helge Von Kock, matematico sueco em 1904. Genericamente, o caminho
para formagdo desse fractal ¢ o oposto ao do empregado na Poeira de Cantor. No caso da
Curva de Kock um segmento de reta ¢ dividido em quatro partes auto-similares e dobrada no
ponto mediano, sendo isso repetido varias vezes até que a assume uma forma que lembra um
floco de neve. Se fossemos determinar a dimensao da linha esta seria igual a 1, enquanto que

a Curva de Kock tem dimensao fractal igual a 1,26.

nivel 0

/\ nivel 1
_/\j/\z_/\_ nivel 2

m nivel 3

Figura 2-11 - Quatro Geragdes da Curva de Koch.

Na figura 2-11, uma linha, de dimensao 1, ¢ dobrada de modo que cada uma
de suas partes sejam auto-similares, portanto, a dimensao fractal esperada sera entre 1 e 2.
Para achar D, entende-se que no primeiro nivel de iteracdo N ¢ igual a 4, ou seja, a linha foi
dobrada em 4 partes auto-similares, e que € = 1/3. No segundo nivel de iteragio o N=16¢ ¢
=1/9, ... . Por meio do valor da inclinagdo da reta do grafico log(N(¢g)) x log(1/¢) encontra-se

o valor da dimensao fractal D =1, 2618. Logo,
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p = 0gNET 5614 2.19)
log(1/¢€)

2.7 Auto-Afinidade

Os fractais auto-similares MANDELBROT (1985), CARR (1997),
GALLANT, MOORE, HUTCHINSON, GESSLER (1994) notados, em estruturas do tipo da
curva de Koch, possuem isotropia, isto €, sdo equivalentes em todas as dire¢des. Existem
fractais anisotropicos, ou seja, para se obter um objeto semelhante a partir de uma

transformagao de escala € necessario que as escalas sejam diferentes para diferentes diregoes;

estes denominam-se fractais auto-afins MATSUSHITA e OUCHI (1989); CHIERICE (2003).

/
Wl | W

0 1 2 3 4 0 1/4 1/2 3/4 1

/2 T 1/4

/\/ 1/8

] 1/16 1/8 3/16 1/4 0 1/64 1/32 3/64 1/16

1/4

Figura 2-12 Exemplo de uma figura auto-afim.
Na figura 2-12 observa-se uma estrutura auto-afim obtida recursivamente.
Nela, na dire¢do horizontal x, o fator de escala by = 4 ¢ diferente da dire¢do vertical y onde o

fator de escala € by =2.

A auto-afinidade ¢ definida através da transformacao
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t—>At (2.20)
foptif (2.21)

sendo f(t) fungdo de uma variavel, considerando apenas perfis bidimensionais que no caso de
estruturas auto-afins tém que ser univocas, onde t ¢ a variavel horizontal, f(t) ¢ a variavel

vertical e H ¢ denominado expoente de Hurst.

Combinando as transformagdes (2.20) e (2.21) temos
A () = f(Ou) (2.22)
f(t) = A M f(At) (2.23)

A equacdo (2.23) expressa a propriedade de uma funcdo ser auto-afim. O
simbolo = significa igualdade estatistica. Alguns fendmenos naturais apresentam auto-
similaridade estatistica. Entendemos por auto-similaridade estatistica o fato de uma
parte do perfil ser estatisticamente semelhante ao todo. O expoente de Hurst (H) ¢
limitado para o intervalo 0 < H < 1, e estd intimamente relacionado com as
caracteristicas geométricas do perfil, sintetizando toda a informagao relacionada ao seu

reescalonamento.

2.8 Relacéo entre dimensao fractal (D) e o expoente de Hurst (H)

A dimensao fractal (D), num processo, esta relacionada com o expoente de

Hurst para perfis auto-afins através da formula BRESLIN e BELWARD (1999).

D=2-H (2.24)

A dimensao fractal assume caracteristica de preenchimento do espago,
podendo assumir valores ndo inteiros, ou seja a medida que H diminui (0 < H< 0,5) D se
aproxima de 2, logo o perfil se torna tdo rugoso que ¢ como se ele comegasse a preencher o
espaco como um plano. Se o expoente H aumenta (0,5 < H < 1) a dimensdo diminui
suavizando o perfil; se H = 0,5 a dimensao fractal é 1,5 representando movimento Browniano

EDGAR E. PETERS (1996). Conforme figura 2-13
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H=02,D=18

AT
N

'\J) l"'-. ﬂ% s /J"/'
WY /NW/V

Fig 2-13 Perfis com diferentes dimensdes.
PETERS (1996)
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CAPITULO 3

Método de Fourier

O método de Fourier consiste em estimar o expoente Hurst pela conversao

log - log do espectro de poténcia de séries temporais, neste caso, séries temporais de chuvas.

3.1 Analise de Fourier

As séries temporais podem ser representadas como uma soma de curvas
sinuosas de freqiiéncias e amplitudes diferentes YEVIEVICH (1976); SPIEGEL (1976);
IFEACHOR e JERVIS (1994). A contribui¢do de cada curva componente para a variagdo total
da série ¢ mapeada contra suas freqiiéncias, para produzir um espectro de freqiiéncias ou um
periodograma, onde a poténcia é o quadrado da amplitude. A técnica que produz um

periodograma de uma série temporal ¢ a analise espectral ou anélise de Fourier.
Uma onda senoidal periddica simples pode ser representada como um pico,

para uma freqiiéncia particular do espectro. Uma série temporal com vdrias periodicidades

embutidas, teria varios picos distintos. No caso do ruido branco, que nao tem periodicidade
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alguma, seu espectro de poténcia seria uma linha horizontal, representando uma faixa larga do

espectro sem nenhum pico evidente..

A caracteristica das séries temporais fractais ¢ que elas sdo auto-afim e
entdo, mostram flutuacdes sobre multiplas faixas de resolu¢des temporal. Como resultado,
estas séries temporais mostram um espectro de poténcia distinto, o ruido um sobre f ou seja,
1/f. Antes de mostrar picos distintos, estes espectros sdo faixas GOLBERGER e WEST
(1987). O mais importante ainda é que a poténcia de cada componente de freqiiéncia ¢
inversamente proporcional a alguma poténcia B ( entre 0 e 3 ) da freqiiéncia; dai, o termo 1/f.
O ruido 1/f* aparenta ser unipresente na natureza. Eles sdo encontrados no fluxo das aguas do
rio Nilo MANDELBROT e WALLIS (1969a), fisiologia do coragdo GOLDBERGER e
WEST (1987) e na musica VOSS (1988).

Para o ruido branco, B ¢ igual a zero (0), 1/f* ¢ igual a 1 e o espectro é
horizontal. No caso do movimento Browniano, B ¢ igual a 2 e a poténcia decai
proporcionalmente com o quadrado da freqiiéncia, e, similarmente, para o ruido Gaussiano
fracionario (fGn), -1 < f < 1 e para o movimento Browniano fracionario (fBm), 1 < § <3

VOSS (1988).

A relacdo entre H e B para um movimento Browniano fracionério (fBm) ¢

dada por

B =2H+1 3.1)

SAUPE (1988); VOSS (1988), embora para o correspondente ruido Gaussiano fracionario
(fGn),

B =2H -1 (3.2)

MANDELBROT e VAN NESS (1968); MANDELBROT e WALLIS (1969a).

A andlise de Fourier, portanto, permite investigar se uma série temporal ¢é

um ruido ou um movimento. O valor de 3, para uma dada série temporal, ¢ determinado pela
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inclinacao da reta no grafico log-log do espectro de poténcia. PLOTNICK e PRESTEGAARD
(1993).

3.2 Série de Fourier

Em 1807, o matematico francés Joseph Fourier, descobriu que toda fungao
periddica f(t), em [-L,L] com t € R, poderia ser expressa como uma somatoria de fungdes

trigonométricas basicas, senos e cossenos, TOLSTOV (1962), isto &,

o0

f(t)= Z [a, cos(w,t)+b, sen(w,t)]

(3.3)

onde a, e b, sdo coeficientes associados as amplitudes, n € um niimero inteiro indexado a

freqliéncia o, dada’por o,-nnx/L. A equagdo (3.3) € a representacdo espectral de f(t).

O objetivo da andlise de Fourier ¢ obter a amplitude em funcdo da

freqiiéncia, para cada onda senoidal que compde o sinal analisado e com isso, construir uma
série discreta de freqiiéncias a partir de uma série temporal.

Em sua forma complexa, uma fung¢do periodica f(t), de periodo T=2L, pode
ser expressa por TOLSTOV (1962).

ft)= icne“"“t

(3.4)

que ¢ a representacdo da sériec de Fourier de f(t) e os coeficientes ¢, sdo obtidos por
MORETTIN (1999).

CcC. =

n

o |

Tl f(tedt (3,5)

o=
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e sao denominados coeficientes de Fourier de f(t) e medem as amplitudes das componentes de

freqliéncias oy, que sdo as freqiiéncias de Fourier.

Uma série temporal ndo corresponde necessariamente, a uma funcao
continua e infinita. Pode ser um registro discreto de uma funcao f(t) amostrado em intervalos
constantes de tempo, durante um periodo de tempo limitado, como ¢ o registro didrio das

chuvas, que compdem as séries temporais, objeto da andlise deste trabalho.

Portanto, aproxima-se a soma infinita das equagdes (3.3) e (3.4) a uma

. N o . ‘1 a
série composta por By ondas senoidais, mais o valor médio de f(t)=70 (teorema de

Parseval), e a equacdo (3.4) podera ser escrita na forma

N
a, < 27NtAt 27NtAt
f(t)=—"+) [a, cos +b,sen 3.6
()Zg[n(Nt)n(NAt)] (3.6))
onde, o, = % denominadas harmonicos, com, 0 <n< %, t=0,1,2,...N-1, e
0<tAt<T.
Os coeficientes ¢, da equagdo (3.5) assumirdo os valores MORETTIN
(1999):
a, —ib
anw,senzl (3.7)
2
a
C, :70 (3.8)
(@ + )
C, :T,senf-l (3.9

onde os coeficientes a, e b, sdo dados por MORETTIN (1999):
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|
eyt |

a, = f(t)cos(w,t)dt, para n >0 (3.10)
1
;
2 2

b, =7 _[ f (t)sen(w, t)dt, para n >1 (3.11)
T
2

O harmonico de (3.4) para n = 1 ¢ chamado fundamental, de periodo igual
ao de f(t), e para n = 2, temos o primeiro harmdnico, de periodo igual a metade de f(t) e
assim, sucessivamente, construimos o espectro de freqiiéncias da funcdo (3.6) fazendo

n :1,2...E.
2

3.3 Transformada de Fourier continua

Supondo que a fungdo f(t) ndo seja periddica, entdo, ndo podemos
representd-la na forma (3.4), isto €, ndo podemos decompor f(t) como uma soma de fungdes,
mas como uma integral de senos e cossenos constituindo na transformada de Fourier, que
transforma sinais que dependem do tempo, em sinais que dependem da freqiiéncia, ou seja,
transforma um sinal em seus componentes de freqiiéncia. Fazendo s = o, na equagdo (3.5),
supondo que s assuma valores no conjunto dos nimeros reais ¢ mudando a notagdo Cn = C(s),

obtemos
C(s)= Tf(t)e‘“‘dt (3.12)

onde i =+/—1.

A operagdo f(t).e™, no integrando acima, ¢ chamada de modulag¢ao da

fungdo f(t), a exponencial ¢™ ¢ chamada de fungio moduladora e representa uma fungio
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periodica de freqiiéncia s € R. Para cada s, a equagdo (3.12) pode ser vista como uma média

ponderada de f(t) com a fun¢cdo moduladora.

Quando f(t) possui oscilagdes de freqii€ncias s, ou proximas de s, essas
freqiiéncias entram em ressonancia com a freqliéncia da funcdo moduladora e C(s) assume
valores ndo-nulos. Assim, C(s) mede a ocorréncia da freqiiéncia s na fun¢do f(t). Como s
varia no conjunto dos numeros reais, interpretamos a equagao (3.12) como descrevendo uma
densidade de freqiiéncias da funcdo f(t). Desse modo, C(s)#0, significa que existem
freqiiéncias s distribuidas ao longo da fungao f(t). A intensidade maior ou menor de C(s) nos
fornece informacgdes sobre ocorréncia maior ou menor da freqiiéncia s em f{t). Trocando C(s)

por 3(f(s)), teremos
3(f(s))= Tf(t)e““dt (313)

denominada transformada de Fourier de f(t).
3.4 Transformada rapida de Fourier (FFT)

Supondo um niimero discreto de valores de f{(t), como sendo fo, fi, ...fx.1, parat =0, 1,.....N-1

. . A . 27zn
e o conjunto discreto de freqiiéncias de Fourier, o, :T , para n = 0, 1, ... N-1,

considerando intervalos de tempo Atiguais a um, definimos a Transformada Discreta de

Fourier da seqiiéncia, como COOLEY e TUKEY (1965); CHIERICE (2003).
N-1 -
Foy = f(te™ (3.14)
t=0
e sua Transformada Inversa, como
1 N-1

fl="1 e (3.15)

n=0
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O calculo da Transformada (3.14) envolve N? operagdes complexas que
podem ser efetuadas usando um algoritmo chamado FFT (Fast Fourier Transform),

Transformada Réapida de Fourier, desenvolvido por COOLEY e TUKEY (1965).

Uma série temporal pode ser determinada no tempo como f(t) ou no
dominio da freqiiéncia, nos termos de amplitude, F(f,T) onde f ¢é a freqiiéncia. A quantidade
F(f,T) é geralmente um nimero complexo que indica a fase do sinal. A amplitude no dominio
da freqiiéncia, F(f,T), ¢ obtida usando a transformada rapida de Fourier de f(t), no intervalo

0 <t<T, dada por
T .
3{f(t)) = F(f,T):jf(t)ez’"f‘dt (3.16)
0

A equagdo complementar, relacionando f(t) e F(f,T), é a transformada de

Fourier inversa

f(t)= TF(f,T)e‘z””‘df (3.17)

A quantidade |F(f ,T)|2df ¢ associada uma contribui¢do para a energia

total de f(t), proveniente das componentes com freqiiéncias entre f e f+df. O mddulo de F, isto

F

¢,|F|, se refere ao valor absoluto de uma quantidade complexa. A poténcia € obtida dividindo

por T. A densidade do espectro de poténcia de f(t) ¢ definida por
S(f)=TlF(f,T)2 (3.18)

no limite em que T— . O produto S(f).df € a poténcia, na série temporal, associada com a
faixa de freqiiéncias entre f e df. A densidade do espectro de poténcia de uma série temporal

fractal, ¢ dada por

s(fec f (319)
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Se o sinal for auto-afim, isto €, para se obter um objeto semelhante a partir
de uma transformac¢do de escala ¢ necessario que as escalas sejam diferentes para dire¢des

diferentes MATSUSHITA e OUCHI (1989); CHIERICE (2003), entdo:

f(t)=A"f(at) (3.20)

A transformada de Fourier da equagao acima, sera:

X

(@) =3 )= }/1-“ f(At)e> " dt (3.21)

Substituindo z = At na equagdo acima,

A 27ziiz dz
F(F,T)=[a"f(z)e " = (3.22)
0
ou
F(f,T)=2""F(f/1,AT) (3.23)

Da defini¢do da densidade do espectro de poténcia, dado em (3.18),
podemos obter a relagdo entre os espectros de poténcia de um processo auto-afim.
Entao:

H

S(f)=timy_,, =[F(£.T) =lim_, Tl[/l“1||:(f 12,47 \f (3.24)

ou

—2H-1

S(f)=1im, ,, Tlﬁ;H-ZUF(f 12,2T)| = limhwﬂi—TUF(f 12T (3.25)

Conclui-se entdo, que o espectro de poténcia de um sinal auto-afim deve

reescalonar-se conforme a equagao abaixo.
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S(f)= /IZHIS(%) (3.26)

Comparando a equacgdo (3.26) e a equagao (3.19) encontra-se o valor do expoente do espectro

de poténcia da transformada de Fourier dado por TURCOTTE (1992):
B=2H+1 (3.27)

no caso de um movimento Browniano fracionario (fBm). Para um ruido (fBn-fractional

Brownian noise), caso das séries temporais de chuvas a serem analisadas,
B=2H-1 (3.28)

Portanto, para estimar o expoente de Hurst, (H), determina-se a
transformada de Fourier da série temporal de chuvas e utiliza-se o grafico log(S(f)) x log(f)
cuja inclinagdo da reta encontrada pelo método dos minimos quadrados ¢ —(2H-1). Com este

procedimento, encontra-se o valor de H com o qual se determina a dimensao fractal do sinal.

A relagdo entre o expoente do espectro de poténcia da transformada de

Fourier () e a dimensao Fractal (D), para um movimento Browniano fracionario, (fBm), é:

D=2-H
N p-2—B (3.29)
2
B=2H+1
e para um ruido Browniano fracionario (fBn), sera:
D=2-H
N p_3-P (3.30)
2
B=2H-1
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CAPITULO 4

Método de wavelets

4.1 Analise Wavelet

A palavra wavelet ¢ derivada do vocabulo em francés ondelette, que denota
o diminutivo de onda, ou seja, "ondinha" ou "ondicula",ou como proposto por MORETTIN
(1979), “ondaleta”, surgiu em meados dos anos 80, a partir dos trabalhos de um grupo de
pesquisadores franceses. A idéia na analise wavelet consiste em aproximar uma fungao por
uma combinacdo linear de fungdes bésicas (wavelets), obtendo assim uma boa representacao
da funcao original tanto no dominio das freqiiéncias como no dominio temporal. A aplicacio
de wavelets ndo exige a estacionaridade das séries em estudo sendo apropriada para a analise

de eventos irregularmente distribuidos.

Numa breve revisdao do nascimento das wavelets, POLIKAR (1999), o
termo ondelette foi introduzido pelo engenheiro geofisico J. Morlet (1980), sendo a base
matematica de suas idéias formalizada pelo fisico tedrico de mecanica quantica Alex
Grossmann, que o ajudou a formalizar a transformada de wavelet em sua forma continua. Os

dados estudados por Morlet exibiam conteudos de freqiiéncias que mudavam rapidamente ao



longo do tempo. Nesse caso a transformada de Fourier ndo era adequada como ferramenta de
analise. Na realidade eles redescobriram e deram uma interpretacdo ligeiramente diferente do

trabalho de Alberto Caldéron sobre analise harmonica de 1946.

Foi Yves Meyer, um matematico francés que em 1984 ressaltou a
semelhanca entre o trabalho de Morlet e Caldéron. Isso levou, Meyer, em 1985 a construir
fungdes wavelets ortonormais. Mas Meyer verificou que J. O. Stromberg ja tinha descoberto
as mesmas wavelets cerca de cinco anos antes. No entanto, a primeira fungao wavelet ja havia
sido elaborada em 1909, por Alfred Haar, que ja havia construido fun¢des base de wavelets
ortonormais. Suas wavelets eram de pequeno uso pratico e de pobre dominio de freqiiéncia.
Em 1930, Paul Levey utilizando o trabalho de Haar desenvolveu fungdes bésicas ortonormais

para estudar os sinais aleatorios do movimento browniano.

Mais recentemente, na década de 90, Ingrid Daubechies, desenvolveu
sistemas para discretizagdo de parametros de tempo e escala da transformada wavelets

POLIKAR (1999).
4.2 Escala e Translacéo

Enquanto a andlise de Fourier consiste em decompor um sinal em senos e
cossenos de vérias freqliéncias a analise de wavelet ¢ a decomposi¢do de um sinal por meio de

escalas (dilatacdo e compressao) e translacao de uma dada wavelet original (wavelet mae).

Para melhor entender o significado da escala, vejamos o exemplo de uma
funcdo senoide, que ndo ¢ uma wavelet, y(t) =sen(wt) a qual introduziremos um fator de

1 ~ ~
escala denotado por a=—, com ® = 1, 2, 3, 4, - c©. Veremos entdo, a compressao da
®

senoide na figura 4-1:
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() = sen(t)

a=1

Figura 4-1 Compressao de um seno.

Y(t) = sen(2t)

a=1/2

Y(t) = sen(4t)

a=1/4

Note que a medida que o fator de escala (a) diminui, a senoide fica cada vez

mais comprimida.

O fator de escala aplica-se de forma anéloga para as wavelets. Fatores de

escala menores fazem a "compressdo" da wavelet e fatores de escala maiores fazem a

"dilatag@o", conforme figura 4-2:

A

ik

05

05

05

05

-4 2 0 2 -4 2 0 2 4 -4 2 0 2 4
f(t) = W(at) f(t) = W(at) f(t) = W(at)
a=1 a=1/2 a=1/4
1 1
0 “V ‘(g
05 05 V V
1] Bl
-4 2 0 2 4 4 2 0 2 4 4 2 0 2 4
a=VY a="% a=1

Figura 4-2 Compressao e dilatagdo de wavelets.
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Quanto a varia¢ao do parametro a correspondente as informacdes de escala,

para a < 1, dilatagdo da fun¢ao wavelet-mae;e para a > 1, contracao da funcao wavelet-mae.

Com isso ¢ possivel analisar os aspectos globais e locais das séries.
A translacdo de uma wavelet, representada pelo parametro b, significa

atrasar (ou adiantar) o seu inicio. Deslocar uma fung¢do y(t) em b ¢é representd-la por

y(t —b) conforme figura 4-3.

/\/\A y NIA -

SN A

-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4

P,

y(t) y(t-b)

Figura 4-3 Translagao de wavelet

A medida que b varia, a funcao ¢ analisada localmente em torno de b.

4.3 Propriedades de Wavelets

As funcdes wavelets apresentam certas propriedades dentre as quais

citamos:

1. A expansdo wavelet da uma localizagdo tempo-freqiiéncia do sinal;

2. No caso discreto, o calculo dos coeficientes do sinal pode ser feito
eficazmente. Demonstra-se que muitas transformagdes de wavelets (o conjunto de

coeficientes de expansdo) podem ser calculadas com O(N) operagdes. Isto significa que o

numero de multiplicacdes e adigdes aumentam linearmente com o nimero de elementos do

51



sinal analisado. As transformagdes de wavelets mais gerais requerem O(N log (N)) operagdes,

o mesmo que para a FFT (Fast Fourier Transform);

3. A expansao em wavelets permite uma descri¢ao local mais precisa e uma

melhor separagdo das caracteristicas do sinal;

4. Existem inumeras familias de wavelets e isso facilita a sua utilizagdo em

varios tipos de sinais.
4.4 Transformada Wavelet Continua

Matematicamente, a transformada wavelet continua é definida em termos de

uma integral de convolugdo entre o sinal analisado f(t) ¢ uma wavelet conhecida como

nn

"wavelet mae", "wavelet geratriz" ou ainda "wavelet analisadora", expressa por:

—+00

C(a,b) = jf(t)wa,b (t)dt @.1)

—0o0
em que os parametros a e b variam continuamente em R, coma#0, e

1 (t-b s
\Va,b(t) = E\V(T) aeR ebeR (42)

sendo as fungdes W, chamadas wavelets filhas e sdo geradas a partir de dilatagdes e

translagdes da wavelet-mae y(t). No caso da transformada continua as wavelets-mae mais

conhecidas sdo as de Morlet e Chapéu Mexicano.

Na equacao (4.2), o termo no denominador Ja corresponde a um fator de

normalizacdo da energia de cada wavelet de forma a manter a mesma energia da

wavelet mae. Nessa equacdo os parametros a e b, correspondem, respectivamente, as
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informacodes de escala e translagdo. A equacao (4.1) pode ser escrita como o produto

interno ou escalar de f(t) com uma fungéo wavelet Y, p (1) isto €, C(a, b) = <f,y, ,>.

Esta equag@o, de fato estd decompondo f em uma superposi¢do de wavelets Wy, (t).

Desta forma, os parametros a ¢ b, associam aos coeficientes C(a, b), valores de

freqliéncia e localizagdo no tempo, em cada intervalo At do sinal analisado.

Para obtermos a transformada wavelet de um sinal devemos proceder como

se segue: MISITI (1996).

passo 1: escolher uma wavelet mae e compara-la com uma se¢ao no comego

do sinal original;

passo 2: calcular o coeficiente wavelet, a partir da transformada wavelet e
quanto maior a amplitude desse coeficiente melhor € a aproximagao entre a wavelet e o sinal

na sec¢ao tomada;

Sinal |

Wavelet | Jlfr*

12

Figura 4-4 Analise wavelet em uma sec¢ao do sinal.
Wavelet Toolbox-MISITI (1996).

passo 3: tomar a proxima se¢do do sinal e novamente repetir os passos

1 e 2 até cobrir, de se¢ao em secao, todo o sinal;

Sinal f\x’*\/\,—\/

Waelet |::> —»’Jllf:--

Figura 4-5 Andlise wavelet em uma nova secao do sinal.
Wavelet Toolbox-MISITI (1996).
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passo 4: ajustar uma nova escala para a wavelet (dilatar ou comprimir) e

repetir os passos de 1 até 3;

Sinal

Wavelet

-

Figura 4-6 Andlise wavelet com uma wavelet de nova escala.
Wavelet Toolbox-MISITI (1996).

passo 5: repetir os passos de 1 a 4 para todas as escalas da wavelet

(tantas vezes quanto for possivel ou desejado).

Ao terminar todos os passos descritos acima teremos produzido coeficientes

wavelet em diferentes escalas e se¢oes do sinal. Os coeficientes wavelets das escalas maiores

estdo associados a waveles mais dilatadas e, escalas menores, a wavelets mais comprimidas.

Note que quanto mais dilatada for a wavelet, maior serd a se¢do do sinal

com o qual ela estard sendo comparada e, deste modo, as caracteristicas mais visiveis estao

sendo medidas pelos coeficientes wavelets. Assim, existe uma correspondéncia entre as

escalas wavelet e a freqiiéncia revelada pela anélise wavelet, figura 4-7.

escalas

pequena

escalas

grandes

alta
freqiiéncia

no sinal

wavelets detalhes
— | mais — | rapidamente
comprimida varidveis
caracteristicas
wavelets
) mais visiveis
= | mais =
) mudando
dilatadas
lentamente

baixa
freqiliéncia

no sinal

Figura 4-7 Correspondéncia entre escalas e freqiiéncias na analise wavelet.
Wavelet Toolbox-MISITI (1996).
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Alguns tipos de wavelets sao mostrados a seguir:
Chapeéu Mexicano

A wavelet, conhecida como chapéu mexicano, devido a sua forma,

figura 4-8, ¢ definida pela seguinte fun¢ao:

v =(1-t2)e /. (4.3)

—4 —2 2 4
—02
04 |

Figura 4-8 Wavelet Chapéu Mexicano.
MORETIN (1999).

Morlet

A Wavelet de Morlet (ou gaussiana modulada) ¢ uma fungdo complexa, para

o fixo, dada por:

y(t) =™ e_t% (4.4)

A equagdo (4.4) pode ser decomposta em duas partes sendo uma real e outra

imagindria.
- —t2/2
y(t) =(cosm,t +isenm,t)-e (4.5)

O grafico da figura 4-9 representa apenas a parte real da wavelet de Morlet

definida pela equagao:
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vty =e /% cos(5t) (4.6)

na qual foi fixado um valor para a freqiiéncia o, =5.

Morlet wawvelet

4 —2 [u] 2 4

Figura 4-9 Wavelet de Morlet.
MORETIN (1999).

4.5 Aplicacdo da Wavelet de Morlet em um Sinal

Suponhamos um sinal composto por duas sendides de mesma amplitude e
freqliéncias f; = 10Hz e f, = 30Hz no qual aplicaremos a transformada wavelet usando a parte

real da wavelet de Morlet, com ®, =5. A primeira sendide corresponde ao sinal de menor

freqiliéncia e a segunda ao sinal de maior freqiiéncia.

A aplicagdo da transformada wavelet no sinal permite distinguir as
freqiiéncias dominantes (escalas ou periodos) para cada uma das senoides e a forma como elas
evoluem numa amostragem de 1024 pontos, no tempo de 1 (um) segundo. Essa aplicagdo esta

representada na figura 4-10.
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Poaryzad Signal ilinglh = 10245
1L T L | TEEEYE B TiT18

magnitude(scalograrm)

M

frequencialHz)

IR

500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
time (or space) b

Figura 4-10 Escalograma de sendides com freqiiéncias 10Hz e 30Hz

MATLAB — Wavelet Toolbox.

4.6 Transformada Wavelet Discreta
De modo geral, todas as propriedades descritas anteriormente também sao
verdadeiras na analise de wavelet discreta.

Na transformada wavelet discreta os sinais sdo representados por séries do

tipo:

(1) = Z ZdJ KWk (4.7

j=—00 k=—0

em que as fungdes bases sao dadas por:
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VikM=v@lt-k) jkez (4.8)

sao chamadas wavelets “filhas” e sdo geradas a partir de dilatagdes e translagdes de uma unica

func¢do y(t) também denominada wavelet “mae”.

As fungdes wavelets i (t) sdo obtidas de y(t) por uma dilatagdo ¢ uma
translacdo. As fungdes {\V ik (), j,keZ} formam uma base que ndo precisa ser

necessariamente ortogonal. Uma das vantagens de se trabalhar com bases ortogonais ¢ que
elas permitem a reconstru¢do perfeita do sinal original a partir dos coeficientes da

transformada de forma mais econOmica.

Considere, pois, uma base ortogonal gerada por y(t). Os coeficientes de

wavelets sdo dados por

dj o =<f(t),y () > =277 If(t) w(2it—k)dt (4.9)

—0o0

A transformada wavelet ¢ a aplicagdo que associa um sinal aos seus

coeficientes wavelets.
f(t)—)dj,k (4.10)

Os indices j e k representam escala e translacao, respectivamente.
Assim, cada um desses coeficientes dj, « multiplicados por apropriadas

wavelets, dependentes de escala-posi¢do, obtidas de uma wavelet-mae y reconstroem o sinal

original.
Wavelet de Haar ((HAAR (1910))

A wavelet-mae de Haar ¢ definida por:
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1, se 0S‘[<l
2
1
y(t)=4 -1,se ESt<1 411)

0, caso contrario

A partir dessa wavelet-mae, podemos construir uma familia de wavelets
ortogonais de Haar alterando escala e posicao da wavelet principal. Nos exemplos a seguir

citaremos algumas wavelets geradas da wavelet de Haar e seus respectivos graficos.

a)y(t) b)y(2t) Oy(2t-1)
1 i .
0 4 0 0
—14 -1 4 —1 1
0 02 04 06 08 I 0 02 04 06 08 I 0 02 04 06 08 I
dyy(an Oyt 2) Dyt 3)
1 14 1
0 4 0 ‘7 0
~14 -1 4 1A
0 02 04 06 08 I 0 02 04 06 08 I 0 02 04 06 08 I

Figura 4-11 Wavelets de Haar.
GOMES, DOMINGUES E KAIBARA (2001).

A medida que formos atribuindo os valores para j, notamos que as fungdes
filhas tornam-se mais estreitas e mais alongadas, isto ¢, com maior amplitude. Atribuindo
valores para k as fun¢des filhas se movimentam para a direita, dentro do intervalo de tempo
At. O sinal a ser analisado que estiver dentro do intervalo de tempo At, serd entdo varrido

pelas fungdes filhas
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f(t)= do,o\lfo,o +d1’0\u1’0 +d1,1W1,1 +d2’0\412’0 +d2,1\|12’1 +... (4.12)

O resultado da analise através das wavelets sdo os coeficientes wavelets.
Quanto maior o coeficiente maior a semelhanga entre a wavelet e o sinal, e quanto menor o

coeficiente menor a semelhanca.

Wavelet de Daubechies (DAUBECHIES (1992))

A familia de wavelets ortogonais de Daubechies sdo denotadas por dbN
onde N ¢ a ordem da wavelet. Abaixo, nas figuras 4.13 e 4.14, seguem os exemplos de duas

wavelets dessa familia.

-4 -2 T2 4
-0.9
-1

Figura 4-12 Wavelet de Daubechies do tipo 2.
DAUBECHIES (1992).

-3 = -1 \ / \/{\\2"’ 3 4

Figura 4-13 Wavelet de Daubechies do tipo 4.
DAUBECHIES (1992).

Neste trabalho, utilizou-se os software MATHEMATICA ¢ MATLAB
versdo 6.5 usando o Wavelet Toolbox desenvolvido por TORRENCE e COMPO (1998).
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4.7 Determinacgao do Expoente Hurst pela Transformada Wavelet

Determina-se o expoente de Hurst por meio da transformada wavelet

aplicada a um sinal f(t) auto-afim.

O uso das wavelets lembra um microscoépio matematico que decompde o
sinal em varias escalas. Ao usarmos wavelets em diferentes escalas, focalizamos diferentes
detalhes do processo. Para determinar o expoente de Hurst por wavelets, considera-se um

movimento Browniano fraciondrio (fBm) Bpy(x), descrito anteriormente no Capitulo 3.

Escalonando X por AX,
X—AX (4.13)
Bu(X) =1 By(AX) (4.14)

onde a igualdade deve ser entendida no sentido estatistico. Seja f(t) uma série temporal auto-

afim. Entdo, sua transformada wavelet continua ¢ definida, nas equagdes (4.1) e (4.2), por:
T b
1 t—
C(a,b)=— If(t) U} (—j dt (4.15)
Ja a
—00

Para explicitar certas relagdes funcionais escreve-se a equacao (4.15) com

algumas mudangas na notagdo, como

wlt (t)](a,b):%T f(t)P(%}dt (4.16)

A auto-afinidade da série temporal f(t) implica, como visto na equacao (4.2),

f(t)=A"f(1t) (4.17)
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Como o sinal f(t) a ser analisado ¢ auto-afim, os coeficientes de wavelets

devem satisfazer a seguinte condi¢do:

W[ f(t)](a.b)=w| 1" (at)](ab) (4.18)

Utilizando a equagdo acima,

Wf (t)[a,b)=W[1 " f(it)[a,b)= \/__J;IHf/H ( bjdt (4.19)

Fazendo a transformagdo z = At e substituindo na equagao acima temos:

W[ (O)ab)= j%]if(z)//((y g ‘b)) j% (4.20)

Assim, a formula acima pode ser escrita como:

Wt (t)](a,b)= ”\% _]if(z)//[Z; ;b]dz (421)
WF(O)a.b)= 4" 2W[f ()22, ib) (422)
Portanto

Clab)= A" 2C(a. ) (4.23)

Da equagdo acima, reescalonando o dominio de uma fun¢ao auto-afim com
um fator de A, a amplitude dos coeficientes obtidos pela transformada de wavelets,

1
H+—
reescalona-se com um fator A 2. Encontra-se um numero infinito de amplitudes

correspondentes a um Unico parametro de translacdo b. Analisando processos auto-afins,

interessa o parametro de escala e ndo o de translacdo. Devido a isto, calcula-se o valor
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absoluto da média dos coeficientes, o que constitui o0 método AWC “Averaged Wavelet

Coefficient”, desenvolvido por SIMONSEN, HANSEN, NESS (1998), e obtemos:

Caa)=2"" <[c(a)|>, (4.24)

Para estimarmos o expoente de Hurst, determinamos os coeficientes das
wavelets, no nosso caso usamos as wavelets do tipo Daubechies de ordem 8 do Wavelet
Toolbox do Matlab, calculamos o valor absoluto de seu valor médio e utilizamos o grafico
log(C(a)) x log(a) cuja inclinagdo da reta determinada pelo método dos minimos quadrados ¢
(H + %2). Com isso encontramos o valor de H com o qual se determina a dimensdo fractal do

sinal.

A
log(C(a)

H+1/2

>
log a

Figura 4-14 Ajuste dos pontos por uma reta.

A teoria para o céalculo do expoente de Hurst foi desenvolvida para wavelet
continua mas, de acordo com os trabalhos apresentados por ABRY e VEITCH (1998),
ABRY, FLANDRIN, TAQQU e VEITCH (2000) esse estudo pode, também, ser estendido

para o calculo do expoente Hurst aplicando transformada wavelet discreta.

Existem outros métodos para o céalculo do expoente Hurst por wavelets nao

abordados neste trabalho JONES, LONERGAN e MAINWARING (1996); SEVCIK (1998).
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CAPITULO 5

A analise das séries temporais de chuvas

5.1 Resultados obtidos

Com a aplicacdo dos trés métodos de analise de séries temporais de chuvas
propostos neste trabalho,obtivemos os valores estimados do expoente Hurst (H), para cada um
dos quarenta e oito (48) postos de coleta de dados diarios de chuvas, pertencentes aos 38
municipios distribuidos nas nove (9) regides climaticas do territdrio paulista, que constituem

as tabelas mostradas nas figuras 5-1 e 5-2.



Regibes Estimativa do coeficiente Hurst
climaticas Prefixo e nimero do (H) pelos métodos:
do Estado posto de coleta de dados,
de Sao | Municipios periodo e total em anos R/S Fourier Wavelet
Paulo
E1-003 | 1950-1970 | 21 0,571 0,612 0,618
| _Litorale | Ubatuba E2-052 | 1946-1981 | 36 0,592 0,619 0,874
Planalto E2-122 | 1971-1978 | 08 0,587 0,657 0,651
Atlantico
Norte Santos E3-041 | 1939-1967 | 20 0,617 0,664 0,719
S&o Sebastido E2-124 | 1981-1996 | 16 0,614 0,653 0,518
G4-001 | 1902-1917 | 16 0,641 0,671 0,865
.. F4-029 | 1957-1984 | 28 0,629 0,605 0,518
Cananéia
G5-002 | 1970-'980 11 0,626 0,603 0,550
Il — Litoral e
Planalto F4-003 | 1905-1960 | 56 0,636 0,646 0,594
Atlantico Sul - R
Iguape F4-044 | 1969-1978 | 10 0,641 0,716 0,443
F4-030 | 1955-1978 | 24 0,638 0,642 0,493
Registro F4-024 | 1955-1979 | 25 0,641 0,624 0,325
S. J.dos Campos E2-032 | 1953-1979 | 27 0,625 0,658 0,538
E2-022 | 1964-1988 | 25 0,643 0,582 0,628
Il — Vale do Taubaté
Paraiba E2-092 | 1966-1980 | 15 0,655 0,592 0,421
Cachoeira Paulista | D2-010 | 1940-1969 | 30 0,682 0,590 0,592
Camp. do Jordao D2-001 | 1956-1984 | 29 0,652 0,683 0,739
Monteiro Lobato D2-020 | 1945-1984 | 40 0,673 0,648 0,838
IV -A Joanopolis D3-054 | 19721978 07 0,640 0,568 0,545
Mantiqueira —
Atibaia E3-074 | 1973-1990 | 18 0,672 0,646 0,729
Socorro D3-030 | 1972-1982 | 11 0,657 0,621 0,662
D4-027 | 1980-1998 | 19 0,670 0,639 0,834
Araras Faz.Sta.| 1955-2000 | 45 0,673 0,626 0,627
C4-003 | 1936-1968 | 33 0,655 0,641 0,747
Pirassununga C4-080 | 1949-1955 | 07 0,643 0,604 0,592
V-0 C4-070 | 1957-1971 | 15 0,655 0,636 0,550
Centro
Norte Rio Claro D4-012 | 1937-1980 | 44 0,662 0,626 0,755
Ribeirédo Preto C4-034 | 1941-1980 | 40 0,675 0,614 0,388
Barretos B5-002 | 1936-1975 | 40 0,654 0,607 0,507
Igarapava B4-026 | 1949-1963 | 15 0,697 0,645 0,774
Franca B4-001 | 1946-1973 | 28 0,681 0,602 0,464

Figura 5-1 Tabela dos valores de H das regides climaticas I, II, III, IV e V.
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Regides climaticas

Prefixo , nimero do posto de

Estimativa do coeficiente Hurst

(H) pelos métodos:

do Estado de Sao | Municipios coleta de dados, periodo ¢ total em
Paulo anos R/S Fourier Wavelet
Jal D5-025 | 1946-1962 17 [ 0,670 0,659 | 0367
Sta. Maria da Serra | D5-062 | 1968-1993 26 | 0,667 0,620 | 0,502
Capdo Bonito F5-045 | 1985-1996 12 [0,659 0,627 | 0,595
X;_Tit:<Pér°ee> Ribeirio Bonito D5-003 | 1936-1949 14 | 0,643 0,598 | 0835
Campinas D4-044 | 1941-1999 59 0,652 0,614 | 0,560
Piracicaba D4-071 | 1982-1996 15 0,661 0,612 | 0514
Avaré E5-014 | 1956-1978 23 [ 0,651 0,602 | 0427
VII — Serra dd Botucatu D5-059 | 1969-1997 29 0,682 0,625 | 0,475
Botucatu Bauru D6-001 | 1958-1970 13 [ 0,665 0,607 | 0,634
Catanduva C5-002 [ 1956-1970 15 [0,674 0,606 | 0,594
Marilia D6-010 | 1948-1955 08 0,673 0,640 | 0,596
Aragatuba C7-009 | 1955-1978 24 [ 0,649 0,608 | 0,505
VII-O Oeste [ Echapora D7-046 | 1953-1980 28 [ 0,656 0,639 | 0,439
Pereira Barreto B8-030 | 1972-1979 08 [0,670 0,625 | 0,481
Presidente Prudente | D8-003 | 1952-1981 30 | 0,641 0,611 0,545
X0 sudocsic | A5 D7-055 | 1981-1989 09 0,655 0,600 | 0,779
Rancharia C7-001 | 1953-1987 35 [ 0,645 0,596 | 0,635

Figura 5-2 Tabela dos valores de H das regides climaticas VI, VII, VIII e IX

5.2 Resultados parciais

Dentre todas as séries temporais de chuvas analisadas, destaca-se apenas

uma de cada regido climatica, mostradas nas figuras 1-1, 1-2, 1-3, 1-4, 1-5, 1-6, 1-7, 1-8 ¢ 1-9,

a titulo de ilustragdo da aplicagdo dos trés métodos de andlise propostos neste estudo.
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5.2.1 A anélise R/S

Aplicando o método da andlise R/S nas séries temporais de chuvas

mostradas nas figuras 1-1 a 1-9, utilizando-se o softwere computacional AutoSignal 1.6,

estimamos o expoente H conforme mostram as figuras 5-3 a 5-11.

Hurst Exponent

Ubatuba Ponta da Trindade - E1-003

1000

100

RIS

1000
100
Wl
w
. i
f 10
1
1 10 100 1000 10000
n dias
SDH =0,00238 R2=0,997

H=0571

Figura 5-3 Anadlise R/S. (AutoSignal 1.6)

Cananéia Morro Redondo - G5-002

Hurst Exponent

2
e
H=0,626 SDH = 0,00252 R2=0,998

Figura 5-4 Anélise R/S. (AutoSignal 1.6)
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Taubate - E2-022

Hurst Exponent
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Figura 5-5 Anélise R/S (AutoSignal 1.6)

Campos do Jorddo - D2-001

Hurst Exponent
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Figura 5-6 Analise R/S (AutoSignal 1.6)



Araras - Faz. Belmonte - D4-027

Hurst Exponent
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Figura 5-7 Analise R/S (AutoSignal 1.6)
Campinas - D4-044
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Figura 5-8 Analise R/S. (AutoSignal 1.6)
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Botucatu - D5-059

Hurst Exponent

1000 1000
100 o ok L 100
2 — ¢
J ~
10 10
1 1
1 10 100 1000 10000
n ohs
H = 0,682 SDH = 0,00139 R2 =0,999
Figura 5-9 AnaliseR/S (AutoSignal)
Pereira Barreto - B8-030
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Figura 5-10 Analise R/S (AutoSignal 1.6)
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Assis Agua da Fortuna - D7 055

Hurst Exponent

1000 1000
100 L 100
.ﬂ"f
10 2 10
1 1
10 mhn5 1000 10000
H = 0,655 SDH = 0,00187 R2 =0,999

Figura 5-11 Analise R/S. (AutoSignal 1.6)

5.2.2 Método de Fourier

Aplicando o método de Fourier nas séries temporais de chuvas mostradas nas
figuras 1-1 a 1-9, utilizando-se o softwere computacional MATLAB, obtivemos os valores
estimados do expoente H, como mostrado nas figuras 5-12 até 5-20, a seguir.

Estimativa de H: 0.612

4t m l | IW, w 'll 1 {I"l wwmmhm { .|.|H[n| \Ilyi \ |

QTS 0~
o2}
T

10+ 4

-12+ 4

-14 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
log frequency

Figura 5-12 Expoente H para Ubatuba (E1-003) (MATLAB)
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Estimativa de H: 0.60305
T T T

, ” Al " | 'NUl | H}H\I W“ H ‘\‘ \H
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log frequency

Figura 5-13 Expoente H para Cananéia (G5-002) (MATLAB)

Estimativa de H: 0.58208
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Figura 5-14 Expoente H para Taubaté (E2-022) (MATLAB)
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Estimativa de H: 0.68398
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log frequency

Figura 5-15 Expoente H para Campos de Jordao (D2-001) (MATLAB)

Estimativa de H: 0.63903
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Figura 5-16 Expoente H para Araras (D4-027) (MATLAB)
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Estimativa de H: 0.62588
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Figura 5-17 Expoente H para Campinas (D4-44) (MATLAB)

Estimativa de H: 0.62556

'
N
T

|
A
T

.",‘lw / .‘ |l |ll 'M \\H\Hllut“h llw‘\i“lywl‘lﬂ |W“ h | |H I N

'
[0}
T

-10+ -

“12} 4

14 i

-16

(o] 1 2 3 4 5 6 7 8
log frequency

Figura 5-18 Expoente H para Botucatu (D5-059) (MATLAB)
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Estimativa de H: 0.60004
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Figura 5-19 Expoente H para Pereira Barreto (B8-030) (MATLAB)

Estimativa de H: 0.60004
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Figura 5-20 Expoente H para Assis (D7-055) (MATLAB)
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5.2.3 Método das wavelets

O método das wavelets aplicado nas séries temporais de chuvas, mostradas
nas figuras 1-1 a 1-9, estimou o expoente H, com o uso do softwere computacional

MATLAB, como mostrado nas figuras 5-21 a 5-29

Estimativa de H:0.61827
0 T T T

-14 I hd I I I I
(] 2 4 6 8 10 12

log2 scales

Figura 5-21 Expoente H para Ubatuba (E1-003) (MATLAB)
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Estimativa de H:0.55011
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Figura 5-22 Expoente H para Cananéia (G5-002) (MATLAB)

Estimativa de H:0.62872
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Figura 5-23 Expoente H para Taubaté (E2-022) (MATLAB)
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Estimativa de H:0.73974
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Figura 5-24 Expoente H para Campos do Jorddo (D2-001) (MATLAB)

Estimativa de H:0.83431
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Figura 5-25 Expoente H para Araras (D4-044) (MATLAB)
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Figura 5-26 Expoente H para Campinas (D4-044) (MATLAB)
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Figura 5-27 Expoente H para Botucatu (D5-059) (MATLAB)
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Figura 5-28 Expoente H para Pereira Barreto (B8-030) (MATLAB)
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Figura 5-29 Expoente H para Assis (D7-055) (MATLAB)
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5.3 Concluséao

Os valores estimados do expoente de Hurst, H, foram obtidos pela analise
de séries temporais de chuvas, que constituem um sistema complexo da natureza, ndo sendo
nem periodico e nem aleatério, mas uma mistura de ambos e sdo compostas pelos dados
coletados em 48 (quarenta e oito) postos de coleta de dados, pertencentes a 38 (trinta e oito)
municipios, que por sua vez, estdo distribuidos pelas 9 (nove) regides climaticas do territorio

paulista, estabelecidas por C. A. F. Monteiro,

Estes valores, foram obtidos pela aplicagdo do método de analise R/S, do
método de Fourier e pelo método das wavelets. O método de andlise R/S e o método de
Fourier forneceram valores maiores do que 0,50 e menores do que 1, (0,50 < H < 1),
revelando persisténcia neste fendmeno natural analisado, o que mostra a existéncia de uma
certa ordem, ou seja, o sistema guarda uma memoria, pois apresentam efeitos de longa
duracdo. Os valores estimados de H, tal que 0,5 < H < 1, indicam uma melhor defini¢do entre

os periodos chuvosos e os periodos secos, determinados pelas estagdes sazonais do ano.

Os valores de H entre 0,6 e 0,7, correspondem aos municipios localizados
nas regides climaticas I, III, IV, V, VI, VII e VIII, controladas por massas equatoriais e
tropicais definindo bem o periodo seco do periodo chuvoso. Os valores de H entre 0,5 e 06,
correspondem aos municipios localizados nas regides climaticas II e IX, controladas por
massas polares e tropicais, onde ndo ¢ perceptivel o periodo seco, pois o clima ¢
permanentemente Umido, caracteristico da regido sul e da faixa litordnea. Portanto, os
métodos da andlise R/S e o de Fourier, forneceram valores estimados do expoente H
semelhantes, pouco diferenciados, mostrando coeréncia, significando que estes métodos sao

adequados e confidveis para andlise de sistemas complexos.

Ja, o método das wavelets, embora seja utilizado na andlise de sistemas
complexos, pareceu ser inadequado para a analise de séries temporais de chuvas, neste
trabalho, pois, forneceu alguns valores de H coerentes, a maioria, superestimados e alguns,

subestimados, em relacdo aos valores encontrados pelos outros dois métodos. Talvez,isto
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tenha sido gerado pela dificuldade apresentada para escolher qual seria a melhor wavelet, das
muitas existentes.Algumas vezes, os valores estimados de H, foram menores do que 0,5,
mostrando anti-persisténcia de algumas séries temporais, que sob a andlise dos métodos da

analise R/S e de Fourier, mostraram-se persistentes.

Portanto,os significados dos valores do expoente de Hurst, H, comparados
com as feigdes climaticas definidas nas 9 (nove) regides do territorio paulista, parecem

coerentes.

Subtraindo-se de 2 (dois), os valores estimados para H, obtém-se o valor da
dimensdo fractal D. Atualmente, LOVEJOY ¢ MANDELBROT (1985), MAZZARELLA
(1999) acreditam que as chuvas ndo tém apenas uma dimensao fractal, mas um continuo de

varias dimensdes fractais, ou seja, trata-se de um processo de dimensao multifractal.

5.4 Sugestao para Trabalhos Futuros

Com a finalidade de verificar a adequagao, a credibilidade e a confiabilidade
na aplica¢do dos métodos de andlise R/S, de Fourier e de wavelets, na estimativa do expoente
de Hurst, H, sugerimos uma pesquisa que envolva um maior niimero de séries temporais de
precipitagdes pluviométricas, obtidas de postos de coleta de dados em regides diferentes tais
como Mato Grosso do Sul e Rio Grande do Sul e que o periodo, das séries temporais
analisadas, seja concomitante. Além disso, a utilizacdo de vérios tipos de wavelets, bem como

a analise multifractal..
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