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RESUMO

Nesta dissertacdo, sdo propostos projetos de controtadavastos chaveados usando reali-
mentacdo de saida para sistemas nao lineares com paramedras. Inicialmente, sdo apre-
sentados 0s conceitos necessarios para a modelagem daeesiédtaves da teoria de modelos
fuzzy Takagi-Sugeno (TS), segundo a qual um sistema naar lineerto pode ser exatamente
descrito como uma combinacdo convexa de modelos locasrdéiseombinados com as fun-
cOes de pertinéncias. A analise da estabilizacdo dessemaspode ser realizada através de
uma funcdo de energia quadratica baseada na teoria de AdeHsgpunov, de modo que o
problema de controle pode ser descrito por meio de DesigdetdMatriciais Lineares (LMIS),
possibilitando a resolugdo computacional. Por se tratamgsistema incerto e n&o linear, as
funcdes de pertinéncia podem depender de termos descdosedou incertos, impedindo que
sejam utilizadas na formulacéo do controlador. Dessa fotémaicas baseadas na Compen-
sacao Distribuida Paralela (CDP) ndo podem ser utilizastesathente, tornando o controle
chaveado uma alternativa, pois este ndo exige o conhea@rdastfungdes de pertinéncia para
a composicao do sinal de controle. Para o projeto dos cadtvads chaveados, basta o co-
nhecimento dos modelos locais lineares do sistema. Enagpks praticas, muitas vezes ndo
€ possivel mensurar todas as variaveis de estado. Parar@mggse problema, é utilizada a
técnica de realimentacéo de saida, e, mais uma vez, o @idrahaveado se torna um aliado,
uma vez que as fungdes de pertinéncias podem depender éeeismde estado que ndo podem
ser mensuradas. Também visando aproximar o comportamersistéma controlado com a
realidade, sdo consideradas a saturacdo dos atuadoressengar de disturbios persistentes.
Com o intuito de melhorar o desempenho do controlador, epégoelo indice de performance
na forma de um custo garantido. Com isso, trés teoremas gam@eto de controladores cha-
veados foram propostos e dois corolarios de controle deoganico, sendo todos simulados
numericamente e implementados. Adicionalmente, forammddados dois teoremas que pro-
vam que se as condi¢des impostas pelo controlador de gamtm sdo satisfeitas para um
sistema, entdo as condi¢des para o controle chaveado tasd#rémsatisfeitas para o mesmo
sistema. A partir dos resultados analisados, pode-se cvarma eficiéncia das metodologias
propostas, uma vez que os controladores chaveados apresgesempenho igual ou superior
aos controladores de ganho Unico em todos 0s casos.

Palavras-chave: controlador chaveado. modelos fuzzy Takagi-Sugeno. nsegendo linea-
res incertos. realimentacao de saida. disturbios perteste



ABSTRACT

In this dissertation, switched robust controllers usingpatifeedback are proposed for nonli-
near systems with uncertain parameters. Firstly, necessacepts for modeling the system
through fuzzy Takagi-Sugeno (TS) models theory were pteseaccording to which a nonli-
near uncertain system can be exactly described as a conwexrzation of linear local models
using membership functions. Systems stability analysis teen, be made through a quadratic
energy function, based on Aleksandr Lyapunov theory, sothigacontrol problem can be des-
cribed through Linear Matrix Inequalities (LMIs), enalginomputational resolution. Because
it is an uncertain and/or nonlinear system, the membersimptions can depend on unknown
terms. Thus, the controller formulation called Parallestbbuted Compensation (CDP) tech-
nigues can not be used. Then, the switched controller becamalternative, since it does not
require membership functions knowledge for the contrahaigomposition. For the switched
controllers project, just knowing the local linear TS fuzmgpdels of the system is enough. In
practical applications, often it is not possible to measallesystem state variables. To work
around this problem, output feedback technique can be asedone more time, the switched
controllers become advantageous, since the memberslufidngs can depend on state variables
that can not be measured. Also aiming to bring the behavitretontrolled system closer to
reality, the actuators saturation and the persistentrtiahces presence are inserted. In order to
improve the controller performance, we opted for the pentonce index in the form of a gua-
ranteed cost. With that, three theorems for switched cetsoproject were proposed and two
one gain control corollaries, which were numerically siatatl and implemented. Additionally,
two theorems were formulated which prove that if the one gaimtroller imposed conditions
hold, then the switched controller imposed conditions &alsld for the same system. From the
analyzed results, it is possible to prove the efficiency efgloposed methodologies, once the
switched controllers present the same or even better peafoce than single gain controllers in
all cases.

Keywords: switched controller. Takagi-Sugeno fuzzy models. unaemanlinear systems.
output feedback. persistent disturbances.
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Conjunto dos vetoresx 1 com elementos reais.

Conjunto das matrizesx mcom elementos reais.
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Conjuntos dos numerdd, 2,...,r}.

Transposta da matriz relsl.

M é uma matriz simétrica e definida (semidefinida) positiva.
M é uma matriz simétrica e definida (semidefinida) negativa.
Matriz identidade.

Valor absoluto de um namero real

Menor indicej € K tal que, para o conjuntfhy,hy,....h}, hj = mﬂi<n{hi}; por
[§S31:N7

exemplo, dado um conjuntd = {h; = 3,h, = 1,h3 = 6,hy = 3 hs = 1}, sendo
r =5, entdo arg Flgi’ﬁ{hi} =min{2,5} = 2.
IS r
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1 INTRODUCAO

Sistemas dinamicos naturais sdo, em sua maioria, ndodmeancertos (SLOTINE; LI et
al., 1991), de forma que o controle destes se torna um gragsidiol na area de controle. Em
busca de uma solucéo para o desenvolvimento de controtaplara esses sistemas, pesquisa-
dores na area de controle buscaram diversas maneirasaosdTANAKA; IKEDA; WANG,
1998; TEIXEIRA; ZAK, 1999; SANTIM et al., 2012; ALVES et akR016b).

A modelagem fuzzy Takagi-Sugeno (TS) (TAKAGI; SUGENO, 1p8Grge como uma
ferramenta para auxiliar no projeto de controladores demigs nao lineares, uma vez que
permite modela-los como uma combinacao convexa entre w®tbaais lineares e fungbes de
pertinéncia. Em Taniguchi et al. (2001), um resultado irtgpde obtido mostra que um sis-
tema ndo linear pode ser exatamente representado por raddety TS em uma determinada
regido de operacao no espacgo de estados. Dessa formaaségue utilizam a Compensacao
Distribuida Paralela (CDP) podem ser utilizadas no coattol sistema, usando as fun¢des de
pertinéncia do modelo fuzzy na construcdo da lei de con{heNG; TANAKA; GRIFFIN,
1995, 1996; TANAKA; IKEDA; WANG, 1998; TEIXEIRA; ZAK, 1999TEIXEIRA; ASSUN-
CAO; AVELLAR, 2003; FANG et al., 2006; SANTIM et al., 2012).

Para uma classe de sistemas néo lineares incertos, os mdaety TS podem, ainda,
constituir uma representacao exata através de modelds lowares (SANTIM et al., 2012).
No entanto nédo é possivel utilizar as técnicas de contralehdas a partir da CDP, ja que as
funcdes de pertinéncia podem depender de parametrosos@erdessa forma, serem desco-
nhecidas. Assim, como alternativa, podem ser utilizad&$ del controle de Unico ganho ou
uma lei de controle chaveada (SOUZA et al., 2014b, 2014ajggambas ndo necessitam do
conhecimento das fun¢des de pertinéncia. Quando o sisteroarto e linear, pode-se também
utilizar leis de controle chaveada, desde que as incertgam politopicas (SOUZA et al.,
2013).

Os controladores chaveados se baseiam em uma lei de chaneaue seleciona um ganho
pertencente a um conjunto de ganhos pré-projetados (SOWaAA, €£014b, 2014a), sendo
selecionado um ganho a cada instante de tempo de acordo cetarale estado ou de saida
do sistema (CARNIATO et al., 2020). A deciséo de qual ganhve der utilizado é feita com
base na lei de chaveamento, que seleciona um ganho apmpaeal cada instante de tempo
(ALVES et al., 2016b; CARNIATO et al., 2020; SILVA, 2020).

Em Alves (2017), é apresentado um exemplo comparando o gesém de um sistema
linear incerto invariante no tempo quando controlado poa lende ganho Unico e por uma
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lei com ganhos chaveados. O resultado demonstra que o leodtr@aveado é menos conser-
vador e apresenta melhores indices de desempenho quan@aredim ao Unico ganho. J4 o
trabalho de Carniato et al. (2020) apresenta uma compaeaté® controladores chaveados e
controladores de ganho Unico sujeitos a minimizacao daablgrem sistemas chaveados. Os
resultados descritos em Carniato et al. (2020) mostram guejeto do controlador chaveado
apresenta maior regiao de factibilidade e menores custoesrdagaH., do que os obtidos com o
controlador de ganho Unico, sendo portanto, menos coriserva

Os modelos fuzzy TS sdo formulados de acordo com os limge§ do sistema. Para
assegurar que durante o transitorio 0 sistema permanegagid® rexatamente descrita pela
combinagédo de modelos locais lineares combinadas com e8dsie pertinéncia, pode ser
considerada a condi¢cdo de que um conjunto elipsoidal pasignte invariante esteja contida
na regiao de operacao do sistema. Com isso, sera garangdoiqico ponto de equilibrio do
sistema seja assintoticamente estavel com os indices dmpesho projetados para qualquer
condicdo inicial pertencente a um conjunto positivamentariante. Dessa forma, é necessério
assegurar gue umaregiao convexa de condic¢des iniciaisetdagdo do sistema estejam contidas
em um conjunto elipsoidal (ALVES et al., 2016b).

Uma grande preocupac¢ao no projeto de controladores é garadtabilidade assintotica
do ponto de equilibrio de interesse, porém ndo ha ainda umeafaniversal de analisar a
estabilidade de sistemas néo lineares. Para esse tipdetaajsima ferramenta importante foi
introduzida pelo matematico Alexandr Lyapunov, na qualaise de estabilidade dos pontos
de equilibrio é realizada através da analise do comport@mnan longo do tempo, de uma
funcéo de “energia” ficticia. A analise da funcdo de energ@uéa necessidade de resolver
as equacOes diferenciais que descrevem o sistema (SLOTINE;al., 1991). Pensando na
resolucdo do sistema através de LMIs, as candidatas a fdeda@punov na forma quadratica
ou composta sdo as mais usadas para modelos fuzzy TS.

Assim, a utilizacdo de modelos fuzzy TS para representasternsa nao linear e o uso de
uma candidata a funcéo quadrética de Lyapunov para andlisstabilidade do sistema permi-
tem que o problema seja descrito a partir de LMIs, fazendo goeno problema de controle
seja resolvido computacionalmente de maneira eficienteH(GBET et al., 1994; STURM,
1999; LOFBERG, 2004).

Além da estabilidade, busca-se melhorar o transitério gdemsas controlados, além de
aproxima-los a problemas de projetos reais. Para iss@mparametros podem ser inseridos
no projeto, como taxa de decaimento (BOYD et al., 1994) ragfio nos atuadores (ALVES et
al., 2016b; TARBOURIECH et al., 2011), atenuacao de disvdratravés da minimizacao da
normaH., (OLIVEIRA et al., 2018) e custo garantido (OGATA, 2011; RAN@t al., ).

Neste trabalho, como um dos exemplos para o desenvolvirtes oo e pratico, sera con-
siderado um sistema de supensao ativa manufaturado pets€@a A modelagem utilizada é
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encontrada em Oliveira et al. (2018), sendo nao linear etencBara o projeto do controlador,
considera-se que nem todas as variaveis de estados saoidesppara medicdo, que o sistema
esta sujeito a saturacao nos atuadores, presenca ou na@adtagee de disturbios persistentes
e uso ou nao de um custo garantido.

Um sistema de suspenséao veicular possui duas principai8dangarantir a estabilidade do
veiculo e o conforto dos passageiros. Um veiculo possubiédtade e € seguro quando 0s pneus
estdo em contato com o solo, pois o piloto é capaz de cortral#iavés do volante. Ja a medida
de conforto € subjetiva. Segundo Crivellaro (2008), a nfaitte de desconforto em passageiros
€ a variacdo de aceleracao, ja que deslocamento, velo@dackeracbes constantes ndao séo
desconfortaveis. Dessa forma, o controle de vibragBes speasdes veiculares pode diminuir
essas variacdes causadas pelo contato com a pista. Alénll@an® conforto, pensando em
veiculos de resgate, como ambulancias, a reducéo dossafaifmsta pode facilitar a realizacao
de procedimentos médicos urgentes durante a locomocao.

A minimizacao do custo garantido acontece através de urod i desempenho na forma
de um regulador linear quadratico, que prevé, no caso damsstlineares, uma boa relacéo
entre desempenho e alocagao dos autovalores (CAUN et &B; XIEAECTO; GEROMEL,
DAAFOUZ, 2011). A funcéo custo garantido pode estar rel@aita com a energia dissipada
na saida do sistema. Por exemplo, em Deaecto et al. (20aQ@prksponde a energia dissi-
pada na forma de calor dissipado por um conversor CC-CCmAssreducao da energia na
saida do sistema auxilia na obtencdo de melhores resultadesposta do sistema controlado
(RAMOS et al., ; SILVA, 2020). Avalia-se o desempenho doesist sem considerar o custo e
posteriormente com a sua inser¢éo, de modo que seus efessmp ser melhores visualizados.

Com o objetivo de aproximar o comportamento do sistema dowtedorico com a rea-
lidade, considera-se a presenca de uma classe de distpdrgistentes limitados por norma
(ALVES et al., 2016a). Sendo que, novamente, 0s controtsdeio projetados na presenca e
auséncia dos disturbios. Assim as implica¢cées em cada cagorpser melhores avaliadas.

Quando o projeto do controlador visa um sistema que posioaafes praticas, € impor-
tante inserir restricdes relacionadas a saturacao dopayantos. Segundo Xu, Wen e Huang
(2020), negligenciar a saturacao dos atuadores pode sefomteade deterioracao da perfor-
mance ou, ainda, o colapso da estabilidade do sistema. $eprEisima consideracdo presente
nesse trabalho em todos os teoremas propostos.

Ainda pensando em aplicacdes praticas, muitas vezes o oxidémico do sistema requer
variaveis de estado que sao dificilmente mensuraveis nagratarretando em obstaculos no
desenvolvimento de controladores. Para contornar isgonels estratégias podem ser toma-
das, como o projeto de observadores de estado (DU et al.),2001 8so de realimentacéo de
saida (CHEN et al., 2005; KAU et al., 2007; CHADLI; GUERRA12) DONG; YANG, 2013;
NGUYEN et al., 2017; CARNIATO et al., 2020). Segundo Chen g2905), quando observa-
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dores de estado sao inseridos, o projeto do controladorrsz ¢complicado, especialmente em
sistemas complexos, como € o caso em que h& nédo linearidatletezas e saturacdo. Assim,
Chen et al. (2005) afirma que a insercao de realimentacaddke rsa projeto e na implemen-
tacdo dos controladores possui uma facilidade maior se a@ua ao uso de observadores de
estado. No entanto o projeto de controladores com realag&atde saida consistem num dos
maiores desafios em topicos de controle, isso porque paasigieristicas ndo convexas (SYR-
MOS et al., 1997; SADABADI; PEAUCELLE, 2016; NGUYEN et al.027).

Devido a isso, segundo Nguyen et al. (2017), ha dois camialeesem seguidos: o de-
senvolvimento de algoritmos numéricos para a solucdo deigies de projeto ndo convexas,
ou a obtencao de novas condi¢cdes convexas suficientes de omrseja 0 menos conservador
possivel para a solucéo do sistemas nos algoritmos nuregdiexistentes. Seguindo o ultimo
caminho, Crusius e Trofino (1999) apresentam condi¢coesents para controladores com
realimentacao de saida estética usando Igualdades Mattioheares (do ingl@sinear Matri-
ces EqualitiesLMES) e LMIs, impondo que o posto das matrizes de saida denséssejam
completos. Com o intuito de criar condi¢des iguais ou mepas&rvadoras que em Crusius e
Trofino (1999), Dong e Yang (2013) prop6em condi¢cdes em quatdzde saida do sistema
nao precisa ter posto completo.

Nesse trabalho, optou-se pelo uso de realimentacéo de saimiderando a complexidade
do sistema e a necessidade de se aliar todos os requisstdgédcima. Foi adotado o segundo
caminho no projeto dos controladores, em que sédo obtidag;ées para os algoritmos nu-
méricos ja existentes (NGUYEN et al., 2017). Para formusateoremas em fungdo somente
de LMIs, e contornar as caracteristicas ndo convexas denezdhcao de saida, utilizou-se o
trabalho de Chang, Park e Zhou (2015).

Conciliando algumas das restricdes dadas, em Dong e Yad8) 24t o desenvolvimento
de controladores com realimentacéo de saida para sistemfsuns no tempo com incertezas
politopicas. Ja em Yang, Feng e Zhang (2013), foi apreserdatksenvolvimento de modelos
fuzzy TS com a presenca de disturbio persistente. Em Alvals €016a), sdo descritos resul-
tados importantes envolvendo controle chaveado, modetay TS, saturacéo nos atuadores e
presenca de disturbios persistentes. Ja o trabalho de aathmMsemani e Khayatian (2017)
considera modelos fuzzy TS com a presenca de distUrbidsieeres e observadores de estado.
Em Nguyen et al. (2017), ha resultados importantes de reategdo de saida e restricbes dos
estados em sistemas representados com modelos fuzzy Téhalhtr de Carniato et al. (2020)
apresenta resultados em controladores chaveados comeatdizdo de saida e minimizacdo da
normaH. para sistemas chaveados. E, por fim, em Xu, Wen e Huang (2@2@)s sistemas
formulados a partir de modelos fuzzy TS com saturacéo n@slatas e presenca de disturbio
persistente.

Assim sendo, a maior contribuicdo desse trabalho é o desenemto do projeto de contro-
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ladores chaveados (ou de ganho Unico), com realimentacsaiae custo garantido, saturacao
nos atuadores e presenca de distUrbio persistente paaassnao lineares com incertezas po-
litépicas. Dessa forma foram construidos trés teoremasukeate chaveado e dois corolarios

com controladores de ganho Unico. Adicionalmente, sdogstop dois teoremas que provam
que se as condi¢des impostas pelo controlador de ganhosfucgatisfeitas para um sistema,
entdo as condi¢cdes para controle chaveado também sersfoeitaipara 0 mesmo sistema.

A organizacéo do trabalho é feita da seguinte forma:

» Capitulo 2: apresenta a teoria de modelos fuzzy Takageisug a obtencdo dos mo-
delos locais para o sistema de suspensao ativa ndo lineeertaine para o sistema de
controle de posicao de perna de um paraplégico. Os dois slidgados nas simulagdes
e aplicacBes dos teoremas desenvolvidos nos capitulosisegu

» Capitulo 3: apresenta as técnicas de controle de reatg@ntde saida, considerando
saturacao nos atuadores, taxa de decaimento e custo dangata sistemas nao lineares.
A partir dessas técnicas, sao desenvolvidos trés teoremasrdrole chaveado e um
corolario de ganho unico. As metodologias de projeto derotattores sdo aplicadas
em trés exemplos, dois cujos modelos locais foram obtido€apitulo 2, e um outro
cujos modelos locais sdo apresentados nesse capitulo. s@tades de simulacdes e
aplicacOes séo apresentados e comparacgoes sao feitasitenatarh;

» Capitulo 4: acrescenta a teoria de disturbios persiste@@mbinando essa teoria com as
técnicas apresentadas no Capitulo 3 sdo apresentadosateinés de controle chaveado
e um corolario de ganho Unico. S&o feitas simulacdes e gpksapara o teorema e 0
corolario com a suspensao ativa, sendo que os resultadepEBentados e comparados;

» Capitulo 5: a partir de tudo o que foi exposto anteriormesde feitas as conclusées do
trabalho.
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2 MODELOS FUZZY TAKAGI SUGENO PARA SISTEMAS NAO LINEARES
INCERTOS

Neste capitulo sera apresentado o procedimento paraeapaedo de um sistema nao li-
near incerto através de modelos fuzzy Takagi-Sugeno (T8)o@me o Capitulo 1, esse tipo de
sistema pode ser exatamente representado em uma regiderdedsp no entanto, por possuir
incertezas, as funcdes de pertinéncias podem dependerateqieos incertos ou dificeis de
serem obtidos, de forma que ndo podem ser utilizadas nareg@istda lei de controle. Ser&o
apresentados os procedimentos propostos por Takagi e &(b@85) e por Taniguchi et al.
(2001), em seguida, dois exemplos serdo construidos a gastisistemas de suspensao ativa
de 1/4 de veiculo fabricada pela Quanser® e do modelo matemé&iposi¢cdo da perna de um
paraplégico usando eletroestimulacdo (FERRARIN; PEDQZO00; GAINO et al., 2020). O
primeiro serd utilizado nas simulacdes e implementactgsedwemas propostos nos capitulos
seguintes, e o segundo apenas nas simula¢cdes dos teorepasi@s no Capitulo 3.

2.1 MODELOS FUZZY TAKAGI SUGENO

Modelos fuzzy TS s&o construidos por regras SE-ENTAO queseptam as relacées li-
neares locais entre a entrada e a saida do sistema. A i-é&gjnagrexpressa na seguinte forma:

Regrai:
SEus(t) éMie... euy (t) éM], (1)
X = AiX+ Bju,
ENTAO ¢ y=Cyjx,
z=CyX,

sendoi = 1,2,...,n, N, € 0 nUmero de regras fuzzy,vg séo as variaveis de premisM}, €0
j-ésimo conjunto fuzzy na regiae j = 1,2,...,n;, X(t) € R™ é o vetor de estadait) € R™ é

o vetor de entradg(t) € R"™ é o vetor de saida medid#t) € R™ é a saida controlaved; €
R™™ e B; ¢ R™*™ sio as matrizes que descrevem o sistédpas R™*™ esta relacionada
as variaveis de estado que podem ser mensuradasceR"™*™ com as variaveis de estado a
serem otimizadas.

De acordo com o trabalho de Taniguchi et al. (2001), o vetat @ie saida fuzzy pode ser
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inferido da seguinte forma:

o S™ () (AX() +Bu)

" (0 &ntf“( e |
|1I1| l

) = IO @
|1I1| 2

GRS T

sendo que
p . Ny

0O = [0t) 0t) - vp0)] W)= [IM©E) =0 F p(uH)>0. @)
J= i=

para todd € Kp, . ChamamosM} (vj(t)) de “peso” do conjunto fuzzM} associado a variavel
de premissa;(t).

Para cada regra fuzzy, h4 uma funcéo de pertinéncia asapcigd definicéo é
Hi(V(t))
ai(L(t)) = =g (4)
©0)= 5 o)
De (3) e (4), tem-se
s
> auv) =1 avv)>0 (5)
i=
para toda € Ky, . A equacao (2) pode ser reescrita, a partir de (2)-(5), como

(X(t) = .Zrlai(U(t))(AiX(t)) +Biu(t)) = A(a(u(t)))x(t) +B(a(u(t)))u(t),
y(t) = _Zai(u(t))cﬁx(t) = Cy(a(u(t)))x(), (6)

Nr

2(t) = _;ai(U(t))CziX(t) = Ca(a(u(t)))x(t),

para todd € Ky, .

Utilizando a técnica de Compensacao Distribuida Paraide) (WANG; TANAKA; GRIF-
FIN, 1995) para a construcéo do controlador, tem-se que gegtaé dada por

Regra do Controlador i :
SEuy(t) éMie... eun (t) M, 7)
ENTAO { ut) = —Kix(t), i=12..n
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Seguindo o mesmo procedimento utilizado para a obten¢céa®) debtem-se

Nr

u(t) = —.Z\ai(u(t))KiX(t) = —K(a(u(t))x(). (8)

O sistema em malha fechada € obtida pela substituicdo den(8))esendo dado por

Nr

i) = 3 o) [A-x(t) -8 ( S i)k )|
- 3 avw)[axy za, OB

Ne Ne

=3 3 a(v®)a(v0) A~ BIGIX0), ©
1I=1]=

Considere que o sistema (9) possui termos incertos naszesfyie Bj, sendo que todos
0s seus termos, incertos ou ndo, podem ser representadags pdyx. A seguir, sera dado o
procedimento para o calculo das fungdes de pertinéncia

Para a manipulagédo dos elemerdgse by, que nédo séo conhecidos, considera-se um vetor
de incertezas ¢ 9 Cc RY, sendod um conjunto compacto. Considera-se também que o sistema
deva permanecer numa regido de operacao descrita por uomtmepmpacto no espago de
estadox(t) € 2° c R™. O conjunto compacto considerado como regido de operaddd@K
et al., 2015; KLUG; CASTELAN; COUTINHO, 2015) sera

Z £ {xeR™: INnX < gh,h €Ky, }, (10)

T
sendoN = [N(Tl) N(TZ) N(nh)] eRM M ep= [(pl o .. (pnh} € R™ conhecidos.
Entdo, define-se um conjuntg’ = 9 x Z". Para os elementos que ndao sédo constantes

conhecidas dej; e by, tem-se (SANTIM et al., 2012)

& = Minyg)e »a;(2(t)) < ajj (2(t)) < Maxye »aij (2(t)) = aF,
bile = Ming)c ik (z(t)) < bik(2(t)) < Maxy)e o bik((t)) = bfy. (11)

Pode-se escrever

£l & —ai £2 &) — 3

| ’ | ’

LAy g
b2 — bik bik — bj;

lk=2—71 Gik= T (12)
bI2k o bIlk bI2k o bIlk

Assim, tem-se que o nimero de regras fuzzy & 2", sendo que € a soma do niimero
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de néo linearidades e de incertezas distintas do sisteraagquas incertezas sao politopicas.
Tem-se quen, é também a quantidade de funcdes de pertinéncia e de modeéos. | Cada
funcéo de pertinéncia € obtida como uma combinagéo entrégisnmos e minimos dé&; e {,
associados as matriz&sa ) e B(a), respectivamente. Assim, se um sistema possui 1 incerteza
na matrizA(a) e 1 néo linearidade na matri& a), ele terd 2 = 4 fungdes de pertinéncia e
modelos locais.

Nesse caso, as 4 fun¢des de pertinéncia podem ser obtidas com

171 172
a1 =&k, az2= &k,

a3 = &5k, oa= &7 (13)

Caso o numero de fungbes de pertinéncia seja maior, o proeath sera o mesmo. Cada
modelo localA; e B consiste na soma de duas matrizes, conforme (14), $&nelBy matrizes
com os termos constantes Aee B;, e AA; e AB;, as matrizes formadas pelos termos incertos
ou néo lineares d&; e B;, respectivamente

A = Ao+ DA, Bi=Bp+AB,. (14)

A construcédo dos modelos locais é independente da variaggmtal dos termos incertos
ou ndo lineares, sendo necessério somente 0 conhecimensewu® valores de maximo e mi-
nimo no tempo. Da mesma forma que ocorre nas funcdes dedrasit) os valores de maximos
e minimos devem ser combinados para obtencdo dos modedis. loc

Considere um exemplo simples a seguir, em que ha a inceatezamatrizA;, e ha a
incertezab na matrizB;, de modo que os valores de maximos e minimos no tempo dessas
variaveis sdo conhecidos. A constru¢cdo dos modelos lockid& da seguinte forma:

g el

0 0|’

ac [P e[ maf0d] as_] 15
“lo ol ° |o|” “lo ol T ||’

combinando os valores de maximo e minimadeb, tem-se 4 modelos locais a seguir

1 ] [ 1
A]_: Amax 5 Bl: 5
0O O Pmax
) - ]
AZZ Amax 5 BZI 5
0 O Bmin
) | .
Ag= |~ il .- , (16)
0 O Bmax




20

1 amin 1
A [O 0 ] ’ 4 [bmin]

A seguir, sdo apresentados dois exemplos: um utilizandspesséo ativa e outro apresen-
tando o modelo de posi¢éo da perna de paraplégicos (FERRAHRINOTTI, 2000).

2.2 EXEMPLO
2.2.1 SUSPENSAO ATIVA

O modelo de suspensdo ativa g& He veiculo fabricada pela Quanser® é representado na
Figura 1.

Figura 1 - Esquema de suspenséao ativa (OLIVEIRA et al., 2018)

t 1
%) Ms — 2 da massa do corpo do veiculo

Suspenséo ativa
ks FC BS

-l

1 .
Muys — 2 da massa do conjunto de pneus e rodas

A dindmica do sistema néo linear é dada a seguir (OLIVEIRA.e2818; SILVA et al.,
2020)

0 1 0 -1 0
k B, B Kraul
. | Ms Mg Ms Ms
X = X u 17
0 0 0 1 * 0 ’ (17
ﬁ E fas —(Bs+ Bus) —Krault
_-Mus Mus Mus - L Mys
1 000 1 000
y= X, - X, (18)
_O 1 00 0100
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sendo

X1 Zs(t) — zys(t)

x| Z(t) _ —kuo(1+ Akys|zus— z )
x| T zst) -z )| faa= Mus ' (19)
Xq i Zs(t)

Considera-se uma falha no atuador em (19), que resulta eta gempoténcia. Quando nao
ha falha kiayit = 1, €, para falha maxima, foi considerada uma perda de patéiecb0%, ou
seja,kiauit = 0,5. Na massa suspenb&, had uma incerteza de valor, estando entdbh <
Ms < 2,45 kg. A rigidez da mola possui um comportamento néo linedgop seu fim. Para
essa nao linearidade, um modelo matematico é adotado e da@@OLdVEIRA et al., 2018)

Kus(Zus— Zr, Akys) = kusp(1+Akyg|Zus— %), (20)
em que-0,02<z,s—7 < 0,02, 0< Akys < 5,71 € Q5 < Kfaur < 1.
Os demais parametros do sistema sao apresentados na Tabela 1

Tabela 1 - Parametros do sistema de suspenséo ativa (QUANSER OLIVEIRA et al.,

2018).
Parametro [Unidade] Simbolo Valor
1/4 da massa do corpo do veiculo [kg] Ms 1,455 a 245
1/4 da massa do conjunto de pneus e rodas [kg]Mys 1
Constante de amortecimento [N.s/m] Bs 7,5
Constante de amortecimento [N.s/m] Bus 5
Constante de rigidez da mola [N/m] Ks 900
Constante de rigidez da mola [N/m] Ku 2500
Parametro da mola [i] Akyso 5,71

Fonte: Elaborado pela prépria autora.

Assim, tem-se 3 incertezas ou nao linearidades, uma rekatioa massa suspensa, outra a
falha no atuador, e uma ultima a néo linearidade da mola. &fprentemente ha 8 fungdes de
pertinéncia e 8 modelos locais.

As matrizes constantégy e By sdo dadas a seguir

0 1 0 -1 0
0O 0 0 O 0
= 5 B = 21
=1y 0 0 1 °~ o (21)
900 75 0 —125 0



E as matrizes variaveiSA

e AB;j com os valores de maximos e minimos sao

0 0 0 0
~367.35 —3,06 0 306
AA| = A = :
0 0 0 0
0 0 —29275 0
[0 0 0 0
~36735 -3,06 0 306
A, = AAg — :
2 =0 0 0 0 0
0 0 -2500 O
[0 0 0 0
—61855 —5.15 0 15
M = AA; — 8 , 9 7
0 0 0 0
0 0 —29275 0
[0 0 0 0
61855 -515 0 515
:A p— ,
Mo =M 0 0 0 0
0 0 —2500 O
[0 0 0 0 |
0,2041| 0,4082| 0,3436/ 0,6873
[AB; |ABg|ABs|AB7] = :
0 0 0 0
05| -1 | -05| -1
AB, = AB;, AB,—ABs, ABg—ABs, ABg—AB;.

De (14), (21) e (22), tem-se finalImente os modelos locais

As=A; =

0 1 0 -1
—367,35 —3,06 0 306
0 0 0 1 |’
900 75 —29275 —-125
0 1 0 1 ]
—367,35 —3,06 O 306
0 0 0 1 |’
900 75 —2500 —12.5
0 1 0 -1
—61855 —5,15 0 515
0 0 0 1 |’
900 75 —29275 —125

22

(22)
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0 1 0 —1
. |-61855 -515 O 515
Ao = Ao = 0 0 0 1 |’
900 75 —2500 —125
0 0 0 0
0,2041| 0,4082| 0,3436/| 0,6873

[B1|B3|Bs|B7] = :

0 0 0 0

05| -1 | -05| -1

B,=B;, Bys=Bs, Bg=Bs, Bg=DB;. (23)

As funcdes de pertinéncia estdo associadas a termos m@en#o lineares e ndo podem

ser calculadas.

2.2.2 MODELO MATEMATICO DA POSICAO DA PERNA DE UM PARAPLEGIC O
USANDO ELETROESTIMULACAO

O modelo de controle de posi¢éo de perna de paraplégico égioopor Ferrarin e Pedotti
(2000). Em sua modelagem, Ferrarin e Pedotti (2000) corss@enembro inferior como uma
cadeia cinematica aberta, composta por coxa e o0 complexteepé, representados na Figura

2.
Figura 2 - Complexo canela-pé (GAINO et al., 2020).

Estimulagio Elétrica.

Em espaco de estados, tem-se as equacdes obtidas por Galin@@e20) com a insercao
de uma falha no atuador, representadas a seguir

0 1 0 0
) ~ -b 1
X(t) = fa1(xq (1)) 3 3 X+ 0 Py,
| KtalhaG

0 0 — -
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Tabela 2 - Parametros do sistema de perna paraplégica.

Parametro [unidade] Simbolo| Valor
Momento inercial do complexo canela-pé [Kg]m J 0,362
Massa do complexo canela-pé [Kg] m 4,37
Distancia joelho-complexo canela-pé [m] I 0,238
Coeficiente de atrito viscoso [Nms/rad] b 0,27
Coeficiente do termo exponencial [Nm/rad] A 41,208
Coeficiente do termo exponencial [1/rad] E 2,024
f
T
G

Angulo elastico de repouso do joelho [rad] 2,918
Constante positiva relacionada com o torque [s] 0,951
Constante positiva relacionada com o torque [Nm/s] 42500

Fonte: Elaborado pela propria autora.

6y — 6y
. ; . . MaO
X= 6y ,  AMg = Mz — My, F’N—P—ﬁ, (24)
AMg

em qued,p, 6y, 6, e AMy representam: posicdo desejadal], deslocamento angular no instante
de tempd [rad], velocidade anguldrad/s| e torque[Nml, respectivamentévi; € o torque no
instante de tempbe M4 € 0 torque necessario para manter a posiam posicadd,o dado

em (26),P representa a largura de pulso em cada instante de tempoé"o representa a

largura de puls® necessaria para manter a posi€ima posicad,o e f}l(xl(t)) € uma nao
linearidade do sistema, sengp= 6, — 6,9 definida como

~ 1 w T
for(xq(t)) = | mglserix; + 6yo) — Ae ECatbot3) <x1+ B0 + 5~ f) + MaO} , (25)

My = mglserif,) 1+ Ae E(Bot?) (6\,0+ 7—2T— f) ) (26)

Os valores do parametro do sistema séo dados na Tabela 2 FFHRRPEDOTTI, 2000).

Pode-se observar que em (25), quamxdo= 0, ndo € possivel determinar diretamente
f1(x1(t)), pois o denominador se torna nulo. Isso dificulta a obteng&ondodelos fuzzy
TS para descrigdo da planta. Como solucdo, Gaino et al. (26@@ndiu (25) em série de
Taylor, de forma qu&; no denominador possa ser cancelado e o problema solucionado

A série de Taylor até a quinta ordem apresentada por (GAINAD,&2020) é dada a seguir

L x4 80)3 4 = (%0 + Bio)®

fa1(xa(t)) = i{ —mgl l(xl +80) - 6 120

Ixq
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e B {1 E(u + o)+ 5(E0 + Ro))? - §(EG +B0)*+ 5 (EOu + Bo))*

1

1 EZ N L 4pga 1 545
120( (x1+9vo))}+)\e [1 E9vo+2E 6 — E 6v0+24E 8,0 120E 8%

Desenvolvendo (27) e cancelanxig tem-se

- 1 1, 1 1 1 1
for(x1(t)) = J_Xl{ mgl[l— éxl 9\,0 1— 9v0+ B oX4 Zle<,0><§'+ 1—2930x§+ 1—29§0x1

—1—2—1496‘0] e EE {1 Ex —E (9\/0-1-5—f)—EQ\/o+—E2x%+%E2x1(6\,o+7—T—f)

+E26\,0x1+E26\,0(6\,0+7—2T— f)+ TE202 — E3x3——E3 2(a,0+—— f)——ESX Bro

2
_%53xla@<a@+7—;—f)_%EE’xleVZO—EEC"evo(amE—f)_éE39V0+27154><3‘
+24E4x3( +7—2T—f)+éE4x§6\@++éE4x%6\m(6\@+7—2T—f)+%E4x26V20
4 %E4X19\,20(9\,0+ ) %E4x1630+ 154930<a,0+ T He 24E46V0— @E5x5
—1—20E5x4(6\,0+7—2T—f)——E5x49\,0——E5X39vo(9vo+——f)——E5x36V0

%255 evo(a,o+§— )——E5 9\,0——E5x16\,0(9\,0+§—f) 2—1455x19v0
24E56\,0(9\/0—|—7—2T—f) 1—;0E59V0H. 28)

Para esse modelo, considerou-se o ponto de operacao &;@mog e uma falha de 3%
nos atuadores, que pode resultar na perda de poténcia do®s em 3%. De (24), tem-se
uma néo linearidade, dada por (25), e uma incerteza, dad#gbieh dos atuadores, logo tem-se
22 = 4 funces de pertinéncia e modelos locais.

De (23), tem-se que as matrizes constaAtge Bp sao

o 1 0 0
Ao= |0 —0,7458 27624 |, Bo= |0|. (29)
0O 0 -10515 0

E as matrizes variaveif$A; e AB; com os valores de maximos e minimos sao

0 00 0 00
AAL = AA3 | —22,2012 O , DAy =AA, | -36,5066 O 3
0 00 0 00
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0 0
AB; = AB, = 0 , DABg=ABy= 0 . (30)
433491062 446898002

De (23), (29) e (30), tem-se finalmente os modelos locais

0 1 0 0 1 0
Ap =A3|—-222012 —-0,7458 27624 |, Ar=A4|-36,5066 —0,7458 27624 |,
0 0 —1,0515 0 0 —1,0515
0 0
B =By = 0 , B3=Bs= 0 . (31)
433491062 446898002

As funcdes de pertinéncia estdo associadas a falha no atsaddo esta uma incerteza
variante no tempo, logo ndo podem ser calculadas, pois sédas.
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3 CONTROLE CHAVEADO COM REALIMENTACAO DE SAIDA SUJEITO A
SATURACAO NOS ATUADORES E CUSTO GARANTIDO PARA SISTEMAS
NAO LINEARES INCERTOS

Neste capitulo sera apresentada uma extensao dos tratalSosiza et al. (2014a, 2014b),
Alves (2017), Bocca et al. (2021). Inicialmente, serdo d@scconceitos de realimentagdo de
saida, politopo de condi¢des iniciais, regido de operdesa,de decaimento, custo garantido
e a descricdo da saturacdo dos atuadores como uma combomag@xa. Em seguida, sédo
apresentados trés teoremas usando controle chaveado ealamioaitilizando ganho tnico. O
corolario apresenta a metodologia para obtencdo do cadbtote Gnico ganho, considerando
realimentacdo de saida, saturacdo nos aturadores e cuatdid@m Ja os trés teoremas se
dividem em: um com realimentacao de saida, saturacdo nadomés e taxa de decaimento;
outro com realimentacédo de saida, saturacéo nos aturasousso garantido; e o ultimo é um
teorema tedrico que garante que se as condi¢des propostasopéroladores de ganho Unico,
Ou seja, para o corolario, sdo satisfeitas para um sistemt@y @s condicdes para controle
chaveado do segundo teorema também seréo satisfeitasti®roseénte, as condi¢cdes dos dois
primeiros teoremas e do corolario sdo aplicadas aos daergs cujos modelos locais sao
apresentados no Capitulo 2 e a um terceiro sistema que seseafado nesse capitulo, sendo
realizadas simulacdes numeéricas e implementacdes [matica

3.1 CONTROLE CHAVEADO COM REALIMENTACAO DE SAIDA SUJEITO A &TU-
RACAO NOS ATUADORES E CUSTO GARANTIDO

Considere um sistema nao linear incerto com saturacao abdencontrole exatamente
descrito através de modelos fuzzy TS, conforme o Capitulo 2

P
=
I
2
2
x
~
=
+
R
2
o
=
c
=

, (32)

sendo que(t) € R™ é o vetor de estado do sisterné,) € R™ é a entrada de controlgt) € R"Y
é a saida medida(t) € R™ é a saida que se deseja controlaau) representa a saturagéo na
entrada de controle(t), conforme a equagéo (33).

sat(u) = up, if Ju] < g, (33)

sat(u)1 —q, if u <—q,
,sat(u) = {
G, ifu >gq,

sat(u)n,



28

em quesat(u) € R™, | € Ry, e g é uma constante positiva definida.

As matrizesA(a) € R™ ™, B(a) € R™*™ Ci(a) e RY*™ e Cy(a) € R™*™ em (32)
pertencem ao politopo de incertezas

9 = { [A(a),B(a),Cl(a),Cz(a)] = _iai [Ai,BhCthZi}, _inai =1 0> 0}, (34)

sendo que, € o numero de modelos locaisesdo as fungdes de pertinéncia associadas aos
modelos fuzzy TS.

Em aplicac¢des praticas, muitas vezes as variaveis de eftagistema ndo estdo totalmente
disponiveis para realimentacdo de estados. Nesses casabentacdo de saida surge como
uma estratégia para o projeto do controlador. Para issbga t®ntrole do sistema deixa de ser
como em (8) e passa a ter a participagéo do vetor de saidaaydidassumindo a seguinte
forma para casos em que o controlador possui ganho Unicalimeatacéo

u(t) = —Ky(t), (35)
em queK € R"™*" representa a matriz de ganhos do controlador.

No entanto, como dito no Capitulo 1, quando o sistema é néarleincerto, ele pode ser
modelado através de modelos fuzzy TS, mas suas fun¢festadepeia podem depender de
termos néo lineares, incertos ou mesmo de variaveis deoegtedndo podem ser mensuradas,
de forma que essas fungdes de pertinéncia nem sempre egiénigeis e, por isso, ndo podem
ser utilizadas na lei de controle. Para contornar essegmahlpode-se projetar controladores
chaveados (SOUZA et al., 2014a, 2014b), nos quais a lei deot®rcom realimentacédo de
saida é dada na forma a seguir

u=—Koy=—KsCy(a)x, 0=arg*mingy (y'Zsy), (36)

em que arg*mig.g (y' Zsy) representa o menor indicee K, , tal quey' Z;y = argmingg,
(¥ Zsy), Ko € R™*™ é um ganho escolhido dentro de um conjunto de gafiKeKy, ..., Ky, }
que é obtido pelo projeto de controladores em conjunto cameaszes de decisaty € R,

Substituindo a lei de controle chaveado (36) nas equa¢tastdma (32), tem-se o sistema
em malha fechada dado por

X(t) = A(a)x+ B(a)sat(—KsCy (a)X). (37)

Em muitos casos, para garantir que o transitério da saidawotador de um sistema
qualquer seja rapido e com poucas oscilacdes, € interesdglimir um politopo de condi¢cbes
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iniciais, descrito a seguir (SILVA, 2020)

nxo nxo
X(O) = Z Ame7 Z )\m = 17Am 2 O7vm € Knxo7 (38)
m=1 m=1

sendo os vetores,, m=1,2,...,ny,, conhecidos.

Além disso, € também conveniente utilizar a definicdo umeioede operacdo, conforme
(10), para o sistema, na qual o sistema deve funcionar e d&;ées impostas pelo controlador
serao garantidas.

Outros dois conjuntog’ e € devem ser definidos, sendo o primeiro relacionado aos Bmite
de saturacdo e o segundo, aos limitantes da candidata @fdad&apunov. Esses conjuntos
sao definidos de acordo com Hu, Lin e Chen (2002), Cao e Lin3)28@ndo as matrizé$, =

7
u X . . e ag o T X X
Hey Heg - HkT(nu)] e RWM™ ke E(nr, uma matriz definida positive = PT € R™*™,
um vetor conhecidg = [cl ¢ .. cnu] eR™, g > 0,| € K,, e um escalaf > 0, sendo
que
Z(H) £ {x(t) e R™: [Hx(1)| < g, | €Kp,,keKn}, (39)
e(P,B) £ {xe R™:x"Px< B}. (40)

Define-se, também, o conjunt (HU; LIN; CHEN, 2002; CAO; LIN, 2003)
2 = {Dge R™™ :dj =0o0uledj=0,Vi#j} (42)

sendo os elementos da mat@z d;j , (i, j) € Kn, X Kp,. O conjuntoZ, dado em (41), possui
2™ matrizes, denominadd, q € Kon.

Desse modo, para garantir que o conjunto positivamentaamiae (P, 3) (40) esta contido
no conjunto relacionado a satura¢&tHy) (39), ou sejag(P,B) C £ (Hk), o0 seguinte lema é
adaptado de Alves et al. (2016b).

Lema 1. (ALVES et al., 2016b) Dados os conjun&gd® 3) (40) e £ (Hx) (39). A condigdo
e(P,B) C Z(Hy) é satisfeita se

Pw *

=0 (42)
T "
Gy, X

for satisfeita para todo k K, | € Kn,, sendow = 874, X =Pt e G, = Hi, X.

DemonstracdoPré e pds multiplicando (42) pdiag{1, P}, comP = X~!, e aplicando o Com-
plemento de Schur, tem-se

T —2,-1
P—HkmcI W Hk“)to,
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T 2,1
PinmQ W Hy, - (43)

Pré e pés multiplicando (43) paf eXx, respectivamente

X' Px = xTHkT“)cl_Zw‘lHk“)x. (44)

Consideranda(t) € (P, 8), tem-sex' Px< 8 = w1, de (44)

B = x"Px> q_ZBxTHkT(I)Hk(I)x,

G = XTH'<T<|>H'<<I>X' (45)
Portantox(t) € 2 (Hy) e, consequentement&P, B) C £ (Hy). O

Com o objetivo de garantir que o conjunto positivamenterianges (P, ) (40) esta contido
na regido de operac&®d” (10), ou sejag(P,B) C Z°, um novo lema é proposto a seguir.

Lema 2. Dados os conjuntos(P, ) descrito en{40) e 2" em(10). A condicace(P,B) C 2
é satisfeita se

=0, (46)

(pfw*
XN X

para todo he Kp,, sendow="1e X=P L.

DemonstracdoPré e pds multiplicando (46) pdiag{1, P}, comP = X~ e aplicando o Com-
plemento de Schur, tem-se

PNl ¢ 2w Ny - 0,
P~ NT @ 2w N, (47)
Pré e p6s multiplicando (47) paf eXx, respectivamente

XTPx = xTNJ @2 INpx. (48)

Sex(t) € £(P,B), entdox" Px< B = w . De (48)

w1 = xTPx>= X" NI @ 2w INix. (49)

Pode-se reescrever (49) como

@ = X" N Npx. (50)
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Assim,x € 2 e, consequentemengP, ) C 2 . O

Desse modo, para o conjunto positivamente invaria(ieg), as condicdes do Lema 2
garantem que toda trajetéria iniciada e®) € (P, 3) permaneca en®” para todot > 0
(KLUG; CASTELAN; COUTINHO, 2015).

Propde-se outro lema para garantir que as condi¢cdes spraiencentes ao conjunto con-
vexo (38) estdo contidas no conjunto positivamente inatgig(P, 3).

Lema 3. Dados os conjuntos(P, 3) (40) e o politopo de condigdes inicia{88), tem-se que o
politopo(38) esta contido ena(P, 3) definido en(40) se

=0, (51)

w *
wxm(0) X
para todo ¥,(0) conhecido contido em(8), representado er(88), sendow =B 1e X=P7 1.

DemonstracaoAplicando o Complemento de Schur em (51), obtém-se

W — W Xm(0) "X ~Ixn(0) > 0. (52)

Substituindd® = X1, w = B~ e multiplicando os dois lados pgf, tem-se
B > Xu(0)Pxn(0). (53)

Mo
Multiplicando (53) porAn, Z Am =1 e somando dm= 1 atény, e de (38)
m=1

B > x" (0)Px(0). (54)
Considerando a candidata a fungéo de Lyapuhpy = x Pxe as condig¢des iniciais per-
tencentes ao politopo (38), tem-se
V(x(0)) = xT (0)Px(0). (55)
Dessa forma, de (54) e (558 > x' (0)Px(0), e, portanto,8 é o limitante superior da

candidata a funcdo de Lyapund\x) para toda condicao inicial0) pertencente ao politopo
(38). O

Como dito no Capitulo 1, problemas com realimentacdo deagefd caracteristicas nao
convexas. Assim, para construir o problema em funcéo sententMls, o lema a seguir sera
amplamente utilizado.
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Lema 4. (CHANG; PARK; ZHOU, 2015) Para matrizes, &2, % e </ com dimensdes apro-
priadas e um escalan > 0, as seguintes afirmag¢des sdo equivalentes:

|l . 7 * <o (56)
n? +uUd —NU —nU
(i).7 <0, T4+FTP"T+ P24 <0. (57)

DemonstracaoA prova do lema pode ser encontrada em Chang, Park e Zhou)(2015 O

Na subsecéo a seguir, uma descricdo da saturacéo € apdasesera utilizada no desen-
volvimento desse trabalho.

3.1.1 DESCRICAO DA SATURACAO DOS ATUADORES COMO UMA COMBINA -
CAO CONVEXA

Para a descricdo da saturacdo dos atuadores como uma coécbtoavexa, as definicbes
dos conjunto® em (41) eZ (Hy) em (39) serdo utilizadas. Essa descri¢cdo pode ser encantrad
em Hu, Lin e Chen (2002), Cao e Lin (2003), Alves (2017).

Considere um sinal de contralét) € R™. A saturacdo desse sinal é dada como

sat(u(t)) = |sat(ui(t)) ... sak,(un,(t)) T, (58)

sai (uj (1)) = sgr(u (t))min{g, Ju ()|} (59)

sendog > 0, VI € K;,, conhecido. Uma componensaj(u;(t)) da saturacdo (59) pode ser
escrita como

saf(u (t)) <u(t), seu(t)>0, esai(u(t))>ult), seu()<DO. (60)

Se as condi¢des do Lema 1 sao satisfeitas, entdo a desaisatudacdo como uma com-
binacdo convexa pode ser utilizada (HU; LIN; CHEN, 2002; CAM, 2003; ALVES, 2017).
Considerando o conjunt@ em (41) e fazenddﬁq = ln, — Dq, 0 € Kon, parau = —Kx(t),
finalmente, tem-se

2nu 2nu

sat(u(t)) = sat(—Kx(t)) = 5 Aq[Dqu(t) +DgHx(t)] = Aq[—DgKx(t) +DgHx(t)], (61)
g=1 g=1

2nu
em quedqg>0e Z Aq =1 que é a equacdo para descri¢cdo da saturacgéo do sinal deleontr
=1

q
apresentada em Hu, Lin e Chen (2002), Cao e Lin (2003), Az@%7). No entanto, para o
caso em que ha realimentacdo de saida e chaveamento doesgumalttble, a lei de controle é
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diferente, sendo dada por (36), de forma que a descricaaléd®) ser adaptada, assumindo a
seguinte forma:

sat(u(t)) = sat(—Kgy(t)) = sat(—KgsCy(a)x(t))
2

= S Aq[—DgKoCr(a)x(t) + DqHoX(1)]. (62)
q=1

A Figura 3 representa a regido dos conjun#g10), % (Hk) (39), (P, B) (40) e politopo
de condic¢des inicias em (38) no plaxox X de acordo com as condi¢bes dos Lemas 1, 4, 3 e 2.
Dessa forma, pode-se observar que o politopo de condici@éssiesta contido na regido posi-
tivamente invariante(P, 3) que esta contida na regi@o de operacéo do sist&massim, para
toda trajetoria iniciada no politopo de condi¢Bes iniciaa regido que relacioreP,3) e o
politopo de condi¢Bes inicias, tem-se que a trajetoriai@@sgamente estavel, conforme setas
em vermelho. A descri¢do da saturagdo como uma combinag&exaé também garantida
em toda regida?’ (Hy).

Figura 3 - Representacéo de possiveis trajetdrias de estdaoregides?” (10), 2 (Hk) (39),
£(P, B) (40) e politopo de condig¢es inicias em (38) no plan@d) x x(t)

J'-_g(f)/\
\
\

. . N
Conjunto positivamente ~\ Condigoes iniciais desejadas

invariante r‘\ \/Z

Regiao de operagao

Conjunto relacionado
a saturagao

O teorema a seguir apresenta as condigdes necesséariasiparaigtema (32), com a lei
de controle (36) seja assintoticamente estavel no pontauaiéitkeio x = 0 com uma taxa de
decaimento maior ou igualya

Optou-se pelo uso da taxa de decaimento como indice de iparfice nesse teorema para
diminuir o tempo de transitério do sistema.
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Teorema 1. Considere o sistema nao linear incerto descrito (%), com a lei de controle
(36). Suponha a existéncia de matrizes simétricas B c R™ "™, Zs € R, Qs € R™*™,
matrizes Y € R, Vg € R, Gg € R™*™ e escalares) > 0, ¢ > 0, y > 0 conhecidos,
tais que as seguintes inequacdes matriciais:

1
‘| =0, (63)
Xm(0) X
o2
*

I R N (64)
G, X XNT X
Qjjgs +Qjigs < 0,1 < |, (66)
Gii <0, (67)
Giij + Giji +Ojii < 0,i # | (68)
Giji +0Oij +9ji +Oji +06y; + 65 < 0,i < j,j <, (69)

paratodoi, j,l,sek K, eq=1,...,2", em que

Qijgs = [W'qu * T (70)
Yijgs —NUs—nUg

Oij = Q +C{ZCy, (71)

Wigs = He(AX — BiDqVsZ C1j + BiDgGs) — Qi — C1iZCyj + 2yX,

Yijgs = —C1iX + NVy Dg Bl +UsZCyj,

7 In,snys Ci,i =1,2,...,K, é posto ndo completo, 72)

(C1icCli,) 1, Jalgump € {1,2,...,.Kp } tal que Gj, possui posto completo.

sao satisfeitas. Entdo, a lei de controle chave&@®), com kK = VSUS‘1 torna o ponto de equi-
librio x = 0 do sistema né&o linear incer{@2) assintoticamente estavel com taxa de decaimento
maior ou igual ay.

DemonstracaoPrimeiramente, multiplique (70) pai e aj > 0, tal quezi Z aj=1,e
|
some dd =1 atén,; e j = 1 atén,. Entdo, considers= g em (65) e (66), de forma gue se

segue

none —1n

le aiajQjjqo = Zla Qiigo + Zl Zaiaj(Qijqo-i—jSqU)
)>i

_ Waaqa *

<0, (73)

Yoaagg —NUg— UU;
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Waagqo = HE(A(a)X — B(a)DgVe-#Cy(a) + B<a)5qGJ) —Q(a) —Cy(a)ZsCy(a) + 2yX,
Yaage = —C1(a)X +nVy DEB(a)" +Ug.ZCy(a),

em que.#, definido em (72), € um artificio matematico para tornar e@ovo problema de
realimentacao de saida.

Note que, em (73)Uys € ndo singular e invertivel. Pré e p6s multiplicando (73) por
[xT xTB(a)DqKG} e seu transposto, respectivamente, patd, tem-se
x" (A(a)x+XA(a)T —Q(a) —C1(a)" ZsCa(a) + 2yX + B(a)DgGo + G5 Dg B(ar) T

—B(a)DVeZCr(a) —Co(a)"F Vy DgB(a) " — B(a)DgKoCy(ar)X
+NB(a)DgKoVy DgB(a)" +B(a)DgVe ZCy(a) — XCy(a) 'Ky DgB(a)T
+nB(a)DgVoKsDgB(a) " +Ci(a) . # TV, DgB(a)" — nB(a)DeVoKsDgB(a)"

—nB(a)DqKGvJDgB(a)T) <0, (74)
em queKg = VaUgl. Entéo, (74) pode ser reescrita como
T T TeTRT T 5
X (A(a)X+XA(a) —B(a)DgKgCy(a)X —XCy(a) KzDgB(a)' +B(a)DgGg

+GyDgB(a)T + ZVX) <X'Q(a)x+Yy'Zsy. (75)

Por outro lado, de (67), (68) e (69),

e N Ne Nr

non
3 2
aiajo O = Y 076 + aaj(Giij + Giji + Gjii)
2,2, 2, @uai®i = 3 6O+ 3 ) a
n n ne
+ Ziz Zaiajal(eijl +0ij +Ojil +Ojii +6yj +0yji) = Q(a) +Ca(a) T Z(a)Cy (@) < O.
i=1li<] <
(76)

Pré e pés multiplicando (76) paf ex, respectivamente, e, sabendo glgzy=x"C(a)’

Z(a)Cy(a)x, tem-se, para todo# O

X' Q(a)x+y'Z(a)y < 0. (77)

O valor minimo em um conjunto de nimeros reais € menor ou gueatjualquer combina-
cdo convexa desses nimeros. Assim, de (77), e levando emaquaayt’ Zyy = mﬂén (' Zsy),
seKn,

tem-se, de (75), que

X" Q(a )X+ minsck, (y' Zsy) = X' Q(a)x+y' Zoy <x'Q(a)x+y'Z(a)y<0.  (78)
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Portanto, de (75) a (78),

A(a)X +XA(a)T —B(a)DgKoCa(a)X —XCa(a) K5 DgB(a)" +B(a)DgGo
+G5DgB(a)T +2yX < 0. (79)

Pré e p6s multiplicando (79) paf P e Px, respectivamente, senffo= X1 e G5 = HgX,
e considerando o sistema em malha fechada (37) e também digG@spara que a taxa de
decaimento seja maior ou igualaou sejaV (x(t)) < —2yx" Px= —2W/ (x), senddV (x(t)) =
x" Pxa candidata & funcéo de Lyapunov, obtém-se

X" (PA(a) +A(a)"P—PB(a)DgKoCy(a) —Ci(a) "KSDgB(a) "P + PB(a)DgHo

+Hg DgB(a) TP+ ZVP)x: XTPx+X"PX—2W (X) =V (X(t)) —2W(x) < 0.  (80)

As LMIs e definicdes de (65) a (72) garantem @B, 3) com = 1 é um conjunto po-
sitivamente invariante (BLANCHINI, 1999), para o sisten32)(com a lei de controle (36).
Assim, do Lema 3, a LMI (63) garante que todas as condi¢cOessrmertencentes ao conjunto
convexo (38) estéo contidas no conjunto positivamenteisvees (P, 1).

Observando o Lema 1, a primeira desigualdade de (64) assqages(P,1) C .2 (Hy), en-
tdo paratoda(0) € (P, 1), tem-sex(0) € .2 (Hy) e a descri¢do da saturacdo como combinagéo
convexa (61) pode ser utilizada.

A segunda desigualdade de (64), do Lema 2, garantes(@d) C 2. Entéo, tem-se
que toda trajetoria iniciada cox(0) € £(P,1) permanece eni?” para todot > 0 (KLUG;
CASTELAN; COUTINHO, 2015), pois durante toda a trajetoriasistema/ (x) < 1 para todo
t > 0. Isso completa a prova do teorema. O

3.1.2 CUSTO GARANTIDO

No projeto de controladores, j& ndo se busca apenas a igistdbitlo sistema, mas também
melhorias em seu transitorio. Com esse objetivo, optoueke yso de um indice de perfor-
mance gue minimize a energia na saida do sistema dado por

I / 7 Rzdt— / XTCo(a) TRG(a)xdlt, (81)
0 0

em que a matriz definida positii= R' € R"*" é a matriz de ponderaco entre o custo e a
saida controlavel do sistema.

Dessa forma, minimizar o custo (81) significa que, durantarsiente, a saida controlavel
z deve convergir rapidamente para zero e apresentar pouciée;0ss. A otimizacdo desse
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custo sera obtida pela minimizacdo de um limitante superfi@mado custo garantido, para as
condicdes inicias descritas em (38), obtendo-se

J:/OOOZTdet: /()wXTCZ(a)TRCZ(G)th§V(X(O)). (82)

Considerando a teoria abordada anteriormente, propdefserema 2 que apresenta as
LMIs necessérias para garantir a estabilidade do sisteB)ad8m a lei de controle (36), em
que o indice de performance (81) é garantido para qualquelig@ inicial pertencente ao
politopo de condi¢des iniciais (38).

Teorema 2. Considere um sistema nao linear incerto descrito (#2), a lei de controle em
(36), o indice de performance J dado €81) e as condic¢fes iniciais descritas €88). Suponha
a existéncia de matrizes simétricas-X0 € R™*™, 7 ¢ RV, Qs € R™*™, matrizes | €
R Vg e R Gg e R ™, e escalarep > 0,n >0, w > 0e¢ > 0, tais que o seguinte
problema de otimizacao é resolvido:

max o
X, Us,Vs
sujeito a
[ W
‘| =0, (83)
| wxm(0) X
P 2
w * w
o X]zo, ["’”T ‘=0, (84)
LK) ANy X
Qiigs < 0, (85)
Qijgs + Qjigs < O, (86)
Gii <0, (87)
Giij + Giji +Ojii < 0,i # | (88)
Qiji +Gij +Oji +0j;i +0y; +0y; <0,i < j,j<I, (89)
paratodoi, j, I, ke Ky, me K, eq=1,...,2™, em que
V\,{qu * *
Qjjgs = Yijgs R * ) (90)

Sjos  —PUsFnyxn, —NUs— nuUg
Wjgs = He(AX + BiDqGs — BiDgVs-Fn, xn,) — Qi — Cfi ZCaj,
Yijgs = C2iX — p-Zp «n,Vs DB,
Sigs = —NVs D§B] +CuiX —UsFn un,,

Oij = Q +C{ZCy,
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sendo
.
Iy xny s sen=ng
I 0 _ ] y  SE Iy < Ng
T =4 0 e 2 1)
x| se ry >Ny,
L O(nyfnz)xnZ
Inoxnys se = ny,
ynyxnx = Ty (92)

lny<ny Onyx(neny)|> S€M <

Entéo a lei de controle chaveada6), sendo K= VSUS‘l, torna o ponto de equilibrio x 0 do
sistema néo linear incerto definido €B8R) assintoticamente estavel e o indice de performance
J < w1 = B paratodo X0) definido en(38).

nr nr
Demonstracgaolnicialmente, multiplique (90) poa; e aj > 0, tal quezlai = Z aj=1,e
i= =1
some de =1 atén, e j = 1 atén,. Ent&o, considerando (85), paa geq=1,...,2", tem-se

que

Ny Ny Ny nfil Nr
Zl > 0idjQijgo = ZlaizQiiqa-i‘ Zl > 0idj(Qijgo + Qjigo)
=i = =l
Wacraq * *
- Yaao’q _Ril * ) (93)

Svaoqg —PYsFnxn, —NUg—nUg
Waaoq = He(A(a)X + B(a)ﬁqG(a) —B(a)DgVoFnyxn,) — Q(a) — Ci(a)TZ,Ci(a),
Yaaaq = C2(a)X — p.Fy Vo DgB(a)T,
Suaoq = —NVg DgB(a)" +C1(a)X —Ug.Fn n,.-

De (93),Us é néo singular e também invertivel, podendo ser reescrit@ co

g: ,%:Uo’,

Waaoq * P —B(a)DgVe
Yaaoq —R°'|’

o =Ugt [cl(a)x —Ug Ty sy —puc,%yxnz] : (94)
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Aplicando o Lema 4, tem-se

W, —B(a)DyV,
baoa e | OOV Ut ey aX Uy —pUsFryen] ) <O
Yaao—q —R O
(95)
Reescrevendo (95), obtém-se
1 T TRT T (96)
C2(0>X —-R _pFnyanVquB<a) 0
—B(a)DyV,
—|—He<[ (3 qVo Ugt [(:1((;1)X—Ug§nyxnX —pugﬂnyxnz]) <0,
W = He(A(a)X +B(a)DgG(a)) — Q(a) —Cy(a) ZoCa(a),
sendo reescrito como
W —B(a)DqVo |, , 1 )
+He U, |C X 0| ) =<0. 97
Cola)X —R1 ([ 0 o [1(0’) } (97)
FazendKy =V,U, 1 eG(a) = H(a)X, obtém-se
Co(a)X —-R

Taoq = He(A(0)X — B(@)DgKoCa (@)X + B(a)DgHoX).

SendoR=R" > 0, tem-se qu& ! > 0, e, consequentementeR 1 < 0. Ent&o, é possivel
aplicar o Complemento de Schur em (98), resultando em

Taoq+XCo(a) "RG(a)X — Q(a) —Cy(a)" ZsCa(a) < 0. (99)

Pré e p6s multiplicando (99) paf e x, respectivamente, e sensbCy(a)'ZsCy(a)x =
y'Z5y, de (37), tem-se

X' (A(a)X +XA(a)" —B(a)DgKoCa(a) — XCy(a) TKEDgB(a)T + B(a)DgHo X
+XHIDGB(a) T + XCo(a) "RG () X)x < X' Q(a)x+Y' Zoy. (100)

Por outro lado, de (87), (88) e (89),

n n n

ne none
Z > > aiajo Gy = Zlai?)@iii + Z;aizaj(eiij + Giji + Ojii )
= N = =17
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noneon
+ le Zaiajal(@ijl +0ij +Oji +Oji +4ij +6ji) = Q(a) + Cy(a) " Z(a)Cy (@) < 0.
i=1li<] |<
(101)

Pré e pés multiplicando (101) pef e x, respectivamente, paxa 0, obtém-se

X" Q(a)x+y'Z(a)y < 0. (102)

Sabendo que o minimo em um conjunto de nimeros reais € meriguaua qualquer
combinacg&o convexa arbitraria desses numeros. Assim,0& €llevando em consideracao

quey' Zgy = min (y'Zsy), segue que
T : T T T T T
X" Qo)X+ MiNseic, (Y7 Zey) = X" Q(a)x+Y Zoy < X' Q(a)x+yZ(a)y < 0. (103)

Portanto, de (100) e (103),
A(a)X +XA(a)T —B(ar)DKoCa(a)X — XCa(a) K5 DgB(a) T + B(a)DgHo X
+XHgDgB(a)" +XCa(a)TRG ()X < 0. (104)
Pré e p6s multiplicando (104) pr= X1, tem-se
PA(a) +A(a)"P — PB(a)DKsCa(ar) — Cy(a) TK S DG B(ar) TP+ PB(a) DgHg
+HgDgB(a)"P+Cy(a)"RG(ar) < 0. (105)
Além disso, pré e pés multiplicando (105) pdre x, respectivamente, tem-se, parg 0
T T TeTRT T 5
X' (PA(a) +A(a)"P— PB(a)DgKsCa(a) —Ci(a) "KgDg B(a) TP+ PB(a)DgHo
+HgDgB(a)"P)x < —X'Co(a)RG(a)x.  (106)
Considere o sistema em malha fechada dado em (37) e a candifiaicdo de Lyapunov
V(x) = x"Px> 0, para todx # 0. Entéo
V(x) = X" Px+x"Px=x" (PA(ar) + A(a)"P — PB(a)DgKsCa(a) — Cy(a) 'Ky Dg B(a) TP

+PB(a)DgHg +Hg DgB(a) TP)x < 0. (107)

Desde que-R < 0, entdo—Cy(a)RG(a) < 0. Dessa forma, de (107) e (106), segue que
V(x) < —x' Ca(a)RG(a)x < 0 para toda # 0, e 0 ponto de equilibria = 0 do sistema em
malha fechada é assintoticamente estavel.
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Entao, integrando os dois lados de (106) de) de (81), tem-se

/OOV(X) dt < /m —X'c] (a)RGy(a)x dt = —J, (108)
0 0
e de (108)

V(X(t — o)) -V (x(0)) < —J. (109)

Considerando que o sistema em malha fechada é assintaﬁteamévelf_!io[)rb((t) =0e
consequentementgx(t — «)) =0, de (82) e (109)

J < V(x(0)) = x" (0)Px(0). (110)

Por isso, de (110) e da equacgédo (54) pertencente ao Lemad) ¥€d) a candidata a
funcdo de Lyapunov para as condi¢des inciais (38), tenﬂ-gex(O)TPx(O) > J e, portanto,
B > J para toda condig&o inicial descrita por (38).

Assim, do Lema 3, a LMI (83) garante o custo garantido e tamgéentodas as condi-
cOes inciais pertencentes ao conjunto convexo (38) est@tdas no conjunto positivamente
invariantes (P, ) (BLANCHINI, 1999), a existéncia desse elipsoide positieste invariante €
garantida pelas LMIs de (85) a (92), para o sistema (32) candelcontrole (36).

Observando o Lema 1, a primeira desigualdade de (84) assgaeg (P, 3) C .Z(Hy), en-
tdo para toda(0) € (P, 3), tem-sex(0) € .-Z(Hy) e a descricao da saturagdo como combinagéo
convexa (61) pode ser utilizada.

A segunda desigualdade de (84), do Lema 2, garantee(Rig) C 2". Entdo, tem-se
que toda trajetoria iniciada cow{0) € £(P,3) permanece en#?” para todot > 0 (KLUG;
CASTELAN; COUTINHO, 2015), pois durante toda a trajetoreasistema/ (x) < 1 para todo
t>0.

Dessa forma, o custo garantido (81) é assegurado em todam@igdes impostas. Isso
completa a prova do teorema. O

Quando o sistema ndo usa lei de controle chaveado (36), augsgndo o sistema usa lei
de controle baseada em ganho unico, como em (35), as coadigpestas pelo Teorema 2
podem ser simplificadas, obtendo-se o seguinte corolario.

Corolario 1. Considere o sistema nao linear incerto dado {82), com a lei de controle
u= —Ky, em que y= C;(a)x. Nesse caso, a primeira LMI 84) e a definicdo dada ei{®0)
podem ser substituidas por

Pw *

=0, 111
G' X| (111)
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He (AX + BiDgG — BiDgV Fn, xn, ) * %
Qiq = CaX —p.Fq n,V DBl —R1 * , (112)

—nVTDGB! +CuiX —UFnxn,  —PUFnun, —NU —nUT

paratodoil € K, e g=1,...,2". Sendo que as LMI87), (88) e (89) do Teorema 2 néo sdo
mais necessarias.

Se as condi¢cfes sdo satisfeitas, entdo o ponto de equikbs® do sistema nédo linear
incerto definido enf32) é assintoticamente estavel e o indice de performancea ! para
todo X0) dado em(38).

Observacédo 1.De acordo com Chang, Park e Zhou (2015), os paramefresp podem ser
variaveis, nesse caso as restricdes de projeto proposta®aema 2 e no Corolario 1 apre-
sentam uma regido ndo convexa de solugéo, pois serdo BMts. deatornar esse fato, uma
solucao € a utilizacdo de métodos heuristicos para encootrzalores 6timos de e n que
minimizam3, de forma que o problema pode ser resolvido através de LMlIs.

Teorema 3. Se as condi¢des do Corolario 1 séo satisfeitas, entdo asigesido Teorema 2
também sao satisfeitas.

DemonstracdoPara as condigbes do Teorema 2, considere um caso pargoolque os ga-
nhos do controlador séo iguddg = K, Gs =G, Vs=V,Us=U, Zs = 0, Qigs = Qiq = Wiq + Y
e®;; =6 paratodd, s, | € Kn, eq=1,...,2". Entdo é possivel reescrever (90) como

Qiq = Wiq + Y
V\/Iq * * Qi 00
wg = | _Rr1 * , G=|0 0 0, (113)
Slq —[)UegﬁnyxnZ —UU—UUT 0 00
Wq = He(AX + BiﬁqG— BiDqV Znyxny):
Yig = CaX — 0.7 4,V DB,
Sq:—r,VTDgB;r—l—CliX—Uynyxnx,
e (89) se torna
i = Q. (114)

Percebe-se que, para esse caso em particular, o wjgnde (113) se torna igual a (112).
Considerando que as condi¢@es do Corolario 1 séo validts,ette (112)mq < 0 e wiq +
wjq < 0. Dessa forma, existem parametegas 0 e > 0 pequenos o suficiente tal qag + £l <
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0 ewq+ wjq+ Tl < 0. Portanto, de (113), para o caso particular em@ue —él, considerando
que (112) é valida, entdo (85) é valida. Por isso (87), (889 também séo validas, porque
Oiji = 6 e, de (114)Q; = —¢l, entdod®; = —&l < 0. Isso completa a prova do teorema.]

3.2 EXEMPLOS

Para avaliar os efeitos do Teorema 1 utilizou-se o modelmdeae de uma perna para-
plégica e a bancada de suspensdao ativa da Quanser®. Ja paral@des do Teorema 2 e do
Corolario 1, utilizou-se, além da suspenséo ativa, um eletaprico de um sistema nao linear
incerto.

A configuracd@o da suspensao ativa é representada na Figrom kua dindmica expressa
nas equacoes (17), (18) e (19). Ja a dinamica de uma permadguaca € apresentada em (24).
A representacao exata dos sistemas foram apresentadagin®se

Para a resolucdo das LMIs presentes nos Teoremas 1 e 2 e nldrootg utilizou-se
o MATLAB com a interface “Yalmip” (LOFBERG, 2004), junto com solver “LMI-Lab”
(GAHINET et al., 1994).

Para as condi¢cdes dos Teoremas 1, foram feitas simulaco&snemink considerando o
sistema de posicao da perna paraplégica.

Para as condi¢bes do Teorema 2, foram feitas implementagbbancada de suspensao
ativa fabricada pela Quanser® e pertencente ao Laboratéfesquisa em Controle (LPC) da
FEIS-UNESP.

Posteriormente, os resultados de simulagéo e implemedaguspensao ativa foram com-
parados com o teorema de controle chaveado apresentadolvaet 8l. (2020).

3.2.1 CONTROLE DA POSICAO DE UMA PERNA PARAPLEGICA

3.2.1.1 SIMULACAO NUMERICA

. . ~ m T
Os parametros utilizados para o projetogéas 0,1, ¢ = 0,0001,p = [5 0 O] ebypo=
I—GT. O conjunto convexo de condig¢des inicigif) descrito em (38) € formado considerando uma

L. 18 m .
combinacéo convexa deg +0,01<x(0) < 5 0,01,%(0) = 0 ex3(0) = 0. Considerou-se
o0 politopo de condic¢es inicias dessa forma para que o poliiasse 0 mais proximo possivel
da regido de operagéo.
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Considerou-se, também, a matfizdada a seguir

100
Ci= lo ) o]' (115)

Para as condi¢des do Teorema 1 gomm 0, 0os ganhos do controlador e as matrizes utiliza-
das na lei de chaveamento sdo dados em (116)

Ki=[-01252 00236 x10°°, Kp=[-01412 00260 x 1073,

Ks = [—0.1249 0023% x10°3, K4— [—0.1409 0026@ %1073,

S (1284194 8982 06| , (1284189 898069

' |-898206 —76267|  ° |-898069 —76444]
(1284194 —898208| (1284189 898071

7y = | 1294 208z, | test a (116)
| -898208 76353 | 898071 764,42 |

A Figura 4 mostra os estados do sistema (posicao, velocatagldar e torque). Enquanto
a Figura 5, a largura de pulso (sinal de controle), o indicehdeeamentod(t)) e a funcéo de
Lyapunov do sistema nas condi¢cdes do Teorema 1.

Figura 4 - Comportamento dinadmico do sistema de posicaoria paraplégica para as con-
dicdes impostas pelo Teorema 1.
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Figura 5 - Sinal de controle, indice de chaveamento e funedgajpunov para as condicdes
impostas pelo Teorema 1.

%10
.

N

=

o
T
I

[N
T
I

pulso P (s)

Largura de

e
wn
T
i

Tempo (s)

Por tudo isso, tem-se que 0 Teorema 1 € capaz de estabilistema, conforme as Figuras
4, e suporta, em sua metodologia, uma falha de até 3%.

A Figura 5 mostra o comportamento da candidata a fungéo deubgaV (x). E possivel
observar que seu maior valor € inferior ao limitante defimdoTeorema 1, ou sej& = 1.
Dessa forma, as condi¢cdes impostas pelo Teorema sdo gasanti

Em Nunes (2019), é ressaltada a dificuldade de mensurar oetgrgsente no modelo
dindmico de Ferrarin e Pedotti (2000), assim um novo modelmgosto considerando a ace-
leragdo angular como variavel de estado ao invés do tortpa@ea de uma nova lineariza¢ao
do sistema. A partir dessa consideracao, o trabalho de N@0&9) apresenta as condi¢bes
suficientes para o projeto de um controlador robusto chaveasiderando saturacao e falha
nos atuadores.

Dessa forma, as vantagens do teorema proposto nesse @apitgistem no uso de reali-
mentacao de saida no projeto. O que exclui a necessidade adeho baseado na aceleracéo
angular, reduzindo o niumero de sensores necessarios pagunaeas variaveis de estado.
Além da néo necessidade dessa nova linearizacédo, fazendguw® o0 modelo dinamico do
controle de perna paraplégica se mantenha original, ptopos Ferrarin e Pedotti (2000).
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3.2.2 SIMULACAO NUMERICA CONSIDERANDO O CUSTO GARANTIDO

Considere o sistema nao linear descrito por modelos fuzkggiéSugeno (TS) cujas fun-
¢cOes de pertinéncia sdo desconhecidas e que pode ser nepdesatravés das matrizes dadas a
seqguir

[-1,97 3482 19230 —3,40 10144 52700
Ai=| 052 -1,70 —2278|, A= | 0,44 -2,83 —6398|,
0 0 —60,00 0 0 —60,00
[—195,56 —17018 100 100
B, = 0 , By= 0 , C1=Cpo=10 1 0|, Cp1=Cyoo= 0 1 1].
| 60,00 60,00 001
(117)

-
Os parametros utilizados para o projeto g&oe [5 0 0] ,nN=0,001,0=0,0001eq =
0,1. O conjunto convexo de condic¢des inicial®) descrito em (38) é formado considerando

uma combinagéo convexa dd < x1(0) < 5,%2(0) =0 ex3(0) =0.

Para as condi¢fes do Teorema 2, o limitante superior do gasamtidal, dado em (81), é
igual af = 4,6716 e os ganhos do controlador e as matrizes utilizadas da thaveamento
sédo dados em (118)

Ki= |—0,2649 —2 2762 100694, Ko = [—0,1694 _1,5886 60701],

[ 282806 15399863 74197171 |
Z1 = |15399863 46901459 —116270663| x 10°,
74197171 116270663 13373324

[ 280270 15399708 74196766 |
Z, = (15399708 46901463 —116270612| x 1CP. (118)
74196766 —116270612 —13373347 |

Jé para as condic¢des impostas pelo Corolério 1, consideRads,. 3, 0 limitante superior
do custo garantidd, em (81), obtido foj3 = 4,9658 e a matriz de ganho € dada a seguir

K=]-0,2103 —1,4439 85819 . (119)

Tem-se, portanto, que as condi¢cdes impostas pelo contnaleado e dadas através do
Teorema 2 proporcionam um limitante supeiodo custo garantidd cerca de 2% menor
gue as condicdes do controlador de Unico ganho, estabetguédo Corolario 1. A partir desse
resultado e do Teorema 3, pode-se comprovar que o contrathdgeado possui condicdes
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mais relaxadas quando comparado ao controlador de ganto €@ Teorema 2 possui uma
regido de factibilidade igual ou maior que o Corolario 1.

3.2.3 SUSPENSAO ATIVA

3.2.3.1 SIMULACAO NUMERICA

T
Os parametros utilizados para o projeto spe: [O, 035 Q035] ,n =0,010,p0 =0,010

e ¢ = 39,2. O conjunto convexo de condi¢des inicia{®) descrito em (38) é formado consi-

derando uma combinacado convexa-€& 02 < x;(0), x3(0) < 0,02,x2(0) = 0 exq(0) = 0.

Considerou-se, também, as seguintes matGzeC,

1000 1000
Ci= N . (120)
0100 0100

Para as condi¢cdes do Teorema 1 cpm 1, os ganhos do controlador sdo dados em (121)
e as matrizes utilizadas na lei de chaveamento em (122).

Ky = [101822 50 57}, Ky = [999, 74 5Q 67},
Ks= 93366 4921, Ks=[100183 5Q73},

Ks= [847.95 4706, Kg= 85106 47,33},

K;= 830,85 4623, Kg= 82875 4552}, (121)
L [ 191228 17456258 L [ 191228 17456256
' |-17456258 701762 |1 |-17456256 —701808 |’
-~ [ 191228 17456253 7, [ 191228 17456256
3T | —17456253 —7017,09 |’ | -17456256 —7017.70 |’
. [ 191228 17456243 76 [ 191228 17456243
> | —17456243 —701756 |’ | -17456243 701773 |’
[ 191228 17456240 [ 191228 —17456241]
7.~ 2 2401 S _ > 24 129

~17456240 701666 ~17456241 701594

Jé& para as condic¢des impostas pelo Teorema 2, consideRaadig. », o limitante superior
do custo garantidd, dado em (81), obtido fg8 = 0,1415, os ganhos do controlador chaveado
sdo dados em (123) e as matrizes utilizadas na lei de chantaema (124).

Ky = [90&44 53 77] . Ko= [89(1 90 53 68] ,
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Kz = [82062 5088, Ks=[87204 5333,

Kg = 74228 4966, Ke = 73536 4945,

K;=|70216 4735/, Ks=|71165 4672, (123)

5066244 —3174667|
~3174667 —113258
5066244 —3174662|
~3174662 113114

5066244 —3174676)]
| -3174676 113016
(5066244 —3174640)]
| -3174640 112102

. ~ [-5066243 3174576 70 5066243 —3174576

5_'_—3174576 ~701756 | | -3174576 112737
5066242 —3174542)] 5066243 —3174558|

7, = 2 3 . Zg= 2 358 (124)

| -3174542 111099 ~3174558 110853 |

Para as condi¢Bes impostas pelo Corolario 1, consider@nety», 0 limitante superior
do custo garantidd, em (81), obtido fo3 = 0,1410 e a matriz de ganho € dada a seguir

K= 178814 5187|. (125)

As simulagdes mostram pequenas variagdes no limitanteisupedo custo garantido. As
condi¢des do Teorema 2 apresentam um cus36% maior que para o caso do Corolario 1. No
entanto, as condi¢cdes do Teorema 3 mostram que o valor gd#rdm caso chaveado deve ser
igual ou menor que o obtido com ganho Gnico, uma vez que esteaaso particular daquele.
Por se tratar de uma diferenga pequena, pode-se atribuosadasolverdo MATLAB.

Foi realizado um teste impondo os resultados encontradmsiatdo Corolario 1 nas con-
dicbes do Teorema 2 e ha factibilidade, o que reforca queogede ter sido causado por falha
do solverutilizado.

Com o intuito de se comparar os resultados das simulagcbesutwas abordagens propos-
tas na literatura, aplicou-se o Teorema 1 de Silva et al.qR8@ mesmo modelo dos exemplos
acima com 0s mesmos parametros de simulagéo.

O Teorema 1 proposto no trabalho de Silva et al. (2020) aptesena abordagem de
controle chaveado com realimentacéo de estados, saturagdatuadores e custo garantido.
Para esse caso, o limitante superior do custo garadtielm (81), obtido é igual 8 = 0,3328.

Tem-se, portanto, que o limitante superfbdo custo garantido obtido com as condi¢des
impostas pelo Teorema 2 € ,3B% menor que o caso do Teorema 1 de (SILVA et al., 2020).
Apesar das diferencas nos valores do custo garantido, @gairvantagem dos teoremas pro-
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postos nesse capitulo consistem na realimentacédo de saidando um custo garantido com

valores proximos ao obtido com realimentagéo de estadiss, g sistemas reais, nem sempre
todos os estados podem ser medidos ou exigem sensoriaroempkexos e custosos, de forma

gue a nao necessidade de medicao se torna uma grande vantagem

3.2.3.2 IMPLEMENTAGCAO PRATICA

Para as condi¢des impostas pelos Teoremas 1 e 2, consgemsivalores extremos da
massa suspendé; ja para a pista,, um sinal de onda quadrada foi usado com amplitude de
0,02 m, frequéncia de/B Hz e 50% de largura de pulso; o tempo de amostragem do sistema
foi 1 ms. Além disso, o tempo de implementag¢édo consideraddSsegundos, dividido da
seguinte forma: de 0 a 5 segundos, o sistema estd em malha; atei5 a 10 segundos, o
sistema esta em malha fechada; e, finalmente, de 10 a 15 ssgansistema esta em malha
fechada com falha no atuador de 50%.

Considerando as condi¢des impostas pelo Teorema 1, ag&@er7 mostram as posicoes
(pista, passageiro e conjunto de pneu), o sinal de contiglg)j, e o indice de chaveamento
(o(t)) para os valores de massa suspaisa: 1,455 kg eMs = 2,45 kg, respectivamente.

Figura 6 - Comportamento do sistema de suspenséao atival elsinantrole baseado no Teo-
rema 1 paraMs = 1,455 kg.
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Figura 7 - Comportamento do sistema de suspenséao atival elsinantrole baseado no Teo-
rema 1 pardMs = 2,45 kg.
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Jé para as condi¢Bes impostas pelo Teorema 2, as Figuras 8stram as posicoes (pista,
passageiro e conjunto de pneu), o sinal de contigjét}), e o indice de chaveamento(f))
para os valores de massa suspaisa: 1,455 kg eMs = 2,45 kg, respectivamente.

Figura 8 - Comportamento do sistema de suspensao atival eisioantrole baseado no Teo-
rema 2 pardMs = 1,455 kg.
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Figura 9 - Comportamento do sistema de suspensao atival eisioantrole baseado no Teo-
rema 2 pardMs = 2,45 kg.
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A analise das Figuras 6 até 9 mostram que o sistema é estémineen malha aberta, mas
a insercao dos controladores diminui significativamentefegos da pista sobre o passageiro,
gerando mais conforto, e sobre os pneus, proporcionandosegiiranca. Observa-se também
gue quando ha falha nos atuadores, o sistema permanecel estds ha um aumento nas am-
plitudes das posi¢des do sistema. Por tudo isso, os cabrelapodem ser ditos robustos, pois
suportam variagdes no tempo de massa e falhas nos atuadesesvpndo a estabilidade e o
desempenho do sistema controlado.

3.3 COMENTARIOS

Nesse capitulo sdo apresentadas duas metodologias d mtejeontroladores robustos
chaveados utilizando realimentacdo de saida e considesatdracdo nos atuadores. A dife-
renga das metodologias consiste no indice de performaockE: no primeiro caso utilizou-
se a taxa de decaimento, e, no segundo, o0 custo garantido.

Escolheu-se o0 uso da realimentacao de saida e a saturacéimadsres com o intuito de
aproximar o projeto de controladores da realidade, poiti@aszgio € muito comum em sistemas
de controle e a dificuldade em mensurar algumas variaveistddetambéem séo.

Nos dois casos, para os exemplos apresentados, as metad@degnostraram efetivas e
eficientes.
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4 CONTROLE CHAVEADO COM REALIMENTACAO DE SAIDA SUJEITO A
SATURACAO NOS ATUADORES E DISTURBIOS PERSISTENTES COM E
SEM CUSTO GARANTIDO PARA SISTEMAS NAO LINEARES INCERTOS

Neste capitulo, sera proposta uma metodologia para o pridgetontroladores chaveados
com realimentacdo de saida sujeito a saturacdo nos atsadistirbios persistentes com e
sem custo garantido para sistemas nao lineares incertos.eKgecao do distlrbio persistente
(ALVES, 2017), os demais conceitos foram descritos anteeote. Dessa forma, primeira-
mente sera abordada a formulacédo tedrica desse tipo debibisteim seguida seréo propostos
um teorema e um corolario, nos quais todas as ferramentastiidaadas. Mais uma vez o
teorema apresenta a metodologia para controle chaveayl@mn o corolario é um caso espe-
cifico do teorema em que se usa lei de controle com ganho UAgcondi¢cdes dos teorema
e corolario serdo aplicadas ao sistema de suspenséo afjwa,sodelos locais foram apre-
sentados no Capitulo 2, tanto em simula¢cdes numéricastay@animplementacgdes praticas.
Um outro teorema € apresentado, com o intuito de comproeasegas condi¢cdes do primeiro
corolario desse capitulo séo satisfeitas, entdo as caxld@primeiro teorema também serao.

4.1 DISTURBIOS PERSISTENTES

Considera-se um sistema néo linear incerto com saturacamador e sujeito a disturbios
persistentes, com amplitude limitadé ), podendo ser considerada, sem perda de generalidade,
a condicaav(t) Tw(t) < 1 (ALVES, 2017):

X(t)
y(t)
z(t)

A(a)x+B(a)sat(u) + E(a)w,
Cl(a)x,
Co(a)x, (126)

em quex € R™ é o vetor de estaday € R™ é o vetor de distlrbioy € R™ é a entrada de
controle,z € R™ é a saida controladayes R é a saida medida. As matrizaéa) € R™*™,
B(a) € RN E(a) e R™*™, Cy(a) e RY*™ eCy(a) € R™*™ pertencem ao politopo de
incertezasd,:

92 = { |A(@),B(a), E(a),Cy(a),Cz(a) | (127)

Nr nr
= Zlai [Ai,Bi,Ei,Cli,Czi], Ziai =1, q 20},
= &
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sendon; 0 numero de vértices do politpoa sdo as funcdes de pertinéncia associadas aos
modelos fuzzy TS.

Considerando a lei de controle chaveada (36) no sistem3, (@B&m-se o sistema em
malha fechada a seguir

X(t) = A(a)x(t) + B(a)sat(—KCy(a)x(t)) + E(a)w(t). (128)

Considerando o custo garantido (81) para o sistema (128)ackei de controle chaveada
(36), obtém-se o Teorema 4, que apresenta as LMIs necesparia garantir a estabilidade
ultimate boundegbara toda condic¢éo inicial pertencente ao politopo (38).

Teorema 4.Considere um sistema nao linear incerto descrito (I@6), a lei de control€36), 0
indice de performance J ef81) e as condi¢des iniciai@8). Suponha a existéncia de matrizes
simétricas X~ 0 € R™*™ 7, c R Qs e R™ ™ matrizes 4 RY*Y, Vg RN Gg e
RW*™ e escalarego > 0,p >0,n >0,¢ >0, Y >0ed < B conhecidos, tais que

max
XUo Vo
sujeito a
[ w
| o, (129)
| wXm(0) X
(Gw * Fw *
T - 07 T i 07 (130)
_Gs“) X XN, X
Qiigs < O, (131)
Qijgs + Qjigs < 0,1 < |, (132)
Gii <0, (133)
Giij +Giji +Oji < 0,i # j (134)
Oiji +06ij +Oji +9ji + 0y + 65 <0,i < j, ] <, (135)
Wiijgs * * *
Y; -
Qigs= | 1% n¥ " * <0, (136)
CyX 0 —-R *

Sjgs —PUsFnxn, 0 —nUs—nuUg
Wjgs = He(AX + BiDgGs — BiDqVs Zn,xny) + XWd; * — Qi — C{ ZCy,
Yigs = —Ef —PF,xnVe DgB/,
Sigs = —NBDGVy +CuiX —UsZn,xn,.

Oij =Q +CliZiCy,
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paratodoi, j, I, s€ Ky, ke Kp,, me Ky, eq=1,...,2"™, em que

.
|_nyxny, se€ = Ny,
I 0 _ ] , Senr <ny,
Frpeny = 4 v O] ST (137)
Inu><nu
, se > ny,
L _O(ny—nu)xnu
Iy xnys Seé ny = ny,
Frpn =4 " (138)
Iy OnyX(nrny)] » SE <M

Entdo a lei de controle chavead86), com K= Vgugl, torna o sistemg126) localmente
ultimate bounded para toda(®) < £(P,3) e com indice de performance<Jw ! = 8 para
todo X0) € ¢(P,B)/e(P,&1). Alémde xt) € 27,1 > 0.

DemonstracdoConsidere a candidata a fungéio de Lyapuviox) = X' Px, P = PT € R%*™

de forma que sua derivada é dada y¢x) = x' Px+x' Px, levando em conta a lei de controle
(36) e o sistema (126), tem-se

V(x) = X"Px+x"Px = x" [He(PA(a) + PB(a)DgHs — PB(ar)DgKoCa(a)
+Co(a)TRG(a)) | x+x"PE(a)d +d"E(a) TPx (139)

De (139), tem-se, para£ 0

X' (PA(ar) +A(a)"P— PB(a)DgKsCa(a)Ca(a) Ky DgB(a) TP+ PB(a)DgHo
+HgDgB(a)TP)x+d"E(a) Px+XxPE(a)d < —X'Ca(a)RG(a)x.  (140)

Desde que-R < 0, entdo—C,(a)RG(a) < 0. Entdo, de (139) e (140), segue qUe) <
—x"Co(a)RG(a)x < 0 para todax # 0, e o ponto de equilibria = 0 do sistema em malha
fechada € assintoticamente estavel.

Integrando os dois lados de (140) de ®,ade (81), tem-se

(o]

/wV(x) dt</ —Xx'Cl (a)RG(a)x dt= —J, (141)
0 0

e de (141)
V(X(t — ) =V (x(0)) < —J. (142)

Considerando que o sistema em malha fechada é assintoticaastavel Jim(t) =0e
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consequentementgx(t — »)) =0, de (82) e (142)

J <V (x(0)) = x" (0)Px(0). (143)

Por isso, de (144) e da equagéo (54) pertencente ao Lemad) ¥€d) a candidata a
funcéo de Lyapunov para as condigdes inciais (38), tefi-sex(0)" Px(0) > J e, portanto,
B > J para toda condigé&o inicial descrita por (38).

Sabendo quey > 0 e assumindd’d < 1 (PETERSEN, 1987), tem-se
2x"PE(a)d < x"PE(a)y1E(a)"Px+ wd'd,
<x"PE(a)yE(a)TPx+ . (144)
Assim, de (139) e (144), tem-se

V(x) =x" [He(PA(a) +PB(a)DgHg — PB(a)DgKoCa(a)) +PE(a)y1E(a)"P

+Co(a)TRG (@) [ X+ . (145)
Modificando a funcdo de Lyapunov pela substituicdajdpor x" (%) Px, define-se a

fungéo de Lyapunov modificadj{a(x) como

V(x) = x" [He(PA(ar) + PB(a)DqHy — PB(a)DgKCy(a)) + PE(a) ¢ 2E(a) TP
+ @5 P +Co(a)'RG(a)|x.  (146)

EntaoV (x) >V (x) + X" ] *Px— @, paraV () < 0, tem-s&/ (x) < 0, quando’ Yy *Px>
Y.
Pré e p6s multiplicando (146) pdr = P~ e inserindo uma matriz identidadiee Knyxn,
obtém-se
He(A(a)X 4 B(a)DgHoX — B(a)DgKoCr(a)X) +E(a) @y nE(a) T + X st
+XG(a)TRG(a)X <0.  (147)

Por outro lado, de (133), (134) e (135),

nn n N Nr

Nr
3 2
aiajo O = Y PG + araj(®ij + Giji + Ojii)
i; ,-Zu; ! i; | i;i; |

N nNe N

£33 3 a9y + 84y + O + 0y + 8y +) = Q@) +Ca(a) Z(@Ci(e) <O

(148)
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Pré e pés multiplicando (148) pgl e x, respectivamente, paxra 0, tem-se

X' Q(a)x+y'Zsy < 0. (149)

Sabendo que o minimo valor em um conjunto de nimeros reais@rroe igual a qualquer
combinacg&o convexa arbitraria desses numeros. Entao48eg1149) e levando em conta que

y' Zoy = min (y' Zsy), segue que
scKn,
X" Q(a)x+minsci,, (y' Zsy) = X' Q(a)x+Y' Zoy <X Q(a)x+y'Z(a)y<0.  (150)

Entao, de (147) e (150), tem-se
He(A(a)X +B(a)DgHoX — B(a)DgKoCr(a)X) +E(a) ¢ HnE(a)" + X5, 1 — Q(a)

—C1(a)"Z5Cy(a) + XC(a) TRG(a)X < 0. (151)

Aplicando o Complemento de Schur em (151), obtém-se

Taoq % XC(a)T
—E(a)T —lhwy 0

Taoq = He(A(a)X + B(a)DgHgX — B(a)DgKoCa(a)X) + WXt — Q(a) — Ci(a) " ZoCa(a).

+

R|Ca(@)x 0] <0, (152)

que pode ser reescrito como

(153)

Taoq+XC(a)'RG(a)X  * -0
_E(O’)T —lny .

Aplicando, novamente, o Complemento de Schur, agora en) ElfskendK, = VC;U(;1
e Gs = HgX, tem-se

Taaq % *
—E(a)T —lay x| <0,
Cy(a)X 0 —R1

Taoq = He(A(a)X 4+ B(a)DgGg — B(a)DVeUg 'Ci(a)X) + WX 3t — Q(a)

—C1(a)"ZsCa(a).  (154)
Reorganizando (154), tem-se
W * * —B(a)DgVe
—E(a)T —lhw % +He( 0 Ug? Ci(a)X O OD<O. (155)

C(a)X 0 —R1 0
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Tem-se que (155) pode ser reescrita como

—E(a)" —lnp x|+ | —pFnnVaDgB(a)" 0 O
Cy(a)X 0 —R1 0 0 0
—B(a)DqVs
+He< 0 u,?! [Cl(a)X—Ugﬁnyxnx —pUg T xny oD<o, (156)
0

W = He(A(a)X +B(a)DgGo) + YXd; 1 —Q(a) —Ci(a) 'ZsCa(a),

tornando-se

Yaaoqg —In@ * +He< 0 Ugl
Cy(a)X 0 —R1 0
X [C1<a)x —Ugynyxnx —on'ynanu 0:| ) < O (157)

De (157) e aplicando o Lema 4, tem-se

Woaoq * *

_B(a)DyV.
T = | Yagoqg @ * |, g@:[ (3q07
Cya) 0 —R1
% =Us, & =Ug[CL(@)X ~UsPrun, —pUoFren,] - (158)

De (158),Uy é néo singular e é invertivel, podendo ser reescrita como

Woaoq * * *
Yaaog ~ln i i <0 (159)
Co(a)X 0 —R! % ’

Swq —PYsFnxn, O —nUg—nul
Waaoq = He(A(a)X + B(a)DgGo — B(01) DV Finyxn,) + X WS, * — Q(a) — Ca(a) ' ZoCa(a),
Yaaoq = —E(a)" — pFy «n Vo DgB(a),
Suaoq = —NB(a)"DVy +C1(a)X —Ug.Fn sn,.-

nr nr
Considerandaj ea;j > 0, tal quezi ai = Z aj=1,esomando de=1atén, e j =1 ate
i= =1

nrec=seq=1,...,2" obtém a LMI (136).

Garantindo-se a negatividade ﬁéx), para todox(t) ¢ €(P,d1) e x(t) € (P, ), tem-se
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quex' Px> &1. Consequentementé(x) > J, 0 que garante o custo garantido para tad)
e(P,B)/e(P,d1). Note que O0< & < B e, por issog(P,d1) C €(P,B). Observe que, como
V(x) =x"Px, P=PT >0, seV(x) < 0 para todax(t) € £(P,B)/&(P,&;), assimx(t) tende
ae(P,d1). O sistema (32) com a lei de controle (36ukimate boundecestavel para todo
X(0) € (P, B). Finalmente, note que(P, B) € .Z" € condigéo suficiente para que o sistema com
qualquer condigéo iniciad(0) € £(P, B) esteja contido en®” para todd > 0.

Assim, do Lema 3, a LMI (129) garante o custo garantido e tamépge todas as condi-
cOes inciais pertencentes ao conjunto convexo (38) est@tdas no conjunto positivamente
invariantes (P, 3) (BLANCHINI, 1999), a existéncia desse elipsoide positieate invariante é
garantida pelas LMIs de (131) a (135), para o sistema (126)akei de controle (36).

Observando o Lema 1, a primeira desigualdade de (130) asseaee (P, 3) C £ (Hyk), en-
tdo paratoda(0) € (P, 3), tem-sex(0) € .Z(Hy) e a descricdo da saturagdo como combinagéo
convexa (61) pode ser utilizada.

A segunda desigualdade de (130), a partir do Lema 2, garaestlg 3) C 2 . Entéo, tem-
se que toda trajetéria iniciada cox(D) € €(P,8) permanece en®#” para toda > 0 (KLUG;
CASTELAN; COUTINHO, 2015), pois durante toda a trajetoniesistema/ (x) < 3 para todo
t> 0.

Dessa forma, o custo garantido (81) é assegurado em todasmdigdes impostas pelas
LMIs do teorema. Isso completa a prova do teorema. O

Observacédo 2.Nas LMIs apresentadas no Teorema 4, deseja-s&gassuma o menor valor
possivel entrd < &, < B, de forma que ¢0) € (P, 3)/(P,d1) seja quase coincidente com
e(P,B), ou seja, que (P, d1) seja o mais proximo possivel da origersX.

Analogamente, se for utilizada a lei de controle baseadaagrhainico (35), as condicbes
impostas pelo Teorema 4 para o sistema (126) podem ser ddaptdtendo-se o Corolario 2.

Coroléario 2. Considere o sistema néo linear incerto descrito (i#26), com a lei de controle de
ganho Unicq35). Nesse caso, a primeira LMI d&30)e a LMI (136) podem ser substituidas,
respectivamente, por

2
w
G : “| =0, (160)
Gl X
-V\/,q * * * |
Y; 1
Qig=| " nt " i <0, (161)
CaiX 0 R *
Sq¢ —PUFnxn, O —nU-nUt

W = He(A X + BiDGG — BiDV Fin s, + XS] L,
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T T
Yiq = _Ei _pynyxnu

Sq=—NVTDgB! +CyX —U.Fy -

VDB,

paratodoik,| e K, eq=1,...,2™.
Sendo que as LMIE.33), (134)e (135)do Teorema 4 ndo sdo mais necessarias.

Se as condi¢cfes sdo satisfeitas, entdo o ponto de equikbs® do sistema nédo linear
incerto definido enf126)é assintoticamente estavel e o indice de performancew* para
todo X0) dado por(38).

Observacéo 3.De acordo com Chang, Park e Zhou (2015) e com a Observacaoghrame-
trosn, p e agora tambény podem ser variaveis, nesse caso as restricdes de projepogias
no Teorema 4 e no Corolério 2 apresentam uma regido ndo candlexsolucao, pois serao
BMIs. Para contornar esse fato, uma solucédo é a utilizagdonééodos heuristicos para en-
contrar o valores 6timos dp, n e ¢ que minimizang, de forma que o problema pode ser
resolvido através de LMls.

Quando um sistema estéa sujeito a disturbios, ndo é possivihélos completamente,
dessa forma n&o é possivel garantir a estabilidade assmtli sistema na origem. Assim,
um novo conjunto positivamente invariat@, &) deve ser definido conforme as condigdes da
Observacéo 2, ou seja, sendo 0 mais proximo possivel darorifgé-igura 10 representa a re-
gido dos conjuntos?” (10),.Z(Hk) (39),&(P,B), (P, &1) (40) e politopo de condi¢des iniciais
em (38) no planx; x x de acordo com as condi¢des dos Lemas 1, 4, 3 e 2. Pode-seabserv
que o conjunto positivamente invariarstd® &) esta contido no politopo de condig¢des iniciais,
que esté contido na regido positivamente invariat®ef3 ), que esta contida na regido de opera-
céo do sistema?”. Assim, para toda trajetoria iniciada no politopo de codésginiciais ou na
regido que relacion&(P, ) e o politopo de condi¢des iniciais, tem-se que a trajetGuitidate
boundedtendendo a regido definida pe(P, 41), conforme setas em vermelho. A descricdo da
saturagdo como uma combinacéo convexa € também garantidaamegidoZ’ (Hy).
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Figura 10 - Representagéo de possiveis trajetorias deoestdak regides” (10), 2 (Hk)
(39),e(P,B), (P, 41) (40) e politopo de condig8es iniciais em (38) no plano
X]_(t) X Xz(t)

22N
AN
\i
Conjunto positivamente N Condigoes iniciais desejadas
invariante ,‘\ \W
\ Regiao de operagao
P \
> AN
\b
\\ \
SN N
N\
\ N a0
\ \,
|
J | £
~——-
N
N
Conjunto positivamente invariante Q .
PR Conjunto relacionado
quando hé distirbio N A saturagdio
N\

Teorema 5. Se as condi¢des do Corolario 2 sédo satisfeitas, entao asigesido Teorema 4
também séo satisfeitas.

DemonstracdoPara as condicdes do Teorema 4, considere um caso pargoulgue os ga-
nhos do controlador séo igudg = K, Gs= G, Vs =V,Us=U, Zs = 0, Qigs = Qiq = Wiq + ¢
e®j = ©; paratodd, j, s | € Ky eq=1,..,2". Entdo é possivel reescrever (136) como

Qiqg = Wq + (i
_V\/,q * * * ]
Q 00O
o ~inth " * =10 00 0, (162
| Cax 0 —R1 . 7 7 ’
_ T 0 000
| Sq —PUFnn, O  —nU-—nU i
W = He(AX + BiDG — BiDgV i xn,) + X2,
Yiqg=—E' —p.F5 V' DGBI,
Sq=—NV'D{B +CyiX —U.Zn un,,
e (133) a (135) se tornam
Gi = Q.. (163)

Perceba que, para esse caso em particular, o texmde (162) se torna igual a (160).
Considerando que as condi¢@es do Corolario 2 séo validt,ette (160)mq < 0 e wiq +
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wjq < 0. Dessa forma, existem parameteas 0 eT > 0 pequenos o suficiente tal qag + £l <

0 ewq + wjq+ 1l < 0. Portanto, de (162), para o caso particular em@ue —&l, considerando
que (160) é valida, entédo (163) é valida. Por isso as equét88y (134) e (135) também séo
validas, porqu®;j = ©; e, de (163)Q; = —¢l, entdo®; = —&l < 0. Isso completa a prova do
teorema. U

4.2 EXEMPLOS
4.2.1 SUSPENSAO ATIVA

Para avaliar os efeitos do Teorema 4 e do Corolario 2, utiism novamente, a bancada de
suspensao ativa da Quanser®, sua configuracdo é represeat&tjura 1, com sua dindmica
expressa nas equacdes (17), (18) e (19). Matricialmenstensa com a presenca de disturbios
persistentes se torna (OLIVEIRA et al., 2018):

0 1 0 -1 0 0 ]
—ks —Bs 0 E kfault 0
- | Mg Mg Mg Ms
X= X+ u-+ W. 164
0O 0 0 1 0 -1 (164)
ks Bs f - ( Bs + Bus) - kf ault ~us
Mo M. B "7 wv. [ Mys.
LMus  Mus Mus - L Mys

Considerando que possa ser escrito como= Md(t), sendo-1 < d(t) <1 eM o mddulo
da derivada do disturbio persistente ao qual o sistema @gliéos Nesse trabalho, considerou-
se o disturbio persistente como uma senoide na famita= 0,005%ser(2 x mx 0,2 xt). A
partir disso, tem-si = 0,005x 2 x 11x 0,2 e 0 sistema pode ser reescrito como

[0 1 0 ~1 0 0 ]
—ks _BS O BS kfault
= | Ms M Ms +| Ms |4t (0,005%2xmx0,2) AL
X= S X u ) X 2X 11X 0, )
0O 0 O 1 0 -1
Ks Bs —(Bs+ Bus) —Ktault %
Mo Mo 48—y Muys
-Mus Mus Mus - L IVlus - - -
(165)

Note que ndo existem nao linearidades ou incertezas naratte forma que os modelos
locais do sistema permanecem 0s mesmos dados no Capitussien,A matriZ£ é constante
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e possui 0s seguintes valores

0
0
—0,0063|
0,0314

Ei=E,=E3=E4=Es=Eg=E;=FEg= (166)

Assim como no Capitulo 3, foram realizadas simula¢des em IMSI'e implementacdes
na bancada pertencente ao Laboratério de Pesquisa em IE¢h®P€) da FEIS-UNESP.

4.2.1.1 SIMULACAO NUMERICA

Da mesma forma que no Capitulo 3, as LMIs do Teorema 4 e do &ard foram resol-
vidas com a utilizacdo do MATLAB, com a interface “Yalmip”@QFBERG, 2004), junto com
o solver“LMI-Lab” (GAHINET et al., 1994).

Os parametros utilizados para o projeto forgma= |0,035 Q035 T, n =0,010,p =
0,010 e¢; =39,2, Y =0,04,5, = 0,09 eR = l5,2. O conjunto convexo de condi¢des iniciais
x(0) descrito em (38) é formado considerando uma combinacacerare—0,02 < x;(0),
x3(0) < 0,02,x2(0) =0 exq(0) =0.

Considerou-se, também, as seguintes matGzeC,
1 000 1 000
Cl - ’ C2 = .
0100 0100
Para as condi¢fes do Teorema 4, o limitante superior do gasamtidal, dado em (81), é

B =0,1741 e os ganhos do controlador chaveado sdo dados em (16&)atrézes utilizadas
na lei de chaveamento em (169).

(167)

Ki=[94490 5163, K»=[97134 5117,
Ks= 87256 5063, Ks= 100330 5091/,
Ks— (69669 4614/, Ks=|64815 4359,
K;= |64844 4376, Kg=[75170 4707, (168)
, ~ [189517533 345914648 . (189517531 345914684]
' |345914648 —7633457| 77 345014684 —7634094)
. ~ [189517530 345914710 2, 189517530 345914660
°7 |345914710 7633927 345014660 —7633059
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, (189517532 345914811] (189517533 345914825

° " 1345914811 —7632917 345014825 7632323

L, (189517533 345914832 189517531 345914782 (169)
T 345014832 7632254 345014782 7632671

Ja para o Corolario 2, o limitante superior do custo garardtjeém (81), €3 = 0,1933 e a
matriz de ganho do controlador é dada a seguir

K =182833 5117|. (170)
Assim, tem-se que o limitante super@do custo garantidd, em (81), para as condi¢des
impostas pelo Teorema 4 €% menor que para as condi¢cdes impostas pelo Corolario 2. De
forma que o controlador chaveado apresenta condi¢Oes efasidas do que o controlador de
ganho Unico. Assim, através do resultado obtido neste dresrgio Teorema 5, o controlador
chaveado proposto no Teorema 4 possuira uma regiao dellfdatille igual ou maior que a do

Corolario 2, podendo obter, desta forma, melhores indieekedempenho.

4.2.1.2 Implementacédo pratica

Como o Teorema 4 e o Corolario 2 consideram a presenca debiistjpersistentes, para
melhor avaliar seu desempenho, alterou-se as condi¢coespliementacdes em relacéo as do
Capitulo 3. Agora o sinal da pista consiste na soma de umaguathada e uma onda senoidal.
A onda quadrada € a mesma usada nos exemplos do Capitulo8patimetros sdo amplitude
de Q02 m, frequéncia de/B Hz e 50% de largura de pulso. J&a a onda senoidal tem amplitude
0,005 m e frequéncia de,® Hz. O tempo de amostragem do sistema foi 1 ms. O tempo
de implementagdo mais uma vez foi de 15 segundos, dividideedainte forma: de 0 a 5
segundos, o sistema esta em malha aberta; de 5 a 10 segusidtesya esta em malha fechada;
e, finalmente, de 10 a 15 segundos, o sistema esta em mallaadecbm falha no atuador de
50%.

Primeiramente, aplicou-se as condi¢bes do Teorema 4 erjpostente dos Teoremas 1 e 2
para que os indices de performad¢cem (81), pudessem ser comparados.

As Figuras 11 e 12 mostram as posic¢des (pista, conjunto desgnpassageiro), o sinal de
controle (I (t)) e o indice de chaveamenio(t)) para os valores de massa suspdfsa 1,455
kg eMs = 2,45 kg, respectivamente, segundo as condi¢cdes impostaSemiema 4.
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Figura 11 - Comportamento do sistema de suspensdao atival@sinontrole baseado no Teo-
rema 4 pardMs = 1,455 kg.
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Figura 12 - Comportamento do sistema de suspenséo atival@sinontrole baseado no Teo-
rema 4 pardMs = 2,45 kg.
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A Figura 13 mostra a comparac¢éao dos indices de performhmgscritos em (81), durante
toda a implementacéo para os Teoremas 1, 2 e 4 consideravadooss extremos da massa
Ms.
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Figura 13 - indices para as condi¢cdes impostas pelos Teoremas 1, 2 e 4 considasidois
extremos de masdds.
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Da Figura 13, tem-se que os menores valores para o indicefdenpancel sdo dados pelas
condicdes do Teorema 4. Ao analisar os limitantes superpidados atraves de simulagdes
numeéricas, tem-se que o maior valor é apresentado entrentr®ledlores chaveados € aquele
dado pelo Teorema 4, no entanto, quando o sistema € impladteatsujeito a presenca de
distarbios persistentes, esse teorema apresenta mekemgdenho, pois em sua metodologia
prevé a existéncia destes, assim € o mais adequado pamasisige estao sujeitos a esse tipo
de excitagéo.

4.3 COMENTARIOS

Nesse capitulo € apresentada a metodologia de controtatimestos chaveados utilizando
realimentacao de saida, sujeitos a saturacdo nos atuadooesiderando disturbios persisten-
tes.

A descricdo matematica dos distUrbios persistentes felseptada e optou-se por seu uso
para que o projeto dos controladores pudesse se aproximpoucoe mais da realidade, visto
gue muitos sistemas reais estao sujeitos a disturbios efmsgonamento.

Dos resultados de simulacdes e implementacdes, pode-side@r a metodologia de pro-
jeto de controladores eficaz.
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5 CONCLUSOES

O principal objetivo desse trabalho foi propor condicbesapaprojeto de controladores
chaveados com realimentacdo da saida da planta para sistéméneares incertos e compa-
rar com controladores de ganho Unico com as mesmas restrigdi@ o intuito de verificar a
eficacia do primeiro método.

Dessa forma, o primeiro desafio consiste em descrever onsisfgor ser nao linear e in-
certo. Técnicas de modelagem fuzzy Takagi-Sugeno (TSinfortdizadas, pois a partir delas
€ possivel representar esses sistemas de maneira exatazeragi&o de operacado como uma
combinag&o convexa de modelos lineares locais combinamoduncdes de pertinéncia. A
metodologia usada para isso foi apresentada e os modebos ths sistemas utilizados (sus-
penséo veicular ativa e posicao de perna de um paraplégiem fobtidos no desenvolvimento
desse trabalho.

A partir disso, diversas restricdes e especificacdes fomrsideradas no projeto dos con-
troladores: realimentacdo de saida, saturacdo nos atisadiaxa de decaimento, custo garan-
tido e disturbios persistentes. Cada uma foi utilizada pativas especificos e, com a combi-
nacao delas, foram propostos trés teoremas de controleadi@wdois corolarios de controle de
Unico ganho e dois teoremas que provam que se as condi¢oestdaador de Unico ganho séo
vélidas para um determinado sistema, entdo as condi¢cdemttolador chaveado também se-
rédo. Optou-se pela construcdo dessa forma para que osafagdécnicas propostas pudessem
ser analisados e comparados.

Das simulacgfes feitas para a posicédo da perna paraplégitaa d-igura 4, pode-se ob-
servar a capacidade do controlador em estabilizar o sist€@r@mportamento da fungéo de
Lyapunov, na Figura 5, mostra que seu maior valor € menor diiritante anteriormente
definido pelo Teorema 1, ou seja, 1. Assim, 0 teorema pro@s®senta vantagens princi-
palmente relacionadas a utilizacao da realimentagdo da,saha vez que Nunes et al. (2022)
utiliza uma nova linearizagdo do modelo proposto por FereaPedotti (2000) pela dificuldade
em mensurar o torque. O uso da realimentacéo de saida coetssa dificuldade, permitindo
o uso do modelo original, além de dispensar a necessidadeaddeunovos sensores para a
implementacéo pratica.

Um outro exemplo tedrico € apresentado na Subsecao 3.[zandio um sistema néo linear
incerto. As condi¢Bes do Teorema 2 e do Corolario 1 forantagiis a esse sistema e ambos
controladores foram capazes de estabiliza-lo. No entgui@ndo os limitantes superiorfs
do custo garantidd, dado em (81), sdo comparados, observa-se um v#8@e6 menor para o
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caso chaveado. Comprovando as condi¢cdes do Teorema 3, derggi@o de factibilidade do
Teorema 2 deve ser igual ou maior que a do Corolario 1.

Apés simulagbes e implementacdes da suspensdo ativasp@ialisar os efeitos dos con-
troladores na dindmica dos sistemas observando as Figaasad 2. Dessas figuras, tem-se
que todos os controladores sdo capazes de estabilizaemaist quando em malha fechada,
ha grande atenuacdo dos efeitos da pista sobre este. Aieda gigtema possua falha no
atuador, ndo se observa grande alteracdo em sua dinamoeni@ndo o conforto dos passa-
geiros, quando comparado a malha aberta. Os controladodesnpser ditos robustos, ja que
se mantém estaveis mesmo com a falha do atuador e com agearde massa, conforme foi
requisitado no projeto.

Por outro lado, analisando os limitantes superiffe®s custos garantidos, tem-se que 0s
controladores chaveados apresentam resultados melb&oetp para o caso do Teorema 2 e
do Coroléario 1, em que o controlador de ganho Unico apresentausto 035% menor que
o controlador chaveado. Como foi discutido no decorrer gtnfeacredita-se que o resultado
pode ser atribuido as falhas de resolu¢ésaloerutilizado.

Analisou-se também a efetividade do Teorema 4 em relacademoais ao se alterar a pista
de implementagédo. A alteracdo mostrou na Figura 13 que,stas compostas por sinais
diversos, o Teorema 4 apresenta melhores resultados quanmgmarado com os demais, pois
em sua metodologia ja prevé a presenca de distlrbios persist

Pela dificuldade em encontrar metodologias parecidasanatiira, no Capitulo 3, utilizou-
se teoremas propostos por Silva et al. (2020). A comparatgé® @ Teorema 2 desse trabalho e
o Teorema 1 de Silva et al. (2020) mostra que a metodologfopta nesse trabalho apresenta
limitante superior do custo garantido,48% menor. No entanto a vantagem das metodolo-
gias propostas nesse trabalho € o uso de realimentacéalde descartando a necessidade de
mensurar todas as variaveis de estado, o que pode ser muipbeom na pratica.

Por tudo isso, todas as metodologias propostas nessehmgi@dem ser ditas eficazes e
possuem importancia em aplicagdes préticas.
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