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RESUMO

Entre os conteddos de matematica, cOnicas € visto de forma breve, de acordo com a Base Nacional
Comum Curricular. Porém entre as vertentes da matematica, talvez ele seja bastante presente
em nosso dia a dia. Podemos encontrar suas curvas em paraboloides receptores como antenas
parabolicas ou emissores como lanternas, podemos encontrd-las no trajeto de elementos celestes
como planetas, asteroides e satélites ou de particulas no campo elétrico. O seu estudo pode ser
aplicado em vdrias dreas do conhecimento, como arquitetura, astronomia, fisica, engenharia, e
etc. Vendo o quao importante € esse conteudo, temos como objetivo deste trabalho facilitar o
Ensino de Conicas por meio de um texto auxiliar, estruturado com sua teoria, contexto historico,
exemplos, exercicios e aplicacdo no dia a dia. Utilizaremos também o software GeoGebra e

Material Concreto, com o intuito de tornar o aprendizado mais atrativo.

PALAVRAS-CHAVE: Cbnicas. Elipse. Hipérbole. Pardbola. GeoGebra.



ABSTRACT

Among the mathematical content, conics is seen briefly, according to the Common National
Curriculum Base. However, among the aspects of mathematics, perhaps it is quite present in our
daily lives. We can find their curves in receiving paraboloids like satellite dishes or emitters like
lanterns, we can find them in the path of celestial elements like planets, asteroids and satellites
or particles in the electric field. Its study can be applied in several areas of knowledge, such as
architecture, astronomy, physics, engineering, etc. Seeing how important this content is, this
work’s objective is to facilitate the Teaching of Conics through an auxiliary text, structured with
its theory, historical context, examples, exercises and application in everyday life. We will also

use GeoGebra software and Concrete Material, in order to make learning more attractive.

KEYWORDS: Conical. Ellipse. Hyperbole. Parable. GeoGebra.
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1 INTRODUCAO

O Ensino de Conicas ndo €, em geral, um conteudo de destaque no Ensino Médio, apesar
de ser importante para melhor compreensao de alguns eventos do dia a dia. Em razdo dessa
importancia, mostra-se necessdrio facilitar e motivar seu ensino.

O intuito do presente trabalho € fazé-lo através de um texto auxiliar para professores, no
formato de tutorial sobre como tornar a transmissao desse conhecimento mais facil e interessante.
Pretende-se deixar o professor que for utilizd-lo mais motivado e seguro no momento de ministrar
as aulas desse contetdo.

Inicialmente, temos também a opinido de docentes sobre o Ensino de Conicas, ja que a
opinido de cada um deles € de grande valia para este trabalho, pois assim serd averiguado a
possivel utilidade do texto auxiliar na pratica.

No texto auxiliar, serd vista a parte tedrica das Conicas, exemplos, exercicios € propostas de
ensino. Ressalta-se que por ser um tutorial, até mesmo os conceitos considerados triviais serao
discutidos, pois isso possibilita um melhor entendimento do contetdo.

Todas as figuras apresentadas neste trabalho que ndo foram produzidas pela autora tem seus
créditos dados nas respectivas legendas. As que ndo tem os créditos foram produzidas pela

autora.
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2 CONSULTA A ALGUNS PROFESSORES

Para esse trabalho ser elaborado, foi necessario utilizar outros trabalhos como base, sendo
estes usados para vdrias pesquisas na drea da educacgdo, além da andlise dos conteido abordados
na BNCC. Pudemos perceber que o Ensino de Cdnicas nao tem papel de destaque no cotidiano
escolar dos alunos, com isso o presente trabalho busca opinides de professores quanto ao Ensino
de Conicas para atingir seu objetivo, que € desenvolver um material que os auxilie no ensino
desse conteudo.

Foi executada a metodologia de apuracdo de dados. Buscando coletar informacdes sobre
a importancia do Ensino de Conicas, foi aplicado um formuldrio para 30 professores para
que 0s mesmos expusessem suas experiéncias quanto ao topico, preservando o anonimato do
profissional.

O formulario foi elaborado usando o Google Formulario, como veremos nas Figuras 1, 2 e 3,

e continha os seguintes questionamentos:

Figura 1 — Formulério sobre o Ensino de Conicas.

A
Avava¥y  UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA

VA
u nesp ¥ 4ULIO DE MESQUITA FILHO"

Ensino de Conicas

Ana Clara Domingues

E-mail *

Seu e-mai

fonte: Producdo da prépria autora.
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Figura 2 — Formulério sobre o Ensino de Cdnicas.

Esse é um espaco para expor a sua opiniao quanto a sua experiéncia no ensino
de cbnicas, sinta se a vontade!! As respostas serao utilizadas no meu trabalho
de conclusao de curso € o seu anonimato sera preservado. Desde ja agradeco
imensamente sua participagao!

Nome *

Sua resposta

Leciona em escola *

(O Pablica
() Privada
O Ambas

No seu ponto de vista, qual a relevancia de ensinar conicas no ensino médio? *

Nenhuma O O O O O Muita

Como voceé avalia o seu dominio sobre o contetdo de cénicas? *

1 2 3 4 5

Pouco O O O O O Muito

fonte: Producdo da prépria autora.
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Figura 3 — Formulério sobre o Ensino de Cdnicas.

Com que frequéncia voceé leciona o conteudo de conicas? *

O Frequentemente (quase todos os anos)
O Eventualmente

O Raramente

O Outrao:

Qual o grau de interesse dos alunos em aprender esse conteudo? *
(O Grande

O Razoavel

(O Pequeno

O Outro:

Qual o grau de dificuldade que os alunos tem ao aprender esse contetudo? *

(O Nenhum
(O Razoével
O Muito
O outro:

Espaco aberto para dar sua opiniao sobre o Ensino de Cénicas.

Sua resposta

fonte: Producgdo da proépria autora.
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Ap6s o levantamento dos dados contidos no formulario, percebemos que:

Figura 4 — Redes de ensino em que os professores lecionam.

@ Publica
@ Privada
Ambas

fonte: Producdo da prépria autora.

Mais de 75% dos professores entrevistados trabalham na rede publica, conforme os dados da

| O A

Figura 5 — Nivel de relevancia de se ensinar Conicas no Ensino Médio.

15

10

fonte: Producdo da prépria autora.

Segundo os dados da [Figura 3 mais de 70% dos professores acreditam que o Ensino de

Conicas € relevante.

Figura 6 — Nivel do dominio sobre o contetdo de Conicas dos professores.

15

10

7 (23,3%)

fonte: Producdo da prépria autora.

De acordo com os dados da[Figura 6] 70% dos professores tém dominio do contetdo.
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Figura 7 — Frequéncia com que o professor leciona o contetido de Conicas.

@ Frequentemente (quase todos 0s anos)
@ Eventualmente
@ Raramente

@ Sigo os curriculos oficiais do municipio
& estado

@®5e9ano
@ Trabalho no fundamental
@ Comecei a dar aulas nesse semestre.

@ Nao posso mensurar nem sempre
leciono matematica

fonte: Producdo da prépria autora.

30% dos professores lecionam o contetido frequentemente, enquanto 30% lecionam o mesmo

raramente, segundo os dados da[Figura 7]

Figura 8 — Grau de interesse dos alunos em aprender esse contetido.

@ Grande

@ Razoavel

@ Pequeno

@ Nao tenho conhecimento

fonte: Producgdo da proépria autora.

Conforme os dados da[Figura 8 50% dos professores afirmam que hd pouco interesse dos

alunos em aprender o contetido.

Figura 9 — Grau de dificuldade que os alunos tém ao aprender esse contetdo.

@ Nenhum

@ Razoavel

@ Muito

@ Sao entender as formulas de conicas
@ Nao tenho conhecimento

fonte: Produgdo da prépria autora.

E 60% dos professores avaliam que os alunos t€ém muita dificuldade em aprender esse

contetido, de acordo com os dados da[Figura 9
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Além disso, tivemos algumas opinides sobre o Ensino de Conicas muito distintas entre si.
Entre os professores que acreditam na relevancia do contetido, foi discutido sobre a importancia
do seu ensino para compreensao de vdrias dreas do conhecimento e eventos no cotidiano do
aluno. Além disso, concordam que seria interessante que o mesmo fosse implementado com
mais exatiddo pelas escolas municipais, com apoio de laboratérios de matemética. Esses
contribuiriam para contextualizar onde os calculos serdo aplicados, com exemplos praticos com
o intuito de despertar o interesse dos alunos, ja os mesmos nao veem aplicabilidade. Também foi
mencionado sobre o grande problema enfrentado pelos alunos em relacio a abstragdo necessdria
para o modelamento matematico do problema, em visualizar as entidades matemadticas no plano
e, a partir dai, encontrar o equacionamento para a resolu¢dao do problema proposto.

Em contra partida, alguns professores acreditam que o Ensino de Cdnicas ndo € algo que é
interessante, pois segundo os mesmos, existem muitos outros conteidos que realmente fazem a
diferenca na vida do aluno e que existem assuntos mais importantes para serem abordados. Além
disso, também foi mencionado que em algumas regides, o contetido € cobrado apenas em escolas
de referéncia e o que ndo ocorre em escolas regulares. Também julgam que € um conteido
muito importante para formagao do aluno, porém, que necessita de um alto nivel de abstracao
e geralmente os alunos tém dificuldade nisso. E por ultimo, que os professores precisam de
capacitacdo e formagdo continua no assunto.

Com isso, vemos a importincia de desenvolver um material para auxiliar o professor, material
este que contextualiza o contetdo e traz consigo diversas formas de aborda-lo em sala de aula.

Inicialmente, apresentamos a origem do Estudo de Conicas, seu decorrer com o tempo e logo
em seguida, desenvolvemos a teoria do conteido, apresentando conceitos, defini¢des, exemplos,
formas de construir as curvas, questionamentos que podem ser feito aos alunos para realizar
discussdes sobre o conteudo, além de exercicios contextualizados sobre o conteddo com o intuito
de tornar o ensino-aprendizagem mais simples e atrativo.

Quanto as formas de construir as curvas, apresentamos alternativas para desenvolver o
conteudo utilizando o GeoGebra, um software livre de matematica dindmica e Material Concreto.
Também sdo apresentadas sugestdes de questionamentos que podem ser feitos aos alunos sobre
o que foi estudado.

Assim sendo, no capitulo 3 serd apresentado o Texto Auxiliar desenvolvido ao longo desse

trabalho e nossos comentdrios finais serdo manifestados no capitulo 4.
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3 O TEXTO AUXILIAR

O texto auxiliar tem o proposito de facilitar e motivar tanto o ensino quanto o aprendizado,
dando suporte ao professor e disponibilizando links do software GeoGebra que podem/devem
ser utilizados pelos alunos. Ele foi elaborado para professores, sendo assim, a parte do material
que os alunos certamente devem ter acesso sdo os links, que serdo disponibilizados ao longo do

texto, de acordo com sua aplicagdo no tema tratado.

3.1 BREVE CONTEXTO HISTORICO

Para compreender o presente € necessdrio conhecer o passado. Desse modo veremos a origem
de Conicas e seu decorrer com o tempo. Segundo Lopes (2011), praticamente todas as defini¢cdes

e propriedades conhecidas sobre Conicas ja haviam sido apresentadas por Apolonio.

"O interesse pelo Estudo das Conicas (Elipse, Hipérbole e Pardbola) prova-
velmente surgiu por volta do século IV a.C. e muitos foram os matemaéticos
que se dedicaram ao estudo destas curvas no decorrer da histéria.[...] A
importancia desta investigacao estd no fato de que praticamente todas as
defini¢des e propriedades hoje abordadas sobre estas curvas ja haviam sido
apresentadas na linguagem geométrica por Apolonio por volta do século II1

a.C.."(LOPES, 2011, p. 33).

3.1.1 O que sao Conicas?

O termo Conicas tem sua origem no século III a.C., na Grécia Antiga, € como o proprio

nome diz, se refere ao estudo dos cones.

Figura 10 — Superficie conica de revolucdo, onde a reta r representa o eixo de um cone e a reta s
a geratriz de um cone, que se cruzam no ponto V.

fonte: Producdo da prépria autora.
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A figura do cone, vem antes da geometria analitica, ou seja, antes do sistema de coordenadas,
que s6 foi introduzido no século XVII d.C.. Apresenta-se na[Figura [0jum cone de revolugao.
Note que essa é uma superficie infinita, ndo limitada. A constru¢do da superficie da[Figura 10]se
d4 por duas retas nio perpendiculares, r e s, concorrentes em V, onde a reta r serd o eixo do cone
e areta s serd a geratriz do cone. Mantendo a reta r fixa e girando a reta s em 360° em torno da
reta r, preservando o angulo entre as duas retas, a reta s constr6i uma superficie infinita de folha

dupla, separadas pelo vértice (V).

Figura 11 — Intersec¢do de um cone com planos perpendiculares a geratriz do cone, for-
mando uma Elipse (o < 90°), uma Pardbola (5 = 90°) e um arco de uma
Hipérbole (v > 90°), para diferentes angulos da geratriz. Link para o applet:
www.geogebra.org/3d/mmxzmkz8.

fonte: Produgdo da prépria autora.

Inicialmente, as Conicas eram figuras formadas na intersec¢do do cone reto simples com um
plano perpendicular a geratriz, como mostra a[Figura 11, Neste caso, a geratriz € um segmento

de reta que parte do vértice do cone e vai até um ponto P qualquer da curva que envolve a base,

como vemos na[Figura 12]

Figura 12 — Cone reto de apenas uma folha e limitado em tamanho (finito).

Vértice

fonte: Producdo da prépria autora.

Porém, Apoldnio descobriu uma propriedade que modificou esse conceito, como veremos a

seguir.
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3.1.2 Quem foi Apolonio?

Apoldnio (Figura 13]) € um grande nome da matemética em razdo de seu estudo em conicas.
Ele nasceu por volta de 262 a.C. em Perga, sul da Asia Menor (EVES, 2004, p. 198). Na época,
a Asia Menor compunha grande parte do territério da atual Turquia.

Figura 13 — Busto de Apolonio de Perga.

fonte: Bibmath (2022).

A partir de seus estudos percebeu-se que os planos que cortam o cone podem ter diversas
inclinagdes e que o cone ndo precisava ser reto, como o da[Figura 12] para fazer o estudo das

coOnicas, podendo ser o obliquo ou o escaleno. Além disso, passou-se a usar o cone duplo como

o da[Figura 19

Figura 14 — Cone duplo.

fonte: Producdo da prépria autora.
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3.2 O ESTUDO DE CONICAS

O Estudo de Conicas se da pela interse¢do de um plano e um cone duplo que gera as seguintes
curvas: Elipse, Pardbola e Hipérbole, representadas na [Figura I3]

Figura 15 — Intersec¢do de um cone duplo com um plano, formando uma Elipse, uma Parabola e
uma Hipérbole, dependendo da angulacao do plano.

i
. . y
- €
\ N - - N N
. . 0 S J
. . . S
. .
4 .
) .
o
: s

P Y.

fonte: Producdo da prépria autora. Link para o applet: www.geogebra.org/3d/k57huujq.

Lembrando que a intersec¢do de um plano com o vértice do cone pode ainda dar origem a

um ponto, uma reta ou duas retas concorrentes (Figura 16). Neste caso, sdo chamadas de cOnicas
degeneradas (GOUVEIA, 2022).

Figura 16 — Intersec¢@o de um cone duplo com um plano, formando um Ponto, uma Reta e duas
Retas.

=, =

fonte: Producdo da prépria autora.

As curvas tragadas no cone duplo variam de acordo com a inclinagdo do cone e com a

inclinagdo do plano que ird cortar o cone, como vemos na[Figura 15 para o caso de um cone
reto.

No aplicativo de Gaspar (2022), podemos visualizar interse¢des cOnicas, para diferentes
aberturas do cone e inclinag¢des do plano.

Nos topicos seguintes veremos em detalhes algumas propriedades de cada curva.
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3.2.1 Elipse
Nesta secdo vamos analisar a Elipse.

Figura 17 — Cone duplo sendo cortado por um plano gerando uma Elipse.

fonte: Produgdo da prépria autora.

Na|[Figura I7]temos um plano cortando o cone duplo gerando uma Elipse.

Quadro 1 — Defini¢do da Elipse.

Definicao 1: Considerando num plano, dois pontos fixos F” e F”, chamados focos, a curva
cuja soma das distancias de qualquer um de seus pontos até os dois focos € igual a um

valor constante é uma Elipse. (Figura 18)
fonte: Produgdo da prépria autora.

Figura 18 — Defini¢ao da Elipse.

P

fonte: Producgdo da prépria autora.

A Elipseﬂé uma curva simétrica em relagfo ao seu eixo maior, que une seus vértices A’ e A”

' Um pardmetro interessante das conicas que usualmente nio é discutido no Ensino Médio é o Latus Rectum de

uma conica. Na Elipse € um segmento ortogonal ao eixo maior, que passa por um dos focos e tem seus extremos
tocando a curva (CUEMATH, 2022).
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e também € simétrica em relacdo ao seu eixo menor, que une seus vértices B’ e B”, como se vé
na

Quadro 2 — Elementos da Elipse

Elementos: Os elementos que caracterizam uma Elipse sdo sete pontos, trés comprimentos
e um parametro chamado excentricidade.
7 pontos: Dois focos (F’ e "), dois vértices nos extremos do eixo maior (A’ e A”),
dois vértices nos extremos do eixo menor (B’ e B”) e o centro (C'), determinado pelo
cruzamento dos eixos maior € menor;
3 comprimentos: Eixo maior, eixo menor e distancia focal. Como as curvas sao simétricas,
utilizamos metade dos comprimentos denominadas semi-eixo maior (a), semi-eixo menor
(b) e semi-distancia focal (c).

fonte: Producdo da prépria autora.

Figura 19 — Elementos da Elipse. Sdo indicados 7 pontos e 3 comprimentos.

fonte: Producdo da prépria autora.

Assim, a Elipse € uma curva fechada, que contém no seu interior dois focos (F” ¢ F"'), dois
pontos nos extremos do eixo maior (A’ e A”) e dois pontos nos extremos do eixo menor (B’ e
B"). Além de pontos, vamos analisar também a distancia deles com relagio ao centro da Elipse
(C). O comprimento do eixo maior € 2a, do eixo menor 2b e a distancia focal é 2¢, como vemos
na

Além disso, a Elipse possui um parametro chamado excentricidade, indicado por e, que
quanto mais préximo de 1 € esse valor, mais achatada € a Elipse e quanto mais préximo de 0
€ esse valor, mais proximo de uma circunferéncia se torna a Elipse, como podemos ver nos

exemplos da

O valor da excentricidade se da pela razdo entre a semi-distancia focal e o semi-eixo maior:

o))

€ = —.
a

Quando a excentricidade € igual a e = 0, temos a circunferéncia que € um caso especial de

Elipse, que ocorre quando os focos estdo no mesmo ponto (centro da circunferéncia).
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Figura 20 — A Elipse a esquerda possui excentricidade préxima de 0,89 e a Elipse a direita possui
excentricidade proximo de 0,19.

E

Preossssssssess=

=

CEL LT Y

I PN

fonte: Producdo da prépria autora.

Quando temos um ponto P que estd sobre um dos extremos do eixo maior de uma Elipse,
podemos verificar que F’'P + F” P = 2a, pois observando a|Figura 21} vemos que o segmento
F'P tem inicio no ponto F” e fim no ponto A”, enquanto que o segmento ' P tem inicio no
ponto F e fim no ponto A”, com isso vemos que temos um segmento entre os pontos F’' e [ e
dois segmentos entre os pontos F” e A”. Como A'F’' = A”F”, entdo temos que a distincia entre
A'A" = A'F'+ F'F" + F" A” = 2a. Deste modo podemos concluir que a soma das distancias
de qualquer ponto da Elipse até cada um dos seus focos € igual ao comprimento do seu eixo

maior.

Figura 21 — Um ponto P coincidindo com um dos vértices do eixo maior.

BI

B"

fonte: Producdo da prépria autora.

Sendo assim, quando o ponto P estd sobre o ponto B’, temos que os segmentos F'P e F" P

sdo iguais, ou seja, F'P = F"P = a.
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Figura 22 — Triangulo Pitagérico (verde) na Elipse.

fonte: Producdo da prépria autora.

Com isso temos um triangulo retdngulo como na|Figura 22| onde os catetos valem be ce a

hipotenusa a. Dessa forma, podemos aplicar o teorema de Pitdgoras
a® = b+ (2)

Assim, a Equagdo (2) ¢ valida para qualquer Elipse.

Entdo, vamos dar inicio a geometria analitica, onde veremos a Elipse no plano cartesiano
(Figura 23)), que € um plano composto por dois eixos perpendiculares, onde um € responsdvel
pela coordenada horizontal (coordenada x) e o outro pela coordenada vertical (coordenada y),
tornando possivel encontrar a localizacdo de um ponto no plano, por um par ordenado (z, y).

Figura 23 — Elipse no plano cartesiano, centrada na origem € com 0 €ixo maior sobre 0 eixo .

Ay

Pz, y)

./

F'(—c,0) F"(c,0) X

v

fonte: Producdo da prépria autora.

Desta forma poderemos analisar a Elipse algebricamente nesse sistema. Nesse estudo,
utilizaremos apenas 0s casos em que o e€ixo maior e o eixo menor da Elipse sdo paralelos aos

eixos cartesianos. Considerando o caso de uma Elipse centrada na origem com o €ixo maior
sobre o eixo x, como mostrado na[Figura 23] podemos obter sua equagdo reduzida na forma:

72 y2
St =1 3)
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Isso pode ser demonstrado como mostrado no APENDICE B.

Figura 24 — Elipse no plano cartesiano, centrada na origem e com o eixo maior sobre o €ixo ¥.
I
F’(O,‘ c)

P(z,y)

<
”(0, —C)

fonte: Producdo da prépria autora.

No caso em que o eixo maior estd sobre o eixo das abcissas que € o eixo y, conforme a
podemos obter a equagdo reduzida da Elipse na forma:

2 g
b_2+$:1’ 4)

Agora que sabemos como ¢é a forma da equag@o quando a Elipse estd na origem, vamos ver o
que muda na equacao caso ela ndo esteja centrada na origem. Na [Figura 25| vemos duas Elipses

transladadas, onde o centro das curvas é C(zg, yo):

Figura 25 — Elipses com centro fora da origem, onde C'(, o).

Ay Ay

b = - - b = - -

’ L
X )(>

fonte: Producdo da prépria autora.

Quando a Elipse estd na origem o centro tem coordenadas C'(0,0). Se o centro estd no ponto
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C'(z0,y0), entdo a nova equagdo serd similar ao caso centrado na origem, apenas transladando os
eixos, deslocar = descontando o valor x e deslocar y descontando o valor de .

Quando o eixo maior da curva for paralelo ao eixo x do plano cartesiano, como na primeira

Elipse da a equagio serd da forma

(95 - xo)Q (y - ’yo)2
a? + 2 L

®)

e se 0 eixo maior da curva for paralelo ao eixo y do plano cartesiano, como na segunda Elipse
da[Figura 25| a equacdo serd da forma
2 2
(¥ — %) (x — o)

a2 + b2 =1 (6)

Na [Figura 26| temos um exemplo de Elipse transladada da origem.

Figura 26 — Elipse dada pela Equacao H

by

v

X
fonte: Producdo da prépria autora.
Seja a Elipse definida pela equacdo
x—4)? —1)?

25 9

Analisando a equagdo podemos encontrar o valor de a e b e com esses valores conseguimos
determinar o valor c e a excentricidade (e) da equagdo, como veremos a seguir.

Sabemos que a® = 25 e b* = 9 pois o valor de a é sempre maior que o valor de b. Sendo
a=+25eb=+9, temosquea =5eb = 3.

Substituindo os valores de a e b no Teorema de Pitdgoras, que vimos na Equac@o (2)), teremos
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V+ct=a>=3+c*=5=9+32=25=
=2c2=2-9=>c2=16=c=+V16=c=4.

Sabendo o valor de ¢, conseguimos encontrar a excentricidade dada pela Equacao (IJ), onde
e = (5) Temos entdo que e = (%) .
A equacdo reduzida é a melhor forma para analisar uma curva. Porém, tanto a Elipse quanto

a Hipérbole e a Pardbola podem ser escritas na forma geral, dada por:
k12? + koy® + kszy + kax + ksy + ke = 0, €))

onde k; sdo nimeros reais, com ¢ = 1,2, 3,4, 5, 6. Quando a cdnica ndo estd paralela ao eixo x
ou ao eixo y, temos que o termo k3 ndo € igual a 0. Neste trabalho consideraremos apenas os
casos em que ela ndo € inclinada, portanto sempre consideraremos k3 = 0. Assim sendo, a nossa

equacdo geral serd da forma:
kva® + koy? + kax 4 ksy + kg = 0, 9)

Note que qualquer equagdo na forma reduzida pode ser reescrita na forma geral e vice-versa. Por
exemplo, a Equacdo [/, que estd na forma reduzida pode ser escrita na forma geral abrindo os

termos ao quadrado e rearranjando a equacao, como dado abaixo:

(z—4)? (y-1)7°
— 1=
25 + 9
x2—8:z;+16_i_yz—Qx—l—l_1j
25 9 B
(31:2—895—1—16)><9+(y2—2:1:—|—1)><25_1:>
25 x 9 B

(2?2 —8x +16) x 9+ (y* — 2z + 1) x 25 = 225 =
022 — 727 + 144 + 25y — 50y + 25 — 225 =

922 + 25y — 72z — 50y — 56 = 0. (10)

Nesse caso, ky = 9, ko = 25, ky = —72, ks = —50 e kg = —56. Da mesma forma, podemos
partir da Equacao (10} e chegar na Equacao [/} Isso passa pelo processo de completar quadrados,

onde uma breve revisdo estd apresentada no APENDICE A.



3.2.2 Hipérbole
Nesta se¢dao vamos analisar a Hipérbole.

Figura 27 — Cone duplo sendo cortado por um plano gerando uma Hipérbole.

fonte: Producgdo da prépria autora.

Na [Figura 27| temos um plano cortando o cone duplo gerando uma Hipérbole.

Quadro 3 — Defini¢do da Hipérbole.

27

Defini¢do 2: Considerando num plano, dois pontos F’ e F” fixos, chamados focos, a curva
composta por dois arcos, cujo médulo da diferenca das distincias de qualquer um de seus
pontos até os dois focos € igual a um valor constante é uma Hipérbole.(Figura 28)

fonte: Producgdo da propria autora.

Figura 28 — Defini¢do da Hipérbole.

fonte: Produg¢do da prépria autora.
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A HipérboleE] € uma curva de dois arcos simétricos em relacdo ao seu eixo real, que contém
o centro C da figura, seus vértices A’ e A”, e seus focos F’ e F"”. Ela também é simétrica em
relacdo ao seu eixo imagindrio, que € perpendicular ao eixo real, passando pelo centro C' da
curva, como se vé na [Figura 29] Existem duas retas que se cruzam na origem e delimitam o
formato dos dois arcos da Hipérbole denominadas assintotas. O dngulo () entre as assintotas é

chamado de abertura.

Quadro 4 — Elementos da Hipérbole.

Elementos: Os elementos que caracterizam uma Hipérbole sdo sete pontos, trés compri-
mentos e um parametro chamado excentricidade.

7 pontos: Dois focos (F’ e F"), dois vértices nos extremos do eixo real (A’ e A”), dois
pontos nos extremos do eixo imagindrio (B’ ¢ B”) e o centro (C'), determinado pelo
cruzamento dos eixos real e imagindrio;

3 comprimentos: Eixo real, eixo imagindrio e distancia focal. Para o comprimento do
segmento A’ A” € atribuido o valor 2a, para o segmento B’ B” € atribuido o valor 2b e para
o segmento F’F" ¢ atribuido o valor 2c.

fonte: Producdo da prépria autora.

Figura 29 — Elementos da Hipérbole. Sao indicados 7 pontos e 3 comprimentos.

Eixo imaginario

Assintota 1 Assintota 2

0
-.nunununn
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
)
i
1
1
1

¢
&
=
e
a
B

B

2c

fonte: Producdo da prépria autora.

2 Um parametro interessante das conicas que usualmente nio é discutido no Ensino Médio é o Latus Rectum

de uma conica. Na Hipérbole é um segmento ortogonal ao eixo real, que passa por um dos focos e tem seus
extremos tocando a curva (CUEMATH, 2022).
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A Hipérbole possui um parametro chamado excentricidade, que € um valor maior que 1 e
quanto maior esse valor maior serd a abertura da curva. A excentricidade da Hipérbole se da pela

razao:

e=—. (11
a

A excentricidade da Hipérbole altera suas assintotas, fazendo com que o angulo entre elas

seja maior que 90° como na ou menor que 90° como na [Figura 31} o que muda a

abertura da curva pois as assintotas limitam as curvas, como veremos a seguir:

Figura 30 — Assintotas com angulo maior que 90°.

Eixo imaginario
L]

-
—— - — g o ———

fonte: Producdo da prépria autora.

Figura 31 — Assintotas com angulo menor que 90°.

Eixo imaginario

..

|

I

|

1

|

I

|
snsssnsnsasnshanansunnss

SasssssssssssnsnsnsnfunnnnannnnnnsdeiXO real

COTYPTTTTTTITCEPTPTYPITIT -3

fonte: Producdo da prépria autora.

A Hipérbole tem uma importante regra geométrica para encontrar os valores de a, b e ¢, onde
em um tridngulo retdngulo como na|Figura 32} os catetos valem a e b e a hipotenusa c.
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Figura 32 — Triangulo Pitagérico (verde) Hipérbole.

Eixo imaginario

B

A" F"

F !
o rerasni@ererassniann e Eixo real

Assintota 1 : Assintota 2

fonte: Producdo da prépria autora.

Assim, usando o Teorema de Pitdgoras, encontramos a seguinte equacao
A =ad+ 17 (12)

Analogamente ao que vimos para a Elipse, daremos inicio ao estudo da Hipérbole via
geometria analitica.

Desta forma poderemos analisar a curva algebricamente no sistema de coordenadas carte-
sianas. Nesse estudo, utilizaremos apenas os casos em que o eixo real e o eixo imaginario da

Hipérbole sdo paralelos aos eixos cartesianos.

Figura 33 — Hipérbole no plano cartesiano, centrada na origem e com o eixo real sobre o eixo z.

Aly

(m)'y)

F'(—c,0) F”(c,0)

fonte: Producdo da prépria autora.
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Considerando o caso de uma Hipérbole centrada na origem com o eixo real sobre o eixo z,

como mostrado na podemos obter a equagio reduzida da Hipérbole na forma:
22 P

Isso pode ser demonstrado como mostrado no APENDICE C.

Figura 34 — Hipérbole no plano cartesiano, centrada na origem e com o eixo real sobre o €ixo y.

Ay
F'(0)c) P(z,y)

F"(0}-¢)

fonte: Producdo da prépria autora.

Porém se o eixo real da curva for paralelo ao eixo y do plano cartesiano, a equagdo na forma

reduzida é dada por

=1 (14)

a?  b?

e seu grafico, como na|Figura 34

Para construir a Hipérbole sdo usadas duas assintotas que limitam as curvas da Hipérbole.
Para encontrar as equagdes das assintotas utilizamos quatro pontos (P1, P2, P3 e P4), como
vemos na

Nela estdo representados os pontos necessarios para sua construcio da curva (A’, A” B’ e
B"), e os pontos P1, P2, P3 e P4, que sdo necessarios para a construc¢do das assintotas.

Para calcular uma reta precisamos de dois pontos € como a assintota é uma reta faremos
o mesmo. Como vemos na [Figura 35| quando tragamos segmentos de reta a partir dos pontos
A’ A", B"e B”, teremos os pontos P1(zg — a,yo+b), P3(xo +a,yo +b), P2(xg+a,yo —b) e
P4(xo — a,yo — b), onde C(zo, o). Na figura a Hipérbole se encontra na origem, entao o centro
estd no ponto C'(0,0). Vemos que a assintota 1 se dd pelos pontos P1 e P2 e a assintota 2 pelos
pontos P3 e P4. Utilizamos esses dois pontos para encontrar a reta pois temos que usar pontos

de quadrantes opostos pelo vértice.
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Figura 35 — Pontos para construir as assintotas de uma Hipérbole.

fonte: Producdo da prépria autora.

Para encontrar a equacdo da assintota usaremos a equagao

(Y — yo) = m(z — ), (15)

onde (x,y) e (xg, yo) sdo pares ordenados e m € o coeficiente angular, que indica a inclinagéo
da reta.

Substituindo os valores da equacao por P1(—a,b) e P2(a,—b) , temos

(b= (=0)) =m(-a—a)

(2b) = m(—2a)
m:—2—b2>m:—9. (16)
2a a

Tendo o valor do coeficiente angular m, substituimos novamente na equagdo para encontrar
a reta, porém usando o valor de m e apenas um ponto da reta. Neste exemplo usaremos o ponto
P1.
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Figura 36 — Hipérbole equilétera centrada na origem e com o eixo real sobre o eixo y.

Assintota 1, — = ~

fonte: Producdo da prépria autora.

Na [Figura 36| vemos uma Hipérbole equilatera, ou seja, o valor de a e b sdo os mesmos,
fazendo com que suas assintotas sejam perpendiculares.

A equacdo das assintotas de uma Hipérbole equilatera centrada no origem sempre sera:

y=*tx (17)

Agora veremos o que ocorre quando a curva estd transladada da origem.

Figura 37 — Hipérbole transladada da origem.

C(xo,y0)

fonte: Producdo da prépria autora.
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Quando a Hipérbole esta na origem o centro tem coordenadas C'(0,0). Se o centro estd no
ponto C' (¢, yo) como na|Figura 37} entdo a nova equagdo serd similar ao caso centrado na origem,
apenas transladando os eixos, deslocar & descontando o valor x( e deslocar y descontando o
valor de gy, como veremos a seguir

2 2
(x — @) (¥ — %)

=1L (18)

se o eixo real for paralelo ao eixo x do plano cartesiano, ou

(y — 10)° o (x — 20)? —1, (19)

a? b2

se o eixo real for paralelo ao eixo y do plano cartesiano.
Na|Figura 38| temos um exemplo de uma Hipérbole transladada da origem:

Figura 38 — Hipérbole transladada da origem.

fonte: Produgdo da prépria autora.

E a seguir, vemos a equacdo da uma Hipérbole transladada da origem

_52 _22
(x16)_(y9):1' 20)

Pela equagio, vemos que o valor de a®> = 16 e b? = 9, entdo sabemos que a = 4 ¢ b = 3.

Assim, podemos encontrar o valor de ¢ pelo Teorema de Pitdgoras
A=+t =2=4+32=16+9=25=c=/25=5.
Tendo o valor do ¢, conseguimos calcular a excentricidade pela razao (g) Sendo assim
e=(3)
Como vimos no estudo da Elipse, a equacdo reduzida é¢ a melhor forma de analisar a equacao

da curva, porém ela pode ser escrita da forma geral da Hipérbole que é dada pela Equagdo [9]

onde k's sdo ndmeros reais.
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Note que qualquer equagdo na forma reduzida pode ser reescrita na forma geral e vice-versa.
Por exemplo, a Equacdo [20] que estd na forma reduzida pode ser escrita na forma geral abrindo
os termos ao quadrado e rearranjando a equagdo, como dado abaixo:

(x—52 (y-3)? _

1=
16 9

2 =10z +25 y*—6y+9

1
16 9 =

(> — 10z +25) x 9 — (y* — 6y +9) x 16

1
16 x 9 ~

(22 — 10z +25) x 9 — (y* — 6y +9) x 16 = 144 =
922 — 90z + 225 — 16y — 96y + 144 — 144 =

922 — 16y? — 90z — 96y + 225 = 0 (21)

Nesse caso, ky = 9, ky = —16, k4 = —90, k5 = —96 e kg = 225. Da mesma forma, podemos
partir da Equac@o [21]e chegar na Equacdo [20] Isso passa pelo processo de completar quadrados,

onde uma breve revisio est4 apresentada no APENDICE A.



3.2.3 Parabola
Nesta sec@o vamos analisar a Pardbola.

Figura 39 — Cone duplo sendo cortado por um plano gerando uma Parédbola.

fonte: Producgdo da prépria autora.

Na [Figura 39| temos um plano cortando o cone duplo gerando uma Pardbola.

Quadro 5 — Defini¢do da Parédbola.
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Definigdo 3: Considerando num plano, um ponto fixo F', chamado foco, e uma reta fixa
d, chamada diretriz, a curva cujos pontos sdo equidistantes ao foco e a diretriz é uma
Parébola.

fonte: Producgdo da propria autora.

Figura 40 — A Pardbola € o lugar geométrico equidistante do foco (/) e da reta diretriz (d).

fonte: Produgdo da prépria autora.
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Analisando a[Figura 40] se tragarmos um segmento de reta perpendicular a reta diretriz até
algum ponto da Pardbola e depois tragarmos um segmento de reta do mesmo ponto até o foco,

temos que os dois segmentos de reta tem 0 mesmo tamanho.

Quadro 6 — Elementos da Parabola.

Elementos: Os elementos que caracterizam uma Pardbola sdo dois pontos, uma reta e um
comprimento denominada parametro.
2 pontos: Os pontos sdo o foco (F') e o vértice (V);
1 reta: A reta diretriz, que € perpendicular ao eixo de simetria da Pardbola,que passa pelo
foco (F) e pelo vértice (V);
1 comprimento: E a distancia (p) entre o foco e a reta diretriz. Note que o vértice (V) se
localiza no ponto médio desse segmento.

fonte: Producdo da prépria autora.

Figura 41 — Pardbola e seus elementos.

/

NS

fonte: Producdo da prépria autora.

Assim, a Paréboleﬂ € uma curva aberta infinita, com um vértice (V') sendo ponto miximo ou
minimo da curva, um foco (F) e uma reta diretriz (d) que dista p do vértice, como vemos na
A distancia desses elementos denomina-se pardmetro (p). Sendo assim a distancia
entre [’ e V e entre V' e a reta diretriz (d) é de

dist(F,V) = dist(V,d) = g. 22)

Para encontramos a reta diretriz s6 precisamos do valor de (g) e do valor de y do vértice

(V(x, X)), se a Parabola estiver no eixo x e do valor de x do vértice (V' (x,y)), se a Parabola

3

Um parametro interessante das cOnicas que usualmente ndo € discutido no Ensino Médio é o Latus Rectum
de uma conica. Na Pardbola € um segmento paralelo a reta diretriz, que passa pelo foco e tem seus extremos
tocando a curva (CUEMATH, 2022).
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estiver no eixo y e a reta se dé pela equagdo y = £ (12—’) + X, se a Pardbola estiver no eixo x e
v==+(5)+y.

Da mesma forma que vimos para a Elipse e para a Hipérbole, daremos inicio ao estudo da
Pardbola via geometria analitica. Desta forma poderemos analisar a curva algebricamente no
sistema de coordenadas cartesianas.

Nesse estudo, utilizaremos apenas os casos em que a reta diretriz € paralela a um dos eixos

cartesianos.

Figura 42 — Parédbola no plano cartesiano, com o vértice na origem, concavidade voltada para
cima e com a reta diretriz paralela ao eixo x.

Ay

fonte: Producdo da prépria autora.

Quando a reta diretriz € paralela ao eixo x, com o vértice na origem e concavidade voltada
para cima, como na[Figura 42| tem a equagao na forma reduzida, dada por:

z? = 2py. (23)

Isso pode ser demonstrado como mostrado no APENDICE D.
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Figura 43 — Pardbola no plano cartesiano, com o vértice na origem, concavidade voltada para
baixo e com a reta diretriz paralela ao eixo .

Ay

fonte: Producdo da prépria autora.

Quando sua concavidade estd voltada para baixo, conforme a|Figura 43| temos a equagdo da
Pardbola dada por:

2 = —2py. (24)

Figura 44 — Parabola no plano cartesiano, com o vértice na origem, concavidade voltada para a
direita e com a reta diretriz paralela ao eixo y.

o4

fonte: Producdo da prépria autora.
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Quando a reta diretriz € paralela ao eixo y, com o vértice na origem e concavidade voltada
para a direita, como na tem a equagdo na forma reduzida, dada por:

y* = 2pz. (25)

Figura 45 — Parabola no plano cartesiano, com o vértice na origem, concavidade voltada para a
esquerda e com a reta diretriz paralela ao eixo y.

4y

P(z,y)

L}

fonte: Producdo da prépria autora.

Quando sua concavidade estd voltada para a esquerda, conforme a[Figura 45| temos a equagio
da Parabola dada por:

Y = —2pz. (26)

Agora veremos quando a Pardbola ndo estd na origem, como na

Quando a Pardbola estd na origem o centro tem coordenadas C'(0,0). Se o centro estd
no ponto C(zo, o), entdo a nova equagdo serd similar ao caso centrado na origem, apenas
transladando os eixos, deslocar x descontando o valor x e deslocar y descontando o valor de v,

COmo veremos a SegU.ir
(z — x0)* = 2p(y — vo), 27

quando a curva € simétrica no eixo y e

(y — y0)* = 2p(z — z0), (28)
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Figura 46 — Pardbola transladada da origem.

4y

V(x0,yo0)

fonte: Producdo da prépria autora.

quando a curva € simétrica no eixo x. Lembrando que essa € a forma reduzida da equacao.
Agora veremos um exemplo aplicado.
Sabendo que a Pardbola da[Figura 47 tem como foco o ponto (4,0) e tem como diretriz a

equacgdo y = —2, escreva a equagao da Pardbola.

Figura 47 — Pardbola com vértice em V' (4, —1).

4y

fonte: Producdo da prépria autora.

Como vimos no estudo da Elipse e da Hipérbole, a equacao reduzida € a melhor forma de
analisar a curva. Sabendo as coordenadas do foco e a equagdo da reta diretriz, conseguimos

encontrar as coordenadas do vértice (1), pois o vértice fica no meio do caminho entre o foco e a
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diretriz. Como p € a distancia entre o foco e a diretriz, temos neste caso que p = 2. Entdo, o

vértice estard no ponto V' (4, —1). Substituindo esses valores na Equagao[27, temos

(r—4)?=2y+1) = (29)

A partir desta equacdo na forma reduzida podemos obter a equacdo dessa pardbola na forma
geral, que é dada pela Equagdo [9) onde £’s sdo nimeros reais. Com isso vamos reescrever a

equacdo reduzida na forma geral fazendo:
22 -8+ 16 =2y +2 =

2?2 —8x+ 14 =2y =
2

y:%—4x+7:>

ZE2

?—456—3/4—7:0. (30)

Note que qualquer equagdo na forma reduzida pode ser reescrita na forma geral e vice-versa.
Por exemplo, a Equagdo[29] que estd na forma reduzida pode ser escrita na forma geral como na
Equagio[30] abrindo os termos ao quadrado e rearranjando a equagdo. Lembrando que a equagio
geral tem a forma:

kia® + kay® + ksw + kay + ks = 0.

Nesse caso, k| = % ko =0, ky = —4, ks = —1 e k¢ = 7. Da mesma forma, podemos partir
da Equac@o [30]e chegar na Equagdo[29] Isso passa pelo processo de completar quadrados, onde
uma breve revisio estd apresentada no APENDICE A.

Na tabela a seguir temos um resumo das caracteristicas das curvas analisadas.

Tabela 1 — Caracteristicas basicas das curvas.

| Conica | Excentricidade | Curva | Equagio |

7 2

Elipse e<l1 Fechada + L
a2 b
» >y

Hipérbole e>1 Aberta — —==1
a? b2

Pardbola e=1 Aberta % = 2py

fonte: Producdo da prépria autora.

Na sec¢do seguinte, serd sugerida uma forma alternativa de desenhar as curvas em sala de
aula, seguindo a proposta de tornar o aprendizado mais interessante e dessa forma prender a

atencao do aluno.
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3.3 FORMAS DE CONSTRUIR CONICAS

Nesta secdo veremos possiveis formas de construir as curvas, analisando sua estrutura. A
primeira sugestdo seria usando o GeoGebra, uma op¢ao que une o conteido com a tecnologia, o
que € interessante para o aprendizado dos alunos por ser uma metodologia diferente da tradicional.
Também focando em tornar o aprendizado mais interessante, temos uma segunda sugestdo que ja
¢ de conhecimento de boa parte dos professores, porém de grande valia quanto ao aprendizado,

que € a constru¢do de curvas com linha e régua.

3.3.1 GeoGebra

Conforme encontrado no site do préprio software, que tem o logotipo representado na
0 GeoGebra é um software de matematica dindmica para todos os niveis de ensino que
reune Geometria, Algebra, Planilha de Calculo, Graficos, Probabilidade, Estatistica e Calculos
Simbdlicos em um utnico pacote facil de se usar. Ele se tornou um lider na drea de softwares de
matemadtica dinAmica, apoiando o ensino e a aprendizagem em Ciéncia, Tecnologia, Engenharia
e Matematica (GEOGEBRA, 2022.).

Figura 48 — Identidade visual do GeoGebra.

GegoGebra

fonte: Producdo da prépria autora.

O GeoGebra é um bom meio para desenvolver o estudo atualmente, pois o contato dos alunos
com a tecnologia digital aumentou de forma significativa nos dltimos anos. O propdsito desse
tépico € mostrar, de maneira simples, como construir as curvas, além de disponibilizar applets
de minha autoria, que ja contém as curvas prontas, possibilitando aos alunos modificar as curvas
a partir de seus elementos.

O software gera as curvas de duas formas, pela equacao dada ou pelos elementos. Quando
dada a equacao, o software gera de forma automadtica a curva, porém nosso foco é a constru¢cao
da curva em si. Apresentaremos o que ele tem para nos oferecer quanto as conicas, lembrando
que ele € um bom software para diversas construgdes.

Para acessar o software temos dois caminhos: um acessando direto na pagina da internet e
outro, baixando o aplicativo, tanto no computador quanto no celular. Todavia o aplicativo no
celular tem certas limitacOes que inviabilizam realizar todas as atividades presentes neste texto.

Entao para baixar o aplicativo no computador, acesse o link: www.GeoGebra.org/calculator
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e clique na opcdo baixar aplicativos no lado esquerdo da tela. Assim aparecerdo os varios
aplicativos do GeoGebra na tela. Baixe o aplicativo Calculadora Grdfica e instale no computador.
Na internet podem ser encontrados alguns videos que auxiliam na instalacdo, como o do canal,
no YouTube, O Geogebra (2020). Na[Figura 49| temos a tela principal do GeoGebra. No lado
esquerdo da tela, temos varias ferramentas. Rolando a barra, chegamos na parte de conicas,
porém usaremos algumas ferramentas complementares fora dessa sec¢do, por exemplo, pontos e
retas, necessarios para a construcio das curvas. Dessa forma, ndo € necessario fazer o download

do software.

Figura 49 — Pagina inicial do GeoGebra.

= GeaGebra Calculadora | A/ Gréfca - <
Ferramentas Basicas o
@ ! 5
Algebra I Sl =
Mover Ponto Controle I 4
@ Deslizante
Fenamentas >‘\/ {\/ f\j | :
Intersecdode  Otimizagan Raizes
— Dois Objetos
m o 2
Tabsla. .
Reta de
Regressan F 1
Editar
..... -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 a 1 2 3 4 5 6 7 8
. & r 4
Selecionar Mover Janela  Apagar -1
Objetos de
L]
AA | =
Exibir / Exibir /
Esconder Esconder
L -3
Midia a
] ABC I s
Inserir Texto e‘
Imagem ! 5
. ra
Medigdes =

fonte: GeoGebra (2022).
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3.3.1.1 Elipse

Como vimos na defini¢do 1, a Elipse é composta dos dois focos e pelos seus quatro extremos,
porém para a construcdo desta no GeoGebra, so precisaremos dos dois focos e de um ponto na

curva. Conseguimos fazer isso através do comando Elipse, pois a partir dele definimos os trés

pontos e temos a Elipse, como vemos na[Figura 50

Figura 50 — Construcdo da Elipse.

= GeoGebra Calculadora | NV Grfica ~ <
. - \
= B 2 o
E Poligano Paoligono Poligono I 5
~ Regular  Semideformave
Algebra
> .
@ Poligano
Feramentas Rigido i 3
Circulos
-— 3
m @ 'c) c
Tabela had
Circulo dados  Compasso  Semicirculo
Centro e Um I T
@ Q ¥
*d
Circule: Circulo Arco Circular -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 4] 1 2 3 a 5 6 7 8
Centro & Raio  definido por
J 4 < I 7
Arco Setor Circular Setor
Circuncircular Circuncircular 2
Conicas
-3
-4
-5 -
Hiperbole -
= GeoGebra cCalculadora | A Grilica ~ <
C] [
(O] C) . Lo
i 5
E Circulo dados  Compasso  Semicirculo
Flgebra Centro e Um
® Q ) I 4
@ Circulo Circulo Arco Circular
Femamenias Ceniro & Raio  definido per
A
2 4 D
-
m Arco  SelorCircular  Setor
Tabela Circuncircular Circuncircular
Conicas
~ B
© O .
Elipse Conica por Pardbola B - b e 1 2 3 4 5 6 7 8
inco Pantos
A
Hipérbole
Transformar
L -3
0 . -~
x K o Q
Reflexdo em Reflexdo em Translagao por I -4
Relagioa Relagdoaum um Vetor @\
. ia s
B - AN I _
' 5 ra
Rotagioem  Homotetia nversdo =
Toro de um

fonte: Producdo da prépria autora.

No link abaixo, temos uma construcao pronta da[Figura 51| onde € possivel alterar o valor de
alguns elementos.



Link: https://www.geogebra.org/calculator/mauwv3ba.

GeaGebra calculadora

a=8 :
6 —— 10 ()
b=6 :
10.0% 107 —g@ & ()
yo =34 :
5 —— 5 (3)
xo = -4.1 H
5 lf— 5 @
eql: (x + 41)2 /82 + (y- 3.4F /
C = (xe,v0)

— (41,34

c=1 :
5 — 5 (D)
eq2 = v/a? — b

— 5.2015026221292

p=val-b?

— 5.2015026221292

Figura 51 — Elipse transladada da origem.
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A/ Grafica ~ <
x0=-41 o]
yo=3.4
18 / 4 B 8 10 12
Q
Q

fonte: Producdo da prépria autora.
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3.3.1.2 Hipérbole

Para construir a Hipérbole s6 iremos precisar de trés pontos, os dois focos € um ponto na

curva (definicdo 2), da mesma forma que fizemos na Elipse, como vemos na[Figura 52|

Figura 52 — Construcao da Hipérbole.

= GeoGebra cCalculadora | A/ Grafica ~ <
Circulos : ~ o
B = I 5
(=
Algebra @ R -
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Centro e Um
SO BRI R
Feramentas ' I 3
Circule: Circulo Arco Circular
Centro & Raio  definido por
i f 2
A
I
- W
Arco Setor Circular Setor
Circuncircular Circuncircular I T
Conicas
—~ \ -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
© o %
Elipse Conica por Pardbola I -1
Cinco Pantos
-2
Hipérbole “
-3
-4
-5 ra
La
= GeaGebra Calculadora | /V crafica ~ <
Circulos L ol
] i
(]
Algebra @ Rl o
Circulo dados  Compasse  Semiclrculo &
Centro e Um
SRR B
Ferramentas ' 3
Circulo Circulo Arco Gircular
Centro & Raio  definido por
in 2
IS
- S T
Arco Setor Circular Setor
Circuncircular Circuncircular T
Cénicas
@ C ;‘. i -2 -1 0 1 9
<
Elipse Conica por Pardbola -1
Cinco Ponfos
b -2
Hipérbole “
-3
Transformar @,
\ . e -4
+ . w [}
Reflexao em Reflexao em Translagdo por, |
Relagioa Relagioaum  um Vetor -5 .
. N \ La
Ee . NS A

fonte: Producdo da prépria autora.

No link abaixo, temos uma construcao pronta da|Figura 53| onde € possivel alterar o valor de
alguns elementos.

Link: https://www.geogebra.org/calculator/wktytuzs8.
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Figura 53 — Hipérbole transladada da origem.

Agebra

&

Femamentas

Tabela

GeaGebra cCalculadora A crfica ~ <
a=26 H
@
5 e—— 5 ()
b=2 :
O]
5 —— 5 ()
xo =2 :
@
5 e 5 ()
yo=19 H
5 ——— 5 ®
eql: (x-2)2 /262 - (y- 19y 1 22
-7
c=va+b?
— 3.2802438933713
® F' = (x0—c,yo)
— (-1.2602438933713, 1.9)
F' = (v + 5,30)
. .
— (5.2802438033713, 1.9) assintota 2
2 2 i
O f.y—ﬁx—ﬂ-Zﬁ-l.-

fonte: Producgdo da prépria autora.
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3.3.1.3 Parabola

Como ja foi visto na definicdo 3, a Pardbola precisa apenas do seu foco e da sua reta geratriz
para ser construida. Para sua construc¢do, precisaremos do foco e da reta diretriz da Pardbola,
entdo teremos que colocar um ponto representando o foco e uma reta por meio da ferramenta
reta por dois pontos, ou clicando um dos eixos (na[Figura 54| utilizamos o eixo x) para ser a reta

diretriz e logo apds clicar em um ponto qualquer para ser o foco da Pardbola, como vemos na

O l
S
. ~ 2
Figura 54 — Constru¢do da Pardbola.
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— - e —
© = T
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T Conlcas
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o o -
~
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Cinco Pontos -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
- H
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-2
Transformar
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-4
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. - —
O] G r
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E Centro e Um
Algebra ® (@] 'kl
Cireulo: Circulo Arco Circular
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Feramentas 3 ‘:\J &y
p— Arco Setor Circular Selor
m Circuncircular Circuncircular
T Conlcas
© a -
~
Elipse Cénica por Parabola
Cinco Pontos -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 ] 1 2 3 4 5 6 7 8 9
3 H
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e e a
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fonte: Producdo da prépria autora.
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No link abaixo, temos uma construgdo pronta da[Figura 53] onde é possivel alterar o valor de

alguns elementos.

Link: https://www.geogebra.org/calculator/grém7tvy..

Figura 55 — Pardbola com vértice fora da origem.

= GCeaGebra calculadora M crifica - <
x0 = 3.7 H ! x0=3.7
o e
] 5 — 5 (F)
Hgsbra yo=06
yo =06 H
s @ venizy -
5 —— 5 @ reta diretrizy = -1.1
d=-11 :
m @ 5 5 ®
5 e
Tabela
V = (xo0,y0) i
@
— (37.06)
[ ] fry=-11
R L e I |
o g : Perpendicular(V, f) H Ha diretriz o
—x=37
2
A = Intersegdo(f, g)
C -3
— (37,11
F = Reflexio(A, V) H =i
@ S
- (37.23) = Q
< : Parabola(F, f) H s
g — x2-T.4x- 6.8y =-17.77

fonte: Producdo da prépria autora.
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3.3.2 Material Concreto

Neste topico traremos as curvas de uma forma diferente da que vimos anteriormente. Veremos
como construir as curvas com lapis, régua, esquadro de 90°, linha de costura (ou qualquer fio
inextensivel), tachinhas, folha de papel EVA e folhas de sulfite, lembrando que os utensilios
podem ser adaptados a partir de sua disponibilidade.

Essa ideia surgiu a partir da leitura de duas dissertagdes de mestrado, a primeira de autoria de
Juracélio Ferreira Lopes (UNESP - 2011) e a segunda de autoria de Alexander Vallo de Siqueira
Borges (UFSJ - 2014), que mostraram com clareza a importancia dessa alternativa no Ensino de
Conicas. Essa atividade deve ser realizada em dupla.

No video da Associacdo Atractor - Matematica Interactiva (2019) encontramos o passo a

passo para construir as curvas.

3.3.2.1 Elipse

Para a construcdo da Elipse precisaremos de:

2 Tachinhas (representando os dois focos);

1 Linha de costura, maior que 2c (distancia entre os dois focos);

1 Lapis;

1 Folha de EVA;

1 Folha de sulfite.

Primeiro vamos cortar o EVA em quatro partes iguais, como representado na
Em seguida, empilharemos os quatro retangulos de EVA, com uma folha de sulfite sobre eles
e fixaremos tudo com tachinhas nas extremidades. Faremos isso para que as tachinhas fiquem

firmes e ndo machuquem.

Figura 56 — Representagdo da folha de EVA. Recortar no pontilhado.

(

fonte: Producdo da prépria autora.

Em seguida, fixe duas tachinhas (focos) na folha de sulfite em cima do EVA e prenda as
extremidades da linha nas tachinhas (o comprimento da linha deve ser maior que a distancia
entre os focos, pois corresponde ao comprimento do eixo maior da Elipse). Deslize com o 14pis

esticando a linha. Apds percorrer por todas as extremidades, teremos a Elipse, como [Figura 57
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Figura 57 — Construgao da Elipse.

fonte: Producdo da prépria autora.

3.3.2.2 Hipérbole

Na constru¢ao da Hipérbole usaremos:

2 Tachinhas (representam os dois focos);

1 Régua;

1 Linha de costura, do tamanho que seja menor que a distancia das duas tachinhas;
1 Folha de EVA;

1 Folha de sulfite.

Usaremos o mesmo EVA do tdpico anterior para usar como base para apoiar a folha de sulfite.
Ap6s fixar as duas tachinhas (focos) na folha de sulfite em cima do EVA, iremos prender uma
extremidade da linha em uma das tachinhas e a outra na ponta da régua (o comprimento da linha
deve ser bem maior que a distancia entre os focos), enquanto isso a outra ponta da régua sera

apoiada na outra tachinha. Mantendo a linha esticada, deslizaremos o ldpis por toda a régua, para
obter um dos arcos de Hipérbole, como na[Figura 58] O outro arco é obtido de forma andloga.

Figura 58 — Construcao da Hipérbole.

fonte: Producdo da prépria autora.
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3.3.2.3 Parabola

Ja na Parabola, usaremos:

1 Tachinha (representando o foco);

1 Esquadro de 90;

1 Régua;

1 Linha de costura, do tamanho do maior cateto do esquadro;

1 Folha de EVA;

1 Folha de sulfite.

Usaremos o mesmo EVA que usamos na Elipse, trocando a folha de sulfite por uma nova.
Conforme mostrado na[Figura 59 fixe a régua paralela ao lado maior da folha (ela estard paralela
a reta diretriz), com as tachinhas fixe a tachinha na folha de sulfite em cima do EVA e em seguida,
fixe uma tachinha que representard o foco da Pardbola. Depois, prenda uma extremidade da linha
na tachinha (foco) e a outra extremidade no esquadro. Apés apoiar o esquadro sobre a régua,

coloque o l4pis de modo a deixar a linha esticada. Finalmente, deslize o esquadro por toda a
régua, para obter a Pardbola, como vemos na

Figura 59 — Construcao da Parabola.

fonte: Producdo da prépria autora.
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3.4 QUESTIONAMENTOS PARA SEREM FEITOS AOS ALUNOS

Apés construir as curvas € importante questionar os alunos se eles percebem algumas
propriedades das curvas. Nesse sentido, o objetivo desse topico € analisar algumas propriedades
de cada curva. Para a realizacdo da analise, serd disponibilizado um link do GeoGebra para
cada curva, onde tanto os professores quanto os alunos poderdo interagir com o grafico e, assim,
analisar o que ocorre na curva.

Para iniciar a andlise, deve ser questionado aos alunos qual o eixo de simetria das curvas, ja
que todas as curvas tem eixo de simetria (reta que divide a curva em duas partes simétricas).

Essas sdo apenas algumas sugestdes para iniciar os questionamentos.
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3.4.1 Elipse

Se tragarmos dois segmentos de reta, um partindo de F’ e o outro de F”, com os dois se
encontrando em um ponto P da curva. Como conseguimos descobrir que a soma das duas
distancias € igual a 2a?

Como podemos ver na[Figura 60 dois segmentos se sobrepde no trecho que vai de F” ao
A", com isso percebemos que de fato |F'P| + |F”, P| = constante = 2a. Isso também ocorre

quando o ponto P estd sobre o ponto A’.

Figura 60 — Ponto P no ponto A”.

B!

B"

fonte: Producdo da prépria autora.

Além disso, em quais extremos da Elipse o ponto P tem que estar para que as distancias
tenham o mesmo valor?

Como vemos na quando o ponto P estd sobre o ponto B’ temos um tridngulo
isosceles, com lados iguais os seguimento dist(£”, P) e dist(£"”, P) ou dois tridngulos retingulos.
No tridngulo retangulo podemos ver que um cateto mede c e o outro b e consequentemente a
hipotenusa ser4 a, portanto, a> = b? + ¢?. Isso também ocorre quando o ponto P esté sobre o

ponto B”.

Figura 61 — Ponto P no ponto B’.

BII

fonte: Producdo da prépria autora.
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Link: https://www.geogebra.org/calculator/wnywvmda.

3.4.2 Hipérbole

Se tracarmos dois segmentos de reta, um partindo de F” ¢ o outro de ', com os dois se
encontrando em um ponto P da curva. Como conseguimos descobrir que a subtracdo das duas
distancias € igual a 2a? Independente do local na curva em que o P estiver, sempre se manterd a

propriedade
|PF'| — |PF"| =constante= 2a

COmMoO vemos na|rigura O

Figura 62 — Ponto P no eixo dos focos.

fonte: Producdo da prépria autora.

Lembrando que a Hipérbole tem dois arcos infinitos, por isso no GeoGebra o ponto sai de
uma curva e vai para a outra.

Link: https://www.geogebra.org/calculator/jsyc9nkh.
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3.4.3 Parabola

Se tragarmos dois segmentos de reta, um partindo de F' e o outro de um ponto qualquer
da reta diretriz, com os dois se encontrando em um ponto P da curva. Como conseguimos as
distancias tém o mesmo valor?

Independente do ponto em que a reta esteja cortando a distincia entre o ponto e a reta diretriz

serd sempre a mesma do ponto ao foco da Parabola pois
dist(P, Q) =dist(P, F).

Outro ponto interessante de ser questionado €, porque quando o ponto P estd sobre o vértice
temos a menor distancia entre os dois segmentos ja discutidos?
Como podemos ver na a menor distancia se dd no vértice da Pardbola, pois o

vértice € sempre 0 ponto maximo ou minimo da Pardbola.

Figura 63 — Menor distancia de F' até a reta diretriz.

o=90° ofQ

fonte: Producdo da prépria autora.

Link: https://www.geogebra.org/calculator/pvygmcSk.



58

3.5 SOLUCIONANDO PROBLEMAS

O Estudo das Conicas € aplicado em varias dreas do conhecimento, como astronomia,
fisica, engenharia, etc, e podem ser paraboloides receptores como parabdlicas ou emissores como
lanternas; também € possivel dizer o trajeto de particulas no campo elétrico ou até mesmo o trajeto
de elementos celestes, como planetas, satélites, etc, o que torna possivel a interdisciplinaridade
ser desenvolvida na escola.

Sendo assim, neste topico veremos como utilizar as conicas para explicar possiveis situagdes
que ocorrem em nosso cotidiano. O tema serd abordado com exercicios de grandes vestibulares e
provas em geral, com resolu¢des comentadas. Além de exercicios para o Ensino da Matemdtica
da Faculdade de Ciéncias da Universidade de Lisboa, no ano lectivo 2000/2001 (FCUL).

3.5.1 Exercicios

1- (FCUL - Adaptada) Cometa Halley, oficialmente designado 1P/Halley, ¢ um cometa periddico,
visivel na Terra a cada 75-76 anos. O Halley € o tinico cometa de curto periodo que é regular-
mente visivel a olho nu da Terra, e o inico cometa a olho nu a aparecer nos céus duas vezes
durante uma s6 geragdo humana. A tltima apari¢ao dele foi em 1986, e seu retorno estd marcado
para 2061. Sua 6rbita € bastante eliptica, onde seu periélio (menor distancia em relagdo ao corpo
ao qual orbita, neste caso o Sol) € de 0,6 ua (uma ua — unidade astronémica — corresponde a
149.598.000 km), passando entre as Orbitas de Merctrio e Vénus e seu afélio (maior distancia

em relacdo ao Sol) € de 35 ua, quase a distancia até a 6rbita de Plutdo.

Figura 64 — Figura representando a 6rbita do Cometa Halley.

-.“\:""'"'""" ''''''
",.—‘ Cometa Halley TTeell
... o/Focol Foco 2s .
Periélioge e @ rereercrsncnncnnciercensisnsascssscascsncsssssnsssnasscssssannes P 1 Afélio
\ !
v
"~.‘_~ e’

fonte: Producdo da prépria autora.

Sabendo os valores do periélio e do afélio da 6rbita do cometa, encontre a equacdo da d6rbita com
relacdo aos eixos Oxy onde a origem coincide com o centro da érbita € 0 seu eixo maior esteja

sobre o eixo x, e determine sua excentricidade.

Resposta: Temos que o valor do periélio € de 0,6 ua e do afélio é de 35 ua. Com isso, somando
os dois valores temos que o valor do eixo maior € de 35,6 ua ou seja, 2a = 35,6 = a = 17,8¢

subtraindo os valores temos o valor de 2c = 34,4 = ¢ = 17, 2, ou seja a distancia focal.
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Com esses valores, podemos calcular o valor do eixo menor a partir do Teorema de Pita-

goras, Equagdo (2)):
a? =0+t = 17,8 =1 +17,22 = 316,84 = b? + 295,84 =
= b? =316,84 — 295,84 = b> =21 = b= /21 = b= 4,58.

Com o valor de a e b, conseguimos escrever a equagao da curva:

.'172 y2 SC2 y2
=1= — =1
(7.8 (@ 532 316,84 | 21

E conseguimos encontrar o valor de sua excentricidade, pela Equagdo (T

c 17.2
—=>e=—"=¢€=0,96
e ‘T Ars T T

e =

2 - (FCUL - Adaptada) A primeira vista, parece que a natureza criou um circulo perfeito
mas ao olhar um pouco mais vocé vai perceber que esta visdo deslumbrante € o resultado de uma
ilusdo de 6tica. Uma ponte chamada Ponte do Diabo, com um arco de uma ponte tem a forma
aproximada com a de uma semi-elipse de 50 m de base e 18 m de altura. Pretende-se colocar
duas colunas de 10 m de altura, como se indica na figura, para limitar a zona de passagem dos

barcos. A que distancia vao ficar as colunas uma da outra?

Figura 65 — Foto da Ponte do Diabo em Kromlau, Alemanha.

fonte: Adaptado de Lorenzi (2022).

Resposta: Fixemos um referencial de tal modo que o centro da elipse seja: C(0,0), o semi-
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eixo maior (a) seja 25 e o semi-eixo menor (b) seja 18. Nestas condic¢des, a equacdo da elipse sera:

172 2

am—
625 * 324

Como vimos na Equagio (3).

Substituindo y por 10 temos:

x? +102 N 22 +100_1;$ 22 _1_100;x

625 324 625 324 625 324

22 224 , 224 140000

= = = 2 2 = 2 - 432

GoF 324=>a: 324><6 5=z 591 = 32,099 =

r = +/432,099 = x = 20,8
2 x 20,8 =41,6
As colunas vio ficar, deste modo, a distincia de 41.6 metros uma da outra.

3 - (CESGRANRIO - 2018) Uma camara dos sussurros é um espaco em que, se duas pes-
soas estao nas posi¢des especificadas como foco, elas podem falar entre si, mesmo sussurrando,
a uma distancia consideravel. Isso porque os painéis colocados atrds delas sao partes de uma

mesma elipse cujos focos sdo as posicoes das cabecas das pessoas.

Na camara de sussurros representada na figura (em vermelho) a seguir, a distancia entre as

duas pessoas € de 20 m, e a distancia de cada pessoa até um vértice da elipse é de 2 m.

Figura 66 — Camera de sussurros.

fonte: Adaptado de CESGRANRIO (2018).

Qual a equacgido da elipse que contém os painéis da camara representada no sistema de eixos
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proposto na figura?

Resposta: Pelos dados temos que a = 12, entdo a? = 144 e ¢ = 10, entdo ¢* = 100. Para
encontrar o valor de b e encontrar a equacdo da elipse, substituiremos esses valores no Teorema
de Pitdgoras, Equacéo (2):

a2 =0+ =122 =0*+10°> = 144 = v* + 100 =
b’ =144 — 100 = b? =44 = b = /44

Como a equagdo da elipse € escrita da forma:

2 2
L Y
ate=h

como vimos na Equagio (3)), temos que a resposta final é:

IR |
144+44

4 - A Lua move-se em volta da Terra com uma O6rbita eliptica e a Terra ocupa um dos fo-
cos, conforme a figura abaixo. Quando a Lua estd no seu perigeu (menor distancia entre a Terra
e a Lua), a distancia do centro da Lua até o centro da Terra é de aproximadamente 55 raios
terrestres (360000 km), e quando ela se encontra no seu apogeu (maior distancia entre a Terra e a
Lua), a distancia do centro da Lua até o centro da Terra € de aproximadamente 65 raios terrestres
(405000 km). Sabendo que a excentricidade da orbita da Lua € de 0, 0549, encontre a equagdo

da curva que a 6rbita da Lua gera.

Figura 67 — Figura representando a 6rbita da lua.

-~ T T~
” . ~
7/ . AN
/ : \
: \
i ! Terra:
Perlgeu‘ ............. .. ............... ‘Apogeu
\ : |
\ : /
\ . /
~ . 7’
. - . - -

fonte: Producdo da prépria autora.
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Resposta: O exercicio nos da o valor do perigeu e do apogeu, se somarmos os dois valores
encontramos o valor do eixo maior e dividindo esse valor por dois encontramos o valor de a,
COmMO Veremos a seguir:

55 +65 120

— =60,
2 2

a
e sabendo que e = 0, 0549 e a = 60, podemos substituir esses valores na Equaggo (I):
0,0549 = % = ¢ =0,0549 x 60 = ¢ = 3,204

encontrando a excentricidade da curva.

Com os valores de a e ¢, podemos encontrar o valor de b pelo Teorema de Pitagoras, Equacao

@):
a? = b2+ = 602 = b + 3,294 = b% = 602 — 3, 2942
b2 = 3589,149 = b = /3589,149 = b = 59,909

Sendo assim, podemos substituir esses valores encontrados na Equagdo (3) e assim encon-

tramos a equacao da 6rbita da Lua, que € aproximadamente:

[EQ yQ

602 T 59,0007

5 - (FCUL - Adaptada) A Igreja Matriz de Santo Antdnio, que se encontra na regido cen-
tral do municipio de Ouro Branco, é uma das mais antigas institui¢des paroquiais de Minas
Gerais e um exemplo cldssico do Barroco do século XVIII. A base onde fica o altar da Igreja tem
10 metros de largura e o teto tem a forma proxima a de uma semi-elipse. No centro do altar a
altura € de 16 metros e as paredes laterais tém de altura 12 metros. No altar, pretende se colocar
2 lustres a 2 metros das paredes laterais, que estejam a 8 metros da base. Qual serd a distancia do

lustre ao arco do teto?
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Figura 68 — Foto da Igreja Matriz de Santo Antdénio em Ouro Branco, Minas Gerais.

fonte: Adaptado de Gontijo (2020).

Resposta: Consideremos que o semi-eixo maior da elipse é a = 5,0 semi-eixo menor é b=4¢e o

centro da elipse é (0,0). Nestas condi¢des, usando a Equagio (3)) temos que a equacéo da elipse

(€N

Substituindo na equagdo x por 3 (a 2 metros de uma das paredes laterais) obtemos:

32 y2 9 y2 y2 9
SANE (R L SIS A N A D
25+16 25+16 16 25

2

216, 16 , 256
16 25 7 T 25 V=5 7Y ’
y = /10,24 = 3,2

Portanto, subtraindo a distancia do lustre a base da igreja a altura lateral da igreja e somando o
resultado ao valor encontrado, temos que:

124 3,2 = 15,2, entdo 15,2 — 8 = 7,2 metros serd a distancia do lustre ao teto.

6 - (FCUL - Adaptada) Em 1957 a Uniao Soviética lancou o primeiro satélite artificial da

Terra, chamado Sputnik. Ele era pequena esfera metdlica de 58 cm de diametro e 83,6 kg,
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demorando cerca de uma hora e meia para completar uma elipse em torno do nosso planeta.
Depois de entrar em Orbita, a altura maxima relativamente a superficie da Terra que o Sputnik
alcancou foi de 616 km e a distdncia minima foi de 212 km. Se o centro da Terra coincidir com
um foco da 6rbita eliptica do Sputnik e se o raio da Terra for 6371 km, determine o semi-eixo

maior e a excentricidade da orbita.

Figura 69 — Foto de uma réplica do satélite Sputnik.

fonte: Gersch (2017).

Resposta: Temos que a distdncia maxima € 616 km, a distdncia minima é 212 km e o raio da

terra € 6371 km. Se somarmos todos os valores, teremos o valor do eixo maior:

616 + 212 + 6371 + 6371 = 13.570,

13.
= 357O:a=6.785

E dividindo por dois temos o valor de a: 2a = 13.570 = «a

Para encontrarmos o valor de ¢, temos que subtrair de a a distancia minima do satélite a

superficie da Terra e o raio da Terra, como veremos a seguir:
c=06.785—212 — 6371 = ¢ = 202

Nestas condi¢des temos pela Equacéo (I)), que a excentricidade da curva é:

=292 003
cT%as T

7 - (ENEM - 2015) Um estudante estd pesquisando o desenvolvimento de certo tipo de bactéria.

Para essa pesquisa, ele utiliza uma estufa para armazenar as bactérias. A temperatura no interior
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dessa estufa, em graus Celsius, é dada pela expressdo T'(h) = —h? + 22h — 85, em que h
representa as horas do dia. Sabe-se que o numero de bactérias € o maior possivel quando a
estufa atinge sua temperatura maxima e, nesse momento, ele deve retira-las da estufa. Qual
a temperatura no interior da estufa para que o estudante obtenha o maior nimero possivel de

bactérias?

Figura 70 — Pardbola representando a equagdo T'(h) = —h? + 22h — 85.

4
T(h)

I \ h’

fonte: Adaptado de ENEM (2015).

Resposta: O enunciado diz que h representa as horas do dia e 7T'(h) a temperatura da es-
tufa. Para encontrar a temperatura maxima, temos que encontrar as coordenadas do vértice da
funcdo. Para encontrar as coordenadas do vértice temos que encontrar a forma reduzida da

equacgao dada, como na Equacao (27)):

T(h)=—h*+22h—85=T(h) = —[(h—11)* —121] — 85 =
T(h)=—(h—112+121-85=T(h) = —(h — 11)? + 36 =

= (T(h) — 36) = —(h — 11)?

Analisando a equagdo reduzida, vemos que a concavidade da curva € para baixo e as coor-
denadas do vértice (11, 36), entdo seu ponto maximo ocorre em 11 horas e sua temperatura

serd 36 graus.

8 - (ENEM - 2013) A parte inferior de uma taca foi gerada pela rotagdo de uma pardbola

em torno de um eixo e, conforme mostra a figura a seguir:
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Figura 71 — Taga onde sua parte inferior foi gerada pela rotagdo de uma pardbola em torno de
um eixo e.

fonte: Adaptado de Bohemia Crystal (2022).

A fungdo real que expressa a pardbola, no plano cartesiano da figura, é dada pela lei f(x) =
%a:Q — 62 + C' onde C € a medida da altura do liquido contido na taga, em centimetros. Sabe-se
que o vértice da parabola esta localizado sobre o eixo x. Nessas condi¢des, qual a altura do

liquido contido na taca em centimetros?

Resposta: O enunciado diz que C' representa a altura do liquido contido na taca, entdo para

encontrar o valor de C', temos que encontrar a forma reduzida da equacgio dada, como na Equagao

27):
fl@) =222 -62+C = f(z) =32 —da]+C = f(x) =3[z — 2> — 4]+ C =
= fl)=3x(@-2?-3x4+C=f(z)=3(z-2?-6+C=

f(@)+6—C=3(z—2)*

Reduzindo a equacdo encontramos o valor do x do vértice, que é 2. Olhando a figura, ve-
mos que a equagao possui uma tnica raiz e estd esta no eixo x, entdo sabemos que f (2) =0, com

isso concluimos que quando x = 2, y = 0. Substituindo na equagao geral:
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3 3
f(2):g:1:2—6;1:—|—C=>0:§><22—6><2—|—C'=>0:§><4—12+C:>

12
C=-3+12=C=12-6

Temos que C = 6.

9 - (FCUL - Adaptada) O coletor solar € tipo de painel solar utilizado em instalacdes de
energia solar térmica. Eles usam cilindros parabdlicos para concentrar toda a radiagdo solar
em um eixo, para aquecimento de dgua tem a forma parabdlica, como € indicado na figura. A
dgua circula num conduite que passa pelo foco F da parabola de vértice V e que contém A e B.

Determine a distancia do foco ao vértice.

Figura 72 — Foto de coletor solar parabdlico 21. Note que o sistema de coordenadas tem a sua
origem no vértice, o eixo x € paralelo ao seguimento AB e o eixo y contém o vértice
e o foco da pardbola.

fonte: Youssef (2022).

Resposta: A equagio da pardbola do enunciado é da forma da Equagdo (24)):

22 = 2py

180
Sendo p a distancia do foco a diretriz. Temos que 1,8 metros sdao 180 cm, e 5 = 90.

Usando o sistema de coordenadas apresentado na figura, temos que o vértice da pardbola é
V(0;0). Nestas condi¢des temos A(-90;40) e B(90;40). Como a pardbola contém o ponto B,

substituimos na equagdo da pardbola x e y pelos valores correspondentes a abcissa e a ordenada
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de B:

8100
902=2><p><4O:>8lOO=80p:>p:W:pzwl
Sabemos que o foco dessa pardbola é I' = (0,%) = F(0;50,5). Portanto, a distancia do

foco ao vértice € 50,5 cm.

10 - (FCUL - Adaptada) A Ponte Hercilio Luz é uma ponte pénsil localizada em Floriané-
polis, no estado brasileiro de Santa Catarina, sendo a mais antiga das trés que ligam as partes
insular e continental da capital catarinense. Os cabos de suspensdo da ponte estdo presos a duas
torres que distam 480 metros e t€ém 60 metros de altura. Os cabos tocam a ponte no centro.

Determine a equagdo da pardbola que tem a forma dos cabos.

Figura 73 — Foto da Ponte Hercilio Luz em Florianépolis.

(240, 60)

T

(-240 , 60)

fonte: Feelini Moveis (2022).

Resposta: A curva dos cabos da ponte tem equagdo de pardbola como na Equagéo (24):
22 = 2py

Substituindo os dados do enunciado na equagdo temos:

57600
2402:2><p><60:>576002120p:>p=W:>p:48()

Portanto, a equagdo da pardbola é:
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2?2 =2 x 480 x y = 2% = 960y

11 - (FCUL - Adaptada) A Ponte Maria Pia € uma infraestrutura ferrovidria apoiada no solo em A
e B, que transportava a Linha do Norte sobre o Rio Douro, entre as cidades do Porto e Vila Nova
de Gaia, no Norte de Portugal. AOB é um arco de pardbola de eixo de simetria OD. Sabemos que
a distancia entre A e B € de 120 metros e a distancia entre O e D é de 80 metros. Adotando um
sistema de coordenadas com a origem em O, conforme mostrado na figura, determine a equacao

da parabola que contém o arco AOB.

Figura 74 — Foto da Ponte Maria Pia, Portugal.

fonte: Varzim (2017).

Resposta: Na figura, temos uma pardbola com a concavidade voltada para baixo, com isso

usaremos a Equagdo (23)):
v? = —2py

Sabemos que A(-60, -80) e B(60,-80). Substituindo na equacdo da pardbola temos:

3600 45
(—60)% = —2p(—80) = 3600 = 160p = p = —— = p = —

160 2
Portanto,

12 - (UFPB — MODELO ENEM) — Uma quadra de futsal estd representada na figura abaixo
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pelo retdngulo ABCD, no qual A(—20,—10) e C'(20,10). Cada uma das dreas dos goleiros
(regides hachuradas) é delimitada por uma das linhas de fundo, AD ou BC, e por um dos dois
ramos de uma hipérbole de focos I (6+/5,0) e F5(—6+/5,0). O circulo central e a hipérbole sio
concéntricos, o raio do circulo mede 3 m e um dos extremos do eixo imaginério da hipérbole é
B4 (0,6)

Figura 75 — Representacdo de uma quadra de futsal.

Ay

xVv

fonte: UFPB (2022).

Nesse contexto, identifique as proposi¢des verdadeiras:

01. A distancia entre o centro do circulo e um vértice da hipérbole € de 12 m.

2 y2

x
02. A do da hipérbole ¢ — — =— =1
equagio da hipérbole & - — <

. o L. 5
03. A excentricidade da hipérbole € igual a 3

04. O eixo imaginario da hipérbole tem comprimento igual a 4 vezes o raio do circulo.

Resposta: O enunciado nos dé que:

Centro é O(0;0) e B1(0;6), entdo b = 6;
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Centro é O(0; 0) e foco é F;(6+/5;0) entdo ¢ = 61/5

Com os valores de b e ¢, conseguimos calcular o valor de a:
P =a?+ 1 =65 =a®+ 6 = 180 = a® + 36 =
=a?>=180—-36 = a® = 144 = 12

(V) 01) A distancia entre o centro do circulo e um vértice da hipérbole é de 12 m.

22y 22 g2
(F) 02) a equagdo da hipérbole é: 2 6 1, ou seja, T 3= 1
c 6vV5 VB

(F) 03) a excentricidade da hipérbole é: ¢ = — = —— =
a 12 2
(V) 04) o eixo imagindrio tem medida: 2b = 2 x 6 = 12, que € igual 4 vezes o raio do

circulo (3 m).

13 - Segundo Silva (2013), o bilhar hiperbdlico tem uma tabela em forma de ramo de hi-
pérbole. O outro ramo da hipérbole estd pontilhado. No foco correspondente a este ramo hd um
buraco e o foco correspondente a hipérbole-tabela, esta apenas marcado na parte superior. Se
a distancia focal é 8v/5 cm e o eixo imagindrio vale 16cm, qual o valor da excentricidade da

curva? Escreva a equacgdo da curva e de suas assintotas.

Figura 76 — Foto de um bilhar hiperbdlico.

fonte: Lopes (2011).
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8v/5

Resposta: Sabendo que a distancia focal é 8v/5 entdo ¢ = — = 44/5 e a distancia do

e 16 .
eixo imagindrio € 16 entdo b = 5= 8, com isso podemos encontrar o valor de a pelo Teorema

de Pitdgoras, dado pela Equacao (12)):
F=a>+0= (4V5)?=a?+8 =16 x5 =a’+ 64 =
a?*=80—-64=a’>=16=a=+16 = 4.

Com isso podemos substituir os valores de a e b na Equacao (I6)), encontrando assim a equagio

da hipérbole:
2 2

@2 v

16 64

Para encontrar o valor da excentricidade da curva substituiremos os valores de a e ¢ na Equagao

(T1):

_ 45
T a

5
= e = 5a? =80 — 64 = 2,2.

Para construir as assintotas usaremos a Equagdo (TI]) para encontrar o coeficiente angular
da reta e depois usaremos a Equag@o (28)) para construir a equagfo da reta a partir dos pontos
P1=(-4,8), P2 = (4,8), e o centro C(0,0):
8 <

(8—0) :m(—él—()):>8:—4m:>m:—zl = —2, entdo:
(y—0)=2(x—-0)=y=2zxe

8 <
(8—0):m(4—0)=>8:4m:>m:Z:2,enta0:
(y—0)=—-2(z—-0)=y=—2z.
As equacdes das assintotas sdo:
y=2rey=—2x
14 - O planetario de Saint Louis tem formato hiperbdlico. Supondo que a parte mais estreita do

planetdrio seja o do eixo real de uma hipérbole e tenha a medida 80m e a excentricidade desta

curva seja 1,25. Encontre o valor de b e c e as assintotas da curva. Além de escrever a equacio
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da curva.

Figura 77 — Foto do Planetario de Saint Louis.

fonte: Adaptado de Dexter (2016).

Resposta: Sabendo o valor que 2a = 80 entdo sabemos o valor de a e da excentricidade.

Com isso, conseguimos encontrar o valor de ¢ pela Equagdo (T1]) e com isso, o valor de b:

e=S291925= S 5 6=1,25x40= ¢ = 50
a 40

Para encontrar o valor de b, vamos usar o Teorema de Pitdgoras, dado pela Equacao|l 1}
c? =a?+b? = 50% = 402 + b? = 2500 = 1600 + b>
b* = 2500 — 1600 = b* = 900 = b = /900 = 30

Substituindo os valores de a e b na Equagéo (13), temos que a Equagdo da hipérbole sera:

l’2 y2

1600 900

Para construir as assintotas usaremos a Equagéo (16) para encontrar o coeficiente angular
da reta e depois usaremos a Equacédo (13)) para construir a equagéo da reta a partir dos pontos
P1 = (—40,30), P2 = (40,30) e o centro C' = (0,0):
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3
(30 —0) =m(—40 — 0) = 30 = —40m = m = L entdo:

3 3T
(y—O)——Z:c:>y——ze
3
(30—0):m(40—0)$30=40m:m:Z,entﬁo:

3 3
(y—o)zzxéyZZx

Com isso temos as assintotas:

3z 3z
Yy=——ey=——.

4 4
15 - A catedral de Brasilia tem sua cobertura sustentada por 16 colunas de concreto, num
formato hiperbdlico, medindo, cada uma, aproximadamente 42 metros de altura e pesando mais
de 90 toneladas. Supondo que cada coluna seja um arco da curva de uma hipérbole, de equagao

922 — 4y* = 36, encontre o valor da excentricidade da curva, além das suas assintotas.

Figura 78 — Foto da Catedral de Brasilia.

fonte: RaioXDF (2021).

Resposta: A equacdo dada estd da forma reduzida, entdo vamos escrevé-la na forma reduzida,

como na Equacéo (13):

922 4y? 22 P
922 — 4y’ =36 - — —=1=>— - =1
o 36 36 19
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Assim, ja sabemos os valores a = 2 e b = 3. Para encontrar o valor de ¢, temos que subs-

tituir esses valores no Teorema de Pitdgoras, dado pela Equacéo (12)):
=+ P =>=24+FP=>2=44+9=>2=13=c=V13

Substituindo os valores de a e ¢ na Equacgdo (T1]), conseguimos encontrar o valor da excen-

tricidade da curva:

V13

e=—

2

Para construir as assintotas usaremos a Equacdo (16) para encontrar o coeficiente angular da
reta e depois usaremos a Equacdo (I5]) para construir a equacdo da reta a partir dos pontos
P1=(2,3), P2=(—2,3)eocentroC' = (0,0)):

3
(3—0):m(2—0):>3:2m:>m:§,ent50:

3
(y—O):—§x:>y:7e
3—0)=m(-2-0)=3=-2m = m = ——, entdo
3 3z
(-0)=—sw=y=—2

16 - (Uff- Editada) As equacdes x> + 4y?> — 2z = 15, 9> — 2?2 + 2y = 3, 22 + 3y = —1
e 22 +y — 4x = —4, escritas no sistema de coordenadas Oxy, representam quais figuras geomé-

tricas, respectivamente:

a) uma hipérbole, uma elipse, uma reta e uma pardbola;
b) uma elipse, uma pardbola, uma hipérbole e uma reta;
¢) uma reta, uma pardbola, uma hipérbole e uma elipse;
d) uma elipse, uma hipérbole, uma reta e uma parédbola;

e) uma pardbola, uma elipse, uma reta e uma hipérbole.

Resposta: Para resolver, precisamos analisar cada equacao:
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Da?—2x+4y> —15=0

(x—1)2441*)-15-1=0= (z—1)* +4(y*) =16 =

(x -1 4y (z—1)° ¢
= =1=—F=
16 + 16 42 22

Vemos que essa equagdo diz respeito a uma elipse.

D) y* —x?+2y=3

(y+1)°
4

(y+1)2—-2>-1=3=(y+1)?2—-2*=4=
Vemos que essa equagdo diz respeito a uma hipérbole.

3)2x 4+ 3y =—1

(14 2z)

Jy=—-1-22=y=— 3

Vemos que essa equacao diz respeito a uma reta.

A2’ +y—dr=—-4

P?Hy—dr+4=0= (z—-2°24+y—4+4=0= (x —2) = —y
Vemos que essa equacio diz respeito a uma parabola.

Consequentemente encontramos a solucao: Elipse, Hipérbole, Reta e Pardbola, alternativa
D.
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4 COMENTARIOS FINAIS

A partir da andlise dos dados do formuldrio e da discussdo realizada em torno do Ensino de
Conicas, temos indicios de que o material elaborado poderd ter grande valia para professores e
alunos. Para os professores, pois traz consigo diversas formas de abordar o contetido com os
alunos, sendo um material que o auxilia tanto na preparagdo de suas aulas quanto na aula em
si, passando seguranga para o profissional ao lecionar o contetdo. Para os alunos, traz formas
de construir conicas que fogem do tradicional, tornando seu contetido mais atrativo, que € um
importante fator a se considerar ja que o desinteresse em aprender parece ser uma das principais
dificuldades encontradas pelos professores.

Ao desenvolver o Texto Auxiliar, visou-se deixar o mais claro e objetivo possivel as explica-
coes dos conceitos, as resolucdes de exemplos e exercicios, as formas de construir as curvas das
coOnicas, além das sugestdes de questionamentos, sempre visando auxiliar o professor quando
lecionar o contetido.

Além disso, ao analisar os dados constatou-se que o maior fator pelo qual os professores
tém dificuldade em desenvolver esse contetdo € a falta de interesse dos alunos por verem pouca
aplicabilidade do mesmo no seu dia a dia. Como o texto traz varios exercicios contextualizados
sobre conteido e ainda traz sugestdes de formas diferentes de construir conicas, esperamos que
o presente trabalho venha a contribuir de forma positiva no auxilio do ensino e aprendizagem do
Ensino de Conicas no Ensino Médio.

No inicio a ideia era aplicar este material em sala de aula, porém em funcao da pandemia

ndo foi possivel, ficando como trabalho futuro para eventualmente darmos continuidade.
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APENDICE A - METODO DE COMPLETAR QUADRADOS

Este método € utilizado para transformar equacdes do segundo grau em um produto notavel,
podendo ser um trindmio quadrado perfeito ou um ndo ser um trindmio quadrado perfeito.
Quando a equacao de segundo grau € um trindmio quadrado perfeito, ela resulta de um

produto notdvel, como veremos a seguir:
(x +k)? = 22 + 2kz + k*
Tendo como primeiro termo 22, como segundo termo 2kx € como terceiro termo k2 ou
(r — k)? = 2 — 2kx + k2

Tendo como primeiro termo 22, como segundo termo —2kx e como terceiro termo k2. Como
pudemos ver, quando temos um trindmio quadrado perfeito o valor do segundo termo sempre

serd duas vezes o primeiro termo vezes o terceiro termo:
segundo termo = 2 X primeiro termo X terceiro termo

Porém quando essa igualdade nao ocorre, a equacdo de segundo grau nao ¢ um trindmio
quadrado perfeito. Entdo para completar quadrados, temos que isolar a constantes, como veremos

no exemplo a seguir:
2?4+ 4r —12=0= 22 + 4z = 12

E dividir o segundo termo por 2x para descobrir o valor do terceiro termo:
4x

k=—

2z

Como o elemento £ € elevado ao quadrado no produto notdvel, iremos eleva-lo ao quadrado

=2

para transformar 22 + 4z em produto notédvel e em seguida subtrair o valor dos dois lados da

equacao:
44 =12=a2>+4x+4=12+4
Que resultara em:

P24z +4=164+4= (2 +2?2=16= (z+2)?—16=0
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APENDICE B - DEDUCAO DA EQUACAO DA ELIPSE

Figura 79 — Elipse no plano cartesiano, centrada na origem e com o eixo maior sobre o eixo z.

4y

P(x,y)

>
F'(—¢,0) F"(c,0) X

fonte: Producdo da prépria autora.

Como vimos na Defini¢do 1, considerando num plano, dois pontos fixos £’ e F”, chamados
focos, a curva cuja soma das distancias de qualquer um de seus pontos até os dois focos € igual a

um valor constante é uma Elipse, entao:

|F'P|+ |F"P| =2a (1)

= V@ +e)2+y—02+(z—0)2+(y—02=2a
:{ (:c+c)2+y2} :{Qa— (x —¢)? +y?

= (x4 )2 +y° =4d® —dav/2? — 2zc+ 2 + 42 + (2 — ) + (y — 0)?

:>3:2+23:c+02+y2:4a2—4a\/m2—2xc+02+y2+x2—2xc+02+y2

= dxc — 4a® = —4a\/x2 —2zc+ 2+ y?

= xc—a® = —a\/22 — 2zc+ 2 + 42

2 2
:(mc—aQ) :(—a\/x2—2x0+02+y2)

= 2°c* — 2wca’® + a* = a*(2® — 2zc + A + 9°)

2

= 22 — 2xca® + a* = 2

a® — 2zca® + Fa® + y?a®

= 22 + o = 7*a® + Fad® + y*a?



= a' — 2a? = 2% + y2a2 — 22

= a2(a2 o 62) — ZEQ(CLZ - 62) + y2a2
Lembrando a Equagio 2}

=+t =ad>-

Substituindo o valor encontrado na Equacdo [3na Equagéo 2] temos:

= a?b?® = 220 + y2a2 = 220 + y2a2 =d’ =

202 y2a?
a2b?
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APENDICE C - DEDUCAO DA EQUACAO DA HIPERBOLE

Figura 80 — Hipérbole no plano cartesiano, centrada na origem e com o eixo real sobre o eixo z.

4y

(:rsy)

F'(=c,0) F"(c,0)

fonte: Producdo da prépria autora.

Como vimos na Definigdo 2, considerando num plano, dois pontos F” e F” fixos, chamados
focos, a curva composta por dois arcos, cujo modulo da diferenca das distancias de qualquer um

de seus pontos até os dois focos € igual a um valor constante ¢ uma Hipérbole, entdo:

|F'P| — |F"P| = 2a (1)

= V(@+c)2+y—02—(r—0c)?+(y—0)2=2a
= \/x2+2xc+02+y2] :{QCL*\/m

= 2? +2vc+  +y? =4a® +4ar/ (v — )2+ y2 + (z — ¢)? + 3

:>932—|—2:)sc+02—|—y2:4a2—|—4a\/x2—2xc+62+y2+x2—2xc+cz+y2

= dzc — 4a? = dar/a? — 2z + 2 + 12

= zc—a’ = a\/x? — 2xc + 2 + 12

2
:>(xc - a2> :<a\/x2 —2rc+ 2+ y2)

= 2°c* — 2wca’® + a* = a*(2® — 2zc + A + 9°)

2
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= 22 — 2zca® + ot = 2%a® — 2xca® + Fd® + y?d®
= 12 + o' = 2%a® + *d® + yPa’

= 222 — 22a® — y?a® = *a® —

2CL2 — CL2(02 - a2> (2)

= 2*(? —a®) —y
Lembrando a Equagio 2}
=+ =d>- 3)

Substituindo o valor encontrado na Equacdo [3|na Equagéo 2] temos:

21,2 2.2
2/12 2 2 2712 7 y-a
) —ye=at) = o~ e

Y )
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APENDICE D - DEDUCAO DA EQUACAO DA PARABOLA

Figura 81 — Pardbola no plano cartesiano, centrada na origem e com a reta diretriz paralela ao
eixo T.

fonte: Producdo da prépria autora.

Como vimos na Defini¢do 3, considerando num plano, um ponto fixo F', chamado foco, e
uma reta fixa d, chamada diretriz, a curva cujos pontos sdo equidistantes ao foco e a diretriz é
uma Parabola, entao:

dist(F, P) = dist(d, P) (1)

z? = 2py (2)
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