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RESUMO

Este trabalho apresenta uma investigacao matematica e numeérica da hepatite
B por meio de modelos de ordem nao inteira. Conceitos acerca da teoria do célculo
fracionario e de estabilidade para sistemas de ordens arbitrarias sao abordados.
Como aplicagao, dois modelos formulados por meio de equagoes diferenciais fraciona-
rias sao introduzidos. O primeiro modelo é formulado sem parametros que indiquem
a presenca de terapia contra a doenca, enquanto o segundo modelo considera a acao
antiviral. A razao de reproducao bésica e a analise de estabilidade sao consideradas
nos dois casos. Além disso, com intuito de analisar o comportamento das solucoes
para ambos os modelos, um estudo sobre o método de diferencas finitas nao classico
é mostrado, bem como simulacoes numéricas sao apresentadas. Os resultados
numeéricos mostram que as solucoes convergem para o ponto de equilibrio, conforme
predito na andlise de estabilidade. Para o modelo com terapia, visando encontrar a
curva que ajusta os dados de pacientes, alguns parametros, incluindo a ordem da
derivada fracionaria, sao estimados. Resultados da estimacao mostram que a curva

que se ajusta melhor aos dados reais possui ordem nao inteira.



MATHEMATICAL MODELLING TO HEPATITIS B BY CAPUTO’S
FRACTIONAL DERIVATIVE

Author: LISLAINE CRISTINA CARDOSO
Adviser: Prof. Dr. RUBENS DE FIGUEIREDO CAMARGO
Co-Adviser: Prof. Dr. FERNANDO LUIZ PIO DOS SANTOS

SUMMARY

This work presents a mathematical and numerical investigation of hepatitis B
using non-integer order models. Concepts about fractional calculus and stability
theory to arbitrary orders systems are discussed. We apply fractional differential
equations to two models, the first disregarding the use of drug therapy and the
second considering drug therapy. The first model is formulated without parameter
that indicate the drug therapy. The second one, consider the drug therapy. The
basic reproductive number and the stability analysis are considered in both cases.
Moreover, for analyzing the solutions of models, a study about the numerical
method Nonstandard Finitte Diference Squemes is shown, as well as the numerical
simulations are presented. The numerical results shows that the solutions converges
to the equilibrium point, as predicted by stability analysis. In order to find the
curve that fits the data, we estimated some parameters, including the order of the
fractional derivative. Estimation results show that the curve that best fits the data

has a non-integer order.



1 INTRODUCAO

A hepatite B é causada pelo virus HBV. Essa infeccao ¢ um dos princi-
pais fatores que podem levar a cirrose e ao cancer de figado. Estima-se que um tercgo
da populagao mundial ja esteve em contato com o virus HBV e mais de 350 milhoes
de pessoas sejam portadores cronicos da doenga. Isso faz com que tal enfermidade
seja considerada um grave problema de satde publica, principalmente em paises em
desenvolvimento (Ferreira, 2000). No Brasil, pelo menos 15% da populagao esté in-
fectada com o virus HBV e cerca de 1% das pessoas possuem a doenca na forma
cronica (Lucio, 2015; Dias et al., 2015; Oliveira et al., 2017).

O virus HIV e o virus HBV compartilham as mesmas formas de trans-
missao no homem, ou seja, sao transmitidos principalmente, por meio de relacoes
sexuais sem protecao e por meio do contato com sangue e materiais contaminados.
Isso contribui para um grande nimero de casos da co-infeccao do HIV/HBV. Os
principais sintomas da hepatite B sao febre, fadiga, perda de apetite, vomito, entre
outros (Dias et al., 2015; Licio, 2015; Dahari et al., 2009).

Em virtude destes fatores, tem-se estudado novas formas de prevencao,
controle e erradicacao da doenca. Do ponto de vista matemaético, novas ferramen-
tas que auxiliam a compreender a dinamica da doencga vém surgindo, e entre essas
ferramentas podemos destacar modelagem matematica. A modelagem matematica
no estudo de doencas é feita através de equacoes que descrevem a interacao entre a
populacao e o ambiente, resultando numa anélise detalhada a respeito do problema
(Bassanezi, 2006; Murray, 2001).

A primeira descricao por meio de um modelo matematico da intera-

¢cao entre células saudaveis, células infectadas e o virus HBV, ocorreu no trabalho
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de Nowak et al. (1996). Nesse trabalho o autor mostra que a solugdo do modelo
proposto se ajusta a um conjunto de dados reais, e assim descreve a dinamica viral.
Posteriormente, Perelson (2002) utiliza o mesmo modelo para descrever a dinamica
do HIV. A partir disso, diversos estudos tém modificado o modelo usado por Nowak
et al. (1996), visando encontrar um modelo que descreva com precisdo resultados
clinicos obtidos. Esses estudos incluem novos parametros e estados variaveis, como
populacdo de células efetoras’, células imunes®, entre outros (Zhou & Sun, 2014;
Perelson, 2002; Nowak et al., 1996; Ciupe et al., 2007; Forde et al., 2016),

A iniciativa proposta por Nowak et al. (1996), reflete atualmente a re-
levancia que a matematica aplicada possui como ferramenta auxiliar na elucidacao e
compreensao de fenémenos fisicos e biologicos. E evidente que as pesquisas com re-
lacao a hepatite B nao devem ser norteadas pelo empirismo, intuicao ou experiéncia
prévia, mas sim pelo raciocinio quantitativo, devidamente alimentado pela experi-
mentacao. A complexidade da doenca deve ser desvendada por uma abordagem
conjunta de dados experimentais e novas metodologias no processo de modelagem
matematica (Yang, 2001).

Nesse sentido, o calculo de ordem nao inteira, tradicionalmente conhe-
cido como Calculo Fracionario (CF), tem obtido relevancia na modelagem de diversos
problemas advindos da quimica, fisica, medicina, biomatematica, entre outros (Ca-
margo & de Oliveira, 2015; Diethelm et al., 2005; Podlubny, 1999; Goémez, 2017;
Eroglu et al., 2017; Atangana, 2016; Cardoso et al., 2018b, 2017b; Cardoso & Ca-
margo, 2015). Uma das maiores vantagens da utilizagdo de operadores fracionarios
consiste no fato de que tais operadores possuem mecanismos para a incorporacao

de propriedades de memoria de varios materias e fenémenos. Isso se da devido ao

LAs células efetoras sdo células que fazem parte do sistema imunologico do organismo. Tais
células agem somente através de um estimulo, como a presenga de virus no organismo e permanecem
no organismo apenas por alguns dias, sendo degradadas apds a neutralizagdo do antigeno (Oliveira

et al., 2017).
2Celulas imunes sdo aquelas que responsaveis pela retirada de agentes ou moléculas estranhas

do organismo de todos os seres vivos (Lucio, 2015).
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comportamento nao local dos operadores fracionarios, ou seja, calcular a derivada
fracionaria de uma funcao no tempo t implica conhecer o valor da func¢ao no tempo
t — 1 (Saeedian et al., 2017; Ahmed et al., 2006; Arafa et al., 2016).

Embora diversas técnicas analiticas estejam sendo propostas para resol-
ver equagoes diferenciais fracionarias (EDFs), encontrar soluges analiticas de forma
explicita, nem sempre ¢ uma tarefa facil. Com isso, surge a necessidade de obter va-
lores aproximados para solugao de tais equagoes, através de métodos numéricos. Na
literatura ainda sao relativamente poucos os métodos numeéricos encontrados e, além
de dependerem da definicao do operador fracionario utilizado, suas implementacoes
possuem alto custo computacional, devido a caracteristica de memoria hereditaria
(Salgado, 2015).

Dentre os métodos para se determinar solugoes numéricas de equacoes
diferenciais de ordem nao inteira, segundo os operadores de Riemann-Liouville e de
Caputo, destacam-se aqueles obtidos a partir da definicao do operador de Griinwald-
Letnikov (GL), como o método numeérico GL (Scherer et al., 2011) e o método de
diferencas finitas nao classico (NSFD) (Nonstandard Finite Difference Schemes, em
inglés) (Mickens & Smith, 1990; Mickens, 2005).

Com base no método de diferencas finitas classico, Mickens & Smith
(1990) propuseram o método NSFD, inicialmente para obter solugoes aproximadas
para EDOs e EDPs. Esse método, diferentemente do método classico, que utiliza
um espacamento h fixo, leva em conta uma fungao denominador dependendo de h
e de um conjunto de parametros A, ou seja, ¢ = ¢(h, ) (Mickens & Smith, 1990;
Ongum et al., 2013; Strikwerda, 2004; Cardoso et al., 2016a). A primeira aplicagao
do método NSFD, em um sistema de ordem fracionaria, foi feita para o modelo de
Brusselator (Ongum et al., 2013), no qual os autores utilizam o operador GL para
discretizar um modelo de ordem nao inteira com derivada de Caputo. A partir disso,
inimeros estudos tém se concentrado em obter métodos numéricos para resolver
EDFs (Ongum et al., 2013; Cresson & Szafranska, 2016; Zayernouria & Matzavinosc,
2016).
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A modelagem consiste na arte (ou tentativa) de descrever por meio de
codigos e simbolos um determinado problema em estudo. Os modelos sao descritos
em termos das variaveis de estado (populagoes que fazem parte do estudo) e dos pa-
rametros. Quanto maior é a proximidade do modelo com a realidade mais complexo
ele sera. Isto implica em um nimero maior de equacoes e de parametros envolvidos.
Em particular, os parametros podem ser conhecidos a partir de valores reportados
na literatura ou podem ser desconhecidos.

Quando se buscam modelos que descrevam adequadamente os dados
experimentais, na maioria das vezes, um ou mais parametros nao possuem valores
conhecidos ou os valores apresentados na literatura sao distintos. Assim surge a
necessidade de conhecer tais valores, ou seja, fazer a estimagao dos mesmos.

A técnica de estimacao de parametros é apresentada como um pro-
blema, de otimizacao sobre uma funcao objetivo na forma de minimos quadrados. O
método de minimos quadrados consiste em minimizar o quadrado da diferenca entre
o valor do modelo e o valor experimental. Em tais problemas, havendo um conjunto
de dados disponiveis, escolhe-se um modelo matematico e busca-se minimizar a soma
dos quadrados das distancias, denominadas residuos, entre cada um dos pontos da-
dos e a curva ajustada. Em outras palavras, os parametros do modelo matematico
devem ser estimados de maneira a minimizar a distancia entre o valor tedrico pre-
dito e o valor experimental. Desta forma, apds a estimacao, a funcao objetivo deve
apresentar um valor minimo (Madsem et al., 2004).

Nesse contexto, o objetivo desse trabalho é, a partir do modelo pro-
posto por Nowak et al. (1996), apresentar dois modelos para descrever a dinamica
do virus HBV. Esses modelos serao analisados e formulados com base na teoria do
CF por meio de derivadas de Caputo. Para encontrar aproximacoes para as so-
lugoes 0 método NSFD sera utilizado. Além disso, alguns parametros do modelo
serao estimados, bem como a ordem da derivada fracionéria que melhor se ajusta
aos dados.

A importancia desse estudo se da pelo fato de quanto mais se conhece
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a respeito da doenca e o modo como ela se propaga, mais eficazes serao os métodos
para impedir a transmissao viral, e o estudo de agoes preventivas, como por exemplo,
campanhas de vacinagao.

O texto esta dividido como segue. O capitulo 2 apresenta conceitos
referentes a hepatite B, como principais sintomas, formas de transmissao, fases e for-
mas de prevencao da hepatite B. O capitulo 3 apresenta as defini¢oes de integral de
Riemann-Liouville (RL), derivada de Riemann-Liouville, derivada de Caputo e deri-
vada de GL. Conceitos de teoria qualitativa para EDFs sao abordadas. No capitulo 4
sao introduzidos e discutidos dois modelos que descrevem a dinamica do virus HBV
ao longo do tempo, bem como é proposta, originalmente, a versao fracionaria dos
modelos apresentados. E demonstrado de modo analitico, a estabilidade assintotica
para os pontos de equilibrio. No capitulo 5 o método numérico NSFD é apresentado.
Algumas questoes, referentes ao erro e convergéncia do método sao abordadas de
forma numérica. No capitulo 6 os parametros estimados sao apresentados. O capi-
tulo 7 mostra os resultados numéricos obtidos para ambos os modelos apresentados.
Esse estudo é finalizado com as principais conclusoes do trabalho, bem como a lista

de referéncias bibliograficas utilizadas e o Apéndice.



2 HEPATITE B

A hepatite B pertence ao grupo das hepatites virais, que sao infec¢oes
causadas por virus, onde a necrose e a inflamacgao sao direta e indiretamente respon-
saveis pelos sintomas da doenca. Fazem parte desse grupo as hepatites A, C e D.
Alguns autores ainda incluem as hepatites E, F e G Oliveira et al. (2017). Desde sua
primeira descricao, hd mais de 30 anos, a infeccao pelo virus HBV é uma das prin-
cipais causas de hepatopatia cronica, cirrose e hepatocarcinoma em todo o mundo
(Lucio, 2015).

Segundo a Organizagdo Mundial da Satde (OMS) aproximadamente
400 milhoes de pessoas em todo o mundo estao infectadas com o virus HBV e apro-
ximadamente 2 milhoes de pacientes morrem todos os anos devido a complicagoes
da doenca (Saude, 2018). Esse ntmero ¢ duas vezes maior que o nimero de infec-
tados pela hepatite C e dez vezes superior aos infectados pelo virus HIV, causador
da AIDS. Como ambas as doencas, hepatite B e AIDS, possuem formas similares de
transmissao, cerca de 10% das pessoas que estao infectadas com o virus HIV também
sao infectadas com o virus HBV (Oliveira et al., 2017; Lucio, 2015). Nesse sentido,
apresentaremos a seguir o contexto historico das hepatites virais, as principais ca-
racteristicas para a hepatite B, como a caracterizagao do virus, principais sintomas,

formas de transmissao e prevengao da doenca.



2.1 Contexto histérico das hepatites virais

A historia das hepatites virais remonta varios milénios. Manuscritos
da literatura chinesa, com mais de cinco mil anos, faziam referéncia a ictericia® na
populagao. Alguns escritos de Hipocrates (400 a.C.) mostraram indicios de que a
ictericia seria de origem infecciosa e decorrente de problemas no figado. O acimulo
de liquido no abdomen (ascite) seria proveniente de alguma doenca cronica nesse
mesmo 6rgao (Fonseca, 2010).

No século XVIII, o termo hepatite aparece pela primeira vez no tra-
balho “Historia hepatica sem Thoria et prdzis omnius morborum hepatitis et bilis”,
publicado por Bianchi, J.B. (Fonseca, 2010; Krugman et al., 1967).

Em 1895 surge o primeiro documento cientifico destacando uma forma
de hepatite, provavelmente transmitida por via parenteral. Esse documento relata
o caso de trabalhadores do porto de Bremen, na Alemanha, que haviam recebido
uma vacina contra a variola, preparada a partir de linfa humana®, e desenvolveram
ictericia apOs a aplicacao. Esse documento relata sintomas, tais como fadiga, ano-
rexia, queixas digestivas, ictericia e por vezes, intenso prurido cutaneo. Depois de
excluidas outras hipoteses, deduziu-se que a vacina seria a possivel causa da doenca
(Schimid, 1994; Fonseca, 2010).

Outro fato historico de destaque ocorreu durante a primeira guerra
mundial (1917-1919), na qual o nimero de casos de hepatite ganhou propor¢oes de
pandemia®, acometendo milhares de soldados. Durante a segunda guerra mundial,
varios estudos revelaram casos de hepatite aguda, entre individuos que passaram
por transfusao sanguinea. Documentos apontam que em 1942, uma epidemia de
hepatite afetou 28.585 militares americanos ocasionando 62 6bitos. O responsavel

por tal surto seria um lote de vacina contra febre amarela, estabilizada com soro

3Sintoma caracteristico da hepatite B, como seré visto adiante.
*E um liquido transparente ou de coloracdo clara, que circula através dos vasos linfaticos. A

composicao da linfa é semelhante a do sangue, exceto por nao possuir hemécias.
°E a disseminacdo de uma doenca infecciosa em uma populacdo, localizada em uma grande

regido geografica.



humano (Schimid, 1994; Reuben, 2002).

Com o passar dos anos, intensificaram-se as pesquisas e alguns agentes
causadores da hepatite foram identificados. Entre os anos de 1963 e 1984 foram
descobertos os agentes causadores das hepatites A, B, C e D (Fonseca, 2010).

A descoberta do virus HBV ocorreu de forma acidental. Em 1963,
durante um estudo sobre anticorpos contra lipoproteinas séricas® em pacientes que
tinham recebido transfusio de sangue, o geneticista americano Baruch Blumberg”,
apresentado na Figura 1, identificou no soro de um individuo australiano, a presenca
de um antigeno que reagia com o soro de dois pacientes hemofilicos politransfundidos®
(Blumberg, 2003; Fonseca, 2010). A este antigeno foi dado o nome de antigeno

Australia (AgAu), em virtude do local de origem da amostra do paciente.

Figura 1: Baruch Blumberg. Fonte: Fonseca (2010).

Em 1967, Blumberg e seus colaboradores sugeriram pela primeira vez,
que a alta frequéncia do AgAu no soro de pacientes com hepatite aguda, poderia
estar relacionada com um suposto virus introduzido, entre humanos, por transfusoes

de sangue. A partir disso, Blumberg e sua equipe intensificaram as pesquisas e encon-

6Quantidade de um determinado agregado molecular responsével pelo transporte de lipideos em

meios liquidos.
"Em 1978 Baruch Blumberg ganhou do prémio Nobel de Medicina por tal descoberta.
8Que haviam recebido varias transfusdes sanguineas.
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traram no soro de um portador cronico do antigeno Australia numerosas particulas,
algumas com formato esférico e outras com formato tubular. As particulas esféricas
mediam cerca de 22nm de diametro, enquanto as tubulares, 22nm de largura e 150nm
de comprimento. Tais particulas reagiam com o soro dos pacientes convalescentes’
de hepatite (Dane et al., 1970; Blumberg, 2003).

Em 1970 foi descoberta uma terceira particula de forma esférica e me-
dindo cerca de 42nm de didmetro. Em 1971, Almeida & Rubenstein (1971) carac-
terizaram tal particula, chamada de particula de Dane, como sendo o pacote viral
completo do HBV. A particula de Dane era constituida de um involucro externo
e um nucleo, sendo que o involucro externo correspondia ao antigeno Australia, o
que passou a ser designado de antigeno de superficie do virus da hepatite B (HB-
sAg). Estudos posteriores confirmaram que a particula de Dane representava o virion

completo do HBV. A particula de Dane pode ser vista na Figura 2.

Envelope (HBsAg)

a

Espiculas
Capsémero : ;

Particula de Dane
(HBV completo)

Particula filamentosa
(particula envelopada tubular)

Particula esférica

A A AAAAAAAAAAAAAAAAAAALI (particula envelopada)

Figura 2: Estrutura HBV. Fonte: Fonseca (2010).

A evolucao da pesquisa cientifica possibilitou, em 1981, a descoberta
da vacina contra o virus HBV. Essa vacina, derivada do plasma (sangue), era bem

tolerada e protegia com eficacia de 95%. Em 1986 tal vacina foi substituida por uma

 Aqueles que estdo em fase de recuperacio.
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vacina produzida por engenharia genética, que até hoje é utilizada. Hoje essa vacina

faz parte do calendario brasileiro de vacinacao.

2.2 Dados epidemiolégicos

A infecao pelo virus HBV é um fator que afeta a saide publica no
mundo todo. A perda de qualidade de vida dos pacientes, bem como os gastos
em tratamentos requerem esforcos para desenvolver medidas eficazes de prevencao e

controle. Seguem alguns dados que refletem a proporcao da doenca.
1. No mundo (Saude, 2018)

e 350 a 400 milhoes de portadores cronicos da hepatite B;

e 6.2% dos casos estao na regiao do Pacifico Ocidental e 6.1% na regiao

Africana;

e Mais de 1 milhao de mortes no ano de 2015;

e 560.000 novos casos de cancer de figado por ano, dos quais 80% apresentam
hepatite B cronica.

2. No Brasil (Epidemiologico, 2019)

e 218.257 casos confirmados de hepatite B entre os anos de 1999 a 2016;

e Do total de casos confirmados, 35.2% estao na regiao Sudeste, 31.6% na

regiao Sul, 14.3% na regiao Norte, 9.7% no Nordeste e 9.2% Centro-Oeste.

e Do ano 2000 até o ano de 2016 foram registrados 14.172 6bitos associados

a hepatite B;

2.3 Caracterizacao do virus HBV

O HBV é um virus de DNA da familia Hepadnaviridae, que pertence
ao género Hepadnavirus com genoma de DNA bicatenar (dupla hélice) circular. Ele

é revestido por duas camadas: uma externa, chamada de envelope, constituida pelo
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HBsAg (antigeno s (de superficie)) e uma interna, constituida pelo HBcAg (antigeno c
ou core) do virus da hepatite B. A particula viral do HBV tem cerca de 40 nanoémetros
de didmetro e pode ser filamentosa ou esférica (Dahari et al., 2009). A particula

viral'® pode ser vista na Figura 3.

Figura 3: Particula viral HBV. Fonte: Lee & Ahn (2011).

O virus HBV possui genoma distinto da maioria dos virus, por possuir
frames de leitura sobrepostos e por estar dependente da transcriptase reversa'’. Esse
virus tem predilegao pela infecgao dos hepatocitos (células) do figado. Ele multiplica-
se no nucleo da célula infectada, utilizando as enzimas de replicacao de DNA da
propria célula humana. A sua replicacao consiste na formacao de RNA a partir do
genoma de DNA | que sao usados na sintese das proteinas virais, e RNA especial, que
depois é convertido em DNA pela enzima transcriptase reversa (Oliveira et al., 2017;

Licio, 2015; Ferreira, 2000).

YDurante a infeccdo pelo HBV circulam dois antigenos o HBsAg e o HBeAg. Os antigenos
estimulam a resposta imune na pessoa infectada resultando na circulacdo de trés anticorpos, o

anti-HBc (IgM e IgG), o anti-HBe e o anti-HBs.
A transcriptase reversa é uma enzima denominada DNA polimerase ou RNA dependente, que é

responsavel por realizar o processo de transcricao, que corresponde a uma copia invertida, do modo
contrario ao padrao celular. Em outras palavras, essa enzima polimeriza moléculas de DNA a partir
de moléculas de RNA, o oposto do que comumente ocorre nas células. Os virus que dependem desse

processo sao ditos retrovirus.
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2.4 Ciclo de vida do virus HBV

Quando o virus atinge a corrente sanguinea humana, a sua resposta
inicial é ligar-se a uma célula capaz de suportar a sua replicagao. Na maioria dos casos
essa replicacao ocorre nas células do figado, mas é possivel ocorrer replicacao do virus
em outros locais (Alvariz, 2006). Nessa fase o virus ataca a membrana dos hepatocitos
e a particula core!? entra em tais células. Entdo, essa particula libera o seu contetido
de DNA e o DNA da polimerase (proteina), no nicleo das células do figado. Dentro
do nucleo da célula, o DNA do virus HBV induz as células do figado a produzirem
varias substancias, como o RNA mensageiro, proteinas de superficie (HBs), proteina
core (HBc), DNA polimerase, proteina Hbe e outras proteinas desconhecidas (Lewin
et al., 2001; Lucio, 2015; Ferreira, 2000).

O virus HBV é resistente e pode sobreviver ativo no ambiente externo
por varios dias, o que dificulta o controle da doenca. Por exemplo, em alicates
utilizadas por manicures, o virus pode permanecer por mais de uma semana, sendo

potencialmente infectante (Satude, 2018).

2.5 Transmissao

A infeccao do virus HBV pode ocorrer, na maioria dos casos, por meio

113

de relagoes sexuais, transfusoes sanguineas ou transmissao vertical™. Entretanto, h&

outras formas de contagio, como mostra a Figura 4.

12F a estrutura interna ou ntcleo da particula viral.
13 aquela que é transmitida de mae para filho durante a gestacao.
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Figura 4: Formas de contagio. Fonte: Epidemioldgico (2019).

Devido ao fato de que a infeccao pode ocorrer por meio do contato com
sémen, saliva e secregoes vaginais durante relagao sexual desprotegida, a hepatite B
estd incluida no grupo de DSTs (doengas sexualmente transmissiveis).

A transmissao sanguinea ocorre por meio do compartilhamento de se-
ringas com sangue contaminado. Essa pratica é comum entre usuarios de drogas
injetaveis, em acidentes com material perfurante contaminado, entre trabalhadores
da area da satude, por meio de pequenos ferimentos presentes na pele e nas mucosas,
na hemodialise e por transfusao de sangue, quando o doador é portador do virus
(Ferreira, 2000; Reid & Dienstag, 1997).

Alguns grupos populacionais sao considerados de alto risco para aqui-
sicao do virus HBV, como profissionais de saide das areas médico-odontologicas,
hemodialisados, homossexuais, hemofilicos, prostitutas, toxicomanos, imunossupri-

midos e deficientes mentais (Ferreira, 2000).

2.6 Sintomas

O periodo de incubacao do virus HBV dura, em média, de 1 a 4 meses.

Desse modo, os sintomas da infecgao nao aparecem imediatamente apos o contagio.
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Somente ap6s o segundo ou terceiro meés depois da contaminagao, o individuo in-
fectado comega a perceber os primeiros sinais (Lucio, 2015). Em alguns casos, o0s
primeiros sinais da doenca podem demorar até seis meses para se manifestar. A

seguir serao descritas as duas fases distintas da infeccao pelo virus HBV.

Fase aguda: Inicialmente todos os individuos infectados desenvolvem quadro de
hepatite aguda. Nessa fase os sintomas sao semelhantes aos sintomas das outras
hepatite virais, iniciando com febre, mal estar geral, falta de apetite, cansago facil,
coceira no corpo e urina escura. Esses sintomas podem progredir até o desenvol-
vimento de ictericia (coloragdo amarelada nas mucosas e pele). Apos cerca de 15
dias, os sintomas diminuem e depois de 6 a 8 semanas a ictericia tende a desaparecer
(Ferreira, 2000; Souto et al., 2007; Lucio, 2015). A Figura 5 mostra um individuo

com ictericia.

Figura 5: Ictericia. Fonte: Saude (2018).

Em alguns casos, a fase aguda pode passar despercebida e assinto-
matica. Essa fase pode durar até seis meses e a maioria dos pacientes conseguem
eliminar o virus do organismo e curar-se definitivamente. Somente em 5% dos casos
o virus permanece e a hepatite B pode tornar-se cronica ou o virus pode permancer

inativo no organismo.

Fase cronica: A evolucao da doenca para a forma cronica ocorre quando o pa-

ciente permanece com o virus por mais de seis meses. Essa fase pode permanecer
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assintomaética durante muitos anos. A evolucao dessa forma da doenca depende de
fatores como a replicacao viral, a resposta do sistema imunologico, o consumo de
alcool e demais infeccoes por outros virus. Essa evolucao pode levar o paciente a
desenvolver cirrose hepatica'* ou cancer de figado.

A Figura 6 apresenta a evolucao no figado de um individuo. A imagem
a esquerda mostra um oOrgao saudavel, a imagem central apresenta o 6rgao com
cirrose, decorrente de um paciente portador de hepatite B e a imagem a direita
apresenta o 6rgao com carcinoma hepatocelular (HCC), decorrente de um paciente

com cirrose.

Figura 6: Evolucao no figado. Fonte: Saude (2018).

2.7 Evolucao da doenca

A partir da fase aguda, a hepatite B pode evoluir para a fase cronica, a
qual acaba ocasionando sérias lesdes no figado (Souto et al., 2007), ou pode evoluir de
forma que a pessoa é chamada de portadora sa do virus, na qual o paciente consegue
conviver bem com a doenca, sem muitas alteracoes no quadro clinico e sem maiores
complicacoes (Lucio, 2015; Silva et al., 2012). A Figura 7 apresenta a evolucao da

doenca'®.

Y1E o resultado final de anos de agressdes ao figado, o que provoca a substituicdo do tecido

hepatico normal por nédulos e tecido fibroso.

150 transplante de figado ¢ uma opcdo de tratamento para a hepatite B cronica em fase de
cirrose avancada ou cancer. Melhoras nas técnicas operatoérias e novos medicamentos, tém reduzido

a recidiva da hepatite apds o transplante e melhorado a expectativa de vida (Silva et al., 2012).
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Figura 7: Evolucao da infecgao pelo virus HBV.

Quanto mais jovem for a pessoa infectada, maiores sao as chances
de desenvolver hepatite B cronica e menores sao as chances de recuperacao. Se a
infeccao for adquirida na infancia, para criancas menores de 5 anos de idade, as
chances de recuperacao vao de 10% a 70%, enquanto que as chances de recuperacao
para um paciente adulto chegam a 95%. Se o paciente possuir idade menor que 5
anos, ha 90% de probabilidade da doenca evoluir para a forma cronica, enquanto que
para um individuo com idade superior a 5 anos as chances de evolu¢ao sao de 10%
(Epidemiologico, 2019; Silva et al., 2012).

Apos 5 anos com o virus no organismo, na forma cronica, as chances da
doenca evoluir para cirrose hepatica sao de 12% a 25%. A probabilidade do paciente
sofrer insuficiéncia hepatica, em 5 anos, é de 22%. Consequentemente, as chances de

desenvolver cancer no figado, também em 5 anos, sao de 11% (Silva et al., 2012).
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Conforme Dias et al. (2015), os riscos de desenvolver cancer de figado'®
sao maiores para homens, para pessoas acima de 40 anos que tenham cirrose, para
pessoas portadoras cronicas da hepatite B ou C, ou ainda para pessoas que apresen-

tem um historico familiar de cancer neste 6rgao.

2.8 Diagnoéstico

O processo de diagnostico é feito através de exame de sangue, como o
Anti-HBV'?, HBsAg e anti-HBs'®, ou em estagios mais avancados, através de uma
biopsia no figado (Silva et al., 2012).

No exame de sangue, a presenca de antigenos e anticorpos irao deter-
minar se a pessoa foi ou nao infectada pelo virus HBV, se estd imune, se possui

infecgao cronica no figado ou se esta sujeito a transmitir a doenca (Dias et al., 2015).

2.9 Tratamento

Devido ao fato de que na forma aguda a doenca normalmente desapa-
rece sozinha, nao h& um tratamento especifico nesse estagio. No entanto, durante o
periodo de infeccao, e possivel amenizar os sintomas por meio de repouso, alimenta-
¢ao saudavel e ingestao de liquidos (Ferreira, 2000).

Para a hepatite B cronica o tratamento é feito, na maioria das vezes,
por meio de medicamentos que sao chamados de anti-virais. Dentre esses anti-virais
destacam-se o Interferon a, que é administrado por via subcutanea e é distribuido
gratuitamente pelo sistema publico de saide, o Lamivudine, o Adefovir e o Entecavir,

que sao administrados por via oral e que também sao utilizados no tratamento contra

60 carcinoma hepatocelular (HCC) é um tipo de cancer de figado, o qual é o sexto mais comum no
mundo e a segunda causa de morte por cincer. O tratamento pode incluir cirurgia, quimioterapia,

transplante, entre outros (Silva et al., 2012).
'"E 0 exame mais simples para se detectar os anticorpos da hepatite B, porém esse exame s6

mostra se o paciente teve ou nao contato com o virus. O Anti-HBV nao consegue identificar se o

paciente ainda esté infectado.
18Egsse exame detecta o antigeno do virus, o HBsAg, apos 4 semanas da provavel infeccdo.
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o HIV. A tabela 1 apresenta os principais medicamentos utilizados no combate ao

virus HBV (Forde et al., 2016; Silva et al., 2012; Ferreira, 2000; Lewin et al., 2001).

Tabela 1: Drogas utilizadas contra a hepatite B cronica

Drogas Doses/dia Anti- HIV
Interferon-a  4-5MU/dia, durante 16 a 24 semanas nao
Lamivudina 100mg/dia durante 1 ano sim
Adefoir 10mg/dia, por tempo indeterminado  sim
Entecavir 0,5mg/dia por tempo indeterminado  sim

E importante ressaltar que o tratamento contra a hepatite B, na forma
cronica, ¢ um processo longo e com alto custo. Em alguns casos, o tratamento é
feito por tempo indeterminado. Além disso, o uso prolongado de alguns desses me-
dicamentos pode causar sérios efeitos colaterais, como febre, mialgias, mal estar e
cefaléia. O Interferon-a, além desses efeitos, pode ocasionar perda de peso e distur-
bios neuropsiquiatricos, incluindo depressao profunda e suicidio. J4 o uso continuo
de Lamivudina pode ocasionar queda no niimero de leucocitos e plaquetas e diarreia
severa (Silva et al., 2012).

Como a utilizagao desses medicamentos é feita por um longo tempo,
em alguns casos, o virus pode adquirir resisténcia a tais drogas e a doenca pode
reaparecer, assim que o uso for suspenso. Devido a isso, alguns pacientes cronicos

devem manter a medicagao durante toda a vida (Ferreira, 2000; Silva et al., 2012).

2.10 Formas de prevencao

A melhor forma de prevencao da hepatite B é por meio de vacinacgao,
que deve ser feita na infancia. Com efeito, atualmente a vacina contra hepatite B faz
parte do calendério oficial de vacinacao do Ministério da Satude. Com poucos efeitos

colaterais, ela protege o individuo por toda a vida. A Tabela 2 mostra como deve



ser feita a vacinacao .
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Tabela 2: Vacinagao contra hepatite B

Doses Epoca

Primeira dose até 12 horas apo6s o nascimento do bebé
Segunda dose 30 dias ap6s a primeira dose

Terceira dose 180 dias ap06s a primeira dose

Além da vacinacao, as formas mais eficazes de se evitar o contagio com

o virus HBV consistem no uso frequente de preservativo durante as relacoes sexuais,

e no ato de nao compartilhar agulhas, escovas de dente, alicates, barbeadores e outros

objetos cortantes e de uso pessoal.

9Para criancas maiores, adolescentes, adultos e idosos, o intervalo entre uma dose e outra é o

mesimo.



3 CALCULO FRACIONARIO

A teoria do CF surgiu no século XVII com uma carta datada de 30
de setembro de 1695, entre L’Hopital e Leibniz, com o seguinte questionamento: “O
significado de derivadas com ordem inteira pode ser generalizado para derivadas com
ordens nao inteira?”’ A partir disso, a teoria comecou a se difundir e varios mate-
maticos importantes como, Euler, Fourier, Liouville, Abel e Riemann, entre outros,
contribuiram para tal desenvolvimento (Camargo & de Oliveira, 2015; Podlubny,
1999).

O calculo de ordem arbitraria, tradicionalmente conhecido como cél-
culo fracionério, lida especificamente com derivadas e integrais de ordens nao inteiras.
Embora parega ser uma teoria antiga, os avancos ainda sao recentes. Nas tltimas
quatro décadas houve um aumento significativo em pesquisas relacionadas as apli-
cagoes do CF, em diversas areas, desde a fisica até a medicina (Herrmann, 2014;
Varalta et al., 2014).

A maioria das aplicagoes do CF concentram-se na modelagem de feno-
menos por meio de equacgoes diferenciais, com derivadas ou integrais de ordem nao
inteira. Todavia, obter a solugao exata de uma equacao diferencial de ordem nao
inteira é muito dificil. Quanto mais detalhada a descricao do problema real, maior
¢ o numero de variaveis envolvidas, o que aumenta a complexidade das equacoes
relacionadas.

Nesse sentido, o calculo de ordem nao inteira tem ganhado relevancia.
Intimeros estudos, nas mais diversas areas do conhecimento, tém obtido importan-
tes resultados e generalizagoes na modelagem de fendmenos reais por meio do CF

(Ortigueira & Machado, 2015; Camargo & de Oliveira, 2015; Podlubny, 2002; Arafa
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et al., 2016; Cardoso et al., 2018a, 2017b). Alguns fendomenos fisicos, que até en-
tao nao eram bem explicados quando modelados por sistemas de ordem inteira, tém
mostrado que a modelagem com derivadas fracionéarias descreve melhor a solucao.
Estudos de modelos em HIV, feitos por Zibaei & Namjo (2015), mostraram que sis-
temas de ordens arbitrarias sao mais apropriados para descrever a dinamica real da
doenca, pois a solucao do modelo de ordem fracionaria se ajusta melhor aos dados
reais de pacientes.

Embora nao exista uma interpretacgao fisica e geométrica evidente para
derivadas e integrais fracionarias (Podlubny, 2002), equagoes diferenciais fracionarias
(EDFs) sao relacionadas a sistemas com dependéncia temporal e com memoria, de-
vido ao comportamento nao local dos operadores fracionarios (Tarasov, 2018). Isso
significa que, ao considerarmos a derivada fracionaria (DF) temporal da fungao, es-
tamos levando em conta o comportamento da funcao em momentos anteriores ao que
estamos medindo. Esta é a razao pela qual dizemos que a derivada de ordem nao
inteira preserva efeitos de memoria (Bourdin, 2013).

O processo de memoria estd incluso em muitos sistemas biologicos, e
quando a descricao do fendmeno é feita por meio de equagoes diferenciais de or-
dem inteira, tal efeito normalmente é negligenciado (Saeedian et al., 2017; Diethelm
et al., 2005; Yang, 2018). Nesse contexto, diversos trabalhos tém utilizado técnicas
advindas de calculo fracionario no processo de modelagem de problemas fisicos e
biologicos. Em epidemiologia, h& diversas aplicacoes do CF na modelagem de do-
encas transmitidas por vetores (Santos et al., 2015; Sardar et al., 2014; Petras &
Magin, 2011; Odibat & Shawagfeh, 2007) e na modelagem de doengas virais. Por
exemplo, Gonzalez-Parra et al. (2014) apresentam um modelo de ordem fracionaria
para estudar a dinamica viral da influenza A(HIN1). Torres et al. (2011) e Diethelm
(2012) analisaram a dinamica da dengue por meio de modelos de ordem nao inteira.
Cardoso et al. (2018¢) apresentam um estudo sobre a dinamica da hepatite B com a
presenca de antivirais, por meio de modelos de ordem fracionéria.

A modelagem matematica de fenomenos bioldgicos, por meio de equa-
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coes diferenciais, permite expressar e conhecer a dinamica do problema em questao.
Através do estudo do comportamento assintético das solugoes, é possivel conhecer os
diversos cenarios referentes a propagacao e a eliminacao de doencas. A partir disso,
podem ser tracadas metas de prevencao e controle.

Recentemente com objetivo de analisar a dinamica das solugoes de
EDFs, alguns avancgos com relagao a teoria de estabilidade tém ocorrido. Moham-
mad & Mohammad (2008) e Matignon (1996), apresentam estudos sobre teoria de
estabilidade local para sistemas lineares de ordem nao inteira. Em Zhang et al.
(2011), um estudo sobre a teoria de estabilidade para EDFs nao lineares com deri-
vada de Caputo ¢ investigado. Arafa et al. (2016) mostram um estudo sobre andlise
de estabilidade para um modelo de HIV com derivada de Caputo. Em Santos et al.
(2015), é feito um estudo sobre estabilidade global para sistemas nao lineares com
derivada de Caputo, baseado no principio de comparacao. A estabilidade de sistemas
de ordem fracionaria com retardo, modelados com derivada de Caputo, é estudado
em Matignon (1996).

Por outro lado, com o objetivo de encontrar solucoes para EDFSs e pelo
fato de que ainda nao h& uma interpretagao fisica e goemétrica evidente para as de-
rivadas fracionérias, varias formulacoes vém sendo propostas. Dentre elas destacam-
se, Riemann-Liouville, Caputo, Griinwald-Letnikov, Marchaud, Chen, Hadamard,
Riesz, Weyl, Osler, Hilfer, Davidson-Essex, Coimbra, Canavati, Cossar, Jumarie,
Hilfer-Katugampola, ¢-Hilfer, derivada de Chen, derivada compativel, derivada de
Katugampola, derivada M-fracionéria, derivada deformével, Beta-derivada, derivada
AGO, derivada quantica, derivada de Kolwankar-Gangal, derivada de Chen-Yan-
Zhang, derivada com nucleo gaussiano, entre outras (Teodoro, 2019; Liu, 2015; Lo-
sada & Nieto, 2015; Oliveira & Oliveira, 2017, 2018; Ortigueira & Machado, 2018).

Cada definicao é conveniente a um determinado contexto fisico. Por
exemplo, para problemas que se deseja incluir condi¢oes iniciais, a definicao de Ca-

puto é a mais utilizada?®. Em situacoes onde se deseja uma interpretacio estocastica,

20Em alguns casos, é possivel incluir condicdes iniciais e obter significado fisico, em termos da
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a defini¢ao de Riesz é mais viavel. A definicao segundo Jumarie, se mostra mais ade-
quada para modelar sistemas onde ha uma certa rugosidade do meio e as fungoes
tratadas nao sao diferenciaveis (Camargo & de Oliveira, 2015).

Para que um operador seja de fato uma derivada fracionaria, ele deve
satisfazer uma série de propriedades, advindas do calculo de ordem inteira, como
linearidade, regra do produto e a regra da cadeia. Nesse sentido, Ortigueira &
Machado (2015) propuseram um critério chamado Wide Sense Criterion (WSC),
o qual estabelece quando um operador é de fato uma DF. No mesmo trabalho, os
autores mostraram que definicoes como a de Caputo, a de Riemann-Liouville e a
de Griinwald Letnikov, satisfazem tal critério e sao, de acordo com WSC, derivadas
fracionarias (Katugampola, 2016).

Nesse capitulo apresentaremos as defini¢oes indispensaveis ao desen-
volvimento desse trabalho, bem como alguns conceitos referentes & teoria qualitativa
para EDFs. Detalhes sobre outras defini¢coes e propriedades podem ser consultadas

em Podlubny (1999); de Oliveira & Machado (2014); Camargo & de Oliveira (2015).

3.1 Integral fracionaria de Riemann-Liouville

Inicialmente sera feita a formalizacao da integral fracionaria segundo
Riemann-Liouville (RL). Em seguida, a partir das ideias de integral fracionaria de
RL, serao apresentadas as defini¢oes de derivada fracionaria segundo RL e derivada
fracionaria segundo Caputo. Ambas as defini¢des necessitam da integral fracionaria
para a formulacao da derivada. Por esse motivo é necessario definir a integral fraci-
onéria e, depois, a derivada fracionéria. O operador integral de RL é definido como

segue:

Definicao 3.1 Seja f : R — R uma funcao integrdivel e o € C, tal que Re(a)) > 0.
O operador integral de Riemann-Liouville de ordem « de f(t), t € R, denotado por

formulagao proposta por Riemann-Liouville.
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I°f(t), € definido como '

1) = a0+ 50 = [ L p) an O

(@)

no qual o simbolo * denota a convolugao de Laplace, ¢, (t) a fungcao Gel’fand-Shilov,

a—1
t set >0
definida para o & Z_, como ¢u(t) = ['(a) e I'(a) € a fungcao Gama
0 set <0

definida como T'(a) = / et 1dt.
0
Definimos I°f(t) = f(t).

3.2 Derivada fracionaria

A seguir serd apresentado o conceito de derivada fracionaria. Tal con-
ceito desempenha um papel fundamental na discussao de uma EDF associada a
problemas fisicos e bioldgicos.

Como discutido na introducao desse capitulo, ha véarias formulacoes
para derivadas de ordem nao inteira, cada uma delas é adequada na resolucao de um
determinado problema. Aqui nos concentramos em apresentar somente as defini¢oes
que serao utilizadas nesse trabalho: a DF segundo Riemann Liouville, a DF segundo
Caputo e a DF segundo Griinwald-Letnikov. Em particular a derivada segundo
Caputo sera utilizada na modelagem de um problema real e a derivada segundo

Griinwald-Letnikov serd aplicada na construcao do método numérico.
3.2.1 Derivada de Riemann-Liouville

A defini¢ado da DF segundo Riemann-Liouville (RL) estd baseada no
fato da derivagao ser a operacao inversa da integracao e na lei dos expoentes. Tal
definicao estabelece que a DF é a derivada de ordem inteira de uma determinada

integral de ordem fracionéaria.

2LA partir da Definiao (3.1), tem-se 1°t” = t*+°T(8 +1)/T(8 + a + 1). O caso polinomial &
recuperado se a, 8 € N.



25

Definigao 3.2 Seja f : R — R uma fungao integrdavel, o € C com Re(a) > 0, o ¢ N
en—1< Re(a) <n,t>a. A deriada de Riemann-Liouville de ordem « da fun¢ao
f(t) € dada por

e f(t)=D"I""f(t)] = ﬁ (%) /0 (t — 1) f(r) dr. (2)

Casos particulares

A partir da equagao (2), podemos analisar dois casos particulares, com

relacao ao parametro associado a ordem da derivada:

1. a =n, n € N (caso inteiro): recupera-se a derivada de ordem inteira®?, ou seja

dTL
Digf(t) = - (1),

n

pois I°f(t) = f(t) e s é a n-ésima derivada usual de f(t).

2. a = 0 : recupera-se a propria funcdo, ou seja, D% f(t) = f(t), pois

Dy 1" f(t) = f(#)

Apesar da importancia histérica?®, a derivada de RL traz consigo al-
guns inconvenientes quando utilizada em problemas praticos. De fato, se utilizamos
a metodologia da transformada de Laplace para resolver uma EDF ou um sistema de
EDFs dados em termos da derivada de RL, dependemos de condicoes iniciais dadas
em termos destas derivadas, que nao possuem um interpretacao elementar. Além
disso, para a DF de RL a derivada de uma fun¢ao constante nao é nula. Para supe-
rar essas dificuldades, Caputo (1969) sugere uma nova versao para derivada, na qual
a partir da equagao (2) inverte a ordem dos operadores. Essa defini¢do é conhecida

como derivada de Caputo e serd apresentada a seguir.
3.2.2 Derivada de Caputo

A DF segundo Caputo é similar & DF segundo RL. Porém, ela é ob-

tida invertendo a ordem de integracao fracionaria com a ordem de derivacao. Essa

- v .. . . ~
2 Ambas as notagdes D" e FTR indicam a n-ésima derivada usal de uma fungao.

230 operador segundo RL foi o primeiro operador proposto na teoria de calculo fracionario.
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inversao na ordem dos operadores de integracao nas derivadas de Caputo e RL gera
consequéncias significativas, tanto no resultado da derivada de algumas funcoes,
quanto no contexto das aplicagoes em fendmenos fisicos e biologicos. O operador
de Caputo é utilizado quando queremos analisar uma EDF cujas condicoes iniciais
ou de contorno, sao fisicamente interpretaveis, em termos das derivadas de ordens
inteiras. Isso torna a derivada de Caputo mais conveniente para a modelagem de
sistemas dinamicos. Entretanto, tal escolha depende das condigoes iniciais, pois se
f(0) = 0 as derivadas de RL e Caputo coincidem.

Definigao 3.3 Sejam f € C"[a,b], em que C"[a,b] é o espago das fungdes em [a, b],
com derivadas continuas até ordem n em [a,b], o € C com Re(o) > 0 e n um nimero
natural, tal que, n — 1 < Re(a) < n. O operador derivada de ordem o no sentido de
Caputo € definido como

Df(t) =1"""D"f(t) = ¢pp—ax D" f(2). (3)
Casos particulares

A partir da equagao (3), decorre dois casos particulares com relagio

ao parametro associado & ordem da derivada:

1. @« =n,n € N (caso inteiro): recupera-se a derivada usual, isto é

dn
DYf(t) = —f(t
£t = 95t
as o :
em que —- & a n-ésima derivada de f(t).

2. o = 0 : recupera-se a propria funcio, ou seja, D°f(t) = f(t), pois I"D"f(t) =
f(@).

A definicao de Caputo é mais restritiva que a definicao de RL, pelo fato
de que requer a integrabilidade da derivada de ordem n. Sempre que considerarmos

o operador D® sera considerado que essa hipotese é satisfeita.
3.2.3 Derivada de Griinwald-Letnikov

A definicao do proximo operador, ao contrario das definicoes de RL

e Caputo, é baseada na generalizacao do quociente para a derivada de ordem n de
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uma funcao f(t).
A importancia desse operador esté relacionada com a obtencao de mé-

todos numéricos para a aproximacao das solugoes de EDFSs, com derivadas de Caputo

e RL (Camargo & de Oliveira, 2015).

Definicao 3.4 Considere uma funcao f definida em um intervalo dado et um ponto

fixo no interior desse intervalo. A derivada de ordem o > 0, no sentido de Grinwald-
Letnikov (GL) é dada por

D¢ f(t) llm—Zw f(t—jh), N:%EN, (4)

nos casos que o limite existir. Na equacao (4), h > 0 é o espacamento, N é o tempo

e w](-a) & o coeficiente de &7, na série de Taylor de (1 — €)%, ou seja,

2 i o i\ I'j—a)
:]Z:;w](- ¢ = (1) () T TG+ 1) ®)

J

Observacao 3.1 As propriedades envolvendo os operadores de RL e Caputo, bem
como outros operadores fraciondrios, fogem do objetivo desse trabalho e serao omi-
tidas. Elas podem ser encontradas em Camargo & de Oliveira (2015); Podlubny
(1999); Diethelm et al. (2005).

3.3 Teoria qualitativa para equacoes diferenciais fracionarias

Neste secao serao apresentados alguns conceitos sobre a existéncia e
unicidade de solugoes, bem como o calculo de pontos de equilibrio e teoria de esta-
bilidade para EDFs. Todos os resultados e consideragoes apresentados a seguir serao
feitas para problemas de valor inicial (PVIs) com derivada de Caputo. Um estudo
sobre estabilidade para PVIs com derivada de RL pode ser encontrado em Salgado

(2015).
3.3.1 Problema de valor inicial

Do mesmo modo que ocorre com equacgoes de ordem inteira, as EDFs
podem depender de alguma condicao inicial em determinados problemas. Quando
isso ocorre, o sistema de EDFs com condicoes iniciais ¢ chamado de problema de

Cauchy ou problema de valor inicial (PVI).
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Definicao 3.5 Considere a func¢ao f : R - R" ¢ 0 < a < 1 a ordem do expoente
fraciondrio. Um PVI com derivada de Caputo € definido como segue

D%(t) = f(x(t))

(6)
z(0) = x,

em que xo € a condi¢ao inicial dada.

O PVI (6) com n variaveis, pode ser definido para valores distintos de
a, ou seja, & = (aq,...ap), 0 < a; <1,i=1,2,....,nex €R" isso implica que cada
equacao pode ter uma ordem distinta para a derivada.

Por outro lado, um PVI fracionario®* pode ser classificado, de acordo
com as caracteristicas das equagoes envolvidas, em linear ou nao linear (Perko, 2000).
Além disso, tal PVI pode ser autonémo ou nao autonéomo. A seguir apresentamos

algumas definicoes .

Definigao 3.6 (Sistema autonémo) Seja f : R" — R" uma fungao. O sistema
Dex(t) = f(z(1)), (7)

€ dito autondomo de ordem fraciondria. D® € a derivada de Caputo, 0 < a <1 e a
funcao f nao depende explicitamente da varidvel independente t.

Definicdo 3.7 (Sistema ndo autonéomo) Seja f : R™™ — R™! uma fun¢io. Um
sistema nao autonémo de ordem fraciondria € definido como

D%(t) = f(t,2(1)), (8)

em que 0 < a <1 e a funcao f pode depender explicitamente do tempo t.

3.3.2 Existéncia de solugoes

Aqui apresentamos conceitos referentes a existéncia e unicidade de so-
lugoes para EDFs, quando definidas em intervalos finitos. H& vérios estudos, com
resultados distintos, para o problema de existéncia e unicidade de solucoes de EDFs
(Bayour & Torres, 2017). Isso se da pelo fato de que cada formulacdo depende

da definicao do operador fracionario adotado. Os estudos mais comuns envolvem

24 Neste trabalho estamos considerando somente PVIs de ordem fracionéria com derivada de
Caputo.
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questoes de existéncia e unicidade para EDFs segundo Riemann-Liouville e segundo
Caputo. O primeiro caso é tratado por ser a definicdo mais conhecida e o segundo,
por garantir uma interpretacao fisica das condicgoes iniciais.

Definicdo 3.8 Uma funcio f : D — R™ definida num aberto D C R™™ satisfaz
a condigao de Lipschitz no conjunto D, se existe L > 0 tal que ||f(t,z) — f(t,y)|| <
Liz —yl|.

O proximo teorema garante a existéncia e unicidade de solugdes para o sistema (6).
Teorema 3.1 Seja f localmente Lipschitz. Entao existe uma solug¢ao para o sistema
(6) e essa solugdo € unica.

Demonstracao: Veja Diethelm et al. (2005).

Os proximos resultados explicam o comportamento geométrico das so-
lugoes de um sistema de equagoes diferencias fraciondrias autonomo. A dindmica
local de tal sistema ¢ dada pelos pontos de equilibrio e pela linearizacao em torno
dos pontos de equilibrio. Desse modo, o problema nao linear se comporta de forma

semelhante a um sistema linear.

3.3.3 Pontos de equilibrio

Uma solucao, dentre as possiveis descritas pela familia de solugoes do
sistema (7), é a solucdo constante z(t) = E. Estados constantes como este recebem

o nome de estado de equilibrio e sao importantes no estudo das solucoes de EDFs.

Defini¢ao 3.9 Um ponto E € R"™ é um ponto de equilibrio de (7) se e somente se,

F(E) = 0.

Definigao 3.10 O ponto de equilibrio E € dito ponto de equilibrio hiperbdlico de (7),
se nenhum dos autovalores da matriz jacobiana, Jf(E), tem parte real igual a zero,

am
independente do valor da parte imagindria e |arg(\)| # -

O proximo lema garante que um sistema de ordem fracionaria possui o mesmo con-
junto de pontos de equilibrio que um sistema de ordem inteira.

Lema 3.1 Quando 0 < o < 1, um PVI fraciondrio tem exatamente o mesmo con-
Jjunto de pontos de equilibrio que o sistema de ordem inteira.

Demonstracao: Ver Cresson & Szafranska (2016).
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3.3.4 Linearizacao

No estudo de sistemas dinamicos, o processo de linearizacao é um mé-
todo para avaliar a estabilidade local de um ponto de equilibrio, em um sistema
de equacoes diferenciais nao lineares ou em sistemas dinamicos discretos. Para um
sistema de EDOs nao lineares, o teorema de Hartmann-Grobmann (Hartman, 1963)
garante que o comportamento das solugoes proximas do estado estacionario (estado
de equilibrio), é semelhante ao comportamento de um sistema linear (Barreira &
Valls, 2012; Hartman, 1963).

A seguir serao apresentados resultados que explicam o comportamento
geomeétrico das solucoes proximas aos pontos de equilibrio para um PVI fracionéario
nao linear. Para isso, apresentaremos um resultado correspondente ao teorema de
Hartmann-Grobmann, para sistemas de EDFs com derivada de Caputo que garante
a linearizacao. Mais detalhes sdo encontrados em Diethelm et al. (2005); Changpin
& Yutian (2012).

Nesse sentido, temos o teorema de linearizagao para EDFs com deri-
vada de Caputo. Sem perda de generalidade, consideraremos o ponto de equilibrio
xo como sendo a origem, entretanto por mudanca de coordenada é possivel mostrar

que o resultado continua vélido para qualquer ponto de equilibrio fora da origem.

Teorema 3.2 Se a origem O é um ponto de equilibrio hiperbdlico do sistema (7),
entao o campo vetorial f(x) € topologicamente equivalente ao campo vetorial linea-
rizado, D f(0)z, na vizinhanga §(0) da origem O.

Demonstracao: Veja Changpin & Yutian (2012).
3.3.5 Estabilidade assint6tica

Depois da definicao de ponto de equilibrio, o aspecto mais importante
sobre a dinamica de sistemas lineares e nao lineares, consiste no estudo da estabili-
dade do modelo, com relagao aos estados estacionérios.

O conceito de estabilidade assintotica é uma propriedade béasica no

estudo de sistemas dinamicos e significa que o comportamento qualitativo das tra-
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jetorias nao ¢ afetado por pequenas perturbacoes. Em outras palavras, uma solucao
do sistema (7) é estavel se, todas as trajetorias que partem suficientemente proxi-
mas de tal solucao, mantém-se proximas dessa solucao para todo tempo. A seguir
apresentaremos algumas definicoes relacionadas ao conceito de estabilidade.
Definigao 3.11 Um ponto de equilibrio E do sistema (7) € dito estdvel se para todo

e > 0, existe 6 > 0 tal que, se |xg— E| < entao |x(t) — E| < €, para todo t > 0. Por
outro lado, o ponto E € dito assintoticamente estdvel se é estdvel e se tlim z(t) = E.
—00

Corolario 3.1 Os pontos de equilibrio do sistema (7) sao localmente assintotica-
mente estaveis se todos os autovalores \; da matriz Jacobiana J, calculada nos pon-

am
tos de equilibrio satisfazem |arg(\;)| > — 7 em que arg(A\) denota o argumento de

A e C.

Demonstracao: Ver Matignon (1996).



4 MODELOS MATEMATICOS DE ORDEM FRA-
CIONARIA PARA HEPATITE B

A modelagem matemaética consiste, essencialmente, em expressar por
meio de equacoes uma determinada situacao de interesse. Cada vez mais é crescente
o numero de modelos utilizados na descri¢cao de fendomenos biologicos. A partir do
estudo das solucoes de tais modelos, ¢ possivel fazer previsoes acerca do futuro da
populacao em estudo.

Em doengas virais, como a AIDS e a hepatite, ha inimeros modelos
que descrevem a interagao entre as populagoes de células e virus livres (Lewin et al.,
2001; Forde et al., 2016). O primeiro modelo usado para descrever a dinamica da
hepatite B foi proposto por Nowak et al. (1996). Tal modelo foi formulado por meio

de equacoes diferenciais ordinarias e era derivado do diagrama da Figura 8.
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Figura 8: Dinamica da infec¢ao pelo virus HBV.
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Esse modelo considerava trés variaveis de estado no tempo ¢ : as células
nao infectadas, T'(t), as células infectadas, I(t), e virus livres V(t). As células nao
infectadas, ou seja, células suscetiveis a infec¢ao sao produzidas a uma taxa constante
s e morrem a uma taxa d. Essas células tornam-se infectadas pela taxa (3, que é
proporcional & concentragao de células nao infectadas e a concentracao de virus.
Células infectadas sao produzidas a uma taxa [ e sao eliminadas pela taxa constante
de morte §’. Essa taxa de morte deve ser diferente da taxa de morte de células
nao infectadas, ou seja, d # &' devido a carga viral ou ao efeito imune. Depois da
infeccao, a taxa de producao de virus é p por células infectada e os virus sao liberados
a uma taxa c.

Nos tltimos anos, com intuito de descrever melhor a realidade, o mo-
delo proposto por Nowak et al. (1996), vem sendo modificado com a inclusao de novas
variaveis e novos parametros. Estes levam em consideracao a presenca de terapia e a
resposta imunologica do organismo, fatores, até entao desconsiderados (Forde et al.,
2016; Ciupe et al., 2007). Além disso, é crescente o uso de derivadas fracionarias no
processo de modelagem da dindmica do virus HBV(Cardoso et al., 2018¢,b, 2017a).

A principal motivacao para considerarmos um sistema de equagoes
diferenciais fracionérias, na modelagem da dinamica da hepatite B, consiste no fato
de que, devido ao comportamento nao local dos operadores fracionarios, os sistemas
de ordem nao inteira possuem relagao com sistemas que carregam propriedades de
memoria (Saeedian et al., 2017; Sardar et al., 2014; Glockle & Nonnenmacher, 1991).
No caso da infecgao por HBV, células infectadas podem adquirir resisténcia contra
determinado tipo de tratamento. Ao modelar a dinamica do HBV por meio de EDOs,
esse efeito de memoria é deixado de lado (Forde et al., 2016; Du et al., 2013).

Com isso, modificamos o modelo proposto por Nowak et al. (1996), e
neste capitulo apresentaremos duas novas formulacoes para anélise da dinamica da
hepatite B. O primeiro modelo é formulado sem a presenca de terapia e o segundo,
apresenta acao antiviral. Todas essas formulacoes serao feitas por meio de EDFs com

derivada de Caputo.
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Antes de apresentar propriamente o modelo, sera discutido o processo

de fracionalizagao.

4.1 Fracionalizagao

O processo de fracionalizacao de um sistema dinamico, dado por meio
de equacoes diferenciais de ordem inteira, significa a transformacao do sistema inicial
em um novo sistema contendo uma ou mais ordens fracionarias. Na anélise dindmica
de um sistema fracionalizado, deve-se escolher um operador fracionario adequado ao
problema em estudo. Além disso, é fundamental analisar o balango das dimensoes
para que o novo sistema nao produza inconsisténcias quanto as unidades®.

Com efeito, a substituicao do operador derivada de ordem inteira por

um operador de ordem fracionaria pode ser feito, da seguinte maneira

d d”
— = —, O0<a <, 9
dt — dt> - )
em que « é um parametro arbitrario que representa a ordem do operador fracionario.

A partir da equagao (9), podemos observar que o operador derivada de

ordem fracionaria possui dimensao?® de ¢~ (t = tempo), ou seja,
a“ | . 1
— = —, (10)
dte to
- , : - ld] 1
enquanto o operador de ordem inteira mantém a dimensao 7l =7 (Gomez et al.,
2013).

Nesse sentido, é necessario analisar as dimensoes dos parametros e dos
termos que envolvem as derivadas, para que o novo sistema nao produza inconsis-
téncias quanto as unidades. H& diversas maneiras equivalentes para verificar isso,
por exemplo em Dokoumetzidis et al. (2010) os autores transformam um sistema

de EDOs lineares em um sistema de equacoes integrais e pela escolha apropriada

do niicleo (em termos da funcao Gel'fand - Shilov) introduzem a integral de RL.

?50s conceitos de dimensdo e unidade para sistemas dinamicos podem ser vistos em Langtangen
& Pedersen (2016).
26Nesse trabalho o simbolo = significa “tem dimensao de”.
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Usando a relagao entre a integral de RL e a derivada de Caputo, os autores escrevem
o sistema por meio de EDFs com derivada de Caputo, com as unidades apropriadas.
Gomez et al. (2013) e Cardoso et al. (2018c¢) fazem a corregao dimensional por meio
da inclusao de um parametro que representa o componente de tempo fracionario.

Mais detalhes sobre a fracionaliza¢do podem ser vistos em Cardoso et al. (2018c¢);

Leung & Gopalsamy (2017); Dokoumetzidis et al. (2013, 2010).

4.1.1 Fracionalizacao para a equacao de Malthus

A equacao de Malthus foi proposta em 1798, por Thomas Robert
Malthus, para tentar estimar o crescimento da populacao mundial. Tal equacao
assume que o crescimento de uma populacao é proporcional a populacao em cada
instante, ou seja, nao considera fatores limitantes de crescimento. Para Malthus, o
crescimento populacional se daria por uma progressao geométrica enquanto os meios
de sobrevivéncia cresceriam em progressao aritmética (Bassanezi, 2006).

Considerando como uma determinada populagao, a equacao de

Malthus é dada pela seguinte equacao diferencial ordinaria

dP(t) -
— = = kP(t), (11)

em que k é a taxa de crescimento intrinseco da populacdo. Na equacdo (11) temos
d _
27 < -1 -1
ue® |—| =t"elkl=1t"".
q { dt] [£]
Por outro lado, se considerarmos a versao fracionaria para a equacao
(11) obtemos

d*P(t) _ EP(t), (12)

dO!

| 4 7:—1
dta] v elkl=t"".

em que {
Como a equacao (12) apresenta uma inconsisténcia relacionada as
dimensoes, considere um parametro 7 com dimensao [7] = ¢, em unidades de tempo,

tal como dias, de modo que

2"Nesse trabalho o simbolo = significa “tem dimensio de”.
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1 d) .
S| =

Entao a versao fracionaria pode ser introduzida como

1 dP) -
o = kP (13)

Multiplicando ambos os lados da equagao (13) por 7179 0 termo constante pode ser

escrito como k = 717%k. Dai podemos reescrever

D°P(t) = kP(t),

(e}

na qual a dimensio do parametro k passa a ser t~* e I é a derivada de Caputo de

ordem 0 < a < 1.

4.2 Modelo para hepatite B sem terapia

Devido ao fato de que as células infectadas por HBV possuem a capaci-
dade de eliminar o virus e se recuperar, na maioria dos casos, o modelo proposto por
Nowak et al. (1996) nao descreve fielmente a dindmica da doenca, pois nao considera
a taxa de cura de células infectadas. Acrescentamos o parametro p para representar
a taxa de cura e, com base no diagrama da Figura 8, formulamos o modelo de ordem
nao inteira para descrever a infeccao por HBV sem acao de terapia. Inicialmente
serd apresentada a fracionalizagao para o modelo que descreve a dinamica do virus

HBYV sem terapia.

4.2.1 Fracionalizagao para o modelo da hepatite B

Considere o modelo de ordem inteira para hepatite , descrito por Nowak

et al. (1996). Entao

[%} =L W=Pl=F=ld=7 W= 8=

no qual n é a variagao da populagao no tempo t.
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Por outro lado, seja a versao fracionéria de tal modelo com a inclusao

do parametro p, logo

deT o
= 5—dT —BVT +pl
I 5 BVT +p
del _ _
—— = BVT—4§1-pl (14)
dte
doV I
| G T P

Aqui T, I e V sao quantidades adimensionais. As dimensoes do lado esquerdo, em
(07
termos de T serao t~%, enquanto as do lado direito continuam mantendo ¢ 1. Isso
implica que h& uma inconsisténcia quanto as dimensoes do modelo com derivadas
fracionarias.
A fim de ser consistente com a dimensionalizacao, introduzimos um

parametro 7, de modo que [7] = ¢ (tempo em dias) da seguinte forma®®

1 dv| .1
Lﬂ -7 (15)

Com isso, a versao fracionaria do modelo proposto por Nowak et al.

(1996) pode ser introduzida como segue

1 d°T o
e e = S AT = VT +pl
11_ % = BVT —&§1—pI (16)
T (e} 10
1 4V o
\ Tl_a dt> - p]_CV

Multiplicando ambos os lados do sistema (16) por 7™, temos que cada termo cons-

1—

tante pode ser reescrito como a = 7~ “a . Assim, o sistema (16) pode ser escrito

(

deT
= s—dT —BVT +pl
o S BVT +p
af
o BVT — 8T — pI (17)
dte
AoV
= [—
| e pl=cV,

#Note que quando o = 1 a expressdo (15) torna-se o operador de ordem inteira.
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(67
no qual as dimensoes dos parametros d, p, ¢, p, ¢ passam a ser t°“ e — é o

dt>
operador derivada de Caputo de ordem «, 0 < o < 1. Discussoes acerca do valor de
T serao apresentadas no Capitulo 7.
As Tabelas 3 e 4 apresentam, respectivamente, a descricao das variaveis

de estado e dos parametros utilizados no modelo (17).

Tabela 3: Varidveis de estado

T(t) células ndo infectadas
I(t) células infectadas

V(t) virus livres

Tabela 4: Descrigao dos parametros para o modelo (17)

Parametro Descricao Unidade

5 taxa de producao de células células / dia ~*

d taxa de morte de células dia™!

3 taxa de infeccao de novas células virus ~* células / dia
p taxa de cura de células infectadas dia !

Y taxa de morte de células infectadas  dia ~*

D taxa de produgao de virus dia 7!

c taxa de liberacao de virus dia !

4.2.2 Discussao sobre o modelo
No modelo (17) temos que todos os parametros sdo nao-negativos e
T(t)+ 1(t) = No(t) e V(1) = Ny (1), (18)

no qual N¢(t) e Ny (t) representam o nimero total de células e de virus, respecti-

vamente. Com isso, dado que as populagoes de células e virus sao constantes para
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qualquer instante de tempo.
D(T(t) + 1(t)) = D*(Ne(t)) = 0 e D*(V(t)) = D*(Nv(t)) = 0.

Como o campo definido pelo lado direito do sistema (17) é de classe C' em R,
podemos deduzir que é localmente Lipschitz. Usando a teoria de EDFs, desenvolvida
em Diethelm et al. (2005), é possivel provar que o sistema acima possui uma unica
solugao (T'(t),I(t), V(t)) em R3 com relagdo as condigdes iniciais. Por outro lado, a
partir da equacdo (18) e como apresentado em Santos et al. (2015), é facil ver que
as solugoes estao definidas para todo ¢ > 0 em uma regiao {2 e permanecem nesta
regiao.

No proximo resultado serd mostrado que o sistema (17) permanece
invariante no tempo. Antes de demonstrar o teorema, serd definido o conceito de

conjuntos (positivamente) invariantes.

Definigao 4.1 Considere o sistema (7) definido em D € R", em que f : D — R"
€ uma aplicagio Lipschitz e D € um aberto, D C R". Seja Q C D um subconjunto.
Dizemos que 2 € positivamente invariante se para toda condicao inicial xg € ) para
todo t < to tal que a solugao estiver bem definida, temos x(t) € €.

Proposicao 4.1 A regiao Q = {(T'(¢),1(t),V(t)) :0<T({t)+1(t) <1,0<V(t) <
1} é um congunto positivamente invariante para o sistema (17).

Demonstra¢ao: Suponhamos que 7°(0) + 1(0) < 1 e que V(0) < 1. No sistema (17),
adicionando a primeira equacio com a segunda equacao?, temos que:
DT )+ 1(t)) = s—dT(t)— BTV (t)+ pl(t) + BT )V (t) —d'I(t) — pl(t)

= s—dT(t)—dI(t)
< s+4+dT(t)+dI(t).

Aplicando a transformada de Laplace nos dois lados da equagao anterior, vem

LIDXT(t)+1(t)] < Lls+dT(t)+dl(t)]
NL[T () + I(t)] = A HT(0) + 1(0)] < L[l]s +dL[T(t)] + dL[I(t)]
Als et

LT +10] £ F—s+ o (T(0) +1(0)]

d*f(t)

dt>

2Neste trabalho as notacoes e D*f(t) tém o mesmo significado e indicam o operador

derivada de Caputo.
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Podemos reescrever a ultima equacao como

)\a—(l—i—a)s Pt
Y —d e _d

LIT@) + 1) < [7°(0) + 1(0)]. (19)

Aplicando £7! temos

T B e i p=r [ R0

< AU o (dtY)s + By (dt®).

1
Usando a identidade para a funcio de Mittag-Leffler®®, E, 5(2) = 2Eq a15(2) + T(3)

no primeiro termo da tltima desigualdade, temos

T(t)+I(t) < tYsdt®E,(dt®) + + B, (dt®)

I(1)
T)+I(t) < [t**sd+ 1]Eyq(dt*) + 1.

Devido a convergéncia da funcao de Mittag-Leffler (Machado (2003)), ou seja,
Eq.a+1 — 0 quando ¢ — oo, concluimos que 0 < T'(¢) + I(t) < 1.
Como T(t) e I(t) sao limitados, resta mostrar que V(t) também é

limitado. De fato, considere a terceira equagao do sistema (17).
DV (t) = pl—cV
< p+cV.

Procedendo de modo semelhante ao caso anterior, concluimos que 0 <

V(t) < 1. Portanto, 2 € um conjunto positivamente invariante.

4.2.3 Pontos de equilibrio

Do ponto de vista biologico, o ponto de equilibrio representa um es-
tado em que nao ha alteragoes no numero de células e virus, ou seja, esse estado

mantém-se inalterado apés um certo periodo de tempo. A classificacao dos pontos

30A definicdo da funcio de Mittag-Leffler, bem como mais detalhes sobre essa funcio podem ser
vistos em Camargo & de Oliveira (2015).
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de equilibrio, em estavel ou instavel, é feita com base no modelo matematico. A

partir das condicoes iniciais que definem um equilibrio estavel e identificando quais

parametros que, quando perturbados, sao capazes de produzir um equilibrio instéavel,
é possivel tracar metas de controle da doenca.

A anélise de estabilidade nos fornece uma ideia geral de como o modelo

se comporta perto do equilibrio. Essa analise nos permite estudar diferentes cenarios

relativos a propagagao da hepatite B.

Teorema 4.1 O sistema (17) apresenta o ponto de equilibrio Py,

Py — (2,0,0) , (20)

que € o ponto de equilibrio livre da doenca, e

P <C(5’+p) Bps — cd(d" + p) ﬁ_d(é’ﬂ)))
U e By ee BV )

(21)
que € o ponto infeccioso.

Demonstracao: Pode ser vista em Cardoso et al. (2018a).

4.2.4 Numero reprodutivo basico

O conceito de namero reprodutivo bésico foi utilizado inicialmente na
década de 50, em alguns estudos sobre a malaria e outras infecgoes transmitidas por
vetores. A partir dai, sua aplicabilidade em epidemiologia tornou-se extremamente
importante e atualmente inimeros trabalhos nessa area fazem uso de tal conceito
(Driessche & Watmough, 2002; Souto et al., 2007).

Tal nimero, conhecido como Ry, é um parametro que pode ser definido
também para microparasitas como virus, bactérias e protozoarios. Ele representa o
numero de infeccoes secundéarias produzidas por cada individuo infectado, dentro de
uma categoria particular de risco, em uma populacdo totalmente suscetivel 3'. Esse
parametro determina um limite sobre o qual a infecgao pode se propagar ou nao.

De fato, se o nimero de casos secundarios gerados por um individuo infectado nao

31Nesse trabalho o Ry sera adotado como o nimero de novas células infectadas que irdo surgir a
partir de uma tnica célula infectada por HBV.
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for maior que um, a infeccao nao se repoe e nao consegue se propagar na populacao
hospedeira (Dietz, 1983; Arias et al., 2009). Esse limiar é extremamente importante,
pois todas as medidas de controle, tém como objetivo principal a redugao do valor
de Ry.

Embora o nimero reprodutivo basico seja uma medida teorica, ele
permite definir de forma hipotética as condi¢oes sob as quais uma doenca se mantera
ou nao na populacao. Com isso é possivel tracar medidas de controle e erradicacao.
Esse parametro considera a producao de novas infecgoes e as mudancas no estado de
individuos infectados, ou seja, depende da probabilidade de que o contato entre um
individuo infectado e um individuo suscetivel levara a infeccao. Além disso, depende
também da duracao do periodo infeccioso e da proporcao de individuos suscetiveis e
infectados na na populagdo (Diekmann et al., 2009).

O ntmero reprodutivo bésico para o modelo (17) é dado por®?

pBs

Ry = — 2%
O (8 + p)

(22)

4.2.5 Unicidade dos pontos de equilibrio

Para mostrar a unicidade dos pontos de equilibrio dois casos devem ser

considerados:

1. Ry > 1 : A partir da equagao (22), tem-se que pfs — cd(d’ + p) > 0. Como

todos os parametros sao positivos segue que
T(t) >0,1(t) >0,V(t) > 0.
Logo o ponto P, é tinico no interior de €.

2. Ry < 1 : Vamos mostrar que o tnico ponto de equilibrio em Q é o ponto F.

Para isso, h& dois casos a considerar.

(a) Ry < 1: Nesse caso pBs—cd(d'+p) < 0. A partir das fragoes que definem

320 calculo de Ry esta disponivel no Apéndice (A).
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Py ¢ facil ver que I1(t) < 0e V(t) <0, ou seja, esse ponto permanece fora,
da regiao ).
(b) Ry = 1 : tem-se que pBs — cd(d' + p) = 0. Entao I(t) =0, V(t) =0e
T(t) = 2, ou seja, o namero de células infectadas é 0. Isso indica que o

ponto P; nao pode existir. Portanto Py é inico no interior de 2.

4.2.6 Analise de estabilidade

Teorema 4.2 Seja o € (0,1). Se Ry < 1 entdo o ponto de equilibrio Py € localmente
assintoticamente estdvel no interior da regiao ), caso contrdrio € instdvel.

Demonstracao: Calculando a matriz Jacobiana do sistema (17) avaliada no ponto de

equilibrio livre da doenca, Py, tem-se

a o,
J(Po)=| ¢ 5y —p % : (23)
0 P —c
Os autovalores de J(Py) sao
M= d h— —(5+(:2)—\/Z’ N — —(5+c2)+\/3’

em que

A = (5+c)2+455p—405
- 52+25c+62+452p—405
S

Entao A > 0. Se Ry < 1, observamos que ﬁ%p < co. Dai

A < (6+c)+4cd — 4cd

A < (§+0¢)
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E facil ver que \; e Ay sdo negativos. Por outro lado,

—(5+c)+\/z< —(0+¢)++/(6+¢)? _
2 2

Portanto, A3 < 0. Entao, todos os autovalores da matriz Jacobiana em J(Py), sao

0.

A3 =

negativos, i.e., |arg(\;)| = m, @ = 1,2,3, e pelo Lema (3.1) segue que o ponto de

equilibrio P, é localmente assintoticamente estavel.
O

Para mostrar a estabilidade local do ponto de equilibrio Py, usaremos
o conceito de Matriz Aditiva Composta (MAC) (Tumwiine et al., 2007). Segue a
definicao.

Definicao 4.2 Seja A uma matriz n X m de nimeros reais ou compleros e seja
iy ... 0 menor valor de A determinado pelas linhas (i1, ..., i) e colunas (ji, ..., j2),
1<ii<ia<..<ip<n, 1< g1 <jo<..<7Jr<m. A k-ésima matriz composta

n
multiplicativa, A*, de A ¢é X a matriz cujas entradas, escritas em

k k

ordem lezicogrifica sao a;, . ;.. Quando A é n x m matriz com colunas, a,as, ...ax,
entio A¥ ¢ o produto exterior ay N\ as A .... N\ ag.

Definigao 4.3 Se A = a;; € uma matriz n X n, entao a k-ésima matriz aditiva

k n n k k
composta A¥ de A é X dada por AM = |D(I+hA)®| =0, onde D é a

n
diferencial em relacao a h. Para algum inteiro i =1, ..., , seja (i) = (11, ..., ig)

0 i-€simo termo na ordenac¢ao lexicogrifica de todos as k-énuplas de inteiros de forma
que 1 < i1 < i < ... < tp < 1,. Entao

Qiyiy + o+ @y, se (i) = (j)
bij = (=1)"**a;;,, se wma entrada i, de i ocorre em (j) e js ocorre em (i)
0, se (i) diferede (j) em duas ou mais entradas.
Observacgao 4.1 Para o caso em que n = 3, as matrizes Al 60
ai1 + ag2 23 —a13
A[l] = A, AB] = Q39 a1 + ass 12 ) AB] = a11 + G2z + as3.

—as1 Qo1 Q22 + a33
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Lema 4.1 (McCallemail & David, 2009). Seja M wuma matriz real 3 x 3. Se
Tr(M) < 0, det(M) < 0 e det(M?) < 0, entdo todos os autovalores de M tem
parte real negativa.

Teorema 4.3 Se a € (0,1) e Ry > 1, entio o ponto de equilibrio P, € localmente
assintoticamente estdvel.

Demonstracdo: A matriz Jacobiana calculada em P; é

Bps — cdp (8" +p)
co P
J(Py) =| Bps=cdd —cdp o cldEp) | (24)
0'c D
0 P —c

Com isso mostraremos que as seguintes condigoes sao satisfeitas.

o Tr(J(P,))<0:

Temos que
_ —cd
Tr(J(P)) = —d-— % ¥ —p—c
_5517 + Cdp /
= ——— 40 —p—c.
co’
—pBsp + cdp B

Como Ry > 1, segue que &' — p—c < 0. Portanto Tr(J(P;)) < 0.

co’
o det(J(Py)) <0.

Calculando o determinante da matriz (24) tem-se

det(J(Py)) = _((S(,S/i__pm[(ﬁps—cdé’)—i- Bps + cdd']
- - L [ (Bps — cdd) + p(Bps — cd)

= —(Bps — cdp).

Como todos os parametros sao constantes e positivos e pelo fato de que Ry > 1,

tem-se que Bps > cdd’, o que implica que det(P;) < 0.

e det(JP(Py)) < 0.
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Seja J2(P;) a matriz aditiva composta.

~VB—d—14¢ -Tp Tp
JE(Py) = D —VB—-—d—c p
0 o7 —p—c

det(JP(P1) = (-VB—d—p)(~VB—d—c)(0' —c)+TBpBV
—[BVp(=VB —d—p) —TBp(=0" —c)]
= —[0(VB+d+d)VB+d+c)+c(VB+d+d)(VB+d+c)
—BVp(VB+d+0")+ 6 (TBp) + c(THp)] < 0.

Portanto det(J?(P;)) < 0. Pelo Lema 4.1, o ponto de equilibrio P; é localmente

assintoticamente estavel.

4.3 Modelo para hepatite B com terapia

Nos tltimos anos, diversas drogas tém sido usadas no tratamento da
hepatite B. A eficacia de cada uma delas apresenta resultados variaveis. O princi-
pal objetivo no tratamento da infecgao cronica pelo virus HBV é o de suprimir a
replicagao viral antes que ocorram danos irreversiveis no figado (Lewin et al., 2001;
Ferreira, 2000).

Nesse contexto, torna-se necessario incorporar no modelo (17) parame-
tros que indiquem a presenga de terapia contra a doenga. O modelo (17) considera
que a taxa de morte de células infectadas, dado pelo parametro &', ocorre devido
somente ao efeito da resposta imune. Esse modelo nao considera fatores externos
que levam a essa taxa de morte de células infectadas, como a acao de antivirais.

O tratamento com algum farmaco inibe o processo de transcri¢ao re-

versa, necessario para a formagao de novos virus. Isso significa que, sob a acao de
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alguma droga, a producao de novos virus, p, é decrescente. A eficacia da droga sera
dada pelo parametro €, 0 < ¢ < 1, no qual € = 0 significa que a terapia nao possui
efeito em bloquear novas infecgoes e ¢ = 1 indica que a droga bloqueia totalmente a
producao viral. Assim, a taxa de producao de novos virus sob a acao de terapia é
proporcional & produgdo de novos virus, ou seja, (1 — €)p.

Alguns estudos apontam que, na presenca de inibidores de transcri¢ao
reversa, a maioria das células nao infectadas permanecen intactas. Isso ocorre devido
a formagao de cccDNA (do inglés, circular covalently closed DNA) que protege as
células satudaveis de tornarem-se infectadas (Ciupe et al., 2007). Assim, para incor-
porar o efeito da droga em bloquear novas infeccoes, foi introduzido o parametro 7.
Sob a acao de terapia, a taxa de infeccao de células é proporcional a taxa de contagio
celular, ou seja, (1 —n)p.

A partir do sistema (17), o modelo para hepatite B de ordem fracionaria
sob a acao de terapia ¢ dado por

(

D°T(t) = s—dI(t)— (1—n)BV(E)T(t) + pl(t)
y DIty = (1—p)BV(O)T(t) - 51(t) — pI(t) (25)

DYV (t) = (1 —e)pl(t) — cV(t),

\

em que D representa a derivada de Caputo de ordem o, 0 < o < 1.

4.3.1 Discussao sobre o modelo

3 existéncia e unicidade de so-

Discussoes acerca da fracionalizacao ®
lugbes e comportamento invariante para o sistema (25), sdo anélogas as que foram

feitas para o sistema (17).

Teorema 4.4 O sistema (25) apresenta os pontos de equilibrio Py,
S
Py = <_a 07 0) ’
’ d

33E importante observar que no modelo (25), os termos € e 7 sdo adimensionais (probabilidades).
Isso implica que o processo de fracionalizagio é andlogo aquele feito para o modelo (17).
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que € o ponto de equilibrio livre da doenca, e Py que € o ponto com infecgao,

_ ( (8" + p) (L =m)B(1 —e)ps—cd(d' +p) s(L—€)p  d(d'+p) ) _

= —

p(L—=n)p(l—¢)’ (1 —=n)B(1 —e)pd’ T o (1 —n)po’

O namero reprodutivo bésico para o modelo (25) é

_pBs(L—n)(1—¢)
B cd(8" + p)

Ry

Teorema 4.5 Se Ry < 1, entao o ponto de equilibrio Py € localmente assintotica-
mente estdvel.

Demonstracao: Analoga ao Teorema 4.2.

Teorema 4.6 Seja 0 < a < 1, se Ry > 1, entao o ponto de equilibrio Py € localmente
assintoticamente estdvel.

A estabilidade local do ponto de equilibrio (P;), sera mostrada de forma

numérica no Capitulo 7.



5 METODO DE DIFERENCAS FINITAS NAO
CLASSICO

O estudo de sistemas biologicos por meio de modelos mateméaticos é
uma area em crescente ascensao. Nesses sistemas, &€ comum as variaveis de estado
apresentarem quantidades que nao podem ser negativas, como o tamanho das po-
pulacoes, por exemplo. Tais modelos biologicos sao formulados por meio de EDOs,
EDPs ou EDFs, entretanto obter a solucao analitica para tais modelos nem sempre
é uma tarefa facil. Com isso, surge a necessidade de obter solugoes aproximadas
através de métodos numéricos.

A esséncia dos métodos numeéricos esta na representagao discreta (fi-
nita) do problema que, em geral, ¢ modelado como sendo continuo (Cuminato &
Junior, 2013). E comum que esquemas numéricos gerem instabilidades numéricas,
ou seja, solucoes aproximadas que nao condizem com a solucao do sistema original.
A partir disso, no processo de modelagem e simulagao de um fenémeno, é importante
que o método numérico adotado preserve a positividade das solucoes, ou seja, é im-
portante construir um esquema numeérico que nao gere valores negativos. Ha diversos
métodos numéricos utilizados para aproximar as solugoes de sistemas de equacoes
diferenciais e que tentam evitar tais instabilidades. Para sistemas de EDOs, pode-
mos destacar o método de Runge Kutta, o método de Euler, o método de Diferencas
Finitas, entre outros (Cuminato & Junior, 2013).

Como alternativa aos métodos cléassicos, Mickens & Smith (1990) pro-
puseram o método de diferencas finitas ndo classico (NSFD). Esse método consiste
na diferenciagao de uma funcao, com um dado conjunto finito de valores da varia-

vel dependente em determinados pontos conhecidos da varidvel independente. Esse
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esquema numeérico é baseado no método de diferencas finitas classico, porém dife-
rentemente do classico, que utiliza um espacamento h fixo, o método NSFD leva em
conta uma funcao denominador dependendo de A e de um conjunto de parametros
A, ou seja, ¢ = ¢(h, \) (Mickens & Smith, 1990; Ongum et al., 2013; Cardoso et al.,
2016b,a).

As caracteristicas do esquema NSFD podem ser resumidas pelas se-
guintes condigoes: aproximacao nao local é usada; a discretizacao da derivada é
de forma nao tradicional e usa-se fun¢ao denominador nao negativa. Além disso,
o esquema NSFD preserva propriedades fisicas essenciais das solugoes, tais como,
monotonocidade, positividade e convergéncia das solugbes (Cresson & Szafranska,
2016).

A primeira aplicacao do esquema NSFD em um sistema de ordem fra-
ciondria foi feita para o modelo de Brusselator (Ongum et al., 2013). Desde entao,
tal método passou a ser aplicado em diversos outros problemas que envolvem equa-
coes diferencias de ordem nao inteira. Para EDFs h& outros métodos que podem ser
utilizados na aproximacao das solu¢oes, como o método Adams Bashforth Moulton
(ABM) (Zayernouria & Matzavinosc, 2016), o esquema GL (Scherer et al., 2011),
entre outros.

Nesse capitulo apresentamos o esquema NSFD, baseado nas ideias de
Mickens & Smith (1990), porém para equagoes diferencias de ordem fracionarias,

com derivada de Caputo (Ongum et al., 2013; Zibaei & Namjo, 2015).

5.1 Conceitos Preliminares

Grande parte dos esquemas numéricos usados para encontrar aproxi-
macoes para solucoes de EDFs baseiam-se na derivada de GL, dada pela equacao
(4).

Para entender o processo de construcao de um método numeérico por

meio da DF de GL, a seguir sera apresentada a relacao entre as derivadas de Caputo
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e de Griinwald-Letnikov (Podlubny, 1999). De fato, quando 0 < o < 1 temos que

Df(t) = Dgr(f(t) = f(to))- (26)

A partir da equagao (26) e pelo truncamento do somatoério na equagao (4) obtemos

uma aproximacao para um PVI com derivada de Caputo 3*

> (wlt = jhn) = w0) = W f(t, (1)), (27)

()

O coeficiente w;  esta definido na equagao (5). Do ponto de vista pratico, pode ser

calculado por meio da seguinte lei de recorréncia

(0% (6% 1 6% .
J
A partir da equacao (28) podemos deduzir
wi =1, W = (1 - 3) w =12, (29)
J

(o) (a—1)
i €W

Lema 5.1 Seja0<a<1le w,({’), w,({’_l) os coeficientes do operador GL. Entao para

todon =1,2,... temos que —1 < w,({’) <0el< wr(f‘_l) <1.

Com relagao aos coeficientes w segue o proximo Lema.

Demonstragao: Segue como consequéncia da relacao de recorréncia definida na equa-
¢ao (28).

A partir da equagao (27) sdo construidos alguns métodos para obtengao
de solugao numérica para EDFs, como o esquema GL e o método NSFD. Detalhes
sobre o esquema GL podem ser vistos em Scherer et al. (2011).

Informacoes e defini¢oes gerais que envolvem métodos numéricos po-

dem ser vistos em Fortuna (2000); Cuminato & Junior (2013).

5.2 Discretizacao NSFD para uma EDF

O objetivo dessa secao é mostrar a construgao do esquema NSED. Mais
detalhes sobre o método NSFD podem ser vistos em Cresson & Szafranska (2016);
Zibaei & Namjo (2015); Ongum et al. (2013).

34Tal problema pode ser considerado como o PVI, dado pela equacdo (7).
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Considere uma equacao diferencial fracionéaria nao linear, da forma
D%x(t) = f(t,z(t),\), 0<a <1 (30)
A € o vetor de parametros. O esquema NSFD é construido seguindo dois passos:

1. A derivada do lado esquerdo da equagao (30) é substituida, por meio da deri-

vada de GL, pela representacao discreta na forma

67

(@n—j — o), (31)

em que x, é uma aproximacao de z(t,), h > 0 é o passo de tempo e ¢(h, A) é

a fungdo denominador (Mickens, 2005);

2. O termo ndo linear de (30) ¢ dado pela representacio discreta nio local®,

dependendo de alguns valores de aproximacgoes anteriores.

F(ty, Tn, Tp1,..,A), n=123 ... (32)

A partir das equagoes (31) e (32), podemos reescrever a equagao (30) como

n

Z w§a) (Zl'n—j - 1'0) = F(tna Tny Tp—1y -y )‘) (33)

J=0

1
¢(h, A)

Quando adotamos ¢(h,\) = h, na equagao (33) o esquema NSFD reduz-se ao es-
quema GL (Scherer et al., 2011).

5.2.1 Funcao denominador

A escolha da fun¢ao denominador deve garantir uma dinamica con-
sistente, ou seja, deve garantir que a solugao numeérica obtida por meio do sistema
discretizado (33) preserve as propriedades do sistema continuo original, equagao (30).

Um método para calcular a fung¢do denominador pode ser visto em Mickens (2006).

35Para termos nao lineares no lado direito, diversos tipos de representacdo discreta nao local,
F(tn,xn, p—1,...,\), podem ser considerados de acordo com a natureza do problema investigado.
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Nesse contexto, a fungdo denominador ¢(h, ), é uma fun¢ao que
quando utilizada no esquema NSFD para aproximar solucdes de EDFs®*, deve satis-

fazer as seguintes condigoes:

1. Condicao de consisténcia

d(h, \) = h® + O(hP), p > &, h — 0; (34)

2. A funcgao ¢(h, \) deve ser real, positiva e crescente;

3. A funcao ¢(h, A) deve depender dos parametros que aparecem na equagao di-

ferencial.

Observagao 5.1 Com rela¢ao a condi¢ao de consisténcia, dada pela equagao (34),
podemos fazer as sequintes observagoes:

1. Se a =1, a condigao de consisténcia torna-se ¢(h, \) = h+O(h?), isso implica
que o método tem erro de ordem hP, e ordem de convergéncia igual a p > 1.

2. 8¢ 0 < a < 1, a medida que « — 0 € esperado uma queda na ordem de
convergéncia.

O trabalho de Ongum et al. (2013) apresenta algumas fungoes que
satisfazem as trés condi¢oes acima, por exemplo

pa sin(h*A)  [sin(hA)\® 1 —e A [1—e "
’ A A ’ A ’ A '

Nesse trabalho adotamos a seguinte funcao denominador.
1 — e—hoA

¢(ha )‘) = \

L A=+ 1. (35)

5.3 Discretizacao NSFD para o modelo de hepatite B

Por conveniéncia, todo o estudo do método numérico serad feito com

base no modelo (17). Para o sistema (25) o processo é analogo por isso serd omitido.

3F importante ressaltar que o esquema NSFD foi inicialmente proposto para equacoes de ordem
inteira.
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Seja No € N e [0,7] um intervalo finito, h = %0 o tamanho do
passo de discretizacdo, 0 = tg < t; < ... < ty, = T = Noh, e seja t, = nh com
n=0,1,2,..., Ng. As variaveis T},, I,,, V,, correspondem aos valores aproximados de
T(t,), 1(t,), V(t,), respectivamente. Assim, consideremos a representagao discreta

para os termos do lado direito do sistema (17),
T(t) = T(th-1), V)T (t) = V(tn—1)T (tn-1), V(t) = V(tn-1), I(t) = I(t,—1).(36)

Aproximando o lado direito do sistema (17) por meio da equagao (36)

e o lado esquerdo através da equacao (31), obtemos

/

Zw Toy—Tp) = s—dT(tu-1) = BV (tat)T(tnor) + pI(tnr)
hA Z“’ Inj=1o) = BV(tn1)T(tnr) = 61 (tn-1) = pl(tn-)

n j ‘/0) = p[(tn_l)—CV(tn_l).

\

Fazendo algumas manipulacoes algébricas®’, o sistema acima pode ser reescrito
(
T, = wo DT, — Zw T+ ¢(h, N)[s — dT—1 — BVi1Tn-1 + ply—1]
[n = ]0 - Zw n 7 + ¢ h’ A)[/an 1Tn 1 — 5/In—1 - p[n—l] (37)
Vn - ‘/O_Zw Vn ]+¢h )‘)[pIn 1= Vn—1]~

A positividade das solugbes é uma propriedade importante em apli-
cagoes biologicas, nas quais valores negativos, geralmente nao possuem significado
biologico. Assim, as solucoes do sistema discretizado devem permanecer positivas
ao longo do tempo ¢t. Com isso, a partir do trabalho Cresson & Szafranska (2016) é

possivel mostrar o proximo Teorema.

37Um caso detalhado pode ser visto no Apéndice (B)
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Teorema 5.1 Suponha que no sistema (37), Ty > 0, Iy > 0, Vo > 0 e ¢(h,\) > 0.
Entao a condicao T,, >0, I, >0 e V,, > 0 € satisfeita para todo n € N.

O objetivo deste trabalho nao é fazer a analise numérica do método
NSFED. Entretanto, um estudo numérico sobre a convergéncia do método foi realizado
abaixo. Um estudo detalhado, que envolve provas analiticas de positividade, estabi-
lidade, consisténcia e convergéncia do método NSFD, pode ser visto em Cresson &

Szafranska (2016); Zibaei & Namjo (2015).

5.4 Erro global do método NSFD

Pelo fato de que nao encontramos a solucao exata do sistema de ordem
fracionéria (17), consideramos como solugao referéncia aquela obtida com h suficien-
temente pequeno (h = 107%) no intervalo [0,t]. De fato, seja Ty, 7, ¢ 7, a solucio
referéncia para T'(t,), I(t,) e V(t,), respectivamente, e x)., y», e vy, n > 0, a solugao
numérica para T,,, I,, e V,,, obtida por meio do sistema discretizado (37). Com isso,
definimos o erro maximo, £(h), entre a solucao referéncia e a solugdo aproximada,

no passo h, como sendo

&:(h) = max{|z, —2;|:n=0,.,N}

&(h) = max{|y, —yp[:n=0,.. N}
&(h) = max{[v, —v)|:n=0,..,N}.

n

;. — *
A Tabela 5 apresenta o valor do erro maximo (&,(h) = max{|Z, — z)|)
cometido ao aproximarmos a solucao numeérica do modelo, para varios valores do

expoente fracionario, a, diferentes valores para h e n = 300.



Tabela 5: Erro de truncamento global das aproximacoes obtidas pelo NSFD

h 1072 1073 1074 1075

[0}

0.2 69x1072 45x1072 32x10% 1.9x107°
0.4 45%x1072 39x107%2 36x10% 95x107*
0.6 39x1072 92x10% 66x10* 51x107*
0.8 21x1072 77%x107% 51x107* 46x107*
0.9 98x 1072 55x107% 35x107* 44x107*
0.95 71x107% 49x10% 33x10* 29x107*
0.97 6.1x107% 93x107* 22x10* 21x107*
1 43%x 1072 81x107* 43x10° 1.1x107°
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Podemos observar na Tabela 5 que, a medida que aumentamos o valor
do expoente fracionario e refinamos o valor do passo h, ocorre uma reducao no erro
entre as aproximacoes, para a maioria dos casos. O menor erro obtido entre as
aproximacoes é para a = 1 e h = 107, no qual &,(h) = 1.1 x 107°. Isso implica
que a solucao numérica esta muito proxima da solucao exata. Porém, ao adotarmos
um valor muito pequeno para o passo, como h = 107°, o custo computacional torna-
se maior. Nesse sentido podemos observar para valores maiores de h, o erro ainda
permanece pequeno e com custo computacional menor, como nos casos em que « = 1
eh=10"%eh=10"

Se considerarmos os valores de h fixo e o variavel, podemos notar que
a medida que o valor de a aumenta, o valor do erro diminui, para a maioria dos

casos. De modo analogo, se tomarmos o valor de « fixo e h variavel, observamos que

o valor do erro ¢ diminui para a maioria dos casos.

5.5 Convergéncia do método NSFD

Para analisar a ordem de convergéncia (1)) do método NSFD, uma es-

timativa foi calculada de acordo com a relacao apresentada em Cresson & Szafranska



(2016). Tal relagao é definida como segue

wa = 10g2 (

§(22h%)
)
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em que £ é o erro global correspondente ao passo h e com relagdo ao expoente

fracionéario a.. A Tabela 6 apresenta a ordem de convergéncia do método NSED para

o sistema (17), com relagao a diferentes valores de « e do passo h.

Tabela 6: Ordem de convergéncia do método NSFD

N 1072 1073 10~ 1075 1076

0.2 0.1022 0.1547 0.1923 0.2064 0.2807
0.4 0.3571 0.3741 0.4012 0.4074 0.4897
0.6 0.5490 0.5803 0.6037 0.6743 0.7216
0.8 0.8495 0.8623 0.8607 0.8967 0.9023
0.9 0.8793 0.9043 0.9175 0.9672 1.1247
0.95 0.9108 0.9239 0.9515 0.9612 1.2278
0.97 0.9511 0.9543 0.9575 0.9772 1.0641
1 0.9873 0.9903 0.9995 1.0671 1.5239

Podemos notar que a medida que « diminui ocorre uma queda na

convergéncia do método. Entretanto, valores menores de o também apresentaram

um bom ajuste aos dados reais. Isso sera abordado no proximo Capitulo. Além disso,

podemos observar que o método NSFD é convergente com ordem de convergéncia

igual a «, o que esta de acordo com os resultados analiticos apresentados por Cresson

& Szafranska (2016).



6 ESTIMACAO DE PARAMETROS

Esse capitulo apresenta a estimacao de parametros para o sistema de
ordem fracionaria que descreve a dinamica da hepatite B. Recentemente é notavel o
interesse na estimacao de parametros de modelos de ordem nao inteira. Além disso,
é crescente o interesse na estimacao da ordem da derivada fracionaria que melhor
ajusta os dados reais. Mansouri et al. (2010) mostraram que sistemas de ordem
arbitraria ajustam melhor dados reais se comparados a modelos de ordem inteira.
Técnicas para estimar parametros em um sistema fracionério sao similares aquelas
usadas em modelos de ordem inteira e podem ser vistas em Ahmed (2015); Liu &

Burrage (2011); Wu (2007); Santos & dos Santos (2017).

6.1 Dados reais

Neste trabalho foram empregados os resultados experimentais publi-
cados por Lewin et al. (2001). Os dados sao referentes a carga viral de pacientes
portadores cronicos do virus HBV. O estudo foi realizado em um hospital de Hong
Kong, com um grupo de 15 pacientes. Os pacientes foram divididos em dois grupos,
com o intuito de analisar a diminuicao na carga viral sob agao de terapia. O primeiro
grupo, denominado Grupo A, recebeu uma combinag¢ao de medicamentos composto
por lamivudine (LMV) (150mg/d) e famciclovir (FCV) (500mg/3 vezes ao dia) e
o segundo grupo, denominado Grupo B, recebeu somente LMV (150 mg/d)*®. O
tratamento teve duracao de 12 semanas.

A Tabela 7 apresenta as caracteristicas demograficas e virologicas dos

individuos participantes do estudo. Na Tabela 7, P;, ¢ = 1, ..., 15, indica a denomina-

380 lamivudine e o fanciclovir atuam sobre a enzima transcriptase reversa, bloqueando direta-
mente sua agdo e inibindo a producao viral (Oliveira et al., 2017)
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cao de cada paciente, V; é a carga viral inicial de cada individuo e as nomenclaturas

M e F representam, respectivamente, o género masculino e feminino.

Tabela 7: Dados demograficos e virologicos

Grupo Género/Idade Tratamento Vj

Grupo A

P11 M/25 LMV/FCV  3.91 x 10
P12 M/30 LMV/FCV  2.53 x 10
P16 M/18 LMV/FCV  1.74 x 10°
P18 M/18 LMV/FCV  4.19 x 107
P17 M/25 LMV/FCV  8.99 x 10°
P19 M/23 LMV/FCV  1.15 x 107
P15 M/50 LMV/FCV 517 x 10°
P14 F /26 LMV/FCV  1.14 x 107
Grupo B!

P9 F/30 LMV 1.61 x 10°
P7 F/30 LMV 1.47 x 10*
P10 M/35 LMV 3.07 x 10°
P2 M/27 LMV 8.14 x 107
P6 M/32 LMV 5.47 x 10°
P13 M /49 LMV 5.70 x 10°

I . - . .
O paciente P; pertencia ao Grupo B e foi excluido do estudo.

6.2 Motivacao para a estimacao de parametros

No sistema (25) considere que o tratamento bloqueia novas infecgoes,

envolve a carga viral pode ser resolvida isoladamente.

ou seja, n = 1 e a eficicia em bloquear a producao viral é e = 1, entao a equacao que
) )
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Seja o PVI linear de ordem fracionaria

DV (t) = —cV
(38)
V() = W.
Aplicando a transformada de Laplace (Camargo & de Oliveira, 2015), obtém-se
LOVH)] = L=V (1)),
LV ()] — s Wy = —cg[V(1)],
a—1
evi = =N
s*+c
Dai
V(t) = ‘/E)Ea(_Cta)> (39)

em que ¢ é uma constante positiva, que representa a taxa de libracao de virus, Vj
é carga viral no tempo t = 0 e E,(.) é a fungao de Mittag-Leffler de um parametro
(Camargo & de Oliveira, 2015).

A Figura 9 mostra a solugao analitica obtida por meio do sistema de
ordem fracionaria (SF), dada na equagao (39), para diferentes valores de «, a solugao

analitica obtida por meio do sistema de ordem inteira®® (SI) e dados reais.

o
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6x10° [~ 6x107 = W\
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(b) P,

Figura 9: Comparacao da SI e da SF com dados reais, descritos na Tabela (7), para
a=0.6,0.7,0.8,0.9,1, ¢c = 1.0325, e os pacientes (a) Pig, (b) P, t em dias.

A SI ¢ dada por V(t) = Voe .
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Na Figura 9 percebe-se que ambos os modelos, de ordem inteira e
de ordem fracionaria, descrevem a dinamica viral ao longo do tempo, entretanto,
qualitativamente, a curva que se ajusta melhor aos dados dos dois pacientes ¢ uma
curva obtida por meio de uma derivada de ordem nao inteira. Para o paciente Pig
tal curva corresponde a 0.8 < a < 0.9, e para P tem-se 0.8 < a < 1. Motivados por
isso e pelo fato de que um sistema de ordem fracionaria gera uma familia de solucoes,
de acordo com a ordem da derivada escolhida, optou-se por estimar o valor exato de
a, que descreve a curva que se ajusta melhor aos dados reais.

Do ponto de vista biologico, o parametro c¢ influencia diretamente a
dinamica da carga viral de cada paciente. Valores maiores de ¢ tendem a aumentar
a carga viral. Contudo, p e € também sao responsaveis pelo comportamento de V().
Para valores de € proximos de 1 é possivel inferir que a taxa de producao e liberacao
de virus, p e ¢, respectivamente, serao decrescentes. Isso faz com que a dindmica
do modelo mude, nao somente de acordo com o valor de ¢, mas também de acordo
com o valor de e. O parametro & é relevante para a dinamica da carga viral, pois
se células infectadas morrem, nao ha liberagao de novos virus no organismo. Assim,

optamos por estimar o valor desses parametros que sao relevantes na dinamica viral.

6.3 Condicoes iniciais e paradmetros conhecidos

A partir do que foi discutido na Subsecao (6.2), as seguintes informa-
¢oes devem ser consideradas;
- Parametros estimados™’: ¢ = (p, &, ¢, €, a);
- Dados disponiveis: V;_, ;
- Pardmetro observado: b = [, |;

- Condigdes iniciais*': T'(0) = 1.1 x 10" células , I(0) = 9.1 x 10" células .

A Tabela 8 mostra os parametros biologicos do modelo (25). Tais

10Como apresentados na Subsecdo 6.2, a curva que melhor se ajusta aos dados reais, parece ser
descrita por uma derivada de ordem nao inteira, nesse sentido optamos por considerar o como
sendo um parametro do modelo e passivel de ser estimado.

LA carga viral inicial, Vo, é variavel de acordo com o paciente e esta descrita na Tabela 7.



62

valores sao provenientes da literatura.

Tabela 8: Parametros biologicos

Parametro Valor Referéncia

5 10 Lewin et al. (2001)
d 0.5 Lewin et al. (2001)
3 0.00122  Perelson (2002)

p 0.1 Ciupe et al. (2007)
n 1 Lewin et al. (2001)

6.4 Formulacao do problema de estimacao de parametros

Nessa secao sera formulado um problema de estimagao de parametros.
Inicialmente sera definido um problema de minimos quadrados e a funcao objetivo a

ser minimizada. Detalhes podem ser vistos em Santos & dos Santos (2017).

Problema 6.1 (Problema de minimos quadrados) Considere ¢ € R" tal que q =
[q15 -y Gn). Dada uma fungao vetorial w : R" — R™ m > n, deseja-se minimizar
llw(q)||, ou seja, encontrar o minimo local ¢* de W(q), no qual,

1 1
W(q) = sw'(gw(e) = Fllw(g)lP, (40)
em que ||.|| € a norma euclidiana e w(q)" € a matriz transposta de w(q).

Definicao 6.1 Seja a funcao objetivo W definida por:
1 21 s 1o 2
Wig) = Sllw(@)* =5 > wila)* =5 > _(Vila,b) = Vi,.)*, (41)
' i=1

na qual

o i €{l,....,m}: periodo no qual a amostra sanguinea foi coletada, m € o ultimo
dia da observacao;

o V, .. :conjunto de dados observados, Vi =1, ..., m;

o V;: solu¢ao do modelo (25), Vi =1, ..., m;
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e b : vetor de parametros conhecidos, Vi =1, ..., m;

e ¢=(q1,.-,qn), n € 0 nimero de pardmetros a serem estimados.

Entao, o problema envolvendo estimacao de parametros consiste em:

Problema 6.2 Determinar q que minimiza a func¢ao objetivo W, dada pela equagao
(41) sujeita a restrigao q > 0, Vk =1, ...,n.

Para resolver o Problema (6.2), foi aplicado o algoritmo como descrito a seguir.

Algoritmo 1: Estimacao de Parametros

Passo 1: Entrada dos dados observados;

Passo 2: Conjunto inicial de parametros ¢° = [q}, ..., ¢°] para g;
Passo 3: Construir a funcao para calcular V' a partir do modelo;
Passo 4: Calcular a funcao objetivo W a partir da Equacao (41);
Passo 5: Calcular a rotina para minimizar W;

Passo 6: Retornar gq.

Com relagao a esse algoritmo, algumas observagoes devem ser feitas:

1. Os dados usados para testar a técnica de estimacao, Passo 1, refere-se a va-

riavel de estado V' e esta descrito na Subseccao (6.1);
2. Os parametros a serem estimados, no Passo 2, foram ¢ = (p, 9, ¢, €, a).

3. No Passo 3 foi utilizado o método NSFD, como descrito no Capitulo 5, para

resolver o sistema de equagoes diferenciais fracionarias (25);

4. Para minimizar o valor da funcio objetivo, Passo 5, foi utilizada a funcao®?

fminsearchbnd disponivel no software M ATLAB®.

6.5 Resultados da estimacao

Nessa secao serao apresentados os resultados da estimacao de parame-

tros usando o Algoritmo 1, como descrito na Subsecao 6.4 . As condigoes iniciais

“2Detalhes sobre a funcao fminsearchbnd podem ser vistos no Apéndice C.
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para todas as simulacoes do modelo com terapia, baseadas nos dados, estao descritas
na Subsecdo 6.3 e h = 107 para o método numeérico NSFD.

E importante ressaltar que nosso objetivo nio é analisar a eficacia
de cada terapia no controle do virus HBV. Entretanto para facilitar os testes, que
serao apresentados a seguir, os dados reais foram divididos de acordo com a terapia
recebida por cada paciente, como apresentado em Lewin et al. (2001). Detalhes sobre
a eficiéncia de cada medicamento por ser visto na mesma referéncia.

Para facilitar o entendimento, os resultados foram divididos em 4 tes-

tes, e para cada um deles serao apresentados os itens a seguir.
e Teste 1: Pacientes submetidos ao tratamento combinado LMV /FCV.

1. Estima(;éo de parémetros para PH, Plg, P16, Plg, P17, Plg, P15, P14;
2. Estimacao da ordem da derivada fracionéaria;
3. Resultados graficos;

4. Coeficiente de correlacao;
e Teste 2: Pacientes submetidos ao tratamento com LMYV.

1. Estimacao de parametros para Py, P, P;, P, P, Pi3;
2. Estimacao da ordem da derivada fracionéaria;

3. Resultados graficos;

e Teste 3: Comparacao entre os ajuste de parametros do modelo de ordem

inteira e de ordem fracionéria.

1. Funcao objetivo;

2. Resultados graficos;

e Teste 4: Convergéncia dos parametros.
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6.6 Teste 1

Aqui serao apresentados os resultados da estimacao de parametros para

os pacientes submetidos ao tratamento com LMV /FCV.
6.6.1 Parametros estimados

A Tabela 9 apresenta os valores para os parametros estimados para
cada paciente submetido ao tratamento combinado LMV /FCV, usando o modelo
de ordem fracionaria (25). Todos os valores obtidos para os parametros estimados

pertencem ao intervalo aceitavel encontrado na literatura.

Tabela 9: Valores estimados

Paciente Parametro
c o € P
Py 2.8058 0.5270 0.7988 6.0255
Pry 3.9742 0.5721 0.5238 6.0341
Py 2.8882 0.3938 0.9962 6.1769
Pig 2.6531 0.5587 0.2769 6.6406
Py 2.6386 0.6000 0.6575 6.0000
Py 2.6818 0.6000 0.9759 6.2181
Py 2.1070 0.6000 1.0000 7.6117
Py 5.5898 0.3672 1.0000 8.5521
Intervalo | g 6. g [0.07;0.6] [0;1] 6.0; 30]
aceitavel
Referéncia| Zhou & Sun Forde et al. Lewin et al. Zhou & Sun
(2014) (2016) (2001) (2014)

Uma combinacao de terapia com LMV e FCV possui uma eficacia
de aproximadamente 99% na redugao da carga viral (Lewin et al., 2001; Dahari

et al., 2009). Entretanto essa eficacia pode sofrer varia¢oes de acordo com a resposta
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imunologica de cada paciente. Com isso, o valor estimado para ¢, dado na Tabela
9, estda de acordo com aquele inferido por meio de estudos clinicos, para 50% dos

pacientes.
6.6.2 Ordem fracionaria estimada

A Tabela 10 apresenta o valor da ordem fracionaria «, cuja curva apre-

senta o melhor ajuste os dados.

Tabela 10: Estimativa para a.
Dados Pi; Py Py Pig Py7 Py Pys Py

o 0.8611 0.9524 0.9667 0.9614 0.9871 0.9962 0.9963 1.0000

Observa-se que a curva que melhor ajusta os dados é dada por uma
derivada ordem fracionaria, para a maioria dos casos. O valor estimado para « esta
no intervalo [0, 1], o qual implica em uma relaxagao na curva solu¢do. Esse resultado
era esperado, uma vez que o processo de modelagem de sistemas dinamicos por meio
de derivadas de ordens arbitrarias, fornece uma flexibilidade maior, no ajuste de
dados experimentais, se comparado a modelagem por meio de sistemas de ordem
inteira. Isso se da pelo fato de que um modelo de ordem fracionéria apresenta uma

familia de curvas solucao.

6.6.3 Resultados graficos

A Figura 10 apresenta o melhor ajuste do modelo (25) aos dados de

cada paciente.
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Figura 10: Teste 1: Ajuste do modelo (25) aos dados de cada paciente submetido
ao tratamento com LMV /FCV durante 84 dias. Os dados sdo representados pelas
barras verticais, e as linhas em vermelho mostram o melhor ajuste dos dados ao
modelo matematico.
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Pode-se observar na Figura 10 que, inicialmente ha um rapido decai-
mento na carga viral de Pig, P9, Pi5 e P4. Depois disso ocorre uma segunda fase de
decaimento mais lenta. O rapido decaimento reflete a alta taxa de liberacao de virus
livres, V(t), presente no inicio da terapia, enquanto a segunda fase reflete o declinio
na producao e liberagao de virus livres como resultado de inibicao incompleta. Em
outras palavras, inicialmente a terapia antiviral bloqueia a producao de novos virus
e h4 um répido declinio na concentragao do HBV, que torna-se mais lenta de acordo
com a resposta imune, conhecida como segunda fase de decaimento, entretanto, nessa
fase ainda ha producao de virus (Lewin et al., 2001).

O aumento da carga viral, nos individuos Py7, P4 e Pjo, alguns dias
apos o inicio do tratamento é devido a algum efeito precoce do tratamento (Lewin
et al., 2001). Além disso, nota-se que a curva que descreve melhor os dados é dada
por uma derivada de ordem fracionéria, para a maioria dos casos.

Por outro lado, nota-se que a técnica empregada na estimacao de para-
metros, mostrou-se eficiente até mesmo em casos onde h& poucos pontos disponiveis,
como para os pacientes Pii, Pio, Pi5, P14. Isso pode implicar em uma economia de

esforcos e recursos gastos no estudo da dinamica da doenca.

6.6.4 Coeficiente de Correlacao

O coeficiente de correlagao ¢ um nimero que mede o grau pelo qual
duas variaveis tendem a mudar juntas. Nesse estudo, queremos obter a relacao
entre os dados reais de cada paciente e os dados obtidos numericamente através da
estimacao de parametros. Assim, antes de calcular o coeficiente de correlagao, sera
feita a anélise de como as variaveis se relacionam. Tal anélise é feita através do
diagrama de dispersao.

O gréfico de dispersao pode sugerir varios tipos de correlacoes entre
variaveis e é utilizado para comprovar a relagao entre uma causa e um efeito. Tal
representacao grafica diz respeito a valores simultaneos de duas variaveis relacionadas

em um processo, e mostra o que acontece com uma variavel quando a outra sofre
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alguma alteragao (Bussab & Morettin, 1986).
A Figura 11 apresenta o diagrama de dispersao para Pig, P14, Pio €
Pis. E possivel ver que ha uma correlacio linear entre os dados reais, representados
em tal figura por Vs, e a solugdo do sistema (25), representada por V;, para cada

conjunto de dados. Para os outros pacientes também obteve-se correlacao linear.
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Figura 11: Teste 1: Diagrama de dispersao.
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A Tabela 11 mostra o valor do coeficiente de Pearson®® para os indivi-
duos P16, P14, P12 [§] Plg.

Todos os valores estdo acima de 0.85, o que indica uma forte ** cor-
relagao linear positiva, de onde pode-se concluir que as estimativas dos parametros,

obtidas pela aplicacao do Algoritmo 1, estao muito proximas dos valores reais.

Tabela 11: Coeficiente de Pearson p.
Paciente Py Py Py Prg

p 0.9856 0.8797 0.8984 0.9956

6.7 Teste 2

Nessa secao serao apresentados os resultados da estimacao de parame-

tros para os pacientes submetidos ao tratamento com LMV.

6.7.1 Parametros estimados

A Tabela 12 mostra os valores para os parametros estimados para
cada paciente submetido ao tratamento com LMV, obtido por meio do modelo de
ordem fracionaria (25), utilizando como referéncia um intervalo aceitavel obtido na
literatura. Todos os valores encontrados no ajuste de parametros pertencem ao

intervalo aceitavel.

43Esse valor é usado quando ha uma correlacio linear entre as variaveis. Uma relacdo é linear
quando a mudanca em uma varidvel é associada a uma mudanca proporcional na outra variavel.
Tal coeficiente € uma medida adimensional que pode admitir valores no intervalo (—1,+1). Quanto
mais proximo dos extremos desse intervalo, mais forte é a correlagdo (Bussab & Morettin, 1986).

*Esse valor é variavel na literatura. Bussab & Morettin (1986) fazem a classificacio: p =
[0.10,0.39] indica uma correlagdo fraca; p = [0.40,0.69] uma correlagdo moderada e p = [0.70, 1]
uma correlagao forte.
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Tabela 12: Valores estimados.

Paciente Parametro
c 5 € P
Py 2.9761 0.6000 1.0000 6.1213
Py 2.0145 0.5847 0.9747 6.0589
Py 1.4345 0.6000 1.0000 8.1820
Py 2.4007 0.1002 0.9835 6.0331
Fs 2.9565 0.5023 0.9998 6.0100
Py 0.9488 0.4603 0.9968 6.0000
Intervalo | 4 g, g [0.07; 0.6] [0;1] 6.0; 30]
aceitavel
Referéncia| Zhou & Sun Forde et al. Lewin et al. Zhou & Sun
(2014) (2016) (2001) (2014)

6.7.2 Ordem fracionaria estimada

A Tabela 13 apresenta o valor da ordem fracionéria, cuja curva ajusta

os dados de cada paciente.

Tabela 13: Estimativa para a.
Dados | P, 2 P Py Py Pi3

Q 0.8422 0.9981 0.8139 0.8339 0.9561 0.9801

Observa-se que para todos os casos a curva que se ajusta aos dados

reais ¢ dada por uma derivada de ordem nao inteira.

6.7.3 Resultados graficos

A Figura 12 apresenta o ajuste do modelo (25) aos dados de cada

paciente submetido ao tratamento com LMV.



72

6 7
Y- . . . . ‘ ‘ ‘ . o R0

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
t

(a) Py, a =0.8422

4 9
S x10t o 10
8 1
sl 1
P 1
5 1
6 1
4 1 5 1
> — >
3 1 4 1
| [ |
3 1
5 1
5 1
4 1
4 1
0 0
0 10 20 30 40 50 60 70 8 90 100 0 10 20 30 40 50 60 70 8 90 100
t t
(¢) Py, o = 0.8139 (d) Pro, o = 0.8339
6 5
g A0, T T T T T T T T 6 p T T T T T T T !
s 1
5 1
; 1
6 \\ 1 4 i
SN |
> >3 4
4 1
3 4 2 4
5 1
1 | 1
f 1
0 0 | 1
0 10 20 3 40 50 60 70 8 90 100 0 10 20 3 40 50 60 70 8 90 100

t t

(e) Ps, a = 0.9561 (f) Pi3, o = 0.9801

Figura 12: Teste 2: Ajuste do modelo (25) aos dados de cada paciente submetidos
ao tratamento com LMV durante 84 dias. Os dados sao representados pelas barras
verticais, e as linhas em vermelho mostram o melhor ajuste dos dados ao modelo
matematico.
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6.8 Teste 3

Com intuito de comparar o valor dos parametros ajustados pelos mo-
delos de ordem inteira e de ordem fracionéria, foram realizados testes de estimacao
para os pacientes Pz e P9 do Teste 1 e Py e P, do Teste 2. Esses pacientes foram

escolhidos de forma aleatoria para ilustrar a comparacao entre os modelos.

6.8.1 Comparacgao entre os ajuste do modelo de ordem inteira e de ordem
fracionéaria

A Tabela 14 apresenta a comparacao entre o ajuste de parametros para

o sistema de ordem inteira (SI) e de ordem fracionaria (SF).

Tabela 14: Estimacao de parametros para o sistema de ordem inteira e sistema de
ordem fracionaria.

Parametro  Sistema Dados Reais
Pig Py Py P,
c SI 24235  3.1592  2.6775  2.3637
SF 2.6531  2.6818  2.4007  2.0145
o' ST 0.1000  0.1000  0.1000  0.1266
SF 0.5587  0.6000  0.1002  0.5847
€ ST 0.5000  0.9623  0.5000  0.5000
SF 0.2769  0.9759  0.9835  0.9747
D SI 6.0319  6.0071  6.8904  6.2493
SF 6.6406  6.2182  6.0331  6.0589

6.8.2 Funcao objetivo

A Figura 13 apresenta a comparagao do valor da funcao objetivo para
os modelos de ordem inteira e de ordem fracionaria. Para essa comparacao foram

utilizados alguns dados do Teste 1 e do Teste 2.
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Figura 13: Teste 3: Funcao objetivo para o SI e para o SF.

Observa-se que o ajuste através do SF, minimizou os residuos entre o
valor estimado e os dados observados, para todos os pacientes, se comparado ao SI.
Esse fato comprova o que foi apresentado nas Tabelas 10 e 13, ou seja, o melhor
ajuste aos dados é dado por uma curva cuja derivada possui ordem nao inteira, para
a maioria dos casos. Embora o ajuste por meio do modelo de ordem fracionéria
apresentou um nimero de iteragoes maior se comparado ao modelo de ordem inteira,
o ajuste feito por meio de derivadas de ordem nao inteira encontrou um valor 6timo

menor, para os casos analisados.

6.8.3 Resultados graficos

A Figura 14 apresenta o ajuste com relacao aos dados do Teste 1 e

do Teste 2, comparando o SI com o SF.
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Figura 14: Teste 3: Ajuste dos modelos de ordem inteira e de ordem fracionéria aos
dados de pacientes. Os dados sao representados pelas barras verticais, e as linhas
em vermelho mostram o melhor ajuste dos dados ao modelo matematico. Figuras do
lado esquerdo indicam o ajuste por meio do modelo de ordem fracionaria. Figuras
do lado direito indicam o ajuste por meio do modelo de ordem inteira.
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Observa-se na Figura 14 que os ajustes do SI e do SF ficaram muito
proximos para P,. Por outro lado, para Pz, P9 e Pjg é notavel que o SI falhou ao

descrever os dados, o que implica que o melhor ajuste se da pelo SF.

6.9 Teste 4

Aqui sera apresentada a convergéncia de cada parametro estimado de
acordo com o namero de iteragbes do método de Nelder Mead (Nelder & Mead,
1965). Testes foram realizados para os 15 conjuntos de dados, entretanto, optou-se

por exibir os resultados de Pig e Ps.

6.9.1 Conjunto de dados Pig

34 056

32 0559
3 0558 A
28 0557

26 0.556

024 = 0555
22 0554
2 0553
18 0552

16 0551

055
222 2225 223 2235 224 2245 2235 2236 2237 2238 2289 224 2241 2242 2243 2204 2245 2246
iteration x108 iteration 10°

(a) ¢ (b) o'

o1 645
55 552 554 556 558 56 562 2,068 207 2072 2074 2076 2078 208

iteration ©10% iteration <108

(c) € (d) p

08
206 2061 2062 2063 2064 2065 2086 2067 2088 2089 207
iteration 108

(e) «

Figura 15: Teste 4: Convergéncia do parametros X nimero de iteragoes para Pig.
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6.9.2 Conjunto de dados P,
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Figura 16: Teste 4: Convergéncia dos parametros X nimero de iteragoes para P;.

Observa-se na Figura 15 que, embora o nimero de iteragoes do método
de Nelder Mead seja alto, o valor dos parametros convergem para o valor estimado
conforme Tabela 9. A ordem da derivada fracionéria a converge para o valor estimado
conforme a Tabela 10. Na Figura 16 tem-se que todos os parametros convergem para

o valor estimado, conforme Tabela 12 e Tabela 13 (expoente fracionario «).



7 RESULTADOS NUMERICOS

Estudos analiticos permanecem incompletos sem a verificacao numeé-
rica dos resultados. Este capitulo apresenta um panorama geral dos experimentos
numéricos realizados, bem como dos resultados obtidos. Foram feitas simulac¢oes
para os dois modelos apresentados anteriormente, com relacao aos seus respectivos
pontos de equilibrio. Também foram simulados diferentes cenarios, dependendo da
ordem da derivada para cada modelo.

Os parametros biologicos utilizados nas simulagoes dos dois modelos
apresentados, estao descritos na Tabela 8 (retirados da literatura), e na Tabela 12
(parametros estimados). Além disso, para realizar as simula¢oes numéricas foi uti-
lizado o método numérico NSFD, descrito no Capitulo 5. Os parametros numéricos
utilizados foram h = 0.001, ¢t = 200 dias, i = 3 para a fun¢ao denominador (método

NSFD) e 7 = 0.002 utilizado na fracionalizagdo de ambos os sistemas.

7.1 Modelo sem terapia

Para o sistema 17 foi simulado um cendrio sem infeccao, quando Ry <
1, e com infeccao quando Ry > 1. Para analisar a influéncia do expoente fracionario
no comportamento da solucao foram utilizados diversos valores para «.

Como nao obtivemos dados reais relacionados a carga viral de pacientes
infectados com HBV sem acao de terapia, as simulagoes realizadas para tal modelo
foram feitas somente com intuito de analisar o comportamento da solucao numeérica.
De forma hipotetica foram analisadas duas situacoes a saber: a solucao livre da

doenca e a solucao infecciosa.
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7.1.1 Solucao livre da doenca

O sistema de ordem inteira sem terapia pode ser visto em Lewin et al.
(2001), quando n = € = 0, e serd usado para comparac¢ao com as solugoes do SF,
dado pelo sistema 17.

Para calcular uma aproximagao para a solu¢cao numérica para o SI, foi
utilizado o esquema de Runge Kutta de quarta ordem (Cuminato & Junior, 2013;
Murray, 2001). As condigdes iniciais, 7(0) = 1.2 x 10* 1(0) = 9.1 x 10®,V(0) =
8.3 x 10°, foram adotadas a partir da Tabela 7. A razio de reproducdo basica
calculada foi Ry = 0.26.

A Figura 17 retrata o comportamento da solugao numérica para o
sistema 17 ao longo do tempo t (dias), para diversos valores da derivada fracionaria
e a SI. Os valores de a foram escolhidos a partir dos valores estimados nas Tabelas
10 e 13. O fato de Ry < 1 implica que o virus nao se replicara a ponto de infectar
uma célula saudavel levando assim ao controle da doenca. Isso pode ser percebido
pelo fato de que todas as solucoes, obtidas por meio do sistema de ordem fracionaria,
convergem para o ponto de equilibrio Fy. Essa convergéncia era esperada e foi predita
pelo Teorema (4.2). Além disso, pode-se observar que valores menores de o implicam
numa convergéncia mais lenta ao equilibrio, o que esta de acordo com o item 2 da
observacao (5.1).

Nas solucoes numéricas as curvas correspondentes a o = 1 e a SI
coincidem, pois o erro associado as aproximagoes numéricas é muito pequeno. Esse
fato, estd de acordo com o que foi apresentado no Capitulo (3), ou seja, quando

a = 1, recupera-se a derivada de ordem inteira.
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7.1.2 Solucgao infecciosa

A Figura 18 apresenta a solu¢ao numérica para o modelo 17.
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Figura 18: Solugao numérica para o modelo (17) com o = 0.84,0.88,0.92,0.96, 1, ao
longo do tempo ¢ (dias), Ry > 1.
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Tal simulacao foi realizada com condigoes iniciais 7'(0) = 1.2 x

10%,1(0) = 9.1 x 10%,V(0) = 8.3 x 10°. O néimero reprodutivo bésico ¢ Ry = 2.64 e
diversos valores de a.

Observa-se que, seguindo o curso da doenca, as solugoes tendem para

o ponto de equilibrio P, dado pela equacdo (21). Neste caso, pode-se notar que

ocorre a proliferacdo da doenca. A convergéncia para o ponto de equilibrio P, foi

predita pelo Teorema (4.5). Com isso, esses resultados numéricos estao de acordo

com os resultados teoricos apresentados no Capitulo 4. Além disso, valores menores

de « implicam numa convergéncia mais lenta para o ponto de equilibrio, o que esta

de acordo com o item 2 da observagao (5.1).

7.1.3 Influéncia do parametro 7

O parametro 7 representa o componente de tempo fracionario no sis-
tema 17. Em Gomez et al. (2013) os autores mostram a rela¢ao entre o parametro
7 e a ordem da derivada fracionaria a. Nesse trabalho nao serd mostrada tal rela-
¢ao, entretanto para ser consistente com a ordem fracionaria adotada no processo
de modelagem, sera considerado 7 =]0, 1]. Para mostrar a influéncia do mesmo, fo-
ram realizadas algumas simula¢oes numéricas, considerando diversos valores desse
parametro.

Como mostra a Figura 19, o comportamento do sistema 17 foi essen-
cialmente o mesmo, para 0 < 7 < 1. Por outro lado, observa-se que para valores
menores de 7, a convergéncia para o ponto de equilibrio torna-se mais lenta, isso
implica que o valor de 7, assim como «, estd relacionado com a velocidade de rela-

xagao/oscilagao da solucdo do sistema.
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7.2 Modelo com terapia

Aqui serd apresentada a solucao numeérica para o sistema 25, com a

presenca de terapia contra a infeccao por HBV.

7.2.1 Influéncia da terapia na solucao do modelo

A fim de comparar os efeitos da terapia, realizamos simulacoes numé-
ricas para diferentes valores para 1 e € durante o tempo ¢. Se € = 1, no modelo 25,
entdao a droga bloqueia totalmente a produgao viral reduzindo a concentracao V()
a zero. Quando n = 1 nao hé infeccao das células saudaveis, isso implica que nao
havera proliferagao da infecgdo (Cardoso et al., 2018a).

Admitindo € < 1 e n < 1, o que significa do ponto de vista biolédgico,
que a droga nao ¢ totalmente eficaz na cura da doencga, pode-se analisar a influéncia
da terapia na solucao do modelo. Para isso, consideramos uma situacao onde hé
infeccao por HBV, ou seja, Ry > 1.

Nesse contexto, duas fases distintas de tempo®, ¢t < 45 e t > 45 dias
foram adotadas para fazer a analise da solucao do modelo sob diferentes valores de 7
e €. Para t < 45 dias consideramos uma pequena eficacia na acao antiviral, ou seja,
n =€ =0.01. Para t > 45 dias, a eficicia dos antivirais foi considerada alta, n = € =
0.9. A Figura 20 apresenta a solucdo numérica obtida*®. Os valores considerados
nessa simulacao nao possuem sentido realistico e foram adotados somente para obter

o comportamento da solucao do modelo.

150 45° dia foi escolhido como o dia de inicio da terapia pois o periodo de incubacio do virus
HBYV ¢é de 30 a 90 dias (Lewin et al., 2001).

4Nas condigdes da simulacdo da Figura 20, quando a < 1, a solucdo numérica tem um compor-
tamento similar.
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Figura 20: Comparacao paran =¢ =0.01 e Ry > 1, parat < 45 diasen =¢ = 0.9
para t > 45 dias, t = 200 dias; a = 1.

Podemos observar que antes do dia 45, o nimero reprodutivo bésico
apresenta valor maior do que 1, isso implica que a solugao converge para o ponto de
equilibrio infeccioso P;, dado pela equagao (26). Quando a agao do agente antiviral
é alta, ou seja, n = € = 0.9, Ry torna-se menor do que 1 e a solugao converge para
o ponto de equilibrio livre da doenca. A convergéncia para ambos os pontos de
equilibrio é predita pelos Teoremas 4.5 e 4.6, respectivamente.

Esse comportamento era previsto, pois quando um agente antiviral é
administrado em uma populagao de células infectadas, é esperado que a carga viral
diminua, o que implica que a populacao de células infectadas tende a zero com
o passar do tempo. Por outro lado, o nimero de células nao infectadas tende a

aumentar durante o tempo ¢.



8 CONCLUSAO

Este trabalho apresenta duas aplicagoes de modelagem matematica
feitas por meio de derivadas de ordem nao inteira, para a hepatite B e, usando varios
resultados teodricos, a estabilidade é analisada de acordo com o valor do nimero
reprodutivo bésico.

A partir de simulagoes numéricas nota-se, que os diferentes valores da
ordem da derivada permitem comportamentos distintos da solugao, sobretudo no
tempo de convergéncia para o estado de equilibrio. A solu¢ao numérica encontrada
para ambos os modelos de hepatite B era esperada e se mostram condizentes com os
resultados tedricos obtidos por meio estudo de estabilidade.

Além disso, o valor de alguns parametros importantes no modelo, foram
estimados. Os valores encontrados mostram-se de acordo com o intervalo plausivel
para cada um, obtido na literatura. Os resultados da estimacao apontaram que
a curva que melhor se ajusta aos dados reais, é advinda da ordem nao inteira da
derivada. Esse resultado é relevante pois indica que a modelagem de fen6menos
bioldgicos pode ser feita, nao somente por meio de equagoes diferenciais ordinarias,
mas sim usando técnicas advindas do calculo de ordem nao inteira. Isso é importante,
pois tais técnicas tendem a auxiliar no entendimento da dinamica da doenca.

O modelo matemético mostrou-se eficiente na descricao da dinamica
do virus HBV. Isso pode abrir margem para estudos relacionados metas de controle
da doenca e até mesmo de busca pela cura. Outro ponto relevante, consiste no fato
de que o ajuste de parametros foi eficaz, mesmo em casos onde ha poucos dados
diponiveis. Isso significa que é possivel analisar a dinamica do virus HBV com uma

quantidade de dados reduzida, gerando uma economia de tempo, esforgos ou recursos.
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Nesse contexto, a juncao da medicina e da modelagem matematica

pode contribuir significativamente para o entendimento dos fatores que envolvem a
progressao do virus HBV. Essa juncao pode ajudar a elucidar os mecanismos chaves
destes processos, e assim ser o suporte ideal para que num futuro préximo, possam ser
tragadas estratégias de erradicacao da doenca e quem sabe, descrever outra historia.
Como trabalho futuro, espera-se aplicar métodos de controle em mo-

delos matematicos, de ordem nao inteira, para analise da dinamica da hepatite B sob
a acao de tratamento. Isso se dara com objetivo de obter valores otimizados de tra-
tamento referente a dosagem de medicagao, que minimize a carga viral de pacientes

cronicamente infectados.
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APENDICE

A NUMERO REPRODUTIVO BASICO

Nesse apéndice serd mostrado cilculo do nimero reprodutivo bésico
serd, feito, com base na matriz de proxima geracao®’ (Dietz, 1983; Diekmann et al.,
2009; Arias et al., 2009). Segue o algoritmo.

1. Escrever o subsistema que descreve somente a produgao de novas infecgoes e/ou
a mudanca no estado dos individuos ja infectados.

2. Construir as matrizes P e (). A matriz P é a matriz de transmissao, a qual
descreve a producao de novas infeccoes e a matriz () é a matriz de transicao, a
qual descreve a mudanca de estado dos individuos.

3. Calcular a matriz Jacobiana das matrizes P = F' e Q = V, no ponto de
equilibrio livre da doenca.

4. Calcular a matriz K = —V'F e seus autovalores. Conforme demonstrado
em Driessche & Watmough (2002), a razao de reproducao béasica sera o maior
autovalor da matriz K.

A partir do roteiro descrito acima, sera calculada a razao de reproducao béasica para
o sistema 17. Consideremos o sistema

DeI(t) = BV(HT(t) —d'1(t) — pl(t) (12)
DoV(t) = pI(t) — V(1)

As matrizes P e () sao

VT —0'I — pI
P = b e Q= P
pl —cV

4TA matriz de proxima geracdo divide a populacdo, considerada no processo epidemiolégico, em
um nuamero finito de categorias distintas. Essa matriz relaciona os ndmeros de individuos recém
infectados nas varias categorias em geragoes consecutivas.
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Calculando a matriz Jacobiana de P e () no ponto de equilibrio livre da doenca,
obtemos

s
0 B- - —
F= 5d e V= oo 0
p 0 0 —c
Logo
5
0 5
K=_-VF= d(o"+p) |
b 0
c
cujos autovalores sao
pBs :
A = . i=1,2
c(8" + p)d !
Portanto
pBs
Ry=———. 43
O cd(0' + p) (43)

Por convengao, como feito em Driessche & Watmough (2002); Diek-
mann et al. (2009), omitiremos a raiz quadrada na equagao (43), entao

pBs

Ry= ——" .
O d(8 + p)

(44)



B DISCRETIZACAO NSFD

Seja um sistema de ordem fracionéria com derivada de Caputo

D%y(t) = f(t,y(t)). (45)

Considerando a aproximacao discreta y(t) =~ y(t,) e através da equacao (31), pode-
mos reescrever o sistema (45) como

n

¢(él ) Zw§a>(yn_j = 0) = Ftn, y(ta))- (46)

Para exemplificar o desenvolvimento do lado esquerdo na equacao (46), considere
n = 3, entao explicitando o somatoério obtemos

wi (ys = o) + wi® (y2 = yo) +ws” (v — o) + wy™ (yo — o) = S(h N (tn, y ().
Multiplicando e reorganizando os termos,

Y3 + w%a)yg + wéa)yl — yo(w((]a) + wla) + w2a)) = ¢(h, \)F(t,, y(t,)).

Como w(()a) = 1, podemos escrever

ys + gz + sy — yo(1+wi® +ws”) = ¢(h, N F (tn, y(ta),

n—1

em que, wga)yz +w§a)y1 = Z w§a)yn_j el —I—wla) +w§°‘) = yowéa_l). Com isso, temos
j=1
a forma discretizada para a equacdo (45), como segue®®.
n—1
U = 90w =" w0y, + (N F (ta, y(tn)). (47)

1

<.
Il

80 termo w2 ! estd definido na equagio (29).



C FUNCAO FMINSEARCHBND

Para encontrar o valor minimo da funcao objetivo (41) foi utilizado a
funcao fminsearchbnd. Esta funcao esta implementada no Maltlab e possui a sintaxe
a seguir.

options = optimset(' Display', iter' plot fens');

[z, fval, exit flag, output] = fminsearchbnd(fun(parmetros), Li, Ls, options);

em que Lz e Ls sao os vetores do limite inferior e superior, respectivamente, para o
vetor de variaveis. Os dados de entrada e saida sdao apresentados na Tabela (15).

Tabela 15: Parametros de entrada e saida da fungao fminsearchbnd

Dados

de
entrada iter: uma saida a cada iteracgao;

Display off : Nao apresenta nenhuma saida;

final: exibe apenas o resultado final;
notify: exibe a saida apenas se nao convergir.

Funvalcheck on: exibe erro quando a funcao retornar um va-
lor complexo ou nao tiver um resultado;

off : nao exibe erro.

MaxFunEval  define o nimero maximo de iteracoes permiti-
das;

OutPutFC funcao limitadora definida pelo usuéario chamada
a cada iteracao;

PlotFcns se nao definido nao plota o gréafico das iteracoes.

Dados

de
saida, exitflag retorna 1 se a solucao convergiu;

fval retorna o valor da fun¢ao no ponto minimo;

0 se foi atingido o niimero méaximo de iteragoes;

-1 se o algoritmo foi encerrado devido a fungao
de saida;

-2 se as condic¢oes de contorno sao inconsistentes.
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A fungao fminsearchbnd implementa o método de Nelder-Mead (Nelder
& Mead, 1965). Esse método é uma ferramenta utilizada para resolver problemas
de otimizacao nao linear em um espago multidimensional. Tal método busca o valor
minimo ou o maximo da fungao dentro do limite definido pelo usuério.

Esse método nao utiliza quaisquer derivadas ou aproximacoes das de-
rivadas da fungao objetivo, em vez disso, busca uma secao aurea e uma interpolagao
parabolica, e assim, garante a convergéncia e a resolucao de forma mais rapida (Bar-
ros Neto, B.; Scarminio, 1995).

Em Goncalves (2013), sao apresentadas algumas vantagens do método
de Nelder-Mead. Dentre elas destacam-se o fato de nao ser necessario calcular as
derivadas da funcgao objetivo para encontrar o valor 6timo, simplicidade na imple-
mentagao computacional, eficiéncia para um nimero baixo/moderado de dimensoes,
entre outras.



