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RESUMO

Este trabalho apresenta uma investigação matemáti
a e numéri
a da hepatite

B por meio de modelos de ordem não inteira. Con
eitos a
er
a da teoria do 
ál
ulo

fra
ionário e de estabilidade para sistemas de ordens arbitrárias são abordados.

Como apli
ação, dois modelos formulados por meio de equações diferen
iais fra
ioná-

rias são introduzidos. O primeiro modelo é formulado sem parâmetros que indiquem

a presença de terapia 
ontra a doença, enquanto o segundo modelo 
onsidera a ação

antiviral. A razão de reprodução bási
a e a análise de estabilidade são 
onsideradas

nos dois 
asos. Além disso, 
om intuito de analisar o 
omportamento das soluções

para ambos os modelos, um estudo sobre o método de diferenças �nitas não 
lássi
o

é mostrado, bem 
omo simulações numéri
as são apresentadas. Os resultados

numéri
os mostram que as soluções 
onvergem para o ponto de equilíbrio, 
onforme

predito na análise de estabilidade. Para o modelo 
om terapia, visando en
ontrar a


urva que ajusta os dados de pa
ientes, alguns parâmetros, in
luindo a ordem da

derivada fra
ionária, são estimados. Resultados da estimação mostram que a 
urva

que se ajusta melhor aos dados reais possui ordem não inteira.
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SUMMARY

This work presents a mathemati
al and numeri
al investigation of hepatitis B

using non-integer order models. Con
epts about fra
tional 
al
ulus and stability

theory to arbitrary orders systems are dis
ussed. We apply fra
tional di�erential

equations to two models, the �rst disregarding the use of drug therapy and the

se
ond 
onsidering drug therapy. The �rst model is formulated without parameter

that indi
ate the drug therapy. The se
ond one, 
onsider the drug therapy. The

basi
 reprodu
tive number and the stability analysis are 
onsidered in both 
ases.

Moreover, for analyzing the solutions of models, a study about the numeri
al

method Nonstandard Finitte Diferen
e Squemes is shown, as well as the numeri
al

simulations are presented. The numeri
al results shows that the solutions 
onverges

to the equilibrium point, as predi
ted by stability analysis. In order to �nd the


urve that �ts the data, we estimated some parameters, in
luding the order of the

fra
tional derivative. Estimation results show that the 
urve that best �ts the data

has a non-integer order.



1 INTRODUÇ�O

A hepatite B é 
ausada pelo vírus HBV. Essa infe
ção é um dos prin
i-

pais fatores que podem levar à 
irrose e ao 
ân
er de fígado. Estima-se que um terço

da população mundial já esteve em 
ontato 
om o vírus HBV e mais de 350 milhões

de pessoas sejam portadores 
r�ni
os da doença. Isso faz 
om que tal enfermidade

seja 
onsiderada um grave problema de saúde públi
a, prin
ipalmente em países em

desenvolvimento (Ferreira, 2000). No Brasil, pelo menos 15% da população está in-

fe
tada 
om o vírus HBV e 
er
a de 1% das pessoas possuem a doença na forma


r�ni
a (Lú
io, 2015; Dias et al., 2015; Oliveira et al., 2017).

O vírus HIV e o vírus HBV 
ompartilham as mesmas formas de trans-

missão no homem, ou seja, são transmitidos prin
ipalmente, por meio de relações

sexuais sem proteção e por meio do 
ontato 
om sangue e materiais 
ontaminados.

Isso 
ontribui para um grande número de 
asos da 
o-infe
ção do HIV/HBV. Os

prin
ipais sintomas da hepatite B são febre, fadiga, perda de apetite, v�mito, entre

outros (Dias et al., 2015; Lú
io, 2015; Dahari et al., 2009).

Em virtude destes fatores, tem-se estudado novas formas de prevenção,


ontrole e erradi
ação da doença. Do ponto de vista matemáti
o, novas ferramen-

tas que auxiliam a 
ompreender a dinâmi
a da doença vêm surgindo, e entre essas

ferramentas podemos desta
ar modelagem matemáti
a. A modelagem matemáti
a

no estudo de doenças é feita através de equações que des
revem a interação entre a

população e o ambiente, resultando numa análise detalhada a respeito do problema

(Bassanezi, 2006; Murray, 2001).

A primeira des
rição por meio de um modelo matemáti
o da intera-

ção entre 
élulas saudáveis, 
élulas infe
tadas e o vírus HBV, o
orreu no trabalho



2

de Nowak et al. (1996). Nesse trabalho o autor mostra que a solução do modelo

proposto se ajusta a um 
onjunto de dados reais, e assim des
reve a dinâmi
a viral.

Posteriormente, Perelson (2002) utiliza o mesmo modelo para des
rever a dinâmi
a

do HIV. A partir disso, diversos estudos têm modi�
ado o modelo usado por Nowak

et al. (1996), visando en
ontrar um modelo que des
reva 
om pre
isão resultados


líni
os obtidos. Esses estudos in
luem novos parâmetros e estados variáveis, 
omo

população de 
élulas efetoras

1

, 
élulas imunes

2

, entre outros (Zhou & Sun, 2014;

Perelson, 2002; Nowak et al., 1996; Ciupe et al., 2007; Forde et al., 2016),

A ini
iativa proposta por Nowak et al. (1996), re�ete atualmente a re-

levân
ia que a matemáti
a apli
ada possui 
omo ferramenta auxiliar na elu
idação e


ompreensão de fen�menos físi
os e biológi
os. É evidente que as pesquisas 
om re-

lação a hepatite B não devem ser norteadas pelo empirismo, intuição ou experiên
ia

prévia, mas sim pelo ra
io
ínio quantitativo, devidamente alimentado pela experi-

mentação. A 
omplexidade da doença deve ser desvendada por uma abordagem


onjunta de dados experimentais e novas metodologias no pro
esso de modelagem

matemáti
a (Yang, 2001).

Nesse sentido, o 
ál
ulo de ordem não inteira, tradi
ionalmente 
onhe-


ido 
omo Cál
ulo Fra
ionário (CF), tem obtido relevân
ia na modelagem de diversos

problemas advindos da quími
a, físi
a, medi
ina, biomatemáti
a, entre outros (Ca-

margo & de Oliveira, 2015; Diethelm et al., 2005; Podlubny, 1999; Gómez, 2017;

Eroglu et al., 2017; Atangana, 2016; Cardoso et al., 2018b, 2017b; Cardoso & Ca-

margo, 2015). Uma das maiores vantagens da utilização de operadores fra
ionários


onsiste no fato de que tais operadores possuem me
anismos para a in
orporação

de propriedades de memória de vários materias e fen�menos. Isso se dá devido ao

1

As 
élulas efetoras são 
élulas que fazem parte do sistema imunólogi
o do organismo. Tais


élulas agem somente através de um estímulo, 
omo a presença de vírus no organismo e permane
em

no organismo apenas por alguns dias, sendo degradadas após a neutralização do antígeno (Oliveira

et al., 2017).

2

Células imunes são aquelas que responsáveis pela retirada de agentes ou molé
ulas estranhas

do organismo de todos os seres vivos (Lú
io, 2015).
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omportamento não lo
al dos operadores fra
ionários, ou seja, 
al
ular a derivada

fra
ionária de uma função no tempo t impli
a 
onhe
er o valor da função no tempo

t− 1 (Saeedian et al., 2017; Ahmed et al., 2006; Arafa et al., 2016).

Embora diversas té
ni
as analíti
as estejam sendo propostas para resol-

ver equações diferen
iais fra
ionárias (EDFs), en
ontrar soluções analíti
as de forma

explí
ita, nem sempre é uma tarefa fá
il. Com isso, surge a ne
essidade de obter va-

lores aproximados para solução de tais equações, através de métodos numéri
os. Na

literatura ainda são relativamente pou
os os métodos numéri
os en
ontrados e, além

de dependerem da de�nição do operador fra
ionário utilizado, suas implementações

possuem alto 
usto 
omputa
ional, devido a 
ara
terísti
a de memória hereditária

(Salgado, 2015).

Dentre os métodos para se determinar soluções numéri
as de equações

diferen
iais de ordem não inteira, segundo os operadores de Riemann-Liouville e de

Caputo, desta
am-se aqueles obtidos a partir da de�nição do operador de Grünwald-

Letnikov (GL), 
omo o método numéri
o GL (S
herer et al., 2011) e o método de

diferenças �nitas não 
lássi
o (NSFD) (Nonstandard Finite Di�eren
e S
hemes, em

inglês) (Mi
kens & Smith, 1990; Mi
kens, 2005).

Com base no método de diferenças �nitas 
lássi
o, Mi
kens & Smith

(1990) propuseram o método NSFD, ini
ialmente para obter soluções aproximadas

para EDOs e EDPs. Esse método, diferentemente do método 
lássi
o, que utiliza

um espaçamento h �xo, leva em 
onta uma função denominador dependendo de h

e de um 
onjunto de parâmetros λ, ou seja, φ = φ(h, λ) (Mi
kens & Smith, 1990;

Ongum et al., 2013; Strikwerda, 2004; Cardoso et al., 2016a). A primeira apli
ação

do método NSFD, em um sistema de ordem fra
ionária, foi feita para o modelo de

Brusselator (Ongum et al., 2013), no qual os autores utilizam o operador GL para

dis
retizar um modelo de ordem não inteira 
om derivada de Caputo. A partir disso,

inúmeros estudos têm se 
on
entrado em obter métodos numéri
os para resolver

EDFs (Ongum et al., 2013; Cresson & Szafranska, 2016; Zayernouria & Matzavinos
,

2016).
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A modelagem 
onsiste na arte (ou tentativa) de des
rever por meio de


ódigos e símbolos um determinado problema em estudo. Os modelos são des
ritos

em termos das variáveis de estado (populações que fazem parte do estudo) e dos pa-

râmetros. Quanto maior é a proximidade do modelo 
om a realidade mais 
omplexo

ele será. Isto impli
a em um número maior de equações e de parâmetros envolvidos.

Em parti
ular, os parâmetros podem ser 
onhe
idos a partir de valores reportados

na literatura ou podem ser des
onhe
idos.

Quando se bus
am modelos que des
revam adequadamente os dados

experimentais, na maioria das vezes, um ou mais parâmetros não possuem valores


onhe
idos ou os valores apresentados na literatura são distintos. Assim surge a

ne
essidade de 
onhe
er tais valores, ou seja, fazer a estimação dos mesmos.

A té
ni
a de estimação de parâmetros é apresentada 
omo um pro-

blema de otimização sobre uma função objetivo na forma de mínimos quadrados. O

método de mínimos quadrados 
onsiste em minimizar o quadrado da diferença entre

o valor do modelo e o valor experimental. Em tais problemas, havendo um 
onjunto

de dados disponíveis, es
olhe-se um modelo matemáti
o e bus
a-se minimizar a soma

dos quadrados das distân
ias, denominadas resíduos, entre 
ada um dos pontos da-

dos e a 
urva ajustada. Em outras palavras, os parâmetros do modelo matemáti
o

devem ser estimados de maneira a minimizar a distân
ia entre o valor teóri
o pre-

dito e o valor experimental. Desta forma, após a estimação, a função objetivo deve

apresentar um valor mínimo (Madsem et al., 2004).

Nesse 
ontexto, o objetivo desse trabalho é, a partir do modelo pro-

posto por Nowak et al. (1996), apresentar dois modelos para des
rever a dinâmi
a

do vírus HBV. Esses modelos serão analisados e formulados 
om base na teoria do

CF por meio de derivadas de Caputo. Para en
ontrar aproximações para as so-

luções o método NSFD será utilizado. Além disso, alguns parâmetros do modelo

serão estimados, bem 
omo a ordem da derivada fra
ionária que melhor se ajusta

aos dados.

A importân
ia desse estudo se dá pelo fato de quanto mais se 
onhe
e
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a respeito da doença e o modo 
omo ela se propaga, mais e�
azes serão os métodos

para impedir a transmissão viral, e o estudo de ações preventivas, 
omo por exemplo,


ampanhas de va
inação.

O texto está dividido 
omo segue. O 
apítulo 2 apresenta 
on
eitos

referentes a hepatite B, 
omo prin
ipais sintomas, formas de transmissão, fases e for-

mas de prevenção da hepatite B. O 
apítulo 3 apresenta as de�nições de integral de

Riemann-Liouville (RL), derivada de Riemann-Liouville, derivada de Caputo e deri-

vada de GL. Con
eitos de teoria qualitativa para EDFs são abordadas. No 
apítulo 4

são introduzidos e dis
utidos dois modelos que des
revem a dinâmi
a do vírus HBV

ao longo do tempo, bem 
omo é proposta, originalmente, a versão fra
ionária dos

modelos apresentados. É demonstrado de modo analíti
o, a estabilidade assintóti
a

para os pontos de equilíbrio. No 
apítulo 5 o método numéri
o NSFD é apresentado.

Algumas questões, referentes ao erro e 
onvergên
ia do método são abordadas de

forma numéri
a. No 
apítulo 6 os parâmetros estimados são apresentados. O 
apí-

tulo 7 mostra os resultados numéri
os obtidos para ambos os modelos apresentados.

Esse estudo é �nalizado 
om as prin
ipais 
on
lusões do trabalho, bem 
omo a lista

de referên
ias bibliográ�
as utilizadas e o Apêndi
e.



2 HEPATITE B

A hepatite B perten
e ao grupo das hepatites virais, que são infe
ções


ausadas por vírus, onde a ne
rose e a in�amação são direta e indiretamente respon-

sáveis pelos sintomas da doença. Fazem parte desse grupo as hepatites A, C e D.

Alguns autores ainda in
luem as hepatites E, F e G Oliveira et al. (2017). Desde sua

primeira des
rição, há mais de 30 anos, a infe
ção pelo vírus HBV é uma das prin-


ipais 
ausas de hepatopatia 
r�ni
a, 
irrose e hepato
ar
inoma em todo o mundo

(Lú
io, 2015).

Segundo a Organização Mundial da Saúde (OMS) aproximadamente

400 milhões de pessoas em todo o mundo estão infe
tadas 
om o vírus HBV e apro-

ximadamente 2 milhões de pa
ientes morrem todos os anos devido a 
ompli
ações

da doença (Saúde, 2018). Esse número é duas vezes maior que o número de infe
-

tados pela hepatite C e dez vezes superior aos infe
tados pelo vírus HIV, 
ausador

da AIDS. Como ambas as doenças, hepatite B e AIDS, possuem formas similares de

transmissão, 
er
a de 10% das pessoas que estão infe
tadas 
om o vírus HIV também

são infe
tadas 
om o vírus HBV (Oliveira et al., 2017; Lú
io, 2015). Nesse sentido,

apresentaremos a seguir o 
ontexto históri
o das hepatites virais, as prin
ipais 
a-

ra
terísti
as para a hepatite B, 
omo a 
ara
terização do vírus, prin
ipais sintomas,

formas de transmissão e prevenção da doença.
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2.1 Contexto históri
o das hepatites virais

A história das hepatites virais remonta vários milênios. Manus
ritos

da literatura 
hinesa, 
om mais de 
in
o mil anos, faziam referên
ia a i
terí
ia

3

na

população. Alguns es
ritos de Hipó
rates (400 a.C.) mostraram indí
ios de que a

i
terí
ia seria de origem infe

iosa e de
orrente de problemas no fígado. O a
úmulo

de líquido no abdómen (as
ite) seria proveniente de alguma doença 
r�ni
a nesse

mesmo órgão (Fonse
a, 2010).

No sé
ulo XVIII, o termo hepatite apare
e pela primeira vez no tra-

balho �Historia hepati
a sem Thoria et práxis omnius morborum hepatitis et bílis�,

publi
ado por Bian
hi, J.B. (Fonse
a, 2010; Krugman et al., 1967).

Em 1895 surge o primeiro do
umento 
ientí�
o desta
ando uma forma

de hepatite, provavelmente transmitida por via parenteral. Esse do
umento relata

o 
aso de trabalhadores do porto de Bremen, na Alemanha, que haviam re
ebido

uma va
ina 
ontra a varíola, preparada a partir de linfa humana

4

, e desenvolveram

i
terí
ia após a apli
ação. Esse do
umento relata sintomas, tais 
omo fadiga, ano-

rexia, queixas digestivas, i
terí
ia e por vezes, intenso prurido 
utâneo. Depois de

ex
luídas outras hipóteses, deduziu-se que a va
ina seria a possível 
ausa da doença

(S
himid, 1994; Fonse
a, 2010).

Outro fato históri
o de destaque o
orreu durante a primeira guerra

mundial (1917-1919), na qual o número de 
asos de hepatite ganhou proporções de

pandemia

5

, a
ometendo milhares de soldados. Durante a segunda guerra mundial,

vários estudos revelaram 
asos de hepatite aguda, entre indivíduos que passaram

por transfusão sanguínea. Do
umentos apontam que em 1942, uma epidemia de

hepatite afetou 28.585 militares ameri
anos o
asionando 62 óbitos. O responsável

por tal surto seria um lote de va
ina 
ontra febre amarela, estabilizada 
om soro

3

Sintoma 
ara
terísti
o da hepatite B, 
omo será visto adiante.

4

É um líquido transparente ou de 
oloração 
lara, que 
ir
ula através dos vasos linfáti
os. A


omposição da linfa é semelhante a do sangue, ex
eto por não possuir hemá
ias.

5

É a disseminação de uma doença infe

iosa em uma população, lo
alizada em uma grande

região geográ�
a.
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humano (S
himid, 1994; Reuben, 2002).

Com o passar dos anos, intensi�
aram-se as pesquisas e alguns agentes


ausadores da hepatite foram identi�
ados. Entre os anos de 1963 e 1984 foram

des
obertos os agentes 
ausadores das hepatites A, B, C e D (Fonse
a, 2010).

A des
oberta do vírus HBV o
orreu de forma a
idental. Em 1963,

durante um estudo sobre anti
orpos 
ontra lipoproteínas séri
as

6

em pa
ientes que

tinham re
ebido transfusão de sangue, o geneti
ista ameri
ano Baru
h Blumberg

7

,

apresentado na Figura 1, identi�
ou no soro de um indivíduo australiano, a presença

de um antígeno que reagia 
om o soro de dois pa
ientes hemofíli
os politransfundidos

8

(Blumberg, 2003; Fonse
a, 2010). A este antígeno foi dado o nome de antígeno

Austrália (AgAu), em virtude do lo
al de origem da amostra do pa
iente.

Figura 1: Baru
h Blumberg. Fonte: Fonse
a (2010).

Em 1967, Blumberg e seus 
olaboradores sugeriram pela primeira vez,

que a alta frequên
ia do AgAu no soro de pa
ientes 
om hepatite aguda, poderia

estar rela
ionada 
om um suposto vírus introduzido, entre humanos, por transfusões

de sangue. A partir disso, Blumberg e sua equipe intensi�
aram as pesquisas e en
on-

6

Quantidade de um determinado agregado mole
ular responsável pelo transporte de lipídeos em

meios líquidos.

7

Em 1978 Baru
h Blumberg ganhou do prêmio Nobel de Medi
ina por tal des
oberta.

8

Que haviam re
ebido várias transfusões sanguíneas.
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traram no soro de um portador 
r�ni
o do antígeno Austrália numerosas partí
ulas,

algumas 
om formato esféri
o e outras 
om formato tubular. As partí
ulas esféri
as

mediam 
er
a de 22nm de diâmetro, enquanto as tubulares, 22nm de largura e 150nm

de 
omprimento. Tais partí
ulas reagiam 
om o soro dos pa
ientes 
onvales
entes

9

de hepatite (Dane et al., 1970; Blumberg, 2003).

Em 1970 foi des
oberta uma ter
eira partí
ula de forma esféri
a e me-

dindo 
er
a de 42nm de diâmetro. Em 1971, Almeida & Rubenstein (1971) 
ara
-

terizaram tal partí
ula, 
hamada de partí
ula de Dane, 
omo sendo o pa
ote viral


ompleto do HBV. A partí
ula de Dane era 
onstituída de um invólu
ro externo

e um nú
leo, sendo que o invólu
ro externo 
orrespondia ao antígeno Austrália, o

que passou a ser designado de antígeno de superfí
ie do vírus da hepatite B (HB-

sAg). Estudos posteriores 
on�rmaram que a partí
ula de Dane representava o virion


ompleto do HBV. A partí
ula de Dane pode ser vista na Figura 2.

Figura 2: Estrutura HBV. Fonte: Fonse
a (2010).

A evolução da pesquisa 
ientí�
a possibilitou, em 1981, a des
oberta

da va
ina 
ontra o vírus HBV. Essa va
ina, derivada do plasma (sangue), era bem

tolerada e protegia 
om e�
á
ia de 95%. Em 1986 tal va
ina foi substituída por uma

9

Aqueles que estão em fase de re
uperação.
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va
ina produzida por engenharia genéti
a, que até hoje é utilizada. Hoje essa va
ina

faz parte do 
alendário brasileiro de va
inação.

2.2 Dados epidemiológi
os

A infeção pelo vírus HBV é um fator que afeta a saúde públi
a no

mundo todo. A perda de qualidade de vida dos pa
ientes, bem 
omo os gastos

em tratamentos requerem esforços para desenvolver medidas e�
azes de prevenção e


ontrole. Seguem alguns dados que re�etem a proporção da doença.

1. No mundo (Saúde, 2018)

• 350 a 400 milhões de portadores 
r�ni
os da hepatite B;

• 6.2% dos 
asos estão na região do Pa
í�
o O
idental e 6.1% na região

Afri
ana;

• Mais de 1 milhão de mortes no ano de 2015;

• 560.000 novos 
asos de 
ân
er de fígado por ano, dos quais 80% apresentam

hepatite B 
r�ni
a.

2. No Brasil (Epidemiológi
o, 2019)

• 218.257 
asos 
on�rmados de hepatite B entre os anos de 1999 a 2016;

• Do total de 
asos 
on�rmados, 35.2% estão na região Sudeste, 31.6% na

região Sul, 14.3% na região Norte, 9.7% no Nordeste e 9.2% Centro-Oeste.

• Do ano 2000 até o ano de 2016 foram registrados 14.172 óbitos asso
iados

a hepatite B;

2.3 Cara
terização do vírus HBV

O HBV é um vírus de DNA da família Hepadnaviridae, que perten
e

ao gênero Hepadnavirus 
om genoma de DNA bi
atenar (dupla héli
e) 
ir
ular. Ele

é revestido por duas 
amadas: uma externa, 
hamada de envelope, 
onstituída pelo
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HBsAg (antígeno s (de superfí
ie)) e uma interna, 
onstituída pelo HB
Ag (antígeno 


ou 
ore) do vírus da hepatite B. A partí
ula viral do HBV tem 
er
a de 40 nan�metros

de diâmetro e pode ser �lamentosa ou esféri
a (Dahari et al., 2009). A partí
ula

víral

10

pode ser vista na Figura 3.

Figura 3: Partí
ula viral HBV. Fonte: Lee & Ahn (2011).

O vírus HBV possui genoma distinto da maioria dos vírus, por possuir

frames de leitura sobrepostos e por estar dependente da trans
riptase reversa

11

. Esse

vírus tem predileção pela infe
ção dos hepató
itos (
élulas) do fígado. Ele multipli
a-

se no nú
leo da 
élula infe
tada, utilizando as enzimas de repli
ação de DNA da

própria 
élula humana. A sua repli
ação 
onsiste na formação de RNA a partir do

genoma de DNA, que são usados na síntese das proteínas virais, e RNA espe
ial, que

depois é 
onvertido em DNA pela enzima trans
riptase reversa (Oliveira et al., 2017;

Lú
io, 2015; Ferreira, 2000).

10

Durante a infe
ção pelo HBV 
ir
ulam dois antígenos o HBsAg e o HBeAg. Os antígenos

estimulam a resposta imune na pessoa infe
tada resultando na 
ir
ulação de três anti
orpos, o

anti-HB
 (IgM e IgG), o anti-HBe e o anti-HBs.

11

A trans
riptase reversa é uma enzima denominada DNA polimerase ou RNA dependente, que é

responsável por realizar o pro
esso de trans
rição, que 
orresponde a uma 
ópia invertida, do modo


ontrário ao padrão 
elular. Em outras palavras, essa enzima polimeriza molé
ulas de DNA a partir

de molé
ulas de RNA, o oposto do que 
omumente o
orre nas 
élulas. Os vírus que dependem desse

pro
esso são ditos retrovírus.
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2.4 Ci
lo de vida do vírus HBV

Quando o vírus atinge a 
orrente sanguínea humana, a sua resposta

ini
ial é ligar-se a uma 
élula 
apaz de suportar a sua repli
ação. Na maioria dos 
asos

essa repli
ação o
orre nas 
élulas do fígado, mas é possível o
orrer repli
ação do vírus

em outros lo
ais (Alvariz, 2006). Nessa fase o vírus ata
a a membrana dos hepató
itos

e a partí
ula 
ore

12

entra em tais 
élulas. Então, essa partí
ula libera o seu 
onteúdo

de DNA e o DNA da polimerase (proteína), no nú
leo das 
élulas do fígado. Dentro

do nú
leo da 
élula, o DNA do vírus HBV induz as 
élulas do fígado a produzirem

várias substân
ias, 
omo o RNA mensageiro, proteínas de superfí
ie (HBs), proteína


ore (HB
), DNA polimerase, proteína Hbe e outras proteínas des
onhe
idas (Lewin

et al., 2001; Lú
io, 2015; Ferreira, 2000).

O vírus HBV é resistente e pode sobreviver ativo no ambiente externo

por vários dias, o que di�
ulta o 
ontrole da doença. Por exemplo, em ali
ates

utilizadas por mani
ures, o vírus pode permane
er por mais de uma semana, sendo

poten
ialmente infe
tante (Saúde, 2018).

2.5 Transmissão

A infe
ção do vírus HBV pode o
orrer, na maioria dos 
asos, por meio

de relações sexuais, transfusões sanguíneas ou transmissão verti
al

13

. Entretanto, há

outras formas de 
ontágio, 
omo mostra a Figura 4.

12

É a estrutura interna ou nú
leo da partí
ula viral.

13

É aquela que é transmitida de mãe para �lho durante a gestação.
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Figura 4: Formas de 
ontágio. Fonte: Epidemiológi
o (2019).

Devido ao fato de que a infe
ção pode o
orrer por meio do 
ontato 
om

sêmen, saliva e se
reções vaginais durante relação sexual desprotegida, a hepatite B

está in
luída no grupo de DSTs (doenças sexualmente transmissíveis).

A transmissão sanguínea o
orre por meio do 
ompartilhamento de se-

ringas 
om sangue 
ontaminado. Essa práti
a é 
omum entre usuários de drogas

injetáveis, em a
identes 
om material perfurante 
ontaminado, entre trabalhadores

da área da saúde, por meio de pequenos ferimentos presentes na pele e nas mu
osas,

na hemodiálise e por transfusão de sangue, quando o doador é portador do vírus

(Ferreira, 2000; Reid & Dienstag, 1997).

Alguns grupos popula
ionais são 
onsiderados de alto ris
o para aqui-

sição do vírus HBV, 
omo pro�ssionais de saúde das áreas médi
o-odontológi
as,

hemodialisados, homossexuais, hemofíli
os, prostitutas, toxi
�manos, imunossupri-

midos e de�
ientes mentais (Ferreira, 2000).

2.6 Sintomas

O período de in
ubação do vírus HBV dura, em média, de 1 a 4 meses.

Desse modo, os sintomas da infe
ção não apare
em imediatamente após o 
ontágio.
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Somente após o segundo ou ter
eiro mês depois da 
ontaminação, o indivíduo in-

fe
tado 
omeça a per
eber os primeiros sinais (Lú
io, 2015). Em alguns 
asos, os

primeiros sinais da doença podem demorar até seis meses para se manifestar. A

seguir serão des
ritas as duas fases distintas da infe
ção pelo vírus HBV.

Fase aguda: Ini
ialmente todos os indivíduos infe
tados desenvolvem quadro de

hepatite aguda. Nessa fase os sintomas são semelhantes aos sintomas das outras

hepatite virais, ini
iando 
om febre, mal estar geral, falta de apetite, 
ansaço fá
il,


o
eira no 
orpo e urina es
ura. Esses sintomas podem progredir até o desenvol-

vimento de i
terí
ia (
oloração amarelada nas mu
osas e pele). Após 
er
a de 15

dias, os sintomas diminuem e depois de 6 a 8 semanas a i
terí
ia tende a desapare
er

(Ferreira, 2000; Souto et al., 2007; Lú
io, 2015). A Figura 5 mostra um indivíduo


om i
terí
ia.

Figura 5: I
terí
ia. Fonte: Saúde (2018).

Em alguns 
asos, a fase aguda pode passar desper
ebida e assinto-

máti
a. Essa fase pode durar até seis meses e a maioria dos pa
ientes 
onseguem

eliminar o vírus do organismo e 
urar-se de�nitivamente. Somente em 5% dos 
asos

o vírus permane
e e a hepatite B pode tornar-se 
r�ni
a ou o vírus pode perman
er

inativo no organismo.

Fase 
r�ni
a: A evolução da doença para a forma 
r�ni
a o
orre quando o pa-


iente permane
e 
om o vírus por mais de seis meses. Essa fase pode permane
er
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assintomáti
a durante muitos anos. A evolução dessa forma da doença depende de

fatores 
omo a repli
ação viral, a resposta do sistema imunológi
o, o 
onsumo de

ál
ool e demais infe
ções por outros vírus. Essa evolução pode levar o pa
iente a

desenvolver 
irrose hepáti
a

14

ou 
ân
er de fígado.

A Figura 6 apresenta a evolução no fígado de um indivíduo. A imagem

a esquerda mostra um órgão saudável, a imagem 
entral apresenta o órgão 
om


irrose, de
orrente de um pa
iente portador de hepatite B e a imagem a direita

apresenta o órgão 
om 
ar
inoma hepato
elular (HCC), de
orrente de um pa
iente


om 
irrose.

Figura 6: Evolução no fígado. Fonte: Saúde (2018).

2.7 Evolução da doença

A partir da fase aguda, a hepatite B pode evoluir para a fase 
r�ni
a, a

qual a
aba o
asionando sérias lesões no fígado (Souto et al., 2007), ou pode evoluir de

forma que a pessoa é 
hamada de portadora sã do vírus, na qual o pa
iente 
onsegue


onviver bem 
om a doença, sem muitas alterações no quadro 
líni
o e sem maiores


ompli
ações (Lú
io, 2015; Silva et al., 2012). A Figura 7 apresenta a evolução da

doença

15

.

14

É o resultado �nal de anos de agressões ao fígado, o que provo
a a substituição do te
ido

hepáti
o normal por nódulos e te
ido �broso.

15

O transplante de fígado é uma opção de tratamento para a hepatite B 
r�ni
a em fase de


irrose avançada ou 
ân
er. Melhoras nas té
ni
as operatórias e novos medi
amentos, têm reduzido

a re
idiva da hepatite após o transplante e melhorado a expe
tativa de vida (Silva et al., 2012).
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Fase aguda

Infe
ção

infantil

Infe
ção

adulta

Cura Cura

Fase

Cr�ni
a

Portador

Inativo

Cirrose

Tratamento

HCC

Ins. Hep.

Tratamento

Morte

Transplante Re
uperação

Morte

Re-infe
ção

Figura 7: Evolução da infe
ção pelo vírus HBV.

Quanto mais jovem for a pessoa infe
tada, maiores são as 
han
es

de desenvolver hepatite B 
r�ni
a e menores são as 
han
es de re
uperação. Se a

infe
ção for adquirida na infân
ia, para 
rianças menores de 5 anos de idade, as


han
es de re
uperação vão de 10% a 70%, enquanto que as 
han
es de re
uperação

para um pa
iente adulto 
hegam a 95%. Se o pa
iente possuir idade menor que 5

anos, há 90% de probabilidade da doença evoluir para a forma 
r�ni
a, enquanto que

para um indivíduo 
om idade superior a 5 anos as 
han
es de evolução são de 10%

(Epidemiológi
o, 2019; Silva et al., 2012).

Após 5 anos 
om o vírus no organismo, na forma 
r�ni
a, as 
han
es da

doença evoluir para 
irrose hepáti
a são de 12% a 25%. A probabilidade do pa
iente

sofrer insu�
iên
ia hepáti
a, em 5 anos, é de 22%. Consequentemente, as 
han
es de

desenvolver 
ân
er no fígado, também em 5 anos, são de 11% (Silva et al., 2012).
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Conforme Dias et al. (2015), os ris
os de desenvolver 
ân
er de fígado

16

são maiores para homens, para pessoas a
ima de 40 anos que tenham 
irrose, para

pessoas portadoras 
r�ni
as da hepatite B ou C, ou ainda para pessoas que apresen-

tem um históri
o familiar de 
ân
er neste órgão.

2.8 Diagnósti
o

O pro
esso de diagnósti
o é feito através de exame de sangue, 
omo o

Anti-HBV

17

, HBsAg e anti-HBs

18

, ou em estágios mais avançados, através de uma

biópsia no fígado (Silva et al., 2012).

No exame de sangue, a presença de antígenos e anti
orpos irão deter-

minar se a pessoa foi ou não infe
tada pelo vírus HBV, se está imune, se possui

infe
ção 
r�ni
a no fígado ou se está sujeito a transmitir a doença (Dias et al., 2015).

2.9 Tratamento

Devido ao fato de que na forma aguda a doença normalmente desapa-

re
e sozinha, não há um tratamento espe
í�
o nesse estágio. No entanto, durante o

período de infe
ção, e possível amenizar os sintomas por meio de repouso, alimenta-

ção saudável e ingestão de líquidos (Ferreira, 2000).

Para a hepatite B 
r�ni
a o tratamento é feito, na maioria das vezes,

por meio de medi
amentos que são 
hamados de anti-virais. Dentre esses anti-virais

desta
am-se o Interferon α, que é administrado por via sub
utânea e é distribuído

gratuitamente pelo sistema públi
o de saúde, o Lamivudine, o Adefovir e o Ente
avir,

que são administrados por via oral e que também são utilizados no tratamento 
ontra

16

O 
ar
inoma hepato
elular (HCC) é um tipo de 
ân
er de fígado, o qual é o sexto mais 
omum no

mundo e a segunda 
ausa de morte por 
ân
er. O tratamento pode in
luir 
irurgia, quimioterapia,

transplante, entre outros (Silva et al., 2012).

17

É o exame mais simples para se dete
tar os anti
orpos da hepatite B, porém esse exame só

mostra se o pa
iente teve ou não 
ontato 
om o vírus. O Anti-HBV não 
onsegue identi�
ar se o

pa
iente ainda está infe
tado.

18

Esse exame dete
ta o antígeno do vírus, o HBsAg, após 4 semanas da provável infe
ção.



18

o HIV. A tabela 1 apresenta os prin
ipais medi
amentos utilizados no 
ombate ao

vírus HBV (Forde et al., 2016; Silva et al., 2012; Ferreira, 2000; Lewin et al., 2001).

Tabela 1: Drogas utilizadas 
ontra a hepatite B 
r�ni
a

Drogas Doses/dia Anti- HIV

Interferon-α 4-5MU/dia, durante 16 a 24 semanas não

Lamivudina 100mg/dia durante 1 ano sim

Adefoir 10mg/dia, por tempo indeterminado sim

Ente
avir 0,5mg/dia por tempo indeterminado sim

É importante ressaltar que o tratamento 
ontra a hepatite B, na forma


r�ni
a, é um pro
esso longo e 
om alto 
usto. Em alguns 
asos, o tratamento é

feito por tempo indeterminado. Além disso, o uso prolongado de alguns desses me-

di
amentos pode 
ausar sérios efeitos 
olaterais, 
omo febre, mialgias, mal estar e


efaléia. O Interferon-α, além desses efeitos, pode o
asionar perda de peso e distúr-

bios neuropsiquiátri
os, in
luindo depressão profunda e sui
ídio. Já o uso 
ontínuo

de Lamivudina pode o
asionar queda no número de leu
ó
itos e plaquetas e diarreia

severa (Silva et al., 2012).

Como a utilização desses medi
amentos é feita por um longo tempo,

em alguns 
asos, o vírus pode adquirir resistên
ia a tais drogas e a doença pode

reapare
er, assim que o uso for suspenso. Devido a isso, alguns pa
ientes 
r�ni
os

devem manter a medi
ação durante toda a vida (Ferreira, 2000; Silva et al., 2012).

2.10 Formas de prevenção

A melhor forma de prevenção da hepatite B é por meio de va
inação,

que deve ser feita na infân
ia. Com efeito, atualmente a va
ina 
ontra hepatite B faz

parte do 
alendário o�
ial de va
inação do Ministério da Saúde. Com pou
os efeitos


olaterais, ela protege o indivíduo por toda a vida. A Tabela 2 mostra 
omo deve
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ser feita a va
inação

19

.

Tabela 2: Va
inação 
ontra hepatite B

Doses Épo
a

Primeira dose até 12 horas após o nas
imento do bebê

Segunda dose 30 dias após a primeira dose

Ter
eira dose 180 dias após a primeira dose

Além da va
inação, as formas mais e�
azes de se evitar o 
ontágio 
om

o vírus HBV 
onsistem no uso frequente de preservativo durante as relações sexuais,

e no ato de não 
ompartilhar agulhas, es
ovas de dente, ali
ates, barbeadores e outros

objetos 
ortantes e de uso pessoal.

19

Para 
rianças maiores, adoles
entes, adultos e idosos, o intervalo entre uma dose e outra é o

mesmo.



3 CÁLCULO FRACIONÁRIO

A teoria do CF surgiu no sé
ulo XVII 
om uma 
arta datada de 30

de setembro de 1695, entre L'H�pital e Leibniz, 
om o seguinte questionamento: �O

signi�
ado de derivadas 
om ordem inteira pode ser generalizado para derivadas 
om

ordens não inteira?� A partir disso, a teoria 
omeçou a se difundir e vários mate-

máti
os importantes 
omo, Euler, Fourier, Liouville, Abel e Riemann, entre outros,


ontribuíram para tal desenvolvimento (Camargo & de Oliveira, 2015; Podlubny,

1999).

O 
ál
ulo de ordem arbitrária, tradi
ionalmente 
onhe
ido 
omo 
ál-


ulo fra
ionário, lida espe
i�
amente 
om derivadas e integrais de ordens não inteiras.

Embora pareça ser uma teoria antiga, os avanços ainda são re
entes. Nas últimas

quatro dé
adas houve um aumento signi�
ativo em pesquisas rela
ionadas às apli-


ações do CF, em diversas áreas, desde a físi
a até a medi
ina (Herrmann, 2014;

Varalta et al., 2014).

A maioria das apli
ações do CF 
on
entram-se na modelagem de fen�-

menos por meio de equações diferen
iais, 
om derivadas ou integrais de ordem não

inteira. Todavia, obter a solução exata de uma equação diferen
ial de ordem não

inteira é muito difí
il. Quanto mais detalhada a des
rição do problema real, maior

é o número de variáveis envolvidas, o que aumenta a 
omplexidade das equações

rela
ionadas.

Nesse sentido, o 
ál
ulo de ordem não inteira tem ganhado relevân
ia.

Inúmeros estudos, nas mais diversas áreas do 
onhe
imento, têm obtido importan-

tes resultados e generalizações na modelagem de fen�menos reais por meio do CF

(Ortigueira & Ma
hado, 2015; Camargo & de Oliveira, 2015; Podlubny, 2002; Arafa
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et al., 2016; Cardoso et al., 2018a, 2017b). Alguns fen�menos físi
os, que até en-

tão não eram bem expli
ados quando modelados por sistemas de ordem inteira, têm

mostrado que a modelagem 
om derivadas fra
ionárias des
reve melhor a solução.

Estudos de modelos em HIV, feitos por Zibaei & Namjo (2015), mostraram que sis-

temas de ordens arbitrárias são mais apropriados para des
rever a dinâmi
a real da

doença, pois a solução do modelo de ordem fra
ionária se ajusta melhor aos dados

reais de pa
ientes.

Embora não exista uma interpretação físi
a e geométri
a evidente para

derivadas e integrais fra
ionárias (Podlubny, 2002), equações diferen
iais fra
ionárias

(EDFs) são rela
ionadas a sistemas 
om dependên
ia temporal e 
om memória, de-

vido ao 
omportamento não lo
al dos operadores fra
ionários (Tarasov, 2018). Isso

signi�
a que, ao 
onsiderarmos a derivada fra
ionária (DF) temporal da função, es-

tamos levando em 
onta o 
omportamento da função em momentos anteriores ao que

estamos medindo. Esta é a razão pela qual dizemos que a derivada de ordem não

inteira preserva efeitos de memória (Bourdin, 2013).

O pro
esso de memória está in
luso em muitos sistemas biológi
os, e

quando a des
rição do fen�meno é feita por meio de equações diferen
iais de or-

dem inteira, tal efeito normalmente é negligen
iado (Saeedian et al., 2017; Diethelm

et al., 2005; Yang, 2018). Nesse 
ontexto, diversos trabalhos têm utilizado té
ni
as

advindas de 
ál
ulo fra
ionário no pro
esso de modelagem de problemas físi
os e

biológi
os. Em epidemiologia, há diversas apli
ações do CF na modelagem de do-

enças transmitidas por vetores (Santos et al., 2015; Sardar et al., 2014; Petras &

Magin, 2011; Odibat & Shawagfeh, 2007) e na modelagem de doenças virais. Por

exemplo, Gonzalez-Parra et al. (2014) apresentam um modelo de ordem fra
ionária

para estudar a dinâmi
a viral da in�uenza A(H1N1). Torres et al. (2011) e Diethelm

(2012) analisaram a dinâmi
a da dengue por meio de modelos de ordem não inteira.

Cardoso et al. (2018
) apresentam um estudo sobre a dinâmi
a da hepatite B 
om a

presença de antivirais, por meio de modelos de ordem fra
ionária.

A modelagem matemáti
a de fen�menos biológi
os, por meio de equa-
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ções diferen
iais, permite expressar e 
onhe
er a dinâmi
a do problema em questão.

Através do estudo do 
omportamento assintóti
o das soluções, é possível 
onhe
er os

diversos 
enários referentes à propagação e a eliminação de doenças. A partir disso,

podem ser traçadas metas de prevenção e 
ontrole.

Re
entemente 
om objetivo de analisar a dinâmi
a das soluções de

EDFs, alguns avanços 
om relação à teoria de estabilidade têm o
orrido. Moham-

mad & Mohammad (2008) e Matignon (1996), apresentam estudos sobre teoria de

estabilidade lo
al para sistemas lineares de ordem não inteira. Em Zhang et al.

(2011), um estudo sobre a teoria de estabilidade para EDFs não lineares 
om deri-

vada de Caputo é investigado. Arafa et al. (2016) mostram um estudo sobre análise

de estabilidade para um modelo de HIV 
om derivada de Caputo. Em Santos et al.

(2015), é feito um estudo sobre estabilidade global para sistemas não lineares 
om

derivada de Caputo, baseado no prin
ípio de 
omparação. A estabilidade de sistemas

de ordem fra
ionária 
om retardo, modelados 
om derivada de Caputo, é estudado

em Matignon (1996).

Por outro lado, 
om o objetivo de en
ontrar soluções para EDFs e pelo

fato de que ainda não há uma interpretação físi
a e goemétri
a evidente para as de-

rivadas fra
ionárias, várias formulações vêm sendo propostas. Dentre elas desta
am-

se, Riemann-Liouville, Caputo, Grünwald-Letnikov, Mar
haud, Chen, Hadamard,

Riesz, Weyl, Osler, Hilfer, Davidson-Essex, Coimbra, Canavati, Cossar, Jumarie,

Hilfer-Katugampola, ψ-Hilfer, derivada de Chen, derivada 
ompatível, derivada de

Katugampola, derivada M-fra
ionária, derivada deformável, Beta-derivada, derivada

AGO, derivada quânti
a, derivada de Kolwankar-Gangal, derivada de Chen-Yan-

Zhang, derivada 
om nú
leo gaussiano, entre outras (Teodoro, 2019; Liu, 2015; Lo-

sada & Nieto, 2015; Oliveira & Oliveira, 2017, 2018; Ortigueira & Ma
hado, 2018).

Cada de�nição é 
onveniente a um determinado 
ontexto físi
o. Por

exemplo, para problemas que se deseja in
luir 
ondições ini
iais, a de�nição de Ca-

puto é a mais utilizada

20

. Em situações onde se deseja uma interpretação esto
ásti
a,

20

Em alguns 
asos, é possível in
luir 
ondições ini
iais e obter signi�
ado físi
o, em termos da
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a de�nição de Riesz é mais viável. A de�nição segundo Jumarie, se mostra mais ade-

quada para modelar sistemas onde há uma 
erta rugosidade do meio e as funções

tratadas não são diferen
iáveis (Camargo & de Oliveira, 2015).

Para que um operador seja de fato uma derivada fra
ionária, ele deve

satisfazer uma série de propriedades, advindas do 
ál
ulo de ordem inteira, 
omo

linearidade, regra do produto e a regra da 
adeia. Nesse sentido, Ortigueira &

Ma
hado (2015) propuseram um 
ritério 
hamado Wide Sense Criterion (WSC),

o qual estabele
e quando um operador é de fato uma DF. No mesmo trabalho, os

autores mostraram que de�nições 
omo a de Caputo, a de Riemann-Liouville e a

de Grünwald Letnikov, satisfazem tal 
ritério e são, de a
ordo 
om WSC, derivadas

fra
ionárias (Katugampola, 2016).

Nesse 
apítulo apresentaremos as de�nições indispensáveis ao desen-

volvimento desse trabalho, bem 
omo alguns 
on
eitos referentes á teoria qualitativa

para EDFs. Detalhes sobre outras de�nições e propriedades podem ser 
onsultadas

em Podlubny (1999); de Oliveira & Ma
hado (2014); Camargo & de Oliveira (2015).

3.1 Integral fra
ionária de Riemann-Liouville

Ini
ialmente será feita a formalização da integral fra
ionária segundo

Riemann-Liouville (RL). Em seguida, a partir das ideias de integral fra
ionária de

RL, serão apresentadas as de�nições de derivada fra
ionária segundo RL e derivada

fra
ionária segundo Caputo. Ambas as de�nições ne
essitam da integral fra
ionária

para a formulação da derivada. Por esse motivo é ne
essário de�nir a integral fra
i-

onária e, depois, a derivada fra
ionária. O operador integral de RL é de�nido 
omo

segue:

De�nição 3.1 Seja f : R → R uma função integrável e α ∈ C, tal que Re(α) > 0.
O operador integral de Riemann-Liouville de ordem α de f(t), t ∈ R, denotado por

formulação proposta por Riemann-Liouville.
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Iαf(t), é de�nido 
omo

21

Iαf(t) = φα(t) ∗ f(t) =
∫ t

0

(t− τ)α−1

Γ(α)
f(τ) dτ, (1)

no qual o símbolo ∗ denota a 
onvolução de Lapla
e, φα(t) a função Gel'fand-Shilov,

de�nida para α 6∈ Z−, 
omo φα(t) =











tα−1

Γ(α)
se t ≥ 0

0 se t < 0

e Γ(α) é a função Gama

de�nida 
omo Γ(α) =

∫

∞

0

e−ttα−1dt.

De�nimos I0f(t) = f(t).

3.2 Derivada fra
ionária

A seguir será apresentado o 
on
eito de derivada fra
ionária. Tal 
on-


eito desempenha um papel fundamental na dis
ussão de uma EDF asso
iada a

problemas físi
os e biológi
os.

Como dis
utido na introdução desse 
apítulo, há várias formulações

para derivadas de ordem não inteira, 
ada uma delas é adequada na resolução de um

determinado problema. Aqui nos 
on
entramos em apresentar somente as de�nições

que serão utilizadas nesse trabalho: a DF segundo Riemann Liouville, a DF segundo

Caputo e a DF segundo Grünwald-Letnikov. Em parti
ular a derivada segundo

Caputo será utilizada na modelagem de um problema real e a derivada segundo

Grünwald-Letnikov será apli
ada na 
onstrução do método numéri
o.

3.2.1 Derivada de Riemann-Liouville

A de�nição da DF segundo Riemann-Liouville (RL) está baseada no

fato da derivação ser a operação inversa da integração e na lei dos expoentes. Tal

de�nição estabele
e que a DF é a derivada de ordem inteira de uma determinada

integral de ordem fra
ionária.

21

A partir da De�nição (3.1), tem-se Iαtβ = tβ+αΓ(β + 1)/Γ(β + α + 1). O 
aso polinomial é

re
uperado se α, β ∈ N.
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De�nição 3.2 Seja f : R → R uma função integrável, α ∈ C 
om Re(α) > 0, α /∈ N

e n−1 < Re(α) ≤ n, t > α. A derivada de Riemann-Liouville de ordem α da função

f(t) é dada por

Dα
RLf(t) = Dn[In−αf(t)] =

1

Γ(n− α)

(

d

dt

)n ∫ t

0

(t− τ)α−1f(τ) dτ. (2)

Casos parti
ulares

A partir da equação (2), podemos analisar dois 
asos parti
ulares, 
om

relação ao parâmetro asso
iado a ordem da derivada:

1. α = n, n ∈ N (
aso inteiro): re
upera-se a derivada de ordem inteira

22

, ou seja

Dα
RLf(t) =

dn

dtn
f(t),

pois I0f(t) = f(t) e
dn

dtn
é a n-ésima derivada usual de f(t).

2. α = 0 : re
upera-se a própria função, ou seja, D0
RLf(t) = f(t), pois

Dn
RLI

nf(t) = f(t)

Apesar da importân
ia históri
a

23

, a derivada de RL traz 
onsigo al-

guns in
onvenientes quando utilizada em problemas práti
os. De fato, se utilizamos

a metodologia da transformada de Lapla
e para resolver uma EDF ou um sistema de

EDFs dados em termos da derivada de RL, dependemos de 
ondições ini
iais dadas

em termos destas derivadas, que não possuem um interpretação elementar. Além

disso, para a DF de RL a derivada de uma função 
onstante não é nula. Para supe-

rar essas di�
uldades, Caputo (1969) sugere uma nova versão para derivada, na qual

a partir da equação (2) inverte a ordem dos operadores. Essa de�nição é 
onhe
ida


omo derivada de Caputo e será apresentada a seguir.

3.2.2 Derivada de Caputo

A DF segundo Caputo é similar à DF segundo RL. Porém, ela é ob-

tida invertendo a ordem de integração fra
ionária 
om a ordem de derivação. Essa

22

Ambas as notações Dn
e

dn

dtn
, indi
am a n-ésima derivada usal de uma função.

23

O operador segundo RL foi o primeiro operador proposto na teoria de 
ál
ulo fra
ionário.
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inversão na ordem dos operadores de integração nas derivadas de Caputo e RL gera


onsequên
ias signi�
ativas, tanto no resultado da derivada de algumas funções,

quanto no 
ontexto das apli
ações em fen�menos físi
os e biológi
os. O operador

de Caputo é utilizado quando queremos analisar uma EDF 
ujas 
ondições ini
iais

ou de 
ontorno, são �si
amente interpretáveis, em termos das derivadas de ordens

inteiras. Isso torna a derivada de Caputo mais 
onveniente para a modelagem de

sistemas dinâmi
os. Entretanto, tal es
olha depende das 
ondições ini
iais, pois se

f(0) = 0 as derivadas de RL e Caputo 
oin
idem.

De�nição 3.3 Sejam f ∈ Cn[a, b], em que Cn[a, b] é o espaço das funções em [a, b],

om derivadas 
ontínuas até ordem n em [a, b], α ∈ C 
om Re(α) ≥ 0 e n um número

natural, tal que, n− 1 < Re(α) ≤ n. O operador derivada de ordem α no sentido de

Caputo é de�nido 
omo

Dαf(t) = In−αDnf(t) = φn−α ∗Dnf(t). (3)

Casos parti
ulares

A partir da equação (3), de
orre dois 
asos parti
ulares 
om relação

ao parâmetro asso
iado á ordem da derivada:

1. α = n, n ∈ N (
aso inteiro): re
upera-se a derivada usual, isto é

Dαf(t) =
dn

dtn
f(t),

em que

dn

dtn
é a n-ésima derivada de f(t).

2. α = 0 : re
upera-se a própria função, ou seja, D0f(t) = f(t), pois InDnf(t) =

f(t).

A de�nição de Caputo é mais restritiva que a de�nição de RL, pelo fato

de que requer a integrabilidade da derivada de ordem n. Sempre que 
onsiderarmos

o operador Dα
será 
onsiderado que essa hipótese é satisfeita.

3.2.3 Derivada de Grünwald-Letnikov

A de�nição do próximo operador, ao 
ontrário das de�nições de RL

e Caputo, é baseada na generalização do quo
iente para a derivada de ordem n de
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uma função f(t).

A importân
ia desse operador está rela
ionada 
om a obtenção de mé-

todos numéri
os para a aproximação das soluções de EDFs, 
om derivadas de Caputo

e RL (Camargo & de Oliveira, 2015).

De�nição 3.4 Considere uma função f de�nida em um intervalo dado e t um ponto

�xo no interior desse intervalo. A derivada de ordem α > 0, no sentido de Grünwald-
Letnikov (GL) é dada por

Dα
GLf(t) = lim

h→0

1

hα

N
∑

j=0

w
(α)
j f(t− jh), N =

t

h
∈ N, (4)

nos 
asos que o limite existir. Na equação (4), h > 0 é o espaçamento, N é o tempo

e w
(α)
j é o 
oe�
iente de ξj, na série de Taylor de (1− ξ)α, ou seja,

(1− ξ)α =
∞
∑

j=0

w
(α)
j ξj, wα

j = (−1)j
(

α

j

)

=
Γ(j − α)

Γ(−α)Γ(j + 1)
. (5)

Observação 3.1 As propriedades envolvendo os operadores de RL e Caputo, bem


omo outros operadores fra
ionários, fogem do objetivo desse trabalho e serão omi-

tidas. Elas podem ser en
ontradas em Camargo & de Oliveira (2015); Podlubny

(1999); Diethelm et al. (2005).

3.3 Teoria qualitativa para equações diferen
iais fra
ionárias

Neste seção serão apresentados alguns 
on
eitos sobre a existên
ia e

uni
idade de soluções, bem 
omo o 
ál
ulo de pontos de equilíbrio e teoria de esta-

bilidade para EDFs. Todos os resultados e 
onsiderações apresentados a seguir serão

feitas para problemas de valor ini
ial (PVIs) 
om derivada de Caputo. Um estudo

sobre estabilidade para PVIs 
om derivada de RL pode ser en
ontrado em Salgado

(2015).

3.3.1 Problema de valor ini
ial

Do mesmo modo que o
orre 
om equações de ordem inteira, as EDFs

podem depender de alguma 
ondição ini
ial em determinados problemas. Quando

isso o
orre, o sistema de EDFs 
om 
ondições ini
iais é 
hamado de problema de

Cau
hy ou problema de valor ini
ial (PVI).
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De�nição 3.5 Considere a função f : R → R
n
e 0 < α ≤ 1 a ordem do expoente

fra
ionário. Um PVI 
om derivada de Caputo é de�nido 
omo segue







Dαx(t) = f(x(t))

x(0) = x0,
(6)

em que x0 é a 
ondição ini
ial dada.

O PVI (6) 
om n variáveis, pode ser de�nido para valores distintos de

α, ou seja, α∗ = (α1, ...αn), 0 < αi ≤ 1, i = 1, 2, ..., n e x ∈ R
n, isso impli
a que 
ada

equação pode ter uma ordem distinta para a derivada.

Por outro lado, um PVI fra
ionário

24

pode ser 
lassi�
ado, de a
ordo


om as 
ara
terísti
as das equações envolvidas, em linear ou não linear (Perko, 2000).

Além disso, tal PVI pode ser auton�mo ou não auton�mo. A seguir apresentamos

algumas de�nições .

De�nição 3.6 (Sistema auton�mo) Seja f : Rn → R
n
uma função. O sistema

Dαx(t) = f(x(t)), (7)

é dito auton�mo de ordem fra
ionária. Dα
é a derivada de Caputo, 0 < α < 1 e a

função f não depende expli
itamente da variável independente t.

De�nição 3.7 (Sistema não auton�mo) Seja f : Rn+1 → R
n+1

uma função. Um

sistema não auton�mo de ordem fra
ionária é de�nido 
omo

Dαx(t) = f(t, x(t)), (8)

em que 0 < α < 1 e a função f pode depender expli
itamente do tempo t.

3.3.2 Existên
ia de soluções

Aqui apresentamos 
on
eitos referentes à existên
ia e uni
idade de so-

luções para EDFs, quando de�nidas em intervalos �nitos. Há vários estudos, 
om

resultados distintos, para o problema de existên
ia e uni
idade de soluções de EDFs

(Bayour & Torres, 2017). Isso se dá pelo fato de que 
ada formulação depende

da de�nição do operador fra
ionário adotado. Os estudos mais 
omuns envolvem

24

Neste trabalho estamos 
onsiderando somente PVIs de ordem fra
ionária 
om derivada de

Caputo.
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questões de existên
ia e uni
idade para EDFs segundo Riemann-Liouville e segundo

Caputo. O primeiro 
aso é tratado por ser a de�nição mais 
onhe
ida e o segundo,

por garantir uma interpretação físi
a das 
ondições ini
iais.

De�nição 3.8 Uma função f : D → R
n+1

de�nida num aberto D ⊂ R
n+1

satisfaz

a 
ondição de Lips
hitz no 
onjunto D, se existe L ≥ 0 tal que ||f(t, x)− f(t, y)|| ≤
L||x− y||.

O próximo teorema garante a existên
ia e uni
idade de soluções para o sistema (6).

Teorema 3.1 Seja f lo
almente Lips
hitz. Então existe uma solução para o sistema

(6) e essa solução é úni
a.

Demonstração: Veja Diethelm et al. (2005).

Os próximos resultados expli
am o 
omportamento geométri
o das so-

luções de um sistema de equações diferen
ias fra
ionárias aut�nomo. A dinâmi
a

lo
al de tal sistema é dada pelos pontos de equilíbrio e pela linearização em torno

dos pontos de equilíbrio. Desse modo, o problema não linear se 
omporta de forma

semelhante a um sistema linear.

3.3.3 Pontos de equilíbrio

Uma solução, dentre as possíveis des
ritas pela família de soluções do

sistema (7), é a solução 
onstante x(t) = E. Estados 
onstantes 
omo este re
ebem

o nome de estado de equilíbrio e são importantes no estudo das soluções de EDFs.

De�nição 3.9 Um ponto E ∈ R
n
é um ponto de equilíbrio de (7) se e somente se,

f(E) = 0.

De�nição 3.10 O ponto de equilíbrio E é dito ponto de equilíbrio hiperbóli
o de (7),

se nenhum dos autovalores da matriz ja
obiana, Jf(E), tem parte real igual a zero,

independente do valor da parte imaginária e |arg(λ)| 6= απ

2
.

O próximo lema garante que um sistema de ordem fra
ionária possui o mesmo 
on-

junto de pontos de equilíbrio que um sistema de ordem inteira.

Lema 3.1 Quando 0 < α < 1, um PVI fra
ionário tem exatamente o mesmo 
on-

junto de pontos de equilíbrio que o sistema de ordem inteira.

Demonstração: Ver Cresson & Szafranska (2016).
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3.3.4 Linearização

No estudo de sistemas dinâmi
os, o pro
esso de linearização é um mé-

todo para avaliar a estabilidade lo
al de um ponto de equilíbrio, em um sistema

de equações diferen
iais não lineares ou em sistemas dinâmi
os dis
retos. Para um

sistema de EDOs não lineares, o teorema de Hartmann-Grobmann (Hartman, 1963)

garante que o 
omportamento das soluções próximas do estado esta
ionário (estado

de equilíbrio), é semelhante ao 
omportamento de um sistema linear (Barreira &

Valls, 2012; Hartman, 1963).

A seguir serão apresentados resultados que expli
am o 
omportamento

geométri
o das soluções próximas aos pontos de equilíbrio para um PVI fra
ionário

não linear. Para isso, apresentaremos um resultado 
orrespondente ao teorema de

Hartmann-Grobmann, para sistemas de EDFs 
om derivada de Caputo que garante

a linearização. Mais detalhes são en
ontrados em Diethelm et al. (2005); Changpin

& Yutian (2012).

Nesse sentido, temos o teorema de linearização para EDFs 
om deri-

vada de Caputo. Sem perda de generalidade, 
onsideraremos o ponto de equilíbrio

x0 
omo sendo a origem, entretanto por mudança de 
oordenada é possível mostrar

que o resultado 
ontinua válido para qualquer ponto de equilíbrio fora da origem.

Teorema 3.2 Se a origem O é um ponto de equilíbrio hiperbóli
o do sistema (7),

então o 
ampo vetorial f(x) é topologi
amente equivalente ao 
ampo vetorial linea-

rizado, Df(0)x, na vizinhança δ(0) da origem O.

Demonstração: Veja Changpin & Yutian (2012).

3.3.5 Estabilidade assintóti
a

Depois da de�nição de ponto de equilíbrio, o aspe
to mais importante

sobre a dinâmi
a de sistemas lineares e não lineares, 
onsiste no estudo da estabili-

dade do modelo, 
om relação aos estados esta
ionários.

O 
on
eito de estabilidade assintóti
a é uma propriedade bási
a no

estudo de sistemas dinâmi
os e signi�
a que o 
omportamento qualitativo das tra-
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jetórias não é afetado por pequenas perturbações. Em outras palavras, uma solução

do sistema (7) é estável se, todas as trajetórias que partem su�
ientemente próxi-

mas de tal solução, mantém-se próximas dessa solução para todo tempo. A seguir

apresentaremos algumas de�nições rela
ionadas ao 
on
eito de estabilidade.

De�nição 3.11 Um ponto de equilíbrio E do sistema (7) é dito estável se para todo

ǫ > 0, existe δ > 0 tal que, se |x0−E| < δ então |x(t)−E| < ǫ, para todo t ≥ 0. Por
outro lado, o ponto E é dito assintoti
amente estável se é estável e se lim

t→∞

x(t) = E.

Corolário 3.1 Os pontos de equilíbrio do sistema (7) são lo
almente assintoti
a-

mente estáveis se todos os autovalores λi da matriz Ja
obiana J, 
al
ulada nos pon-

tos de equilíbrio satisfazem | arg(λi)| >
απ

2
, em que arg(λ) denota o argumento de

λ ∈ C.

Demonstração: Ver Matignon (1996).



4 MODELOS MATEMÁTICOS DE ORDEM FRA-

CIONÁRIA PARA HEPATITE B

A modelagem matemáti
a 
onsiste, essen
ialmente, em expressar por

meio de equações uma determinada situação de interesse. Cada vez mais é 
res
ente

o número de modelos utilizados na des
rição de fen�menos biológi
os. A partir do

estudo das soluções de tais modelos, é possível fazer previsões a
er
a do futuro da

população em estudo.

Em doenças virais, 
omo a AIDS e a hepatite, há inúmeros modelos

que des
revem a interação entre as populações de 
élulas e vírus livres (Lewin et al.,

2001; Forde et al., 2016). O primeiro modelo usado para des
rever a dinâmi
a da

hepatite B foi proposto por Nowak et al. (1996). Tal modelo foi formulado por meio

de equações diferen
iais ordinárias e era derivado do diagrama da Figura 8.

T I

V

s βV T

dT

δ′I

pI

cV

Figura 8: Dinâmi
a da infe
ção pelo vírus HBV.
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Esse modelo 
onsiderava três variáveis de estado no tempo t : as 
élulas

não infe
tadas, T (t), as 
élulas infe
tadas, I(t), e vírus livres V (t). As 
élulas não

infe
tadas, ou seja, 
élulas sus
etíveis à infe
ção são produzidas a uma taxa 
onstante

s e morrem a uma taxa d. Essas 
élulas tornam-se infe
tadas pela taxa β, que é

propor
ional à 
on
entração de 
élulas não infe
tadas e à 
on
entração de vírus.

Células infe
tadas são produzidas a uma taxa β e são eliminadas pela taxa 
onstante

de morte δ′. Essa taxa de morte deve ser diferente da taxa de morte de 
élulas

não infe
tadas, ou seja, d 6= δ′ devido a 
arga viral ou ao efeito imune. Depois da

infe
ção, a taxa de produção de vírus é p por 
élulas infe
tada e os vírus são liberados

a uma taxa c.

Nos últimos anos, 
om intuito de des
rever melhor a realidade, o mo-

delo proposto por Nowak et al. (1996), vem sendo modi�
ado 
om a in
lusão de novas

variáveis e novos parâmetros. Estes levam em 
onsideração a presença de terapia e a

resposta imunológi
a do organismo, fatores, até então des
onsiderados (Forde et al.,

2016; Ciupe et al., 2007). Além disso, é 
res
ente o uso de derivadas fra
ionárias no

pro
esso de modelagem da dinâmi
a do vírus HBV(Cardoso et al., 2018
,b, 2017a).

A prin
ipal motivação para 
onsiderarmos um sistema de equações

diferen
iais fra
ionárias, na modelagem da dinâmi
a da hepatite B, 
onsiste no fato

de que, devido ao 
omportamento não lo
al dos operadores fra
ionários, os sistemas

de ordem não inteira possuem relação 
om sistemas que 
arregam propriedades de

memória (Saeedian et al., 2017; Sardar et al., 2014; Glo
kle & Nonnenma
her, 1991).

No 
aso da infe
ção por HBV, 
élulas infe
tadas podem adquirir resistên
ia 
ontra

determinado tipo de tratamento. Ao modelar a dinâmi
a do HBV por meio de EDOs,

esse efeito de memória é deixado de lado (Forde et al., 2016; Du et al., 2013).

Com isso, modi�
amos o modelo proposto por Nowak et al. (1996), e

neste 
apítulo apresentaremos duas novas formulações para análise da dinâmi
a da

hepatite B. O primeiro modelo é formulado sem a presença de terapia e o segundo,

apresenta ação antiviral. Todas essas formulações serão feitas por meio de EDFs 
om

derivada de Caputo.
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Antes de apresentar propriamente o modelo, será dis
utido o pro
esso

de fra
ionalização.

4.1 Fra
ionalização

O pro
esso de fra
ionalização de um sistema dinâmi
o, dado por meio

de equações diferen
iais de ordem inteira, signi�
a a transformação do sistema ini
ial

em um novo sistema 
ontendo uma ou mais ordens fra
ionárias. Na análise dinâmi
a

de um sistema fra
ionalizado, deve-se es
olher um operador fra
ionário adequado ao

problema em estudo. Além disso, é fundamental analisar o balanço das dimensões

para que o novo sistema não produza in
onsistên
ias quanto às unidades

25

.

Com efeito, a substituição do operador derivada de ordem inteira por

um operador de ordem fra
ionária pode ser feito, da seguinte maneira

d

dt
→ dα

dtα
, 0 < α ≤ 1, (9)

em que α é um parâmetro arbitrário que representa a ordem do operador fra
ionário.

A partir da equação (9), podemos observar que o operador derivada de

ordem fra
ionária possui dimensão

26

de t−α
(t = tempo), ou seja,

[

dα

dtα

]

.
=

1

tα
, (10)

enquanto o operador de ordem inteira mantém a dimensão

[

d

dt

]

.
=

1

t
(Gomez et al.,

2013).

Nesse sentido, é ne
essário analisar as dimensões dos parâmetros e dos

termos que envolvem as derivadas, para que o novo sistema não produza in
onsis-

tên
ias quanto às unidades. Há diversas maneiras equivalentes para veri�
ar isso,

por exemplo em Dokoumetzidis et al. (2010) os autores transformam um sistema

de EDOs lineares em um sistema de equações integrais e pela es
olha apropriada

do nú
leo (em termos da função Gel'fand - Shilov) introduzem a integral de RL.

25

Os 
on
eitos de dimensão e unidade para sistemas dinâmi
os podem ser vistos em Langtangen

& Pedersen (2016).

26

Nesse trabalho o símbolo

.
= signi�
a �tem dimensão de�.
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Usando a relação entre a integral de RL e a derivada de Caputo, os autores es
revem

o sistema por meio de EDFs 
om derivada de Caputo, 
om as unidades apropriadas.

Gomez et al. (2013) e Cardoso et al. (2018
) fazem a 
orreção dimensional por meio

da in
lusão de um parâmetro que representa o 
omponente de tempo fra
ionário.

Mais detalhes sobre a fra
ionalização podem ser vistos em Cardoso et al. (2018
);

Leung & Gopalsamy (2017); Dokoumetzidis et al. (2013, 2010).

4.1.1 Fra
ionalização para a equação de Malthus

A equação de Malthus foi proposta em 1798, por Thomas Robert

Malthus, para tentar estimar o 
res
imento da população mundial. Tal equação

assume que o 
res
imento de uma população é propor
ional à população em 
ada

instante, ou seja, não 
onsidera fatores limitantes de 
res
imento. Para Malthus, o


res
imento popula
ional se daria por uma progressão geométri
a enquanto os meios

de sobrevivên
ia 
res
eriam em progressão aritméti
a (Bassanezi, 2006).

Considerando 
omo uma determinada população, a equação de

Malthus é dada pela seguinte equação diferen
ial ordinária

dP (t)

dt
= k̄P (t), (11)

em que k̄ é a taxa de 
res
imento intrínse
o da população. Na equação (11) temos

que

27

[

d

dt

]

.
= t−1

e [k̄] = t−1.

Por outro lado, se 
onsiderarmos a versão fra
ionária para a equação

(11) obtemos

dαP (t)

dtα
= k̄P (t), (12)

em que

[

dα

dtα

]

.
= t−α

e [k̄] = t−1.

Como a equação (12) apresenta uma in
onsistên
ia rela
ionada as

dimensões, 
onsidere um parâmetro τ 
om dimensão [τ ] = t, em unidades de tempo,

tal 
omo dias, de modo que

27

Nesse trabalho o símbolo

.
= signi�
a �tem dimensão de�.
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[

1

τ 1−α

dα

dtα

]

.
= t−1.

Então a versão fra
ionária pode ser introduzida 
omo

1

τ 1−α

dαP (t)

dtα
= k̄P (t) (13)

Multipli
ando ambos os lados da equação (13) por τ 1−α, o termo 
onstante pode ser

es
rito 
omo k = τ 1−αk̄. Daí podemos rees
rever

DαP (t) = kP (t),

na qual a dimensão do parâmetro k̄ passa a ser t−α
e

dα

dtα
é a derivada de Caputo de

ordem 0 < α ≤ 1.

4.2 Modelo para hepatite B sem terapia

Devido ao fato de que as 
élulas infe
tadas por HBV possuem a 
apa
i-

dade de eliminar o vírus e se re
uperar, na maioria dos 
asos, o modelo proposto por

Nowak et al. (1996) não des
reve �elmente a dinâmi
a da doença, pois não 
onsidera

a taxa de 
ura de 
élulas infe
tadas. A
res
entamos o parâmetro ρ para representar

a taxa de 
ura e, 
om base no diagrama da Figura 8, formulamos o modelo de ordem

não inteira para des
rever a infe
ção por HBV sem ação de terapia. Ini
ialmente

será apresentada a fra
ionalização para o modelo que des
reve a dinâmi
a do vírus

HBV sem terapia.

4.2.1 Fra
ionalização para o modelo da hepatite B

Considere o modelo de ordem inteira para hepatite , des
rito por Nowak

et al. (1996). Então

[

d

dt

]

.
=

1

t
, [d̄] = [δ̄′] = [p̄] = [c̄] =

1

t
, [β̄] =

1

nt
, [s̄] =

n

t
,

no qual n é a variação da população no tempo t.
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Por outro lado, seja a versão fra
ionária de tal modelo 
om a in
lusão

do parâmetro ρ, logo






































dαT

dtα
= s̄− d̄T − β̄V T + ρ̄I

dαI

dtα
= β̄V T − δ̄′I − ρ̄I

dαV

dtα
= p̄I − c̄V.

(14)

Aqui T, I e V são quantidades adimensionais. As dimensões do lado esquerdo, em

termos de

dα

dtα
, serão t−α, enquanto as do lado direito 
ontinuam mantendo t−1. Isso

impli
a que há uma in
onsistên
ia quanto às dimensões do modelo 
om derivadas

fra
ionárias.

A �m de ser 
onsistente 
om a dimensionalização, introduzimos um

parâmetro τ, de modo que [τ ] = t (tempo em dias) da seguinte forma

28

[

1

τ 1−α

dα

dtα

]

.
=

1

t
. (15)

Com isso, a versão fra
ionária do modelo proposto por Nowak et al.

(1996) pode ser introduzida 
omo segue







































1

τ 1−α

dαT

dtα
= s̄− d̄T − β̄V T + ρ̄I

1

τ 1−α

dαI

dtα
= β̄V T − δ̄′I − ρ̄I

1

τ 1−α

dαV

dtα
= p̄I − c̄V.

(16)

Multipli
ando ambos os lados do sistema (16) por τ 1−α, temos que 
ada termo 
ons-

tante pode ser rees
rito 
omo a = τ 1−αā . Assim, o sistema (16) pode ser es
rito







































dαT

dtα
= s− dT − βV T + ρI

dαI

dtα
= βV T − δ′I − ρI

dαV

dtα
= pI − cV,

(17)

28

Note que quando α = 1 a expressão (15) torna-se o operador de ordem inteira.
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no qual as dimensões dos parâmetros d̄, ρ̄, δ̄′, p̄, c̄ passam a ser t−α
e

dα

dtα
é o

operador derivada de Caputo de ordem α, 0 < α ≤ 1. Dis
ussões a
er
a do valor de

τ serão apresentadas no Capítulo 7.

As Tabelas 3 e 4 apresentam, respe
tivamente, a des
rição das variáveis

de estado e dos parâmetros utilizados no modelo (17).

Tabela 3: Variáveis de estado

T (t) 
élulas não infe
tadas

I(t) 
élulas infe
tadas

V (t) vírus livres

Tabela 4: Des
rição dos parâmetros para o modelo (17)

Parâmetro Des
rição Unidade

s̄ taxa de produção de 
élulas 
élulas / dia −1

d̄ taxa de morte de 
élulas dia

−1

β̄ taxa de infe
ção de novas 
élulas vírus

−1

élulas / dia −1

ρ̄ taxa de 
ura de 
élulas infe
tadas dia

−1

δ̄′ taxa de morte de 
élulas infe
tadas dia

−1

p̄ taxa de produção de vírus dia

−1

c̄ taxa de liberação de vírus dia

−1

4.2.2 Dis
ussão sobre o modelo

No modelo (17) temos que todos os parâmetros são não-negativos e

T (t) + I(t) = NC(t) e V (t) = NV (t), (18)

no qual NC(t) e NV (t) representam o número total de 
élulas e de vírus, respe
ti-

vamente. Com isso, dado que as populações de 
élulas e vírus são 
onstantes para
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qualquer instante de tempo.

Dα(T (t) + I(t)) = Dα(NC(t)) = 0 e Dα(V (t)) = Dα(NV (t)) = 0.

Como o 
ampo de�nido pelo lado direito do sistema (17) é de 
lasse C1
em R

3
+,

podemos deduzir que é lo
almente Lips
hitz. Usando a teoria de EDFs, desenvolvida

em Diethelm et al. (2005), é possível provar que o sistema a
ima possui uma úni
a

solução (T (t), I(t), V (t)) em R
3
+ 
om relação às 
ondições ini
iais. Por outro lado, a

partir da equação (18) e 
omo apresentado em Santos et al. (2015), é fá
il ver que

as soluções estão de�nidas para todo t ≥ 0 em uma região Ω e permane
em nesta

região.

No próximo resultado será mostrado que o sistema (17) permane
e

invariante no tempo. Antes de demonstrar o teorema, será de�nido o 
on
eito de


onjuntos (positivamente) invariantes.

De�nição 4.1 Considere o sistema (7) de�nido em D ∈ R
n
, em que f : D → R

n

é uma apli
ação Lips
hitz e D é um aberto, D ⊂ R
n
. Seja Ω ⊂ D um sub
onjunto.

Dizemos que Ω é positivamente invariante se para toda 
ondição ini
ial x0 ∈ Ω para

todo t ≤ t0 tal que a solução estiver bem de�nida, temos x(t) ∈ Ω.

Proposição 4.1 A região Ω = {(T (t), I(t), V (t)) : 0 ≤ T (t)+ I(t) ≤ 1 , 0 ≤ V (t) ≤
1} é um 
onjunto positivamente invariante para o sistema (17).

Demonstração: Suponhamos que T (0) + I(0) ≤ 1 e que V (0) ≤ 1. No sistema (17),

adi
ionando a primeira equação 
om a segunda equação

29

, temos que:

Dα(T (t) + I(t)) = s− dT (t)− βT (t)V (t) + ρI(t) + βT (t)V (t)− δ′I(t)− ρI(t)

= s− dT (t)− δ′I(t)

≤ s+ dT (t) + dI(t).

Apli
ando a transformada de Lapla
e nos dois lados da equação anterior, vem

L[Dα(T (t) + I(t))] ≤ L[s+ dT (t) + dI(t)]

λαL[T (t) + I(t)]− λα−1[T (0) + I(0)] ≤ L[1]s+ dL[T (t)] + dL[I(t)]

L[T (t) + I(t)] ≤ λ−1s

λα − d
+

λα−1

λα − d
[T (0) + I(0)].

29

Neste trabalho as notações

dαf(t)

dtα
e Dαf(t) têm o mesmo signi�
ado e indi
am o operador

derivada de Caputo.
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Podemos rees
rever a última equação 
omo

L[T (t) + I(t)] ≤ λα−(1+α)s

λα − d
+

λα−1

λα − d
[T (0) + I(0)]. (19)

Apli
ando L−1
temos

L−1[L[f(s)]] ≤ L−1

[

sλα−(1+α)

λα − d

]

+ L−1

[

λα−1

λα − d

]

[T (0) + I(0)]

≤ t(1+α)−1Eα,1+α(dt
α)s+ Eα,1(dt

α).

Usando a identidade para a função de Mittag-Le�er

30

, Eα,β(z) = zEα,α+β(z)+
1

Γ(β)
,

no primeiro termo da última desigualdade, temos

T (t) + I(t) ≤ tαsdtαEα,1(dt
α) +

1

Γ(1)
+ Eα,1(dt

α)

T (t) + I(t) ≤ [t2αsd+ 1]Eα,1(dt
α) + 1.

Devido à 
onvergên
ia da função de Mittag-Le�er (Ma
hado (2003)), ou seja,

Eα,α+1 → 0 quando t→ ∞, 
on
luímos que 0 ≤ T (t) + I(t) ≤ 1.

Como T (t) e I(t) são limitados, resta mostrar que V (t) também é

limitado. De fato, 
onsidere a ter
eira equação do sistema (17).

DαV (t) = pI − cV

≤ p + cV.

Pro
edendo de modo semelhante ao 
aso anterior, 
on
luímos que 0 ≤
V (t) ≤ 1. Portanto, Ω é um 
onjunto positivamente invariante.

�

4.2.3 Pontos de equilíbrio

Do ponto de vista biológi
o, o ponto de equilíbrio representa um es-

tado em que não há alterações no número de 
élulas e vírus, ou seja, esse estado

mantém-se inalterado após um 
erto período de tempo. A 
lassi�
ação dos pontos

30

A de�nição da função de Mittag-Le�er, bem 
omo mais detalhes sobre essa função podem ser

vistos em Camargo & de Oliveira (2015).
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de equilíbrio, em estável ou instável, é feita 
om base no modelo matemáti
o. A

partir das 
ondições ini
iais que de�nem um equilíbrio estável e identi�
ando quais

parâmetros que, quando perturbados, são 
apazes de produzir um equilíbrio instável,

é possível traçar metas de 
ontrole da doença.

A análise de estabilidade nos forne
e uma ideia geral de 
omo o modelo

se 
omporta perto do equilíbrio. Essa análise nos permite estudar diferentes 
enários

relativos à propagação da hepatite B.

Teorema 4.1 O sistema (17) apresenta o ponto de equilíbrio P 0,

P 0 =
(s

d
, 0, 0

)

, (20)

que é o ponto de equilíbrio livre da doença, e

P 1 =

(

c(δ′ + ρ)

pβ
,
βps− cd(δ′ + ρ)

βpδ′
,
sp

δ′c
− d(δ′ + ρ)

βδ′

)

, (21)

que é o ponto infe

ioso.

Demonstração: Pode ser vista em Cardoso et al. (2018a).

4.2.4 Número reprodutivo bási
o

O 
on
eito de número reprodutivo bási
o foi utilizado ini
ialmente na

dé
ada de 50, em alguns estudos sobre a malária e outras infe
ções transmitidas por

vetores. A partir daí, sua apli
abilidade em epidemiologia tornou-se extremamente

importante e atualmente inúmeros trabalhos nessa área fazem uso de tal 
on
eito

(Driess
he & Watmough, 2002; Souto et al., 2007).

Tal número, 
onhe
ido 
omo R0, é um parâmetro que pode ser de�nido

também para mi
roparasitas 
omo vírus, ba
térias e protozoários. Ele representa o

número de infe
ções se
undárias produzidas por 
ada indivíduo infe
tado, dentro de

uma 
ategoria parti
ular de ris
o, em uma população totalmente sus
etível

31

. Esse

parâmetro determina um limite sobre o qual a infe
ção pode se propagar ou não.

De fato, se o número de 
asos se
undários gerados por um indivíduo infe
tado não

31

Nesse trabalho o R0 será adotado 
omo o número de novas 
élulas infe
tadas que irão surgir a

partir de uma úni
a 
élula infe
tada por HBV.
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for maior que um, a infe
ção não se repõe e não 
onsegue se propagar na população

hospedeira (Dietz, 1983; Arias et al., 2009). Esse limiar é extremamente importante,

pois todas as medidas de 
ontrole, têm 
omo objetivo prin
ipal a redução do valor

de R0.

Embora o número reprodutivo bási
o seja uma medida teóri
a, ele

permite de�nir de forma hipotéti
a as 
ondições sob as quais uma doença se manterá

ou não na população. Com isso é possível traçar medidas de 
ontrole e erradi
ação.

Esse parâmetro 
onsidera a produção de novas infe
ções e as mudanças no estado de

indivíduos infe
tados, ou seja, depende da probabilidade de que o 
ontato entre um

indivíduo infe
tado e um indivíduo sus
etível levará à infe
ção. Além disso, depende

também da duração do período infe

ioso e da proporção de indivíduos sus
etíveis e

infe
tados na na população (Diekmann et al., 2009).

O número reprodutivo bási
o para o modelo (17) é dado por

32

R0 =
pβs

cd(δ′ + ρ)
. (22)

4.2.5 Uni
idade dos pontos de equilíbrio

Para mostrar a uni
idade dos pontos de equilíbrio dois 
asos devem ser


onsiderados:

1. R0 > 1 : A partir da equação (22), tem-se que pβs − cd(δ′ + ρ) > 0. Como

todos os parâmetros são positivos segue que

T (t) > 0, I(t) > 0, V (t) > 0.

Logo o ponto P̄1 é úni
o no interior de Ω.

2. R0 ≤ 1 : Vamos mostrar que o úni
o ponto de equilíbrio em Ω é o ponto P̄0.

Para isso, há dois 
asos a 
onsiderar.

(a) R0 < 1 : Nesse 
aso pβs− cd(δ′+ρ) < 0. A partir das frações que de�nem

32

O 
ál
ulo de R0 está disponível no Apêndi
e (A).
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P̄1 é fá
il ver que I(t) < 0 e V (t) < 0, ou seja, esse ponto permane
e fora

da região Ω.

(b) R0 = 1 : tem-se que pβs − cd(δ′ + ρ) = 0. Então I(t) = 0, V (t) = 0 e

T (t) =
s

d
, ou seja, o número de 
élulas infe
tadas é 0. Isso indi
a que o

ponto P̄1 não pode existir. Portanto P̄0 é úni
o no interior de Ω.

4.2.6 Análise de estabilidade

Teorema 4.2 Seja α ∈ (0, 1). Se R0 < 1 então o ponto de equilíbrio P 0 é lo
almente

assintoti
amente estável no interior da região Ω, 
aso 
ontrário é instável.

Demonstração: Cal
ulando a matriz Ja
obiana do sistema (17) avaliada no ponto de

equilíbrio livre da doença, P 0, tem-se

J(P 0) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−d ρ −βs
d

0 δ′ − ρ
sβ

d

0 p −c

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

. (23)

Os autovalores de J(P 0) são

λ1 = −d, λ2 =
−(δ + c)−

√
∆

2
, λ3 =

−(δ + c) +
√
∆

2
,

em que

∆ = (δ + c)2 + 4β
s

d
p− 4cδ

= δ2 + 2δc+ c2 + 4β
s

d
p− 4cδ

= (δ − c)2 + 4β
s

d
p.

Então ∆ > 0. Se R0 < 1, observamos que β
s

d
p < cδ. Daí

∆ < (δ + c)2 + 4cδ − 4cδ

∆ < (δ + c)2.
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É fá
il ver que λ1 e λ2 são negativos. Por outro lado,

λ3 =
−(δ + c) +

√
∆

2
<

−(δ + c) +
√

(δ + c)2

2
= 0.

Portanto, λ3 < 0. Então, todos os autovalores da matriz Ja
obiana em J(P 0), são

negativos, i.e., | arg(λi)| = π, i = 1, 2, 3, e pelo Lema (3.1) segue que o ponto de

equilíbrio P 0 é lo
almente assintoti
amente estável.

�

Para mostrar a estabilidade lo
al do ponto de equilíbrio P 1, usaremos

o 
on
eito de Matriz Aditiva Composta (MAC) (Tumwiine et al., 2007). Segue a

de�nição.

De�nição 4.2 Seja A uma matriz n × m de números reais ou 
omplexos e seja

ai1,...,jk o menor valor de A determinado pelas linhas (i1, ..., ik) e 
olunas (j1, ..., j2),
1 ≤ i1 < i2 < ... < ik < n, 1 ≤ j1 < j2 < ... < jk < m. A k-ésima matriz 
omposta

multipli
ativa, Ak
, de A é





n

k



 ×





n

k





a matriz 
ujas entradas, es
ritas em

ordem lexi
ográ�
a são ai1,...,jk. Quando A é n×m matriz 
om 
olunas, a1, a2, ...ak,
então Ak

é o produto exterior a1 ∧ a2 ∧ .... ∧ ak.
De�nição 4.3 Se A = aij é uma matriz n × n, então a k-ésima matriz aditiva


omposta A[k]
de A é





n

k



×





n

k





dada por A[k] = |D(I+hA)(k)| = 0, onde D é a

diferen
ial em relação a h. Para algum inteiro i = 1, ...,





n

k



 , seja (i) = (i1, ..., ik)

o i-ésimo termo na ordenação lexi
ográ�
a de todos as k-ênuplas de inteiros de forma

que 1 ≤ i1 < i2 < ... < ik ≤ in. Então

bij =



















ai1i1 + ...+ aikik se (i) = (j)

(−1)r+saisir , se uma entrada is de i ocorre em (j) e js ocorre em (i)

0, se (i) difere de (j) em duas ou mais entradas.

Observação 4.1 Para o 
aso em que n = 3, as matrizes A[k]
são

A[1] = A, A[2] =











a11 + a22 a23 −a13
a32 a11 + a33 a12

−a31 a21 a22 + a33











, A[3] = a11 + a22 + a33.
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Lema 4.1 (M
Callemail & David, 2009). Seja M uma matriz real 3 × 3. Se

Tr(M) < 0, det(M) < 0 e det(M [2]) < 0, então todos os autovalores de M tem

parte real negativa.

Teorema 4.3 Se α ∈ (0, 1) e R0 > 1, então o ponto de equilíbrio P 1 é lo
almente

assintoti
amente estável.

Demonstração: A matriz Ja
obiana 
al
ulada em P 1 é

J(P 1) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−βps− cdρ

cδ′
ρ −c(δ

′ + ρ)

p

βps− cdδ′ − cdρ

δ′c
−δ′ − ρ

c(δ′ + ρ)

p

0 p −c

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

. (24)

Com isso mostraremos que as seguintes 
ondições são satisfeitas.

• Tr(J(P 1)) < 0 :

Temos que

Tr(J(P 1)) = −d− βps− cdρ

cδ′
− δ′ − ρ− c.

=
−βsp+ cdρ

cδ′
− δ′ − ρ− c.

Como R0 > 1, segue que
−βsp+ cdρ

cδ′
− δ′ − ρ− c < 0. Portanto Tr(J(P 1)) < 0.

• det(J(P 1)) < 0.

Cal
ulando o determinante da matriz (24) tem-se

det(J(P 1)) =
−(δ′ − ρ)

δ′ − ρ
[(βps− cdδ′) + βps+ cdδ′]

=
1

δ′ − ρ
[−δ′(βps− cdδ′) + ρ(βps− cdδ′)]

= −(βps− cdρ).

Como todos os parâmetros são 
onstantes e positivos e pelo fato de que R0 > 1,

tem-se que βps > cdδ′, o que impli
a que det(P 1) < 0.

• det(J [2](P 1)) < 0.
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Seja J [2](P 1) a matriz aditiva 
omposta.

J [2](P 1) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−V β − d− δ′ −Tβ Tβ

p −V β − d− c ρ

0 βV −ρ− c

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

det(J [2](P 1)) = (−V β − d− ρ)(−V β − d− c)(δ′ − c) + TβpβV

−[βV ρ(−V β − d− ρ)− Tβp(−δ′ − c)]

= −[δ′(V β + d+ δ′)(V β + d+ c) + c(V β + d+ δ′)(V β + d+ c)

−βV p(V β + d+ δ′) + δ′(Tβp) + c(Tβp)] < 0.

Portanto det(J [2](P 1)) < 0. Pelo Lema 4.1, o ponto de equilíbrio P̄1 é lo
almente

assintoti
amente estável.

�

4.3 Modelo para hepatite B 
om terapia

Nos últimos anos, diversas drogas têm sido usadas no tratamento da

hepatite B. A e�
á
ia de 
ada uma delas apresenta resultados variáveis. O prin
i-

pal objetivo no tratamento da infe
ção 
r�ni
a pelo vírus HBV é o de suprimir a

repli
ação viral antes que o
orram danos irreversíveis no fígado (Lewin et al., 2001;

Ferreira, 2000).

Nesse 
ontexto, torna-se ne
essário in
orporar no modelo (17) parâme-

tros que indiquem a presença de terapia 
ontra a doença. O modelo (17) 
onsidera

que a taxa de morte de 
élulas infe
tadas, dado pelo parâmetro δ′, o
orre devido

somente ao efeito da resposta imune. Esse modelo não 
onsidera fatores externos

que levam a essa taxa de morte de 
élulas infe
tadas, 
omo a ação de antivirais.

O tratamento 
om algum fárma
o inibe o pro
esso de trans
rição re-

versa, ne
essário para a formação de novos vírus. Isso signi�
a que, sob a ação de
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alguma droga, a produção de novos vírus, p, é de
res
ente. A e�
á
ia da droga será

dada pelo parâmetro ǫ, 0 ≤ ǫ ≤ 1, no qual ǫ = 0 signi�
a que a terapia não possui

efeito em bloquear novas infe
ções e ǫ = 1 indi
a que a droga bloqueia totalmente a

produção viral. Assim, a taxa de produção de novos vírus sob a ação de terapia é

propor
ional à produção de novos vírus, ou seja, (1− ǫ)p.

Alguns estudos apontam que, na presença de inibidores de trans
rição

reversa, a maioria das 
élulas não infe
tadas permane
en inta
tas. Isso o
orre devido

à formação de 


DNA (do inglês, 
ir
ular 
ovalently 
losed DNA) que protege as


élulas saúdaveis de tornarem-se infe
tadas (Ciupe et al., 2007). Assim, para in
or-

porar o efeito da droga em bloquear novas infe
ções, foi introduzido o parâmetro η.

Sob a ação de terapia, a taxa de infe
ção de 
élulas é propor
ional à taxa de 
ontágio


elular, ou seja, (1− η)β.

A partir do sistema (17), o modelo para hepatite B de ordem fra
ionária

sob a ação de terapia é dado por







































DαT (t) = s− dT (t)− (1− η)βV (t)T (t) + ρI(t)

DαI(t) = (1− η)βV (t)T (t)− δ′I(t)− ρI(t)

DαV (t) = (1− ǫ)pI(t)− cV (t),

(25)

em que Dα
representa a derivada de Caputo de ordem α, 0 < α ≤ 1.

4.3.1 Dis
ussão sobre o modelo

Dis
ussões a
er
a da fra
ionalização

33

, existên
ia e uni
idade de so-

luções e 
omportamento invariante para o sistema (25), são análogas às que foram

feitas para o sistema (17).

Teorema 4.4 O sistema (25) apresenta os pontos de equilíbrio P0,

P0 =
(s

d
, 0, 0

)

,

33

É importante observar que no modelo (25), os termos ǫ e η são adimensionais (probabilidades).

Isso impli
a que o pro
esso de fra
ionalização é análogo aquele feito para o modelo (17).
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que é o ponto de equilíbrio livre da doença, e P1 que é o ponto 
om infe
ção,

P1 =

(

c(δ′ + ρ)

p(1− η)β(1− ǫ)
,
(1− η)β(1− ǫ)ps− cd(δ′ + ρ)

(1− η)β(1− ǫ)pδ′
,
s(1− ǫ)p

δ′c
− d(δ′ + ρ)

(1− η)βδ′

)

.

O número reprodutivo bási
o para o modelo (25) é

R0 =
pβs(1− η)(1− ǫ)

cd(δ′ + ρ)
.

Teorema 4.5 Se R0 < 1, então o ponto de equilíbrio P0 é lo
almente assintoti
a-

mente estável.

Demonstração: Análoga ao Teorema 4.2.

Teorema 4.6 Seja 0 < α < 1, se R0 > 1, então o ponto de equilíbrio P1 é lo
almente

assintoti
amente estável.

A estabilidade lo
al do ponto de equilíbrio (P1), será mostrada de forma

numéri
a no Capítulo 7.



5 MÉTODO DE DIFERENÇAS FINITAS N�O

CLÁSSICO

O estudo de sistemas biológi
os por meio de modelos matemáti
os é

uma área em 
res
ente as
ensão. Nesses sistemas, é 
omum as variáveis de estado

apresentarem quantidades que não podem ser negativas, 
omo o tamanho das po-

pulações, por exemplo. Tais modelos biológi
os são formulados por meio de EDOs,

EDPs ou EDFs, entretanto obter a solução analíti
a para tais modelos nem sempre

é uma tarefa fá
il. Com isso, surge a ne
essidade de obter soluções aproximadas

através de métodos numéri
os.

A essên
ia dos métodos numéri
os está na representação dis
reta (�-

nita) do problema que, em geral, é modelado 
omo sendo 
ontínuo (Cuminato &

Junior, 2013). É 
omum que esquemas numéri
os gerem instabilidades numéri
as,

ou seja, soluções aproximadas que não 
ondizem 
om a solução do sistema original.

A partir disso, no pro
esso de modelagem e simulação de um fen�meno, é importante

que o método numéri
o adotado preserve a positividade das soluções, ou seja, é im-

portante 
onstruir um esquema numéri
o que não gere valores negativos. Há diversos

métodos numéri
os utilizados para aproximar as soluções de sistemas de equações

diferen
iais e que tentam evitar tais instabilidades. Para sistemas de EDOs, pode-

mos desta
ar o método de Runge Kutta, o método de Euler, o método de Diferenças

Finitas, entre outros (Cuminato & Junior, 2013).

Como alternativa aos métodos 
lássi
os, Mi
kens & Smith (1990) pro-

puseram o método de diferenças �nitas não 
lássi
o (NSFD). Esse método 
onsiste

na diferen
iação de uma função, 
om um dado 
onjunto �nito de valores da variá-

vel dependente em determinados pontos 
onhe
idos da variável independente. Esse
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esquema numéri
o é baseado no método de diferenças �nitas 
lássi
o, porém dife-

rentemente do 
lássi
o, que utiliza um espaçamento h �xo, o método NSFD leva em


onta uma função denominador dependendo de h e de um 
onjunto de parâmetros

λ, ou seja, φ = φ(h, λ) (Mi
kens & Smith, 1990; Ongum et al., 2013; Cardoso et al.,

2016b,a).

As 
ara
terísti
as do esquema NSFD podem ser resumidas pelas se-

guintes 
ondições: aproximação não lo
al é usada; a dis
retização da derivada é

de forma não tradi
ional e usa-se função denominador não negativa. Além disso,

o esquema NSFD preserva propriedades físi
as essen
iais das soluções, tais 
omo,

monotono
idade, positividade e 
onvergên
ia das soluções (Cresson & Szafranska,

2016).

A primeira apli
ação do esquema NSFD em um sistema de ordem fra-


ionária foi feita para o modelo de Brusselator (Ongum et al., 2013). Desde então,

tal método passou a ser apli
ado em diversos outros problemas que envolvem equa-

ções diferen
ias de ordem não inteira. Para EDFs há outros métodos que podem ser

utilizados na aproximação das soluções, 
omo o método Adams Bashforth Moulton

(ABM) (Zayernouria & Matzavinos
, 2016), o esquema GL (S
herer et al., 2011),

entre outros.

Nesse 
apítulo apresentamos o esquema NSFD, baseado nas ideias de

Mi
kens & Smith (1990), porém para equações diferen
ias de ordem fra
ionárias,


om derivada de Caputo (Ongum et al., 2013; Zibaei & Namjo, 2015).

5.1 Con
eitos Preliminares

Grande parte dos esquemas numéri
os usados para en
ontrar aproxi-

mações para soluções de EDFs baseiam-se na derivada de GL, dada pela equação

(4).

Para entender o pro
esso de 
onstrução de um método numéri
o por

meio da DF de GL, a seguir será apresentada a relação entre as derivadas de Caputo
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e de Grünwald-Letnikov (Podlubny, 1999). De fato, quando 0 < α < 1 temos que

Dαf(t) = Dα
GL(f(t)− f(t0)). (26)

A partir da equação (26) e pelo trun
amento do somatório na equação (4) obtemos

uma aproximação para um PVI 
om derivada de Caputo

34

N
∑

j=0

w
(α)
j (x(t− jhN )− x0) = hαNf(t, x(t)). (27)

O 
oe�
iente w
(α)
j está de�nido na equação (5). Do ponto de vista práti
o, pode ser


al
ulado por meio da seguinte lei de re
orrên
ia

w
(α)
0 = 1 , w

(α)
j =

(

1− 1 + α

j

)

w
(α)
j−1 , j = 1, 2, ... (28)

A partir da equação (28) podemos deduzir

w
(α−1)
0 = 1 , w

(α−1)
j =

(

1− α

j

)

w
(α−1)
j−1 , j = 1, 2, .... (29)

Com relação aos 
oe�
ientes w
(α)
j e w

(α−1)
j segue o próximo Lema.

Lema 5.1 Seja 0 < α < 1 e w(α)
n , w(α−1)

n os 
oe�
ientes do operador GL. Então para

todo n = 1, 2, ... temos que −1 < w(α)
n < 0 e 0 < w(α−1)

n < 1.

Demonstração: Segue 
omo 
onsequên
ia da relação de re
orrên
ia de�nida na equa-

ção (28).

A partir da equação (27) são 
onstruídos alguns métodos para obtenção

de solução numéri
a para EDFs, 
omo o esquema GL e o método NSFD. Detalhes

sobre o esquema GL podem ser vistos em S
herer et al. (2011).

Informações e de�nições gerais que envolvem métodos numéri
os po-

dem ser vistos em Fortuna (2000); Cuminato & Junior (2013).

5.2 Dis
retização NSFD para uma EDF

O objetivo dessa seção é mostrar a 
onstrução do esquema NSFD. Mais

detalhes sobre o método NSFD podem ser vistos em Cresson & Szafranska (2016);

Zibaei & Namjo (2015); Ongum et al. (2013).

34

Tal problema pode ser 
onsiderado 
omo o PVI, dado pela equação (7).
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Considere uma equação diferen
ial fra
ionária não linear, da forma

Dαx(t) = f(t, x(t), λ), 0 < α ≤ 1 (30)

λ é o vetor de parâmetros. O esquema NSFD é 
onstruído seguindo dois passos:

1. A derivada do lado esquerdo da equação (30) é substituída, por meio da deri-

vada de GL, pela representação dis
reta na forma

Dαx(t) ≈ 1

φ(h, λ)

n
∑

j=0

w
(α)
j (xn−j − x0), (31)

em que xn é uma aproximação de x(tn), h > 0 é o passo de tempo e φ(h, λ) é

a função denominador (Mi
kens, 2005);

2. O termo não linear de (30) é dado pela representação dis
reta não lo
al

35

,

dependendo de alguns valores de aproximações anteriores.

F (tn, xn, xn−1, ..., λ) , n = 1, 2, 3, .... (32)

A partir das equações (31) e (32), podemos rees
rever a equação (30) 
omo

1

φ(h, λ)

n
∑

j=0

w
(α)
j (xn−j − x0) = F (tn, xn, xn−1, ..., λ). (33)

Quando adotamos φ(h, λ) = h, na equação (33) o esquema NSFD reduz-se ao es-

quema GL (S
herer et al., 2011).

5.2.1 Função denominador

A es
olha da função denominador deve garantir uma dinâmi
a 
on-

sistente, ou seja, deve garantir que a solução numéri
a obtida por meio do sistema

dis
retizado (33) preserve as propriedades do sistema 
ontínuo original, equação (30).

Um método para 
al
ular a função denominador pode ser visto em Mi
kens (2006).

35

Para termos não lineares no lado direito, diversos tipos de representação dis
reta não lo
al,

F (tn, xn, xn−1, ..., λ), podem ser 
onsiderados de a
ordo 
om a natureza do problema investigado.
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Nesse 
ontexto, a função denominador φ(h, λ), é uma função que

quando utilizada no esquema NSFD para aproximar soluções de EDFs

36

, deve satis-

fazer as seguintes 
ondições:

1. Condição de 
onsistên
ia

φ(h, λ) = hα +O(hp), p > α, h→ 0; (34)

2. A função φ(h, λ) deve ser real, positiva e 
res
ente;

3. A função φ(h, λ) deve depender dos parâmetros que apare
em na equação di-

feren
ial.

Observação 5.1 Com relação à 
ondição de 
onsistên
ia, dada pela equação (34),

podemos fazer as seguintes observações:

1. Se α = 1, a 
ondição de 
onsistên
ia torna-se φ(h, λ) = h+O(hp), isso impli
a

que o método tem erro de ordem hp, e ordem de 
onvergên
ia igual a p ≥ 1.

2. Se 0 < α < 1, à medida que α → 0 é esperado uma queda na ordem de


onvergên
ia.

O trabalho de Ongum et al. (2013) apresenta algumas funções que

satisfazem as três 
ondições a
ima, por exemplo

hα,
sin(hαλ)

λ
,

(

sin(hλ)

λ

)α

,
1− e−hαλ

λ
,

[

1− e−hλ

λ

]α

.

Nesse trabalho adotamos a seguinte função denominador.

φ(h, λ) =
1− e−hαλ

λ
, λ = µ+ 1. (35)

5.3 Dis
retização NSFD para o modelo de hepatite B

Por 
onveniên
ia, todo o estudo do método numéri
o será feito 
om

base no modelo (17). Para o sistema (25) o pro
esso é análogo por isso será omitido.

36

É importante ressaltar que o esquema NSFD foi ini
ialmente proposto para equações de ordem

inteira.
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Seja N0 ∈ N e [0, T̄ ] um intervalo �nito, h =
T̄

N0
o tamanho do

passo de dis
retização, 0 = t0 < t1 < ... < tN0
= T̄ = N0h, e seja tn = nh 
om

n = 0, 1, 2, ..., N0. As variáveis Tn, In, Vn 
orrespondem aos valores aproximados de

T (tn), I(tn), V (tn), respe
tivamente. Assim, 
onsideremos a representação dis
reta

para os termos do lado direito do sistema (17),

T (t) → T (tn−1), V (t)T (t) → V (tn−1)T (tn−1), V (t) → V (tn−1), I(t) → I(tn−1). (36)

Aproximando o lado direito do sistema (17) por meio da equação (36)

e o lado esquerdo através da equação (31), obtemos



















































1

φ(h, λ)

n
∑

j=0

w
(α)
j (Tn−j − T0) = s− dT (tn−1)− βV (tn−1)T (tn−1) + ρI(tn−1)

1

φ(h, λ)

n
∑

j=0

w
(α)
j (In−j − I0) = βV (tn−1)T (tn−1)− δ′I(tn−1)− ρI(tn−1)

1

φ(h, λ)

n
∑

j=0

w
(α)
j (Vn−j − V0) = pI(tn−1)− cV (tn−1).

Fazendo algumas manipulações algébri
as

37

, o sistema a
ima pode ser rees
rito























































Tn = w(α−1)
n T0 −

n−1
∑

j=1

w
(α)
j Tn−j + φ(h, λ)[s− dTn−1 − βVn−1Tn−1 + ρIn−1]

In = w(α−1)
n I0 −

n−1
∑

j=1

w
(α)
j In−j + φ(h, λ)[βVn−1Tn−1 − δ′In−1 − ρIn−1]

Vn = w(α−1)
n V0 −

n−1
∑

j=1

w
(α)
j Vn−j + φ(h, λ)[pIn−1 − cVn−1].

(37)

A positividade das soluções é uma propriedade importante em apli-


ações biológi
as, nas quais valores negativos, geralmente não possuem signi�
ado

biológi
o. Assim, as soluções do sistema dis
retizado devem permane
er positivas

ao longo do tempo t. Com isso, a partir do trabalho Cresson & Szafranska (2016) é

possível mostrar o próximo Teorema.

37

Um 
aso detalhado pode ser visto no Apêndi
e (B)
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Teorema 5.1 Suponha que no sistema (37), T0 > 0, I0 > 0, V0 > 0 e φ(h, λ) > 0.
Então a 
ondição Tn > 0, In > 0 e Vn > 0 é satisfeita para todo n ∈ N.

O objetivo deste trabalho não é fazer a análise numéri
a do método

NSFD. Entretanto, um estudo numéri
o sobre a 
onvergên
ia do método foi realizado

abaixo. Um estudo detalhado, que envolve provas analíti
as de positividade, estabi-

lidade, 
onsistên
ia e 
onvergên
ia do método NSFD, pode ser visto em Cresson &

Szafranska (2016); Zibaei & Namjo (2015).

5.4 Erro global do método NSFD

Pelo fato de que não en
ontramos a solução exata do sistema de ordem

fra
ionária (17), 
onsideramos 
omo solução referên
ia aquela obtida 
om h su�
ien-

temente pequeno (h = 10−8
) no intervalo [0, t]. De fato, seja xn, yn e vn a solução

referên
ia para T (tn), I(tn) e V (tn), respe
tivamente, e x∗n, y
∗

n, e v
∗

n, n ≥ 0, a solução

numéri
a para Tn, In e Vn, obtida por meio do sistema dis
retizado (37). Com isso,

de�nimos o erro máximo, ξ(h), entre a solução referên
ia e a solução aproximada,

no passo h, 
omo sendo

ξx(h) = max{|xn − x∗n| : n = 0, ..., N}

ξy(h) = max{|yn − y∗n| : n = 0, ..., N}

ξv(h) = max{|vn − v∗n| : n = 0, ..., N}.

A Tabela 5 apresenta o valor do erro máximo (ξx(h) = max{|xn −x∗n|)

ometido ao aproximarmos a solução numéri
a do modelo, para vários valores do

expoente fra
ionário, α, diferentes valores para h e n = 300.
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Tabela 5: Erro de trun
amento global das aproximações obtidas pelo NSFD

❍
❍
❍
❍
❍
❍

α
h

10−2 10−3 10−4 10−5

0.2 6.9× 10−2 4.5× 10−2 3.2× 10−3 1.9× 10−3

0.4 4.5× 10−2 3.9× 10−2 3.6× 10−3 9.5× 10−4

0.6 3.9× 10−2 9.2× 10−3 6.6× 10−4 5.1× 10−4

0.8 2.1× 10−2 7.7× 10−3 5.1× 10−4 4.6× 10−4

0.9 9.8× 10−3 5.5× 10−3 3.5× 10−4 4.4× 10−4

0.95 7.1× 10−3 4.9× 10−3 3.3× 10−4 2.9× 10−4

0.97 6.1× 10−3 9.3× 10−4 2.2× 10−4 2.1× 10−4

1 4.3× 10−3 8.1× 10−4 4.3× 10−5 1.1× 10−5

Podemos observar na Tabela 5 que, à medida que aumentamos o valor

do expoente fra
ionário e re�namos o valor do passo h, o
orre uma redução no erro

entre as aproximações, para a maioria dos 
asos. O menor erro obtido entre as

aproximações é para α = 1 e h = 10−5, no qual ξx(h) = 1.1 × 10−5. Isso impli
a

que a solução numéri
a está muito próxima da solução exata. Porém, ao adotarmos

um valor muito pequeno para o passo, 
omo h = 10−5
, o 
usto 
omputa
ional torna-

se maior. Nesse sentido podemos observar para valores maiores de h, o erro ainda

permane
e pequeno e 
om 
usto 
omputa
ional menor, 
omo nos 
asos em que α = 1

e h = 10−3
e h = 10−4.

Se 
onsiderarmos os valores de h �xo e α variável, podemos notar que

à medida que o valor de α aumenta, o valor do erro diminui, para a maioria dos


asos. De modo análogo, se tomarmos o valor de α �xo e h variável, observamos que

o valor do erro ξ diminui para a maioria dos 
asos.

5.5 Convergên
ia do método NSFD

Para analisar a ordem de 
onvergên
ia (ψ) do método NSFD, uma es-

timativa foi 
al
ulada de a
ordo 
om a relação apresentada em Cresson & Szafranska
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(2016). Tal relação é de�nida 
omo segue

ψα = log2

(

ξ(2αhα)

ξ(hα)

)

,

em que ξ é o erro global 
orrespondente ao passo h e 
om relação ao expoente

fra
ionário α. A Tabela 6 apresenta a ordem de 
onvergên
ia do método NSFD para

o sistema (17), 
om relação a diferentes valores de α e do passo h.

Tabela 6: Ordem de 
onvergên
ia do método NSFD

❍
❍
❍
❍

❍
❍

α
h

10−2 10−3 10−4 10−5 10−6

0.2 0.1022 0.1547 0.1923 0.2064 0.2807

0.4 0.3571 0.3741 0.4012 0.4074 0.4897

0.6 0.5490 0.5803 0.6037 0.6743 0.7216

0.8 0.8495 0.8623 0.8607 0.8967 0.9023

0.9 0.8793 0.9043 0.9175 0.9672 1.1247

0.95 0.9108 0.9239 0.9515 0.9612 1.2278

0.97 0.9511 0.9543 0.9575 0.9772 1.0641

1 0.9873 0.9903 0.9995 1.0671 1.5239

Podemos notar que a medida que α diminui o
orre uma queda na


onvergên
ia do método. Entretanto, valores menores de α também apresentaram

um bom ajuste aos dados reais. Isso será abordado no próximo Capítulo. Além disso,

podemos observar que o método NSFD é 
onvergente 
om ordem de 
onvergên
ia

igual a α, o que está de a
ordo 
om os resultados analíti
os apresentados por Cresson

& Szafranska (2016).



6 ESTIMAÇ�O DE PARÂMETROS

Esse 
apítulo apresenta a estimação de parâmetros para o sistema de

ordem fra
ionária que des
reve a dinâmi
a da hepatite B. Re
entemente é notável o

interesse na estimação de parâmetros de modelos de ordem não inteira. Além disso,

é 
res
ente o interesse na estimação da ordem da derivada fra
ionária que melhor

ajusta os dados reais. Mansouri et al. (2010) mostraram que sistemas de ordem

arbitrária ajustam melhor dados reais se 
omparados a modelos de ordem inteira.

Té
ni
as para estimar parâmetros em um sistema fra
ionário são similares àquelas

usadas em modelos de ordem inteira e podem ser vistas em Ahmed (2015); Liu &

Burrage (2011); Wu (2007); Santos & dos Santos (2017).

6.1 Dados reais

Neste trabalho foram empregados os resultados experimentais publi-


ados por Lewin et al. (2001). Os dados são referentes a 
arga viral de pa
ientes

portadores 
r�ni
os do vírus HBV. O estudo foi realizado em um hospital de Hong

Kong, 
om um grupo de 15 pa
ientes. Os pa
ientes foram divididos em dois grupos,


om o intuito de analisar a diminuição na 
arga viral sob ação de terapia. O primeiro

grupo, denominado Grupo A, re
ebeu uma 
ombinação de medi
amentos 
omposto

por lamivudine (LMV) (150mg/d) e fam
i
lovir (FCV) (500mg/3 vezes ao dia) e

o segundo grupo, denominado Grupo B, re
ebeu somente LMV (150 mg/d)

38

. O

tratamento teve duração de 12 semanas.

A Tabela 7 apresenta as 
ara
terísti
as demográ�
as e virológi
as dos

indivíduos parti
ipantes do estudo. Na Tabela 7, Pi, i = 1, ..., 15, indi
a a denomina-

38

O lamivudine e o fan
i
lovir atuam sobre a enzima trans
riptase reversa, bloqueando direta-

mente sua ação e inibindo a produção viral (Oliveira et al., 2017)
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ção de 
ada pa
iente, V0 é a 
arga viral ini
ial de 
ada indíviduo e as nomen
laturas

M e F representam, respe
tivamente, o gênero mas
ulino e feminino.

Tabela 7: Dados demográ�
os e virológi
os

Grupo Gênero/Idade Tratamento V0

Grupo A

P11 M/25 LMV/FCV 3.91× 108

P12 M/30 LMV/FCV 2.53× 108

P16 M/18 LMV/FCV 1.74× 109

P18 M/18 LMV/FCV 4.19× 107

P17 M/25 LMV/FCV 8.99× 106

P19 M/23 LMV/FCV 1.15× 107

P15 M/50 LMV/FCV 5.17× 106

P14 F/26 LMV/FCV 1.14× 107

Grupo B

1

P9 F/30 LMV 1.61× 106

P7 F/30 LMV 1.47× 104

P10 M/35 LMV 3.07× 108

P2 M/27 LMV 8.14× 107

P6 M/32 LMV 5.47× 106

P13 M/49 LMV 5.70× 105

1

O pa
iente P1 perten
ia ao Grupo B e foi ex
luído do estudo.

6.2 Motivação para a estimação de parâmetros

No sistema (25) 
onsidere que o tratamento bloqueia novas infe
ções,

ou seja, η = 1 e a e�
á
ia em bloquear a produção viral é ǫ = 1, então a equação que

envolve a 
arga viral pode ser resolvida isoladamente.
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Seja o PVI linear de ordem fra
ionária



















DαV (t) = −cV

V (0) = V0.

(38)

Apli
ando a transformada de Lapla
e (Camargo & de Oliveira, 2015), obtém-se

L[DαV (t)] = L[−cV (t)],

sαL[V (t)]− sα−1V0 = −cL[V (t)],

LV (t) =
sα−1V0
sα + c

.

Daí

V (t) = V0Eα(−ctα), (39)

em que c é uma 
onstante positiva, que representa a taxa de libração de vírus, V0

é 
arga viral no tempo t = 0 e Eα(.) é a função de Mittag-Le�er de um parâmetro

(Camargo & de Oliveira, 2015).

A Figura 9 mostra a solução analíti
a obtida por meio do sistema de

ordem fra
ionária (SF), dada na equação (39), para diferentes valores de α, a solução

analíti
a obtida por meio do sistema de ordem inteira

39

(SI) e dados reais.
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Figura 9: Comparação da SI e da SF 
om dados reais, des
ritos na Tabela (7), para

α = 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, 1, c = 1.0325, e os pa
ientes (a) P16, (b) P2, t em dias.

39

A SI é dada por V (t) = V0e
−ct

.
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Na Figura 9 per
ebe-se que ambos os modelos, de ordem inteira e

de ordem fra
ionária, des
revem a dinâmi
a viral ao longo do tempo, entretanto,

qualitativamente, a 
urva que se ajusta melhor aos dados dos dois pa
ientes é uma


urva obtida por meio de uma derivada de ordem não inteira. Para o pa
iente P16

tal 
urva 
orresponde a 0.8 ≤ α ≤ 0.9, e para P2 tem-se 0.8 ≤ α ≤ 1. Motivados por

isso e pelo fato de que um sistema de ordem fra
ionária gera uma família de soluções,

de a
ordo 
om a ordem da derivada es
olhida, optou-se por estimar o valor exato de

α, que des
reve a 
urva que se ajusta melhor aos dados reais.

Do ponto de vista biológi
o, o parâmetro c in�uen
ia diretamente a

dinâmi
a da 
arga viral de 
ada pa
iente. Valores maiores de c tendem a aumentar

a 
arga viral. Contudo, p e ǫ também são responsáveis pelo 
omportamento de V (t).

Para valores de ǫ próximos de 1 é possível inferir que a taxa de produção e liberação

de vírus, p e c, respe
tivamente, serão de
res
entes. Isso faz 
om que a dinâmi
a

do modelo mude, não somente de a
ordo 
om o valor de c, mas também de a
ordo


om o valor de ǫ. O parâmetro δ′ é relevante para a dinâmi
a da 
arga viral, pois

se 
élulas infe
tadas morrem, não há liberação de novos vírus no organismo. Assim,

optamos por estimar o valor desses parâmetros que são relevantes na dinâmi
a viral.

6.3 Condições ini
iais e parâmetros 
onhe
idos

A partir do que foi dis
utido na Subseção (6.2), as seguintes informa-

ções devem ser 
onsideradas;

- Parâmetros estimados

40

: q = (p, δ′, c, ǫ, α);

- Dados disponíveis: Viobs;

- Parâmetro observado: b = [ξiobs];

- Condições ini
iais

41

: T (0) = 1.1× 1010 
élulas , I(0) = 9.1× 1010 
élulas .

A Tabela 8 mostra os parâmetros biológi
os do modelo (25). Tais

40

Como apresentados na Subseção 6.2, a 
urva que melhor se ajusta aos dados reais, pare
e ser

des
rita por uma derivada de ordem não inteira, nesse sentido optamos por 
onsiderar α 
omo

sendo um parâmetro do modelo e passível de ser estimado.

41

A 
arga viral ini
ial, V0, é variável de a
ordo 
om o pa
iente e está des
rita na Tabela 7.
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valores são provenientes da literatura.

Tabela 8: Parâmetros biológi
os

Parâmetro Valor Referên
ia

s̄ 10 Lewin et al. (2001)

d̄ 0.5 Lewin et al. (2001)

β̄ 0.00122 Perelson (2002)

ρ̄ 0.1 Ciupe et al. (2007)

η̄ 1 Lewin et al. (2001)

6.4 Formulação do problema de estimação de parâmetros

Nessa seção será formulado um problema de estimação de parâmetros.

Ini
ialmente será de�nido um problema de mínimos quadrados e a função objetivo a

ser minimizada. Detalhes podem ser vistos em Santos & dos Santos (2017).

Problema 6.1 (Problema de mínimos quadrados) Considere q ∈ R
n
tal que q =

[q1, ..., qn]. Dada uma função vetorial w : Rn → R
m, m ≥ n, deseja-se minimizar

||w(q)||, ou seja, en
ontrar o mínimo lo
al q∗ de W (q), no qual,

W (q) =
1

2
wT (q)w(q) =

1

2
||w(q)||2, (40)

em que ||.|| é a norma eu
lidiana e w(q)T é a matriz transposta de w(q).

De�nição 6.1 Seja a função objetivo W de�nida por:

W (q) =
1

2
||w(q)||2 = 1

2

m
∑

i=1

wi(q)
2 =

1

2

m
∑

i=1

(Vi(q, b)− Viobs)
2, (41)

na qual

• i ∈ {1, ..., m} : período no qual a amostra sanguínea foi 
oletada, m é o último

dia da observação;

• Viobs : 
onjunto de dados observados, ∀i = 1, ..., m;

• Vi : solução do modelo (25), ∀i = 1, ..., m;
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• b : vetor de parâmetros 
onhe
idos, ∀i = 1, ..., m;

• q = (q1, ..., qn), n é o número de parâmetros a serem estimados.

Então, o problema envolvendo estimação de parâmetros 
onsiste em:

Problema 6.2 Determinar q que minimiza a função objetivo W , dada pela equação

(41) sujeita a restrição qk ≥ 0, ∀k = 1, ..., n.

Para resolver o Problema (6.2), foi apli
ado o algoritmo 
omo des
rito a seguir.

Algoritmo 1: Estimação de Parâmetros

Passo 1: Entrada dos dados observados;

Passo 2: Conjunto ini
ial de parâmetros q0 = [q01 , ..., q
0
n] para q;

Passo 3: Construir a função para 
al
ular V a partir do modelo;

Passo 4: Cal
ular a função objetivo W a partir da Equação (41);

Passo 5: Cal
ular a rotina para minimizar W ;

Passo 6: Retornar q.

Com relação a esse algoritmo, algumas observações devem ser feitas:

1. Os dados usados para testar a té
ni
a de estimação, Passo 1, refere-se a va-

riável de estado V e está des
rito na Subse
ção (6.1);

2. Os parâmetros a serem estimados, no Passo 2, foram q = (p, δ′, c, ǫ, α).

3. No Passo 3 foi utilizado o método NSFD, 
omo des
rito no Capítulo 5, para

resolver o sistema de equações diferen
iais fra
ionárias (25);

4. Para minimizar o valor da função objetivo, Passo 5, foi utilizada a função

42

fminsear
hbnd disponível no software MATLAB R©
.

6.5 Resultados da estimação

Nessa seção serão apresentados os resultados da estimação de parâme-

tros usando o Algoritmo 1, 
omo des
rito na Subseção 6.4 . As 
ondições ini
iais

42

Detalhes sobre a função fminsear
hbnd podem ser vistos no Apêndi
e C.
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para todas as simulações do modelo 
om terapia, baseadas nos dados, estão des
ritas

na Subseção 6.3 e h = 10−4
para o método numéri
o NSFD.

É importante ressaltar que nosso objetivo não é analisar a e�
á
ia

de 
ada terapia no 
ontrole do vírus HBV. Entretanto para fa
ilitar os testes, que

serão apresentados a seguir, os dados reais foram divididos de a
ordo 
om a terapia

re
ebida por 
ada pa
iente, 
omo apresentado em Lewin et al. (2001). Detalhes sobre

a e�
iên
ia de 
ada medi
amento por ser visto na mesma referên
ia.

Para fa
ilitar o entendimento, os resultados foram divididos em 4 tes-

tes, e para 
ada um deles serão apresentados os itens a seguir.

• Teste 1: Pa
ientes submetidos ao tratamento 
ombinado LMV/FCV.

1. Estimação de parâmetros para P11, P12, P16, P18, P17, P19, P15, P14;

2. Estimação da ordem da derivada fra
ionária;

3. Resultados grá�
os;

4. Coe�
iente de 
orrelação;

• Teste 2: Pa
ientes submetidos ao tratamento 
om LMV.

1. Estimação de parâmetros para P9, P2, P7, P10, P6, P13;

2. Estimação da ordem da derivada fra
ionária;

3. Resultados grá�
os;

• Teste 3: Comparação entre os ajuste de parâmetros do modelo de ordem

inteira e de ordem fra
ionária.

1. Função objetivo;

2. Resultados grá�
os;

• Teste 4: Convergên
ia dos parâmetros.
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6.6 Teste 1

Aqui serão apresentados os resultados da estimação de parâmetros para

os pa
ientes submetidos ao tratamento 
om LMV/FCV.

6.6.1 Parâmetros estimados

A Tabela 9 apresenta os valores para os parâmetros estimados para


ada pa
iente submetido ao tratamento 
ombinado LMV/FCV, usando o modelo

de ordem fra
ionária (25). Todos os valores obtidos para os parâmetros estimados

perten
em ao intervalo a
eitável en
ontrado na literatura.

Tabela 9: Valores estimados

Pa
iente Parâmetro

c δ′ ǫ p

P11 2.8058 0.5270 0.7988 6.0255

P12 3.9742 0.5721 0.5238 6.0341

P16 2.8882 0.3938 0.9962 6.1769

P18 2.6531 0.5587 0.2769 6.6406

P17 2.6386 0.6000 0.6575 6.0000

P19 2.6818 0.6000 0.9759 6.2181

P15 2.1070 0.6000 1.0000 7.6117

P14 5.5898 0.3672 1.0000 8.5521

Intervalo

a
eitável

[0.6; 8] [0.07; 0.6] [0; 1] [6.0; 30]

Referên
ia

Zhou & Sun

(2014)

Forde et al.

(2016)

Lewin et al.

(2001)

Zhou & Sun

(2014)

Uma 
ombinação de terapia 
om LMV e FCV possui uma e�
á
ia

de aproximadamente 99% na redução da 
arga viral (Lewin et al., 2001; Dahari

et al., 2009). Entretanto essa e�
á
ia pode sofrer variações de a
ordo 
om a resposta



66

imunológi
a de 
ada pa
iente. Com isso, o valor estimado para ǫ, dado na Tabela

9, está de a
ordo 
om aquele inferido por meio de estudos 
líni
os, para 50% dos

pa
ientes.

6.6.2 Ordem fra
ionária estimada

A Tabela 10 apresenta o valor da ordem fra
ionária α, 
uja 
urva apre-

senta o melhor ajuste os dados.

Tabela 10: Estimativa para α.

Dados P11 P12 P16 P18 P17 P19 P15 P14

α 0.8611 0.9524 0.9667 0.9614 0.9871 0.9962 0.9963 1.0000

Observa-se que a 
urva que melhor ajusta os dados é dada por uma

derivada ordem fra
ionária, para a maioria dos 
asos. O valor estimado para α está

no intervalo [0, 1], o qual impli
a em uma relaxação na 
urva solução. Esse resultado

era esperado, uma vez que o pro
esso de modelagem de sistemas dinâmi
os por meio

de derivadas de ordens arbitrárias, forne
e uma �exibilidade maior, no ajuste de

dados experimentais, se 
omparado à modelagem por meio de sistemas de ordem

inteira. Isso se dá pelo fato de que um modelo de ordem fra
ionária apresenta uma

família de 
urvas solução.

6.6.3 Resultados grá�
os

A Figura 10 apresenta o melhor ajuste do modelo (25) aos dados de


ada pa
iente.
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Figura 10: Teste 1: Ajuste do modelo (25) aos dados de 
ada pa
iente submetido

ao tratamento 
om LMV/FCV durante 84 dias. Os dados são representados pelas

barras verti
ais, e as linhas em vermelho mostram o melhor ajuste dos dados ao

modelo matemáti
o.
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Pode-se observar na Figura 10 que, ini
ialmente há um rápido de
ai-

mento na 
arga viral de P18, P19, P15 e P14. Depois disso o
orre uma segunda fase de

de
aimento mais lenta. O rápido de
aimento re�ete a alta taxa de liberação de vírus

livres, V (t), presente no iní
io da terapia, enquanto a segunda fase re�ete o de
línio

na produção e liberação de vírus livres 
omo resultado de inibição in
ompleta. Em

outras palavras, ini
ialmente a terapia antiviral bloqueia a produção de novos vírus

e há um rápido de
línio na 
on
entração do HBV, que torna-se mais lenta de a
ordo


om a resposta imune, 
onhe
ida 
omo segunda fase de de
aimento, entretanto, nessa

fase ainda há produção de vírus (Lewin et al., 2001).

O aumento da 
arga viral, nos indivíduos P17, P14 e P12, alguns dias

após o iní
io do tratamento é devido a algum efeito pre
o
e do tratamento (Lewin

et al., 2001). Além disso, nota-se que a 
urva que des
reve melhor os dados é dada

por uma derivada de ordem fra
ionária, para a maioria dos 
asos.

Por outro lado, nota-se que a té
ni
a empregada na estimação de parâ-

metros, mostrou-se e�
iente até mesmo em 
asos onde há pou
os pontos disponíveis,


omo para os pa
ientes P11, P12, P15, P14. Isso pode impli
ar em uma e
onomia de

esforços e re
ursos gastos no estudo da dinâmi
a da doença.

6.6.4 Coe�
iente de Correlação

O 
oe�
iente de 
orrelação é um número que mede o grau pelo qual

duas variáveis tendem a mudar juntas. Nesse estudo, queremos obter a relação

entre os dados reais de 
ada pa
iente e os dados obtidos numeri
amente através da

estimação de parâmetros. Assim, antes de 
al
ular o 
oe�
iente de 
orrelação, será

feita a análise de 
omo as variáveis se rela
ionam. Tal análise é feita através do

diagrama de dispersão.

O grá�
o de dispersão pode sugerir vários tipos de 
orrelações entre

variáveis e é utilizado para 
omprovar a relação entre uma 
ausa e um efeito. Tal

representação grá�
a diz respeito a valores simultâneos de duas variáveis rela
ionadas

em um pro
esso, e mostra o que a
onte
e 
om uma variável quando a outra sofre
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alguma alteração (Bussab & Morettin, 1986).

A Figura 11 apresenta o diagrama de dispersão para P16, P14, P12 e

P18. É possível ver que há uma 
orrelação linear entre os dados reais, representados

em tal �gura por Vobs, e a solução do sistema (25), representada por Vi, para 
ada


onjunto de dados. Para os outros pa
ientes também obteve-se 
orrelação linear.
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Figura 11: Teste 1: Diagrama de dispersão.
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A Tabela 11 mostra o valor do 
oe�
iente de Pearson

43

para os indiví-

duos P16, P14, P12 e P18.

Todos os valores estão a
ima de 0.85, o que indi
a uma forte

44


or-

relação linear positiva, de onde pode-se 
on
luir que as estimativas dos parâmetros,

obtidas pela apli
ação do Algoritmo 1, estão muito próximas dos valores reais.

Tabela 11: Coe�
iente de Pearson ρ.

Pa
iente P16 P14 P12 P18

ρ 0.9856 0.8797 0.8984 0.9956

6.7 Teste 2

Nessa seção serão apresentados os resultados da estimação de parâme-

tros para os pa
ientes submetidos ao tratamento 
om LMV.

6.7.1 Parâmetros estimados

A Tabela 12 mostra os valores para os parâmetros estimados para


ada pa
iente submetido ao tratamento 
om LMV, obtido por meio do modelo de

ordem fra
ionária (25), utilizando 
omo referên
ia um intervalo a
eitável obtido na

literatura. Todos os valores en
ontrados no ajuste de parâmetros perten
em ao

intervalo a
eitável.

43

Esse valor é usado quando há uma 
orrelação linear entre as variáveis. Uma relação é linear

quando a mudança em uma variável é asso
iada a uma mudança propor
ional na outra variável.

Tal 
oe�
iente é uma medida adimensional que pode admitir valores no intervalo (−1,+1). Quanto
mais próximo dos extremos desse intervalo, mais forte é a 
orrelação (Bussab & Morettin, 1986).

44

Esse valor é variável na literatura. Bussab & Morettin (1986) fazem a 
lassi�
ação: ρ =
[0.10, 0.39] indi
a uma 
orrelação fra
a; ρ = [0.40, 0.69] uma 
orrelação moderada e ρ = [0.70, 1]
uma 
orrelação forte.
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Tabela 12: Valores estimados.

Pa
iente Parâmetro

c δ′ ǫ p

P9 2.9761 0.6000 1.0000 6.1213

P2 2.0145 0.5847 0.9747 6.0589

P7 1.4345 0.6000 1.0000 8.1820

P10 2.4007 0.1002 0.9835 6.0331

P6 2.9565 0.5023 0.9998 6.0100

P13 0.9488 0.4603 0.9968 6.0000

Intervalo

a
eitável

[0.6; 8] [0.07; 0.6] [0; 1] [6.0; 30]

Referên
ia

Zhou & Sun

(2014)

Forde et al.

(2016)

Lewin et al.

(2001)

Zhou & Sun

(2014)

6.7.2 Ordem fra
ionária estimada

A Tabela 13 apresenta o valor da ordem fra
ionária, 
uja 
urva ajusta

os dados de 
ada pa
iente.

Tabela 13: Estimativa para α.

Dados P9 P2 P7 P10 P6 P13

α 0.8422 0.9981 0.8139 0.8339 0.9561 0.9801

Observa-se que para todos os 
asos a 
urva que se ajusta aos dados

reais é dada por uma derivada de ordem não inteira.

6.7.3 Resultados grá�
os

A Figura 12 apresenta o ajuste do modelo (25) aos dados de 
ada

pa
iente submetido ao tratamento 
om LMV.
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Figura 12: Teste 2: Ajuste do modelo (25) aos dados de 
ada pa
iente submetidos

ao tratamento 
om LMV durante 84 dias. Os dados são representados pelas barras

verti
ais, e as linhas em vermelho mostram o melhor ajuste dos dados ao modelo

matemáti
o.
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6.8 Teste 3

Com intuito de 
omparar o valor dos parâmetros ajustados pelos mo-

delos de ordem inteira e de ordem fra
ionária, foram realizados testes de estimação

para os pa
ientes P18 e P19 do Teste 1 e P10 e P2 do Teste 2. Esses pa
ientes foram

es
olhidos de forma aleatória para ilustrar a 
omparação entre os modelos.

6.8.1 Comparação entre os ajuste do modelo de ordem inteira e de ordem

fra
ionária

A Tabela 14 apresenta a 
omparação entre o ajuste de parâmetros para

o sistema de ordem inteira (SI) e de ordem fra
ionária (SF).

Tabela 14: Estimação de parâmetros para o sistema de ordem inteira e sistema de

ordem fra
ionária.

Parâmetro Sistema Dados Reais

P18 P19 P10 P2

c
SI 2.4235 3.1592 2.6775 2.3637

SF 2.6531 2.6818 2.4007 2.0145

δ′
SI 0.1000 0.1000 0.1000 0.1266

SF 0.5587 0.6000 0.1002 0.5847

ǫ
SI 0.5000 0.9623 0.5000 0.5000

SF 0.2769 0.9759 0.9835 0.9747

p
SI 6.0319 6.0071 6.8904 6.2493

SF 6.6406 6.2182 6.0331 6.0589

6.8.2 Função objetivo

A Figura 13 apresenta a 
omparação do valor da função objetivo para

os modelos de ordem inteira e de ordem fra
ionária. Para essa 
omparação foram

utilizados alguns dados do Teste 1 e do Teste 2.
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Figura 13: Teste 3: Função objetivo para o SI e para o SF.

Observa-se que o ajuste através do SF, minimizou os resíduos entre o

valor estimado e os dados observados, para todos os pa
ientes, se 
omparado ao SI.

Esse fato 
omprova o que foi apresentado nas Tabelas 10 e 13, ou seja, o melhor

ajuste aos dados é dado por uma 
urva 
uja derivada possui ordem não inteira, para

a maioria dos 
asos. Embora o ajuste por meio do modelo de ordem fra
ionária

apresentou um número de iterações maior se 
omparado ao modelo de ordem inteira,

o ajuste feito por meio de derivadas de ordem não inteira en
ontrou um valor ótimo

menor, para os 
asos analisados.

6.8.3 Resultados grá�
os

A Figura 14 apresenta o ajuste 
om relação aos dados do Teste 1 e

do Teste 2, 
omparando o SI 
om o SF.
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Figura 14: Teste 3: Ajuste dos modelos de ordem inteira e de ordem fra
ionária aos

dados de pa
ientes. Os dados são representados pelas barras verti
ais, e as linhas

em vermelho mostram o melhor ajuste dos dados ao modelo matemáti
o. Figuras do

lado esquerdo indi
am o ajuste por meio do modelo de ordem fra
ionária. Figuras

do lado direito indi
am o ajuste por meio do modelo de ordem inteira.
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Observa-se na Figura 14 que os ajustes do SI e do SF �
aram muito

próximos para P2. Por outro lado, para P18, P19 e P10 é notável que o SI falhou ao

des
rever os dados, o que impli
a que o melhor ajuste se dá pelo SF.

6.9 Teste 4

Aqui será apresentada a 
onvergên
ia de 
ada parâmetro estimado de

a
ordo 
om o número de iterações do método de Nelder Mead (Nelder & Mead,

1965). Testes foram realizados para os 15 
onjuntos de dados, entretanto, optou-se

por exibir os resultados de P18 e P2.

6.9.1 Conjunto de dados P18
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Figura 15: Teste 4: Convergên
ia do parâmetros × número de iterações para P18.
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6.9.2 Conjunto de dados P2

iteration ×105
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Figura 16: Teste 4: Convergên
ia dos parâmetros × número de iterações para P2.

Observa-se na Figura 15 que, embora o número de iterações do método

de Nelder Mead seja alto, o valor dos parâmetros 
onvergem para o valor estimado


onforme Tabela 9. A ordem da derivada fra
ionária α 
onverge para o valor estimado


onforme a Tabela 10. Na Figura 16 tem-se que todos os parâmetros 
onvergem para

o valor estimado, 
onforme Tabela 12 e Tabela 13 (expoente fra
ionário α).



7 RESULTADOS NUMÉRICOS

Estudos analíti
os permane
em in
ompletos sem a veri�
ação numé-

ri
a dos resultados. Este 
apítulo apresenta um panorama geral dos experimentos

numéri
os realizados, bem 
omo dos resultados obtidos. Foram feitas simulações

para os dois modelos apresentados anteriormente, 
om relação aos seus respe
tivos

pontos de equilíbrio. Também foram simulados diferentes 
enários, dependendo da

ordem da derivada para 
ada modelo.

Os parâmetros biológi
os utilizados nas simulações dos dois modelos

apresentados, estão des
ritos na Tabela 8 (retirados da literatura), e na Tabela 12

(parâmetros estimados). Além disso, para realizar as simulações numéri
as foi uti-

lizado o método numéri
o NSFD, des
rito no Capítulo 5. Os parâmetros numéri
os

utilizados foram h = 0.001, t = 200 dias, µ = 3 para a função denominador (método

NSFD) e τ = 0.002 utilizado na fra
ionalização de ambos os sistemas.

7.1 Modelo sem terapia

Para o sistema 17 foi simulado um 
enário sem infe
ção, quando R0 <

1, e 
om infe
ção quando R0 > 1. Para analisar a in�uên
ia do expoente fra
ionário

no 
omportamento da solução foram utilizados diversos valores para α.

Como não obtivemos dados reais rela
ionados a 
arga viral de pa
ientes

infe
tados 
om HBV sem ação de terapia, as simulações realizadas para tal modelo

foram feitas somente 
om intuito de analisar o 
omportamento da solução numéri
a.

De forma hipóteti
a foram analisadas duas situações a saber: a solução livre da

doença e a solução infe

iosa.
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7.1.1 Solução livre da doença

O sistema de ordem inteira sem terapia pode ser visto em Lewin et al.

(2001), quando η = ǫ = 0, e será usado para 
omparação 
om as soluções do SF,

dado pelo sistema 17.

Para 
al
ular uma aproximação para a solução numéri
a para o SI, foi

utilizado o esquema de Runge Kutta de quarta ordem (Cuminato & Junior, 2013;

Murray, 2001). As 
ondições ini
iais, T (0) = 1.2 × 108, I(0) = 9.1 × 108, V (0) =

8.3 × 109, foram adotadas a partir da Tabela 7. A razão de reprodução bási
a


al
ulada foi R0 = 0.26.

A Figura 17 retrata o 
omportamento da solução numéri
a para o

sistema 17 ao longo do tempo t (dias), para diversos valores da derivada fra
ionária

e a SI. Os valores de α foram es
olhidos a partir dos valores estimados nas Tabelas

10 e 13. O fato de R0 < 1 impli
a que o vírus não se repli
ará a ponto de infe
tar

uma 
élula saudável levando assim ao 
ontrole da doença. Isso pode ser per
ebido

pelo fato de que todas as soluções, obtidas por meio do sistema de ordem fra
ionária,


onvergem para o ponto de equilíbrio P0. Essa 
onvergên
ia era esperada e foi predita

pelo Teorema (4.2). Além disso, pode-se observar que valores menores de α impli
am

numa 
onvergên
ia mais lenta ao equilíbrio, o que está de a
ordo 
om o item 2 da

observação (5.1).

Nas soluções numéri
as as 
urvas 
orrespondentes a α = 1 e a SI


oin
idem, pois o erro asso
iado às aproximações numéri
as é muito pequeno. Esse

fato, está de a
ordo 
om o que foi apresentado no Capítulo (3), ou seja, quando

α = 1, re
upera-se a derivada de ordem inteira.
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Figura 17: Solução numéri
a para o modelo (17) 
om α = 0.84, 0.88, 0.92, 0.96, 1 e a
SI ao longo do tempo t (dias), R0 < 1.
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7.1.2 Solução infe

iosa

A Figura 18 apresenta a solução numéri
a para o modelo 17.
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Figura 18: Solução numéri
a para o modelo (17) 
om α = 0.84, 0.88, 0.92, 0.96, 1, ao
longo do tempo t (dias), R0 > 1.
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Tal simulação foi realizada 
om 
ondições ini
iais T (0) = 1.2 ×
108, I(0) = 9.1× 108, V (0) = 8.3 × 109. O número reprodutivo bási
o é R0 = 2.64 e

diversos valores de α.

Observa-se que, seguindo o 
urso da doença, as soluções tendem para

o ponto de equilíbrio P̄1, dado pela equação (21). Neste 
aso, pode-se notar que

o
orre a proliferação da doença. A 
onvergên
ia para o ponto de equilíbrio P̄1 foi

predita pelo Teorema (4.5). Com isso, esses resultados numéri
os estão de a
ordo


om os resultados teóri
os apresentados no Capítulo 4. Além disso, valores menores

de α impli
am numa 
onvergên
ia mais lenta para o ponto de equilíbrio, o que está

de a
ordo 
om o item 2 da observação (5.1).

7.1.3 In�uên
ia do parâmetro τ

O parâmetro τ representa o 
omponente de tempo fra
ionário no sis-

tema 17. Em Gomez et al. (2013) os autores mostram a relação entre o parâmetro

τ e a ordem da derivada fra
ionária α. Nesse trabalho não será mostrada tal rela-

ção, entretanto para ser 
onsistente 
om a ordem fra
ionária adotada no pro
esso

de modelagem, será 
onsiderado τ =]0, 1[. Para mostrar a in�uên
ia do mesmo, fo-

ram realizadas algumas simulações numéri
as, 
onsiderando diversos valores desse

parâmetro.

Como mostra a Figura 19, o 
omportamento do sistema 17 foi essen-


ialmente o mesmo, para 0 < τ < 1. Por outro lado, observa-se que para valores

menores de τ, a 
onvergên
ia para o ponto de equilíbrio torna-se mais lenta, isso

impli
a que o valor de τ, assim 
omo α, está rela
ionado 
om a velo
idade de rela-

xação/os
ilação da solução do sistema.
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Figura 19: In�uên
ia do parâmetro τ na solução do modelo 17 
om α = 0.84, ao
longo do tempo t (dias).
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7.2 Modelo 
om terapia

Aqui será apresentada a solução numéri
a para o sistema 25, 
om a

presença de terapia 
ontra a infe
ção por HBV.

7.2.1 In�uên
ia da terapia na solução do modelo

A �m de 
omparar os efeitos da terapia, realizamos simulações numé-

ri
as para diferentes valores para η e ǫ durante o tempo t. Se ǫ = 1, no modelo 25,

então a droga bloqueia totalmente a produção viral reduzindo a 
on
entração V (t)

a zero. Quando η = 1 não há infe
ção das 
élulas saudáveis, isso impli
a que não

haverá proliferação da infe
ção (Cardoso et al., 2018a).

Admitindo ǫ < 1 e η < 1, o que signi�
a do ponto de vista biológi
o,

que a droga não é totalmente e�
az na 
ura da doença, pode-se analisar a in�uên
ia

da terapia na solução do modelo. Para isso, 
onsideramos uma situação onde há

infe
ção por HBV, ou seja, R0 > 1.

Nesse 
ontexto, duas fases distintas de tempo

45

, t ≤ 45 e t > 45 dias

foram adotadas para fazer a análise da solução do modelo sob diferentes valores de η

e ǫ. Para t ≤ 45 dias 
onsideramos uma pequena e�
á
ia na ação antiviral, ou seja,

η = ǫ = 0.01. Para t > 45 dias, a e�
á
ia dos antivirais foi 
onsiderada alta, η = ǫ =

0.9. A Figura 20 apresenta a solução numéri
a obtida

46

. Os valores 
onsiderados

nessa simulação não possuem sentido realísti
o e foram adotados somente para obter

o 
omportamento da solução do modelo.

45

O 45o dia foi es
olhido 
omo o dia de iní
io da terapia pois o período de in
ubação do vírus

HBV é de 30 a 90 dias (Lewin et al., 2001).

46

Nas 
ondições da simulação da Figura 20, quando α < 1, a solução numéri
a tem um 
ompor-

tamento similar.
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Figura 20: Comparação para η = ǫ = 0.01 e R0 > 1, para t ≤ 45 dias e η = ǫ = 0.9
para t > 45 dias, t = 200 dias; α = 1.

Podemos observar que antes do dia 45, o número reprodutivo bási
o

apresenta valor maior do que 1, isso impli
a que a solução 
onverge para o ponto de

equilíbrio infe

ioso P1, dado pela equação (26). Quando a ação do agente antiviral

é alta, ou seja, η = ǫ = 0.9, R0 torna-se menor do que 1 e a solução 
onverge para

o ponto de equilíbrio livre da doença. A 
onvergên
ia para ambos os pontos de

equilíbrio é predita pelos Teoremas 4.5 e 4.6, respe
tivamente.

Esse 
omportamento era previsto, pois quando um agente antiviral é

administrado em uma população de 
élulas infe
tadas, é esperado que a 
arga viral

diminua, o que impli
a que a população de 
élulas infe
tadas tende a zero 
om

o passar do tempo. Por outro lado, o número de 
élulas não infe
tadas tende a

aumentar durante o tempo t.



8 CONCLUS�O

Este trabalho apresenta duas apli
ações de modelagem matemáti
a

feitas por meio de derivadas de ordem não inteira, para a hepatite B e, usando vários

resultados teóri
os, a estabilidade é analisada de a
ordo 
om o valor do número

reprodutivo bási
o.

A partir de simulações numéri
as nota-se, que os diferentes valores da

ordem da derivada permitem 
omportamentos distintos da solução, sobretudo no

tempo de 
onvergên
ia para o estado de equilíbrio. A solução numéri
a en
ontrada

para ambos os modelos de hepatite B era esperada e se mostram 
ondizentes 
om os

resultados teóri
os obtidos por meio estudo de estabilidade.

Além disso, o valor de alguns parâmetros importantes no modelo, foram

estimados. Os valores en
ontrados mostram-se de a
ordo 
om o intervalo plausível

para 
ada um, obtido na literatura. Os resultados da estimação apontaram que

a 
urva que melhor se ajusta aos dados reais, é advinda da ordem não inteira da

derivada. Esse resultado é relevante pois indi
a que a modelagem de fen�menos

biológi
os pode ser feita, não somente por meio de equações diferen
iais ordinárias,

mas sim usando té
ni
as advindas do 
ál
ulo de ordem não inteira. Isso é importante,

pois tais té
ni
as tendem a auxiliar no entendimento da dinâmi
a da doença.

O modelo matemáti
o mostrou-se e�
iente na des
rição da dinâmi
a

do vírus HBV. Isso pode abrir margem para estudos rela
ionados metas de 
ontrole

da doença e até mesmo de bus
a pela 
ura. Outro ponto relevante, 
onsiste no fato

de que o ajuste de parâmetros foi e�
az, mesmo em 
asos onde há pou
os dados

diponíveis. Isso signi�
a que é possível analisar a dinâmi
a do vírus HBV 
om uma

quantidade de dados reduzida, gerando uma e
onomia de tempo, esforços ou re
ursos.
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Nesse 
ontexto, a junção da medi
ina e da modelagem matemáti
a

pode 
ontribuir signi�
ativamente para o entendimento dos fatores que envolvem a

progressão do vírus HBV. Essa junção pode ajudar a elu
idar os me
anismos 
haves

destes pro
essos, e assim ser o suporte ideal para que num futuro próximo, possam ser

traçadas estratégias de erradi
ação da doença e quem sabe, des
rever outra história.

Como trabalho futuro, espera-se apli
ar métodos de 
ontrole em mo-

delos matemáti
os, de ordem não inteira, para análise da dinâmi
a da hepatite B sob

a ação de tratamento. Isso se dará 
om objetivo de obter valores otimizados de tra-

tamento referente a dosagem de medi
ação, que minimize a 
arga viral de pa
ientes


roni
amente infe
tados.
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APÊNDICE

A NÚMERO REPRODUTIVO BÁSICO

Nesse apêndi
e será mostrado 
ál
ulo do número reprodutivo bási
o

será feito, 
om base na matriz de próxima geração

47

(Dietz, 1983; Diekmann et al.,

2009; Arias et al., 2009). Segue o algoritmo.

1. Es
rever o subsistema que des
reve somente a produção de novas infe
ções e/ou

a mudança no estado dos indivíduos já infe
tados.

2. Construir as matrizes P e Q. A matriz P é a matriz de transmissão, a qual

des
reve a produção de novas infe
ções e a matriz Q é a matriz de transição, a

qual des
reve a mudança de estado dos indivíduos.

3. Cal
ular a matriz Ja
obiana das matrizes P = F e Q = V , no ponto de

equilíbrio livre da doença.

4. Cal
ular a matriz K = −V −1F e seus autovalores. Conforme demonstrado

em Driess
he & Watmough (2002), a razão de reprodução bási
a será o maior

autovalor da matriz K.

A partir do roteiro des
rito a
ima, será 
al
ulada a razão de reprodução bási
a para

o sistema 17. Consideremos o sistema







DαI(t) = βV (t)T (t)− δ′I(t)− ρI(t)

DαV (t) = pI(t)− cV (t).
(42)

As matrizes P e Q são

P =





βV T

pI





e Q =





−δ′I − ρI

−cV



 .

47

A matriz de próxima geração divide a população, 
onsiderada no pro
esso epidemiológi
o, em

um número �nito de 
ategorias distintas. Essa matriz rela
iona os números de indivíduos re
ém

infe
tados nas várias 
ategorias em gerações 
onse
utivas.
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Cal
ulando a matriz Ja
obiana de P e Q no ponto de equilíbrio livre da doença,

obtemos

F =





0 β
s

d

p 0



 e V =





−δ′ − ρ 0

0 −c



 .

Logo

K = −V −1F =







0 β
s

d(δ′ + ρ)
p

c
0






,


ujos autovalores são

λi = ±
√

pβs

c(δ′ + ρ)d
, i = 1, 2.

Portanto

R2
0 =

pβs

cd(δ′ + ρ)
. (43)

Por 
onvenção, 
omo feito em Driess
he & Watmough (2002); Diek-

mann et al. (2009), omitiremos a raiz quadrada na equação (43), então

R0 =
pβs

cd(δ′ + ρ)
. (44)



B DISCRETIZAÇ�O NSFD

Seja um sistema de ordem fra
ionária 
om derivada de Caputo

Dαy(t) = f(t, y(t)). (45)

Considerando a aproximação dis
reta y(t) ≈ y(tn) e através da equação (31), pode-

mos rees
rever o sistema (45) 
omo

1

φ(h, λ)

n
∑

j=0

w
(α)
j (yn−j − y0) = F (tn, y(tn)). (46)

Para exempli�
ar o desenvolvimento do lado esquerdo na equação (46), 
onsidere

n = 3, então expli
itando o somatório obtemos

w
(α)
0 (y3 − y0) + w

(α)
1 (y2 − y0) + w

(α)
2 (y1 − y0) + w

(α)
3 (y0 − y0) = φ(h, λ)F (tn, y(tn)).

Multipli
ando e reorganizando os termos,

y3 + w
(α)
1 y2 + w

(α)
2 y1 − y0(w

(α)
0 + w

(α)
1 + w

(α)
2 ) = φ(h, λ)F (tn, y(tn)).

Como w
(α)
0 = 1, podemos es
rever

y3 + w
(α)
1 y2 + w

(α)
2 y1 − y0(1 + w

(α)
1 + w

(α)
2 ) = φ(h, λ)F (tn, y(tn)),

em que, w
(α)
1 y2+w

(α)
2 y1 =

n−1
∑

j=1

w
(α)
j yn−j e 1+w

(α)
1 +w

(α)
2 = y0w

(α−1)
3 . Com isso, temos

a forma dis
retizada para a equação (45), 
omo segue

48

.

yn = y0w
(α−1)
n −

n−1
∑

j=1

w
(α)
j yn−j + φ(h, λ)F (tn, y(tn)). (47)

48

O termo wα−1
n está de�nido na equação (29).



C FUNÇ�O FMINSEARCHBND

Para en
ontrar o valor mínimo da função objetivo (41) foi utilizado a

função fminsear
hbnd. Esta função está implementada no Maltlab e possui a sintaxe

a seguir.

options = optimset(′Display′,′ iter′,′ plotfcns′);

[x, fval, exitf lag, output] = fminsearchbnd(fun(parmetros), Li, Ls, options);

em que Li e Ls são os vetores do limite inferior e superior, respe
tivamente, para o

vetor de variáveis. Os dados de entrada e saída são apresentados na Tabela (15).

Tabela 15: Parâmetros de entrada e saída da função fminsear
hbnd

Dados

de

entrada

Display o� : Não apresenta nenhuma saída;

iter : uma saída a 
ada iteração;

�nal : exibe apenas o resultado �nal;

notify : exibe a saída apenas se não 
onvergir.

Funval
he
k on: exibe erro quando a função retornar um va-

lor 
omplexo ou não tiver um resultado;

o� : não exibe erro.

MaxFunEval de�ne o número máximo de iterações permiti-

das;

OutPutFC função limitadora de�nida pelo usuário 
hamada

a 
ada iteração;

PlotF
ns se não de�nido não plota o grá�
o das iterações.

Dados

de

saída

fval retorna o valor da função no ponto mínimo;

exit�ag retorna 1 se a solução 
onvergiu;

0 se foi atingido o número máximo de iterações;

-1 se o algoritmo foi en
errado devido a função

de saída;

-2 se as 
ondições de 
ontorno são in
onsistentes.



105

A função fminsear
hbnd implementa o método de Nelder-Mead (Nelder

& Mead, 1965). Esse método é uma ferramenta utilizada para resolver problemas

de otimização não linear em um espaço multidimensional. Tal método bus
a o valor

mínimo ou o máximo da função dentro do limite de�nido pelo usuário.

Esse método não utiliza quaisquer derivadas ou aproximações das de-

rivadas da função objetivo, em vez disso, bus
a uma seção áurea e uma interpolação

parabóli
a, e assim, garante a 
onvergên
ia e a resolução de forma mais rápida (Bar-

ros Neto, B.; S
arminio, 1995).

Em Gon
alves (2013), são apresentadas algumas vantagens do método

de Nelder-Mead. Dentre elas desta
am-se o fato de não ser ne
essário 
al
ular as

derivadas da função objetivo para en
ontrar o valor ótimo, simpli
idade na imple-

mentação 
omputa
ional, e�
iên
ia para um número baixo/moderado de dimensões,

entre outras.


