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Vellasco-Gomes, A. Estrutura eletronica de cristais: Generalizacao mediante
o Cdélculo Fraciondrio. [152f. 2018. Tese (Programa de Pés-graduacao em Ciéncia e
Tecnologia de Materiais), UNESP, Bauru, 2018.

RESUMO Topicos fundamentais da estrutura eletronica de materiais cristalinos,
sao investigados de forma generalizada mediante o Célculo Fracionario. Sao calculadas
as bandas de energia, as funcoes de Bloch e as func¢oes de Wannier, para a equacao de
Schrodinger fracionaria com derivada de Riesz. E apresentado um estudo detalhado do
carater nao local desse tipo de derivada fracionédria. Resolve-se a equacao de Schrodinger
fracionaria para o modelo de Kronig-Penney e estuda-se os efeitos da ordem da derivada
e da intensidade do potencial. Verificou-se que, ao passar da derivada de segunda ordem
para derivadas fraciondrias, o comportamento assintético das fun¢ées de Wannier muda
apreciavelmente. Elas perdem o decaimento exponencial, e exibem um decaimento acen-
tuado em forma de poténcia. Formulas simples foram dadas para as caudas das fungoes
de Wannier. A banda de energia mais baixa mostrou-se estar relacionada ao estado ligado
de um tunico poco quantico. Sua funcao de onda também apresentou decaimento em lei
de poténcia. As bandas de energia superiores mudam de comportamento em funcao da
intensidade do potencial. No caso inteiro, a largura de cada uma dessas bandas diminui.
No caso fracionario, diminui inicialmente e depois volta a aumentar, aproximando-se de
um valor finito a medida que a intensidade do potencial tende ao infinito. O grau de
localizagao das funcoes de Wannier, expresso pelo desvio padrao da posi¢ao, mostra um
comportamento similar ao da largura das bandas de energia. Além dos cristais perfeitos a
Ciencia de Materiais estuda cristais com defeito. Os defeitos sao responsaveis por muitas
propriedades de interesse tecnolégico e podem induzir estados localizados. Neste trabalho,
é calculado o estado localizado de menor energia no modelo de Kronig-Penney fracionario
com defeito, mediante método das transformadas de Fourier e das fungoes de Wannier.

Verificou-se que este estado também decai em forma de lei de poténcia.

Palavras-chave: equacao de Schrodinger fracionaria, funcao de Wannier, comporta-

mento assintético, derivada de Riesz, Céalculo Fracionario, estado localizado.
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Vellasco-Gomes, A. Electronic structure of crystal: generalization through
Fractional Calculus. [152p. 2018. Thesis (Graduate Program in Science and Technology
of Materials). UNESP, Bauru, 2018.

ABSTRACT Basics topics on the electronic structure of crystalline materials are
investigated in a generalized fashion through Fractional Calculus. The energy bands, the
Bloch and Wannier functions for the fractional Schrédinger equation with Riesz deriva-
tive are calculated. The non-locality of the Riesz fractional derivative is analyzed. The
fractional Schrodinger equation is solved for the Kronig-Penney model and the effects of
the derivative order and the potential intensity are studied. It was shown that moving
from the integer to the fractional order strongly affects the asymptotic behavior of the
Wannier functions. They lose the exponential decay, gaining a strong power-law decay.
Simple formulas have been given for the tails of the Wannier functions. A close relatim
between the lowest energy band and the bound state of a single quantum well was found.
The wavefunction of the latter decays as a power law. Higher energy bands change their
behavior as the periodic potential gets stronger. In the integer case, the width of each one
of those bands decreases. In the fractional case, it initially decreases and then increases.
The width approaching a finite value as the strength tends to infinity. The degree of
localization of the Wannier functions, as expressed by the position standard deviation,
behaves similarly to the width of the energy bands. In addition to perfect crystals, Ma-
terials Science studies defective crystals. Defects are responsible for many properties of
technological interest and can induce localized states. In this work, the localized state of
lowest energy in the fractional Kronig-Penney model with defect is calculated through of
the Fourier transform method and the Wannier functions. It was shown that is decays as

a power law.

Keywords: fractional Schrodinger equation, Wannier functions, Asymptotic Beha-

vior, Riesz derivative, Fractional Calculus, localized state.
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Capitulo 1

Introducao

A Ciéncia e Tecnologia dos Materiais tem carater multidisciplinar, pois compartilha
objetivos e metodologias com as Ciéncias Exatas, Engenharias e outras areas como a
Biologia. Tem como objetivo principal compreender as relacoes da composicao e a es-
trutura dos materiais com as propriedades fisicas e quimicas destes, juntamente com a
busca por aplicagoes tecnoldgicas mediante a modificagao e combinacao de diferentes tipos
de materiais |1]. Dentre as modalidades de pesquisa destacam-se as técnicas experimen-
tais e as modelagens e simulacoes tedricas, com amplo uso de ferramentas numéricas e
computacionais. O uso de simulagoes é importante, tanto no que tange a verificacao da
teoria, quanto no auxilio & compreesao e previsao de fenomenos fisicos, otimizando tempo
e custos laboratoriais [2].

Os diferentes tipos de materiais podem ser classificados como cristalinos ou nao-
cristalinos, de acordo com o arranjo de seus atomos, ions ou moléculas. Os materiais
cristalinos sdo caracterizados pela organizacao periddica dos dtomos [3,/4] (ver item (a)
da Figura [1.1)). Muitos materiais metdlicos e ceramicos sao classificados como sélidos
cristalinos [3}4].

Nesta tese optou-se por se estudar sistemas cristalinos por sua importancia tecnolégica
e pela sua simplicidade estrutural. Dentre os materiais nao-cristalinos estao classificados
os cristais com defeitos e os materiais amorfos. Os sélidos amorfos possuem ordem de curto
alcance associada as ligacoes quimicas. Porém, de forma global, as posi¢oes atomicas sao
bastante aleatérias [5] (ver item (b) da Figura [1.1). Como casos intermedidrios entre
os cristais e os amorfos estao os quase-cristais. Eles sao caracterizados por uma ordem

nao periédica dos dtomos [5] (ver item (c) da Figura [L.1). Exibem picos de difracao
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de raios-X similares aos dos cristais, mas com simetrias de rotagao proibidas para os
materiais periodicos . Esse é o caso da estrutura com simetria icosaédrica, descoberta

por Shechtman et al. [5], em 1984 .

Figura 1.1: Tlustragdo dos diferentes tipos de materiais. Em (a) tém-se a primeira imagem publicada da
estrutura de um material cristalino, o 6xido de cobre vermelho, CusO. Em (b) representagdo do SiOs
amorfo. Em (c) imagem do quase-cristal (liga AILiCu). Figuras extraidas da referéncia [5].

Os movimentos dos elétrons e nicleos, nos materiais cristalinos sao descritos medi-
ante a equagao de Schrodinger. Na Mecanica Quantica, esta equagao descreve a evolugao
temporal da funcao de onda que representa o estado de cada sistema de particulas. Dado
a complexidade envolvida nas varias interagoes existentes, na tentativa de se obter solu-
¢oes para a equagao de Schrodinger, diferentes simplificagdes e aproximagoes sao em geral
empregadas. Em materiais cristalinos a aproximacao adiabética (de Bohr-Oppenheimer)
permite separar os movimentos dos elétrons e dos ntcleos [6[7]. A aproximagao mo-
noeletronica permite resolver o problema eletronico mediante a equacao de Schrodinger
para uma tunica particula em um potencial periddico ﬂ@,. As solugoes estaciondrias desta
equacao sao dadas pelas bandas de energia e as fungoes de Bloch. Tanto as bandas quanto
as funcoes de Bloch dependem do vetor de onda, com a periodicidade da rede reciproca da
rede cristalina. Essas fungoes formam uma base ortonormal do espaco vetorial de fungoes
de onda da particula e, além disso, representam estados eletronicos estendidos. De fato,
o médulo quadrado da funcao de onda é uma funcao peridédica da posicao do elétron, de
modo que todas as células unitarias do cristal sao equiprovaveis para a particula.

As fungoes de Bloch receberam o nome do fisico suigo Felix Bloch [1905-1983] [§].
Este as introduziu em 1929, ao publicar, na revista Zeitschrift fiir Physik, o artigo ‘Uber

die Quantenmechanik der Elektronen in Kristallgittern’. Felix Bloch recebeu o Prémio
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Nobel de Fisica de 1952, juntamente com Edward Mills Purcell e colaboradores, pelas
contribuigbes sobre ressonancia magnética nuclear [9]. Como a fungao de Bloch de cada
banda é peridédica em relacao ao vetor de onda, pode-se representa-la por uma série de
Fourier. Cada um dos coeficientes da série é uma fungdo de Wannier [10}{12].

As fungoes de Wannier foram introduzidas em 1937, pelo fisico suico Gregory Hugh
Wannier [1911-1983] [13] em seu artigo ‘The Structure of FElectronic Excitation Levels
in Insulating Crystals’, publicado na revista Physical Review. Entretanto, foi apenas a
partir dos anos 90, de acordo com Ribeiro |14], que a fun¢do de Wannier comegou a ganhar
maior destaque na literatura. Muitos pesquisadores tém se dedicado ao estudo de suas
propriedades e aplicagdes [15-20]. As fung¢oes de Wannier também formam uma base do
espaco vetorial de fungoes de onda eletronicas. No entanto, as fungoes de Wannier sao
localizadas, pois decaem na medida em que a posicao da particula tende ao infinito. Em
algumas situacoes, a base de funcoes de Wannier é mais conveniente do que a base de
funcoes de Bloch. Por exemplo, isso acontece quando algum defeito do cristal produz
estados eletronicos espacialmente localizados.

E importante notar que a dependéncia das fungoes de Bloch com o vetor de onda nao
¢ univocamente determinada pelas condi¢oes matematicas que as definem. De fato, elas
podem ser multiplicadas por fungoes complexas com modulo igual a um, que dependam
periodicamente do vetor de onda, gerando fungoes equivalentes. No entanto, essa multi-
plicacao afeta os coeficientes de Fourier, isto é, as funcoes de Wannier. Dessa maneira,
as funcoes de Wannier herdam a falta de unicidade das fungoes de Bloch. Portanto, é
possivel escolher o fator de multiplicacao de modo que as fungoes de Wannier sejam de
maxima localizagao. Convém ressaltar que a mudanga das fungoes de Bloch para as fun-
¢oes de Wannier é motivada pela procura de uma base de funcgoes localizadas. Dado que
a propriedade de localizacao é essencial para as fungoes de Wannier, é natural escolher
aquelas que apresentam méxima localizagao [21]. Em aplicagoes das fun¢oes de Wannier
é necessario calcular integrais de produtos de fungoes de Wannier centradas em pontos
diferentes. O decaimento exponencial garante que as integrais tendam a zero rapidamente
a medida que aumenta a distancia entre os centros.

Muitos esforcos tém sido dedicados ao longo de décadas a otimizacao das fungoes de
Wannier. A seguir apresentamos alguns trabalhos de notério destaque. Em 1959, Kohn

publicou na revista Physical Review o artigo ‘Analytic Properties of Bloch Waves and
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Wannier Functions’ |10], que trata de potenciais unidimensionais com simetria de in-
versao e do decaimento exponencial das fungoes de Wannier. Em 1991, Pedersen et al.
publicaram na revista Physical Review B o artigo ‘Wannier functions for the Kronig-
Penney model’ |16], enfatizando que as escolhas de fase estao conectadas com o grau de
localizacao da funcao de Wannier. Em 1997, Marzari e Vanderbilt publicaram, na revista
Physical Review B [21], o artigo ‘Maximally localized generalized Wannier functions for
composite energy bands’, em que discutem um método numérico para calcular as fungoes
de Wannier generalizadas de localizacao maxima em solidos cristalinos. Em 2001, He
e Vanderbilt publicaram, na revista Physical Review Letters, o artigo ‘Ezponential decay
properties of Wannier functions and related quantities’ [17], detalhando o comportamento
assintético das fungoes de Wannier. Em 2012, Nacbar e Bruno-Alfonso publicaram, na
revista Physical Review B, o artigo ‘Analytical optimization of spread and change of expo-
nential decay of generalized Wannier functions in one dimension’ [22,23], que apresenta
um método exato para obter as funcoes de Wannier generalizadas para bandas consecuti-
vas em um cristal com simetria de inversao.

As fungoes de Bloch e de Wannier estao associadas a equagao de Schrodinger, que é
uma equacao diferencial parcial de segunda ordem. Portanto, uma maneira de generalizar
a teoria é considerar uma versao da equacao de Schrédinger em que as derivadas sejam de
ordem diferente de 2. De maneira geral, busca-se generalizar as teorias por diversas razoes,
dentre as quais se destacam: a consideracao de fatores eventualmente negligenciados na
teoria usual e uma melhor compreensao da teoria existente.

Em modelagem através de equagoes diferenciais, o assim chamado Célculo Fracionario,
que é o ramo da Matematica que estuda derivadas e integrais de ordem nao inteira,
desempenha um papel de enorme destaque [24-28]. Em especial, no que diz respeito ao
objeto central deste trabalho, derivadas de ordem nao inteira tém sido utilizadas para
expressar os operadores de Mecanica Quantica, com uma série de novidades em relagao
aos operadores usuais [25,26]. Uma das motivagdes para o uso de métodos do Calculo
Fracionario para a resolucao de problemas da Mecanica Quantica e da Ciéncia de Materiais
é a possibilidade de incluir os efeitos principais de alguns tipos de interacao na ordem de
uma derivada fracionaria. Esse tipo de abordagem tem sido feita, por exemplo, com o
oscilador harmonico. Na Ref. [29] é mostrado que o efeito dos diferentes tipos de atrito,

nesse oscilador, pode ser obtido mudando-se a ordem da derivada, sem serem incluidos
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explicitamente na equacao diferencial.

O Calculo Fracionario tem muitas versoes em que a derivada é definida de formas nao
equivalentes, tais como as propostas de Liouville, Riemann, Riemann-Liouville, Caputo,
Griinwald-Letnikov, Weyl, Riesz, Canavati, Katugampola, dentre outros [28,3031]. A de-
finicao adotada nesta tese é aquela proposta pelo matematico Marcel Riesz, em 1948. Suas
definicoes ficaram conhecidas como integral fracionaria de Riesz e derivada fracionaria de
Riesz [32].

Em dezembro de 1926, o fisico tedrico Erwin Schrédinger [33] publicou, na revista
Physical Review [34], a equagao que leva seu nome. Trata-se de uma equagao de onda,
baseada na teoria ondulatéria proposta por L. de Broglie, para descrever o movimento dos
elétrons. Em 2002, Laskin [35] propds uma versao fracionéria da equacao de Schrodinger
tridimensional, na qual o operador de energia cinética tem a forma da derivada fracionaria
de Riesz. Nesse artigo, Laskin apresenta uma discussao sobre a equacao de Schrodinger
fraciondria e a versao usual, que é de ordem 2. Utilizando integrais por trajetdrias,
que fazem parte da formulacao de Feynmann para a Mecéanica Quantica, mostrou que
as trajetorias de Lévy levam a versao fraciondria, da mesma maneira que as trajetérias
brownianas levam a equagao de Schrédinger. Além disso, aplica a equagao de Schrodinger
fracionaria e encontra o espectro de energia e o raio da érbita de um atomo de hidrogénio.

Um aspecto muito importante do célculo fracionario é que, em contraste com o calculo
tradicional, as derivadas usualmente sdo nao locais [29,36,37]. Entende-se por derivada
local aquela cuja existéncia e valor em um ponto arbitrario independem dos valores que a
fungao toma fora de uma vizinhanga arbitrariamente pequena do ponto [27]. A derivada
fracionéria de Riesz de ordem «, denotada por D, é dada em termos de uma integral da
funcao sobre a reta real. Dai pode-se subtender o seu carater nao local. Entretanto, para
a = 2 verifica-se que a derivada é local. Neste trabalho mostra-se através de exemplos,
que a derivada é nao local quando « nao ¢ inteiro [38].

A importancia da nao localidade da derivada fracionaria tem sido debatida em rela-
gao com as solugoes da equagao de Schrodinger fraciondria [25][35[39,140]. Uma versao
unidimensional desta equagao foi resolvida por Dong e Xu |41]. Eles lidaram com po-
¢os quanticos e potenciais periddicos, colocando énfase em potenciais baseados na funcao
delta de Dirac, i.e., no modelo Kronig-Penney [42-44]. Entre pogos quanticos consecutivos

eles expressaram a funcao de onda como combinacao linear de solugoes conhecidas para
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uma particula livre na reta real. Depois aplicaram condigoes de fronteira apropriadas nos
pogos. Entretanto, como apontado por Jeng et al. [39], ao resolver equagdes com deriva-
das fraciondrias espaciais, nao é correto conectar as solugoes gerais de intervalos vizinhos.
Isso ocorre porque é preciso levar em consideracao a nao localidade da derivada fraciona-
ria [26]. Tem havido bastante controvérsia sobre a consisténcia do tratamento local da
equagao fraciondria de Schrodinger [45]. Baymn [46,47] insistiu na sua validade, enquanto
Hawkins e Schwarz [48] e Luchko [40] reafirmaram a necessidade de uma abordagem nao
local.

Levando em consideracao a nao localidade da derivada fracionaria Capelas de Oliveira
et al. [25], usaram a transformada de Fourier para resolver analiticamente a equagao
de Schrodinger fraciondria para potenciais delta simples e duplos. Tare e Esguerra [45]
trataram de multiplos pogos quanticos, usando uma abordagem semelhante. Além disso,
Jarosz [26] derivou recentemente uma equacao simples para as bandas de energia e uma
expressao para o coeficiente de transmissao do modelo de Kronig-Penney fracionario para
uma impureza simples.

Nosso objetivo ¢ utilizar a equagao de Schrodinger fracionaria desenvolvida por Laskin
para estudar novas propriedades das funcoes de Bloch e de Wannier, assim como aplica-
coes das mesmas. Para simplificar considera-se um caso unidimensional conhecido como
modelo de Kronig-Penney [16,/49,50]. Fazemos uma andlise detalhada dos efeitos da or-
dem da derivada e da intensidade do potencial nas bandas de energias, nas funcoes de
Bloch e nas fungoes de Wannier. Em particular, analisamos como o valor da ordem das
derivadas afeta as propriedades de localizagao das funcoes de Wannier. Numa segunda
etapa é abordado o modelo de Kronig-Penney com defeito. O célculo de estados localiza-
dos é feito por dois métodos: (i) por transformada de Fourier, que tem realagdo com as
Refs. [25,26] e (ii) por fungoes de Wannier.

O modelo de Kronig-Penney de ordem inteira trata de um potencial periddico unidi-
mensional. Foi introduzido por R. de L. Kronig e W. G. Penney em 1931 [49]. Inicial-
mente, eles discutiram potenciais constantes por pedagos, com uma barreira e um poco
por periodo [49]. Em seguida discutem o caso limite, no qual a largura do pogo tende a
zero e sua profundidade tende ao infinito [49]. Neste caso, o potencial periddico é uma
soma de deltas de Dirac, conhecida como pente de Dirac. Adotamos este modelo nesta

tese. Livros-texto da area apresentam este modelo como protétipo de um cristal em que



19

a equacao de Schrodinger tem solucao simples [5,51].

O modelo de Kronig-Penney de ordem fracionaria foi investigado por Stefania Jarosz
em sua dissertagao de mestrado [26]. Ela resolveu a equagao pelo método da transformada
de Fourier. Para potencial periddico obteve uma equagao para as bandas de energia. De
forma alternativa, em nosso trabalho, para potencial periédico, combinamos o teorema de
Bloch com séries de Fourier.

O modelo de Kronig-Penney com defeito para a ordem inteira, o = 2, foi introdu-
zido em 1949 por Saxon e Hutner [52]. Eles utilizam dois métodos para tratar de uma
impureza simples: fungao de Green e método da matriz de espalhamento. Stéslicka e
Sengupta [53] desenvolvem uma técnica, para impurezas, mais simples e direta que a de
Saxon e Hutner. Resolvem o problema para um potencial composto de barreiras (pogos)
de potencial positivo (negativo), e apresentam uma comparagao entre os casos. Outros
autores tém estudado o problema de impurezas em um cristal unidimensional [54-57]. A
referéncia [26] também apresenta alguns resultados para o modelo de Kronig-Penney com
defeito. Aqui apresentamos novos resultados para os estados localizados desse problema.

A estrutura deste trabalho se da em forma de capitulos e apéndices. Na figura sao
mostrados os principais conceitos e calculos apresentados na tese, assim como os capitulos
que contém os resultados mais relevantes. No Capitulo 2| sao estudados os conceitos e
métodos do Calculo Fracionario, de Mecanica Quantica e Fisica do Estado Sélido que
fundamentam esta pesquisa. Apresenta-se as propriedades da derivada de Riesz, para
1 < a <2, de acordo com a Ref. [35]. Também apresenta-se a equacdo de Schrodinger
de ordem inteira e fracionaria, o modelo de Kronig-Penney e os conceitos relacionados as
funcoes de Bloch e de Wannier.

No Capitulo [3| faz-se um estudo da nao-localidade da derivada de Riesz mediante a
aplicagao a duas familias de fungoes paramétricas. A intencao é demonstrar e ilustrar gra-
ficamente o carater nao-local da derivada fracionaria. Adicionalmente, sao apresentados
os graficos das derivadas destas funcgoes, para diferentes valores da ordem de derivacao. O
contetudo desse capitulo foi apresentado no Encontro Regional de Matemética Aplicada e
Computacional, realizado na Unesp, Campus Bauru, em 2016.

Levando em consideragao a nao-localidade da derivada de Riesz, no Capitulo ] resolve-
mos a equacao de Schrodinger fraciondria para o modelo de Kronig-Penney. Calculamos

de forma analitica e numérica as bandas de energia e as fungoes de Bloch e de Wan-
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Cap. 2 ( Derivada de Riesz }—[ N&o Localidade ] Cap. 3

l

[ Equacdo de Schrédinger fraciondria ] Cap. 2
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[ T. Bloch + Série de Fourier em x ] Cap. 5
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[ Série de Fourier em k | de Fourier
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\’[Fungbes de Wannier ]— [ Estados localizados|

[ Quinas/Cuspides em x] [Comporﬁmento assintético]

Figura 1.2: Organograma de conceitos, calculos e capitulos da tese.

nier. Os resultados desse capitulo mostram novas propriedades dessas fungoes para o
caso fraciondrio e foram apresentados XXXVI Congresso Nacional de Matematica Apli-
cada e Computacional, realizado em Gramado/RS no ano de 2016. Recentemente, foram
submetidos para publicacao.

No Capitulo [5] apresenta-se um estudo do modelo de Kronig-Penney com defeito. O
defeito é gerado ao modificar a intensidade do potencial de um dos pogos quanticos. Faz-
se um estudo mediante dois métodos: transformada de Fourier e fungoes de Wannier.
Variou-se a ordem da derivada de Riesz e a intensidade do potencial no defeito, a fim
de estudar os niveis de energia dos estados localizados e as fungoes de onda do primeiro
estado localizado. Por fim, é feita uma comparacao dos resultados dos métodos para o
primeiro estado localizado e é analisado o comportamento assintético do mesmo.

Nos apéndices apresentamos conceitos e demonstracoes que fundamentam alguns re-
sultados do trabalho. No Apéndice [A] tem-se um breve apanhado sobre a teoria de séries
de Fourier e das Transformadas de Fourier. No Apéndice tem-se um texto sucinto
sobre autovalores e autovetores. No Apéndice [C| apresentamos os principais conceitos
sobre a funcao Delta de Dirac, a Delta de Kronecker e a Funcao de Heaviside. No Apén-
dice D] resolvemos o caso do poco delta na equacao de Schrodinger fracionaria de Riesz.
Nesse Apéndice, com o objetivo de adaptar as notagoes e unidades, revisitamos um pro-

blema cuja resolugao esta disponivel na Ref. . No Apéndice |[E} resolvemos o modelo



21

de Kronig-Penney de ordem inteira, tipicamente encontrado em livros textos, no sentido
de estabelecer paralelos com nossos resultados. No Apéndice [F], é apresentado um estudo
sobre a aplicacao da funcao Zeta de Lerch para acelerar a convergéncia de uma série bi-
infinita que tem grande importancia para os cdlculos numéricos dos Capitulos [d e 5] O
trabalho desse apéndice foi apresentado no Encontro Regional de Matematica Aplicada e
Computacional, realizado na Unesp, Campus Bauru, em 2017. No Apéndice [G] apresen-
tamos o célculo da soma exata da série do Apéndice [F] para o caso inteiro. No Apéndice
[H]| concentramos vérias demonstragoes que sao mencionadas no decorrer da tese. Por fim,
no Apéndice [I} é apresentado célculos auxiliares para o comportamento assintGtico das

funcoes de Wannier.



Capitulo 2

Fundamentos

Neste capitulo, a fim de estabelecer bases tedricas para os seguintes, introduz-se a
equacao de Schrodinger e alguns fundamentos da Fisica do Estado Sélido, tais como a
funcao de Bloch e a funcao de Wannier. Também sao apresentados tépicos de Célculo
Fracionario.

Na Secao apresenta-se a equacgao de Schrodinger de ordem inteira e a interpretagao
da funcao de onda. Na secao apresenta-se a relacao das fungoes de Bloch com o vetor
de onda k£ e com o indice de banda j. Além disso apresenta-se as fungoes de Wannier,
por meio das séries de Fourier, e suas propriedades. Na Secao [2.4] apresenta-se a teoria da
derivada fracionaria de Riesz e suas propriedades para a ordem da derivada no intervalo
1 < a < 2. Por fim, na Secao apresenta-se a equacao de Schrodinger fraciondria

unidimensional.

2.1 Equacao de Schroédinger

A equagao Schrodinger tridimensional dependente do tempo [58,59], tem a forma

2

0 h
h — W =——AV v 2.1
Zh at (x7 y?z7t) 2m (x7y7z7t) + V(:B7 y7 Z) (‘T’y? Z? t)? ( )

onde I = h/(27) &~ 1.054 x 1073* J-s ¢ a constante de Planck reduzida, m é a massa da
particula e A = V? = 6‘9—; + 59—;2 + 59—;2 ¢é o operador Laplaciano. Essa equacao descreve
a evolugao temporal da fungao de onda v (z,y, z,t), a partir do conhecimento da energia
potencial, V(x,y, z) [5§].

Ha& sistemas em que o movimento da particula em uma das diregoes, que denotamos

22
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por x, fica desacoplado do movimento das outras. Nessas condi¢coes o movimento em x é
descrito pela equagao de Schrodinger unidimensional
h? o?

m%w%a:—%wﬁw%w+w@wmw (2.2)

2.1.1 Interpretacao da funcao de onda

A funcao de onda pode assumir valores complexos, e o seu modulo ao quadrado tem
uma interpretacao fisica importante |[60H62]. Aqui a exposigao é feita para o caso uni-
dimensional. Max Born [1882 - 1970] propo6s que a densidade de probabilidade, P(x,t),
em um instante ¢, de se encontrar a particula numa vizinhanca do ponto x é dada pelo
quadrado do médulo da fun¢ao de onda [63]. Ele recebeu o prémio Nobel em 1954 por
esta proposta. A probabilidade de encontrar a particula no intervalo [z,z + dz] é dada
por:

P(z,t)dr = U* (2, t)V(x, t)dr = |V (z,t)|*dr, (2.3)

onde U* é o complexo conjugado de W. A probabilidade de se encontrar a particula em

algum lugar é exatamente igual a 1, ou seja,

/+OO P(z,t)dr = /+°<> U (z,t)|*dr = 1. (2.4)

[e.9] o0

Esta é conhecida como condi¢dao de normalizacao da funcao de onda. A afirmacao vale
para estados localizados da particula [60{62].
Geralmente ¢ til considerar os estados estacionarios da particula, i.e., independente

do tempo. Eles sao representados por funcoes de onda da forma
U(z,t) = e My (), (2.5)

em que E é a energia e ¢)(x) é a parte espacial, que satisfaz

I )+ V() = B, (2.6)

om da?

Esta é chamada de equagao de Schrodinger unidimensional estacionéria (independente do
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tempo). Ela pode ser escrita na forma

Hy(x) = Ey(x), (2.7)
em que o
=50 V(x) (2.8)

é o operador hamiltoniano usual.

2.2 Funcoes de Bloch e funcoes de Wannier

Nesta secao apresenta-se as principais propriedades das funcoes de Bloch e das funcoes

de Wannier. Elas sao fundamentais para o desenvolvimento dos demais capitulos.

2.2.1 Funcoes de Bloch

Seja V(z) o potencial unidimensional de uma particula numa rede cristalina. Ele
satisfaz V(x+a) = V(z), onde x é a posigao e a é o periodo da rede. Nosso objetivo nesta
segao é encontrar solugoes da equagao de Schrodinger para este potencial periddico [64].

As solucoes mais simples da Eq. sao dadas pelo seguinte teorema.

Teorema de Bloch: Se o potencial V(z) é periddico com periodo a, ou seja,
V(zx+a) =V (x), entdo os autovetore de H podem ser identificados por um indice % tal
que [7]

Up(x + a) = e*uy (). (2.9)

Para cada k, o operador H tem infinitos autovetores que sao chamados fungoes de
Bloch e podem ser enumerados pelo indice inteiro j. Portanto, as funcoes de Bloch sao
denotadas por v, (z) e os autovalores correspondentes por E;(k). A enumeracao ¢ feita
de modo que, se j° > j, tem-se E;(k) > E;(k). Fixando j, o valor E;(k) cobre um
intervalo fechado ou faixa. Com isso a funcao Ej;(k) é chamada de j-ésima banda [7].

A Eq. mostra que a translagao da funcao de Bloch em um periodo a gera a prépria
funcdo multiplicada por uma constante e**¢. Dado que esta constante tem mdédulo 1, a
multiplicacao afeta somente o argumento (ou fase) da funcao de Bloch. Percebe-se que

a fungado de Bloch nao é periddica, exceto para k = 27n/a, com n sendo inteiro. Como

1O Apéndice [B| traz um texto sobre autovalores e autovetores.



25

a dependéncia da funcdo de Bloch com k vem do fator e**?, que é periédico com periodo

27 /a, as bandas satisfazem

E <k + 2%) = B;(k). (2.10)

A enumeracdo das bandas faz com que ¥, +%ﬂ(m) e V;r(x) sejam linearmente de-
pendentes, e portanto, representem o mesmo estado quantico. Convenientemente [50],

escolhe-se que a constante de proporcionalidade seja 1, ou seja,

wj,,ﬁz%(x) = k(). (2.11)

Trabalharemos com & no intervalo [—7, 7], que é chamada de primeira zona de Brillouin
na Fisica do Estado Sélidd] [7].
A condigao de Bloch, na Eq. (2.9)), adicionando o indice j, fica na forma:

Vin(z + a) = e* ;). (2.12)

Esta, pode ser escrita de uma maneira alternativa. Multiplicando ambos os lados por

e~ k(r+a) ghtemos

e~ HEr Dy + a) = e *; ().
Portanto, definindo w;;(z) = e~*%); ;. (x), chegamos em
ujk(r +a) = uj(z).
Conclui-se que a Eq. equivale a
W r(r) = e uy (), (2.13)

em que u;,(x) é uma funcdo periddica de x com periodo a. Por esta razdo é chamada
parte periddica da funcao de Bloch. Por conta desta equivaléncia, é possivel enunciar o
teorema de Bloch utilizando a Eq. (2.13) ao invés da condigao na Eq. (2.9) [7].

A funcao de Bloch tem a seguinte propriedade, chamada condi¢ao de ortonormaliza-

2A célula primitiva de Wigner-Seitz da rede reciproca é conhecida como a primeira zona de Brillouin |7].
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g:éoEL que sera relevante para a préxima subsecao [50]:

| vis@ipalalde = 75,5500 - ), (214)

onde k' — k estd na primeira zona de Brillouin. Na Eq. (2.14), o primeiro simbolo delta

denota o delta de Kronecker e o segundo denota o delta de Dirac.

2.2.2 Funcgoes de Wannier

Da Eq. (2.11]), temos que a fun¢ao de Bloch tem periodo 27 /a na varidvel k. Com

isso, podemos reescrever a fungao de Bloch pela série de Fourierﬁ [7]

Yin(@) =Y wjn(z)e*™, (2.15)

neL

em que Z é o conjunto de nimeros inteiros. O coeficiente de Fourier da funcao v; x(x),

a

wjn () = G / ﬂ e~ () dk, (2.16)

¢ a funcao de Wannier correspondente a j-ésima banda e ao indice n da série de Fourier.
Para a j-ésima banda, as fungoes de Wannier de valores diferentes de n se diferenciam
apenas em um deslocamento horizontal. Basta calcular a funcao w;(z) = w;o(x) para

cada bandaﬂ, pois
win(r) = w;(x —na). (2.17)

O indice n enumera as cépias de w;(x), do mesmo jeito que n permite enumerar as células
unitarias do cristal. Portanto, costuma-se associar uma funcao de Wannier a cada célula
do cristal.

As fungdes de Wannier formam um conjunto ortonormal, isto ] [12],

“+oo
/ W (2)wjr e (2)d = 6550 (2.18)

o0

3Sua demonstracio encontra-se no Apéndice

4No Apéndice [A|hd um texto sucinto sobre séries de Fourier.

®Mediante a Eq. pode-se demonstrar a propriedade (2.17). Tal demonstragao encontra-se na
Ref. [50].

6Sua demonstracdo encontra-se no Apéndice
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2.3 Modelo de Kronig-Penney

O modelo de Kronig-Penney de ordem inteira trata de um potencial periédico uni-
dimensional. Em fisica do estado sélido é utilizado para explicar aspectos essenciais da
estrutura eletronica de cristais [51]. Foi introduzido em 1931 por R. de L. Kronig e W.
G. Penney [49]. Esses autores discutem dois casos: (i) com potenciais constantes por
pedagos, com uma barreira e um pogo por periodo e (ii) o caso limite, no qual a largura
do poco tende a zero e sua profundidade tende ao infinito [49]. Neste caso, o potencial
periodico é uma soma de deltas de Dirac, conhecida como pente de Dirac. Nesta tese a

andlise é restrita ao caso limite, no qual a energia potencial é dada por

Vi) =V 6 (g - m) . (2.19)

me”Z

Aqui V € a intensidade de cada poco delta localizado na posicao m, com m € Z, enquanto
a é o espacamento entre dois pocos vizinhos. A particula é livre, exceto nas posicoes
x = ma, onde sente uma barreira (pog¢o) quando V' > 0 (V' < 0). No apéndice

apresenta-se uma solucao do modelo de Kronig-Penney de ordem inteira.

2.4 Derivada de Riesz

A derivada de Riesz de ordem « [25], denotada por D% para 1 < a < 2, de cada

funcao ¢ (x) definida na reta real, é dada por
I R
D) = =5 [ ko), (2.20)
™ —00

em que

+oo
o) = [ e uta)dn = Fu) 221
é a transformada de Fourier de ¢)(z) e k é um vetor de onda. O sinal negativo na Eq. ([2.20)
faz com que o valor da derivada seja oposto aquele adotado nas Refs. [25]3539}40]. Esse
sinal permite que o valor da derivada de ordem inteira, a = 2, seja recuperado, ou seja,

d2

D*=—.
dz?

(2.22)
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Além disso, para os exemplos investigados nesta tese, a Eq. produz os mesmos
resultados que a defini¢do usada na Ref. [27]. Uma demonstracao de equivaléncia entre
as duas defini¢oes se encontra no Apéndice [H.4]

Usando a transformada de Fourier, a derivada de Riesz pode ser escrita de forma

semelhante a da Ref. [65]. Isto é,

D(x) = —(=A)2p(x) = —F H(|k[*F (¢ (x))), (2.23)
em que R
F (@) = 5 /_ e () s, (2.24)

define a transformada de Fourier inversa.

2.4.1 Propriedades da derivada de Riesz

Adotando f(z) e g(z) como fungoes derivéveis segundo Riesz e considerando ¢ e s como
constantes, tem-se as seguintes propriedades da derivada de Riesz, que sao demonstradas

no Apéndice [H}

e Transformada de Fourier

F(D(x)) = —|k]"F (). (2.25)

Linearidade

D?lef () + s9(w)] = cD° f(x) + sDg(x). (2.26)

Derivada da exponencial
D™ = —|k|*e** para a > 0. (2.27)

Derivada de uma constante

D% =0, para o > 0. (2.28)

Derivada do seno

D% sen (kx) = —|k|“sen (kx), para k # 0. (2.29)
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e Derivada do cosseno
D cos(kxz) = —|k|* cos(kx), para k # 0. (2.30)
e Nao localidade

Pelo fato da derivada ser dada através da integral na Eq. (2.21]), subentende-se seu
carater nao local. A questao é que ela leva em consideracao o comportamento da fungao
em toda a reta real. Isto proporciona uma forma de modelar para efeitos de memoéria e
propriedades hereditérias [28,66].

Entretanto, verifica-se que D?(z) = 1" () é uma derivada local. Isso poe em diivida o
carater nao local de D® para os valores fracionarios de o«. No Capitulo [3]sdo apresentados

exemplos em que a nao-localidade é verificada.
e Lei dos expoentes

Neste trabalho precisamos da lei dos expoentes para o caso particular
D*D*(x) = —D*" (). (2.31)

e Operacgao inversa da integral

D f(x) = I°f(a), (2.32)

em que o lado direito representa a integral fracionaria de Riesz. Este resultado concorda

com a integral fraciondria definida por Hermann [27].

2.5 Equacao de Schrodinger fracionaria

Ha versoes da equacao de Schrodinger fracionaria que envolvem derivadas fracionérias
em relacao ao tempo e ao espago. Também ha versoes unidimensionais, bidimensionais
e tridimensionais [40,[67-71]. Neste trabalho é investigado o caso unidimensional com
derivada de primeira ordem em relacao ao tempo e derivada fracionaria de Riesz em

relacao a posigao.
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2.5.1 Equacgao de Schriédinger fracionaria unidimensional

A equagao de Schrodinger fracionaria estacionaria é dada por
—CaD*Y(x) + V(2)(z) = EY(x), (2.33)

onde C, é um coeficiente constante, V(z) é o potencial e D é a derivada fracionéria de

Riesz apresentada na Segao . A Eq. ¢ da forma da Eq. , com
H=K+V(x). (2.34)
Agora, a energia cinética tem a forma
K = —-C,D°. (2.35)

A constante pode ser escrita na forma

h2

Co= e,
2m0 [2—«

(2.36)

com myg e [ sendo a massa da particula e um comprimento constante, respectivamente.
Observa-se que D“ tem unidades de inverso de comprimento elevado a « e K tem unidades
de energia.

O caso em que V(x) representa um pogo infinito foi resolvido por Herrmann [72].
O caso de 1 e 2 pogos delta foi resolvido por Capelas de Oliveira et al. [25]. Tare e
Esguerra [45] trataram de multiplos pogos quanticos. E, recentemente, Jarosz [26] derivou
uma equacao simples para as bandas de energia do modelo de Kronig-Penney fracionario.

Nesta tese, trabalharemos inicialmente com um potencial periédico. O teorema de
Bloch continua vélido, mesmo que a derivada em H seja de ordem fracionéri Portanto,
as funcoes de Bloch e de Wannier para este caso fracionario sao dadas pelas mesmas
expressoes do caso inteiro. No entanto, algumas de suas propriedades devem depender
do valor da ordem « de derivagdo. Isso é investigado no Capitulo @l No Capitulo
é considerado um potencial nao periédico. Antes de abordar a equagao de Schrodinger

fracionaria, o préximo capitulo ilustra a nao localidade da derivada fracionéria de Riesz.

7A demonstracdo de existéncia da funcdo de Bloch encontra-se no Apéndice



Capitulo 3

Nao localidade da derivada

fracionaria de Riesz

Neste capitulo sao apresentados exemplos que mostram o carater nao local da de-
rivada fraciondria de Riesz [27]. Os resultados sao obtidos analiticamente e ilustrados
graficamente, para 1 < a < 2. Sao investigadas duas familias paramétricas de fungoes
p(x) cujos valores coincidem quando |z| < 1 ou |z| > b e diferem para 1 < |z| < b, em
que b é um parametro maior que 1. Para mostrar a nao localidade de D®, é analisada a
dependéncia de D*)y,(0) com o valor de b.

Consideraremos duas familias de fung¢oes continuas na reta real, todas nulas fora de um
intervalo finito centrado na origem, para garantir a convergéncia da transformada de Fou-
rier. Foram escolhidas func¢oes pares para simplificar os calculos. As solugoes apresentadas
foram verificadas mediante calculos algébricos realizados no software Mathematica [73].

Os graficos foram elaborados com o auxilio do mesmo software.

3.1 Resultados

3.1.1 Funcao constante no intervalo [—1, 1]

Primeiramente é considerada uma familia paramétrica denotadas por i(z), da se-
guinte forma:
1 se |z <1,
do(z) = ¢ 2 se 1 < || <D, (3.1)
0 se |z| > b,
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em que b é um parametro maior que 1.

Na Figura é mostrado o grafico de ¥,(x) no intervalo [—6,6] para (a) b = 2, (b)
b=3e(c) b=>5. Observa-se que, independentemente do valor de b, a fungao toma o valor
1 no intervalo [—1,1]. Se a derivada fraciondria de Riesz fosse local, seu valor em z = 0
seria independente de b. Como serda mostrado a seguir, isso nao acontece para 1 < o < 2.

Y Y Y(x)
@ o7 (b) ©

. . . - X . o . - X . X
-6 -4 -2 2 4 6 -6 -4 -2 2 4 6 -6 -4 -2 2 4 6

Figura 3.1: Gréfico da funcao ¢y (z), da Eq. 1) para (a) b=2, (b) b=3¢e (c) b=5.

Para calcular a derivada fraciondria de 1, (x), é preciso calcular a sua transformada de

Fourier, para k = 0. Substituindo a Eq. (3.1) na Eq. (2.21]), tem-se

6,(0) — / " i (o) = 2 /0 " () da

1 L 1
= 2 [ ldx+2 de =2 — ——[(b—2)?°
J R e e e SO
(b—1)
+ 5 +b
= b+1. (3.2)

Para k # 0, substituindo a Eq. (3.1)) na Eq. (2.21]), tem-se

+00 oe]
on(k) = / e_“‘“wb(x)dx:2/0 cos(kx)y(z)dz

o0

b

1
2
= 2/ cos(kx)de + —— [ (b— x)cos(kx)dx
0 b—1J;

J

-~

u:b—medv:cos(kac)d:c¢vzm

k

_ %M% 2 “(b—x)sen(kx)%/lb%(mdx]

koo, b1 k .
_ 2sen(k) 2 (b—1)sen (k) [cos(kz)]’
- R — [_ k B { k2 u
_ 2sen (k)  2sen (k) N 2 (cos(k) — cos(kb))

k k b—1 k2

2[cos(k) — cos(kb)]
(b—1)k?
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Para obter D*3(0), com 1 < « < 2, substitui-se a Eq. (3.3) na Eq. (2.20), com

z = 0. O resultado é

1 [t
Don(0) = —o- [ Ik 6u(0)d
2

- 3 /0 " [k[o=2 [cos(kb) — cos(k)]dk

_ W(b2— 5 (bal_l - 1) /;oo k[ cos(k)dk
T oab- 1?(& —1) (ball - 1) /O+OO cos{um ) 4

Aqui convém usar a férmula 3.712.2 da Ref. [74]. Ela tem a forma

/OO cos(az?)dx = ! (%> - (21;;) : (3.5)

1
par

Tomando a =1ep=1/(a — 1), obtemos

D) = j(a 5 (bal_l _ 1) (0= (@~ 1) cos (5 (@~ 1))

_ W(b2_ 3 (bal_l - 1> (a — 1)sen (%) .

Com isso,

D%y (0) = —%F(a —1)sen (%) %,

(3.6)
sendo 1 < o < 2. No limite quando « tende a 2 a Eq. recupera o resultado do calculo
tradicional. De fato, como a fungao é constante no intervalo [—1, 1], a segunda derivada
é nula em x = 0. Segundo a Eq. , no limite o — 2, essa anulacao acontece por conta
do fator sen (%*). J4 para valores de a tais que 1 < a < 2, o fator (1 —b")/(b—1) faz
com que DY, (0) varie sempre que variarmos o valor de b. Isto demonstra que a derivada
é realmente nao local para valores fracionarios de a.

Na Figura é mostrado o grafico da derivada fracionaria D*;(0), em fungao do
valor de b, para a — 2.0 , @« = 1.8 e a = 1.6. De um lado, percebe-se que para o« — 2
o valor da derivada é independente do valor de b. Isto esta relacionado com o fato da

derivada de ordem inteira apresentar carater local. Do outro lado, para o = 1.8 e = 1.6,

o valor da derivada de Riesz aumenta com o aumento do valor de b. Isto ilustra o carater
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nao local da derivada fracionaria de ordem «, para 1 < o < 2.

0.0r

———————
——————
=
-
e
-
e

_0.1:, =18

D%p(0)

s
.-
.
Bide
-
-
.
.
-
K3
.

4
-0.2f

-0.3[ 1

_0.47““\““\““\

Figura 3.2: Gréfico da derivada fraciondria de Riesz de ordem «, avaliada em x = 0, para a funcao ()

dada na Eq. (3.1)), em funcdo do pardmetro b. As curvas correspondem a o — 2 (linha continua), o = 1.8
(linha tracejada) e & = 1.6 (linha pontilhada).

3.1.2 Funcao parabdlica no intervalo [—1, 1]

Como segundo exemplo, todas as fungoes da familia, denotada por ¥,(x), coincidem
em seu comportamento parabélico no intervalo [—1, 1] (ver Figura . A funcao é dada
da seguinte forma

2?2 selz| <1
() = bb__‘fl sel<|z|<b (3.7)

0 se |z| > b,

em que b > 1.
Novamente, serd mostrado o carater nao local da derivada de Riesz com ordem 1 <

a < 2. Bastara provar que o valor da derivada fracionédria depende do valor de b.

%(X) W(X) W(X)
©

e - X X
2 4 6 -6 -4 -2 2 4 6

Figura 3.3: Como na Figura mas para a funcao 1 (z) dada na Eq. 1}

-6 -4 -2 2 4 6 -6 -4 -2

Iniciaremos calculando a transformada de Fourier de ¢,(z). Para k = 0, substituindo
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a Eq. (3.7) na Eq. (2.21]), obtemos

o(0) = /_+OO ey (2)da = 2/000 Uy (x)d

o0

1 b
b—x

= 2 2dae + 2 d
/Ox T + /lb_lx

2
= [z’ + ﬁ[bx]lf -

= S+ (b+1)
1

- b—=. .
3 (3.8)

Para k # 0, substituindo a Eq. (3.7) na Eq. (2.21]), tem-se

o) = [t

o0

1 b
b—
= 2/ cos(kx):c2dx+2/ 2 glccos(kx)dx, (3.9)
0 1

para resolver utilizaremos o resultado da Se¢ao [3.1.1] A segunda integral da Eq. [3.9] é
dada

b
b—x 2sen (k) 2 (cos(k) — cos(kb))
2 kx)dr = — = A. 1
/1b_lcos( r)dx R 12 (3.10)
Assim,
1
op(k) = 2/ cos(kx)ridz +A
0
u:xQedv:cos(l;;)dx«:v:se%(m)
x? ! ' 22 sen (kx)
= 2 [— sen(k;x)] - / —dx + A
k 0 Jo k J

~~

u:2zedv:sen(kx)<:v:—%

_sen(k) 2z cos(kz)]' 1 /1 2 cos(kx)
= 2 — — A A1
T [ 12 ) +o i ’ dr| + (3.11)
_ 4cos(k)  4sen (k) n 2sen (k) LA (3.12)

k2 k3 k

Substituindo a Eq. (3.10) na Eq. (3.11)) obtemos a transformada de Fourier, para k # 0,
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ou seja,
2[cos(k) — cos(kb)] ~ 4[k cos(k) — sen (k)]
k) = : 1
¢b( ) (b — 1)1{32 + i3 (3 3)
A derivada fracionéria de Riesz em x = 0 é dada por
1 [T
Dy, (0) = 5 /_OO |k dp(r)dz
-1 +
= o= /0 k=% [cos(kb) — cos(k)]dk
4 [tee
——/ k=3 [k cos(k) — sen (k)]dk. (3.14)
T Jo
O primeiro termo da Eq. ja foi calculada na Sec¢ao [3.1.1} Ele é dado por
-1 +oo L
T = k= [cos(kb) — cos(k)]dk (3.15)
7(b—1) Jo
2 amy (1 —b179)
= —I(a—1 — ) —. 1
e )Sen(2> b—1 (3.16)
Assim, a derivada fracionaria toma a forma
4 [F
D%y(0) = T — —/ k>3 [k cos(k) — sen (k)]dk
T™Jo
4 [res 4 [
= T+ —/ k=2 cos(k)dk + —/ k=% sen (k)|dk
T Jo T Jo
4 T cos(ul/ @D 4 o 1/(a-2)
= 7T o =N dk.
+ o =1) /0 cos(u )dk + a—2) /0 sen (u )d
(3.17)
Aqui convém usar a Eq. e a féormula 3.712.1 da Ref. [74], a saber
o F(L) sen (&
/ sen (az? )dx = <p> ; (2p ) (3.18)
0 p/ ar’

Tomando a=1,p =1/(a —2) e p=1/(a — 1), obtemos

D(0) = T+ %F(O‘ — 1) cos (g(@ - 1)) + —iiz : Z%F(a — 2) cos (g(a - 2))
= T+ %F(O‘_ 1) sen (%) +%F(a—2) sen (om'

= T+ éF(a —1) sen (%) + 4la - 1) sen ( (3.19)

T 2 m(a—2)
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Substituindo a Eq. (3.15) na Eq. [3.19, obtemos a derivada de Riesz para 1 < a < 2, isto

é

D) = —2ria-neen () 470
21 (F)+ 20 s (F). 620
D0 = 2ria v () 22530 - 02 e

Como ilustrado na Figura [3.4] a derivada apresenta cardter local, no limite o — 2.
Desta vez o valor limite é 2. Para @ = 1.8 e a« = 1.6, a derivada fracionaria é claramente
dependente do valor de b, o que reforca a ideia de que essa derivada é nao local para

valores fraciondrios da ordem de derivagao.

2.2
1 2.0
2.0-
I =18
& 181 P emmmmm——mm———————————
S T
S ” 1
DULBE s i
T a=1.6
4]
1.27 L L L L L L L L L L L L L L L L L L L ]
1 2 4 5

Figura 3.4: Gréfico da derivada fracionéria de Riesz de ordem «, avaliada em x = 0, para a fungéo ()
dada na Eq. (3.7), em fungéo do pardmetro b. As curvas correspondem a o — 2 (linha continua), o = 1.8
(linha tracejada) e a = 1.6 (linha pontilhada).

3.2 Graficos das derivadas fracionarias de Riesz

Apresenta-se nesta secao graficos da derivada fracionaria de Riesz, para as fungoes
Yy(2z) consideradas anteriormente. Os gréficos sao das derivadas de ordem a = 1.999, 1.8

e 1.6, para trés valores fixos de b: b= 2,3 e 5.
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3.2.1 Fungao constante no intervalo [—1, 1]

Ao comparar os graficos , e verifica-se que o grafico de D*(z) depende de
a para —1 < z < 1, reafirmando o carater nao local da derivada de Riesz. Além disso,
independente do valor estipulado para b, o limite da derivada fracionaria quando « tende
a 2 assume carater local em z = 0, ou seja, para uma func¢ao constante no intervalo [-1,1],
lim,_,o D*(0) = 0.

Em toda a reta real as derivadas de ordem « variam continuamente, exceto em x = +1
e x = £b. Como mostra a Figura 3.1, a primeira derivada nao esté definida nesses pontos.
Nas Figuras [3.5] e para diferentes valores de b, as funcoes se comportam de forma

semelhante, ou seja, tendem para +0o0 em x — +b e tendem para —oo em z — £1.

2} ]
1t ]
2
K] EJ
= 0 ¥’ "'\ v kis—
= 3 ‘!"' ..-..3“, £ — 0=1999
-1 [ = =18
i == =16
[ Y(x)
_ 2 I I I P I I
-6 -4 -2 0 2 4 6
X

D%rp(X)

Figura 3.6: Gréfico da derivada fracionaria de Riesz de ordem « da fungao dada na Eq. 1' para b = 3.

Com a finalidade de visualizarmos o comportamento das funcoes através de equacoes,

derivamos a funcao ¥ (z), Eq. (3.1), e a reescrevemos utilizando as propriedades da fungao
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D Yrp(X)

Figura 3.7: Grafico da derivada fracionaria de Riesz de ordem a da fungao dada na Eq. 1| para b = 5.

de Heavisideﬂ7 ou seja,

V() = ﬁ[@(x D) -0+ 1)— O —1)+0(z —b). (3.22)

Daqui pode-se obter a derivada de ordem dois, utilizando as propriedades da funcao delta

de Dirac enunciadas no Apéndice [C] isto é,

D*Y(x) = " (x) = §(x +b) — 0(x + 1) — 6(x — 1) + 6(x — b). (3.23)

Este resultado ajuda a compreender os picos em © = 1 e x = +b para a — 2.
Na Figura [3.5] em que b = 2, é mostrada uma ampliacao do gréafico perto de x = 1.

Isso permite visualizar melhor a tendéncia a delta de Dirac, na medida em que a ordem

« se aproxima de 2.

of ]
Bl T P ' S ST ki
I =S vt iae 1
_ :|_0j \\\;". /.', ,f’ ]
’>‘<\ : \\ “‘ "' ’, 1
= i L
? -20r \“'_ i 1
a H [ ,’
I Vil — =199
[ vilia
-30- B -- o-18
[ I ]
H - 0=16
—4 R 1 - P
0.990 0.995 1.000 1.005 1.010
X

Figura 3.8: Grafico da derivada fraciondria de Riesz da fungdao dada na Eq. (3.1)) para b = 2, na vizinhanca
de x = 1.

I As propriedades se encontram no Apéndice
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3.2.2 Fungao parabdlica no intervalo [—1, 1]

Nas Figuras [3.9] e verifica-se que, independente do valor estipulado para b,

o limite da derivada fracionaria quando « tende a 2 assume carédter local em x = 0, ou
seja, para uma fungao parabdlica no intervalo [-1,1], lim,_,o D% (0) = 2.

Em toda a reta real as derivadas de ordem « variam continuamente, exceto em x = £1

e v = +b. Nas Figuras e para diferentes valores de b, as fungoes se

comportam de forma semelhante, ou seja, tendem para +o0o em x = +b e tendem para

—ocoem x = £1.

D%rp(X)

D%rp(X)

Figura 3.10: Gréfico da derivada fracionaria de Riesz da funcao dada pela Eq. {] para b= 3.

Com a finalidade de visualizarmos o comportamento das funcoes através de equacgoes,

derivamos a fungao ¥ (), Eq. (3.7)), e a reescrevemos utilizando as propriedades da fungao
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= @=1.999

[ - =18
- 1 [ = a=16
? )
_ 2 L | | . |

-6 -4 -2 0 2 4 6
Figura 3.11: Grafico da derivada fracionaria de Riesz da fungao dada pela Eq. || para b = 5.

de Heaviside, ou seja,

O(z—b)—0(z+1)—O(z—1)+O(z—b)|+2z[O(x+1)—O(x—1)].
(3.24)

Dipy(x) = Yy (x) = m[

Desta expressao pode-se obter a derivada de ordem dois, utilizando as propriedades da

funcao delta de Dirac enunciadas no Apéndice [C] Isto é,

Dy () = 0l () — 5(a:+b)—5(m+1g:(15(x—1)+5(x—b)

+ 2[0(x+1)—0O(x—1)]+2z[0(x+ 1) — d(x — 1)]

S +b)+8@—b) (20— D3(x+1)+ 5z —1)]

b—1 b—1
+ 2[0(z+1) - Oz —1)]. (3.25)

Para b = 2, nas Figuras e percebe-se que quando se aproxima de 2 e de 1,
respectivamente, a derivada segunda assemelha-se a fungao delta de Dirac. A assimetria

observada na Figura ¢ devida ao degrau de Heaviside presente na Eq. (3.25)).

3.3 Conclusoes sobre a nao localidade

Mediante a analise de duas familias paramétricas de funcoes definidas na reta real, foi
demonstrado e ilustrado graficamente o fato de a derivada de Riesz ser nao local, quando

a ordem de derivagao é fracionaria. Embora a nao localidade deste tipo de derivada tenha
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Figura 3.12: Gréfico da derivada fraciondria de Riesz da funcdo dada pela Eq. (3.7) para b = 2, na

vizinhancga de x = 2.
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Figura 3.13: Gréafico da derivada fraciondria de Riesz da funcdo dada pela Eq. (3.7) para b = 2, na
vizinhanca de = = 1.
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sido amplamente debatida, os exemplos apresentados devem contribuir a compreensao
dessa propriedade e ao descobrimento de novas aplicacoes desta parte do cédlculo fraci-
onario. Adicionalmente, apresentou-se graficos das derivadas da familia paramétrica de
fungdes, para diferentes valores da ordem de derivacao. A nao localidade da derivada
de Riesz deve ser levada em conta em todas as aplicagoes, como faremos nos proximos

capitulos desta tese.



Capitulo 4

Funcoes de Wannier da equacao de

Schrodinger fracionaria

No presente capitulo, a equacao de Schrodinger fracionaria é resolvida para uma parti-
cula em um potencial periddico unidimensional. Isto é feito, visando avaliar a dependéncia
das bandas de energia, das funcoes de Bloch e das funcoes de Wannier com ordem « da
derivada fracionaria de Riesz, sendo 1 < a < 2. Os célculos numéricos lidam com o
potencial de Kronig-Penney.

Deve-se notar que a periodicidade do potencial simplifica o tratamento matematico
do problema, em comparacao com o caso de pogos quanticos simples e duplos [25]. De
fato, pode-se utilizar a série de Fourier, ao invés da transformada de Fourier. As bandas
de energia sao obtidas através de dois procedimentos: por diagonalizacao da matriz do
operador hamiltoniano e pela solucao numérica de uma equacao transcendental. As fun-
¢oes de Bloch dependem do vetor de onda suavemente, exceto no ponto I'. As funcoes de
Wannier sao simétricas ou antissimétricas em relacao a um centro de simetria de inver-
sao do potencial. Verifica-se que, quando a # 2, as fun¢ées de Wannier nao exibem um
decaimento exponencial. Entretanto apresentam um forte decaimento em forma de lei de
potencia.

Para completar a analise, o Apéndice [D| apresenta a resolucao para um poco delta

isolado e o Apéndice [E| trata do modelo de Kronig-Penney de ordem inteira (o = 2).

44
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4.1 Modelo de Kronig-Penney fracionario

Nesta secao sao apresentados os procedimentos usados para calcular as bandas de

energia e as funcoes de Bloch. Em seguida, as fun¢oes de Wannier sao introduzidas.

4.1.1 Bandas de energia

As fungoes de Bloch tém a forma da Eq. (2.13), sendo que a parte periddica é dada

pela série de Fourier

win(r) =Y Un(k) ful2), (4.1)

ne”l

em que as fungoes
2minz/a

T

com n € Z, formam um conjunto ortonormal sobre o periodo de V(x). De fato, elas

e

fu(x) = (4.2)

satisfazem
a/2

/ fa@) frw(2)dz = by 0. (4.3)
—a/2
A funcao de Bloch é normalizada a unidade na célula unitaria, que é um intervalo de

comprimento a, quando

a/2
/_ [ () Pde = 1. (4.4)

a/2

Combinando as Eqs. (2.13)), (4.1) e (4.4) obtemos

D UaR)P = 1. (4.5)

ne”L

Para encontrar a funcao de Bloch, deve-se determinar os coeficientes U, (k), de tal

modo que

H i () = E (). (4.6)

Colocando as Egs. (2.13)) e (4.1)) na Eq. (4.6]), multiplicando ambos os lados por e~ f*(z)

e integrando no periodo, tem -se:

a

/2
fa(@) for(2)dz

—a/2

Un(k)=E ) U (k),

n'€Z

> [/ " @i g

n'ez |V —e/?

(4.7)
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ou seja,

a/2 ' o
Z [/ ek fr (o) H e f(x)dx| Uy = E Z Upi O, - (4.8)

a/2 n'€Z

Portanto, obtém-se o seguinte problema de autovalores

> " Hy(k) Un (k) = EUy(k), (4.9)
n'€Z
onde
a/2 ' o
Hyo (k) — / ek £ () e 0 (2)] d. (4.10)
—a/2

Deve-se ter em mente que os autovalores e autovetores sao fungoes continuas do vetor
de onda k. Estas fungbes sao periédicas com periodo 27 /a e serdo enumeradas pelo indice
j. Isso leva as bandas de energia E;(k) e as fungoes de Bloch 9; x(x).

Os elementos matriciais de H podem ser naturalmente divididos em dois termos, assim

como na Eq. (2.34)), isto é
Hn,n’(k) == Kn,n’(k) + Vn,n’ (l‘), (411)

onde

a/2

Ko (k) = / e £ (@) K[ fo (2)] de

—a/2

a/2 .
= —C, / e_’kxf;(:v)Da[emfn/(x)] dx
—a/2

2
RN N

a

- C,

a/2 kx p* ikx
Vw = /_a/2€ Fi(@)V ()™ fur(2)] da
a/2
= [ R@V@la) s

—a/2

1 a/2 , ]
_ _/ V(x)€2(n7n)mx/adx.

a J_aj2
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No intuito de simplificar as equagoes, pode-se introduzir a unidade de energia

21\ h? 2\ “
K. - _ 2l 112
“ Ca(a) 2mol2<a>’ (4.12)

e as varidveis adimensionais £ = x/a, k = k/(27/a), €(k) = E(k)/ K4, cn(k) = U, (k) e

1/2 ,
=t = [ g e e dg (413)

1/2

onde v(§) = V(af)/K,. Como resultado, a versao adimensional do problema de autova-

lores é

D (15 A+ 0] + Vo) Cw () = €(k) cnlr). (4.14)

n'eZ

A fungao de BlochE| ¢é dada por

(o) = = 6. (4.15)
Xx(€) = Z (k) 2THRAMIE, (4.16)

Deve-se notar que, para 1 < o < 2, os elementos matriciais, H, ,(k), sdo fun¢oes
continuas do vetor de onda k. Como resultado, cada autovalor E(k) é uma funcao continua

de k. De forma que essa funcao satisfaz
E(k+2rn/a) = E(k), (4.17)
i.e.,
e(k+ 1) = €e(k). (4.18)

Sem perder a generalidade fisica, os coeficientes de Fourier de ug(x) sdo escolhidos

para satisfazer

Un(k + 27 /a) = Un (k). (4.19)

1.e.

cn(k+1) = cp(k). (4.20)

LA fim de simplificar as expressdes omitiremos, a partir deste ponto, o indice j das bandas de energia,
fungoes de Bloch e Wannier.



48

Desta forma, a funcao de Bloch obedece

Vkvon/a(®) = (), (4.21)

como apresentado no Capitulo 2 Sua forma adimensional é

Xrt1(€) = Xn(§)- (4.22)

Neste capitulo, a anélise é restrita ao modelo Kronig-Penney com energia potencial

apresentada no Capitulo |2, O potencial adimensional, referente a Eq. (2.19)), é dado por

v() =v Y d(E—m), (4.23)

meZ

com v = V/K,. Portanto, substituindo a Eq. (4.23)) na Eq. (4.13), obtemos

1/2 /
Unn' = / v (5(5) 62(n —nmé df = . (424)

1/2

A simplicidade dos elementos de matriz v, ,  permite a obtencao de uma equacao

simples para os autovalores da Eq. (4.14]). Esta equacao pode ser reescrita como
(€(r) = [k +n|*) culk) = S(k), (4.25)

com

S(k) =0 cal(r). (4.26)

nez
Este tratamento tem pontos em comum com a Ref. [26].
O caso quando a intensidade do potencial é nula, ou seja, quando a particula é livre,
corresponde a V' = 0, i.e., v = 0. Consequentemente, vale S(x) = 0. Com isso, as bandas

de energia sao obtidas, ordenando a sequéncia
(|k+n|:neZ) (4.27)

em ordem crescente. Usando o indice j inteiro nao negativo, as bandas de energia de

particula livre sdo denotadas por €;(x).
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Para o potencial nao nulo (V' # 0), i.e. v # 0, deve-se considerar dois casos. Tais
casos serao nomeados de A e B.
No caso A, consideraremos que nao hé um inteiro n que satisfaga e(k) = |k + n|*.

Entao, faz-se
S(x)

e(k) — |k +n|*

(k) = (4.28)

Como a funcao de Bloch nao é identicamente nula, por estar associada a probabilidade

de encontrar a particula, existem valores de n com ¢, (k) # 0. Como resultado, S(k) # 0

neste caso. Combinando as Eqgs. (4.26) e (4.28)), obtém-se

S(k) Z S(k)

R (4.29)

nez
Como S(k) nao pode se anular, pode-se reescrever a equacao para as bandas de energia
como

Glem) =3, (4.30)

onde

Gle,r) =) - ! (4.31)

2o ()~ rt
As propriedades desta funcao sao apresentadas mais adiante no texto.
No caso B, consideraremos que existe um nimero inteiro n que satisfaz e(k) = |k +n|*.
De acordo com a Eq. (4.25)), neste caso vale S(x) = 0. Isso significa que ¢,(k) = 0, exceto

para um par de nimeros inteiros n’ e n”, com n’ # n”, ou seja, ¢, (k) + ¢y (k) = 0. Como

a Eq. (4.25) leva a
(e(r) = | +1|%) ew (k) =0,

(4.32)
(e(r) = |r +n"|*) cun (k) = 0,
tem-se €(k) = |k + n/|* = |k + n”|* Este é o caso em que duas bandas de energia da
particula livre se tocam. Isto é o mesmo que
k+n =—(k+n"), (4.33)
i.e., k =v /2, com v =—(n"+n") €Z. Defato, se ocorresse k + n’ = k + n’”, implicaria

em n’ = n”, o que contradiz nossa hipétese. A energia correspondente a Eq. (4.33) ¢

e(v/2) = v/2 +n|* = |p/2|% com pu = n' —n"” # 0. Convém notar que v e p tém a
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mesma paridade, dado que n’ e n” sdo numeros inteiros, ou seja, sua soma e sua diferenca

devem ter a mesma paridade. Os valores de n sao dados por

n=(u-—v)/2 (4.34)

n' =—(u+wv)/2. (4.35)

Além disso, seguindo a Eq. (4.26]), eles cumprem a relagao
Cw(V)2) + con(v/2) = 0. (4.36)

Quando ambos os inteiros v e p sdo pares (impares), o vetor de onda k é equivalente ao

centro (& borda) da primeira zona de Brillouin (—3 < k < 3, .e., =2 < k < Z). Uma vez

que o caso B corresponde a um conjunto de valores isolados de x, pode-se concluir que a
forma das bandas de energia é determinada pela Eq. (4.30)).
A fungdo G(e, k) é dada por uma série absolutamente convergente que é diferencidvel

em relacao a €, com derivada negativa, e apresenta as propriedades

lim G(e, k) =0, (4.37)
lim  G(e, k) = —o0, (4.38)
e—(|k+n|o)”
e
lim  Gle k) = +o0. (4.39)

e (|atn|o)T
Isso d4 uma sequéncia de assintotas verticais nas energias da particula livre € = €;(k),
com j =0,1,... (ver Figura[d.1)). Na regiao € < (k) existe uma tnica solu¢ao €y(x) para
a Eq. , se e somente se v < 0. Além disso, para cada nimero inteiro 7 = 1,2,3,.. .,
existe uma tnica solucao €;(k) entre €;_1(x) e €;(x). Desta forma, é possivel procurar as
energias de cada banda dentro do intervalo apropriado.

Consideremos as fungoes de Bloch. No caso A, substituindo a Eq. (4.28) na Eq. (4.16]),
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G(e,1/4)

Figura 4.1: As curvas continuas s@o para a fungao G(e,1/4), e as linhas verticais tracejadas sao assintotas
do gréafico. A linha tracejada horizontal estd em 1/v, com v = —0.2. Suas interse¢oes com as curvas dao
os autovalores. Aqui considerou-se o = 1.6.

a funcao de Bloch adimensional tem a forma

Xx(§) = S(k) G(e(r), K, €), (4.40)

onde
627ri(n+n)§

e(k) — |k +nl|®

Glelr)or, ) = 3

neZ
¢ uma generalizacao da fungao definida pela Eq. (4.31)). De fato, vale G(e, k) = G(¢, K, 0).
Combinando as Eqgs. (4.5) e (4.28]), a condigao de normalizagao é dada por

(4.41)

~1/2
501 = (-Gt} (1.42)

com

%(e, K)=— Z ! (4.43)

5
ne (e —|x+mn[%)
Vale ressaltar que, em geral, S(k) é uma funcao complexa cuja fase pode ser escolhida

arbitrariamente, desde que

S(k+1) = S(k). (4.44)

Isso nao afeta o significado fisico da fungao de Bloch. No entanto, diferentes escolhas
da fase podem levar a diferentes graus de localizagao da funcao de Wannier. A fase de
S(k) sera escolhida posteriormente, a fim de produzir fun¢oes de Wannier de méxima

localizagao. Para isso aproveitaremos a simetria de reflexao do sistema.
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No caso B, a Eq. (4.16) tem a forma

Xu/2(€) _ Cn/(I//Q) eQm’ (v/24n')¢ + Cn//(V/Q) e?m’ (1//2+n//)£' (4.45)

Combinando as Eqs. (4.34]), (4.35)) e (4.36]), obtemos

X2 (€) = ew(v/2) 7 P ey (v)2) 7 2150 (4.46)
De acordo com a Eq. (4.36)), temos que

Yosal€) = 2i c(v/2) som (i), (4.47)

A condic¢ao de normalizagao, dada pela Eq. (4.5)), tem a forma

D len(v/2)P =1, (4.48)

neL

que equivale a

lew (V/2) 2 + |ewr (v/2)? = 1. (4.49)

Nesta tltima faz-se a substitui¢ao ¢, (v/2) = —c¢,(v/2), de acordo com a Eq. (4.36)). Isto
leva a

e (V/2)7 + | — ew (v/2)]? = 1. (4.50)
Como resultado, a condi¢ao de normalizacao da funcao de Bloch é

1
ewlv/2)] = 5. (4.51)

Curiosamente, a fungao de onda da Eq. (4.47) se anula nos pontos onde a interagao
ocorre (nas posigoes dos deltas de Dirac). Assim, no caso B a particula nao sente a

interagao e sua energia,

e(v/2) = /2l (4.52)

nao depende da intensidade do potencial v.
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4.1.2 Funcoes de Wannier

Como explicado no Capitulo[2] basta calcular uma fungao de Wannier para cada banda.

Omitindo o indice j e tomando n = 0 na Eq. (2.16]) obtemos

w/a
a
= — dk. 4.
ww) =g [l (4.5)
Sua forma adimensional é dada por

1/2
MOzﬁM@z//n@mﬁ (4.54)

~1/2

Vale ressaltar que a integral acima nao é afetada por mudangas dos valores de x,(§) em
k=0ek=+n/a,ie,x=0exr==21/2. Portanto, os cdlculos das fungoes de Wannier
podem ser realizados mediante a Eq. (4.40]).

As bandas de energia sao simétricas em k = 0 [6], i.e.,

E(—k) = E(k), (4.55)

e(—k) = €(k). (4.56)

Além disso, ¢_g(x) e ¥;(x) sdo linearmente dependentes. A funcdo de Wannier é real

quando escolhemos

Vop(z) = Yi(x), (4.57)

X=x(§) = X5 (&), (4.58)
ou, equivalentemente,

S(—k) = S*(k). (4.59)

De fato, pela Eq. (4.54), tem-se

1/2 0
MO=A m@W%/ xel€) ds, (4.60)
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fazendo a substituicao k' = —k, na segunda integral, tem-se
1/2 1/2
w© = [ @ dnt [l e (161)
0 0
Assim, pela Eq. (4.58), obtemos
1/2
O = [ (0l +x:(6) (4.62)
0
Portanto, a funcao de Wannier é dada pela equacao

1/2
w(€ =2 [ Re(ulo) dr (4.63)

O grau de localizacao da funcao de Wannier é dado geralmente pela incerteza da
posicao da particula. Esse grau é expresso pelo desvio padrao, o, dado pela raiz quadrada

da variancia

+oo
o= [ -y (4.64)
em que
+00 qa
zj; = / z|w;(z)Pdr = ) (4.65)

¢ o valor esperado da posicao da particula, também chamado de centro da funcao de
Wannier. A funcao de Wannier possui localizacao méxima quando o atinge seu valor
minimo. No presente trabalho, a otimizacao é realizada, escolhendo adequadamente a
fase de S(k).

Em 1959, Kohn |10] mostrou que as fungoes de Wannier de maxima localizagao sao
simétricas ou antissimétricas em relacao a um centro de simetria do potencial. Além
disso, tais fungoes sao reais e decaem exponencialmente quando |z| — oco. Em 2001, He
e Vanderbilt [17] reportaram um fator de decaimento adicional, na forma |z — z|=/4. No
presente trabalho, para a equagao de Schrodinger fraciondria, também procuramos por
fun¢oes de Wannier simétricas (pares) ou antissimétricas (fmpares), a fim de encontrar a
maxima localizacao.

Para a analise da simetria da fungao de Wannier, considera-se o operador de reflexao,
04, para cada centro de simetria dado por z, = qa/2, onde ¢ é um inteiro. Esse operador

é dado por 6, : * — 22, — x. A operacao ¢, transforma a fungao avaliada do ponto x



na funcao avaliada na imagem, por reflexao, de x em relagao a x,, ou seja,

95

g.y(x) = y(2x, — ). (4.66)
A procura dos autovalores e autovetores de 04, resolvemos
g.y(x) = Ay(x). (4.67)
Aplicando o operador de reflexao em ambos os lados da ultima equagao, tem-se
62y(x) = 5, (Ay(a)). (4.68)
Como &g ¢ o operador identidade, ou seja, &g y(x) = y(x), e 6, é linear, tem-se
y(x) = Aoy(x). (4.69)
Substituindo a Eq. , tem-se que
y(x) = Ny(a), (4.70)
o que resulta nos autovalores A = £1. Para o autovalor A = 1 (A = —1), os autovetores

sao as fungoes simétricas (antissimétricas) em relagdo ao ponto z = x,. Dessa forma, a

Eq. (4.67)) serda dada por
ogy(r) = (=1)"y(z),

com s =0 (s = 1) no caso simétrico (antissimétrico).

(4.71)

Como o operador de reflexao, o,, comuta com o hamiltoniano, H, as fungdes ¢ (z)

e Y_g(04x) sdo solugdoes do mesmo problema. Isto leva aos mesmos autovalores, i.e., as

mesmas energias. Com isso, para cada nivel de energia nao degenerado, ¢ () e 1_;(6,7)

serao linearmente dependentes, ou seja, existe um escalar A\, tal que

VY i (647) = M Yi().

(4.72)
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A fungao de Wannier, Eq. (4.53)), ao sofrer a transformacao satisfaz

w/a w/a

. . a . a R
oow(z) = w(d,r) = o e Vi(Gqz)dk = o e V_(047)dk
a [T dk 4
— % _ﬂ—/a k¢k(x) . ( 73)

Entéo, w(z) é simétrica ou antissimétrica em relacdo a = z, quando

w(&q$) = (—1)810(:5), (474)
ou seja,
a /a a w/a .
% /e )\kwk<x>dk = % _ﬂ—/a(—l) wk(x)dk (475)

Esta condigao pode ser escrita na forma

w/a
/ e — (—1) ()l = 0, (4.76)

—7/a

que equivale a A\, = (—1)*. Como resultado, tem-se

bk(0q7) = (=1)" Vi (2). (4.77)

Considerando a Eq. , pode-se restringir a analise aos casos ¢ =0 e ¢ = 1. Estes
correspondem aos centros de simetria em o = 0 e x; = a/2, respectivamente. Isso leva
a quatro classes de fung¢oes de Wannier, dadas por pares da forma (g, s), ou seja, (0,0),
(0,1), (1,0), e (1,1). Neste caso, o centro de cada fungao de Wannier é dado por = = ga/2,
i.e., € =T/a = q/2. A Figura ilustra a forma das funcoes de Wannier para os quatro
tipos de simetria.

Combinando as Egs. e , obtém-se uma condigao a ser obedecida pela

funcao de Bloch, a saber

Ur(x) = (=1)° Yi(042). (4.78)
De acordo com as Egs. (2.13)), (4.1), (4.40) e (4.41)), isto leva a

S(k) = (—1)%e 2™ S*(k). (4.79)
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(9,5)=(0,0) (@) (9.5)=(1,0) (b)
= =
] E
-3-2-10 1 2 3 -3-2-10 1 2 3
Xx/a Xla
(9,5)=(0,1) /\ (© (@.9)=(1,1) (d)
= =
= =
-3-2-10 1 2 3 -3-2-10 1 2 3
x/a Xla

Figura 4.2: Possiveis simetrias das fungoes de Wannier.

Multiplicando por S(k) e tomando a raiz quadrada de ambos os lados, obtém-se

S(k) = £i* e " |S (k). (4.80)
Para 0 < k < 1/2, pode-se escolher

S(k) = —i® e """ |S(k)|. (4.81)

Sob esta condicao, as fungoes de Wannier serao de méxima localizacao.
Neste ponto, tem-se um procedimento bastante completo para obter as fungoes de
Wannier reais e simétricas ou antissimétricas. No entanto, qual par (g, s) corresponde a

cada banda ainda deve ser identificado. A Eq. (4.78) ¢é equivalente a

Re(¢r(2)) + Im(yy(2)) = (=1)" [Re(Pr(d42)) — Im(¢r(d47))]- (4.82)

Pode-se notar, ao se comparar a Eq. com a Eq. , que a parte real da funcao
de Bloch tem a mesma simetria que a fun¢do de Wannier, em relagdo a z, = ga/2. Ja a
parte imagindria tem simetria oposta. Além disso, considerando as Eqgs. e ,
é visto que as fungdes de Bloch em k& = 0 e k = 7/a sao reais. Estes valores do vetor de
onda sao geralmente denotados como I' e X, respectivamente. Como resultado, pode-se
classificar as bandas analisando a simetria das funcoes de Bloch em I' e X.

Por um lado, ¢g(z) é periddica, com periodo a, i.e., ¥o(x + a) = o(x). Ela tem a

mesma simetria em relacdo a x = 0 e x = a/2. Isso traz dois tipos de fungdes de Bloch
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em I': T (I'2) quando é simétrica (antissimétrica) em relagdo a ambos pontos, z = 0 e
x = a/2 (ver itens (a) e (b) da Figura [£.3). Por outro lado, ¢r/q(x) é anti-periddica, com
periodo a, i.e., ¥r/o(x + a) = —1r/a(x). Portanto, tem simetrias opostas em relacao a
x =0exz = a/2. Isso produz dois tipos de fungdes de Bloch em X: X; (X3) quando
é simétrico (antissimétrico) em relagdo a x = 0 e antissimétrico (simétrico) em relagao a
x = a/2 (ver itens (c) e (d) da Figura[d.3). Os itens (a), (b), (c), (d) das fungdes de Bloch,
da Figura[4.3] correspondem numericamente aos itens (a), (c), (d) e (b), respectivamente,
das funcoes de Wannier da Figura Neste sentido |11}18]75,/76], ha as quatro classes
de bandas: T'y — X3, I's — Xy, I'1 — Xy, e I's — Xj. Quanto a classe (g, s) da fungao de

Wannier, esses tipos correspondem a (0,0), (0,1), (1,0), e (1,1), respectivamente.

(a) (b)
/\/
3 S
> 3>
[ [P}
-0.5 0 0.5 1 -0.5 0 0.5 1
xla xla
(c) (d)
= X
> 3>
X Xo
-0.5 0 0.5 1 -0.5 0 0.5 1
xla xla

Figura 4.3: Possiveis simetrias das fungées de Bloch para I'(k = 0) e X (k = 1/2).

Se quisermos classificar as bandas, podemos calcular as energias e as fungoes de Bloch
em k =0 ek =1/2. A observacdo do grafico de cada funcao de Bloch revelard se trata
de I'y, 'y, X7 ou Xs. No entanto, é possivel calcular diretamente a energia para cada tipo
de funcao de Bloch.

Os tipos I'; e X; correspondem ao caso A, como demonstrado no Apéndice [H.7] Por-

tanto, suas energias satisfazem a Eq. (4.30). O tipo I'y corresponde a

[e.o]

1+Z 2 _1 (4.83)

€ €—n® v
n=1

com e <0 =¢(0) oug_1(0)=(j —1)* <e<j*=¢(0), e o tipo X; é dado por

= 1 1
2 e o (4.84)

n=0
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com e < (1/2)* =€(1/2) ou €;_1(1/2) = (j — 1/2)* <e < (j +1/2)* = €;(1/2).

Os tipos I's e X5 correspondem ao caso B (ver Apéndice . As energias deste caso,
sao dadas por €(v/2) = (|u]/2)*, em que |u| corresponde ao indice j da banda. Trata-se
do encontro das bandas de energia de indice j — 1 e j do elétron livre. Os tipos I'; e X5
correspondem aos valores pares e impares de j, respectivamente. Desta forma, pode-se
classificar cada banda mediante as energias em I' e X.

Felizmente, pode-se notar que, a medida que a energia aumenta, os tipos em I' (X)
seguem a sequéncia ', I'y, 'y, e repete-se sempre o dltimo par (X7, Xo, repete-se sempre
o ultimo par). Portanto, a sequéncia de tipos de banda é I'y — X3, I'y — X5, I's — X, com
o tultimo par se repetindo para sempre. Isso significa que a funcao de Wannier da banda
mais baixa, wg(x) é simétrica em relagdo a x = 0. Isto é, (qo, s0) = (0,0). Para j > 1, a
fungao de Wannier da j-ésima banda é simétrica (antissimétrica), em relagdo a © = a/2,
para valores impares (pares) de j. Em outras palavras, (¢;,s;) = (1,0) [(g;,s;) = (1,1)]
para valores fmpares [pares, estritamente positivos] de j. Nao ha bandas com fungoes de
Wannier antissimétricas em z = 0. E importante ressaltar que esta classificacao vem da
discussao do paragrafo anterior que é especifico para o modelo de Kronig-Penney inteiro

ou fracionério.

4.2 Resultados e discussoes

Nos céalculos numéricos, as séries de Fourier nas Eqs. (4.14), (4.31)), (4.40) e (4.42)

devem ser aproximadas. Isto pode ser feito através de um procedimento de truncamento,
i.e., somando em Zy = {n € Z : —N < n < N} ao invés de Z. No entanto, a conver-
géncia das séries truncadas G(¢, k,§) e %(e, k) é bastante lenta. Portanto, aceleramos a
convergéncia, como descrito no Apéndice [F] Os resultados exibidos a seguir correspondem
a N = 2048 e N = 128 para as séries truncada e acelerada, respectivamente. Deve-se
notar que, no caso inteiro, a = 2, a série pode ser somada exatamente, conforme explicado
no Apéndice [G|

As bandas de energia para v = —0.2 sdo exibidas na Figura [{.4, Considerando a
periodicidade e simetria das bandas nas Egs. e , os calculos sao restritos a

0 < k < 1/2. Para cada valor estritamente positivo de j, a j-ésima banda é limitada pelas

bandas da particula livre, de indices 7 — 1 e j. Essas sao exibidas como linhas tracejadas
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na Figura [£.4] No caso inteiro, & = 2, a intensidade escolhida do potencial permite um
acoplamento apreciavel entre os pogos quanticos. As curvas para cinco valores da ordem
da derivada fraciondria sdo mostradas na Figura [£.4 « = 2.0,1.8, 1.6, 1.4 e 1.2. As
energias dependem continuamente do vetor de onda k. Nos painéis de (a) até (c) pode-se
observar um excelente acordo entre as solucoes da Eq. com convergencia de série
acelerada, mostrados como linhas continuas, e os autovalores numéricos do problema da
Eq. , representados pelos pontos. O acordo nao é tao bom no painel (e), devido a
convergencia lenta dos autovalores da matriz truncada.

Para j > 1, a largura das bandas na janela de energia exibida diminui quando «
diminui de 2.0 para 1.4. Neste processo, a monotonicidade de cada banda é mantida. Em
contraste, de a = 1.4 para a = 1.2, a largura da banda de indice j = 1 aumenta e a
monotonicidade das bandas de 7 = 1 para 7 = 5 esta invertida. Isso corresponde a uma

inversao da ordem entre €;(0) e €;(1/2). Quando j é impar, o ponto de inversao ¢ dado

pela Eq. (4.83), com € = (j/2)%, i.e

- 1
= —. 4.85
Para valores pares de j, a reversao é dada pela Eq. (4.84]) com € = (j/2)%, ou seja,
- 1
Z — (4.86)
= (j/2)~ n+1/2) T
Para v = —0.2, o achatamento das bandas de j = 1 até j = 6 ocorre em «; ~ 1.400,

ap ~ 1.318, a3 ~ 1.294, oy ~ 1.277, a5 ~ 1.267 e ag ~ 1.258.

Nas Figuras [4.4(d) e f.4e), a banda mais baixa (de indice j = 0) estd abaixo da
janela de energia selecionada. O comportamento desta banda nos painéis de (a) a (c)
deve ser comparado com a energia do estado ligado de um tnico poco quantico, no caso

fraciondrio [25]. Como explicado no Apéndice [D] esta ¢ dada por

o = — {—2”—” s (3)] o (4.87)

(0%

A Figura[4.5|(a), mostra que o nivel de energia do pogo quantico com intensidade v = —0.2
estd na faixa de energia da banda mais baixa. Isso pode ser entendido em termos de

acoplamento entre os pocos quanticos. Para a = 1.6, a reducao do acoplamento, a medida
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Figura 4.4: Banda de energia do modelo de Kronig-Penney com intensidade potencial de v = —0.2 e

derivada de Riesz da ordem (a) a = 2, (b) @ = 1.8, (¢) a = 1.6, (d) a = 1.4 e (¢) a = 1.2. As linhas
s6lidas sdo para as solucoes numéricas da Eq. (4.30) enquanto os pontos sdo para os autovalores numéricos
da Eq. (4.14)). As linhas tracejadas sao as bandas de energia para uma particula livre, i.e., v = 0.

que a intensidade do potencial aumenta, é evidente na Figura Quando v — —o0, a

banda encolhe e, essencialmente, se reduz ao nivel de energia de um pogo quantico isolado.

Quanto a suavidade de cada banda, deve-se notar que, no caso inteiro, a = 2, €;(k)
tem derivadas continuas de todos as ordens inteiras. Para os casos fracionarios, isso ainda

acontece, exceto em I'. Quando x;0(£) ¢ de tipo I';, a energia é essencialmente dada por
Ej(l'f,) ~ 6]’<O) + Ca |/ﬁ?|a -+ 02 /’1)2 -+ Cga |/€‘2a —+ Ca+2 ’/‘i’aJrQ + 04 /ﬁ)4 + C2a+2 ’K’2a+2, (488)

onde os coeficientes sdo dependentes de j. Quando x;o(§) é do tipo I's, a energia é

aproximada por

€j</€) ~ (j/2)a + 02 /€2 + Ca+2 |/€|a+2 + C4 Ii4 + 02a+2 |I€|2a+2. (489)
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Figura 4.5: (a) As linhas continuas sdo as bordas da faixa de energia mais baixa do potencial de Kronig-
Penney, com v = —0.2, em fungdo da ordem derivada fracionada «. A linha tracejada corresponde ao

nivel de energia do poco quantico €4y da Eq. (4.87). (b) As bordas da mesma faixa, para o = 1.6,
referente a €4, em fungao da intensidade do potencial v.

Essa falta de suavidade das bandas pode afetar as funcoes de Bloch e de Wannier. Deve-se
notar que a dependéncia de e em kK vem do termo com n = 0 na Eq. . A dependéncia
mista de e com poténcias inteiras e fracionarias de k é obtida, calculando a série de Taylor
de € em fungao de duas varidveis, a saber k e ¢ = k%, perto de (k,¢) = (0,0).

As funcgoes de Bloch y; . (€) também sao afetadas pela ordem da derivada fraciondria.
A Figura exibe a fun¢do de Bloch da primeira banda, j = 0, em k = 1/4, para
diferentes valores da ordem fraciondria. Os graficos sao restritos a —1/2 < ¢ < 1/2. Fora

desse intervalo, pode-se usar

Xj(§ 4 1) = exp(2mirn) x;x(€), (4.90)

que ¢é a versao adimensional da condi¢ao de Bloch, dada pela Eq. . Observa-se que
a distribuicao de probabilidade é mais concentrada nas proximidades do poco quantico
quando « diminui de 2.0 para 1.2.

Deve-se notar que, quando €;(x) # (j/2)%, as fungdes de Bloch possuem singularidades
em cada & = m, quando m ¢ inteiro. Tal comportamento é devido as singularidades
dos pocos quanticos do modelo de Kronig-Penney, e sua acentuacao depende da ordem
da derivada fraciondria. Quando & =~ m, a diferenca G(¢,k,&) — G(e, kK, m) pode ser

aproximada por uma combinagao linear de | — m|* ! e (¢ —m). Convém notar que

e2mi (k+n)m 1 e2mikm

Gle(r), k,m) =) =y - = o (4.91)

~ €(k) — |k +nl® ~ (k) — |k + n|* v
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Figura 4.6: A funcao de Bloch em xk = 1/4 para a banda mais baixa da Figura As partes real e
imagindria sdo dadas pela linha sélida e a tracejada. A derivada de Riesz é de ordem (a) @ = 2, (b)
a=18,(c)a=16,(d)a=14e(e) a=1.2.

e, de acordo com a Eq.(4.40),
Xx(m) = S(k)G(e(k), k,m) = —F——. (4.92)

Entao, tem-se

(2m)* v sec(ma/2) |€ — m|*?
2T (a)

@) ~ xulm) [1— +2m<§—m>vn<m>], (1.93)

onde

n(%)zi[ (h¥n) _ (ntl=r) ] (4.94)

e e s e (B S R
No caso inteiro, a = 2, a singularidade é uma quina que consiste em um salto da

primeira derivada. O salto é devido ao segundo termo entre parénteses da Eq. (4.93)) e

lé-se
Tkl = P = ) = nPora(m). (499)
- &pk + 8wk - (27‘(’)21) . Va
%(ma ) — %(ma )= " Yr(ma) = G Yr(ma). (4.96)

Este é o efeito esperado dos deltas de Dirac que compdem o potencial V (z) na Eq. (2.34))
(ver Eq. (7) da Ref. [43]). Para valores de « fracionarios, o mesmo termo produz uma

cuspide que se acentua a medida que « diminui. O terceiro termo controla a assimetria
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da quina ou cuspide.

Por conta da Eq. , a suavidade da funcao de Bloch em relagao ao vetor de onda é
de grande interesse para o estudo das fun¢oes de Wannier. No caso inteiro, a = 2, x; (&)
tem derivadas continuas de todas as ordens inteiras em k. Com base neste fato, He e
Vanderbilt [17] mostraram que w;(§ + n) decai como produto de uma exponencial e uma

poténcia de n. Mais explicitamente, quando |n| é grande o suficiente, tem-se
wi(€+n) = A;(§) e~hilnl | =3/4, (4.97)

quando h; é dado pela Eq. (G.5).
No caso fraciondrio, x; (&) herda a falta de suavidade de €;(x) perto de K = 0. Quando

Xj0(§) é do tipo I'y, o comportamento para k — 01 é

in(&) = Xjo) +ili K+ Ro k% + Ro* + i Lo k1!

+ils 5* 4+ Raqo T2 4+ Ry K, (4.98)

em que o coeficiente x;0(€), R e I sao reais e dependentes de j e £. Os expoentes de x
na parte real tém a forma 20 + ma, com [ e m sendo inteiros nao negativos. Aqueles na
parte imaginaria tém a forma 2 + 1 + ma. Na Eq. (4.98)), a principal singularidade vem

do termo que contém x*. Quando x;o(§) ¢ do tipo I's, 0 comportamento de k — 07 é

Xin(&) = xjo§)+ilik+ Ry K%+ 0 Lot1 KO il kP 4 Royo KT+ Ry Ii4,
(4.99)

em que x;o(¢) = —v/2 sen (jm€). Neste caso, a principal singularidade é o termo que
contém a poténcia kK**1. Em ambos os casos, as poténcias inteiras de x dao contribuicoes
nulas. Como resultado, a funcao de Wannier vai decair como uma poténcia negativa de

|n| (ver apéndice [I). Para j = 0 e para valores impares de j, a Eq. (4.99)) leva a:

R, sec(ma/2)

G )T () faf

(4.100)
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em que
Ra — a; 572 |:—G(€<O), O, f) <2%(6(0), O) + €(O>%2_€§(6<0)’ O))
2¢3(0) (-E(E(O%O))

+26<O)%—f(e<0), 0) (—%—f@(o), 0) + %—f(e(m, 0, g))} . (4.101)

Para valores pares de j, com j > 2, a Eq. (4.99), leva a:

I,y1 sec(ma/2)

; ~ 4.102
i) N et T — 1) e (4.102)

em que
Loy = —a2b+e j~(Ha) g2 (%) , (4.103)

Convém notar que R, ou I, podem se anular em valores isolados de &. Se isso acon-

tecer em & = £, entdo uma poténcia de 1/|n| com expoente fraciondrio maior dominard o

decaimento de w;(§, + n). No entanto, as Eqs. (4.100]) e (4.102) serdo vélidas para quase

todos os valores de &.

As fungoes de Wannier sao calculadas pelo tratamento numérico da integral na Eq. .
Ao fazé-lo, a fungao de Bloch é avaliada em uma malha uniforme em &, com o passo 1/1024.
Em cada subintervalo, a fungao é interpolada linearmente e seu produto com exp(27mink)

é integrado analiticamente. Em seguida, a soma sobre os subintervalos é feita.
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Figura 4.7: A fungdo de Wannier da primeira banda do modelo de Kronig-Penney com intensidade
v = —0.2 e derivada de Riesz de ordem (a) a =2, (b) a =18, (¢) a=1.6, (d) a =14 e (e) a =1.2. As
linhas verticais pontilhadas representam os pogos quanticos.
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Figura 4.8: Como na Figura [4.7| mas para a banda de indice j = 1.
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Figura 4.9: Como na Figura mas para a banda rotulada j = 2.

As fungoes de Wannier das trés bandas mais baixas sdo apresentadas nas Figuras [4.7]
e [.9, para a derivada de Riesz de ordem o = 2,1.8,1.6,1.4 e 1.2. Os resultados para
o caso inteiro, o = 2, sdo semelhantes aos reportados na Figura 6 da Ref. [16].

A funcao de Wannier de cada banda exibe uma simetria de reflexao bem definida. E
simétrica em relacao a & = 0 para a banda 7 = 0, porque a banda é classificada como
(q,s) = (0,0), i.e., I'y — Xy. Para j = 1 [j = 2], ela é simétrica [antissimétrica] em
relagdo a £ = 1/2. Isto se deve ao fato de que a banda de indice j = 1 [j = 2] é do tipo
(g,s) =(1,0) [(g,s) = (1,1)], d.e., 'y — X [I'y — X4].

As singularidades das funcoes de Bloch, quando k estd fixo e £ varia, manifestam-se

nas fungoes de Wannier. Elas aparecem em todos os £ = m, quando m é um inteiro. Das
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Egs. (4.63)) e (4.93]), obtém-se

(2m)* v sec(ma/2) |€ — m|*~t

W(f) ~ o‘)(m) 1— QF(Oz)

1/2
} —47m(§ —m) v/o n(k) Im[x.(m)] dk.
(4.104)

No caso inteiro, a = 2, as fungoes de Wannier herdam as quinas das fungoes de Bloch, ou
seja,

W'(m®) —w'(m™) = (2n)*vw(m). (4.105)

Para valores fracionarios de «a, observa-se que as cispides nas funcoes de Wannier ficam
mais notaveis quando « diminui.

Nas Figuras [1.7, 1.8 e [4.9] as fun¢des de Wannier estdo muito bem localizadas, com os
seus centros e valores de desvio padrao calculados pelas Eqs. e . As incertezas
da posigao sao exibidas em cada painel. Para a banda j = 0, Figura [4.7] mostra que a
distribuicao de probabilidade ¢ mais concentrada perto do pog¢o quantico na origem para
valores menores da ordem da derivada fracionaria. Isso é semelhante ao comportamento
da funcao de Bloch. Para as bandas mais altas, as mudancas na funcao de Wannier nao
sao monotonicas. Elas se tornam mais localizadas a medida que a ordem da derivada

fracionaria diminui, atingindo um minimo e depois perdem localizacgao.

As Figuras [4.10], [4.11}, [4.12| mostram graficos logaritmicos da funcao de Wannier das

bandas com j = 0, j = 1, j = 2, respectivamente. O decaimento linear no painel (a) da
Figura estd de acordo com o decaimento exponencial dominante que ocorre no caso
inteiro, o = 2.0. Nos painéis restantes da Figura[4.10] para valores fracionérios de «, uma
queda mais lenta é aparente. J4 nas Figuras e o decaimento é aparentemente
mais lento, inclusive para a = 2.0.

Para analisar o comportamento assintético da fun¢ao de Wannier w(§), pode-se tomar

E=2Z;/a=q/2en>0. As Egs. (4.97), (4.100)) e (4.102)) levam a casos particulares de

Q= wig/2 +n)| = Aje " n™, (4.106)

na qual A; é uma constante positiva. Como resultado, @), = In(€;,,/;,+1) deve ser
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(4.107)

Quando o = 2, tem-se h; > 0 e v; = 3/4. O valor de v; pode ser ajustado para o valor

fixo de h;, que é dado pela Eq. (G.5)). Para valores fracionarios de «, nao se espera um

decaimento exponencial, i.e., h; = 0. Entretanto, -, deve ser igual o + 1 (a + 2), para

cada fun¢ao de Wannier par (impar). Como a andlise das caudas das fun¢oes de Wannier

requerem alta precisdo, o passo em  é reduzido para 1/8192 para essa finalidade. Para

a = 2.0, o ajuste considera pares (P,,Q,) com 57 <n <64 e 121 <n < 128, para j =0

e j > 1, respectivamente. Nos casos fracionarios, o ajuste leva 249 < n < 256.
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Figura 4.10: Logaritmo do valor absoluto das funcoes de Wannier da Figura
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Figura 4.11: Logaritmo do valor absoluto das fungoes de Wannier da Figura
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Figura 4.12: Logaritmo do valor absoluto das fungoes de Wannier da Figura

f

Para a banda mais baixa, j = 0, os pares (P,, @, ) sao exibidos na Figura . Convém
ressaltar que a abscissa é In(1+ 1/n). Portanto, os pontos mais a esquerda correspondem
a valores maiores de n. Por sua vez, os pontos mais a direita sao para valores menores
de n e nao correspondem ao comportamento assintético da funcao de Wannier. Tais
pontos sao descartados na realizacao do ajuste linear. Quando n é grande o suficiente,
os pontos sao bem ajustados por uma linha reta, conforme indicado pelo lado direito da
Eq. (4.107). O caso inteiro é mostrado no painel (a), com hg ~ 1.906 e o ~ 3/4. Para os
casos fraciondrios nos painéis restantes, h = 0 e 79 ~ o + 1. Este tipo de comportamento
assintotico estd presente no estado ligado de um 1inico pogo quantico, cuja funcao de onda

adimensional é dada por (ver Apéndice D[)

+oo 271'1 KE dk

Vg
4.108
2n(a— 1) 16]* = €qu €qw ( )
Para valores suficientemente grandes de |¢], ela decai como
sec(ma/2) av (4.109)

qu(é) ~ 26qw(271')ar(—05) |£|a+1 271'(04 — 1)€qw.

A validade dessa aproximagao vem de forma similar aos argumentos do Apéndice[[} e é

aparente na Figura [4.14
Os resultados para a banda j = 1 sao mostrados na Figura {4 Eles sao os mesmos
que para j = 0, com excegao do decaimento exponencial no painel (a), que é dada por

hy ~ 0.653. Para valores fracionarios de o, a lei de poténcia para essas bandas é n~(@+1)
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Figura 4.13: Ajuste linear que dd o parametro do comportamento assintotico da sequéncia (2, com
n — 00. Isso corresponde aos valores selecionados das funcoes de Wannier exibidas na Figura @
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Figura 4.14: Comparagéo entre a forma exata (linha continua) e assintética (linha tracejada) da fungéo
de onda do estado ligado de um pogo quantico isolado. A derivada de Riesz é de ordem o = 1.6 e a

intensidade potencial é v = —0.2.

porque a singularidade principal das func¢oes de Bloch em I' é k*. As bandas mais altas
com valores impares de j se comportarao de forma semelhante.

A banda j = 2 tem uma propriedade diferente, conforme mostrado na Figura [4.16]
Enquanto a fungdo de Wannier do caso inteiro tem hy ~ 0.426 e 75 =~ 3/4, a poténcia
da lei do decaimento no caso fracionario é dada por v, ~ (a + 2). Isso ocorre porque a

singularidade dominante da funcao de Bloch em I' é k1.
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Figura 4.16: Como na Figura mas para a banda j = 2.
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4.3 Analise da influéncia da intensidade do potencial

Na segao anterior analisou-se a influéncia da ordem da derivada fracionaria para um
valor fixo do potencial, v = —0.2. Nesta secao apresenta-se uma analise detalhada sobre
o comportamento das bandas de energia, das fun¢oes de Bloch e de Wannier, ao fixar o

valor da ordem da derivada e variar a intensidade do potencial.
G(e,k) — k = 0.499

10}

k=0.15

a1
T

v=-02 Nk

N

k=01

v=-01 \\ !

!
. |
| 1Kl x = 0,001
Flgura 4. 17 As curvas continuas sao para a fun(; ao G(e, k), com £ tendo valores entre 0 e 1/2, as linhas
ev= —1 0 e a ordem da derivada é a = 2.

— k=0.05

\l €

AR

g WL \\\\\ - oo

Figura 4.18: Como na Figura |4.17] entretanto a ordem da derivada fracionaria é a = 1.4.

As Figuras e mostram o grafico da fungao G(e, k) para diferentes valores de
k. O vetor de onda k varia no intervalo [0,1/2], com o passo 1/20. Quando € = (j/2)*
e K =0 ou k = 1/2, uma linha tracejada vertical é desenhada e rotulada I's ou X5. De
acordo com a Eq. , obtém-se a faixa de energia de cada banda, desenhando uma
linha horizontal na altura 1/v. Isso é feito para v = —0.1, v = —0.2 e v = —1.0.

Na Figura[d.17a ordem da derivada é o = 2 e na Figura[d.18 é o = 1.4. Como estamos

interessados em valores negativos de v, basta considerar apenas os valores negativos da
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fungao G(e, k). Para o« = 2 nota-se que a medida que o potencial se intensifica (quando
—v aumenta) as faixas das bandas de energia, da primeira em diante, se estreitam. Além
disso, a largura de cada banda tende a zero quando v — —oo. Por este fato, entende-
se que 0s pogos quanticos que compoem a rede perdem o acoplamento a medida que a
intensidade potencial aumenta. Ja para a = 1.4, é interessante notar que inicialmente as
faixas das bandas se estreitam até um certo valor da intensidade do potencial, v;, e depois
alargam-se novamente. Nota-se que o valor da intensidade do potencial que minimiza
a largura é diferente para cada banda. Esses valores sao v; ~ —0.200, v, &~ —0.282,
vy &~ —0.327 e vy = —0.369. Desta forma, as larguras da banda tendem a valores finitos
quando v — —oo. De fato, o valor da intensidade do potencial é maior para as bandas
superiores.

As bandas de energia para a ordem da derivada o = 2 estao exibidas na Figura
e para a ordem da derivada o = 1.4, na Figura [£.20] Para a = 2 nota-se que a
largura das bandas na janela de energia diminui a medida que o potencial se intensifica.
Além disso, a monotonicidade das bandas se mantém para todas as intensidades dos
potenciais analisados. J& para o caso fracionario, o = 1.4, percebe-se que, até uma
certa intensidade do potencial, as bandas permanecem com as caracteristicas do caso
inteiro, ou seja, a medida que o potencial se intensifica a largura das bandas diminui.
Depois deste certo potencial, a largura das bandas aumenta novamente, mas com a sua
monotonicidade invertida. Isto pode ser visto na Figura e na Figura [£.20] (c). Uma
caracteristica comum para as duas ordens da derivada, a =2 e a = 1.4, é que, a medida
que a intensidade do potencial aumenta, a primeira banda deixa de aparecer na janela de
energia considerada. De fato, com o aumento progressivo da intensidade do potencial, a
energia maxima dessa banda tende a —oo.

As funcoes de Bloch para a ordem da derivada a = 2 estao exibidas na Figura |4.21
e para o = 1.4, na Figura [£.22] Nas ilustragoes tem-se a fungao de Bloch da segunda
banda, 7 = 1, em k = 0, para diferentes valores do potencial. Como mencionado na Se¢ao
, as fungoes sao periddicas e os graficos sao restritos a —1/2 < ¢ < 1/2. Paraa =2, a
medida que o potencial se intensifica, os zeros da funcao de onda se aproximam da origem
e o valor da funcao se aproxima de zero. Além disso, neste processo, a densidade de
probabilidade diminui perto do pogo quantico. Aparentemente, para o = 1.4 0s processos

descritos ocorrem mais rapido em comparagao com o caso inteiro.
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Figura 4.19: A banda de energia para diferentes valores da intensidade do potencial do modelo Kronig-
Penney e derivada de Riesz da ordem o = 2.
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Figura 4.20: Como na Figura entretanto a ordem da derivada de Riesz é o = 1.4.
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Figura 4.21: Fungao de Bloch, na primeira banda da Figura em k = 0, com variagao da intensidade
dos potenciais e com a ordem da derivada de Riesz em o = 2. As partes real e imaginaria sdo dadas pela
linha sélida e a tracejada.
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Figura 4.22: Como na Figura entretanto a ordem da derivada é a = 1.4.
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Nas Figuras e estao representadas as funcoes de Wannier da segunda banda
para diferentes valores do potencial. Na Figura [£.23 a ordem da derivada é o = 2 e
na Figura [£.24] é a = 1.4. Para a = 2 as fun¢des de Wannier tornam-se ligeiramente
mais localizadas a medida que a intensidade do potencial aumenta. No caso da ordem da
derivada fracionaria, o = 1.4, pode-se perceber um comportamento similar ao analisado
no caso da largura das bandas de energia, descrito anteriormente. Ou seja, inicialmente

h& um aumento na localizacao e posteriormente uma diminuicgao.

15 : : : 15 : : : 15 : ‘ :
10@ v=-01 | 10 ® v=-02 | 10/ © v=-10 |
Ja~ 0518 o/a~ 0341 o/a~ 0179
o5 /\ K { _ os AN { _ os i
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Figura 4.23: A fungao de Wannier da segunda banda para diferentes valores da intensidade do potencial
do Kronig-Penney, com a derivada de Riesz de ordem o = 2. As linhas verticais pontilhadas representam
08 POGOos quanticos.
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Figura 4.24: Como na Figura entretanto a ordem da derivada de Riesz é a = 1.4.

Para finalizar, verificamos o grau de localizacao das funcoes de Wannier, apresentadas
nesta secao, por meio do calculo de sua variancia e desvio padrao da segunda banda. Nas
Figuras e apresentamos os resultados numéricos. Nestes pode-se verificar que,
para o = 2.0, a medida que o potencial se intensifica o valor do desvio padrao aumenta.
Para a = 1.4, pode-se verificar o comportamento descrito para a Figura [£.24] ou seja,

inicialmente o desvio padrao aumenta e depois diminui.

4.4 Conclusoes sobre o modelo de Kronig-Penney fra-
cionario

As bandas de energia e as fungoes de Wannier de um hamiltoniano unidimensional com

derivada espacial de ordem fracionaria foram calculadas. Tal derivada foi tomada com o
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operador de Riesz. A nao-localidade da derivada fracionada foi levada em consideracgao.
Considerando a periodicidade do potencial, as fun¢oes de Bloch foram obtidas através de
um problema de autovalores. Os resultados numéricos foram apresentados para o modelo
de Kronig-Penney. Nesse caso, os autovalores satisfazem a uma equacao transcendental.
Esta envolve uma série que converge lentamente para valores fracionarios de «, e sua
convergencia foi acelerada usando a fungao zeta de Lerch. Foi encontrado um bom acordo
entre a banda mais baixa e o estado ligado de um tinico pogo quantico [25], incluindo o
comportamento assintético.

Demonstrou-se que o numero de bandas no intervalo de energia investigado aumenta
a medida que a ordem do operador fraciondrio de Riesz diminui. Enquanto a banda
mais baixa encolhe a medida que a intensidade do potencial cresce, as bandas mais altas
do caso fracionario apresentam comportamento anoémalo. Elas primeiro se estreitaram,
ficando quase planas em um valor especial da intensidade do potencial, entao, se alargam,
atingindo um valor finito & medida que o potencial continua a se intensificar. A largura
das funcoes de Wannier se comporta de forma semelhante. As funcgoes de Bloch e de
Wannier exibem as ctspides nas posig¢oes dos pogos quanticos. Essas cuspides ficam mais
acentuadas quando a ordem da derivada diminui. Vale a pena notar que as cuspides nao
ocorrem nas fungoes de onda da Ref. [41]. Isto reforga a ideia de que os tratamentos locais
de equacgoes baseadas na derivada de Riesz apresentam importantes limitagoes.

As fungoes de Wannier do caso fracionario nao decaem exponencialmente e apresentam
um decaimento em forma de lei de poténcia. De fato, o valor absoluto de cada funcao de
Wannier simétrica (antissimétrica) na n-ésima célula decai como |n|™7, com v = a + 1
(v = o+ 2). Tal comportamento foi atribuido a nao suavidade das bandas e das funcoes
de Bloch no ponto I'. Além disso, foram obtidas férmulas simples para as caudas das
fungoes de Wannier calculadas.

Como ultima andlise deste capitulo, fez-se um estudo sobre a influéncia da intensi-
dade do potencial nas bandas de energia, nas funcoes de Bloch e de Wannier. Para a
analise, fixou-se o valor da ordem da derivada e variou-se a intensidade do potencial.
Verificou-se que para diferentes valores da intensidade do potencial as fungoes apresenta-
vam caracteristicas diferenciadas. Para a = 1.4, as bandas de energia apresentaram troca
da monotonicidade das bandas a partir de um certo valor da intensidade do potencial. O

grau de localizacao das fungoes de Wannier para bandas com j > 1 também foi afetado
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por mudangas da intensidade do potencial. Testes numéricos indicam que a incerteza
da posicao se comporta de forma semelhante a largura da banda, ou seja, diminui e, em

seguida, aumenta, quando |v| cresce.



Capitulo 5

Modelo de Kronig-Penney

fracionario com defeito

Este capitulo apresenta uma andlise dos estados eletronicos num potencial nao perié-
dico. Estuda-se os niveis de energia e as fun¢oes de onda para modelo de Kronig-Penney
fracionario com defeito. O defeito consiste em alterar a intensidade do potencial de um
dos deltas de Dirac que formam o potencial. Este delta se localizard na origem do sistema,
preservando a simetria de inversao. Os estados da particula podem ser localizados ou nao.
Neste trabalho nos limitaremos ao estudo dos estados localizados.

Para o calculo dos estados localizados pode-se utilizar o método da transformada
de Fourier e o método das funcoes de Wannier. Iniciaremos o estudo pelo método da
transformada de Fourier, apresentando desenvolvimentos tedricos e resultados numéricos.
Esse tratamento terd alguns pontos em comuns com a Ref. [26]. Em seguida, apresentamos
os resultados obtidos mediante as funcoes de Wannier. Por fim, apresentaremos uma
comparacao entre os dois métodos. Os calculos numéricos e a elaboragao das figuras

foram realizados com o auxilio do software Mathematica [73].

78
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5.1 Calculo dos estados localizados mediante trans-
formada de Fourier

A equacao a ser resolvida é a equagao de Schrodinger fracionaria independente do

tempo, Eq. (2.33), dada por
—CoDY(x) + V(2)¥(x) = E().

Para o modelo de Kronig-Penney fraciondrio com defeito na origem, utilizaremos o po-

tencial da forma
V(z) :voa(g) + 3 v (§—m>, (5.1)
mezZ*

em que V ¢é a intensidade do potencial de todos os pogos quanticos, excetuando o poco
quantico situado na origem que tem intensidade V4. Substituindo o potencial na Eq. (2.33)),

e aplicando a transformada de Fourier em ambos os lados da equagao, com auxilio da

Eq. (2.25)), obtemos

Colk[*@(k) + aVoth(0) + aV Y~ e *™*(ma) = Eg(k), (5.2)
mezZ*
que equivale a
(E = Calk[*)d(k) = a AV (0) +aV » _ e %) (ma). (5.3)
MEZ

Aqui AV é a variacao de intensidade do potencial, ou seja, AV =V — V. Os valores da
funcao de onda nas posigoes dos pogos quanticos podem ser calculados pela transformada

inversa de Fourier, Eq. (A.4]), ou seja,

Y(ma) = — /_ m e*mag(k)dk. (5.4)

o0
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Substituindo esta expressao no segundo termo do lado direito da Eq. (5.3)), tem-se

« aV oo 1 i(k'—k)ma j1./
(E = Calk[")o(k) = aAV(0)+ - [ ¢®>;%dkk>dk
* , , 2mn ,
= aAVP0)+V i d)(k);d(k—(kJrT))dk
= aAV(0) + VS(k), (5.5)

em que

Sy =30 (k: + QTT”) | (5.6)

neL

Para isolar ¢(k), divide-se a equagao (5.5)) por E — Cy|k|* 0 que nos leva a

o(k) = a AV (0) VS(k)

— Pk .
E— Gkl "B Cohn T L) 57)

na qual P(k) assumird valores distintos, dependendo do valor da energia, a saber,

1/a 1/«
P A+6(k—<cﬁa) >+A5<k+(c%> ) ©B>0 o
0, se I/ <0,

em que A, e A_ sao constantes. De fato, ao multiplicar a Eq. por E — Cy|k|*
recupera-se a Eq.. Isso decorre das propriedades da delta de Dirac. Este procedimento
foi utilizado por Capelas de Oliveira et al. [25] para tratar o caso V =0 (isto é, um pogo
delta isolado).

Para compreender a importancia do termo P(k) deve-se levar em conta que a fungao

de onda é dada pela transformada inversa de Fourier, Eq. (A.4)), ou seja,

1 [t
U(z) = o / e*p(k)dk. (5.9)
Logo, a contribuigao de P(k) para ¢(x) é
I , As pin(B/Ca)!/® | Az o=in(E/C)YV g0 [ > ()
— P(k)e*™dk = { *7 o (5.10)
21 J o 0, se £ < 0.

Para E > 0, trata-se de uma combinagcao linear de ondas harmonicas que se estendem ao

infinito. Como estamos a procura de estados localizados, escolhemos A_ = A, = 0, ou
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seja, P(k) = 0. Portanto, no que segue, consideramos

aAV(0)  VS(k)
E—CoJklo " E— Colkl

o(k) = (5.11)

Precisamos calcular ¢(k), que depende de S(k). Usando a Eq. (5.11]) para substituir
o(k + 2mn/a) na Eq. (5.6]), temos

2 AV (0 VS(k+ 22
B A SRR T W
nez neL E_Ca‘k—{_Tl E_CO‘V{:_I—T‘
Introduzindo a funcao
1
B k) = - 5.13
9(E, k) ZE—Ca|k+2“—"1 (5.13)
nez a
e levando em conta que S(k) é periédica com periodo 27 /a, obtemos
S(k) =aAV(0)g(E k) +V S(k)g(E, k), (5.14)
ou seja,
SR~ Vg(B, k)] = a AV $(0)g(E, k). (5.15)

Para isolar S(k) da Eq. (5.15)), assim como na passagem da Eq. (5.5]) para a Eq. (5.7)),

deve-se dividir ambos os lados por 1 — Vg(E, k). Nesse sentido, é preciso considerar o

conjunto K de valores k que anulam 1 — Vg(E, k). O resultado é

a AV (0)g(E, k
— B / 1
S(k) T— Vg —i— k;eK w0k — k') (5.16)

Com isso, substituindo a Eq. (5.16)) na Eq. (5.11]), tem-se

 aAVY() a AV $(0)g(E, k) V Y er Bedlk = k)
YW= ECme T Eo i -vVeE R " E-cape 0 O
que é equivalente a
_ aAVy(0) 1
¢(k)_ E—Ca|k’a |:1—Vg(E,k’):| +A(k)7 (518)



82

na qual,

4 :
Ak) = FEIreATn M;{Bk,é(k — K. (5.19)

Para obter a fungao de onda, utilizamos a Eq. (5.9). O resultado é

_aAVy(0) [T etk dk; R e
Y(x) = T/_oo E = k)1 = VaBE.B) +§/_oo A(k)e* dk.  (5.20)

O segundo termo desta equacao é uma sobreposicao de ondas harmonicas que se estendem
ao infinito. Portanto, ele tem relevancia apenas para estados estendidos cuja energia
pertence a uma das bandas do cristal perfeito. Como estamos a procura dos estados
localizados, escolhemos By, = 0, ou seja, A(k) = 0. Com isso, a forma da fungao de onda

dos estados localizados é dada pela equacao

a +oo 6ik’x
Y(z) = AV—MO)/_ dh (5.21)

2 (E — Culk|®)(1 -V g(E k)

(e 9]

A forma adimensional da funcao de onda é dada por

+o00 eQmed/ﬁ

X(&) = ¥(x)va = Av X(O)/_ PP e (5.22)

em que { = x/a, v =V/K,, Av=AV/K,, x(0) =¢(0)\/a, e = E/K, e k = k/(2r/a).
Como no Capitulo , K,=0C, (%’T)a

1
G( ) K gE k' K ZE C {k+27"n‘ Zm (523)

nez

Esta expressao coincide com a defini¢ao de G(¢, k) dada pela Eq. (4.31]).
Ainda ¢ necessério especificar o valor de x(0). Seu valor absoluto sera calculado a

partir da condicao de normalizacao, que é dada por

+o0 +o0
/_ () P = / (©)Pde = 1. (5.24)

o0 o0
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A integral de |x(€)]* pode ser simplificada da forma

[ wore = [ e

—00 o

+oo
oo oo (/ GZWi(ff—n’)édé-) drdr’
— A’UQX 0 2/ / —00
A S B P T P

[ [1 —vG(e, k)] [1 — vG(€, )]

- - , [T [ §(k — k)drdr'
- AP [ e v AT e

+o00 dk
o (€= [K[*)?(1 —vG(e, K))*

(5.25)

~ 80O [

Portanto, x(0) satisfaz

+o00 d/i

| Avx(0)]? /Oo TR oG] = 1. (5.26)

Sem perda de generalidade, escolhemos Av x(0) > 0 e obtemos

1

x(0) = :
/+oo dk
Av
o (€= [K|*)?(1 = vG(e, k)
Substituindo a Eq. (5.27)) na Eq. (5.22)), obtém-se a fungao de onda dos estados localizados,
/+oo eQﬂmédm
(e — [K]*)(X — vG(e k)

X(§) = — == y :
\//oo (€ = [K]*)2(1 = vG(e, 1))

Neste momento, temos como calcular a funcao de onda, mas, para isso, é preciso

(5.27)

isto é,

(5.28)

determinar quais valores de € correspondem a estados localizados. Como a Eq. (5.22)) tem

que valer para £ = 0, temos que

Foo dk

W0 =200 | e ey 529
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Consequentemente, a energia de todo estado localizado deve satisfazer

1 oo dk
e/ e ") {1 —0Cle, 7)) (5:30)

As Egs. (5.28)) e (5.30)) sao suficientes para realizar os calculos numéricos. No entanto,
é conveniente expressar as integrais impréprias em termos de integrais de 0 a 1/2 na

variavel k, isto é,

+oo dk dk
/_oo (e — sl (1 —vG(e,r) Z/ L1 (e— [k (1 = 0G(e, w))

) nezz/; 6—\/€+n\a)(fﬁ—vg(€’,i+n))

) %/1 6—|ﬁ+n|ac)l?1—vg(€,,€))

- /; (1—1)2:(6 ) ZZ = |/€1+n|a>dH

<ol e oo

Nesta simplificagao levamos em conta G(¢,k +n) = G(e, k) = G(e, —k). Dessa maneira a

Eq. (5.30) se reduz a

N

dr 1
/0 o (5.32)
G(e, K)

Esta equagao é resolvida numericamente mediante o software Mathematica [73].

De forma andloga, a Eq.([5.28]) para a fungao de onda se reduz a forma

f/ Gle, k,&)] dr

1 —vG(e, R)

oG
\/ / 1—UG€I€))28€(€K)

5.1.1 Resultados numéricos para os niveis de energia

(5.33)

Para calcular os niveis de energia mediante a transformada de Fourier, resolvemos

numericamente a Eq. (5.32)). Em todos os casos, consideramos que a intensidade dos
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pocos quanticos é dada por v = —0.2, exceto no pogo quantico da origem, vy, que assumira
outras intensidades. Além disso os cdlculos sao realizados para diferentes valores da ordem
da derivada de Riesz, a.

Na Figural5.1|apresentamos os niveis de energia dos estados localizados para o = 2. No
painel (a), em que vg/v > 1, nota-se a existéncia de apenas um nivel de estado localizado.
Este se encontra abaixo da banda inferior, j = 0. No painel (b), em que vy/v < 1, ndo
existe nivel eletronico abaixo da banda inferior. Entretanto, ha um estado localizado em
cada um dos gaps. Isso estd em acordo com a Figura 9 do artigo de Saxon e Hutner [52].
Como naquela figura, no painel (b) temos vy/v < 1, e cada nivel de estado localizado esté

ligeiramente acima da banda de energia correspondente.

@vy=11v (b)vp =09 v
4 \ \ \ 4 \ \ \ \
s 3r — 3t
5 5]
S 2 f S 2 —
S 3
% 1 1 % 1 ]
[} \ [} \
C C
L or ] L oF ]
00 01 02 03 04 05 00 01 02 03 04 05
Vetor de onda [271/a] Vetor de onda [271/a]

Figura 5.1: Grafico dos niveis de energia dos estados localizados para o = 2.0. A intensidade do potencial
na origem é (a) vp = 1.1v e (b) vg = 0.9 .

Na Figura 5.2/ apresentamos os niveis de energia dos estados localizados para o modelo
de ordem fraciondria, com o = 1.6. No painel (a), em que vg/v > 1, nota-se que distancia
entre o nivel mais baixo do estado localizado e o fundo da banda inferior, aumenta ao
passar da ordem a = 2.0 para o = 1.6. No painel (b), nota-se que distancia entre o nivel

mais baixo e o topo da banda inferior aumenta ao passar de a = 2.0 para a = 1.6.

5.1.2 Resultados numéricos para as fungoes de onda

Nesta subsegao apresentamos as fungoes de onda do primeiro nivel de energia dos
estados localizados, que foram apresentados nas Figuras e 5.2l Os calculos foram
realizados para a = 2.0 e 1.6, para diferentes valores da intensidade do potencial.

Na Figura [5.3 nota-se que as fungoes de onda sao simétricas com relacao ao pogo

quantico da origem e estao bem localizadas dentro da janela selecionada. Além disso, as
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Figura 5.2: Gréfico dos niveis de energia dos estados localizados para a = 1.6. A intensidade do potencial
na origem é (a) vp = 1.1v e (b) vg = 0.9 .

fungdes apresentam singularidades nos pogos quanticos. No painel (a) verifica-se que a
fungao nao se anula e possui o mesmo sinal nos diferentes pocos quanticos. No painel (b)
verifica-se que a funcao se anula entre os pogos quanticos e apresenta alternancia de sinal
de pogo para pogo.

,s @ Vo=T11v. €= ~0.4808 (b) vo = 0.9, €x -0.3091

1.0

2.0} 0.5}

b 0.0 / \

15 -
[N
= -0.5}

1.0 =

-1.0t
0.5¢ -15;
0.0 -2.0
~4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
4 4

Figura 5.3: Gréfico da func@o de onda relativa ao primeiro nivel de energia de estado localizado para
a =2.0. No item (a) vg = 1.1v e no item (b) vo = 0.9v.

Na Figura[5.4] os painéis apresentam as mesmas caracteristicas do caso inteiro. Entre-
tanto, nota-se que as singularidades estao mais acentuadas.

(@) vo=1.1v, €= -0.8387 (b) vo =0.9 v, €% —0.4806
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) 2 0 2 4 24 -2 0 2 4

¢
Figura 5.4: Como na Figura mas para « = 1.6.

E importante notar que as fungdes de onda, mostradas nas Figuras [5.3]e , apresen-

tam diferentes comportamentos assintéticos. De fato, a primeira decai exponencialmente,
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enquanto a segunda decai em forma de lei de poténcia. Para ilustrar esse fato convém

considerar a sequéencia de valores
Q= [x(n)], (5.34)

com n inteiro positivo. Como no Capitulo [4, se o decaimento de €,, quando n tende ao

infinito, for um produto entre a lei exponencial e a lei de poténcia, teriamos que
Q, ~ANe "mp™, (5.35)
quando n suficientemente grande. Consequentemente,
In (2,/Qni1) = hin(l+1/n) + 7, (5.36)

Para extrair os valores de h e v pode-se ajustar por uma reta o grafico de In (€,,/,41)
contra In(1 + 1/n).

Os resultados para a = 2.0 e 1.6, para este ajuste linear, encontram-se na Figura
. No painel (a), para a = 2 temos v = 0 e h =~ 1.97. Assim, no caso inteiro temos
um decaimento puramente exponencial. No painel (b), para a = 1.6 temos h = 0 e
v =~ 2.614. Assim, no caso fracionario temos um decaimento em forma de lei de poténcia
e a poténcia de decaimento é aproximadamente (a4 1). Esta forma de lei de decaimento,
do caso fracionario, é o mesmo que foi encontrado para as fungoes de Wannier descrito no

Capitulo [4

30 w w w 1.0
@ (b)
25 1 08
~ 2.0k -~
£ £0.6
S 150 S
= =]
< < 04
=10 =
05 0.2
0.0 ; ‘ ‘ 0,0 ; ‘ ‘
000 005 010 015 020 000 005 010 015 020
In(1+1/n) In(1+1/n)
Figura 5.5: Comportamento assintético do estado localizado de menor energia no modelo de Kronig-
Penney com defeito. Os pogos tém intensidade adimensional v = —0.2 com exce¢ao do pogo na origem

que tem intensidade vg = 1.1v. A ordem da derivada de Riesz é (a) a = 2.0 e (b) a = 1.6.
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5.2 Calculo dos estados localizados mediante funcoes
de Wannier

As fungoes de onda na presenca do defeito podem ser calculadas através de combinacoes
das fungoes de Wannier do cristal perfeito, as quais formam uma base para os estados da

particula, ou seja,
U(x) = Z CjnWjn(T) = Z cjnw;(z — na), (5.37)
Jn Jm

na qual j € Z, e n € Z. Substituindo esta ultima na equacao de Schrodinger fracionaria,

Eq. (2.7), dada por

~

Hy(x) = Ey(x),

obtemos

Z Cj/’n/]f[wj/m/ (x) =F Z Cjt Wy ! (.T) (538)
Vs i’

Multiplicando ambos os lados da iltima equacdo por w},,(z) e integrando de —co a +oo,

temos
+00 R +oo
Z (/ w;n(x)ij/m/ (ZL’)d{L’) Cjl ) = EZ (/ w;,TL(x)ijWI ({L’)d{t) Cj’ m/ (539)
j’,n’ —00 j’,n’ —00
ou seja,
> Hiy g Gt = B0 o (5.40)
j/’n/
com
+o00 R
Homiran = [ w0 Hye(a)da, (5.41)

A Eq. (5.40) gera o seguinte problema de autovalores

Z Hjm) () it = ECjm, (5.42)

ol
] 7n
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em que E ¢ autovalor e os coeficientes c¢;, sao as coordenadas dos autovetores. Além

disso, o hamiltoniano pode ser dividido em duas partes, como na Eq. (2.34)), ou seja,

A

H = —C,D*+V(x)

— D"+ Vo (g) +3 v <§+m>

meZ*

~CoD*+ Y V6 <§ + m)

meZ

+ (-3 (2)

a

= H9+W
em que H® ¢ o hamiltoniano do cristal perfeito estudado no Capitulo |4fe

W= AVS (g)

¢ a perturbacao devido ao defeito. Portanto,

+o0
H((;,)TL)(j’,n’) = / U};n(l')H(c)wj/m/({lf)dIlf

A

+oo
Wiy = / w, () Wwj () dz.

o
De um lado tem-se

+oo

©  _a
Himom) = 57 |

w/a .
/ wy, () e~k (@) ap i (x) dk da.
—7/a

Usando a equagao de Schrodinger, dada pela Eq. (4.6)), tem-se

c a Foo /e * —ikn'a
Hi o) = 5 / / W (@) € B (k) () dk da,

(5.43)

(5.44)

(5.45)

(5.46)

(5.47)

(5.48)
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e, substituindo na tltima equagao a funcao de onda dada pela Eq. (2.15)), obtemos

¢ a too pm/a _ikn'a * —ikan'’
H((j’)n)(j/’n,) = o / e~ B (k) wy () Z e~ R 0 () dk div
—oo J—7/a n €7,
w/a . )
— / e—zkn an/ (k>5j7jlelknadk
—7/a
L ,
8. / / e* =m0 By (k) dk. (5.49)

Do outro lado, tem-se

+oo T
WimGny = AV / Wjn(z —na)wy (x—n'a)d (5> dz
= a AV w;(—na)wy(—n'a). (5.50)

Para os cdlculos numéricos e as comparagdes é conveniente levar a Eq.(5.42) a forma

adimensional
> B Gt = €Cian, (5.51)
j/ n/
em que
Hjn) ()
hGmGay = — 57—

T/a ,
= 25j’j// eF=mae (kYdk + a Avw;(—n) wy(—n'). (5.52)
0

5.2.1 Resultados numéricos para os niveis de energia

Para calcular os niveis de energia mediante as fungoes de Wannier, resolvemos nume-
ricamente a Eq. . Em todos os casos, consideramos que a intensidade dos pocos
quanticos ¢ dada por v = —0.2, exceto no poco quantico da origem, vy onde assumira
outros valores. Visando um bom acordo com o método da transformada de Fourier, quan-
tidades relativamente grandes de bandas e de valores de n devem ser usados. Nos calculos
numéricos foram usadas fungoes de Wannier de 16 bandas cujos centros estao no intervalo
—40 < ¢ < 40. Com isso, a matriz diagonalizada foi de dimensao 1281 x 1281, devido ao
truncamento da base. Foram usados dois valores da ordem « da derivada de Riesz .

Nas Figuras[5.6 e apresentamos os niveis de energia. Percebe-se que grande parte
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dos estados esta na faixa das bandas de energia do modelo periédico, o qual foi apresen-
tado no capitulo anterior. Estes modos estao representados pelas linhas na cor cinza e
correspondem a modos estendidos (nao localizados). Em todos os painéis, nota-se que
h& niveis nos gaps. Estes foram destacados pela cor laranja e correspondem aos estados
localizados.

Na Figura |5.6| apresentamos os niveis de energia dos estados localizados para o modelo
de ordem o = 2.0. No painel (a), para vo/v > 1, nota-se a existéncia de apenas um
nivel de estado localizado, abaixo da banda inferior. No painel (b), em que vy/v < 1,
nao existe nivel eletronico abaixo da banda inferior e cada nivel de estado localizado esta

ligeiramente acima de cada banda de energia.

b)yvg=11v (@) vg=09v
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Figura 5.6: Grafico dos niveis de energia dos estados localizados para o = 2.0. A intensidade do potencial
na origem é (a) vp = 1.1v e (b) vg = 0.9 .

Na Figura |5.7] apresentamos os niveis de energia dos estados localizados para o modelo
de ordem fracionaria com « = 1.6. No painel (a), em que vo/v > 1, nota-se que distancia
entre o nivel mais baixo do estado localizado e o fundo da banda inferior, aumenta ao
passar da ordem « = 2.0 para a = 1.6. No painel (b), nota-se que distancia entre o nivel

mais baixo e o topo da banda inferior aumenta ao passar de a = 2.0 para a = 1.6.

5.3 Comparacao entre os dois métodos

Nesta secao apresentamos uma comparacgao dos resultados obtidos pelos métodos apre-
sentados neste capitulo. Os métodos tratam de resolugoes via transformada de Fourier
e via fungoes de Wannier. A comparacgao é feita pela andlise dos resultados do primeiro

nivel de energia dos estados localizados.
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Figura 5.7: Como na Figura mas para o = 1.6.

Na Tabela tem-se a comparagao dos métodos para a ordem da derivada de Riesz
de o = 2.0 e 1.6. Pode-se observar um bom acordo entre os métodos. De fato, em todos
0s casos, o erro ¢ menor que 1%.

E importante ressaltar que, para uma aproximacao numérica mais precisa, o método
pelas funcoes de Wannier necessitaria de maior investimento computacional. Seria neces-
sario ampliar o numero de bandas e de células unitéarias, o que implicaria em aumentar o

tamanho da matriz diagonalizada.

Tabela 5.1: Comparagao dos resultados para o primeiro nivel de estado localizado, obtidos medi-
ante transformada de Fourier e fungoes de Wannier, para a = 2.0 e 1.6.

Ordem | vy | Transformada de Fourier | Fungoes de Wannier | Erro (%)
1.1v -0.4808 -0.4804 0.0832
a=2.0
0.9v -0.3091 -0.3087 0.1294
1.1v -0.8387 -0.8347 0.4769
a=1.6
0.9v -0.4806 -0.4776 0.6242

Da mesma forma, pode-se verificar que existe um bom acordo entre os métodos, ao
considerar a funcao de onda do estado localizado. Com esse objetivo, mostramos na
Figura [5.8 os graficos da fungao de onda obtidos por ambos os métodos para dois valores
da ordem da derivada de Riesz: o = 2.0 e @ = 1.6. A intensidade do potencial do poco
com defeito é vg = 1.1v. Em linha continua sao representados os resultados do método
da transformada de Fourier os quais ja foram mostrados nas Figuras ep.4 Os pontos
se referem ao método das fungoes de Wannier. Pode-se observar que os pontos estao em

cima ou proximos das curvas continuas. Isso prova o bom acordo quantitativo entre os
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métodos.
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Figura 5.8: Grafico da fungao de onda do estado localizado de menor energia no modelo de Kronig-Penney
com defeito. A intensidade do pontencial do pogo com defeito é vg = 1.1v. Comparacao entre o método
da trasnformada de Fourier (linha continua) e o método das fun¢oes de Wannier (pontos). A ordem da
derivada de Riesz é (a)  =2.0 e (b) o = 1.6.

Uma comparagao semelhante foi reportada recentemente pelo nosso grupo de pesquisa
[77]. Fizemos uma comparacao entre o método das matrizes de transferéncia e as fungoes
de Wannier. O trabalho trata de equagoes de ondas de ordem inteira para cristais fotonicos

unidimensionais com defeito.

5.4 Conclusao sobre o modelo de Kronnig-Penney
fracionario com defeito

Estados localizados foram calculados mediante dois métodos diferentes: (i) transfor-
mada de Fourier e (ii) fun¢oes de Wannier. Pelo método da transformada de Fourier,
fez-se uma analise dos estados localizados para diferentes intensidades de potencial e para
a ordem da derivada em o = 2.0 e 1.6. Além disso, apresentou-se as fungoes de onda
para o primeiro nivel de estado localizado. De forma semelhante ao demonstrado no
Capitulo [] para o caso inteiro as fungoes decaem de forma exponencial e para o caso
fracionario decaem em forma de lei de poténcia. Para o método das funcoes de Wannier,
fez-se uma analise nos niveis de energia. Por fim, realizamos uma comparagao entre os
métodos, tanto para o nivel de menor energia do estado localizado, quanto para a func¢ao
de onda do mesmo. E interessante notar que as funcoes de Wannier sao mais exigentes
numericamente. Em primeiro lugar as funcoes de Wannier precisam ser calculadas. Em
segundo lugar é preciso calcular integrais que contenham as fungoes de Wannier. Em ter-

ceiro lugar a obtencao de resultados precisos podem requerer a diagonalizagao de matrizes
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relativamente grandes. Como vantagens, da utilizacao das funcoes de Wannier, tem-se a
flexibilidade com relacao aos tipos de defeito. A troca do tipo de defeito apenas modifica
os valores das integrais. Os coeficientes da combinacao linear revelam imediatamente o

peso que cada banda e cada célula tem na composicao do estado localizado.



Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas

Esta tese apresentou uma investigacao de conceitos fundamentais da estrutura ele-
tronica de materiais cristalinos, em uma versao unidimensional generalizada, mediante o
Calculo Fracionario. Nesse sentido, o operador de energia cinética foi considerado na forma
fracionéria de Riesz. Foi tratado o caso do modelo de Kronig-Penney, que é um potencial
periédico unidimensional com uma delta de Dirac por periodo. Especificamente, analisou-
se o comportamento das propriedades das bandas de energia, das funcoes de Bloch e de
Wannier, com relacao a ordem da derivada fracionaria. Vale ressaltar que as fungoes de
Wannier sao conceitos fundamentais da Fisica do Estado Sélido e que sua aplicabilidade
na Ciéncia dos Materiais vem crescendo apreciavelmente [23]. Aqui foi apresentada a
primeira investigacao das fungoes de Wannier para a equagao de Schrodinger fracionaria.

As definigoes das bandas de energia, das fungoes de Bloch e de Wannier foram usadas
da forma usual. Entretanto, elas apresentam novas propriedades por conta do carater fra-
cionério da derivada. A fim de calcular consistentemente os estados eletronicos e analisar
seus resultados, realizou-se um estudo detalhado da derivada fracionaria de Riesz e, em
particular, de seu carater nao local. Isto incluiu a elaboracao de ilustragoes com auxilio
do software Mathematica [73]. Convém ressaltar que a literatura apresenta debates sobre
a importancia de considerar o carater nao local da derivada de Riesz. De fato, alguns
dos trabalhos citados trataram casos fracionarios com procedimentos cuja validade esta
garantida apenas para derivadas de ordem inteira.

Considerando a nao localidade da derivada de Riesz, resolveu-se a equacao de Schro-
dinger fracionaria para o modelo de Kronig-Penney. A linearidade e a periodicidade do

operador de energia permitem obter as solugoes na forma de funcoes de Bloch. O procedi-

95
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mento de calculo consiste em resolver um sistema de equacoes lineares para os coeficientes
de Fourier da parte periddica da funcao de Bloch. Esse sistema equivale a um problema
de autovalores que foi resolvido numericamente, por diagonalizacao da matriz associada
ao operador de energia. A matriz é de dimensao infinita e, computacionalmente, faz-se
necessario truncar a mesma. Observou-se que a convergéncia dos resultados é lenta, ao
aumentar a dimensao da matriz truncada. Para acelerar a convergéncia, o problema de
autovalores foi reduzido a uma equacao algébrica que contém uma série que converge len-
tamente. Por sua vez, a convergéncia da série foi acelerada com auxilio da funcao Zeta de
Lerch. Isto permitiu obter os autovalores de forma eficiente e precisa, em bom acordo com
os resultados da diagonalizacao. Além disso, encontrou-se um bom acordo entre a banda
mais baixa e o estado ligado de um tnico pogo quantico [25], incluindo o comportamento
assintotico.

A partir desses autovalores, foram calculadas as funcoes de Bloch e de Wannier.
Observou-se que o nimero de bandas em um intervalo selecionado de energia aumenta a
medida que a ordem da derivada fracionaria de Riesz diminui, fixando a intensidade do
potencial. Concomitantemente, as distribuicoes de probabilidade das fungoes de Bloch e
de Wannier tornam-se mais concentradas perto dos pocos quanticos. Elas exibem cus-
pides nas posicoes dos pocos quanticos. Essas cuspides ficam mais acentuadas quando a
ordem da derivada diminui. Fez-se um estudo detalhado do comportamento assintético
das fung¢oes de Wannier e verificou-se auséncia de um decaimento exponencial para o caso
fracionario e um aumento apreciavel do grau de decaimento em forma de lei de poténcia.
O valor absoluto de cada fungao de Wannier simétrica (antissimétrica) na n-ésima célula
decai como |n|~7, onde v = a+ 1 (7 = a+ 2). Isso foi explicado como uma consequéncia
da nao suavidade das bandas e das funcoes de Bloch no ponto I'. Além disso, foram
obtidas féormulas simples para as caudas das funcoes de Wannier.

Para completar a anédlise, variou-se a intensidade do potencial e fixou-se o valor da
ordem da derivada. Para a ordem de derivagao inteira, observou-se que a monotonicidade
das bandas se mantém e a largura das bandas na janela de energia diminui, a medida
que o potencial se intensifica. Como fato interessante, tem-se que no caso fracionério esta
caracteristica é modificada em um certo valor da intensidade do potencial. Acima desse
valor, a largura das bandas aumenta novamente mas com a sua monotonicidade invertida.

Nas fungoes de Wannier observou-se que o grau de localizagao depende da intensidade do
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potencial. Para o caso fracionario, ha inicialmente um aumento da localizacao da funcao e
posteriormente uma diminuicao. Este comportamento ¢ similar ao da largura das bandas
de energia.

Para finalizar a investigacao, foi resolvida a equacao de Schrodinger, com energia
cinética na forma de Riesz, para um potencial que é soma de uma funcao periédica e
outra localizada, que representa um defeito do potencial. Fez-se um estudo sobre os niveis
de energia dos estados localizados e as funcoes de onda do primeiro nivel de energia. O
calculo foi realizado por dois métodos: transformada de Fourier e fungoes de Wannier. Por
fim, fez-se uma comparacgao entre os métodos para o primeiro estado localizado. Verificou-
se um bom acordo entre os mesmos e se observou que a funcao de onda decai como lei de
poténcia.

Como continuidade deste trabalho pode-se resolver a equacao de Schrédinger com ener-
gia cinética na forma de Riesz para outros tipos de potenciais, por exemplo, utilizando
uma Gaussiana em lugar do delta de Dirac. Pode-se resolver problemas incluindo poten-
ciais bi [68] e tridimensionais 78] e potenciais sem simetria de inversao, com o objetivo de
modelar sistemas mais realistas da Ciéncia de Materiais. Além disso, pode-se investigar a
utilizagao desta ou outras versoes das derivadas fracionarias, estender a teoria de massa
efetiva e a teoria de sistemas desordenados. Para este tltimo caso, seria importante veri-
ficar se a desordem também produz decaimento em forma de lei de poténcia. Espera-se
que os resultados apresentados nesta tese possam impactar o trabalho de pesquisadores
nesta area e ampliem o leque de aplicacoes do Calculo Fracionario a Fisica e a Ciéncia dos
Materiais. Nessa linha, serd importante identificar sistemas e regimes em que os modelos

fracionarios simplifiquem, de maneira efetiva, o tratamento matematico do problema.



Apeéendice A
Analise de Fourier

Nesta secao apresentamos brevemente, na perspectiva da Algebra Linear, duas teorias
que sdo pontos de partida da area de Andlise de Fourier (também chamada de Anélise
Harmonica). A série de Fourier nos permite representar fungoes periddicas, a transformada
de Fourier permite representar funges arbitrarias na reta real [79).

Em meados do século XIX Fourier (Jean Baptiste Joseph Fourier, [1768 — 1830])
fisico, matematico e engenheiro, quando estudava sobre a propagacao do calor afirmou,
na publicacao “Mémoire sur la théorie de la chaleur”, que pode-se representar fungoes por
séries em funcao de seno e cosseno ou de exponenciais complexas. Apesar do formalismo
incipiente da época, sua descoberta chamou a atencao de outros estudiosos como Johann
Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) e Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-
1866). Estes deram aos resultados de Fourier mais precisao e rigor, ao perceberem a
preciosidade da pesquisa e seu vasto ramo de aplicabilidade.

Atualmente, a Analise de Fourier estd presente no processamento de imagens e de
sinais, em aplicacoes de Fisica, Probabilidade e Estatistica, nas musicas eletronicas e
em diversas frequéncias caracteristicas de instrumentos musicais, sejam eles naturais ou

artificiais [79].

A.1 Série de Fourier

A.1.1 Forma complexa da série de Fourier

Em algumas situagoes a forma complexa da série de Fourier é mais conveniente, tor-

nando mais simples a resolucao dos problemas. Dessa forma, podemos expressar uma

98



99

fungao f(x), real ou complexa, de periodo L, como combinagao linear de exponenciais de

periodo L. Isto é,

flz) = Cuemlh, (A.1)

nez
que é uma série de Fourier complexa. Aqui C), é o n-ésimo coeficiente da série de Fourier

de f(x), e é dado pela férmula

1 Lo ‘
C,=— (z)e 2w/ Ly, (A.2)
LJ 1

A.2 Transformada de Fourier

Seja g(x) uma fungao complexa ou real definida em (—o0, 00). A sua transformada de

Fourier, denotada por G(k), é definida pela integral

G = [ gty

[e.9]

desde que a integral exista. A transformada de Fourier inversa é dada por

e = 5= [ G,

21 J_ o

desde que a integral exista.
O operador que realiza a transformada de Fourier é denotado por F e é tal que
F(g(z)) = G(k). O operador da transformada inversa de Fourier é F~1(G(k)) = g(z).
Como exemplo apresentaremos a transformada da derivada primeira de ¥ (z) e a trans-
formada da derivada segunda de ¥ (). Isto simplifica uma demonstragao feita no Capitulo

[Bl Usaremos

o) = Fo@) = [ et (A.3)
vw) = FoW) = 5 [ b (A1)

como no Capitulo

Transformada da derivada primeira
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Resolvendo por partes, temos:

F @) = [ e e = iwolh) = ik F(o(). (A5

o0

Transformada da derivada segunda

Resolvendo por partes, temos:

F) = [ et a)de = ihiko(k) = Ko = R F0@). (A0

—00



Apeéendice B
Autovalores e autovetores

Algebra Linear é um ramo da Matematica em que se estudam conceitos fundamentais
tais como Matrizes, Espacos Vetoriais e Transformagoes Lineares. Dentre os conceitos da
Algebra Linear, dois serao destacados nesta secao: autovalore e autovetores, também
denominados valores préprios, valores caracteristicos, valores latentes e vetores préprios,
vetores caracteristicos e vetores latentes, respectivamente. Em inglés os autovalores e
autovetores sao chamados de eigenvalues e eigenvectors respectivamente, em que ha uma
combinacao de idiomas, pois o prefixo eigen é alemao, significando préprio, caracteristico
[81].

A determinacao de autovalores e autovetores de uma matriz sao conceitos essenciais

em aplicagoes praticas de vérias dreas, tais como [82]:

Mecanica Quantica;
e processamento de imagens;

e andlise de vibragoes (de asas de avides e de pontes ou outra estrutura sélida, de

mecanica ou elétrica, dos tipos macroscépica ou microscépica);
e mecanica dos solidos;
e estatistica;

e teoria dos operadores diferenciais e integrais.

LA palavra autovalor aparentemente foi utilizada pela primeira vez, por volta de 1904, pelo matemético
aleméo David Hilbert [1862 - 1943], ao tratar equagdes integrais e, logo depois, no contexto de matrizes
[30].
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Muitas das aplicagoes envolvem o uso de autovalores e autovetores no processo de
transformar uma determinada matriz em uma matriz diagonal. Dessa forma esta secao
apresenta alguns teoremas e definicoes de autovalores, autovetores e diagonalizacao de

operadores, que nos auxiliarao a compreender a utilizacao destas ferramentas.

B.1 Autovalores e autovetores

Definicao: Seja A uma matriz n X n de nimeros complexos. O nimero complexo A
¢ autovalor de A se existir um vetor nao-nulo em C" tal que Av = A\v. Dessa forma,
qualquer vetor nao-nulo que satisfaca AU = AU’ é autovetor de A associado ao autovalor
A [80,83].

Na Figura sao ilustrados seis diferentes configuragoes relativas entre o autovetor,
U, e sua imagem, T'(0) = AU, para valores distintos e reais do autovalor \. Embora nao
foi incluido, o caso T'(¥) = 0 define os autovetores para A = 0. Na Figura, , tem-se a

—

representagao de um vetor ¥ que nao é autovetor de T'(¥)

@A=15 bar=1 (©A=05
2 ‘ 2 ‘ ‘ 2 :
Ty N 5
\Y \
1t ] 1 T® 1 Ry
T
>~ 0 > 0 > 0
-1 -1} -1
—25 -1 0 1 2 25 -1 0 1 2 —25 -1 0 1 2
X X X
(d)A=-05 eA=-1 f)A=-15
2 ‘ ‘ 2 ‘ ‘ 2 : :
v v v
1 v 1 P 1 v
>~ 0 > 0 > 0
TW)
-1 -1 T™ -1
T(V)
-2 L L -2 L L -2 L L
22 -1 0 1 2 22 -1 0 1 2 22 -1 0 1 2
X X X

Figura B.1: Ilustracao de autovetores para diferentes valores de .
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“« <

-2 s ‘
-2 -1 0 1 2

X

—

Figura B.2: Tlustracao do caso em que ¢ néo é autovetor de T'(¥)

B.1.1 Polinomio caracteristico

Pode-se reescrever AU = Iv com [ sendo a matriz identidade n x n , logo:
AT =0 AT —IMT=0ou (A—INT =0.

Definicao: Dada uma matriz A, n x n, chama-se polindbmio caracteristico de A,

denotado por P.()\), ao determinante
det(A —IXN) = (A= A)"™ (A=) (A= \p)™",

onde A1, \g, ..., A\ sdo as raizes da equagdo P.(A\) = 0. Eles sao os autovalores de A. Se
P.()) for de grau n tem-se my +mgo+ -+ - +my = n. Além disso, os autovetores associados

a \ sio os vetores ndo nulos que satisfazem (A — I\)7 = 0 [80,83].

B.1.2 Multiplicidade dos autovalores

Definigao: Seja A um autovalor de uma matriz quadrada A de ordem n [80,84].

a) A multiplicidade algébrica de A, a()), é a quantidade de vezes que ele aparece como
raiz do polinémio caracteristico.

b) A multiplicidade geométrica, v()), de A ¢ a dimensdo do seu autoespagd?

¢) De modo geral y(A) < a()); caso contrdrio nao é possivel determinar autovetores

{01; s; ...; U, } linearmente independentes.

2Define-se autoespaco de A como o conjunto formado pelo vetor nulo e todos autovetores associados a
A
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B.2 Diagonalizacao de operadores

Esta secao apresenta sob quais condi¢oes um operador linear podera ser representado
matricialmente, associado a determinada base, da forma mais simples possivel. A forma
mais simples de trabalhar seré utilizando as matrizes diagonais. Isto ¢ importante para

estudos das fungoes de Wannier [80483].

B.2.1 Matrizes Semelhantes

Definicao: Se A e B sao matrizes quadradas de mesma ordem, dizemos que uma
matriz B é semelhante a uma matriz A, se existir uma matriz P invertivel tal que B =
P1AP.

Observacao: Se B é semelhante a A, entao é certo que A é semelhante a B. Por isso

diz-se que A e B sao semelhantes.

Teoremeﬂ: Duas matrizes sao semelhantes se, e somente se, existem bases em relagao

as quais as matrizes representam o mesmo operador linear.

As matrizes semelhantes compartilham de algumas propriedades. Algumas dessas
foram agrupadas no teorema a seguir.
Teorema da invaridncia: Se A e B sao matrizes quadradas e semelhantes [80],

entao:
e tém o mesmo determinante;

e tém o mesmo tracd}

B.2.2 Diagonalizacao

Tendo conhecimento da definicao das matrizes semelhantes, como na definicao (B.2.1)),
e existindo a matriz P invertivel que diagonaliza A, diz-se que A é diagonalizédvel. Com
isso, apresentamos agora métodos para diagonalizar uma matriz e um teorema cuja de-

monstragao encontra-se em [80].

3A demonstragio encontra-se em [80).
40 trago de uma matriz é a soma dos elementos de sua diagonal [84].
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Teorema: Uma matriz A, nxn, é diagonalizavel se, e somente se, A tem n autovetores
linearmente independentes [80].

Método para diagonalizar uma matriz [80]:

e Passo 1: Deve-se encontrar n autovetores linearmente independentes de A, ou seja,

V1, V2, ..., Up.

e Passo 2: Deve-se montar a matriz

cujas colunas sao os n autovetores.

e Passo 3: Encontra-se a matriz diagonal P~*AP = D cujos elementos sobre a

diagonal sao os n autovalores de A que correspondem as colunas de P.

B.3 Transformacoes hermitianas

Uma matriz quadrada A é definida como matriz hermitiana quando coincide com
sua transposta conjugada AT = (AT)*, ou seja, quando A = Af. Como consequéncia, os
numeros da diagonal principal sao reais.

Toda matriz hermitiana, tem as seguintes propriedades:
e Seus autovalores sao reais.

e Se v e u sao dois autovetores associados a autovalores distintos, entao u e v sao

ortogonais, ou seja, o seu produto escalar, (u,v), é nulo.

No caso particular de um espago vetorial de fungoes complexas que tomam valores em

um intervalo [a, b], o produto escalar das fungoes u e v é dado por

b
(u,v>:/ u*(z)v(z)de. (B.1)

Um conjunto de fungdes u;, enumeradas pelo indice j, é ortogonal no intervalo [a, 0]
quando (uj,u;) = 0, para j # j'. Uma fungdo u estd normalizada no intervalo [a, b]

quando (u,u) = 1. Um conjunto de funcoes u;, enumeradas pelo indice j, é ortonormal
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no intervalo [a, b], quando

1, sej=yj
<Uj, Uj/> = (sj,j’ = <B2)

0, se j#J"

Em outras palavras, um conjunto ortonormal de func¢oes é um conjunto ortogonal de

funcoes normalizadas.



Apéndice C

Delta de Dirac e degrau de Heaviside

C.1  Funcao delta de Dirac

O engenheiro elétrico e matemético Paul Dirac [1902 - 1984] apresentou, em seu livro
“Principles of Quantum Mechanics”(1930), a funcao delta 6(x), também conhecida como
funcao impulso, com a finalidade de facilitar algumas operacoes da fisica matemaética
[85-87]. Entretanto, por nao se tratar de uma fungao de fato, causou inquietacao entre
os matemadticos. Dez anos depois, em 1940, o matemético francés Laurent Schwartz [1915
- 2002] estudou e desenvolveu a teoria de distribuicoes, a qual formaliza e generaliza a
teoria da funcao delta de Dirac [86].

Neste trabalho optamos por tratar a §(z) como fungdo com um comportamento inusual
na vizinhanca do ponto x = 0. Nesta vizinhanca ela nao é diferencidvel, nao é continua
e nao ¢ limitada. Fora da vizinhanca é identicamente nula [85]. Neste sentido, a fungdo

delta de Dirac é definida como [87]
§(z) = (C.1)
na qual, x é real, com [87,[8§]
C.1.1 Propriedades da delta de Dirac
A funcao delta de Dirac possui as seguintes propriedades:
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e Filtragem:

/ 5o — a)f(a)de = f(a)

[e.9]

Paridade:

Escala:

Transformada de Fourier:

/ S(t)e Rdt = 7™ =1,

o0

Transformada de Fourier inversa:

C.1.2 Delta de Kronecker

108

(C.4)

(C.7)

(C.8)

A funcao delta de Dirac tem como argumento uma varidavel continua. Em muitas

aplicagoes aparece §(z — a), com a propriedade [C.3] Seu anédlogo no dominio dos inteiros

¢é o delta de Kronecker.

Pode-se definir nos inteiros a funcao tal que

0, sex#0
0p = 7
1, sex =0.
Dessa maneira,
0, sex #a
51’—(1 = %

1, sex =a.

(C.10)
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Usualmente, a delta de Kronecker é definida por
Oz.0 = Op—q- (C.11)
Convém notar que, para cada inteiro a, vale

> (@) b0 = fla). (C.12)

TE€EZ

C.2 Funcao de Heaviside

A funcao degrau unitério ou fungao degrau de Heaviside, ©(x), deve seu nome ao cien-
tista inglés Oliver Heaviside [1850-1925]. Essa fungdo é tdo importante quanto o impulso
unitéario, que é representado pela delta de Dirac. O degrau é definido matematicamente
por [85-87,[89]

0 sex <0
O(z) =19 1/2 sex=0 (C.13)

1 se x > 0.

Consequentemente, de maneira mais geral, vale [85-87]

0 sex <a
@(l‘ — CL) = 1/2 se r=a (014)

1 ser > a.

C.3 Funcao Heaviside x funcao delta de Dirac

No contexto do calculo diferencial a derivada ©’(x) seria nula para todo x # 0 e nao
seria definida na origem. Entretanto, na fisica matematica se tornou necessario definir a

derivada de ©(z) em toda a reta real, a saber, verifica-se que['| [85}[36],

i(z) = di;@(x)

Esta relacao reforca que a funcdo delta de Dirac nao é uma funcao, dado que o lado

direito da igualdade é a derivada de uma fungao descontinua [85]86].

LA demonstracio desta relagio encontra-se em [86].



Apeéendice D

Poco delta na equacao de

Schrodinger fracionaria de Riesz

O caso de um poco delta na equagao de Schrodinger fracionaria de Riesz foi resolvido
originalmente por Capelas de Oliveira et al. [25]. Neste apéndice, para facilitar as com-
paragoes necessarias, o apresentamos com as nossas notagoes e detalhes complementares.

A equacao que pretende-se resolver é a Eq. . Esta é a equagao de Schrodinger

fracionaria independente do tempo, dada por
—CaD%P(x) + V(2)(z) = E(x),

para o potencial V(z) = —Wd(x), em que W ¢é uma constante.

Aplicando a transformada de Fourier em ambos os lados da equacao, tem-se
Calk|*¢(k) = W1p(0) = E¢(k), (D.1)
ao colocar ¢(k) em evidéncia, tem-se
(Calk[* = E)o(k) = W1(0). (D.2)

Considerando o caso em que E < 0, obtemos

W1(0)

Cokl— E (D-3)

¢(k)
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Substituindo a Eq. (D.3)) na transformada inversa de ¢(k), tem-se

W (0 +o00 zkzxdk
ola) = F o) =5 2 [ on
Em particular, para x = 0 vale
_ Wy(0) +oo dk
v(0) =5 /_oo b — £ (D-5)

Se 1(0) fosse nula, a funcao de onda seria nula em toda a reta, o que nao pode acontecer.

Como 1(0) # 0, obtemos a equacao que permite calcular as bandas de energia, ou seja,

w to dk
=1. D.6
21Co J_oo |K|* — & (D-6)
Por simetria, pode-se reescrever esta na forma
W[t dk
— =1 D.7
7Ca Jo k| — c% (57

Considerando que a energia é negativa, convém fazer a substituicao

E
= —pe D.
C. ’ (D-8)

e reescrever a Eq. (D.7)) como

Wt dk
7Co Jo  |k[* T ho

~ 1. (D.9)

Substituindo ¢ = k/h, obtém-se

w teo i
_— = 1. D.1
wCoho=t Jo  te+1 (D-10)
Portanto, temos
WI,\ a1
h = D.11
( Caﬂ- ) ) ( )

em que [, é calculado mediante a férmula 3.241.2 (p. 322) da Ref. [74], a saber

o« = /0+OO ¢ _ 7 csc <z> : (D.12)
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Combinando as Egs. e (D.11]), encontra-se a seguinte solugao para a energia

I\ a1
E=-C.,h* =-C, (E) ) (D.13)
c,m

A funcao de onda, dada pela Eq. (D.4]), pode ser simplificada por simetria. O resultado

_ W(0) /+°° cos(kx)dk
w(x) - Wca 0 ka + ha . <D14)
Substituindo ¢ = k/h, temos
_ W(0) /+°° cos(hxt)dt
Y(z) = prowr= A o1 (D.15)

De acordo com as Egs. (D.10]) e (D.12)), temos

o) = v0) 2, (D.16)
em que . )
Faly) = /0 (K:;(—‘f)lt (D.17)

A Eq. (D.17)) foi resolvida nos trabalhos [25]26], tomando as transformadas de Mellin e
usando a definicao da fungao H de Fox. Neste trabalho, quando necessario, a integral é

avaliada numericamente. Esta é uma alternativa ao desenvolvimento de rotinas numéricas

de avaliagao da funcao de Fox. Avaliando a Eq. (D.17) em y = 0, resulta que
Fa<0) = [a- <D18)

Ainda devemos calcular 9(0), a fim de normalizar a fungdo de onda. A condigao de

normalizacao é definida pela Eq. (2.4)), isto ¢,

—+00
| =1 (D.19)
que é equivalente a
2 +o0o
@/ F2(hz)dx = 1. (D.20)

Fazendo a substituigdo y = hx e, sem perder generalidade, escolhendo ¥(0) > 0, obtemos
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v(0) = —— .
72 F2(y)dy

A integral no denominador pode ser calculada como segue:

oo oo /oo t)dt\”
p = [ ([ e
/—oo a<y) Y —00 0 t*+1

1 +oo +oo e—iyt dt +o00 6iyu du
= 7 . a dy
4/ o oo 41 oo U1

/-i-oo /+oo / Zy(u ) dy

(to 4+ 1)(u~+1)

De acordo com a Eq. (C.8), obtemos

+o0
/ e dy = 276 (u — t).

Portanto, vale

[ mwaw = 5] :O Mi?uiuﬂ)
/
e

Com o auxilio da férmula 3.241.5 (p. 322) da Ref. [74], obtemos

| X

| X

2 2
o o) o

Levando em conta a Eq. (D.12]), conclui-se que

/_+OO F2(y)dy = ~(a — 1)1

00 o

du dt.

/_+OO F2(y)dy = WM cse (g — 7r) = MCSC (g) :
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(D.21)

(D.22)

(D.23)

(D.24)

(D.25)

(D.26)
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Finalmente, combinando as Egs.(D.21]) e , obtemos que

¥(0) ah

T e — D.2
I, m(a— 1)1, (D-27)
Entao, combinando as Eq. (D.16) e (D.27)), concluimos que a fungdo de onda é
ah
Y(z) = Fy(hx) (D.28)

m(a— 1)1,



Apeéendice E

Solucao do modelo de

Kronig-Penney de ordem inteira

A equagao que pretende-se resolver é a Eq. {) Aqui adotamos Cy = % para
simplificar os calculos. Trata-se da equagao de Schrédinger unidimensional estacionaria

(independente do tempo), de ordem 2,

[_Czd_Q + V(x)} Y(x) = Ey(x),

dx?

na qual o potencial é da forma

V(a:)zVZé(%—m),

meEZ
como apresentado no Capitulo 2]
Para z no intervalo (0, a), temos
d*Y(z)
ou seja,
" E
9'(r) =~ (). (5.2
—Co

Introduzindo o niimero @), real ou imaginario, tal que

)
=&

Q? (E.3)
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tem-se que a Eq. passa a ser a seguinte equacao diferencial
U'(x) = Q™ ().
Sua solucao geral é dada da forma
Y(z) = Acos(Qz) + Bsen (Qx),

e a sua derivada é

V' (z) = Q[—Asen (Qz) + B cos(Qx)].
Da condicao de Bloch, Eq. , temos
Ur(x + a) = e*uy ().
Nesta, tomando o limite para z — 07, temos
P(a®) = e p(07),
e como a funcao de onda é continua

P(a) = lim+w(x) = lim ¢¥(z)

T—a Tr—a—

= (a”) =v(a).

O que implica em

P(a”) = e*ap(07).
Combinando a Eq. (E.D) e a Eq. (E.11)), obtém-se

Acos(Qa) + Bsen (Qa) = e A.
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(E.4)

(E.7)

(E.8)

(E.9)

(E.10)

(E.11)

(E.12)

Derivando a Eq. (E.7), obtemos que a derivada da funcao de Bloch satisfaz a mesma

condicao, ou seja,

V(2 +a) = et (2),

(E.13)
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entao, vale

Y (a™) = ey (0T). (E.14)

A derivada da funcao de onda nao precisa ser continua, isto depende do potencial. Para
determinar seu comportamento na vizinhanca de x = a, convém integrar ambos lados da

equacao de Schrodinger de a — o até a+ o, com 0 < o < a, e tomar o limite o — 07. Isto

¢,
a+o a+o a+o
—02/ W (2)dx +/ Vs <§ - 1) b(w)de = E/ b(w)de, (E.15)
que equivale a
ato a+o
—Co) (2)]877 + / Vad(x — a)(x)dx = E/ Y(z)d. (E.16)

Tomando o valor médio da funcao de onda no intervalo [a — o, a + o], resulta na equagao

—Co[ (a+0) — ¢ (a—0)] + aVi(a) = 20 E(Y(2)) [a—0,a+0]- (E.17)

Portanto, quando o — 0T, temos

—Co'(a™) —¢'(a7)] + aVip(a) =0, (E.18)
ou seja,
1+ 1o— aVl
via) = vi(a7) + 5 (). (E.19)

Entao, substituindo a Eq. (E.14)) na Eq. (E.19),
M (0%) = ¢ (a7) + —-4(a). (E.20)
Substituindo as Eq. (E.5)) e (E.6) na Eq. (E.20), obtemos

Q[—Asen (Qa) + Bcos(Qa)] + %[A cos(Qa) + Bsen (Qa)] = e**QB. (E.21)

As Egs. (E.12) e (E.21) formam um sistema de equagoes lineares homogeéneas para A
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e B. Para simplificar, denotamos ¢ = cos(Qz) e s = sen (Qz), e o sistema adota a forma

(c—e*)A+sB=0

(“C—Vj - Qs) A+ (Qc + 9 — Qe“m> B =0. (E.22)

Como A e B nao podem anular-se simultaneamente (para evitar que a fun¢do de onda
seja identicamente nula), o determinante do sistema deve ser nulo. Assim, chegamos nas

seguintes equacgoes equivalentes

(c — ) (Qc + avs Qeika> = s <a_Vc — Qs) ,

CQ CV2
Q(eika o)+ %Vj(c_ eikq) _ agjs — 08,
Q[S2 4 (eika o 6)2] — avseika’
Cy
Qs® + 2 — 2ceia 4 2] — avseika’ (E.23)
Csy
e
Q[1 — 2ce™™ + e?ka] = %Vseika. (E.24)
2
Dividindo por e**¢ ambos os lados da Eq. (E.24)), obtemos:
Q™™ +e ™ — 2c] = a_Vs, (E.25)
Cy
entao
aV's
2Q]cos(ka) — ] = o (E.26)
2
ou seja,
aV
Q[cos(ka) — cos(Qa)] = ¢ sen (Qa). (E.27)
2

Como solucao imediata, tem-se () = 0, ou seja, £ = 0. H& outras solugoes da forma
Qa = nm, com n € Z*, desde que cos(ka) = (—1)", que acontece em k = (n +2m)Z. As

solucoes restantes, com QQa # nm, determinam a forma das bandas e satisfazem

Cy  a sen (Qa)
V 2Q cos(ka) — cos(Qa)’ (E-28)
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ou seja, substituindo a Eq. (E.3)),

C_a [C _ sen(@) (E.29)
Vo2 E  cos(ka) — cos(Qa)
Passando a forma adimensional, utilizando E = eC) (27”)2, V = vCs (27”)2 ek = /{%”,
obtém-se
1 (i)Q _a b o sen (2my/€) ’ (E.30)
v \27 2 Ve 27 cos(2mk) — cos(2m/€)
ou seja,
1 7 sen (2m4/¢) (E31)
v \e[cos(2mk) — cos(2mv/€)]
Comparando com a Eq.(4.30]), conclui-se que para o = 2 vale
2
Gle, k) = ™ sen (2m/€) (E.32)

 e[cos(2mk) — cos(2my/€)]



Apéndice F
Aceleracao da série G(¢, k, &)

Na ciéncia ha muitos problemas cujas solugoes sao expressas mediante séries, tais como
as séries de Taylor e as séries de Fourier [90]. Na teoria dos nimeros, a funcao zeta de
Riemann, ((s), é usualmente definida por uma série [91].

H& casos em que o valor limite da série nao pode ser calculado de forma exata, ou
em que nao é conhecido tal procedimento. Isto faz com que precisemos utilizar métodos
numéricos. Nesses calculos, as séries sao muitas vezes aproximadas mediante truncamento
até os N primeiros termos. Algumas séries convergem rapidamente, tais como ((3), cujo
erro de truncamento tende a zero como 1/N?. Outras convergem devagar, tais como
¢(3/2), cujo erro tende a zero como 1/v/N. No caso das séries que convergem lentamente,
faz-se necessario utilizar métodos de aceleragao da convergéncia.

No século XIX, Mathias Lerch [92,/93] e Rudolf O. S. Lipschitz [94,95], estudaram a
funcao que recebe o nome de funcao zeta de Lerch. Ela também é chamada de fungao
zeta de Lerch-Lipschitz, por alguns estudiosos [96]. Ha outras fungdes que sdo casos
particulares desta e que tém importancia na Matematica, tais como a funcao zeta de
Hurwitz e a funcao zeta de Riemann.

A funcao transcendente de Lerch é uma generalizacao da funcao zeta de Lerch. Tais
fungdes tém aplicagoes na termodinamica de gases ideais quanticos |97], em célculos sobre
integrais duplas e infinitas [98] e em cdlculo de integrais multiplas [99]. Resumindo, de
acordo com Navas (2013, p.22) esta funcao ‘tem aplicagoes variando da teoria dos nimeros
a Fisica’ e ‘é frequentemente utilizada para obter novas identidades’ [100].

Neste apéndice vamos tratar da série da fungao G(e, k,&) definida pela Eq. (4.41).

Para acelerar a convergéncia da série truncada, é utilizada uma aproximacao do erro de
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truncamento. Essa aproximagao é expressa em termos da funcao zeta de Lerch.

F.1 Funcoes de Lerch

A zeta de Lerch é uma funcao complexa de trés argumentos [101], cujos valores sao

dados pela série
27rz§n

oo
(N Z (F.1)
em que £ e k sao reais, enquanto s pode ser complexo. As restricoes adotadas aqui para
os argumentos sao Kk € Z_ e Re(s) > 1. A série tem como casos especiais outras fungoes

importantes da Matemética, tais como a fungao zeta de Riemann, que é dada por [98,(101],

[e.e]

DY e L(0,s,1), (F.2)

n

para Re(s) > 1, e a funcao zeta de Hurwitz, que é dada por
= 1
((s,k) =Y ———=L(0,s,5), (F.3)

para Re(s) >1lern e C—-Z_.

Na Figura sao apresentados valores da zeta de Lerch como funcao do argumento
&, com k = 0.5, para trés valores de s. De acordo com a Eq. , a zeta de Lerch é
uma funcao periédica de &, com periodo 1. A parte real é simétrica em relacao a & = 0.5,

enquanto a imaginaria é antissimétrica.

8 1
- =16
L% 5 - s=18
o 6+ o $=2.0
2} vl
X2 X J
- 4 d .;_;_: _____ ; Y
3 E S
2 . _ ,
0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0
3 &

Figura F.1: (a) Parte real e (b) parte imagindria da zeta de Lerch como funcao de primeiro
argumento, &, com k = 0.5, para trés valores de s.

Atualmente, os calculos numéricos envolvendo a fungao zeta de Lerch podem ser feitos

mediante o software Mathematica |73]. Ele disponibiliza o comando Lerch] |, que refere-se
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a funcao transcendente de Lerch, dada pela série

o0

(z,8,K) (F.4)

Tl KJ
n=0 +

para z,s e k € C [98|101]. O caso |z| = 1 reduz-se a zeta de Lerch. Se |z| > 1, entdo a
série diverge e, quando |z| < 1, a série converge, independentemente do valor de s. Em

termos desta nova funcao, a funcao zeta de Lerch é o caso particular

L(&, 5, k) = ®(e¥™ s, k). (F.5)

F.2 Aplicacao da funcao zeta de Lerch

Como parte do desenvolvimento do Capitulo [4 surgiu a necessidade de avaliar nume-

ricamente a série bi-infinita dada pela Eq. (4.41]), ou seja, escrevendo s em lugar de «,

RVEIEDD e (F.6)
e |k + nl*
em que s, €, k,§ € R, com as restrigoes s > 1, e {n €Z:e= |k +nl} =0.
Ao truncarmos a série da Eq. , tomando valores de n em Zy ={n€Z: —-N <

n < N}, com N suficientemente grande, obtivemos a fungao

e27ri(n+n)§

GV (e, 1,€) = Z Py v (F.7)

Zn

Esta série truncada apresenta uma convergéncia muito lenta, como seré ilustrado adiante.
Para obtermos uma aproximacao da série que convirja mais rapidamente do que a
série truncada, faremos uma estimativa do erro de truncamento. Para isso, utilizaremos

a funcao zeta de Lerch. O erro de truncamento é dado por

Ex(e,5,6) = GY(e,r,6) — G9(e, k,¢€)

i 627Ti(n+n)§ f 627Ti(n+n)§
n=N+1 €= (n T H)S n=—(N+1) €= (n + H)S

= gV (e, 5, 6) + g (e, —r, —€), (F.8)
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com
0 2mi(k+n)€ > 2mi(k+n)€ 1
(s) € (&
g (eré) = = Y ———0—= ) : . (F.9)
nent1 € (n+K)* n=N-+1 (n+&) 1= (n+r)?

A fracao 1_;6 é a soma da série geométrica, cujo primeiro termo vale 1 e cuja razao

)
éq= (n%@ Quando N é suficientemente grande, ou seja, |e| < (K + N + 1)%, a série

geométrica é convergente. Isso permite reescrevermos a Eq. (F.9) como

0 2mi(k+n)E X m
(5) ¢ _
g (67 /{75) = < 3)
v o s T;) e
om €2 27rz(f~i+n)§
2 N1 ()"
= mz:()E e Z n—}—/ﬁ}—{—N—i—l)s(mJﬂ)
_ 27rzl€+N+1§ ngL 5 sm+1),H+N+1)7 (FlO)
m=0

onde L ¢é a fungao zeta de Lerch apresentada na secao anterior.
O erro de truncamento é dado exatamente pelas Equacoes (F.8) e (F.10). Apesar
da série na ultima linha da Eq. (F.10]) ser dificil de avaliar exatamente, nota-se que ela

converge muito rapidamente. Portanto, como estimativa do erro de truncamento temos

En(e,m,€) = Exar(e,5,6) = g0 (e, r,€) + gih (e, —r, =€), (F.11)
em que
M
V(e r, &) ~ gWhle k) = emHNEN"em [ (¢ s(m+ 1),k + N +1).  (F.12)
m=0

Na proxima secao, sera mostrado que basta tomar M = 2 para atingir resultados muito
satisfatorios. Em lugar de aproximar a série pela forma truncada GE\S,) (€, K, &), que converge

lentamente, usaremos a aproximacao da forma

GS\S]?M(E’ "1’5) = G%)(G, Haf) +EN,M(65 575)7 (F13)

que converge mais rapidamente. A sequéncia de valores de GE\S}?M(E, k,€) é chamada de
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série acelerada.

Figura F.2: Valores da série truncada, Gg{?) (e,K,&), em linha continua, e da série acelerada,

GS\SL)Q(G,F;,Q“), em linha tracejada, para s = 1.6, k = 0.2 e £ = 0, com N = 20. As linhas finas

verticais sao assintotas.

E interessante analisar a série da Eq. como funcao de €. A Figura mostra
os resultados para s = 1.6, k = 0.2 e £ = 0, obtidos mediante a série truncada Gs\s,) ea
série acelerada Gg\?z, com N = 20. H& regioes em que as duas formas de aproximar a série
diferem visivelmente. O mais importante é que em calculos que utilizam esta série nesta
tese, o erro nao deve superar valores tao pequenos como 10720, Isto justifica o esforco

aqui realizado para acelerar a convergéncia.

F.3 Testes de convergéncia

Nesta secao sao apresentados, em tabelas e graficos, os valores aproximados da série
definida pela Eq. . Eles foram obtidos mediante os métodos apresentados na se-
¢ao anterior. Serd possivel comparar as velocidades de convergéncia da série truncada
e da série acelerada. Os calculos e os graficos foram desenvolvidos mediante o software
Mathematica [73].

Na Tabela sao mostrados os valores da série truncada, Gﬁ)(e,m,f), e 0s va-

lores da série acelerada, GS\S,)M(G, k,§), para M = 2. Os valores dos parametros sao
s =16,e = =03,k = 0.2,£ = 0, e o indice de truncamento, N, toma valores do 0 ao

100 001. Observa-se que ng) (€, K, £) apresenta uma convergéncia extremamente lenta. De
fato, em N = 100000 algumas das casas decimais mostradas apresentam variagao. Dife-

rentemente, Gg\s,?z(e, Kk, &) apresenta convergéncia para um valor préximo de —6.762766191.



As primeiras nove casas decimais deixam de mudar a partir de N = 20.

Tabela F.1: Valores da série truncada, G ]\S,

s=1.6,e=—03,rk=0.2¢=0.

(s)

N Gg\sf)(ev K, 5) GS\??M@?’@&)

0 | -2.658541048 | -6.849236704

5 | -5.571329725 | -6.762767157

10 | -5.951316969 | -6.762766221

19 | -6.202327531 | -6.762766192

20 | -6.218862128 | -6.762766191

21 | -6.234157613 | -6.762766191

100 | -6.553086690 | -6.762766191
1000 | -6.709952330 | -6.762766191
10000 | -6.749496350 | -6.762766191
99999 | -6.759432847 | -6.762766191
100000 | -6.759432867 | -6.762766191
100001 | -6.759432887 | -6.762766191
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s . S
, e da série acelerada, va)w com os argumentos sendo
K

Na Figura sdo mostrados os valores da série truncada e da série acelerada, de
modo que é possivel comparar as suas velocidades de convergéncia. Nos célculos toma-se

0 < N <200, com (a) s = 1.6, (b) s = 1.8 e (¢) s = 2.0. O painel (a) mostra os

comportamentos observados na Tabela [F.1L Pode-se perceber que G§332(e, K, &) converge

rapidamente para um valor préximo de —6.762766191. Tomando este valor como referén-
cia, é facil compreender o quanto é lenta a convergéncia da Gﬁ)(e, k,&). Nota-se que os
termos além de N = 200 terao uma contribuicao de aproximadamente (.14 para a soma.
Nos painéis (b) e (c), as séries aceleradas convergem aproximadamente para —6.154672731
e —5.839424019, respectivamente. Numa andlise geral, a comparacao dos trés painéis per-
mite concluir que, independentemente do valor de s, a funcao GE\S,?Q(e, K, &) mostra-se mais
eficiente, por apresentar uma convergéncia muito mais rapida. Observa-se que, quanto
menor o valor de s, mais lenta é a convergéncia da série truncada. Além disso, é possivel
verificar que a estimativa do erro de truncamento, E](\}GV)Q, tende a zero como 1/N*71,

E importante ressaltar que a velocidade de convergéncia das séries aceleradas depende
do indice M em que truncamos a série na Eq. . Nos resultados mostrados anterior-
mente, usamos M = 2. Para termos uma ideia da influéncia do valor de M, analisamos o
caso s = 1.6, e = —0.3, kK = 0.2 e £ = 0. Considerando nove casas decimais, a Tabela |F.2

mostra os valores do indice N em que a série acelerada para de mudar para M = 0,1,...,4.

Percebe-se que M = 2 produz resultados satisfatérios para um valor relativamente baixo
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(a) s = 1.6 (b) s = 1.8 (c) s =20

Figura F.3: Valores da série truncada, Gg{f-)(e, k,€), e da série acelerada, Gg\i)Q(e, Kk, &), para (a)

s=1.6, (b) s=18¢€ (c) s =2. O indice de truncamento, N, varia de 0 a 200 com passo 5.

do indice N de truncamento. Mudando o valor de s, nossos testes numéricos indicam que

o valor absoluto do erro da série acelerada Ggf,?M(e, k,0) decai como 1/NM+2)s=1,

Tabela F.2: Valor de M, indice Ng em que as primeiras nove casas decimais de Gg\s})M(e, K, &)
deixam de variar e lei de decaimento do valor absoluto do erro da série acelerada.

M 0 1 2 3 4
No | 6911 275 20 14 )

|G§\?M_GS\S/)| N-22 | N-38 | y—54 | Ny-T0 | 86

~ —1.0t ~ —0.9C

Q QG

ey * RG] s o Im[GY)]

9 - REGY,I 9 - MG,

g -11f 3 -0.92 -

o] o]

O O 0000000 0002.00,8,

[0} © o Y

= . = G

< 22009, <

o 23t tateste S

2 2

— 3 —
1'1“0 10C 20C O'940 10C 20C
N N
(a) (b)

Figura F.4: (a) Parte real e (b) parte imaginaria da série truncada, Ggf,)(f,ﬁ,f), e da série
acelerada, G%)Q(e, k,&), para s = 1.6, e = —0.3, Kk = 0.2 e { = 7/6. O indice de truncamento,

N, varia de 0 a 200 com passo 5.

O teste de convergeéncia foi realizado para diferentes valores nao nulos de . A Figura
F.4| mostra os resultados para s = 1.6, e = —0.3, kK = 0.2 ¢ £ = 7/6. Como esperado, a
série acelerada converge mais rapidamente que a série truncada. No entanto, diferente-

mente do caso & = 0, a série truncada oscila e parece convergir menos lentamente que na
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Figura [F.3(a). De fato, é possivel verificar que a estimativa do valor absoluto do erro de

truncamento, |E1(\}i)2], tem como cota superior 1/N°®.

F.4 Conclusoes sobre a aceleracao de convergéncia

Foi aplicada a funcao zeta de Lerch para acelerar a convergéncia de uma série que
tem grande importancia nos desenvolvimentos do Capitulo ] Através das tabelas e gré-
ficos apresentados pode-se concluir que a série sob investigacao converge lentamente para
valores do expoente s menores que 2. Foi visto que gragas a aceleracao da convergeéen-
cia, pode-se trabalhar satisfatoriamente com uma quantidade relativamente pequena de

termos.



Apéndice G

Soma exata da série G(¢, K, &) para o

caso Inteiro

No caso inteiro, a = 2, a série da Eq. (4.41]) é dada por

627ri(n+n)§
Glend) = D~
_ merm B (sen [2my/e (1 + [€] = €)] + €™ sen 21 /e (€ — [¢])]) 1)
B Ve (cos(2mk) — cos(2m4/€)) R
em que [¢] é a parte inteira de £&. Como resultado, a série da Eq. torna-se
B B 7 sen (2m/€)
Gle, k) = Gle %, 0) = Ve (cos(2mk) — cos(2my/€)) (G-2)
Entao, a Eq. pode ser escrita como
cos(2mk) = f(e), (G.3)
onde
f(€) = cos(2m/€) + M. (G.4)

\/E
Ao tomar /e = zm quando € < 0, esta funcao é suave sobre a linha real e satisfaz
lim., o f(€) = +oo. Como € cresce, f(€) primeiro cai para um valor abaixo de —1, entéao,
ele alcanga um valor acima de 41, e continua a oscilar dessa maneira (ver Figura. . De
acordo com a Eq. (G.3), as bandas de energia sdo dadas pelos intervalos onde | f(e)] < 1.

Eles estao separados pelos gaps e podem ser rotulados pelo ntimero inteiro nao negativo

128
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IR AENG A

Figura G.1: A fungdo f(e) dada pela Eq. (G.4) para v = —0.2. As alturas das linhas horizontais sao —1
e +1. As energias das regides sombreadas correspondem as bandas. As linhas verticais sao dadas por

f'(e) =o.
J- O coeficiente do decaimento exponencial, h;, da funcao de Wannier da banda de indice
j foi dado por Kohn [10]. O j-ésimo gap contém um valor de energia, denotado como €;,

onde f'(e) se anula. Isso leva aos nimeros h; = arccosh(f(¢;)). Entdo,

h, if j =0,
hy=14 " (G.5)

min(hj,l, hj), lfj > 0.

Quando v = —0.2, obtemos hg = 1.90593, h; ~ 0.652593 e hy =~ 0.425581.



Apéendice H
Demonstracoes auxiliares

Neste apéndice apresentam-se algumas demonstragoes breves que ajudam a fundamen-

tar os resultados desta tese.

H.1 Ortonormalizacao das funcoes de Bloch

Nesta secao, demonstra-se a propriedade da funcao de Bloch, mencionada no Capitulo
nomeada de condicao de ortonormalizacao.

Para auxiliar nos calculos utiliza-se a seguinte férmula,

3 eitna %”5(1{), (H.1)

neL

vélida para —27/a < k < 2m/a, como demonstrado por Nacbar [50]. A integral do

produto de duas fungoes de Bloch quaisquer é dada por

400 (n+1)a
U@l = Y [ e

- nez v "o

= Z/o V5 (€ +na)py p(§ + na)dé

nez

= 2 / e (€)% 0 (€)dE

nez 0

= ) et /0 ) U5 (€)W g (€)dE

ne”L

2T .,
= 5j7j/75(k — k),
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desde que

[ st =1 (1.2)

H.2 Existéncia da funcao de Bloch

No Capitulo [2| afirmamos que o teorema de Bloch podera ser usado para o caso fracio-
nario. Nesta secao apresentamos a demonstracao de que o operador hamiltoniano comuta

com o operador de translacao. Primeiramente temos que

TH(z) = T(—CoD*¥(x)+ V(z)())
_ T(% / |k|ae%<k)dk+vw<x)>

21 J_ o

—1 [t )
= —C’az— / |k\°‘em(x+“)¢(kz)dk + V(z+a)yY(x + a).
7T — 00
Como o potencial é periddico, V(z + a) = V(z), tem-se

1 oo
THY(x) = —Caz—; /_ k|*e* ek p(k)dk + V (z)(z + a)

—1 [t , too
= —C’a2— k| etk / e~ *@= Ay () dxdk + V() (x + a)
T

—00 — 00

= —Ca2—; / |k |~k / e * (x4 a)dxdk + V(2)(z + a)

_ ot fook“’“foo dk +V
= ~Cagr [ PR FWle+ )k + Vi)t +a)

= [-C.D*+V(z)|Y(xz+a)
= HTY(z).

Da comutatividade dos operadores segue a existéncia das fungoes de Bloch, ou seja,
dos autovetores comuns de ambos operadores [7]. Isto garante a utilizagao das fungoes de

Bloch e seus teoremas para a ordem fracionaria.
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H.3 Ortonormalizagao das funcoes de Wannier

Como mencionado no Capitulo 2 as fungoes de Wannier formam um conjunto orto-

normal. Segue a demonstracgao:

400 +o00 a w/a ik a w/a i
/OO wj, (T )wjr g (T)dr = /OO g/ﬂ/ae Yiwdho /ﬂ/a “apy odk! | da
CL 9 p7/a w/a — ) +oo .
= (o) [ et [ e s
—7r/a —7/a —0o0

/a -
= L / / (k)5 — k)dk dk
—ﬂ'/a —7r/a

a

_ o 5] p / zak(n—n )dk’

w/a

= 0jjOnn-

H.4 Equivaléncia entre duas definicoes da derivada

de Riesz

Como mencionado no Capitulo 2| a Eq. (2.20) produz os mesmos resultados que a

definigao usada na Ref. [27], que é dada por:

de, (H.3)

Do (x) = (1 + o) "2 7T04/2/ bz + €) — 20(x) + (x — €)

§a+1

para 0 < a < 2. Nesta secao iremos demonstrar a equivaléncia entre as defini¢oes, saindo

da Eq. (2.20) e chegando na Eq. (H.3).

A fim de simplificar os célculos, usaremos a féormula 3.712.2 da Ref. [74]:

o0 D(1+1)cos(&
/ cos(az?)dr = ( pl)/p <2p), a>0ep>1. (H.4)
0 a

Com a ajuda desta, temos

00 1 [ -
/ cos(az?)dx = - / cos(a&)&r ™ d¢
0 , PJo _
1 1_ CR _ 1 _ 1
Substituindo z = €7 e do = %5? Lae Substituindo = o =1 —=p= z37

e [ Pomtagas — TOEAAEILY)
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logo ;
o (8 + 1) sen (22
/0 €8 cos(ag)de = — +a6)ffn( ) 1 og<o (H.5)

A demonstragao exige o uso de alguns resultados apresentados nos apéndices, como

as Egs. (A.D) e (A.6), além da propriedade (2.31]) apresentada no Capitulo . Adotamos

como condicao de validade as seguintes equagoes

gz +€) — Y (z — OIr =0 como CV;

CV =
([E (e + &) + ¢z — &) = 20(2)]JE55° = 0 como CV,,

Dessa forma, pela propriedade (2.31)) tem-se

D*)(x) = —D**)"(x)

1 +oo ) +oo o,
- ’k’aQézkx/ efzka: w//(a:/) dr’ dk

27T — 0o o0
1 [t [t o
_ 2_ / |k|a—2 ezk(x—x)dk:| ¢”(=T/) dz’
T J - —00
1 +oo [ +o00o
= 5 2/ k*2 cos(|x — a'|k) dk} (2 da'. (H.6)
TJ-xo L 0

Utilizando a Eq.(H.5|), obtemos

/+oo [— (o —1) sen (G — )

@ o l "e o /
D%(z) = - T ]w (") dx

B %/-FOO :I‘(a— 1) Sen(a—;)} W) da. (H.7)

|l’ _ :L./|a—l
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Colocando em evidéncia as constantes,

Do) = DO 6D

™

_ D(a—sen(F) /_ ( V@) gy /*‘”( LA COR

T T — xl)oa— T — x)a—l

-~

TV
| Substituindo € =z — 2’ e do’ = —d¢  Substituindo £ = 2’ — x e da’ = d¢

_ Dla—TD)sen (F) [ [*d"(x—¢) (@ +€)
o T /O ga—l d€ +/0 ga—l

i

['(a—1)sen (%) /+°° V(x4 &) + " (x — f)dé’.

T gafl

Para resolver a integral, faz-se a seguinte substituicao de varidveis: u = £17% = du =

(I —a)§dg e dv = ["(x + &) +¢"(x = §]d§ = v =9 (x+&) +¢'(x — &), ou seja,

(o — 1) sen (2
prp(e) = o) {glawx +O -V - O
v,
+o00o
~(-a) [ W9 - e -ole s
0
r am) o
= ) [P v -glete 19
0
Agora convém fazer a substituicdo de varidveis: u = £ = du = —af~@tVdE e dv =

[z +&) =¥/ (x = < v =1(r+&) +¢(r—&) — 2(x). Logo,

o) = DO oot ) 4 o — ) - 2
Vs
o [T 020

_ Dla+1)sen (%) [Tz +&) + vz —§) — 21/1(x)d€

T 0 ga—&-l

= D% (). (H.9)
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H.5 Propriedades da derivada de Riesz

Adotando f(z) e g(z) como fungoes derivéveis segundo Riesz e considerando ¢ e s como

constantes, demonstra-se as propriedades da derivada de Riesz apresentadas no Capitulo

e Transformada de Fourier

Aplicando a transformada de Fourier em ambos os lados da Eq. (2.23), temos que

F(D™(x)) = F(=F ([k*F((2))))

= ().
e Linearidade
]_ +oo S1./ +Oo 21,/
DUef(w) +sg(@) = 5o [ P [ e e (o) + sylo))ds
L R
= 5 e’kﬂk’\o‘dk'/ e Feef(x)d
1 =

o0 +o0
_ eik'a}’k/|adk// e_ik/ISg(Qf)dﬂf

—00

1 +Oo -1/ +m -1/
— c(—%/oo e’kx|k'|adk'/oo e‘“”f(m)dw)
]. er -1,/ +Oo -1,/
+s (—%/_OO elk’”|k/|adk/ /_OO ek :”g(a:)dx)

= cDf(z) + sD%(z).

[e.e]

e Derivada da exponencial

Adotando () = €** temos que

—+00 —+00
o(k') = /_ e Kk gy — /_ e K =Rz gy = 210 (k' — k).
oo oo Eq.

Com isso, a derivada da exponencial é

1 +

or J_

R |K | 2m0 (K — k)dk'

Daeikx — =
00
Eq.([C3)

_|k’aeikzx.
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e Derivada de uma constante

Adotando k£ = 0, na demonstracao da derivada da exponencial, temos que a derivada de
uma constante é

D1 = D" = —|0|*e™ = —|0|*1 = 0. (H.10)

Pela linearidade, temos que
D% c¢)=D%1-¢)=cD1 =c-0=0. (H.11)

e Derivada do seno

Utilizando os resultados da derivada da exponencial e a linearidade da derivada de Riesz,

temos que

itkx _ —ikx
D%sen (kz) = D“ (i)
21

1 ; 1 ,
— (D~ tkxy _ — D —ikx
5; (D7e™) = 5 (D%e™™)
|k|o¢ ikx ‘k|o¢ —ikx
2 ¢ T

ikx —ikx
of € — €
= Ik (2—)
7

= —|k|*sen (kx).

e Derivada do cosseno

Similar a derivada do seno, utilizaremos os resultados da derivada da exponencial e da
linearidade da derivada de Riesz:

ikx —ikx
D% cos(kx) = D° (%)

1 , 1 )

E(Daezkaj) + §(Da671km>
k|* . k> _.

_| 2| e'ka o | 2| efzka:

ikx —ikx
o€ T e
= Ik (T)

= —|k|* cos(kx).

e Lei dos expoentes



Utilizando o resultado da transformada da derivada segunda, na Eq. (A.6), temos

L[
DaDQw(m) — _2_ ezk x‘k/’a¢//(k’)dk’

™ —0o0
L[t

- _ezkm|k/|ak/2¢(k/)dk/
2r J_

_ i /+OO eik’x|k/|a+2¢(k/)dk/

2 J_ o
= —D"y(x).

e Operacgao inversa da integral

Sendo
D*F(z) = f(z)

¢é natural definir a integral fracionaria de Riesz por

I°f(z) = F(x).
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(H.12)

(H.13)

Consideremos que as transformadas de Fourier das fungoes f(x) e F(x) sdo ¢(k) e

O (k), respectivamente, isto é,

Isto equivale a

Pela propriedade na Eq. (2.25)), temos que

¢(k) = F(D*F(x)) = —[k|*F(F(x)) = —|k["®(k).

(H.14)

(H.15)

(H.16)

(H.17)

(H.18)

Além disso, de acordo com a Eq. (2.23) e substituindo as Eq. (H.14), (H.18)), (H.17) e
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(H.13) temos que

D f(x) = —F k[F(f(x)) = —F (k| 6(k))
= F Y|k k[o (k) = FH(D(k)) = F(x)
= I°f(x). (H.19)

H.6 Limite de G(¢(k),k,&) quando € — —oo

A fungao G(e, k) definida na Eq. (4.31]) do Capitulo |4 é dada por

Gle,r) =) _ (H.20)

—e— |k +nlo’
Esta série tem a propriedade (4.37)) dada por

lim G(e, k) =0. (H.21)

E——00

Demonstracao:

Como G(e, k) é peridédica em k com periodo 1, a anélise pode ser restrita a Kk €

[—1/2, 1/2]. Considerando € < 0, vale € = —|e| e temos
1
0< -G = e —— H.22
< =G(er) =3 e = 3 ), (1.22)
nez nez
em que
1
= H.23
F0) = (1.23)

Quando —1/2 < k < 1/2, esta fungao cresce para n € (—oo,0] e decresce para n €

[0, +00).
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E conveniente notar que,

ST = FO+S fm+ S )

ne”L n=-—1

< fO+ [ fnydn+ [ sean

0

+oo
= SO+ [  fln)dn
+oo dn
- 10+ [ e 2y

Fazendo a mudanga de varidavel x = k +n = dx = dn, e os limites de integragao

permanecem os mesmos. Logo, obtemos

oo dy T dx
0 < —Gle, ) gf(0)+/ _dv :f(0)+2/ _dv (H.25)
oo €l fa]® o el +lzl
e, portanto,
1 2 o dt
0<—G(e, k) < + 1/ . H.26
SO Tt T (.26

Como 1 < a < 2, a integral do lado direito converge e esse lado tende a zero quando
e - —oo. E, como —G(e, k) esta entre fungdes que tendem a zero quando € — —o0,

conclui-se que —G(¢, k) — 0, ou seja, G(¢, k) — 0.

H.7 Possiveis simetrias das funcoes de Bloch

No Capitulo [4] é apresentada uma breve explicacao sobre as simetrias das fungoes de
Bloch. Nesta segao é relacionada a anulagao de S(k) com as simetrias das fungoes de
Bloch.

A forma das fungoes de Bloch foram divididas em dois casos.

No primeiro caso, a fungao de Bloch é dada pela Eq. (4.40)), isto é

627ri(n+n)§

€(r) = | +n|*

Xx(§) = S(r) >

nez

No ponto I'; ou seja, para k = 0, temos

eZming cos(2mn
W& =S5O - _50)Y ﬁ (1.27)
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Portanto, a funcao de Bloch é simétrica em relacao a & = 0. Isto implica que ela é do tipo

I[';. No ponto X, ou seja, para k = 1/2, temos

e2mi(nt1/2)¢

1/2) —|n+1/2|«

X12(§) = S<1/2)Ze(

ne’l

627ri(n+1/2)§

= 5(1/2) ne;/z /5 T
cos(2mn,
- Q)nezzﬂneu/?)(— T (1:2%)

Portanto, a funcao de Bloch é simétrica em relacao a £ = 0. Conclui-se que ela é do tipo
Xi.

No segundo caso, x(§) = 2i ¢,y sen (mu). Portanto, vale

X(=&) = 2icy sen(—mug)

= —2icy sen (mug)

RG] (H.29)

Conclui-se que a fungao de Bloch ¢é antissimétrica em £ = 0. Entao, neste caso, a fungao
de Bloch pode ser I's ou Xs.
Em resumo, quando a funcao de Bloch for do caso 1, serd X; ou I';. Se for do caso 2,

serda Xy ou I's.



Apeéndice 1

Comportamento assintotico das

funcoes de Wannier

Um esbogo do raciocinio envolvendo as Egs. (4.100)) e (4.102)) é discutido aqui. Pri-

meiro, deve-se notar que

1/2 .
wi(E+n)= / g2mink Xin(§) dk. (L.1)

1/2

A integral ao longo do intervalo [—1/2,1/2] pode ser calculada ao longo de um caminho
composto no plano complexo. Para fazer isso, a funcao de Bloch ¢é estendida ao plano
complexo k. Sendo consistente com as condigoes sobre a linha real, a extensao é tal que
Xiwt1(§) = Xjw(€) € Xjw(§) = X _n+(§). Paran > 0, o caminho composto consiste em
duas linhas poligonais C' e —C*, cujos parametros § e b sdo nimeros reais positivos (0
seré desprezivel). A direita do eixo imaginario k, o contorno C' comeca em « = 0, e vai
para k = 0 + 10, segue uma linha vertical até x = ¢ + b, continua ao longo de uma
linha horizontal para alcangar k = 1/2 + ib e desce ao longo de uma linha reta vertical,
para terminar em k£ = 1/2. O parametro b é escolhido para garantir que x;, é analitica
entre C' e o eixo real k. A esquerda do eixo imaginario x, o contorno —C* é obtido pela
transformacao C' de acordo com k — —r*. Além disso, —C* vai de kK = —1/2 para k = 0.

Nestas condigoes, tem-se

w;i(§+n) = /C e i k(&) dis + /_C* e i w (€) dk. (I.2)

Os caminhos verticais em k = —1/2 e Kk = 1/2 cancelam-se entre si. Como § — 0,
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Im(x) Im(x)
(@ (b)
b
po-m---- " - i
S i oc , <y|tc
H \\ . . : . . R
_12 5|0 12 Rew _12 5|6 2 W

Figura I.1: (a) Os caminhos C' e —C* para uma integracio alternativa, no calculo de w;(§ +n). (b) Os
caminhos simplificados C e —C*.

os dos caminhos de Kk = —§ + i para Kk = 0, e k = 0 para Kk = 6 + 70 vao se anular.
Além disso, como Im(k) > 0 e n > 0, o decaimento exponencial diminui fortemente
quando Im(k) cresce. Entao, os caminhos horizontais fornecem contribuigoes despreziveis
e as integrais sao dominadas pelos caminhos verticais em k£ = £4. Os resultados serao
essencialmente os mesmos ao fazer b — 400, e os caminhos serdao denotados como C' e

—C*. Alterando a varidvel no segundo termo, tem-se

c

wi(€+n) ~ /eQ“in’ixj,,{(f)d/ij/ e ik (€) di
e

Q

/ [627Tinn Xj,fi(g) _ e—27ri7m* X;,n(f)} dk. (13)

c

A contribuigao de cada termo A(€) k” na expansao de x;..(€) perto de k = 0 serd

/c [A(f) e2mins B A*(§) g Zmink’ (/ﬂﬂ)*] dk, (L.4)

onde o corte de ramificagao de x” é escolhido em Re(x) = 0 e Im(x) > 0. Introduzindo a

variavel z = 2mink, a Eq. ([.4]) toma a forma

—@mﬂl T % /H [A(€) €7 (—iz)? — A" (&) €™ ((—i2)")"] dz, (L5)

onde z passa pela linha Im(z) = 6, de Re(z) = 0 para Re(z) — —o0. Aqui dz é real e o
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termo é reescrito como

1 A(8) Y B 2 A(§) 2 \B
)7 i [ o /H e* (—iz)’dz + c.c.| = @ry e Re Sri /H e* (—iz)’dz| .
(1.6)
Além disso,
1 emﬂ/2
- (i dy = _ L7
omi J, € ) = e T ) (L7)
Assim, a contribuicao do termo A(€) x? ¢ dada por
Re [—i A() e™#/?] 18)
@n)? sen (nB) T(—B) n?* |
Quando 5 =a e A(§) = R, é real, a expressao (L.8) se reduz a
R, Re [—Z em'oc/Q} B R, SGC(7TO[/2) (I 9)
(2m)@ sen (1) T(—a)netl 2 (2m)oT(—a)notl’ '
Para f = a+1e A(§) =i I, imaginario, a expressao se reduz a
Io11 Re [emiet1)/2] B Ioy1 sec(ma/2) (1.10)

(2m)ett sen (m(a+ 1)) D(—a — 1) not2 — 2(2m)*+ [(—a — 1) not2’

Para n < 0, as mesmas ideias se aplicam. Os contornos devem ser desenhados abaixo

do eixo real k. Os resultados dos mesmos que acima, mas com —n ao invés de n.
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