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Resumo

Este trabalho tem como objetivo principal o célculo dos grupos de Cohomologia
de alguns Grupos Classicos como o Grupo das Rotagoes do Espaco Euclidiano R™
(SO(n)), o Grupo Unitério (U(n)), o Grupo Especial Unitario (SU(n)) e o Grupo
Simplético (Sp(n)). Além disso calcularemos também o grupo de Cohomologia
do Espaco Projetivo Complexo (CP(n)). Para esses calculos usaremos seqiiéncias
espectrais e o Teorema de Serre para Cohomologia.

Palavras-chave: Seqiiéncias Espectrais, Fibracoes, Grupos Classicos, Grupos de
Cohomologia.



Abstract

The main purpose of this work is to calculate the cohomology groups of some
classical groups as the rotation groups of the euclidean space R™, SO(n), the unitary
group U(n), your special unitary subgroup SU(n) and the symplectic group Sp(n).
Moreover we also calculate the cohomology groups of complex projective space
CP(n). For these calculus we will use spectral sequences and the Serre’s Theorem
for Cohomology.

Keywords: Espectral Sequences, Fibrations, Classical Groups, Cohomology
Groups.
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Introducao

A nocao de seqiiéncias espectrais foi introduzida na topologia por Leray, J.

A seqiiéncia espectral de Leray usava a teoria de cohomologia de Ceech e foi definida
para algumas aplicagoes continuas (ndo necessariamente fibragoes). Em 1951 Serre,
J. P., usando teoria cubica singular, introduziu a seqiiéncia espectral para uma
aplicacdo que satisfazia condigbes mais fracas do que as fibragoes (a propriedade do
levantamento de homotopia era usada somente para CW complexos de dimensao
finita). Serre teve um papel fundamental na teoria de homotopia, muitas aplicagoes
hoje conhecidas sao devidas a ele. Em 1952 Massey, W. S. introduziu o conceito de

triangulo exato que fora usado nas seqiiéncias espectrais.

Os axiomas da teoria de homologia foram introduzidos por Eilenberg, S. e Steenrod,
N. em 1945. Os seis primeiros axiomas do trabalho deles tém caracteristicas gerais,
enquanto que o axioma de dimensao é mais especifico. A partir dos anos 60, o
numero de teorias de homologia interessantes cresceu extraordinariamente, como
por exemplo: bordismo, K —theory, homotopia estavel, etc. Em 1961, Atiyah, M.
F. e Hirzebruch, F. fizeram o uso de seqiiéncia espectral pela primeira vez no estudo
da K —theory.

Neste trabalho estudamos a teoria de seqiiéncias espectrais e aplicamos essa teoria
para um complexo de cocadeias filtrado e para uma fibracao, com o objetivo de
demonstrar o teorema de Serre para cohomologia. No final, calculamos o anel de

cohomologia de alguns grupos classicos através do teorema de Serre.

No capitulo 1 apresentamos os pré-requisitos necessarios para o desenvolvimento
deste trabalho. Dentre eles destacam-se a definicdo de uma aplicagdo p ter a
propriedade do levantamento de homotopia que define o conceito de fibracao e os
conceitos de CW complexo e dlgebra exterior que serao necessarios no decorrer deste

estudo.



No capitulo 2 definimos a seqiiéncia espectral (E,,d,.), onde E, = H(E,_1) e d, :

E, — FE, é um homomorfismo, a partir do triangulo exato inicial

N~

onde D e E sao grupos abelianos e i, j, k sao homomorfismos.

D

Em geral, os grupos D e E do triangulo exato sao grupos graduados, e mais ainda,
sao grupos graduados com filtracao, o que torna o manuseio complicado, porém,

com cuidado, ¢é possivel extrair resultados interessantes.
Além disso, definimos o conceito de E..

No capitulo 3 definimos o conceito de filtragao de um grupo diferencial e a partir
dessa filtracao construimos uma seqiiéncia exata curta, afim de encontrarmos a
seqiiéncia espectral de um complexo de cocadeias filtrado. Também, calculamos os
bigraus das aplicagoes 29, j24, kP9 e dP? e, finalmente, mostramos que o elemento

EP? da seqiiéncia espectral (E,., d,) converge para um médulo graduado H™(A).

No capitulo 4, a partir de uma fibracao p : £ — B construimos uma seqiiéncia
espectral de primeiro quadrante que converge para H*(E); este é o Teorema de

Serre.

Finalmente, no capitulo 5 calculamos o anel de cohomologia de alguns grupos
classicos e do espago projetivo complexo CP(n). Para os grupos U(n), SU(n), Sp(n)
e para o espago projetivo complexo CP(n) calculamos o anel de cohomologia para
todo n; ja para o grupo SO(n), calculamos o anel de cohomologia para alguns valores
de n. Terminamos exibindo duas tabelas contendo todos os resultados obtidos ao

longo deste trabalho.

vi



CAPITULO

Preliminares

1.0.1 Seqiiencias Exatas

Seja R um anel comutativo com unidade.

Definicao 1.0.1 Uma seqiiéncia finita ou infinita

f

Xy sz .

de homomorfismos de R-mddulos, é dita uma seqiiéncia exata no R-modulo Y se a imagem do
homomorfismo f coincide com o Kernel do homomorfismo g (Im(f) = Ker(g)). A sequéncia

¢ dita stmplesmente exata se isso acontece em todo R-maddulo.

Definicao 1.0.2 Uma seqiiéncia exata do tipo

0—XxX-L v 2z _0

¢ dita uma seqiiéncia exata curta.

Observacao 1.0.1 Considere a sequinte seqiiéncia exata curta

0—A-L. x 2 B0
Como a seqiiéncia € exata, temos que f € monomorfismo, g € epimorfismo e Im f = Ker g.
Se E = Im f C X, entao f define o isomorfismo j : A — FE e g define o isomorfismo
k:Q — B, onde @ = X/E.
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Se identificarmos A e B com E e Q, respectivamente, através dos isomorfismos j e k™1, entdo

teremos a seqiiencia exata curta
0—FE-5X-25Q-—0
Definicao 1.0.3 Considere a sequinte seqiiéncia exata curta
0—A-5BLc—0

Dizemos que a seqiiéncia € split se 3 possui inversa, isto €, existe 0 : C' — B tal que fod =1,
onde 1 denota a identidade de C'.

Lema 1.0.1 (Lema dos 5) Considere o diagrama comutativo abaizo

A - B L * b L E

ol Gl vl 0 €l
A/ z_) B/ ]_) Cl L) D/ l_) E/
onde A,B,C,D,E,A",B",C",D" e E' sio grupos abelianos. Se as duas seqiéncias sio exatas

e, 3,0 e € sao isomorfismos, entao vy € um isomorfismo.

Demonstragao. E suficiente mostrar que
(i) Se [ e 0 sao sobrejetoras e € é injetora, entao 7 é sobrejetora.
(ii) Se B e J s@o injetoras e « é sobrejetora, entao « é injetora.
De fato,
(i) Se ¢ € C', entdo k'(c') = 6(d) para algum d € D, pois & é sobrejetora.

Por hipétese € é injetora e assim [(d) = 0, pois

desde que Ker ' = Im k.
Agora, como d € Ker | = Im k entao d = k(c) para algum c € C.

Consideremos o elemento ¢ — (c). Entdo

/ !

(¢)=0(d)=0

’ / /

(€ =7(0) =K () =k (1(e) =k (c) = d(k(c)) = k

Logo, ¢ —7(c) € Ker k' =1Im j ,isto é, ¢ —~y(c) =5 (b) para algum b € B'.
Por hipétese, 3 é sobrejetora e assim b = 3(b) com b € B.
Logo,

Ye+50) = () +7(5(b)) = v(c) + 5 (B(b)) =~(c) +5 () =~(c) +¢ —7(c) = c.



Portanto, v é sobrejetora.

(ii) Seja ¢ € C' e suponhamos que v(c) = 0.

Temos que & é injetora e como §(k(c)) = k' (v(c)) = k'(0) = 0 segue que k(c) = 0.
Assim, ¢ € Ker k= Im j, ou seja, ¢ = j(b) para algum b € B.

Temos que

7 (B(b)) =~(5(b)) = ~(c) = 0.

Logo B(b) € Ker j' = Im i, ou seja, 3(b) =i (a') para algum a € A"
Como a é sobrejetora entdo ¢ = a(a) para algum a € A.

Por outro lado, temos que

!/ ’ ’ ! ! I ’

Bli(a) = b) = p(i(a)) = B(b) = i (afa)) —i(a) =i(a) —i(a)=0

e como 3 ¢é injetora entdo i(a) — b = 0, ou seja, i(a) = b.
Dai, ¢ = j(b) = j(i(a)) = 0, pois Ker j = Im i.

Portanto, v ¢ injetora. |

1.0.2 Categorias e Funtores

Definicao 1.0.4 Uma categoria C consiste em

(a) Uma classe de objetos.

(b) Para todo par ordenado de objetos X eY', o conjunto Hom(X,Y') € o conjunto de todos
0s homomorfismos de X em Y ; se f € Hom(X,Y) escrevemos f: X — Y.

(¢) Para toda tripla ordenada de objetos X, Y e Z, se f: X — Y eg:Y — Z entao a

composicao € go f : X — Z.

Definicao 1.0.5 Sejam C e D duas categorias. Um funtor T de C em D consiste numa
aplicagao que leva todo objeto X € C num objeto T(X) € D e leva todo homomorfismo
f: X — Y deC num homomorfismo T(f) : T(X) — T(Y) (ouT(f):T(Y) — T(X)) em
D tal que

(a) T(1x) = lpx);

(b) T(go f)=T(g)oT(f) (ouT(go f)=T(f)oT(g)).

1.0.3 Produto Tensorial e Torcao

Seja R um anel comutativo com unidade.

Definigao 1.0.6 Sejam A, B e X mddulos sobre R. Por um produto tensorial (sobre R)
dos modulos A e B, entendemos um mdodulo T sobre R junto com uma funcao bilinear f :
Ax B — T tal que, para toda funcao bilinear g : Ax B — X, existe um unico homomorfismo
h:T — X que satisfaz ho f = g.
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Notagao. T=A®rBouTlT =A® B.
Proposicao 1.0.1 Para todo médulo X sobre R, temos X @ R= X =2 R® X.

Demonstragao. Vide [3], Proposicao 7.4, p.60. |

Dados f : A — A" e g : B — B’ homomorfismos de R— médulos existe um tinico
homomorfismo f®g: A® B — A ® B’ com (f ®g)(a®b) = f(a)® g(b), chamado o produto
tensorial sobre R de f e g(vide [9], Proposicao 3.2, p.76).

Definicao 1.0.7 Por uma resolucao de A sobre R entendemos uma Seqiiéncia exata de R-

modulos
o
C.. o O 2o oA

Se cada Cy é um R—mddulo livre, dizemos que a resolugao C € livre.

Para qualquer R— médulo A existe uma resolucao livre - - — L’ LL—A=0 (ver [3],
proposicio 1.1, p.124 ). Se B é outro R— médulo, definimos, A B = Tor(A, B) = ker(L'® B 2

L ® B) onde 1 denota o homomorfismo identidade de B.

Temos os resultados do Lema abaixo que podem ser encontrados por exemplo em [8] ou [3].

Lema 1.0.2

i) Para qualquer par de mddulos A e B, Ax B= B x A.
ii) Se A ou B € livre de tor¢ao entao A x B = 0.
iii) A% 0 =0 para qualqguer mddulo A (0 denota o mddulo trivial).

1.0.4 Sistema direto de grupos

Definicao 1.0.8 Um conjunto direto A € um conjunto com uma relacdo de ordem parcial <

onde, para todos a,b € A, existe c€ N coma =<ceb=c.

Defini¢ao 1.0.9 Um sistema direto de conjuntos é uma familia de conjuntos {X,}aen, onde
A € um conjunto direto, e as fungoes f°: X, — X, com a = b satisfazem:

(i) f& =idx,, para todo a € A;

(ii) se a X b < c entao f¢= ffo fi.

Estaremos interessados no caso em que X, sdo grupos abelianos e f° sdao homomorfismos.
Seja {X,, f°} um sistema direto de grupos abelianos e homomorfismos e definamos um

subgrupo H de ¥,X, como
H = {Yry,|dc € Ajc 2 a;,Vi e Xf; (v4,) =0}
Assim o limite direto do sistema {X,, f7} é o grupo limX, = X, X,/H.
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1.0.5 CW complexos

Definicao 1.0.10 Um espaco topologico X de Hausdorff é um CW complezo se for construido
da sequinte forma:

(1) Comece com um congunto discreto X°, cujos pontos sao chamados 0— células ou vértices.

(ii) Indutivamente, para n > 1, obtenha o conjunto X™ de X™ ' por colar n—células e via
aplicacoes o, : S — XL,

Isto significa que, X™ € o espago quociente da unido disjunta X" '], D" de X" com
uma cole¢io de n—discos D via as identificacoes x ~ pq(x), para todo x € OD!.

Portanto, como um conjunto X™ = X" ' [] e" onde cada € é um n—disco aberto.

(iii) Pode-se parar este processo indutivo num estdgio finito colocando X = X™ para algum
n < 0o ou pode-se continuar indefinidamente colocando X = J,, X™. Neste ultimo caso, a X é
dado a topologia fraca:

“Um conjunto A C X € aberto (fechado) se, e somente se, AN X" € aberto (fechado) em

X", para cadan’.

Definicao 1.0.11 Dizemos que um CW complexo é finito ou infinito conforme o seu numero

de células € finito ou infinito, respectivamente.

Definicao 1.0.12 O subconjunto fechado X™ de X é chamado n—esqueleto e satisfaz X° C
X'cx?c.xrC..CX.

Definicao 1.0.13 Se X = X" para algum inteiro n, o CW complexo é chamado de dimensao
finita e o menor inteiro n para o qual isso ocorre é chamado a dimensao de X. Neste caso
temos X = X" = X"t = .

Exemplo 1.0.1 Um CW complezo 1—dimensional X = X' consiste de vértices (0—células)

nos quais as arestas (1—células) sao coladas.

Exemplo 1.0.2 A esfera S™ ¢ um CW complexo n— dimensional consistindo de uma 0— célula
e uma n—célula. A n—célula sendo colada por uma aplicagcio constante ¢ : S"! — X771
onde X" ! = {p} = X° com p € S™.

Notemos que para cada célula e em um CW complexo X, tem-se uma aplicacao @, :
D" — X que estende a aplicagao de colagem ¢, : S" 1 — X" ! ¢ 6 um homeomorfismo do

interior do disco D7 em e, isto é, podemos tomar ®, como sendo a composicao:

Dp— X" '[[Dr - X" X

onde 7 denota a aplicagao quociente que define X™.
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Definicao 1.0.14 Chamamos ®,, de funcao caracteristica.

Definicao 1.0.15 Um subcomplexo de um CW complero X é um subespaco fechado A C X

que € uma uniao de células de X.

Desde que A é fechado, a funcao caracteristica de cada célula em A tem imagem contida
em A e em particular a imagem da aplicagao de colagem de cada célula em A estd contida em

A, assim A é ele préprio um CW complexo.

Defini¢ao 1.0.16 Um par (X, A) consistindo de um CW complezo X e um subcomplezo A

serd chamado um par CW.

Definicao 1.0.17 Dizemos que um espaco X é compactamente gerado se, e somente se, X ¢é
Hausdorff e cada subconjunto A C X, com a propriedade que ANC' € fechado para todo C C X

compacto, € ele proprio fechado em X.

Definigao 1.0.18 Sejam X wum espago compactamente gerado e A um subespaco de X.
Dizemos que o par (X,A) é um NDR-par se, e somente se, existem fungoes continuas
u: X —ICReh:IxX — X tais que

(1) A=u"1(0);

(i1) h(0,z) = x, para todo x € X;

(#ii) h(t,x) = x, para todo t € I e para todo x € A;

(iv) h(1,x) € A para todo x € X tal que u(x) < 1.

O par (u, h) € dito representar (X, A) como um NDR-par.

Observacao 1.0.1

i) Se X é um CW complezo entdo X é um espago compactamente gerado(vide [2],p.523).

ii) Se (X, A) é um par CW, entao X x{0}|JAXI é um retrato por deformagao de X X I (vide
[2], Proposi¢ao 0.16, p.15) e portanto de [10],(5.1), p.22 (X, A) é um NDR-par.

1.0.6 Homotopia

Denotemos I o intervalo fechado [0,1] C R.

Definicao 1.0.19 Sejam X eY CW complexos e f,g : X — Y duas aplicagoes continuas.
Dizemos que f € homotopica a g se existir uma funcao continua H : X x I —'Y', satisfazendo
as sequintes condigoes:

(i) H(z,0) = f(x), Vo € X;

(i) H(x,1) = g(x), Vx € X,
ou equivalentemente, para cada t € I temos uma func¢io Hy : X — Y dada por Hy(x) =
H(z,t), onde (Hi)ier € uma familia de fungoes continuas satisfazendo:

(i) Hy(z) = H(z,0) = f(x), Vo € X;

(ii) Hy(x) = H(z,1) = g(z), Vz € X.



Notacgao. f ~g.

Definigao 1.0.20 Seja A C X. Dizemos que A é um retrato por deformacdo de X se, e
somente se, existe uma homotopia H : X x I — X, tal que:

(i) HO,z) = z,Vo € X;

(i) H(t,a) = a,Ya € AVt € I;

(1ii) H(X x I) C A.

O walor final da homotopia é uma retracao r = Hy : X — A, chamada uma retragao por

deformacao.

Definicao 1.0.21 Seja f : X — Y wma funcao continua. Dizemos que f € uma equivaléncia

de homotopia se existir g 1 Y — X continua tal que go f ~idx e fo g ~idy.

Definicao 1.0.22 Se existir uma equivaléncia de homotopia f : X — Y, dizemos que X eY

tém o mesmo tipo de homotopia e denotaremos por X ~Y.

Definicao 1.0.23 Dizemos que um espaco X € contrdtil se, e somente se, X tem o mesmo

tipo de homotopia que um ponto pg € X.

Definicao 1.0.24 Seja X um espaco topologico. Por um caminho em X, entendemos uma

aplicag¢ao continua v : I — X. Se v(0) = v(1) = zg dizemos que vy é um lago baseado em xy.

Definicao 1.0.25 Sejam o, 3 : [ — X lacos baseados em x¢y € X. Dizemos que o e 3 sdo
homotépicos relativamente a xy se existir H : I x I — X continua satisfazendo

(i) H(t,0) = a(t), Vt € I;

(i) H(t,1) = B(t), Vt € I;

(iii) H(0,s) = H(1,s) = o, Vs € .

Neste caso dizemos que H é uma homotopia relativa a xq entre o e 3 e denotamos o ~,, [3.

Definicao 1.0.26 Um caminho o : I — X € chamado de caminho constante em xy € X, se

a(t) = xg para todo t € 1.

Defini¢ao 1.0.27 Sejam o, : I — X caminhos com «(0) = xg, a(l) = B(0) = z; e
B(1) = x9. O caminho a* 3 : 1 — X definido por

ok (1) = { a(2t), se

¢ chamado a justaposicao de o por (3.

S S

IAIA
e
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Definicao 1.0.28 Seja v : I — X um caminho. Definimos o caminho inverso de v, que
denotaremos por y~1, como sendo o caminho v~ : I — X definido por v~1(t) = y(1 — 1),

para qualquert € 1.
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Exemplo 1.0.3 Sejavy : I — X um caminho ey~ o seu caminho inverso. Entao ™ 'sy o)
(1)

De fato, basta definirmos H : I x I — X por

yH2t), 0 <t <A
H(t,s) =4 771 (1—s), F*<t<e
y(2t—-1), HE<t<1
Assim,
® H(t,0) =1 x(t);
e H(t,1) =~(1

Definicao 1.0.29 O Grupo Fundamental do espagco X com ponto base em xq, denotado por
m1 (X, xg), € 0 congunto formado pelas classes de homotopia de lagos baseados em xo, munido da
operacgdo “” de forma que, [a].[b] = [axb], sendo a e b lagos baseados em xy e axb a justaposi¢cdo

desses caminhos.

Observacao 1.0.2 O elemento neutro de m(X,z) € a classe de homotopia [e,,] = 1 do

caminho constante no ponto xy e o elemento inverso de [y] € T (X, zo) € [y71].

Definicao 1.0.30 Um espaco topologico X ¢ chamado de espaco simplesmente conexo se X

for conexo por caminhos e m (X) = {1}.

1.0.7  Grupo de Homologia de um par CW
Seja (X, A) um par CW. Se i : A — X denota a inclusao e j : X — X/A a projegao

entao temos uma seqiiéncia exata curta a nivel de cadeias singulares
0 — Cu(A) 5 (X)) 25 Cu(X, A) = O, (X/A) — 0

Dai, pelo teorema do isomorfismo C,, (X, A) &

Cn(A)
O operador bordo 0, : C,(X) — C,_1(X) tem a propriedade que 9,(C,(A)) C C,—1(A)

e, portanto, induz um homomorfismo 9, : C,, (X, A) — C,_1(X, A).

Assim, temos o seguinte diagrama comutativo

B2 Ca(X) 2 ax) s c(x) 2=
~ (jn-i-l)ﬁ l N (]n)ﬁ ] N l (jn—l)ﬁ ry

/ /

"B O (X, A) I oux,A) o (X,A) 2
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Ainda, 9, 00,,,, =0, pois Im 0, ; = Ker 0,
Ker 0,

Assim, podemos definir H,(X,A) = H(C, (X, A)) = T
m n+1

Defini¢ao 1.0.31 O grupo H,(X,A) €é chamado o n-ésimo grupo de homologia relativa
associado ao par (X, A).

Temos uma seqiiéncia infinita de grupos e homomorfismos
I Ho (X A) 2 H(A) S5 Hoy(X) 225 Ho (X, A) -2
onde 7, = (%4)s, j« = (J4)« € Ox é 0 operador bordo do par (X, A).
Definigao 1.0.32 A seqiiéncia acima é chamada de seqiiéncia de homologia do par (X, A).
Temos o seguinte
Teorema 1.0.1 A seqiiéncia de homologia do par (X, A) € ezata.

Demonstragao. Vide [6], Teorema 5.1, p.24. n

Lema 1.0.3 Seja B um CW complezo com p—esqueleto BP. Entao as inje¢oes Hy (DY, DY) —
H,(B?,BP™Y) representam o grupo H,(BP,BP™') como wuma soma direta dos grupos
H,(D?,0D?), isto é, H,(B?, B"~Y) = &, H,(D",0D").

Demonstracao. Vide [10], (2.8), p.60. ]

1.0.8 Grupo de Cohomologia de um par CW

Sejam (X, A) um par CW. Sei: A — X éainclusdoe j : X — X/A é a projecao entao

temos uma seqiiéncia exata curta a nivel de cocadeias singulares

0 — C"(X/A) = C™(X, A) 25 c7(X) -5 ¢(A) — 0
onde #* : C"(X) — C™(A) é dada por i*(f) = foiy, com f: Cp(X) — Ze j*: C"(X,A) —
C™(X) é dada por j*(g) = g o j; onde g : C\,(X, A) — Z.

Como a seqiiéncia acima é exata entdao C™(X, A) = Im j* = Ker i*.

Definicao 1.0.33 O conjunto C™(X, A) € chamado de conjunto das n-cocadeias de X que se

anulam em A.
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"X
Assim, temos que C™(X, A) = %
O operador cobordo 6" : C™"(X) — C™*1(X) tem a propriedade de que 6"(C™(A)) C
C"*1(A) e, portanto, induz o homomorfismo (6") : C™*(X, A) — C"*1(X, A).

Assim, temos o seguinte diagrama comutativo

T omyx,a) T onx,a) O omrx,a) )
~ LG o~ LG~ LT
gn—2 sn sn gntl

"ooex) S ovx) O omiix) 28
Temos ainda (6") o (6"~')" = 0 pois Im (6" ') = Ker (6").
Assim podemos definir H"(X, A) = H(C™"(X, A)) = ]I;GTTSS_%,.

Definicao 1.0.34 O grupo H"(X,A) é chamado de n-ésimo grupo de cohomologia relativa
associada ao par (X, A).

Temos uma seqiiéncia infinita de grupos e homomorfismos
L (X A) S B(X) S Hr(A) D B, A) s L

onde i* = (i*),, j* = (j*). e 6* é o operador cobordo do par (X, A).
Defini¢ao 1.0.35 A seqiiéncia acima é chamada de seqiiéncia de cohomologia do par (X, A).

Temos o seguinte
Teorema 1.0.2 A seqiiéncia de cohomologia do par (X, A) € exata.
Demonstracao. Vide [2], p.200 ou [9], p.91. |
Teorema 1.0.3 Sejam (X, A) e (Y, B) pares CW. Entao H* (X, A; R)@ H*(Y, B; R) = H*(X x
Y, AxYUX x B; R) Y H*((X, A)x (Y, B))) se H*(Y, B; R) ¢ um R—mddulo livre finitamente
gerado para cada k.
Demonstracao. Vide [2], Teorema 3.21, p.223. n

Observacao 1.0.2 O teorema acima nos diz em outras palavras que

[1 #i(xX,A:R)® HI(Y, B; R) = [H'(X, A; R) ® H*(Y, B; R)]" = H((X, A) x (Y, B); R)

i+j=q

10



Definicao 1.0.36 Uma aplicacao f : X — Y € chamada uma proclusao se, e somente se, f é
sobrejetora e Y tem a topologia da identificacao imposta por f, isto €, um subconjunto U de Y
¢ aberto se, e somente se, f~1(U) € aberto em X.(Vide [10], p.20)

Definigao 1.0.37 Uma aplicacdo f : (X, A) — (Y, B) é um homeomorfismo relativo de pares
CW se, e somente se, f € uma proclusao de X em Y e fix_a € um homeomorfismo de X — A
comY — B.

Teorema 1.0.4 (Aplicagio Excisio) Seja f : (X, A) — (Y, B) um homeomorfismo relativo
de pares CW. Entao f*: H"(Y,B) — H"™(X, A) € isomorfismo para todo n.

Demonstracao. Sejam p : (X, 4) — (X/A,%) e ¢ : (Y,B) — (Y/B,x*) as proclusoes
naturais.

Temos que f induz g : (X/A, %) — (Y/B, %) tal que gop =qo f.

Como ¢ e f sao proclusoes entao g é proclusao e também homeomorfismo, pois g é uma
aplicagao continua e bijetora.

Temos o seguinte diagrama comutativo

*

H'(Y/B,¥) < H™(Y,B)
L g ~ L

*

H™(X/A, %) 2 H"(X,A)
Agora, como p*, ¢* e ¢g* sao isomorfismos, entao f* é isomorfismo para todo n. |

1.0.9 Seqiiéncia Exata de uma Tripla (Triada) CW
Seja (X, A, B) uma tripla CW, isto é, (X, A), (X, B) e (A, B) sdo pares CW.

Temos uma seguinte seqiiéncia exata split a nivel de cadeias singulares
0 — C(A, B) -5 C(X, B) 5 O (X, A) — 0
Essa seqiiéncia exata split dé origem a uma seqiiéncia exata longa em homologia
25 Hy (A, B G) 5 Ho (X, B;G) 25 Ho(X, 4;G) 25 H, (A, B;G) - ...
e outra seqiiéncia exata longa em cohomologia
S HYY A B G) S HY(X, A G) L HY(X,B;G) - HY(A,B;G) 2 ...

1.0.10 Homologia e Cohomologia de um CW complexo X celular

Denotemos K = {X"|n = 0,1,2,...} uma estrutura de CW complexo de X e definamos
X" = () para todo n < 0.

11
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Teorema 1.0.5 Sejam X um CW complezo e X™ = X" '[] er. Entao Hy (X", X" 1) =0,
para todo q # n e H,(X™, X" 1) é um grupo abeliano livre, com uma base em correspondéncia

um a um com as n—células de X.
Demonstragao. Vide [6], Teorema 2.1, p.78 ou [2], Lema 2.34, p.137. n
Lema 1.0.4 H,(X") =0, para todo g > n.

Demonstracao. A prova é por inducgao sobre n.
Para n = 0, o lema é trivial pois X° é um conjunto discreto por definicao.

Os passos de inducao siao provados usando a seqiiéncia de homologia do par (X", X"~1).
Consideremos a seguinte seqiiéncia

e Hyay (X7, X771 28 (=t (Xm0, Xty 2 H (XY

Pelo Teorema [1.0.5, como ¢ +1 > ¢ > n entdo ¢ # n # ¢+ 1 e, assim, H, (X", X"1) =
H, (X" X" 1) =0.

Logo, obtemos a seqiiéncia exata curta
s , :
0 %55 H,(X") 5 H,(X") 2 0

Assim H, (X" 1) = H,(X™).

Mas por hipétese de indugao H, (X" ') = 0.

Portanto, H,(X") = 0, para todo ¢ > n. |

Agora associaremos ao CW complexo K certos grupos de cadeia C,(K),n = 0,1,2,--- e
entao concluiremos que H,(K) ¢ isomorfo a H,(X).

Definamos C,(K) = H,(X", X" Y ed, : C,(K) — C,_;(K) o homomorfismo dado pela

composi¢cao dos homomorfismos

Hn(Xn,Xn_l) On n—l(Xn_1> Jn—1 n_l(Xn—len—Q)

onde 9, é o operador bordo do par (X", X" !) e j,_1 é 0o homomorfismo induzido pela aplicagao

inclusao.
Entao d,, o d, 1 = 0 para todo n.
Ker d,
Definimos H(C,(K)) = denH = H,(K).

Consideremos o seguinte diagrama
H,(X) & H,(X™) 2% H, (X", X" = C,(K)
onde k, ¢ a induzida da inclusao X" EoXoe Jn € a induzida da projecao X" <, Xn/xn-1

12



Entao, usando o Teorema [1.0.5/ e o Lema 1.0.4 temos o

Teorema 1.0.6 No diagrama acima:
e L, € epimorfismo;
® j, € monomorfismo;
e Im j, = Ker d,, onde d, : Cp,(K) — C,_1(K);
o Ker k, =7 (Im d,y1).
Assim, j, o k1 define um isomorfismo 0, : H,(X) — H,(K).

Demonstragao. Vide [6], Teorema 4.2, p.85. n
Como aplicacoes desse teorema temos:
(1) Se X é um CW complexo n—dimensional entao H,(X) = 0, para todo ¢ > n.
(2) Seja X um CW complexo com um nimero finito de células n—dimensionais. Entao
H,(X) é um grupo abeliano finitamente gerado (isto é, H, (X) é soma direta de grupos ciclicos).

(3) Seja X um CW complexo sem células n—dimensionais. Entao H,(X) = 0.

Propriedades 1.0.1 (de homologia)

Sejam X, Y e Z CW complexos. Se f : X — Y € continua, entao f induz um
homomorfismo f, : Hy(X) — H,(Y), para todo n > 0 (chamado de homomorfismo induzido
por f) tal que

(1) Se f: X — Y eg:Y — Z sdo continuas, entio go f : X — Z € continua e
(g0 f)e=(g+)0(fe)

(2) Se1lx : X — X denota a identidade de X, entdo (1x). = 1y, (x) para todo n.

(3) Se f: X — Y € um homeomorfismo, entdo f. : H,(X) — H,(Y) € isomorfismo para
todo n.

(4) Se f~g: X — Y entdio f. = g.: H,(X) — H,(Y) para todo n.

(5) Se X =], Xa(uniao disjunta) com inclusoes i : Xo — X, a aplicacao soma direta
D, (ia), : B, Hn(Xo) — Ho(X) € um isomorfismo para cada n (Vide [10],(2.7) ,p 59).

Proposicao 1.0.2 Os grupos de homologia do espago projetivo real RP(n) sao dados por

Z, para 1=0;

Hi(RP(n)) = Lo, para i impar, 0<i<n;

Z, para i impar, 1=n;

0, caso contrario.

Demonstragao. Vide [9], Proposicao 2.22, p.72. n

Proposicao 1.0.3 Os grupos de homologia da esfera S™ sao dados por

Hi(S™) = { Z, para 1=0,n

0, caso contrdrio.
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Demonstragao. Vide [9], Teorema 1.15 , p. 27. n

Definicao 1.0.38 O grupo das n—cadeias de X com coeficientes em G, que denotaremos por
A (X;5G), €igual a C(K) @ G, onde K € uma estrutura de CW complezo de X .

Como um resultado dual do Teorema [1.0.6 também temos H™(K) = H™(X).

Definicao 1.0.39 O grupo das n—cocadeias de X com coeficientes em G, que denotaremos por
AM(X;G), € igual a Hom(C,(K),G) onde K ¢é a estrutura de CW complezo X .

Observagao 1.0.3 Conforme [3], Ezercicio 8D, p. 76 como C,(K) é um Z— mddulo livre
seque que Hom(Cy(K),Z) ® G = Hom(C,(K),G).

Propriedades 1.0.2 (de cohomologia) Sejam X, Y e Z CW complexos. Se f: X — Y €
continua, entao f induz um homomorfismo f*: H*(Y) — H"™(X), para todo n > 0 (chamado
de homomorfismo induzido por f) tal que

(1) Se f: X — Y eg:Y — Z sdo continuas entio go f : X — Z € continua e
(gof) =f"og".

(2) Se1lx : X — X denota a identidade de X, entdo (1x)* = lgn(x) para todo n.

(3) Se f: X — Y € um homeomorfismo, entao f*: H"(Y) — H"(X) € isomorfismo
para todo n.

(4) Se f~g: X — Y entio f*=g*: H(Y) — H"(X) para todo n.

Lema 1.0.5 Se f : X — Y ¢é uma equivaléncia de homotopia, entao o homomorfismo f* :

H"(Y) — H"(X) é um isomorfismo.

Demonstracao. Se f: X — Y é uma equivaléncia de homotopia, entao existe g : ¥ — X
tal que fog~1ly ego f ~1x.
Assim,

goff=(fog) =0y) =1y (1) e frog-=(90f) =1x)" =1ux) (2)

Logo, de (1) temos que f* é monomorfismo e de (2) temos que f* é epimorfismo.
Portanto, f* é um isomorfismo. |

Segue da observagao 1.0.1 a seguinte

Proposicao 1.0.4 Se X = [[, X (unido disjunta) com inclusoes i, : Xo — X, o produto
[, ()" s HY(X) — [], H"(Xa) € um isomorfismo para cada n.

Demonstracao. Vide [10],(7.19), p.598. ]
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Teorema 1.0.7 Sejam X um CW complezo e X" = X" '] er. Entio HY(X", X"') =0,
para todo q #n e H"(X™, X" 1) é um grupo abeliano livre, com uma base em correspondéncia

um a um com as n—células de X.
Demonstragao. Vide [2], Teorema 3.5, p.203. n

Definicao 1.0.40 Uma n-variedade sem bordo é um espaco de Hausdorff X no qual cada ponto

tem uma vizinhanga aberta homeomorfa a R™.
Lema 1.0.6 Se X € uma n-variedade sem bordo, entio Hy(X;Z) = 0 para todo k > n.
Demonstragao. Vide [9], Lema 5.2, p.130. n

Teorema 1.0.8 (Dualidade de Poincaré) Seja X uma n-variedade Z-orientdvel fechada com
(X] € H,(X;Z). Entao H*(X;7Z) ¢ isomorfo a H,_x(X;7Z) para todo k.

Demonstracao. Vide [2], Teorema 3.30, p.241. |
Observagao 1.0.4 Se X ¢é uma n-variedade sem bordo, entao H*(X;Z) = 0 para todo k > n.

Observacao 1.0.5 Usando o Teorema 1.0.8 e a Proposi¢ao 1.0.2 podemos calcular os grupos

de cohomologia do espago projetivo real RP(n) da sequinte maneira

Z, para i=0 e n impar;
; ) Zs, para 0O<i<n e (n—1) impar;
H'(RP(n)) = Z, para i=n;

0, caso contrdrio.

Exemplo 1.0.1 Os grupos de cohomologia do espago projetivo real RP(3) sdo dados por

Z, =20, 3
H'(RP(3)) = § Zs, i =2
0, caso contrdrio.

Exemplo 1.0.2 Usando o Teorema [1.0.8 e a Proposicao [1.0.5 concluimos que os grupos de

cohomologia da esfera S™ sdo dados por

Z, =20 n;

0, caso contrario.

H'(S") = {

Exemplo 1.0.3 Os grupos de cohomologia de um ponto pt sao dados por (Vide [9], Exemplo,

p. 95)
Z, para 1=0

H'(pt) = {

0, caso contrdrio.
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1.0.11  Produtos Cross e Cup

Defini¢ao 1.0.41 Se X é um CW complexo, existe (vide [8], p. 249) um bem definido produto
em cohomologia p: HP(X) ® HY(X) — HPTI(X x X). Seu € HP(X) ev € HY(X), definimos
o produto cross u X v € HPT(X x X) poru x v = pu(u®v).

Defini¢ao 1.0.42 Se X é um CW complexo e uw € HP(X),v € HY(X), o produto cup u —
v € HPY(X) € definido por u — v = A*(u X v), onde A* : HPT(X x X) — HPTI(X) € o
homomorfismo induzido pela aplica¢ao diagonal A : X — X X X;2 — (z,x) euxv € o produto

cross definido acima.

1.0.12 Fibracao

Sejam p : E — B continua e sobrejetora na categoria dos CW complexos e I = [0, 1].

Definicao 1.0.43 Seja fy : X — B wma aplica¢ao continua. Dizemos que fy admite um

levantamento com relagcao a p se existe Fy: X — E tal que po Fy = fy.

Definicao 1.0.44 Dizemos que p : E — B tem a propriedade do levantamento de homotopia
se para qualquer fo : X — B continua e qualquer H : X x I — B homotopia com H(x,0) =
fo(x), se fo admite um levantamento com relagdo a p, digamos Fy : X — E, entdo existe uma
inica H : X x I — E homotopia com H(x,0) = Fy(x) para todo z € X epo H = H.

Definicao 1.0.45 Dizemos que p : E — B é uma fibracio se p tem a propriedade do

levantamento de homotopia.

Definicao 1.0.46 Sejam p: E — B uma fibragdo e by € B (by € chamado ponto base de B).
Entio Fo = p~t(by) € chamada fibra sobre by.

Definicao 1.0.47 Sejam p : E — B wuma fibra¢ao e ¢ : X — B uma aplica¢ao continua.
Consideremos p*(E) = {(z,e) € X x E | ¢(x) =p(e)}. Entdo temos o diagrama comutativo

abaizo:
¢*(E) = E
pil My lp
X 2 B

onde p1 € a restrigao da projegao no primeiro fator de X x E — X ao subconjunto ¢*(E) e
pa € a restricao da proje¢ao no sequndo fator de X x E — E ao subconjunto ¢*(E).

Chamamos py de fibragao induzida de p por ¢ e ¢*(E) o pullback de p por .

Lema 1.0.7 Sejam p : E — B wuma fibragdo, p : X — B um homeomorfismo e ¢*(E) o
pullback de p por p. Entdo a sequnda proje¢ao ps : p*(E) — E € um homeomorfismo.

16



Demonstracao. Temos que ps é continua. Além disso p, é bijetora e possui inversa continua.

De fato, consideremos o seguinte diagrama comutativo

P (E) = E
p1l N lp
X =

Dado e € E entao p(e) € B.

Como ¢ é sobrejetora, existe z € X tal que p(z) = p(e). Assim, (z,e) € p*(E) e pa(z,e) = e.
Portanto, ps é sobrejetora.

Sejam (z1, €1), (22, e2) € ©*(E) tais que po(z1,€1) = p2(x2, e2). Entdo e; = ey = e.

Como p o py = p o p; temos

ple) =popa(ri,e) =popi(ri,e) =p(z1) e ple) =popa(ra,e) =popi(ra,e) = p(z2)

Logo, ¢(r1) = ¢(x2) e como ¢ é injetora segue que 1 = 5.

Assim, (x1,e1) = (22, €2) € ps é injetora.

Logo, ps ¢ bijetora.

Ainda py' 1 E — ¢*(E) é dada por p,*(e) = (z0,¢) onde x4 é o tinico elemento de X tal
que (o) = p(e) (note que ¢ é um homeomorfismo) e assim p, ' é continua.

Portanto p; é um homeomorfismo. |

Definicao 1.0.48 Uma homotopia H : X x I — B € estaciondria se, e somente se, H(z,t) =
H(z,0),Vt e I,Vx € X.

Definicdao 1.0.49 Sejam p: X — B ep : X — B fibragdes com o mesmo espaco base
B. Dizemos que p e p possuem o mesmo tipo de homotopia de fibra se, e somente se, existem
aplicacoes X - X — X', p: X — X tais que p o\ = p, pop = p, e homotopias
F:X xI— X entre po X e a aplicacio identidade de X ¢ G : X x 1 — X' entre Ao e

a aplicacdo identidade de X' tais que as homotopias po F e p o G sio estaciondrias.

Definicao 1.0.50 Seja p : X — B uma fibracdo. Dizemos que p € homotopicamente trivial
na fibra se, e somente se, p: X — Bep : Fx B — B, onde F = p~'(by) com by € B,

possuem o mesmo tipo de homotopia de fibra.

Lema 1.0.8 Seja p : X — B uma fibracdo e suponhamos que B seja contrdtil. FEntao p
¢ homotopicamente trivial na fibra. Além disso, para qualquer subespaco By de B, os pares
(X,p7Y(By)) e (F x B,F x By) tém o mesmo tipo de homotopia.

Demonstracao. Vide [10], Corolério 7.27, p.40. n
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1.0.13 Algebra Exterior

Por um A-médulo Z-graduado entendemos uma familia M = {M,,,n = 0,+1,+2,...} de
A-modulos M,,; um elemento m de M, é também chamado um elemento de grau n em M
(denotamos deg m = n).

Um A-médulo graduado M é um médulo Z-graduado com M,, = 0, para n < 0.
Uma &lgebra graduada € é uma familia de A-médulos {Q,,n = 0,1, ...} com um elemento

distinguido 1 € {2y e uma funcao A-bilinear.

OxQ — O
(Ap) = A

tal que sempre temos deg(\.p) = deg(A\) + deg(p),
A(pv)=Ap)y, 1LA=A1l=A\
Uma algebra graduada §2 é comutativa se sempre
A= (_1>deg(k)deg(u)'M'A.

Em conseqiiéncia, os elementos de grau par comutam no sentido normal. Se, além disso,

A? = 0 para todo elemento A de grau impar, Q é chamada rigorosamente comutativa.
O produto tensorial de duas A-dlgebras graduadas 2 e ¥ é seu produto tensorial Q ® 33

como modulos graduados, onde em termos de elementos, o produto é dado por
A@0)N ®@0) = (=1)%9@desCI\ N @ g.0'

e aildentidade de Q ® X é 1 ® 1y.

O produto tensorial para dlgebras graduadas satisfaz
a:QRLEYLRO, aA®o] = (_1)deg(k)d69(0)a QA

B:(QY)7=Q®(E217), Al(A®o)®9]=A®(c®7),
ARNEONEORA, a®X—al— A®a
(Aqui A é reconhecido como uma algebra graduada com Ay = A, A, =0, n #0).
A dlgebra exterior A = A(u) sobre um simbolo u de grau impar d é construida do A-mddulo
livre Au com um gerador u como a algebra graduada A com Ay = A, Ay = Au, A,, = 0 para
0 # n # d, e com produto determinado por lu = u = ul, u? = 0.

E rigorosamente comutativa.
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Seja A(u;), i =1,...,n, a dlgebra exterior sobre o simbolo u; de grau impar d;.

Para n letras uy, ..., u,, cada uma de grau fmpar d;, o produto tensorial (sobre A)
Aluy, cuy) = Auy) @ ... @ Auy,)

é uma algebra graduada rigorosamente comutativa, chamada a algebra exterior sobre A com
geradores Uy, ..., Uy.

. ! , . , . /

O produto de dois elementos e e e na algebra exterior é frequentemente escrito como e Ae .

Claramente (%) A é o médulo livre sobre todos os produtos (em ordem) dos geradores wu;; 0s

produtos de grau d;; + ... + d;;, > 0 sao
uiluiz...uip = Uy, N Uiy AL A Uip,

Com1§i1<i2<...<ip§n.
(x) Note que u; A uj = —uj A u; para i # j.

n n n!
O numero de tais produtos é onde = —
p p (n —p)'p!

Vale a regra

- : , — (_1\s9n(9),, . ., . .
Uzo(l)UzU(Q)...uzo(p) - ( 1) U“U,ZT,,’U,ZP

onde o é uma permutacao qualquer de {1,...,p} e sgn o ¢é o sinal da permutagao o.

1.0.14 Grupos Classicos

s

Defini¢ao 1.0.51 O grupo das rotagées do espago euclidiano R™, denotado por SO(n), é
formado pelas transformagoes lineares T : R" — R"™ tais que (T'(z),T(y)) = (z,y) para

quaisquer x,y € R™ e, além disso, det(T) = 1.

Os elementos do SO(n) também podem ser vistos como matrizes reais ortogonais n x n,

com determinante 1.

Definicao 1.0.52 O grupo wunitdrio, denotado por U(n), é o conjunto de todas as
transformacoes lineares T : C* — C™ que preservam produto interno, ou seja, que cumprem
a condi¢ao (T(2),T(w)) = (z,w), para quaisquer z,w € C".

Os elementos do U(n) também podem ser vistos como matrizes complexas unitarias n x n.

Defini¢ao 1.0.53 O grupo especial unitdrio, denotado por SU(n), € o subgrupo de U(n)

formado pelas matrizes unitdrias que tém determinante iqual a 1.
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Defini¢ao 1.0.54 O grupo simplético, denotado por Sp(n), é o conjunto das 2n X 2n matrizes

reais A tais que A'JA = J, onde J € a 2n x 2n matriz de blocos

()

Definicao 1.0.55 O espaco projetivo complexo, denotado por CP(n), € definido como o espago
quociente da esfera St pela relacdo de equivaléncia sequndo a qual dois pontos w,z € S*+!

sio equivalentes se, e somente se, existe u € St tal que w = u.z.

Proposicao 1.0.5 Temos os sequintes resultados:
(i) SO(1) é um ponto (Vide [2], p.293).
(1i) SO(2) é homeomorfo e isomorfo como um grupo a S* (Vide [2], p.293).
(111)SO(3) € homeomorfo a RP(3) (Vide [2], p.293).
(iv) SU(1) € um ponto (Vide [2], p.434).
(v) SU(2) é homeomorfo a S* (Vide [2], p.434).
(vi) Sp(1) é homeomorfo a S* (Vide [7], Fxercicio 11, p.21}).
(vii) U(n) é homeomorfo a S* x SU(n) (Vide [7], p.141).
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CAPITULO

2

Seqiiencias Espectrais

Sejam D e E grupos abelianos e consideremos o seguinte triangulo

N~

D

onde ¢, j, k sao homomorfismos.

Definicao 2.0.56 Dizemos que o triangulo acima é exato em cada vértice se

Im k= Ker
Imi= Ker j
Im j= Ker k

Tal triangulo é chamado triangulo exato.
Lema 2.0.9 Sed=jok: E — E, entao d*> = 0.
Demonstracao. De fato, se x € E entao
d*(x) = (jok)*(z) = (jok)o(jok)(x)=jo(koj)ok (x) =0

pois Im j = ker k e assim ko j = 0. |
Assim podemos construir a homologia Fy = H(FE,d) = ’;fn%l de E com relagao a d, pois
Im d C ker d, uma vez que se y € I'm d, entdo y = d(x) para algum z € E.

Assim, d(y) = d(d(z)) = d o d(z) = d*(z) = 0.
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2 Seqiiéncias Espectrais

Se chamarmos D; = I'm @ podemos formar o seguinte triangulo

onde
i1=1]p;
Ji(i(a)) = [j(a)], a € D;
ki([z]) = k(z), x € ker d.

Definicao 2.0.57 O triangulo acima é chamado triangulo derivado.

Inicialmente, observemos que i1, j; e k estao bem definidas.

e Como iy =i |p, e D1 = Im ¢ C D entao i; estd bem definida.

e Para verificarmos que j; estd bem definida, primeiramente, observemos que j(a) € ker d.
De fato, d(j(a)) =do j(a) = (jok)oj(a) =jo (koj)(a)=0 pois Im j = ker k.

Agora, mostremos que j; estd bem definida, isto é

i(z1) = i(x2) = [j(z1)] = [j(22)]
ou equivalentemente
i(x1) = i(xe) = j(x1) — j(z2) € Im d

De fato,
i(r1) =i(xe) = i(x1) —i(x2) =0 = i(x; —22) =0= 121 — 20 Eker i=Im k

— 1 —1=Fk(y), y€F

Logo, j(z1) — j(z2) = ja1 — x2) = j(k(y)) = jo k(y) = d(y) € Im d.

Portanto, j; esta bem definida.

e Falta verificar que k; estd bem definida, mas primeiro observemos que k(z) € Dy = Im i =
ker j, com x € ker d.

De fato, j(k(z)) = jo k(x) = d(z) = 0.

Agora, mostremos que k; estd bem definida, isto €,
(1] = [x2]) = k(21) = k(x2), com z1,29 € ker d

De fato,
(1] =z = w1 - €lmd= 21 -2 =d(y), yeE
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Assim, k(z1) — k(z2) = k(21 — 22) = k(d(y)) = ko d(y) = ko (jok)(y) = (ko j)ok(y) =0,
pois I'm j = ker k.

Logo, k(x1) = k(z2).

Portanto, k; esta bem definida.

Observemos, agora, que %1, j; € k; sao homomorfismos.

e Como 77 € restricao de homomorfismo, entao ¢; também é homomorfismo.

e Mostremos que j; é homomorfismo.

De fato, sejam i(z),i(z9) € Dy, com x1, 29 € D.

Entao,

d(i(@n) +i(z2)) " " Gai(my ) = [an 2] ET (i) + ()] = (1)) + [ ()] =
Ji(i(z1)) + j1(i(22))

e Mostremos que k; é homomorfismo.

De fato, sejam [z1], [z2] € Ey, com x1, 29 € ker d.

Entao,

(o] + [w2]) = ([ + o)) 1= k(s +22) " 2" (o) + k() =2 Fa([o1]) + b (o))

Lema 2.0.10 O triangulo derivado acima é exato em cada vértice.
Demonstracao. Para mostrarmos que o triangulo derivado é exato, devemos mostrar que
Im i, = Ker j;

Im jl = Ker k’l
Im ki = Ker 4

e Mostremos que Im i, = Ker j;.

Se y € Im iy entdao y = iy(z), com x € Dy = Im i. Assim, x = i(a) para algum a € D e

J1(y) = i (@) " Gii@) = [i(@)] = [(i(a)] = [j o i(a)] = 0

pois I'm i = ker j.
Portanto, y € ker 7;.
Reciprocamente, seja y € ker j; entao ji(y) =0, com y € Dy = I'm i.
Assim, y =i(x), z € D.
Agora, 0 = j1(y) = j1(i(x)) = [j(x)] entdo j(z) € Im d.
Dai, j(x) = d(a), com a € E.
Logo,
j(x) = jok(a) =j(k(a)) = j(x) — j(k(a)) =0 =

jx—k(a)) =0= 2 —k(a) € ker j=Imi= z—k(a) =), be D
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Daf, i(z — k(a)) = i(i(b)) = i(z) — i o k(a) =i 0 i(b) =5 i(x) = i(i(b))

Assim, y = i(x) = i(i(b)) = i1(i(b)) € Im 4y

Portanto, I'm i; = Ker j;.

e Mostremos que I'm j; = Ker k;.

Se [z] € I'm ji, com z € ker d, entdo [z] = j1(y), onde y € Dy = Im i, isto é, [z] = j1(i(x)),
com y = i(x) para algum z € D.

Assim, ki ([2]) = k1(j1(i(2))) = k1 ([ (@)]) = k(j(2)) = k 0 j(x) = 0 pois Im j = ker k.
Portanto, [z] € ker k.

Reciprocamente, se [z] € ker k; entao ki([z]) = 0, ou seja, k(z) = 0.

Logo, z € ker k= Im j, e dai, z = j(y) com y € D.

Entdo, [2] = [j(y)] = 5:(i(y)) € Im .

Portanto, Im j; = Ker ky.

e Mostremos que Im ki = Ker 1.

Se x € I'm ky entdo x = ky([z]), com z € ker d, isto é, x = k(z).

Dai, i1 (x) e i(x) =1i(k(z)) =iok(z) =0 pois ker i = Im k.

Portanto, x € ker ;.

Reciprocamente, se = € ker i entao i1(x) = 0, com x € Dy, isto é, i(x) = 0.

Logo x € ker i = Im k e portanto = k(z) para algum z € FE.

Assim, x = k(z) = ki([2]) € Im k.

Portanto, Im ki = Ker ;. [ ]
Definindo d; = j; o ky : By — Fj temos que (d;)* = 0.

De fato, se x € Fy, entao
(di)*(z) = (jrok)*(z) = (Jiokr) o (iok)(z) = jio (kroji) ok (z) =0

pois I'm j; = ker k.
Assim podemos construir a homologia Ey = H(E),dy) = 'fmr—g‘lli de F, com relacao a d;.

Se chamarmos Dy = I'm 47 podemos formar o segundo triangulo derivado

D, D,

N

Es

onde
iy = 11 | Dy
ja(ir(a)) = [ji(a)], a € Dr;
ko([z]) = ki(x), x € kerd d;.
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Analogamente ao primeiro triangulo derivado, este segundo triangulo derivado também é
exato. Podemos verificar também que (dg)? = 0.

E, assim sucessivamente, podemos construir uma seqiiéncia de triangulos derivados.

Definicao 2.0.58 A seqiiéncia (E,, d.) é chamada seqiiéncia espectral associada ao triangulo

exato inicial.

2.0.15 O termo E

Consideremos Z° = Z,, = Ker d,. Entao podemos definir o epimorfismo
hn : Zg - n+l — H(En,dn)

a +— |[a]

Definamos
={2€2>: h,(2) € Zps1 = Ker dpi1}

={2€Z :hy10hy(2) € Zyyo = Ker dpyo}
={2€ 7% hpyoohpp10hn(2) € Zpis = Ker dpi3}
e, assim sucessivamente.

Consideremos

o0
ﬂ ZP = conjunto dos ciclos persistentes em E,

Observemos que se = € F, entao h,(z) € 1.
De fato, como z € E, entdo x € Npeo 25
Devemos mostrar que h, () € En1 = (1,29 Zni1-
Temos que
Z0 = Ker d,y

Zyw={x € Z) 1 hpi(z) € Ker dyia}
Zta={x€Zy:hppaohnii(z) € Ker dyis}
Zi i ={x €22  hnyaohnioohyyi(x) € Ker doya}

e, assim sucessivamente.

Logo, como x € ()2, ZF temos que
x € Zy= hy(z) € Ker dyi1 = 204

ho(x) € Z0.1 e x € Z2= hyp1(ho(z)) € Ker dpia = hy(x) € Zp 4
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ho(z) € ZY,1 e © € Z2 = hyyo o hyyi(hn(z)) € Ker dyys = ho(x) € 22,4

e, assim sucessivamente, concluimos que h,,(z) € (1,2 Z11-
Portanto, h,(z) € E,41.

Podemos entao definir a seguinte aplicagao

hn : En ? n+1

r — hy(2)

Assim, o sistema (E_n, h_n) ¢ um sistema direto de grupos e F,, = m (E_n, h_n)

Suponhamos que exista r > 0 tal que d,, = 0, para todo n > r.
Entao, Im d,, = {0}, para todo n > r.

Logo,
ker d,
E...=H(E.d) = Tmd. = Ker d,
ker d,iq
E.o=H(E 1,d+1) = —— = Ker d,
+2 (Eri1,dryn) Im dyi er Qri1

e, assim sucessivamente.

Dai, Kerd, = E, =2 E,,1 = F,,2 = ..., VYn > r, poisdesde que h, : Kerd, = E, — FE,1

¢ um epimorfismo, entao para mostrarmos que E, = E, ,; basta verificar que h,, é injetor.

De fato, sejam z1, x5 € Ker d,, entao

hop(x1) = hp(x2) = 1] = [22] = 1 — 29 € Im d,, = {0}, Vn > r

Assim, 21 — 29 = 0 e, dai, 1 = x».
Logo, E, = E, 1 para todon > r.

Portanto, F, = E, 1 = E,.» = ..., para todo n > r.

Assim, todos os grupos FE,,, com n > r, sao ciclos persistentes e F, = F,.

Isto vai ocorrer com freqiiéncia.
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CAPITULO

3

Seqiiencias Espectrais de um Grupo diferencial
com filtracao e de um Complexo de Cocadeias

com filtracao

Por um grupo diferencial entendemos um par (A, d) onde A é um grupoed: A — A é um
homomorfismo tal que d? = 0, chamado diferencial.

Para melhor compreensao da maquinaria algébrica, vamos trabalhar por partes,
introduzindo primeiro a seqiiéncia espectral de um grupo diferencial com filtracao e

posteriormente a seqiiéncia espectral de um complexo de cocadeias com filtracao.

3.0.16 Seqiiencia Espectral de um Grupo diferencial com filtragao

Definigao 3.0.59 Uma filtragcao de um grupo diferencial (A, d) é uma seqiiéncia decrescente
de subgrupos A = F°(A) D FY(A) D F?(A) D ... D FP(A) D FPTY(A) D ... satisfazendo

dy(FP(A)) C FP(A), onde dy = d,, -

Assim, temos a seqiiéncia exata curta

i i,  FP(A)
—+1 P Jp

onde i, : FP*1(A) — FP(A) é ainclusdo e j, : FP(A) — F};i—% é a projegao com jj(z) = [z].

De fato, mostremos que essa seqiiéncia é exata.
e Exatidao em FPT1(A).
Basta mostrar que i, ¢ injetor, isto é, Ker i, = {0}.

Assim, seja @ € Ker i, entao i,(x) = 0, ou seja, x = 0.
e Exatidao em %.
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Basta observar que j, ¢ sobrejetora, o que é ébvio pois j, ¢ a projecao.
e Exatidao em FP(A).

Mostremos que I'm i, = Ker jp.

Se x € Im i, entdo x = iy(x), com x € FPT(A).

Assim, j,(z) = jp(iy(z)) = [ip(2)] = [2] = 0, pois z € FPTI(A).

Logo, Im i, C Ker j,.

Reciprocamente, se x € Ker j, entdo j,(x) =0, com x € FP(A).

Assim, [x] = 0 o que significa que z € FPT1(A) e, dai, z = i,(z) € Im i,,.
Logo, Ker j, C Im i,.

Portanto, I'm i, = Ker jp.

Considere d,11 : FP*1(A) — FPT(A) tal que dp1 = djposi(a) € d: L VMNP 4.4 €

. Fr+l(A) Fr+l(A)
tal que d([z]) = [d,(x)].
Para melhor enxergarmos
po+1 ' po . d
0 — FFiA) 5 FP(A) 5 s — 0
Tdpir | Ta, . 17
0 — FriA) 5 FP(4) =5 s — 0
Tdpss Ta, IF;
Observemos que a aplicacdo d é bem definida, pois
@] = [y] = o —y € Frri(A) C FP(A) = dy(x —y) € FPH(A) "= dy(z) — dy(y) €

FPYA) = [dy(2)] = [dy(y)] = d([z]) = d([y])

Além disso o diagrama acima comuta, pois

do jy(x) = d([z]) = [dy(2)] = jp(dp(x)) = jp 0 dy(2)
Consideremos o seguinte triangulo:

Ker dpy1 H(Fp+1(A)) H(ip)

Im dpya

Op H(jp)

FP(A er d
H<Fp+(1(,21)) = Ifmgd

onde H (ip)([z]) = [ip(@)], H(p)([y]) = [Jp(y)] e 0,([z]) = [v], onde v é o 1nico elemento em
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FPti(A) tal que i,(v) = dy(u) com j,(u) = z.
Mostremos que essas aplicagoes estao bem definidas.

e H(i,) estd bem definida, pois
[ml] = [5E2] = 1x1 — T2 €Im dp+1 =T — Ty = p+1(a)7 = Fp+1(A)

Logo, ip(x1) = ip(®2) = ip(21 — 22) = 1p(dpr1(a)) = ip 0 dps1(a) = dp 0ip(a) = dy(ip(a)) €
Im d,.
Portanto, [i,(x1)] = [ip(z2)]-

e H(j,) estd bem definida, pois
1] = [y2] = v1 — 92 € Im dy = y1 — yo = dy(b),b € FP(A)

Logo, jp(y1) — Jp(¥2) = Jp(y1 — ¥2) = Jp(dp(D)) = jp 0 d,(b) = do Jp(b) = E(Jp(b)) eImd.
Portanto, [j,(y1)] = [jp(y2)]-
® 0, estd bem definida.

Consideremos a seqiiéncia exata curta

i i,  FP(A)
+1 P Jp
Seja z € Ker d C ;;i—(%.

Como j, é sobrejetora existe u € FP(A) tal que j,(u) = .

Temos jp(dp(1)) = jp 0 dp(u) = d o jp(u) = d(2) = 0 = dy(u) € Ker j, = Im i,

Como 4, é monomorfismo, entao existe um tnico v € FPT(A) tal que i,(v) = dp(u). (%)

Assim, considere ¢ : Ker d — H(FP*'(A)) tal que ¢(z) = [v] onde v é o tinico elemento
em FPH(A) tal que ip(v) = d,(u) com jy(u) = 2.

Lema 3.0.11 ¢ estd bem definida, isto é, [v] € H(FP*'(A)) independe da escolha do elemento
u € FP(A) e, portanto, depende somente de z € Ker d.

Demonstracao: Sejam u,u’ € FP(A) tais que j,(u) = z = j,(u).
De (x), existem tnicos v, v’ € FPT(A) tais que i,(v) = d,(u) e i,(v') = dp(u').
Afirmamos que [v] = [v/].
De fato,

u—u € FP(A) = j(u—u')=jy(u) —jp(u) =2—2=0=>u—u" € Ker j,=Im 1,

Assim, existe y € FPT(A) tal que u — o' = i,(y).

Consideremos o elemento v — v' — d,y1(y) € FPT(A), entao
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ip(v =V = dpi1(y)) = ip(v) = ip(V') — ip(dps1(y)) = 1p(v) — ip(v') — 1y 0 dpya(y) = ip(v) —
ip(V') = dp 0oip(y) = dp(u) = dp (W) = dp(ip(y)) = dp(u =) =dp(u—u') = 0= v =0 —dp1(y) €
Ker i, ={0} = v—v =dy1(y) € Im dpyy = [v] = [V']

Portanto, [v] € H(FP™!(A)) independe da escolha de u € FP(A), o que mostra que ¢ estd
bem definida. m

Lema 3.0.12 ¢ ¢ um homomorfismo.

Demonstracao. De fato, sejam z, 2’ € Ker d.

Tome u,u’ € FP(A) e tinicos v,v" € FPT(A) tais que j,(u) = z, j,(v') = 2/, i,(v) = d,(u) e
iy (t') = dy(u).

Temos ip(v+0") = iy (0) +ip (V) = dp(u) +dp(u') = dp(u+u') com jy(u+u') = jy(u)+jp(u') =
z4 2.

Assim, §(z + /) = [v + /] = [o] + [v] = 6(2) + ().

Portanto, ¢ é homomorfismo. ]

Lema 3.0.13 Ker ¢ O Im d.

Demonstragao. Se z € Im d, entdo existe y € If;i—(l‘a) tal que z = d(y) e como j, é

epimorfismo, temos que existe w € FP(A) tal que j,(w) = y.

Faca u = d,(w).

Entéo j,(u) = j, o dy(w) = do j,(w) = d(y) = z e, ainda, dp(u) = d, o dy(w) = d*(w) =0 =
i»(0).

Logo, ¢(z) =0 e, assim, z € Ker ¢.

Portanto, Im d C Ker ¢. |

Assim, podemos definir

Observemos que 0, esta bem definida, pois
Zl=[]=2z—2 €lmdChker o= ¢(z—2)=0= ¢(2) = ¢()

Mostremos agora que essas aplicagoes sao homomorfismos.

e 0, ¢ homomorfismo, pois

Op([2] + [2]) = O,([z + 2]) = 6(2 + &) = 6(2) + 6(2') = Op([2]) + G,(['])

e H(i,) ¢ homomorfismo.
H(ip)([2] + ly]) = H@p)([z +¢]) = [ip(z + y)] = [in(x) + i (y)] = [ip(2)] + [in(y)] =
H (i) ([2]) + H (i) ([9])-
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e H(j,) é homomorfismo.
H(Gp)(ly] + [2)) = HG)(y + 2) = Up(y +2)] = Upy) +5p(2)] = Up@)] + [in(2)] =
H(Gp) () + H(Gp)([2])-

Mais ainda,
Lema 3.0.14 O triangulo

Ker dp+1 — H(Fp+1(A>) H(’LP)

Im dp+1

é exato.

Demonstracao.
e Exatiddao em H(FP(A)).
Se [y] € Im H(i,), entdo existe [z] € H(FPT(A)) tal que H(i,)([z]) = [y].

Assim,

H(5p)([y]) = H(Gp) (H (i) ([2])) = H(Gp) ([ip(2)]) = U (ip())] = [p © ()] = [0]

pois Im i, = Ker j,.
Logo, Im H(i,) C Ker H(jp).
Falta mostrar que Ker H(j,) C Im H/(i,).
Se [y] € Ker H(j,) entao
HGp) () = 0] = [p(s)] = 0 = jy(y) € Im @ = jy(y) = Aa), o€ XA
Como j, é epimorfismo existe b € FP(A) tal que j,(b) = a.

Considere o elemento y — d,(b). Entao

Jp(y — dp()) = Jp(y) — Jp o dy(b) = E(@ - E(a) =0

Logo, y — d,(b) € Ker j, = Im i,.
Assim, existe ¢ € FPT(A) tal que i,(c) = y — d,(D).
Mostremos que ¢ € Ker d,;.

De fato, temos
ip(dpi1(c)) = iy 0 dpyi(c) = dp 0 ip(c) = dp(y — dp(b)) = dp(y) — dp 0 dyp(b) = dp(y) =0
pois y € Ker d,.
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Logo, dpt1(c) € Ker i, = {0} e, assim, d,41(c) = 0.

Assim, [y] = [iy(c)], ou seja, [y] = H(ip)([c]).

Portanto, [y] € Im H(iy).

e Exatidao em H(FPT1(A)).

Seja [¥] € Im 9,, com z € Ker d,,;. Entdo [z] = 9,([z]), com z € Ker d, ou seja, [x] = [v]
onde v é o tinico elemento em FPT1(A) tal que i,(v) = dp(u) e jy(u) = 2.

Assim,

pois d,(u) € Im d,.
Portanto, Im 0, C Ker H(iy).
Mostremos que Ker H(i,) C Im 0,.
Se [x] € Ker H(i,), com « € Ker d,y1 entao

H(ip)([2]) = [ip(2)] = 0 = ip(2) € Im d, = i,(2) = dp(a), a € FP(A)

Seja z = j,(a) e mostremos que z € Ker d.
De fato,

pois I'm i, = ker j,.

Portanto, z € Kerd.

Assim, 0,([z]) = [z], pois i,(x) = d,(a) com j,(a) = .

Portanto, [z] € Imd,.

e Exatidao em H(;:i—%)'

Se [z] € Im H(j,), com z € Ker d, entao [z] = H(j,)([y]) = Jp(v)], v € Ker d,.

Assim,

y([2]) = G (l7(v)]) = [0]

pois ,(0) = 0 = d,(y).

Portanto, Im H(j,) C Ker 0,.

Mostremos que Ker 0, C ImH(jp,).

Se [z] € Ker 8,, com z € Ker d, entdo 0,([z]) = [v] = 0, onde v é o tinico elemento de
Ker d,; tal que i,(v) = d,(u) e j,(u) = z.

Como [v] = [0] entdo v € I'm dyy; e, assim, v = dy11(w), onde w € FPT(A).

Considere o elemento y = u — i,(w) € FP(A).

Temos

dp(y) = dp(u — iy(w)) = dy(u) — dp 0 ip(w) = dy(u) — ip 0 dpy1(w) = ip(v) —iy(v) =0
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Assim, y € Ker d,.
Logo, H(jp)([y]) = Up(W)] = lp(w) = Jp 0 ip(w)] = [jp(u)] = [2].

Portanto, [z] € Im H(j,). ]
Definamos
Dy =  H(FP(A))
p=0
B < FP(A)
Eq FP+1(A))

e, portanto, temos o seguinte triangulo exato

{H(ip)}=ia
Dy ————= D

{ap}k Am}—n

Ey

Temos ainda,

D1 = H(F°A)) H(F1(A)) H(F2(A)) 3(A)) ®
D1 = H(F(4)) H(F(4)) H(F?(4)) H(F3(A)) ®

lH(J'o) \LH(J&) lH(jz) \LH(J'S)
Bo= HEEE) e HEHR) e HEE) e HERZR) e
\ \ \ \

Dy = H(F°(A)) ® H(F'(A)) ® H(F?(A)) ® H(F3(A)) @

Assim, os grupos D; e F; sao graduados e 7; tem grau —1, 7; tem grau 0 e k; tem grau +1.

3.1 Seqiiencia Espectral de um Complexo de Cocadeias com Filtragao

Seja A : A0~ oAt 4y 42 4 4 ap L gptt 4 ym complexo de cocadeias.
Uma filtracdo de A é uma seqiiéncia decrescente de sub-complexos FP(A). Temos assim, o

seguinte diagrama:

FO(A)=A: A0 ., Al ., A? LN Apta ., Aptatl -,
U ] U U U U

Fl(a)  : (Fla))y L Fa) Lo Fwe2 Lo L @yt L (Fr ettt
U U U U U] U

F2(4) - (FrA) L () L (P2 L L L (m et L (Rrayptett L
U U U U U U
] ] U U U U

FrA) 2 (FrA)Y L (Fra)t L (rra)? L L L (prayete L (pr(ayprett 4
U U U U @] U
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Assim, temos para cada p, uma seqiiéncia exata curta de complexos de cocadeias

FP(A)

+1 ip Jp —
Colocando na forma detalhada temos
Td Ta IFi
P p+g+1
0 — (PP AP — (A — il — 0
Td Td K
0 — (PP — (FAPT — i O
Td Ta 17
Td Ta 17
7 0
0 —  (RAP —  (PU)Y — R — o
Assim, obtemos o seguinte triangulo exato
Fp+1 H(Zp
\ /
Colocando na forma detalhada
Hp+q(Fp+1(A>> a Hp+q(Fp<A))
P q+1
HPatL(Fri(4)) HPHITL(FP(A))
% /
Hp+q Ep
i q+2 Jf att
Hp+q+2(Fp+1

Hp+q+1 Eg

Para colocarmos isto na linguagem de triangulo exato é necessario bi-indexar da seguinte
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maneira

DY = HP(FY(A) EPT = HP(EY(4)

onde p é o grau da filtracao e ¢ é o grau complementar de p em relagao ao nivel de cohomologia.

Assim, temos

;P,q

p+1,q—1 "1 P,q
Dy Dy
1 11) o 1
p+1,q D>q+
Dl jpvq Dl
6?#1 1
\
P,q
El
-p,q+1
1 1 11) ,q+2 gl
DP+ g+
1
,q+1
‘% /
Definamos

— E P,q — E P,q
p.q p.q

e, portanto, temos o seguinte triangulo exato

11 {’Lp Q}

D,

k1= 3’% J1={37?}

E, assim, bigrau de i; = (—1,41), bigrau de j; = (0,0) e bigrau de k; = (1,0).

Portanto, os grupos D; e E; sao bi-graduados.

Definamos dy = j; o ky : £ — E; tal que

R qu Dp+1,q31 ’Ep+1q

e, assim, bigrau de d}"! = (+1,0), consequentemente, bigrau de d; = (+1, 0).
Observemos que a definigdo de EP? envolveu somente os termos de ordem p e p + 1 da
filtracao. Assim, Ef“’q envolvera, de forma andloga, os termos de ordem p+ 1 e p + 2 da

filtracao.

: , . - 1
Nesse sentido, é possivel obter uma expressao para db? : EP? — EP™ % em termos dos

elementos de ordem p, p+ 1 e p + 2 da filtracao.
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Temos
FP(A)
FPri(A) FP(A) TP
p+1 _ (A _ mp
Eyt(A) = Fri2(A) - Fri2(A) € ?ZE@ = Ey(A)

Assim, temos a seguinte seqiiéncia exata curta

FP(A)

*0—>Eg+1<A) _)FV’T(AA)

— BJ(A) — 0

g 4 - o
Lema 3.1.1 d}?: EP? — EP™Y9 ¢ 0 homomorfismo de conexdo da seqiiéncia evata curta *.

Demonstracao. Consideremos as duas seqiiéncias

(1) 0 — FPY(A) — FPA) — EA) — O

L ps1 ! 11
® 0 — BT — & — B — o

Observemos que a seqiiéncia (2) ¢ obtida de (1) passando ao quociente por FP2(A).
Sabemos que k; é o homomorfismo de conexao de (1).

Temos entao,

P,q

SN Herq(Eg(A)) — Efﬁq 81_) Hp+q+1(Fp+1(A)) — Dﬁﬂrl,q .

L1 L
— HP(EJ(A) = BYY = HPNERT(A) = BT —

Portanto, 6 =dol = jéf“vq o P = @b, .
O objetivo agora é descobrir o bigrau de d,, : E,, — F,,.

Considere a seqiiéncia exata curta
0 — FPH(A) 2 FP(A) 25 EP(A) — 0

Calculemos o bigrau de is.

Temos
,L'Zlhq i117717¢1+1
Hp+q(Fp+1(A)) , Hp+q(Fp(A)) N Hp+q(Fp_1(A))
I I I
p+1,g—1 D,q p—1,q+1

Dy Dy Dy
Definamos

. p—1,g+1 _ p—1,qg+1 ~1,g+1 p—1,g+1

Dy =Im 7 e THITh = pmhat |ppa : DY — D AL — [ BRI
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Portanto, o bigrau de iy = (—1,1).
Calculemos agora o bigrau de 7js.
Recordemos que

j117+1,q—1 . D217+17q—1 Ezlo-i-l,q—l

Se x € D2 = I'm 9, entdo x = i¥(a), com a € DV
Assim,

75 (x) = 51 (a)) = [T (a)]
Logo, jb4: Db9 — EEHhat,
Portanto, o bigrau de j, = (1, —1).

Calculemos agora o bigrau de ko, onde ko = {057}.

Sabemos que o dominio de 957 é EY? = H(EY'?) e queremos encontrar o seu contra-dominio.

Recordemos que
a{),q . E{mq _ D11J+1,q
Se x € EY? = H(EY?) entao x = [a], com a € Ker d.
Assim,
aqu([a]) _ a{),q(@ c D129+17q —Im Z~110+17q = Ker j{9+1,q
pois ji " 0 87(a) = di!(a) = 0.
Logo, oy . EB? —s D’;H’q.

Portanto, o bigrau de ky = (1,0).

Como db% = 8190 @29 bigrau de 727 = (1,—1) e bigrau de 97 = (1,0)

bigrau de db? = (2, —1).
Portanto, bigrau de dy = (2, —1).

Agora, por indugao, provemos o seguinte

Lema 3.1.2 Temos bigrau de i, = (—1,1), bigrau de j, = (n — 1,1 — n),

k., = (1,0) e bigrau de d,, = (n,1 —n)

Demonstracao. A prova sera feita por indugao sobre n.
Inicialmente mostremos que bigrau de i, = (—1,1).
Temos que

e Se n = 1, entdo bigrau de iy = (—1,1), pois i#¢ : DP*H471 _ D4,

entao

bigrau de

- . . . 1.o—1 .
e Se n = 2, entdo bigrau de i, = (—1,1), pois i5? : D571 — DP' onde Dy? = I'm %9

Suponhamos, por indugao, que bigrau de i,,_; = (—1,1).
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Assim, temos

Dp+1,q71

n—1 n—1

D,q . -Dsq
DP9 = Im 3",

Entao,

ip—1,g+1 _ p—1lq+1 . P4 p—1l,g+1 _ ;p—1,g+1
b = " | ppa s DV — DP =Imi,

Portanto, bigrau de i, = (—1,1).

Mostremos agora que bigrau de j, = (n — 1,1 — n).

Temos que

e Se n = 1, entao bigrau de j; = (0,0) pois 57 : DP? — EP9.

e Se n = 2, entdo bigrau de j, = (1, —1) pois j5¢ : Db — Epha-1,

Suponhamos, por indugao, que bigrau de j, 1 = (n — 2,2 — n), isto é,
et Dt g,

Se x € DP1 = [m ¥, entdo x =i (a), onde a € Dﬁﬂ’qfl.

Assim,

() = AR (@) = [ (@)] € Bptat < (gt e

: p+n—1,g—n+1/ p+l,q-1 _ sptn,g—n+l/gptn—1,g—n+1 p+1,g—1 _
pois d,"} (na® (@) = Jn-y (On 1 ° jn1? (a)) = 0 desde que
—1,g—n+1 -p+1,q—1
ortyha o] =0
n—1 n—1 .

Logo, j24 : DP4 — Eptn—la—n+l

Portanto, bigrau de j, = (n — 1,1 —n).

Mostremos agora que bigrau de k, = (1,0).

Temos que

e Se n = 1, entdio bigrau de k; = (1,0), pois 9P : EP? — pPa
e Se n = 2, entdo bigrau de ky = (1,0), pois 957 : E2? —s Dbt
Suponhamos, por indugao, que bigrau de k,_; = (1,0).

Se x € EP? entao x = [a], com a € Ker dV?, C EP?,.

Assim,

R () = 29((a]) = 947 (a) € DYV = I 8739 = Ker ji1

pois 11 0 b (a) = di? (a) = 0.
Logo, o717 : EP4 — DPtha,

Portanto, bigrau de k,, = (1,0).
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Finalmente, temos que bigrau de d,, = (n,1 — n), pois

P,q
g — ;pt+1lq P4 . P4 dn p+n,q+1-n
dbt = gt o ohd s pht —o FF

Portanto, bigrau de d,, = (n,1 — n).

Assim, temos a seguinte seqiiéncia exata longa

p—ntlgtn—1

p—n+2,g+n—2 n p—n+1,g+n—1
Dn Dn
11 7;173L1l1+1 11
p+1,q P,q
Dn jp7n+1,q+n71 Dn
n
a1
y20)
En
jpiatl
p+n 1,q+3—n
Dp—i—n q+2—n

Eern 1,g+2—n

Definigao 3.1.1 Seja A : A° S N N L complezo de cocadeias

filtrado. Dizemos que A € limitado se para cadan € N, existe um inteiro p(n) tal que (F*(A))" =

0, para qualquer s > p(n).

Isto ¢, a seqiiéncia A" = (F°(A))" D (F'(A))" D (F?(A))" D ... D (FP(A))" D

para algum p.

.. termina

Definigao 3.1.2 A seqiiéncia espectral (E,,d,) é chamada de primeiro quadrante se EP? =0

para p <0 ou q <0, onde E, = Zp,q EPq,

Lema 3.1.3 Se (E,,d,) é uma seqiiéncia espectral de primeiro quadrante, entdo EP? =

EPY, = .= BP9 ser >mar {p,q+1}.

Demonstragao. Seja r > maz {p,q+ 1} entdog—r+1<0ep—1r <0.

Temos que
p—7r,q+r—1 P,q
p—r,q+r—1 dr p.q dr p+r,q—r+1
EP — BP9 S P

P9 __
Er+1 -

Por hipétese, (E,,d,) é uma seqiiéncia espectral de primeiro quadrante entao EP~"477~1 =

_ p+r,g—r+1
0= E* .

Logo,
Pq N A r _r  _ )
Er—i—l - H(Ef q) - Im d;?fr,qﬂ"fl - {O} - Efq
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Lyl = H(EYY) = H(EPY) = EYY,

r

para qualquer r > max {p,q + 1}.
E, assim por diante, obteremos E?:? = EP? para qualquer r > max {p,q+ 1}.

P,q — P9 — — [P4
Portanto, EPY = B = ... = BB n

Definigao 3.1.3 Uma seqiiéncia espectral (E,,d,) converge para um mddulo graduado H =

(H™), e denota-se por EY? = H", se existe uma filtragao limitada de H" dada por H" =
L

0,n 1,n—1 D,q p+1,q—1 n,0 n+l,—-1 __ ~ TPq
L™ > L D..DLP DL D..DL" DL —OdeformaqueLpH’q_l_Eoo

comp—+q=n.

Vamos agora filtrar H™(A), para cada m, onde

A A0 44 4 4 oy 4,

(FO(A)™
1
(FH(A)™
Ty
(F2(A))™

Ty

1,
(FP(A)™

Ty

¢ um complexo de cocadeias filtrado e limitado, ou seja, (F*(A))™ = 0, para qualquer s > p(m).
Consideremos I, : (FP(A))™ < A™, onde [, = if' o if" o ...0 i7" y 04" e il : (FIT(A))™ —
(F7(A))™ denotam as inclusoes, para qualquer ¢ =0,1,--- ,p — 1.

Assim, a aplicacao [, induz a aplicacao
H(l,) = (Ip)« : H((FP(A))™) = H™(FP(A)) — H(A™) = H™(A)

onde (I,), = (i)s 0 (i) 0 .0 (i™ ), = H(i) o H(iT) o -0 H(# ) = iy 0™ o0

izl)—Q,m—p+2 o i;{—l,m—p—&—l‘

Fagamos m = p + ¢ e definamos LP? = Im (I,). = (I,).(H™(FP(A))) C H™(A).
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Lema 3.1.4 Sejam A : A° -% AY -4 42 4 % An 45 um complexo de cocadeias
ltrado e limitado e (E,,d,) uma sequéncia espectral de primeiro quadrante.
q D p q
Ser >mazx {p,q+ 1}, r>p+2er>pm+1)—p, ondep>0,q¢>0epim+1) € tal
que (F*(A))™ =0 para qualquer s > p(m + 1), entdo, para cada m = p + q temos:
(’L)Ef’q — E&q (,L'U)for+2,q+r72 — Lp+1,q71
(Z'l')E;o—r-i-l,q-i-r—Q =0 (U)D713+1,q =0

(igi) Dp-rbatr=1 = [pa

Demonstracao.

(i) Como r > maz{p,q + 1}, onde p > 0 e ¢ > 0 entdo, pelo Lema 3.1.3, temos que
Epa = Epa,

(ii) Como (E,,d,) é uma seqiiéncia espectral de primeiro quadrante e r > p+2 > p+ 1,
entdao EP~"H1at=2 = () pois p—r + 1 < 0.

(iii) Observe o seguinte diagrama

P Latl P—2at2 p—3at3
Dzl),q 1 Dg—l,q—l—l 2 Dg—Q,q—i—Q 3 Di—3,q+3

p=2a+2 P33
Df_l’qﬂ 1 D§—27q+2 2 D§—37q+3 .

Lembremos que D4 = I'm 2%, para todo r > 1.

—2.0+2 _ p-1,g+1 —2.0+2 :
pm2ar2 o b= bt pra __, DPT39T2 ¢ sobrejetora e portanto

Assim, temos que a aplicacao ¢
p—2,q+2 _ -p—2,q+2 _ -p—1,qg+1/ p,q
Dy =13 °h (D7)

Temos também que 27393 o 272472 o jp=batl . ppa . pp=3.4+3 ¢ qohreietora e portanto
3 2 1 1 4

p—3,9+3 __ -p—3,q+3 _ -p—2,9+2 _ -p—1lg+l/p,g
Dy =13 © 1y °n (Df )

Prosseguindo indutivamente, teremos

_ _ p—rtlgtr—1 _ p—r+2,g+r—2 p—2,0+2 _ p—l,g+1/ p,
Df r+1,qg+r—1 — Z;:,)_T— q+r o Z;;J_g-i- q+r 0.0 2127 q+ ° Z;zl? q+ (D;il Q)
p—r1,gtr—1 _ p—r42,g+r—2 p—2,g+2 _ p—1,g+1
= ETRLOETTL g gt =R o bRt o P hat (phay - (3.1)

TE ()0
Sabemos que D} = H™(F?(A)) ¢ entéio
(I,)(DP9) = (1), (H™(F?(A))) = LP4
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onde m =p+q.
Portanto, DP—rlatr=1 — [pa,
(iv) Mostremos agora que DP~"+2:4t7=2 = [p+la=1,

De (3.1), podemos observar que

D(p+1)—r+1,(q—1)+7“—1

DP—T+2,q+r—2
'

_ p—r+2,q+r—2 -p—1,g+1 _ -p,q/ pt+l,g—1

= o..o04f o (D} )

r>p+2 _
T () (DFTY
Sabemos que D113+1,q—1 — H™(FP+1(A)) e entdo
()« (DY) = () (H™(FPH(A))) = L1

onde m =p+q.
Portanto, DP—2atr=2 = [ptla-1
(v) Mostremos que DPF14 = ().

De (3.1), podemos observar que

p+1,q9 _ pp+r)—r+1,(g—r+1)+r—1 __ ptlg pt+r—2,q—r+3 _ -p+r—1,q—r+2/ yp+r,g—r+1
Dr =D, =1, ;7o.. 01 o1 (DY )
—r41 .
Mas DPF™0-" 1 — goeati(Fper(A)) = 0, pois p + r > p(m + 1).

Portanto, D4 = (. n
Teorema 3.1.1 Nas condigoes do Lema|53.1.4, para cada m = p+ q, temos EY? = H™(A).

Demonstracao. Queremos mostrar que existe uma filtragao limitada de H™(A) dada por
vaq

_ 710, 1,m—1 , +1,q—1 ;0 _ - o~ LY

H™(A) =L > bt 5 . D L[P1D [Prhat 5 0D L™ 50 de forma que Triat EP

com p+q=m.

Temos que
LY = (lo).(H™(A)) = (id).(H™(A)) = idgma)(H™(A)) = H™(A)

Consideremos a seguinte seqiiéncia exata

p—r+1,qg+r—1

. .p—r+1,q+r—1
p—r+2,q+r—2 tr p—r+1,q+r—1 Jr
Dr L pr

9 871?77'+1,q+7“72
e

P,q
p—r+1,g+r— p.q Or p+1,q
E? EPT —— DP

Usando o Lema 3.1.4), a seqiiéncia exata acima fica
1 J ™
0 s [Pptlhe—1 <, a2, EPa 0
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Assim,
p,q D,q D,q
Ep:q ~ L L ~ L

~ = Kerm Imj  Lptial
pois LPH1a=t = Iy 5 C L4,

Portanto, o teorema esta provado.
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CAPITULO

4

Seqiiencia Espectral de uma Fibracao

Seja p : E© — B uma aplicacao continua e sobrejetora na categoria de CW complexos.
Suponha que p é uma fibragao e seja by € B um ponto base.
Tomemos 7 : I — B um caminho com ~(0) = by, Fo = p~'(by) e consideremos o seguinte
diagrama:
Fo x {0} < E
L Ip
FoxI 2121 B
onde 7 e j sao inclusoes e py é a projecao no segundo fator.

Observemos que este diagrama ¢é comutativo, pois

v o pe o i(x,0) =y(p2(x,0)) =~(0) = by e p o j(x,0) = p(z) = by

para todo x € Fy.

Consideremos fy : Fo — B definida por fo(x) = by. Entdo v o py: Fy x I — B é uma
homotopia com v o py(x,0) = v(0) = by = fo(x).

Temos que fo admite um levantamento com relacao a p, a saber Fy : Fo — FE definida por
Fo(x) = x para todo = € Fy, pois p o Fy = fo.

Assim, como p é uma fibracdo, existe 7o ps : Fy x I — E homotopia com mcp, 0) =
Fy(z) = x e, ainda, po 7 o ps = 7 0 pa.

Consideremos agora a aplicagao continua e : p~'(y(0)) = Fo — F1 = p~'(7(1)) definida
por €1 (r) = v opy(z, 1).

Observemos que €z ¢ bem definida pois

—_—

poex (x) =poyopa(zr,1)=yopa(x,1) =~(1)
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Agora, usando o caminho inverso v~! : I — B e fazendo a mesma construcao anterior

—_——

trocando « por vyt by por v(1), Fo por Fi, fo por fi e Fy por Fy, entao existird y~1op, :

F1 x I — E homotopia com y~! o py(y,0) = Fi(y) = y e, ainda, poy~Lopy, =71 op,.
Assim, obtemos uma aplicacao continua 6;_—;1 . Fi — Fy definida por e}zl(y) =

—_~—

v~ opa(y, 1) a qual é bem definida, pois

1 —_—

poey (y)=poytop(y,1) =7""opaly,1) =77 (1) = v(0) = bo

O objetivo agora é mostrar que 5}0 ¢ uma equivaléncia de homotopia e para isto mostraremos

alguns lemas.

Lema 4.0.5 Sejam p: E — B uma fibracado e sﬁﬁf : Fi — F1 a aplicagao continua definida

cte ~o

como anteriormente. Entdo € ~ idz, onde cte : I — B ¢ dada por cte(t) = v(1) para todo

t € I. Em outras palavras, 5}(11) >~ idg, .

Demonstracao.
Observemos que €% : F; — F; é definida por e%(y) = cmg(y, 1).
Definamos a aplicagdo continua H : F; x I — F; tal que H(y,t) = cteops(y,t) e

observemos que H é bem definida pois

—_——

po H(y,t) =pocteops(y,t) = cteops(y,t) = cte(t) = (1)

Além disso, para todo y € Fi, temos

o H(y,0) = cteopsy(y,0) =y = idg (y).

e H(y,1) = cte o pa(y, 1) = 5(y).

Portanto, €% ~ idz, . ]

Lema 4.0.6 Sejam p : E — B uma fibracdo, \,\ : I — B dois lacos baseados em xo € B
A~

e\, N, entdo e ~ 5;‘; onde F = p~(xp).
Demonstracao.
Como A ~,, N, entédo existe H : I x I — B homotopia com
e H(s,0) = A(s), para qualquer s € I;
e H(s,1) = \(s), para qualquer s € I;
e H(0,t) = H(1,t) = x, para qualquer t € I,
ou equivalentemente, para cada t € I, existe H, : I — B, dada por Hy(s) = H(s,t) tal que
e Hy(s) = H(s,0) = A(s), para qualquer s € I;
o Hy(s) = H(s,1) = X (s), para qualquer s € I;
e H,(0) = Hy(1) = xo.
Consideremos fy : F — B definida por fy(y) = zo, para qualquer y € F.
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4 Seqiiéncia Espectral de uma Fibracao

Entao, H;opy : F x I — B é uma homotopia tal que

H; o py(y,0) = Hy(0) = 2o = fo(y)

Observemos que fy admite um levantamento Fy : F — E dado por Fy(y) = y e como p é

—_—

uma fibracao, existe H; o py : F x I — FE tal que

—~—

Hyopy(y,0) = Fo(y) =y

para qualquer y € F e, ainda, p o H/t;;Q = H, o po.
Definamos G : F x I — F por G(y,t) = H; 0o pa(y, 1), a qual é bem definida pois

—_——

poHyopa(y,1) = Hyopa(y,1) = Hy(1l) =z

Além disso,

o G(y,0) = Hyopa(y, 1) = E/p/z(% 1) = e3(y), para todo y € F.

o G(y.1) = Hy 0 pa(y, 1) = N 0 pa(y, 1) = £} (y), para todo y € F.

Portanto, ey ~ 53\;. n

Temos v~ 1 xy >, V(1) pelo exemplo[1.0.3/e, assim, segue pelo lema4.0.6/que 5}11*7 ~ 5}(11).

Lema 4.0.7 Sejam p : E — B uma fibracao, v, V2 : I — B dois caminhos em B, Fy =
p (1) e Fr =p 1 ((0)). Sey =71 %72 entdo ey, =<} o€,

Demonstracao.

Como p é uma fibragao temos

R W) =mopy.l), VWeR

—_—

onde poyiopy=710py e 71 0pa(y,0)=y.

ep(r) = Yo o pa(x, 1), Vr e Fy

—_——

onde poyopy=920py e Y20pa(z,0) ==
Definamos F': F; x [ — FE por

' _ ’YTO\@(% 2t)7 0<t
Yo opa(iopa(y,1),2t —1), 3<t<1

—~—

= 2 , . . ~ ~ , . 1
Temos que Fé Contlnua, Ppo1s as aphca@oes Y1 © P2 € Y2 © P SAa0 continuas e ainda se t = D)

temos
= 1):{ 94! Opz(yal)

Y2 0 pa(71 0 p2(y,1),0) = 41 0 pa(y, 1)
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Ainda,
o F(y,0) = 71 0 pa(y, 0) = y, para qualquer y € F.

~ 01 0 paly, 2t), 0<t<i
epoF(yt)=1 " LW/V) N -
poyaopa(nopa(y,1),2t —1), 5<t<1
_ ) mopy,2t), 0<t<3 _J m, 0<t<i
yopa(iop(y,1),2t 1), $<t<1 w2t—1), l<t<i

=7(t) = vopa(y, ).
Logo, e, (y) =7 o pa(y, 1) = F(y, 1), para qualquer y € F;.
Mas
F(y,1) =% 0p(710p2(y1),1) =R (10 p2(y. 1)) = €2 o e 2 ()

para qualquer y € Fj.

Yo 272 71
Portanto, ez = ez ocg,. [

Corolério 4.0.1 Sejam p : E — B uma fibragdo, v : I — B um caminho em B e y~! o seu

-1 -1
- ~ S s B gl
caminho inverso, entao g "' =€ OExp .

Demonstracao. Imediata. |

Assim, usando o corolario [4.0.1/ e os lemas 4.0.5/ e [4.0.6 temos

-1 -1
v ST S 5 T () B
€rRCtrn TER 1

Analogamente, temos que
! yry

v v ~ D0 s
Er PR T ER =Er = Zd]'—o

Portanto, segue o seguinte resultado:
Lema 4.0.8 5}0 ¢ uma equivaléncia de homotopia.
Demonstracao. Basta observarmos que

-1 -1
Y v ~ 7 v T o~
6]_‘0 @) 8]:1 — Zd]-—l (§] Efl ©) 6]_‘0 — Zd]:()

Lema 4.0.9 Sejam p: E — B uma fibragcao e B conexo por caminhos. Entao todas as fibras

p~1(b) tém o mesmo tipo de homotopia.

Demonstracao. Sejam by,b; € B. Como B é conexo por caminhos entao existe v : I — B

tal que v(0) = by e y(1) = by.
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4 Seqiiéncia Espectral de uma Fibracao

Assim, pelo Lema 4.0.8 temos que e} : Fo = p~'(by) — F1 = p~'(b1) é uma equivaléncia
de homotopia entre p~(by) e p~1(by).

Portanto, p~!(by) ~ p~1(b1) e como by e by sdo quaisquer, o resultado segue. n

Seja v : [ — B um laco baseado em by. Entao, a aplicacao 5}0 : Fo — Fp é uma
equivaléncia de homotopia e, portanto, ez induz um isomorfismo (ez,)* : H"(Fo) — H"(Fo).

Considere a aplicagao

Wl(B,bo)XHT<F0) — HT(JT())

(o], z) — a].w = (e%,)"(2)

Observemos que esta aplicagao é bem definida, pois

’ /

o] = [0] = a =, ' = e, 225, = (65,)" = (e5,)°

Além disso, satisfaz

e [by|.x = x, pois [by].x = (5?0)*(3:) = (1g)*(x) = Lurz)(x) = @;

o ([][8]).x = [a].([8].), pois

(@A) = (fa* Bz = (R)(@) = (5 0 k) (@ = (%) o (7)) =
(6%,)7 (%) (2)) = (%,)*([8]-2) = [a].([8]-).

Portanto, esta aplicagao define uma acao de m (B, by) em H"(Fy).

Defini¢ao 4.0.4 Dizemos que a a¢ao do grupo fundamental da base m (B, by) na cohomologia
da fibra H"(Fo) € trivial se (¢%,)* = 1ur(xy), para todo [a] € 71(B,bo).

Proposicao 4.0.1 Sejam p : E — B uma fibracao e ¢ : X — B uma aplicacdo continua.
Entdo py : o*(E) — X ¢ uma fibra¢do com fibra F,, = p; ' (xo) homeomorfa a fibra Foo(zo) =
P~ (p(x0)).-

Demonstragao. Para mostrarmos que p; é uma fibragao, devemos verificar que p; tem a
propriedade do levantamento de homotopia, isto é, para toda f; : ¥ — X continua e toda
homotopia H : Y x [ — X com H(y,0) = fo(y), se fo admite um levantamento F : ¥ —
©*(E) (ie pioFy= fy) entdo existe uma homotopia H : Y x I — ¢*(E) com H(y,0) = Fy(y)
ep;o H=H.

Como p ¢ fibracao, consideremos a aplicagao continua ¢ o fy : ¥ — B e a homotopia
poH:Y xI — B.

Assim,

po H(y,0) = ¢(fo(y) = ¢ o foly)

Observemos ainda que ¢ o f; admite o levantamento ps o Fjy : Y — E| pois

poppoFy=popoky=yof
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—_— P

Portanto, existe uma homotopia po H : Y x I — FE com ¢o H(y,0) = pyo Fy(y) e
popoH =poH.
Definamos H : Y x I — ¢*(E) por H(y,t) = (H(y,t),¢ o H(y,1)).

Temos que H é bem definida, pois

—~— e~

o(H(y,t)) =¢o H(y,t) =poywoH(y,t)=plpoH(y,t))

Além disso,

o H(y,0) = (H(y,0), 90 H(y,0)) = (foy),p2 © Fo(y)) = (p1 0 Fo(y). p2 0 Fo(y)) = Fo(y):

o pro H(y,t) = pi(H(y,1)) = pr(H(y, 1), 0 H(y,t)) = H(y,1).

Portanto, p; é uma fibracao.

Falta mostrarmos que a fibra F,, é homeomorfa a fibra F ).

Consideremos a aplicacao h : F,, — Fy(z,) dada por h(zg,e) = e. Entao h é continua com
inversa continua h™' : Fy,,) — Fy, dada por h'(e) = (zo, €).

Portanto, i ¢ um homeomorfismo entre F; e Fi(4)- [ |

Como antes, sejam p : F — B uma fibracao, com B conexo por caminhos, e by € B um
ponto base. Denotemos por BP o p-ésimo esqueleto de B e EP = p~1(BP).

Sejam A"(B;G) o grupo das r-cocadeias de B com coeficientes em G e F a fibra sobre by.
Teorema 4.0.2 Sem(B) atua trivialmente em H™(F) entio H"(E?, EP™') = AP(B; H"*(F)).

Demonstragao.

Para cada p-célula e€? de B, consideremos o seu disco fechado D¥ e ®; : D! — B a fungao
caracteristica.

Sejam ¢ : [ [, DY — B a funcao determinada por cada ®; e p; : p*(E) — [[, D? a fibragao
induzida de p por ¢.

Temos o seguinte diagrama

o' (E) = EP
p1l N »J/p|EP (1)
LD % B

Consideremos a aplicagao f = (¢, 1) : (I, DY, 11,0DY) — (B, B>!) onde
o1 =, opr: [[;0D] — Br1,

Temos que f é um homeomorfismo relativo, pois

(1) f é uma proclusao de [ [, DY em BP?;

(2) P T N or=("Loory + (1L DY) — (10;0D7) — BP — B! = [[;¢f é um
homeomorfismo, pois

°*v - ¢é determinada por cada (I)i|5?';

| i 7
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4 Seqiiéncia Espectral de uma Fibracao

o
) (IJZ«‘ 1D} — e é um homeomorfismo.
D!

3

Entao, a aplicagao ¢ = (p2,q2) : (¢p*(E),¢}(F)) — (FEP,EP™!) também ¢ um

homeomorfismo relativo, onde p, é dada pelo diagrama (1) e ¢o é dada pelo diagrama abaixo

pi(B) - B
q1l (% \l,p‘Epfl

LoD 2. B
pois,
(1) pa é uma proclusao de ¢*(E) em E?;

(2) T2 = gipr(m)—pi(m) : ¥7(E) = 91 (E) = (¢, = o)"(E) — EP — EP~! dada pelo diagrama

| D}
abaixo
= o) E 2, pp_ gp-l
(7 + 5 (F)
w1l [ lp|EP—EP*1
o LA
| .DE
Loy 2 e

¢ um homeomorfismo, desde que ¢ - S ¢ um homeomorfismo(vide Lema [1.0.7).

| 11
Assim, por excisao temos para todo n que

Teo!

—

.0.4

H™(EP, EP) H"(¢"(E), $1(E))

I

Por outro lado, pela naturalidade da aplicacao
v H (@7 (B), i (B) — [[H" (@) (E), (#)"(E))

dada por ¢ = [[,(l;,;)* onde (I;,1;) : ((®;)*(E), (®1)*(E)) — (¢*(E),pi(E)) é a aplicacdo de
pares dada pelas inclusdes [; : (®;)*(E) — ¢*(E) e [; : (®1)*(E) — ¢%(E), temos o seguinte

(2
diagrama comutativo

e HUY ) NS HleiE) S H™(¢*(E), ¢} (E)) EAN
[T,(L)"t = ~ [, = ~ ¥ =L 1)* | ~
Q Q, Q .

e L@ E) s TLETN@)E) S TLH (@) (B), (#)"(F)
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Q Q

<5 TLHEN(@)(E) 5 TLH @) () — .
Como ¢*(E) =[1(2:)*(E) e ¢i(E)=11,(®%)*(E) segue pela Proposi¢ao 1.0.4 que

[T H2 (o — HH" )" ( e [l H (@i(E) — [[H" (@) (E))
sao isomorfismos para todo n.

Assim, pelo Lema 1.0.1 segue que v é um isomorfismo.

Consideremos agora a fibragdo py| : py ' (DV) = (9;)*(E) — DY e F; = py; ' (bi) = p~ ' (bs),
onde b; = ¥,(0).

Pelo Lema [1.0.8, como D? é contratil e 9D? C D? temos
()" (E), (2))*(E)) ~ (F; x D!, F; x 9DF)

Assim,
H"((9,)"(E), (9))*(E)) H”<f x DP, F; x OD?) "L H™(F; x (D?,dDP))
[Ty HH(DP, DY) @ HI(F;) " =" H?(D?,0DY) @ H"7(F;)

Sejam v um caminho ligando b; a by e F = p~1(by). Entdo temos uma equivaléncia de

Teoll.0.3
~

homotopia ez, : F; — F que induz um isomorfismo (¢}, )* : H*(F) — H*(F;).
Observemos que se  é um outro caminho ligando b; a by entao (5?)* = (ex,)" desde que
(B, by) atua trivialmente em H*(F).
De fato, se considerarmos [y~! x (3] € 7, (B, by) entao (5}_1*6)* = id.
Logo, temos
(F ) o(eh) = (hock ) =(F )y =id

cte

Por outro lado, desde que v * v~ ~ cte = b; temos €f oo €% =1idg, e, assim,

(5) o (5 ) = (eF ock) = (5 ) =id

B

B I % o (5_7-})* — (6}_—1)*

Como (5}71)* o( er,)" =1id segue que (ex)* o (ex )
Mas, (% )" o (e )* id e portanto, (¢ ]ﬁr)* = (7).
Assim, o isomorfismo H*(F) = H*(F;) independe do caminho + ligando b; a by.
Portanto,

H"(EP, EP~ 1 HH” )*( HHP DP (‘)DP H""P(F, HH;D DP aDz) ® H" P(F)
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4 Seqiiéncia Espectral de uma Fibracao

Lemal.0.

3
Mas A,(B;Z) = H,(B*, B\ ® Z = H,(B*, B>~') =" " @,H,(D?,0D").

Assim, AP(B;Z) = Hom(A,(B;Z),Z) = Hom(®;H,(D?,0D?),Z) = [[, Hom(H,(D?,0D?), Z)
=L, H(D}, 0Dy).

Logo,
H™(E?, EP™Y) 2 AP(B; Z) ® H"P(F) = A"(B; H" " (F))
Portanto, H"(E?, EP~1) = AP(B; H" P(F)) .

Digressao: Podemos pensar em H"(E?, EP~!) como uma primeira aproximacgao de H"(EP);
H"(EP, EP~%) como uma segunda aproximacao melhor que a primeira e assim por diante.
Y s

Portanto, é aqui que a seqiiéncia espectral vai desempenhar seu papel.

Consideremos A* = A*(E) um complexo de cocadeias de ' com coeficientes em Z e vamos

supor que B é um CW complexo de dimensao finita.
Determinemos uma filtracao de A*.

Se t,_1 : EP"! — E é a inclusao, entdo t, ; induz uma aplicagao tf)_l : ANE) —
A*(EPY).

Definamos FP(A*) = Ker tf)_l.
Observemos que F°(A*) = A*, pois E~! = ¢ por definigao.

Assim, temos o seguinte diagrama

FO(A*) = A* : ul 2, Al 2, A2 2 LA AP 2, AP+l 2,
] U ] ] U ]

Flaasy o Flap® L Flayt S wrtap? S 2 Flayr S Pl L
u u U u U U

F2a%) o (PRt L @@yt S @2y S L S @2y S @yttt S
@] U U ] U U
U U U U U U

FPA®) o (FPA)° S wra)y! L ey S 2 prayr S (Frapyrtt L
U u U U ] U

onde

o AP = AP(E) = C?(K) = Hom(C,(K),Z), sendo K a estrutura de CW-complexo de E;

o (FP(A)) = Kert;_jondet; | : A" = A"(E) — A"(EP7Y);

e §: A" — A" é o operador cobordo dado por f—— §(f) onde §(f) : Cyy(K) — Z 6
definida por 0(f)(c) = f(9(¢)) onde 0 : Cy41(K) — C,(K) é o operador bordo.

Observemos que 4, por restrigdo, fornece a FP(A*) um complexo de cocadeias, pois se
x € (FP(A))" = Ker t;_; C A” entao 6(x) € A™! e ainda observemos que 0(z) € (FP(A))™* =

r+1
Ker t,75.
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De fato, como tifl ¢ uma aplicacao de cocadeias temos o seguinte diagrama comutativo

0 0 0

AYE) = ... — A" — Artl —
Lt A~ Lt A et A
A*(Ep—l) - i AT(Ep_l) i> A’"‘H(Ep_l) i)

isto é, 1] 00 = do t,—1 onde § ¢ o operador cobordo de A*(EP™1).

Assim, se ¥ € (F?(A))" = Ker t;_; entao
1 (8(z) =t 0 d(x) = d oty (x) = (), (x)) = 5(0) =0

Portanto, §(z) € (FP(A))".

Além disso, observemos que (FP(A))" C (FP7L(A))".

De fato, se z € (FP(A))" = Ker t;,_, entdo t, ,(x) = 0.

Mas, (FP~'(A))" = Kert;_, ecomo t_,=u"ot ; ondeu’: A"(EP~') — A"(EP?)
¢ a induzida a nivel de cocadeias da aplicacao inclusao u : EP~2 — EP~! segue que

tyo(x) =u" oty (x) = u'(t, ,(z)) = u(0) = 0

Portanto, x € Ker t;_, = (FF~'(A))".

Assim, A* = FY(A*) D F1(A*) D F?(A*) D ... 6 uma seqiiéncia decrescente fornecendo uma
filtracao de A*.

Observemos que esta filtracao é limitada, pois desde que B é um CW-complexo de dimensao
finita, digamos n, temos B = B" = B""! = ... e, portanto, E = p~'(B) = E" = E"! = ...

Desde que, para todo p, (F*(A))P = Ker t!_|, onde t! | : AP(F) — AP(E*7!); se tomarmos

s>n—+1temos s —1 > n e, portanto,
ES'=F e ti—l = idAp(E)

Portanto, (F*(A))? = {0} para s > n + 1.
Observemos que esta filtragdo fornece uma seqiiéncia espectral (FE,,d,) de primeiro
quadrante que converge para H*(E) = (H"(F)), denotado por EY? = H"(FE), como veremos

abaixo.

A filtragao de H™(FE) sera dada, como anteriormente, por
HYE)=L"> "' > L2 > D LPt o Pt s om0 =0

onde LP4 = Im (l,). = (I,).(H"(FP(A*))) C H"(E) e a aplicacao (I,). : H((FP(A))") =
H™(FP(A*)) — H(A™) = H"(E) ¢ a induzida da aplicagao [, : (FP(A))" — A" = A™(E) com
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4 Seqiiéncia Espectral de uma Fibracao

n=p-+q.
Identifiquemos entao os primeiros termos da seqiiéncia espectral.

Temos a seguinte seqiiéncia exata curta

0 — (A a2 T
Fp-‘rl(A*) 0
Colocando na forma detalhada temos
51 51 51
0 — (P (et AT
o1 51 51
0 —  (FHl AT (At . SR
51 51 8
51 51 51
P p+qg+1
0 — (R — (e — el
Assim, obtemos
HP (PP (4)) HP+o (P (4))
pq+l
Hp+q+1(FP“(A*)) / HP+at1(FP(A%))

Hp+q EP A*

P q+1
p q+2

HP+L1+2(FP+1(A*

Hp+q+1(EP (A%))

Para colocarmos isso na linguagem de triangulo exato é necessario bi-indexar da seguinte
maneira
DY = HPHI(FP(A0)
pa _ pporag el aey (T (A))T
EYT = HPM(Eg(AY)) = H(m)

onde p é o grau da filtragao e ¢ é o grau complementar de p em relagao ao nivel de homologia.
Mas (FP(A))P*e = Ker t979, onde t74 : APHI(E) — APta(EPTY).

p—1»
Entao (FP(A))PT = APT4(E, EP~1) := conjunto das (p + ¢q) cocadeias de E que se anulam

em EPL
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Assim,

Ap+q(E)

( (A))erq _ Ap+q(E’ Epfl) ~ Arta(Er—1) ~ Ap+q(Ep) gAp—J,-q(Ep Ep—l)
(FPL(A))p+a Arta(E, EP) APta(E) Arta(Er-1) ’
’ Ar+a(EP)
Portanto,
P4~ p+a(pp pp—1 p+q e pp—1 Teop 202 p q
EP1 =~ H(APY(EP, EPY)) = HPYI(EP, EP) AP(B) ® H(F)

onde F é uma fibra sobre by € B fixado, desde que 71 (B) atua trivialmente em H*(F).
Assim, temos

p+1,q—1 P,q
D7 Dy
if’“’l
p+1,q9 p,q+1
Dy 7 Dy
o
P,q
Ey
7 ,a+1
p+lg+l i
D )
1
Ja+1
\‘% /
p,q+1
Ey
Definamos

Dy=) D{ e Ey=)Y EM

p.q p.q

e, portanto, temos o seguinte triangulo exato

7/1 {Zp Q}

—D

k1= {a’k ="}

onde bigrau de i; = (—1, 1), bigrau de j; = (0,0) e bigrau de k; = (1,0).
Definamos dy = j; o ky : 1 — E; tal que

+1,q
d Ep 4 Dp+1,q it Ep+1,q

e, assim, bigrau de d}"? = (1,0), consequentemente, bigrau de d; = (1,0).

Pelo Lema 3.1.1, d{"? é o homomorfismo de conexao da seqiiéncia exata de cohomologia do
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4 Seqiiéncia Espectral de uma Fibracao

complexo curto
FP(A*Y)
—

O — Eg+1(A*> _F'p""2—(_/4*)

— EF(A*) — 0
a saber,
s HP(ER(AT) = HPPO(ED, EP7Y) — BB (A) = B (B0 )

! 7’ ~ e A . . —
onde § ¢ o homomorfismo de conexao da seqiiéncia exata longa da tripla (EP™! EP, FP~1).
Como temos o diagrama comutativo de seqiiéncias exatas longas

N Hp+q(Ep7Ep71) 2, Hp+q+1(Ep+17Ep) N
| ~ Ul
— APB)@HIU(F) — AMTYB)@HIF) —
I I
AP(B; H(F)) APHL(B; HY(F))

onde 8 é o operador cobordo do complexo de cocadeias de B, segue que a menos de isomorfismo
§=b@1.

Portanto, d? =0 ® 1.

Desta forma, temos entao

L — H(EPY) = H(AY(B) & HI(F)) = H(A(B; HI(F))) = H?(B, HI(F)) = H"(B) ®
HY(F).

Temos E5? = H(ESY).

Assim, BP9 = H(H(H...H(E}"))).

(r—2) vezes
Logo, a seqiiéncia espectral (E,,d,), onde E, = > EPY e d. = {d}, ¢ de primeiro

quadrante, pois EP4 = () para p < 0 ou g < 0, j& que EY? = 0 para p < 0 ou ¢ < 0.
Logo, pelo Lema 3.1.4, para r suficientemente grande temos EPd = % comp+qg=mn
e pelo Teorema [3.1.1 temos EY? = H™(E) com n =p + q.

Com isso, obtemos o seguinte teorema.

Teorema 4.0.3 (Teorema de Serre para Cohomologia). Seja p: E — B uma fibragao

com base B simplesmente conezxa e fibra sobre by € B, F = p~'(by), coneza.
Entao existe uma seqiiéncia espectral (E,,d,.) de primeiro quadrante tal que

EY?*~ HP(B; HY(F)) = H"(E), ou seja, existe uma filtracao limitada de H"(E) dada por
HY(E)=L""> L't 5 o pto prtbat o5 5 pml o ettt =g

: g~ LPa _
satisfazendo BB = w53mo=, com p+q =n.

|
Existe uma compatibilidade entre os diferenciais d, : F, — E,. com relacao a estrutura de

produto de E,.. Esta relagdo é dada como parte da Proposigao 4.5, p. 285 de [1]. Assim obtemos
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a seguinte

Proposicao 4.0.2 O diferencial d, é uma derivagao com respeito ao produto sobre E,., isto é,
d,(w) = d,(u)v + (—1)%"ud, (v)

Para as seqiiéncias espectrais que iremos estudar este produto sera o produto cup.
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CAPITULO

5

Calculo dos Grupos e/ou Anéis de Cohomologia

de alguns Grupos Classicos

Neste capitulo as fibragoes SO(n) — S"~! com fibra SO(n — 1) para n > 3, SU(n) —
5?1 com fibra SU(n — 1) para n > 3, U(n) — S! com fibra SU(n) para n > 2, Sp(n) —
S4n=1 com fibra Sp(n—1) paran > 2 e S**1 — CP(n) com fibra S para n > 1 serao usadas
para calcularmos os grupos e/ou anéis de cohomologia dos grupos classicos com coeficientes em

Z. Para maiores detalhes sobre as fibragoes acima mencionadas vide [10] ou [4].

Usaremos com freqiiéncia que bigrau de d, = (r,1 — r) pois

D4 . P9 p+r,g+1l-r
art . Pt — EP

Ainda, por abuso de notagao usaremos o simbolo de igualdade para significar isomorfismo.

5.1 Calculo dos grupos de cohomologia de SO(n) para alguns valores
de n.

Desde que SO(1) = {pt} e SO(2) ~ S* entao
7 = 0;

HU(SO(M) =9

0, caso contrario.

Z, x=0,1;

0, caso contrario.

o H*(SO(2)) = {
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5.1.1 Calculo dos grupos de cohomologia de SO(3) com coeficientes em Z.

Consideremos a fibragao
SO(2) — SO(3)

!
52

Pelo teorema de Serre temos que

B = HP(S?) @ HI(SO(2)) = H*(SO(3))

Assim, ED? 2 0 apenas nas posigoes p, ¢ com p € {0,2} e ¢ € {0, 1}, conforme figura abaixo

q

0,1 2,1
7 = E, By =17

— 0.0 2,0 _ P
Z=EJ B0 =7

e Calculemos H°(SO(3)).

Para isto, consideremos uma filtragao de H°(SO(3)) dada por
H(SO3)) =L >0

L0,0
Pelo teorema de Serre temos L% = o = E = H(H(H...H(Ey")))

Observemos agora a seguinte seqiiéncia

01427 00 49° o1
E2 ’ E2, E2’

2,—1

Como a seqiiéncia (E,, d,) é de primeiro quadrante, temos E, ' = 0 = E}

Assim, como 2 > max {0,1 =0+ 1}, pelo Lema 3.1.3 temos que
E% = E)° = H'(S?) @ H'(SO(2)) =Z2® Z =7

Portanto, H°(SO(3)) = Z.
e Calculemos H'(SO(3)).

Para isto, consideremos uma filtragao de H'(SO(3)) dada por
HY(SOB) =L > LY >0
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Calculo dos Grupos e/ou Anéis de Cohomologia de alguns Grupos Cléssicos

Pelo fato que £ = H(H(H...H(ES?))) temos

EN=0=1L"=0

LO,l
E%Y = H(H(H..H(EJ"))) = 15 = Lot

Logo, H'(SO(3)) = E%!.
Observemos agora a seguinte seqiiéncia

Z

|

_ dy dy
0 — E2 2,2 2 Eg,l 2 ES,O — Z
Ker dy'

Assim, Ey' = H(EY') = T2 _ Ker dy’t.

Im d, >
Como 3 > max{0,2 = 1+ 1} temos E%' = B! = Ker dy".
Portanto H'(SO(3)) = Ker do'.

e Calculemos H%(SO(3)).

Para isto, consideremos uma filtracio de H*(SO(3)) dada por
H*(SOB)=L?>L" >L** >0
Assim, temos
E* = H(H(H..H(E}"))) = L*°
El,l — 0 = Ll,l — LQ,O
EO,Q =0 = LO,Q — Ll,l

Logo, H*(SO(3)) = E20.

Observemos agora a seguinte seqiiéncia

Z
I
7 — E.S,l dy! ES’O dy E;l,fl — 0
Ker d2° Z
Assim, E2° = H(E2") = 2 — .
’ B =, dy'  Im dy!
Z
Como 3 > max{2,1 =0+ 1} temos F20 = £}’ = ——.
Im dy
Z
Portanto H?(SO(3)) = —-
Im dy
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e Calculemos H?(SO(3)).

Para isto, consideremos uma filtragao de H*(SO(3)) dada por
H}(SOB)) =L > L >L*» >L** >0
Assim, temos
EY=0=1*=0
E%' = H(H(H..H(E3}"))) = L*!
E1,2 =0 = L1,2 — LQ,I
EO,S —0)= L0,3 — L1,2

Logo, H*(SO(3)) = E%!

Observemos a seqiiéncia abaixo

Z
I

902 q21

0 = ES’Q 2 E22,1 2 E;L,O — 0
I
B!
Como 3 > max{2,2 =1+ 1} temos que
2,1
E* =FE;' =7

Portanto, H*(SO(3)) = Z.
e Calculemos H"(SO(3)), para n > 4.

Para isto, consideremos uma filtracdo de H"(SO(3)) dada por
H"(SOB) =LY > ' o 22 334t oL o050

Assim, para n > 4 temos
B =0=L""=0

Egofl,l =0 = Lnfl,l — Ln,O

Eé’)(,)anS -0 = LS,nfS — L4,n74

E2"% = H(H(H..H(Ey"%))) =0 pois n—2>2= [*"2=[3"3
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5 Calculo dos Grupos e/ou Anéis de Cohomologia de alguns Grupos Cléssicos

El,n—l -0 = LLn_l — L2,n—2
E%" = H(H(H..H(EJ™))) =0 pois n>4= L0 =[t"!

Portanto, H"(SO(3)) = L%" = 0 para todo n > 4.
Logo, os grupos de cohomologia de SO(3) com coeficientes em Z sao dados por

Z, x* =0, 3;
. Ker dg’l, * = 1;
H(S0@) =9 .0
Im &5 )
0, caso contrario.

Podemos obter um quadro mais completo da estrutura de H*(SO(3)) do que a obtida acima
Prop1.0.5(ii)

desde que SO(3) ~ RP(3) e portanto

Z, x=0,3;
H*(SO(3)) = H'(RP(3)) "2 Zo, % =2
0, caso contrario.

: . 0,1 4
o que nos permite deduzir que d," : Z — Z é o homomorfismo n — 2n.

5.1.2  Célculo dos grupos de cohomologia de SO(4) com coeficientes em Z.

Consideremos a fibragao
SO(3) — SO(4)
!
SB

Pelo teorema de Serre temos que
ED? = HP(S?*) @ H1(SO(3)) = H*(SO(4))

Assim, EY? # 0 apenas nas posicoes p,q com p € {0,3} e ¢ € {0,2,3}, conforme figura

abaixo

7 =EJ® “EyP =1
Zy = EQ? e EY? =1y
z=EJ° ES0 = p
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e Calculemos H°(SO(4)).
Para isto, consideremos uma filtragao de H°(SO(4)) dada por

H°(SO(4) =1 >0

Pelo teorema de Serre temos

L0,0
L0 == = B = H(H(H...H(EY")))

Observemos agora a seguinte seqiiéncia

01427 00 497 o1
_ > 9 _
E2 ’ EQ, Ez’

DN . , . . —2,1 2,—1
Como a seqiiéncia (E,,d,) é de primeiro quadrante, temos F, " = 0= FEy" .

Assim, como 2 > max {0,1 =0+ 1}, pelo Lema 3.1.3 temos que
E% = EY = H°(S%) @ HY(SO(3) =Z QR Z =17

Portanto, H°(SO(4)) = Z.
e Calculemos H'(SO(4)).

Para isto, consideremos uma filtragao de H'(SO(4)) dada por
H'(SO4) =L > LYY >0

Observando que Ey° = ES' = 0 e pelo fato que EP4 = H(H(H...H(E??))) temos

1,0
E;;O:O¢T:O$Ll’°:0

0,1
01 _ _ 01 _ 710
Eoo_0:>L1,0—0:>L =T
Portanto, H'(SO(4)) = 0.
e Calculemos H%(SO(4)).

Para isto, consideremos uma filtragao de H?(SO(4)) dada por
H*(SO4) =L > LY >L** >0

Assim, temos
B2 =0=L*=0
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Calculo dos Grupos e/ou Anéis de Cohomologia de alguns Grupos Cléssicos

El,l — 0 = Ll,l — LQ,O
ES? = H(H(H..H(Ey?))) = L

Logo, H*(SO(4)) = E%2.

Observemos agora a seguinte seqiiéncia
2,3 dy 0,2 3’2 2,1
0=FE, E — Ey7 =0

K do 2 0.2
Assim, EY? = H(EY?) = [njrd 2 = {8} = E9% = HY(S*) @ H2(SO(3)) = Z ® Zy
2

Consideremos agora a seqiiéncia

34d 0,2 g’Q 3,0
0=FE; E — by

3,0 3,0 : : N
e calculemos Ey" = H(Ey"). Para isto, consideremos a seqiiéncia

1,1 3,0
dy d;

0 = E E° EXN =0

Assim, 3" = B3 = H3(S®) @ HY(SO(3)) =Z QR Z = 7.

Da seqiiéncia (5.1) temos
d73 4

0,2
2 dy
02 Zy=Ey* 257

Assim dy? = 0, pois dy® é homomorfismo e entdao Ey* = Ey? = Z,.
Como 4 > max{0,3 = 2+ 1} temos E%? = E* = Z,.

Portanto, H*(SO(4)) = Zo.

e Calculemos H?(SO(4)).

Para isto, consideremos uma filtragao de H*(SO(4)) dada por

H*(SOMA4) =L > L >L* >L** >0

Assim, temos

E3 = H(H(H..H(E;"))) = L*®
E271 =0 = L2,1 — L3,0

EPl=0=L"=1>

LO,S

E% = H(H(H..H(EY?))) = T30
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Observemos as seqiiéncias abaixo

0 = B Ey’
I
Z, — E°? 530 g0
I
Ey°

Como 4 > max{3,1 =0+ 1} temos que

3,0
dg

30 _ 13,0 _ 130 _ 13,0
PO=FEX =g =F"=7

L0’3
' 03 _
Assim, E° = 7

Consideremos agora as seguintes seqiiéncias

7

I

o4 dy*! 0,3

0 = L — E;
|

_35 d3° 0,3

0 = Ey7° — E
I

_a6 At 0,3

0 = E75° — Ep
I

EY?

E3? =0
EyY = 0
B =0

Como 5 > max{0,4 = 3 + 1} temos que E% = E2° = 7.

LO,S

Assim, - = 7Z e portanto L% = Z @ 7Z, pois L%3 é abeliano.

Portanto, H*(SO(4)) = Z & Z.
e Calculemos H*(SO(4)).

Para isto, consideremos uma filtragao de H*(SO(4)) dada por

HY(SOWU) =L > L > 1> > > 150

Assim, temos

BN =0=1*"=0

E} =0= 1> = 1"

EX=0=I1*=1*"
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Calculo dos Grupos e/ou Anéis de Cohomologia de alguns Grupos Cléssicos

E1,3 -0 = L1,3 — L2,2
E074 =0 = L0’4 — LI,S

Portanto, H*(SO(4)) = 0.
e Calculemos H?(SO(4)).
Para isto, consideremos uma filtragao de H>(SO(4)) dada por

H>(SO@4) =L > LY > L > 32> LY 5L 50
Assim, temos
B =0=L""=0
Eyl=0= L% =L
E3? = H(H(H..H(E3?))) = L*?
EX =0= 1% =1
E=0= LY=L
E% =0= L% = L'

Logo, H*(SO(4)) = E32.

Observemos as seguintes seqiiéncias

Lo
I

0 — E21’3 dy E§,2 dy Eg@ —
I

0 — E§’4 dy” Eg,z dy Eg,o — 0
I
E}?

Como 4 > max{3,3 = 2+ 1} temos que E>? = E>* = Z,.
Portanto, H°(SO(4)) = Zo.

e Calculemos H%(SO(4)).

Para isto, consideremos uma filtragao de H%(SO(4)) dada por

HY(SOM4) =L > LY > > o PP > > 51 >0

Assim, temos
ES=0=L"=0
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ES =0= [P =[5
EY =0= [ =[5
E% = H(H(H...H(E3?))) = L%
EX =0= [* =1
EY =0= L' = [>*
B —=0= L% =

Logo, H5(SO(4)) = E33.

Observemos as seguintes seqiiéncias

7
14 dyt 3,3 dy*® 5,2
05 d5° 33 d3° 6,1
16 di'° 33 dy° 7,0
0 = E,/ E — F = 0
4 4 4
3,3 3,3
E5 - Eoo

Portanto, H%(SO(4)) = Z.
e Calculemos H"(SO(4)), paran > 1.
Para isto, consideremos uma filtragao de H"(SO(4)) dada por

H"(SOM4) =L > LMt o 22y P23 o [t o P 5y ot o500
Assim, para n > 7 temos
B =0=L""=0

Ego—l,l =0 = Ln—l,l — Ln,O

Eél(,)n—4 =0 = L4,n—4 — L5,n—5
B33 = H(H(H...H(Ey" ")) =0 pois n—3>4= [*"3 =4

Ei,)nf2 -0 = L2,n72 — L3,n73
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5 Calculo dos Grupos e/ou Anéis de Cohomologia de alguns Grupos Cléssicos

El,n—l -0 = LLn_l — L2,n—2
EY" = H(H(H..H(Ey™))) =0 pois n>7= L' =L

Portanto, H"(SO(4)) = L%" = 0 para todo n > 7.

Logo, os grupos de cohomologia de SO(4) com coeficientes em Z sao dados por

Z, * =0, 6;
* Z27 * = 27 57
H*(SO(4)) = ZoT s—3
0, caso contrario.

5.1.3 Calculo dos grupos de cohomologia de SO(5) com coeficientes em Z.

Temos a fibragao
SO(4) — SO(5)
!
S4

Pelo teorema de Serre temos que
EY? = HP(SY) @ H1(SO(4)) = H*(SO(5))

Assim, E5Y # 0 apenas nas posigoes p,q com p € {0,4} e g € {0,2,3,5,6}.

q

Y it~z
Zy = Eg5 'E§’5 =72
Z0L=EY? B =701
7o = By® cEy? =1,
Z=EY° Ey’ =17 p

e Calculemos H°(SO(5)).
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Para isto, consideremos uma filtracio de H°(SO(5)) dada por

H°(SO(5) =L >0

0,0 _ 700
Logo, £ = L
Observemos a seguinte seqiiéncia

21 427" 00 427 2.1
O:E2 ’ —>E2, —>E27 :0

Como 2 > max{0,1 = 0+ 1} temos que

E% =By = H(SY) @ H(SO4)) =20 Z =17

Portanto, H°(SO(5)) = Z.
e Calculemos H'(SO(5)).

Para isto, consideremos uma filtragao de H'(SO(5)) dada por

HY(SO(B) =L > L >0

Assim, temos
EX=0=L"=0
EO’I =0 = LO,I — LI,O
Portanto, H'(SO(5)) = 0.
e Calculemos H%(SO(5)).

Para isto, consideremos uma filtragao de H?(SO(5)) dada por

H*(SO(B)=L"?>L" > L** >0

Assim, temos
E2=0=1*"=0
El,l — 0 = Ll,l — LZ,O
ES? = H(H(H..H(Ey?))) = L
Logo, H*(SO(5)) = E%2.
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Calculo dos Grupos e/ou Anéis de Cohomologia de alguns Grupos Cléssicos

Observemos as seqiiéncias abaixo

Ly
I
B 423 9 92 91
0 = E;* 25 EY* 2, B2 = 0
|
- 3" 02 d3”? 3,0
0 = B 2 EY EX =0
I
EY?

Como 4 > max{0,3 = 2+ 1} temos que E%? = EY* = Z,.
Portanto, H2(SO(5)) = Z,.
e Calculemos H3*(SO(5)).

Para isto, consideremos uma filtragao de H3(SO(5)) dada por

H}*(SOBG)) =L > L2 >L* > L** >0

Assim, temos
B3 =0=L*=0

E2,1 -0 = L2,1 — L3,0
E1,2 -0 = L1,2 — L2,1

ES* = H(H(H..H(Ey?))) = L*®

o

Logo, H3*(SO(5)) = E%?.

Observemos as seqiiéncias abaixo

YASY/
o4 dy! 03  do° 2,2
_35 d3° 03  d3° 3,1
0 = FE N E; =0
3 3 3
46 di" 03  di” 4,0
0 = B, 2 E; E;



0 2! d3 A0 dy 51—
= Ly 2 2 =
1 4
. 1,2 d3 4,0 dg 7,-2
4,0
E,

Assim, E5* = Kerd}® onde d}° : Z ® 7 — 7.

Como 5 > max{0,4 = 3 + 1} temos que E%3 = E>* = Kerd}”.
Portanto, H3(SO(5)) = Kerd}?®.

e Calculemos H*(SO(5)).

Para isto, consideremos uma filtracao de H*(SO(5)) dada por

HYSOBG) =L > L > > > > 150

Assim, temos

EY = H(H(H...H(E$®))) = L*°
B3l =0= L3 =W
EX? =0= [**=[%
EY=0= L' =L1*?

E}t=0= L% =1L"

Logo, H*(SO(5)) = EL0.

Observemos as seqiiéncias abaixo

7
91 dy! 10 4y’ 6,—1
12 d3? 10 d3° 7,—2

0,3
d4

Za7 = EY 25 EX 25 EYT? =0

Assim, Ei° = ﬁ onde d’ : Z&Z — Z.

Como 5 > max{4,1 =0+ 1} temos que EX° = E;° = ﬁ.
4
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Calculo dos Grupos e/ou Anéis de Cohomologia de alguns Grupos Cléssicos

Portanto, H*(SO(5)) —

= 0,3 -
Imd?

e Calculemos H?(SO(5)).
Para isto, consideremos uma filtracao de H?(SO(5)) dada por

H(SOG) =L > L™ o> L > > L 5L >0

Assim, temos
B3 =0=L"=0

Byl =0= L% =L
EX?=0=L**=1L"
ng — 0= [23 — [32
EYl=0= LY =1

ES® = H(H(H..H(Ey”))) = L

o0

Logo, H*(SO(5)) = E%.

Observemos as seqiiéncias abaixo

Loy
93 d3° 12 4y 6,1
14 dyt 12 d5”® 7,0
4,2
Ey
Ly
_o6 dy " 05 do° 2,4
0 = E, — E; Ey" =0



59 d5° 05 do° 5,1

0 = E; Ex E =0
_610 " 05 do° 6,0
T i 05 d7° 7,—1

Como 7 > max{0,6 = 54 1} temos que E%® = E° = E° = Kerdy” onde dy° : Zy — Zs.
Portanto, H5(SO(5)) = Kerd”.
e Calculemos H®(SO(5)).

Para isto, consideremos uma filtragao de H%(SO(5)) dada por

HY(SOB) =L > LY > > o [P > ¥ > P 5 L% 50

Assim, temos
EY=0=1%=0

E5,1 =0 = L5,1 _ LG,O

EY = H(H(H..H(Ey?))) = L*?
E3,3 —0)= L3’3 — L4,2
E2,4 -0 = L2,4 — L3,3

EY =0= LY =1

L% _ HY(SO(5))

E% = H(H(H..H(EY®))) =

g2 g2
Logo, H5(SO(5)) = E%° & B2,
Temos a seqiiéncia abaixo
Ly
|
05 di” 42 Ay 8,—1
ZQ — E4’ — E147 E47 = O

Como 5 > max{4,3 = 2 + 1} temos que E%? = Eg’Q = Lo

73



Calculo dos Grupos e/ou Anéis de Cohomologia de alguns Grupos Cléssicos

Observemos as seqiiéncias abaixo

YASY/
904 d3t 13 d° 6,2
O = E2, — EQ, e EQ, = 0
15 d3° 43 d3° 7.1
O == Eg’ e Eg’ — Eg’ == O
4,3
E,
7
—2,7 0,6
—2,7 d 06 d2 2,5
O — E2 ’ 2 E27 2 EQ’ = 0
0 E38 dg > 06 dy° B —
= 3 3 3 =
_a9 d*’ 0.6 d3° 4,3
e
_510 d5"° 06 da° 5,2
0 — E5 ’ — E57 E5’ — O
6,11 dg®t 0,6 dg’° 6,1
712 477" 06 v 7,0

|
06
8
Como 8 > max{0,7 = 641} temos que E%S = EJ% = E?® = Kerd)® onde d}° : Z — Z1Z.
Portanto, H%(SO(5)) = Kerd)® @ I Lo .
mdy
e Calculemos H'(SO(5)).

Para isto, consideremos uma filtracio de H"(SO(5)) dada por

H'(SOG) =L > LY > L > > LY > L2 > 5 L™ 50

Assim, temos
B’ =0=L"=0

EYl =0= L% = L™
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EX=0=L=1%

By} = H(H(H..H(Ey?))) = L*?

E} =0= L =L

EY =0=L* =1

Bl =0= L' =[?

Eyl=0= L% = L'

Logo, H'(SO(5)) = EL>.

Observemos as seqiiéncias abaixo

0 = E*
0 = E3°
7 = EJ°

Como 5 > max{4,4 = 3 + 1} temos que F%? = E2*° = =

Portanto, H"(SO(5)) = Ié@%ﬁ.
4

e Calculemos H3(SO(5)).

YASY/
g2 13 P 6.9
=2, Ey 2 Ey
dl,s 43 d4’3 71
3 E3, 3 E3,

4 Ejfg 4 EE,O

YASY/

0,6
dy

onde d2’6 1 — L3 7.

Para isto, consideremos uma filtragao de H®(SO(5)) dada por

HE(SOGBG) =L o> LY > 1> o P 5 L™ > PP 5 L2 > L™ 51350

Assim, temos

EX=0=1L% =0
Ell=0=L"'=["°
ES?=0= L% =L""
EY=0= L% = L%
EL =0= LY =1L1°
E3? =0= L% =L**
EZ’ =0= L% =L

E1,7 =0 = L1,7 — L2,6

oo
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Calculo dos Grupos e/ou Anéis de Cohomologia de alguns Grupos Cléssicos

EX=0= L% =LY

Portanto, H®(SO(5)) = 0.
e Calculemos H?(SO(5)).

Para isto, consideremos uma filtracao de H?(SO(5)) dada por
C p
H(SOGBG) =L o LYW o L2 o P o5 LY o P4 o [ o L™ o [P o L% 50
Assim, temos
EX=0=L1""=0
E8,l =0= L&l — LQ,O
ET2 — (0= [72 — 81
E6,3 =0 = L6,3 — L772
E5’4 =0 = L5’4 — L6,3
EY° = H(H(H..H(Ey®))) = L**
E3,6 =0 = L3,6 _ L4,5
E2,7 =0 = L2,7 — L3,6
EF=0=L" =17

EY =0= L% =L"*

Logo, H(SO(5)) = EL5.
Observemos as seguintes seqiiéncias

Lo
2,6 d3° 45 d3° 6,4
0 = EY — EBEy° = EY =0
1,7 g’ 45 d3° 7,3
0 = Ey — By — By = 0
3 3 3
0,8 dg’® a5 di° 8,2
0 = E S, B S BT =0
—19  dg " 45 di° 9,1
0 = E5° -— B — B2 = 0
2,10 dg>*° 45 dg° 10,0
0 = E° E.? — E.77 = 0
6 6 6
4,5 _ 4,5
EX = EY
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Portanto, H?(SO(5)) = Z,.
e Calculemos H'(SO(5)).
Para isto, consideremos uma filtragao de H'°(SO(5)) dada por

H'(SO(5)) = L0105 LM 5 [28 5 [37 5 [46 5 [55 o [64 5 [78 5 [82 5 [91 5 [100 5
Assim, temos
B0 =0= L' =0
EX =0= L% = L%
E3?=0= L% =L"
ET3 =0= L™ = [3?
ESt=0= L[5 =L7°
EX =0= L =[5
EX = H(H(H...H(E3®))) = L*
Egj _ Ezf _ E;f _ Egélo 0o 010 L9 _ [28 _ 37 _ 46

Logo, H'*(SO(5)) = EL8.

Observemos as seguintes seqiiéncias

7
2,7 7 16 d° 6,5
1,8 dy® 16 d3° 7.4
0,9 dy® 16 dq° 8,3
—110 d5 Y 16 d5° 9,2
0 — E5 ’ > E5, > E5 — O
o1 dg M 16 d° 10,1
_312 d7 16 d7° 11,0
4,6 4,6
ES - Eoo



5 Calculo dos Grupos e/ou Anéis de Cohomologia de alguns Grupos Cléssicos

Portanto, H'°(SO(5)) = Z.
e Calculemos H"(SO(5)), para n > 11.
Para isto, consideremos uma filtragdo de H"(SO(5)) dada por

H"(SO(B)) =L > LM o 22y P23 ot P oy ot o550

Assim, para n > 11 temos
B =0=L"" =0

Ego—l,l =0 = Ln—l,l — Ln,O

B3P = (0= [P0 =[50
Bt = H(H(H..H(Ey"™*)) =0 pois n—4>7= L*"*"=["""
B =0= [P = 1t
B2 =0= [P = [P0
Bt =0= L= 22

E%" = H(H(H..H(EJ™))) =0 pois n>11= L% = [tn!

Portanto, H"(SO(5)) = L%" = 0 para todo n > 11.

Logo, os grupos de cohomologia de SO(5) com coeficientes em Z sao dados por

;

Z, * = 0, 10;
Z27 * = 27 97
Kerdg’g, x = 3;
Z
- = 4
. Imd0,3) * )
H(500)) = Keréio’“r’ * = B;
4 )
Kerd)® @ In%ﬁ’ * = 6;
4
ZOT _ .
Imd9c° *=T7
0, caso contrario.

Homomorfismos de Bockstein(vide [2], Capitulo 3, Tépicos adicionais, 3.E, p. 303) podem

ser usados para obter um quadro mais completo da estrutura de H*(SO(5)) do que a obtida
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acima (vide [2], Example 3E.7, p.308), a saber

7, x =0, 3, 10;
% Z27 * = 27 47 57 67 97
HSOE) =9 4 0z wor
2 ) — b
0, caso contrario.

o que nos permite deduzir que dgf’ : Ly — Zy é o homomorfismo nulo, dg’G L — Z DL éo
homomorfismo n — (2n,0) e que o homomorfismo d° : Z®Z — Z deve satisfazer Kerdy® = Z
e Imd)® = 27.

5.2 Célculo dos grupos de cohomologia de CP(n) com coeficientes em

4.

Calcularemos os grupos de cohomologia de CP(n) com coeficientes em Z para todo n e
para efetuarmos estes cdlculos usaremos as fibragoes S?"*! — CP(n) com fibra S* para todo
n>1.

5.2.1 Calculo dos grupos de cohomologia de CP(1) com coeficientes em Z

Consideremos a fibragao
Sl N 53
l
CP(1)

Pelo teorema de Serre temos que

z, x=0,3;

0, caso contrario.

EPY = HY(CP(1) ® HY(S') = H*(S%) = {

e Calculo de H°(CP(1)).
Temos a filtragao Z = H°(S3) = L%° D 0 e assim E%0 = L[99 = Z.

Por outro lado
EYY = HY(CP(1)) ® H°(SY) = HY(CP(1)) ® Z = H°(CP(1))

e como 2 > max{0,1 = 0+ 1} temos que EY° = E%0 = 7Z.
Portanto, H'(CP(1)) = Z.
e Célculo de H'(CP(1)).
Temos a filtragao 0 = H'(S?) = L% © LY 5 0 e assim

M =IY=0=E =E) =0
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5 Calculo dos Grupos e/ou Anéis de Cohomologia de alguns Grupos Cléssicos

Observemos que E,” = H'(CP(1)) ® H°(S') = H'(CP(1)).
Como 2 > max{1,1 =0+ 1} temos que E,” = EL0 = 0.
Portanto, H'(CP(1)) = 0.

e Célculo de H*(CP(1)).

Temos a filtragao 0 = H%(S%) = L%? D LY 5 L2050 e assim

L2 =M =2 =0= EY = E)' = EZ’ =0

Observemos que E;” = H*(CP(1)) ® H°(S') = H*(CP(1)).

Consideremos a seqiiéncia

01 A 00 &30 44
.E27 — .E‘27 — EQ’ — 0.

Temos que Ey' = H'(CP(1)) ® H'(S') = H'(CP(1)) = Z.

Como

0= F20 = B3" = H(F}") =

< 2,0 0,1 0,1 -
entao £ = Im dy e portanto dy~ é sobrejetora.
Também temos a seqiiéncia

202dy”% 01 d3t 90
— 2 2
0 — E2 ’ E— E27 — E27

e assim, 0 = FO! = Ey' = H(EY') = Kerdy' e portanto dy’ é injetora .

Logo, dy' é um isomorfismo e F3° = EY! = 7Z.

Portanto, H*(CP(1)) = Z.

Agora, como CP(1) tem dimensao 2, entao pela Observacao [1.0.4 H"(CP(1)) = 0 para todo
n > 3.

Portanto, os grupos de cohomologia de CP(1) com coeficientes em Z sao dados por

7, x =0, 2;
0, caso contrario.

H*(CP(1)) = {

5.2.2  Célculo dos grupos de cohomologia de CP(2) com coeficientes em Z

Consideremos a fibragao
Stoe— 5P
l
CP(2)
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Pelo teorema de Serre temos

Z, x=0,5;

0, caso contrario.

EY? = HP(CP(2)) @ HY(S') = H*(S°) = {

e Célculo de H°(CP(2)).
Temos a filtragao Z = H°(S%) = L%% D 0 e assim E%’ = L9 = Z.

Por outro lado,

EyY = H(CP(2)) ® H°(S') = H°(CP(2)).
Como 2 > max{0,1 = 0+ 1} temos que Ey° = E% = Z.
Portanto, H°(CP(2)) = Z.
e Célculo de H'(CP(2)).
Temos a filtragao 0 = H'(S%) = L% 5 LYY D 0 e assim

LO,l — Ll,O =) = EO,l — El,O =0
Observemos que
EY’ = HY(CP(2)) ® H°(SY) = HY(CP(2))

Como 2 > max{1,1 =0+ 1} temos que Ey° = EL0 = 0.
Portanto, H'(CP(2)) = 0.

e Célculo de H*(CP(2))

Temos a filtragao 0 = H?(S?) = L% > LY D L*% D 0 e assim

L0,2:L11 L20—0:>E02 Ell E20 0

Observemos que E;” = H?(CP(2)) ® H°(S') = H?(CP(2)).

Consideremos a seqiiéncia
401 420
Byt 25 B30 25 Byt =0
Temos que Ey' = H'(CP(2)®@ HY(SY) =ZQ Z = 7.

Como 20
E2

(B27) = ]mdo1

< 72,0 0,1 0,1 . .
entao £ = Im dy, e portanto, dy~ é sobrejetora.

Também temos a seqiiéncia

722d 0,1 dg’l 2,0
0=FE, E — E5.
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Calculo dos Grupos e/ou Anéis de Cohomologia de alguns Grupos Cléssicos

Assim, 0 = E%' = By = H(EJ') = Kerdy" e portanto dy' é injetora.
Logo, dy' é isomorfismo e E5° = Ey' = 7.

Portanto, H?(CP(2)) = Z.

e Célculo de H*(CP(2)).

Temos a filtragao 0 = H3(S%) = L% > LY? > L?! D L3% D 0 e assim

LW =P =" =1"=0= EY =E}=FE; =E)=0.

Observemos que Ey° = H3(CP(2)).

Consideremos a seqiiéncia

1,1 3,0 5,—1
0 = E, E; E; =0
do,z ds,
2 —2
0 = By =5 B’ =25 By =0
30 _ 30
E; = EY =0

Portanto, H3(CP(2)) = 0.
e Célculo de H*(CP(2)).
Temos a filtragao 0 = H*(S°) = L% > LY o L%? 5 L3 O L*Y 5 0 e assim

04 _ 713 _ 722 _ 7131 _ 140 _ 04 _ 1,3 _ 022 _ 31 _ 40 _
L =L"=L"=L"=L"=0=E)=E"=E>=E, =E)=0.

Observemos que Ey” = H*(CP(2)).

Consideremos as seqiiéncias

01 At 40 40 61
EQ, L) EQ, L) E27_ = O

12 dy” 10 d3° 7,—2
3 3 —
0 = Ey° — Ey° — LBy =0
0,3 4,0
0,3 dy 4,0 4y 8,—3 .
O = E47 4 E’47 4 E47 == O
4,0 _ 4,0
E; = EYY =0

Temos que E3' = H*(CP(2)®@ H'(SY) =ZQ Z = 7.
Como

_ A0 — g0 g (pMO — E;l’o
0=FEy =E3" = (2)——2,1
Im d,
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< 40 2,1 2,1 4 :
entao By, = Im d5~ e, portanto, d;~ é sobrejetora.

Consideremos agora a seguinte seqiiéncia
% %
0,2 2,1 40
0=FEy E E

Assim, 0 = E%' = B3 = H(Ey') = Ker dy" e portanto dy' é injetora.

Logo, do' é um isomorfismo e Fy° = E' = 7Z.

Portanto, H*(CP(2)) = Z.

Agora, como CP(2) tem dimensao 4, entao pela Observacao [1.0.4 H"(CP(2)) = 0 para todo
n > o.

Portanto, os grupos de cohomologia de CP(2) com coeficientes em Z sao dados por

H(CP(2)) = { Lo d
0, caso contrario.
5.2.3 Célculo dos grupos de cohomologia de CP(n), n > 3, com coeficientes

em 7.

Consideremos a fibragao
Sl PN 82n+1
!
CP(n)

Pelo teorema de Serre temos

7 x* = 0, 2n+1;

0 caso contrario.

EZY = HY(CP(n)) ® H(S") = H*(5) = {

e Célculo de H°(CP(n)).
Temos a filtragao Z = H°(S?" 1) = L% 5 0 e assim

EOO LOO 7

Por outro lado, Ey° = H*(CP(n)) ® H°(S') = H°(CP(n)).
Como 2 > max{0,1 = 0+ 1} temos que Ey° = E%0 = Z.
Portanto, H°(CP(n)) = Z.

e Célculo de H'(CP(n)).

Temos a filtragao 0 = H'(S?"™!) = L% 5 LYY 50 e assim

M =IY=0=E =E) =0
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Observemos que

E}° = H'(CP(n)

Como 2 > max{1,1 =0+ 1} temos que E}° = EL0 = 0.
Portanto, H'(CP(n)) = 0.

e Célculo de H*(CP(n)).

Temos a filtragao 0 = H2(S?" ™) = L%2 5 LY O L% 50 e assim

L0 = M =12 = 0= EY’ = E}' = B2 =0.

Observemos que E;” = H*(CP(n)).

Consideremos a seqiiéncia

E01d E20d E41 0

Temos que By = H'(CP(n)) ® HY(SY) =Z® Z = 7.

Como

0=EY =B = H(E;") = 5

< 2,0 0,1 0,1 4 .
entao By, = Im d," e, portanto, dy” é sobrejetora.

Consideremos agora a seguinte seqiiéncia

_99 dy d
0=E,>% 2> E01 E§v°.

Assim, 0 = E%' = By = H(EY') = Kerd)' e portanto dy’ é injetora.
Logo, dy' é isomorfismo e E3° = Eo' = 7.
Portanto, H*(CP(n)) = Z.

Suponhamos agora que, para n > 3,

Y/ x=0,2,4, .., 2n-2;

H(CPn)) :{ 0 +=1.3.5 .. .913

e Célculo de H*"~'(CP(n)).

Temos a filtracao

0=

e assim L02n—1

E2n—1,0 =0.

H2n—1(52n+1) — LO,Qn—l ») L1,2n—2 S..D L2n—271 ») L2n—1,0 S50

= [Vn2 = = [21 = [10 = g —y Ol = pln-2 = p2n-2l o

Observemos que E;" "0 = H>*~1(CP(n)).
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Consideremos as sequéncias

on—31 d3' ' op_10 dy ' 2n+1,-1
on—a2 43" _on_q0 A3t M+2,—2
20:2n—2 g2n—1.0
0 = 0,2n—2 2n—1 E2n—1,0 2n—1 E4n—2,2—2n - 0
- 2n—1 2n—1 2n—1 -
2n—1,0 _ 2n—1,0 _
Es, = EY =0

Portanto, H**~1(CP(n)) = 0.
e Célculo de H*"(CP(n)).
Temos a filtragao 0 = H?"(S? 1) = [0 o Lh2=t o D [2bE 5 20 5 () e assim

0,2n __ 1,2n—1 __ _712n—1,1 __ 712n,0 __ 0,2n __ 1,2n—1 __ _ 2n—1,1 __ 2n,0 __
L0 = [ =.=1L = [P0 = 0= EO2n = plin-l o = gLl g0 g

Observemos que E;™" = H*"(CP(n)).

Consideremos as sequéncias

on—21 43" on0 &0 _onio 1
EQn s 2 EQTL’ 2 E2n+ s =0
on—32 d3"7>? om0 43" _on+3 2
0 = E;" % ° B 2 BT =0
on—a3 di""? om0 di™’° In+4,—3
— 4 —
0 — E4n ’ > E’4n7 4 > E4n+ ’ — 0
02n—1 dop" ! om0 dan® An,1—2
,2Mm— 2n 7, 2n n,l—=2n
O = E2n EQn E2n - 0
2n,0 _ 2n,0 _
E2n+1 - Eoo - 0

Temos que E;" >" = H*2(CP(n)) @ H(S") =Z® Z = Z.

Como

0= E2n0 — p2n0 _ py(p2noy _ Egn,o
= E07 =B = H(E)™) = —5—7
Im d,
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2

- 2n-2,1
entao F, dy" ™"

0 2n-2,1 , .
"% =Im d;"" 7" e, portanto, é sobrejetora.

Consideremos agora as seqiiéncias

on—42 43" " on o1 &N o0
— 2 — 2
0= g2 pn21® 7 pen,

e
om—53 45" "7 _op_oq d3' ! m41,—1
on—64 i 0t opoq diT! Mn+2,—2
02n—2 donng? on—21 don 3" An—4.4—2
o ,2n— 2n—2 n—2, 2n—2 n—4,4—2n o
0 - E2n—2 EQn—Q E2n—2 - 0
2n—2,1 _ 2n—2,1 _
E2n—1 - Eoo - 0

Assim, 0 = B2V = E§"‘2’1 = H(Egn_271) = Ker dgn_Q’l e portanto dé”‘m ¢ injetora.
Logo, d2* > é um isomorfismo e 3"’ = E2" > = 7.
Portanto, H**(CP(n)) = Z.

Agora, como CP(n) tem dimensao 2n, entao pela Observagao [1.0.4 H™(CP(n)) = 0 para
todo m > 2n + 1.

Portanto, os grupos de cohomologia de CP(n) com coeficientes em Z sao dados por

Z, x=0,2 4, .. 202, 2n;

0, caso contrario;

H*(CP(n)) = {

5.3 Célculo dos grupos de cohomologia de SU (n) com coeficientes em

7.

Desde que SU(1) = {pt} e SU(2) ~ S3(vide Proposigao [1.0.5 (iv) e (v)) entao
Z, *=0;

0, caso contrario.

oH*(SU(1)) = {

7, % =0,3;

0, caso contrario.

o H*(SU(2)) = {
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5.3.1 Calculo dos grupos de cohomologia de SU(3) com coeficientes em Z.

Consideremos a fibragao
SU(2) — SU(3)
!
SS

Pelo Teorema de Serre temos que
BN = HP(S%) ® H1(SU(2)) = H*(SU(3))
Assim, EB? £ 0 apenas nas posigoes p,q com p € {0,5} e g € {0, 3}.

q
z=EJ? “EyP=1Z

Z=EY° ‘ By = p

e Calculemos H°(SU(3)).
Consideremos uma filtragao de H(SU(3)) dada por

H(SU3)) =L >0

Assim, E%0 = L%0 = HO(SU(3)).

Observemos a seqiiéncia

21 437" 00 427 o1
O:E2 ’ —>Z?27 —>E27 :O

Como 2 > maz{0,1 =0+ 1} temos que
E = E)° = HY(S*) @ H'(SU(3) =Z®Z =17

Portanto, H°(SU(3)) = Z.
e Calculemos H'(SU(3)).
Consideremos uma filtragao de H*(SU(3)) dada por

HY(SUB) =L > LY >0

Assim,
EY=0= LY =0

B% =0= L =0
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Portanto, H'(SU(3)) = 0.
e Calculemos H?(SU(3)).
Consideremos uma filtragao de H?(SU(3)) dada por

H*(SUB)=L"*>L" >L** >0
Assim temos
B2 =0=L*"=0
El,l =) = LLl — LQ,O
EO’2 =0 = LO,Q _ Ll,l

Portanto, H*(SU(3)) = 0.
e Calculemos H?(SU(3)).
Consideremos uma filtragao de H*(SU(3)) dada por

H}SUB) =L > L >L* >L** >0
Assim temos
B3 =0= L* =0
E?,l =) = L2,1 — LS,O
E1,2 =) = L1,2 — L2,1
EY = H(H(H...H(Ey?))) = L%

Logo, H3(SU(3)) = E%3.
Observemos a seguinte seqiiéncia

Z
_ d—2,4 d0,3
0 = E2 2.4 2 Eg 3 2 Eg 2 = 0
_ d—B 5 dU,B
0 = E3 3,5 3 Eg,B 3 Eg, 1 = 0
a6 di*° 03 d3° 4,0
0 = E; 4 E; SN E7 =0
Eg73 — E(()J(,)S

Portanto, H3(SU(3)) = Z.
e Calculemos H*(SU(3)).
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Consideremos uma filtragao de H*(SU(3)) dada por

HYSUB) =L > LY»>L** > 51" >0

Assim,
B =0= L™ =0

E3,1 =) = L3,1 _ L4,0
EQ,Q — 0 — L2,2 — L3,1
E1,3 =) = L1,3 _ L272

EY'=0= L =1L"

Portanto, H*(SU(3)) = 0.

e Calculemos H®(SU(3)).

Consideremos uma filtragao de H°(SU(3)) dada por

H(SUB) =L > LY > L > > LY 5 L 50

Assim,
B3 = H(H(H...H(E;"))) = L>®

Ey=0= L% =L
E} =0= L*=1L"
Eﬁj’ — ) — [23 — [32
Ef=0=L""=_L%

EY =0= L% =1L"

Logo, H*(SU(3)) = E30.
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Observemos a seguinte seqiiéncia

7
31 ! 50 d43° 7,—1
92 d3? 50 d3° 8,—2
13 dy® 50 di° 9,—3
04 dgt 50 d3° 10,—4
5,0 _ 5,0
EG Eoo

Portanto, H°(SU(3)) = Z.
e Calculemos H®(SU(3)).
Consideremos uma filtragao de H(SU(3)) dada por

HYSUB) =L > LY o> > o [ > L > P D L 50
Podemos verificar facilmente que
E60 E5 1 E42 E33 E2,4 — E1,5 — EO,G - )= LG,O — L5,1 — L4,2

L2,4 — L1’5 — LO’G — 0

Portanto, H%(SU(3)) = 0.

e Calculemos H'(SU(3)).

Consideremos uma filtragao de H'(SU(3)) dada por

H'(SUB) =L > LY > L > > *Y» >LP2 o 5L 50

Podemos verificar facilmente que E70 = ES! = F52 = p13 = 34 = 25 =

0:L70 L61 L52 L43 L34 L25 L16 LO?_O

Portanto, H"(SU(3)) = 0.
e Calculemos H¥(SU(3)).
Consideremos uma filtragao de H®(SU(3)) dada por

= L3’3 =

E16

HYSUB) =L"* > LY o 2o PP o LM o PP o L2 5 L 5 1% 50
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Assim temos
80 _ 71 _ 162 _ 80 _ 771 _ 162 _
ES =E)=E=0= L>"=L"=L"*=0

E3} = H(H(H..H(E;?))) = L*?
E4,4 — E3,5 — E2,6 — El,? — EO,S =) = L5,3 — L4,4 — L3,5 — L2,6 — L1,7 — L0,8

Logo, H3(SU(3)) = E>3.

Observemos a seguinte seqiiéncia

7

34 A3t 53 d3° 7.2
95 d3° 53 d3° 8,1
16 dy° 53 di° 9,0

o7 dg’ 53 d3° 10,—1

0 = Ey — I E.;> = 0

5,3 _ 5,3
Eg = E>

Portanto, H3(SU(3)) = Z.
e Calculemos H"(SU(3)) para n > 9.
Consideremos uma filtragdo de H"(SU(3)) dada por

H"(SU3)) =LV > LMt o 22 [P35 LAt o [Pnd o [0n6 5 5t om0 50
Assim, para n > 9, temos
EX=0=L""=0

E;zo—l,l =0 = Ln—l,l — Ln,O

ECGX,)n—G =0 = LG,n—G — L7,n—7
E>"5 =0, pois n—5>4= [ = [0
E;l(,)nf4 — Egénf?) — Ei,}n72 —_ Eé(,)nfl -0 = L5,n75 — L4,n74 _ L3,n73 —_ LQ,an — Ll,nfl

E(())én — 07 pOiS n > 9= LO,n — Ll,nfl
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5 Calculo dos Grupos e/ou Anéis de Cohomologia de alguns Grupos Cléssicos

Portanto, H"(SU(3)) = 0 para qualquer n > 9.

Assim, os grupos de cohomologia de SU(3) com coeficientes em Z sao dados por

Z, x=0,3,5,8

0, caso contrario.

H*(SU(3)) :{

5.3.2 Célculo dos grupos de cohomologia de SU(4) com coeficientes em Z.

Consideremos a fibragao
SU3) — SU(4)

!
S?

Pelo Teorema de Serre temos que
EY? = HP(S") ® H1(SU(3)) = H*(SU(4))

Assim, ED? £ 0 apenas nas posigoes p,q com p € {0,7} e ¢ € {0, 3,5, 8}.

q

0,8 7.8 _
Z=EjS B =17
0,5 75 _
Z=EY °EI =17
0,3 7.3 _
Z=EY °oEIP =17
_ 10,0 T 7,0 _ p
Z=EY T B =7

Analogamente aos calculos dos grupos de cohomologia anteriores é facil verificar que

Z, x=20,3,5,7,8,10, 12, 15;
0, caso contrario.

H*(5U(4)) :{

5.3.3 Célculo dos grupos de cohomologia de SU(5) com coeficientes em Z.

Consideremos a fibragao
SU4) — SU(5)

!
SQ
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Pelo Teorema de Serre temos que
EY = HP(S%) @ HI(SU(4)) = H*(SU(5))

Assim, EY? £ 0 apenas nas posigoes p,q com p € {0,9} e ¢ € {0,3,5,7,8,10,12,15}.

0,15 9,15
7 =EJ" B —17
Zng’lz o212 _7
Z:Eg,m E%10 _ o
0,8 9,8
Z=E) oESS =7
Z=EY7 eE)T =17
0,5 9,5
Z=E) eEYS =7
0,3 9,3
Z = ES £y =7
0,0 9,0 _ D
Z = ES { E’ =17

Analogamente aos calculos dos grupos de cohomologia anteriores é facil verificar que
H*(SU(5)) = Z para * = 0,3,5,7,10,14,17,19,21,24 ¢ H*(SU(5)) = Z & Z para * = 12.
Calcularemos os grupos de cohomologia nos niveis * = 8,9,15,16, j4 que nos outros casos
temos H*(SU(5)) = 0.

e Calculemos H®(SU(5)).

Consideremos uma filtragao de H®(SU(5)) dada por

HY(SUGB) =L D> LY S L2 o PP 5 LY o PP 5 L2 o5 L™ 518 50

Podemos verificar facilmente que
ESO E?l E62 E53 E44 E35 E26 E17_0:L80 L71_L62 L53
L :L35:L26:L17:0
E% = H(H(H..H(EY®))) = L°*

Logo, H®(SU(5)) = E%%.

Observemos as seguintes seqiiéncias
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5 Calculo dos Grupos e/ou Anéis de Cohomologia de alguns Grupos Cléssicos

7
|
71 dyt 90 d3° 11,1
|
62 d5° 9.0 d3° 12,—2
O - Es’ e .E‘a7 E3 ’ - 0
|
|
17 dy” 9,0 d3° 17,-7
|
£00
9
e
7
|
o9 dy*? 08 do° 2,7
0 — E2 ’ — E27 — E27 — O
|
310 d3>’ 0,8 d3° 3,6
|
|
_815 dgo' 0.8 dg® 8,1
0 — E8 ’ —_— E8’ E— ES’ e O
|
916 408

Temos que E% = BV = H(EJ®) = Ker dg®°.
Agora, se ES? = Z(x3) e ES® = Z(x5) entdo EY® = Z(xs — x5).

Logo, como dg’S é uma derivacao entao pela Proposicao 4.0.2 temos
dy® (x5 — x5) = dy*(3) — w5 + (=1)*w5 — dy”(x5) = 0

pois d8’3 : Eg’g = E)* — Eg’_s =0ce¢ d8’5 : ES’S = E)® — Eg’_?’ = 0. Assim, Ker dg’S =17
Portanto, H3(SU(5)) = Z.
e Calculemos H?(SU(5)).
Consideremos uma filtragao de H?(SU(5)) dada por

HY(SUGB) =L > LYo L2 o P o LY o P 5 L83 o L2 5 L3 5 L2050
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Podemos verificar facilmente que
E% = H(H(H..H(Ey"))) = L%°
E E72 E63 E54 E45 E36 E27 E18 E09—0:>L90 I8 = [72 —
LG, — L54 — L45 — L36 — L27 — L18 — L09
Logo, H?(SU(5)) = E9°.

Observemos a seguinte seqiiéncia

Z
|

0 — E27,1 dy! E29’0 dy E211,—1 — 0
I

0 — ES’Z dy”® Eg,o dz”° E;Q,—Q —
I
I

Z = E0% W pro 4 ples _ g
I
Ey = EY

Portanto, H*(SU(5)) = Z.

Analogamente teremos H'5(SU(5)) = H'(SU(5)) = Z, pois, como dg™® é uma derivacao

pela Proposicao 4.0.2/ temos

dg" (w3 — @5) — w7) = dg™ (w3 — x5) — 27+ (—1)%(w3 — x5) — dg"(x7) = 0
———

0

pois dy’ : EST = EYT — EJ™' = 0 onde 27 é o gerador de H'(SU(5)) = Z e, portanto,
Ker dy'® = 7.

Assim, os grupos de cohomologia de SU(5) com coeficientes em Z sao dados por

Z, * = 0,3,5,7,8,9,10,14,15,16,17,19,21,24;
H*(SU(B) =< Z®Z, * =12
0, caso contrario.
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5 Célculo dos Grupos e/ou Anéis de Cohomologia de alguns Grupos Classicos

5.3.4 O anel de cohomologia de SU(n) com coeficientes em Z como uma

algebra exterior.

Consideremos a fibragao

SUMn—1) — SU(n)

!
S2n71

Pelo Teorema de Serre temos que
EY? = HP(S* 1)@ HI(SU(n — 1)) = H*(SU(n))

Para n > 2, calcularemos por indugao finita sobre n, o anel de cohomologia de SU(n) com

coeficientes em Z.

e Para n = 2 temos
HY(SU(2)) = H'(S®) = Alxy)

onde 3 é o gerador de H3(SU(2)).
e Suponhamos, por hipdtese de indugao, que H*(SU(n — 1)) = A(z3, x5, ..., Tan_3) onde x;
é o gerador de H'(SU(n — 1)) para i = 3,5, ...,2n — 3.

Assim,
E;’* = H*(SQn_l) X H*(SU(TL — 1)) = A(szn_l) X A(Qfg, L5y eeny Z’Qn_g).

Portanto, H*(SU(n)) = A(z3, s, ..., Tan_3, Tan_1) onde x; é o gerador de H'(SU(n)) para
1=3,9,....,2n —3,2n — 1.

5.4 Caélculo dos grupos de cohomologia de U(n) com coeficientes em
2.
Desde que U(1) ~ S* entao

.me»:mwwz{z*zah

0, caso contrario.

5.4.1 Calculo dos grupos de cohomologia de U(2) com coeficientes em Z.

Consideremos a fibragao
SUQ2) — U(2)

!
Sl
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Pelo teorema de Serre temos que
EY? = HP(SY) @ HY(SU(2)) = H*(U(2))

Assim, EB? £ 0 apenas nas posigoes p,q com p € {0,1} e g € {0, 3}.

q

0,3 1,3 _
Z=E;"*¢ °eEy =17

Z=EJ° Ey' =z p

e Calculemos H°(U(2)).

Consideremos uma filtragao de H(U(2)) dada por

HYU@2)=L">0

Temos que E20 = L% = HO(U(2)).

Observemos a seguinte seqiiéncia
g1 dy ! dy”’ _
0=FE, " 25 EY* 2. 27 =0
Como 2 > max{0,1 =0+ 1} temos que E%° = E2° = H(S") @ H(SU(2)) =Z R Z = Z.
Portanto, H°(U(2)) = Z.
e Calculemos H'(U(2)).
Consideremos uma filtragao de H'(U(2)) dada por

HYU2)=L">L" >0

Assim, temos
EY = H(H(H..H(E)"))) = L'
EO,l —0)= LO,l _ LI,O
Logo, H'(U(2)) = EL°.
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Observemos a seguinte seqiiéncia

Z
|
dy db
0 — E;l 1 2 E;,O 2 Eg,fl — 0
|
E§’0 — Eg(,}o

Portanto, H'(U(2)) = Z.
e Calculemos H%(U(2)).

Consideremos uma filtragao de H?*(U(2)) dada por

H*(U2)=L">L" >L** >0

Assim, temos
EX=0=1*=0

EYl=0= LM = L[>

EO,2 -0 = LO,Z — Ll,l
Portanto, H2(U(2)) = 0.

e Calculemos H?(U(2)).

Consideremos uma filtragao de H*(U(2)) dada por

H}UQ2) =L > LY >L*» > >0

Assim, temos
EX=0=1*=0

E271 =0 = L2,1 — L3,0
El,Z =0 = L1,2 — L2,1

E% = H(H(H..H(EY®))) = L%

Logo, H3(U(2)) = E%3.

98



Observemos a seguinte seqiiéncia

Z
94 d3* 03 d3° 2,2
0 = Ey° — by — Ey° =0
—3,5 0,3
—3,5 d3” 0,3 dg’ 3,1
0 = E5° N Ey N Ey =0
46 d3"° 0,3 dq?® 4,0
0 = FE E;” — FE = 0
3 4 3
0,3 _ 0,3
E; = E

Portanto, H3(U(2)) = Z.
e Calculemos H*(U(2)).
Consideremos uma filtragao de H*(U(2)) dada por

HY(U2) =LY DL > L** 5L 5 LY D50
Assim, temos
EYX=0=L1LY=0
EY =0= L3 =L
EX?=0= L% =1
EY* = H(H(H..H(Ey®))) =LY
Eyt=0= L% =LY

Logo, H*(U(2)) = EL3.

Observemos a seguinte seqiiéncia

-3,6 1,3 5,0
1,3 1,3
E5 - Eoo



5 Calculo dos Grupos e/ou Anéis de Cohomologia de alguns Grupos Cléssicos

Portanto, HY(U(2)) = Z.
e Calculemos H"(U(2)), para n > b.

Consideremos uma filtragao de H"(U(2)) dada por

H"U2) =L > Lt 2o A3 it 5y oMo o50

Assim, para n > 5, temos
B =0=L""=0

E;Io—l,l =0= Ln—l,l — Ln,O

Ei;n_z =0 = L2,n—2 — L3,n—3
Bl =0 pois n—1>4= L' =[>"?

Egg)" =0 pois n>5= on = ptrl

Portanto, H"(U(2)) = 0 para todo n > 5.

Logo, os grupos de cohomologia de U(2) com coeficientes em Z sdo dados por

* Za *:0717374;
H(U(Q))Z{

0, caso contrario.

5.4.2 Calculo dos grupos de cohomologia de U(3) com coeficientes em Z.

Consideremos a fibragao

SU®B3) — U(3)

!
Sl

Pelo teorema de Serre temos E5? = HP(SY) @ HI(SU(3)) = H*(U(3))

Assim, E5Y £ 0 apenas nas posigoes p,q com p € {0,1} e ¢ € {0,3,5,8}.
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7, = E(Q),s‘, .E;,g =7

7= Egv% OE%’E’ =7
7, = Eg’?’lb OE%’B =7
Z=EJ° EN =72 P

e Calculemos H°(U(3)).
Consideremos uma filtragao de H(U(3)) dada por

HYU@3)=L"">0

Temos que E20 = L%0 = HOY(U(3)).

Observemos a seguinte seqiiéncia
2147 00 7 o1
O — E2 T EQ’ — .E'27 — 0

Como 2 > max{0,1 = 0 + 1} temos que E%° = E5° = H(S") @ H(SU(3)) =Z R Z = Z.
Portanto, HY(U(3)) = Z.

e Calculemos H'(U(3)).

Consideremos uma filtragao de H'(U(3)) dada por

HY(U@3) =L > LY >0

Assim, temos
EY = H(H(H..H(Ey")) = L'°

Eyl=0= L% =LY
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Logo, H'(U(3)) = EL°.

Observemos a seguinte seqiiéncia

Portanto, H'(U(3)) = Z.

e Calculemos H%(U(3)).

Consideremos uma filtragao de H?(U(3)) dada por

H*(U@3)=L"*>L" > L** >0

Assim, temos

EX=0=1*=0

EYl=0= LY = L[>

EY =0= L% =LY

Portanto, H*(U(3)) = 0.

e Calculemos H3(U(3)).

Consideremos uma filtragao de H*(U(3)) dada por

H}U@B) =L > LY > L > >0

Assim, temos

EX=0=L1L"=0

EX =0= 1% =L

EX?=0=L"”=L%

ES* = H(H(H..H(Ey?))) = L*®

Logo, H3(U(3)) = E%3.
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Observemos a seguinte seqiiéncia

Z
24 d32* 03 d3° 2,2
0 = E;° 2> By 2 Ey” =0
—3,5 0,3
—3,5 d3” 0,3 dg’ 3,1
0 = E5° N Ey N Ey =0
a6 4 "° 0,3 dq?® 4,0
0 = E, . E” = FE = 0
4 4 4
0,3
Ey = B3

Portanto, H3(U(3)) = Z.
e Calculemos H*(U(3)).
Consideremos uma filtragao de H*(U(3)) dada por

HY(U®B) =L D> LY > L** 5L 5 LY D50
Assim, temos
B =0=L*"=0
Eg(,)l =0 = L3,1 _ L4,0
Ei,)Q — 0 = L2,2 — L3,1
EY? = H(H(H..H(E}®))) = L'
E(())C,)4 =0 = L0,4 _ L1,3

Logo, H*(U(3)) = EL3.

Observemos a seguinte seqiiéncia
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Portanto, H*(U(3)) = Z.
e Calculemos H?(U(3)).
Consideremos uma filtragao de H°(U(3)) dada por

HU®B) =LY > L™ > 1> > > > 1720
Assim, temos
E50 E41 E32 E23 E14—O:>L14 L23 L32 L41 L50 0
E% = H(H(H..H(EY®))) = L%

Logo, H*(U(3)) = E2°.

Observemos a seguinte seqiiéncia

Z
I
0 — E.;ZG dy® ES,E) dy E22’4 — 0
I
I
—610 dg0" 05 do° 6,0
0 = Ej Eg® — Ey° =0
I
o= R
Portanto, H°(U(3)) = Z.
Usando o mesmo raciocinio é facil verificar que
HU(3)) =7
H'(U(3)) =0
H3U(3)) =Z
HY(U(3)) =7

e Calculemos H"(U(3)) para n > 10.
Consideremos uma filtragdo de H"(U(3)) dada por

H"(U@B) =L > LMo 2o 335 oL o™ o0
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Assim, para n > 10, temos
Er'=0=L""=0

Egofl,l =0= Lnfl,l — Ln,O

207 (o [0 e
E=t =0, pois n—1>9= L' =[*"2
E%" =0, pois n>10= LV = [}
Portanto, H"(U(3)) = 0 para n > 10.

Logo, os grupos de cohomologia de U(3) com coeficientes em Z sdo dados por

Z, x=20,1,3,4,5,6,8,09;
0, caso contrario.

H(U(3)) = {

5.4.3 Caélculo dos grupos de cohomologia de U(4) com coeficientes em Z.

Temos a fibracao
SU4) — U4)
!
Sl

Analogamente aos cdlculos dos grupos de cohomologia anteriores é fcil verificar que

7, x=0,1,3,4,5,6,7,9, 10, 11, 12, 13, 15, 16;
H(U4)=q Z&Z, *=8
0, caso contrario.

5.4.4 Calculo dos grupos de cohomologia de U(5) com coeficientes em Z.

Temos a fibragao
SU(b) — U(H)
l
Sl

Analogamente aos cdlculos dos grupos de cohomologia anteriores é facil verificar que

7, x«=0,1,3,4,5,6,7 11, 14, 18, 19, 20, 21, 22, 24, 25 ;
H*U(B) =< Za®Z, *=2.8,9,10,12, 13,15, 16, 17;
0, caso contrario.
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5.4.5 O anel de cohomologia de U(n) com coeficientes em Z como uma algebra

exterior.

Temos que U(n) &~ S* x SU(n)(vide Proposigao [1.0.5(vii)), para todo n > 1. Assim,

e Para n = 1 temos
H*(U(1)) = H*(S* x SU(1)) = H*(S") = A(zy)
onde z; é o gerador de H*(U(1)).
e Para n > 2 temos

H*(U(n)) = H*(S* x SU(n)) = H*(S*) @ H*(SU(n)) = A(x1) @ A(w3, 75, ..., Ton_1)

onde 1 é o gerador de H'(S') e x; é o gerador de H*(SU(n)) para i = 3,5,--- ,2n — 1.

Portanto, H*(U(n)) = A(x1, 23,5, ..., Ton_3, T2,—1) onde x; é o gerador de H'(U(n)) para
i=1,3,5--- ,2n—1.

5.5 Calculo dos grupos de cohomologia de Sp(n) com coeficientes em
2.
Desde que Sp(1) ~ S3(vide proposi¢io 1.0.5(vi)) entao

7, *=0,3;

0, caso contrario.

H*(Sp(1)) = {

5.5.1 Calculo dos grupos de cohomologia de Sp(2) com coeficientes em Z.

Temos a fibracao

Sp(1) — Sp(2)

!
S?

Pelo teorema de Serre temos que
Ey? = HP(S") ® H'(Sp(1)) = H*(Sp(2))

Assim, E5? £ 0 apenas nas posigoes p,q com p € {0,7} e g € {0,3}.
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Sr 5] -z

Z= ES’OT Ey0 =

e Célculo de H°(Sp(2)).
Consideremos uma filtragao de H°(Sp(2)) dada por

H°(Sp(2)) = L°° 50

Assim, E%? = L% = H°(Sp(2)).

Como 2 > max{0,1 =0+ 1} temos que E%° = E3° = Z.
Portanto, H(Sp(2)) = Z.

e Célculo de H'(Sp(2)).

Consideremos uma filtragao de H'(Sp(2)) dada por

H'Y(Sp(2))=L"" > L >0
Assim temos
EY=0=L"=0
EO,l -0 = LO,l — Ll,(]

Portanto, H'(Sp(2)) = 0.
e Célculo de H*(Sp(2)).
Consideremos uma filtragao de H?(Sp(2)) dada por

H*(Sp(2)) =L > LY > L* 50

Assim temos
EX=0=1*=0
Ell,l =0 = Ll,l — LQ,O
EO,Z =0 = L0,2 — Ll,l
Portanto, H?(Sp(2)) = 0.
e Céalculo de H3(Sp(2)).
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Consideremos uma filtragao de H3(Sp(2)) dada por

H3*(Sp(2))=L* > L > L* > L** >0
Assim temos
B =0=1*"=0
E2,l =0 = L2,l — LB,O
E1,2 -0 = L1,2 — L2,1
EY* = H(H(H..H(Ey?))) = L%

o

Logo, H3(Sp(2)) = E%3.

Observemos a seguinte seqiiéncia

Z
I
0 = E;>* 23N EY? %7 E* = 0
I
d; 3 do3

a6 A o3 dy° 4,0
0,3 _ 0,3
E5 - Eoo

Portanto, H3(Sp(2)) = Z.
e Célculo de H*(Sp(2)).
Consideremos uma filtragao de H*(Sp(2)) dada por

HY(Sp(2) =L > LY > > [ > LY 50
Assim temos
B =0=L"=0
ES' =0=L%=L1L"
E2?=0=L**=1L%
EX=0= L' =1
Ey=0= L =L"
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Portanto, H*(Sp(2)) = 0.
e Célculo de H?(Sp(2)).
Consideremos uma filtragao de H”(Sp(2)) dada por

H?(Sp(2) =L > LY > L > 2> LY 5 L% 50
Assim temos
EXY=0=L"=0
Eyl=0= LY =1
EY=0= L[> =1L"
ng — 0= [23— [32
Bt =0= LY =1
EY =0= L% =LY

Portanto, H°(Sp(2)) = 0.
e Célculo de H®(Sp(2)).
Consideremos uma filtragao de H°(Sp(2)) dada por

He(Sp(2)) =L > L > > >33 > LY > L 5 L% 50
Assim temos
EX=0=1%=0
EN =0= L = L%
EZ =0= LY=L
EX =0= L% =L"
EZ'=0= L =L
EY=0= LY =1
EX =0=L"=L"

Portanto, H(Sp(2)) = 0.
e Célculo de H™(Sp(2)).
Consideremos uma filtragao de H'(Sp(2)) dada por

H(S,2))=L"" > L > 2 > o ¥ o P25 LM 5L 50
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Assim temos

ET® = H(H(H..H(EL"))) = L™
ESt=0= L8t = [0
E}?=0= L =L%

EP =0= L" =1L
B3 =0= L3 =L*
E¥ =0 = [* = [
EM =0= [ =L1%
BV =0= L0 = [

Logo H'(Sp(2)) = EZ0.

Observemos a seguinte seqiiéncia

7
|

51 dyt 70 43’ 9,—1

0 = By — Ey — Ej =0

|

192 d3? 70 d5° 10,—2
|
|

06 d7° 70 d7° 14,—6
|

E* = EY

Portanto, H'(Sp(2)) = Z.
e Célculo de H®(Sp(2)).
Consideremos uma filtragao de H®(Sp(2)) dada por

H8(Sp(2) =L D LY o L o ¥ 5 LM 5 L3525 1™ >0 50

Temos E%® = ELT = E26 = 35 = p4t = F53 = E%2 = ET1 = E%0 = 0 e entdo
J08 — [ LT — 26 — 35— 44 53 — 62 _ 71 _ 180 _(

Portanto, H®(Sp(2)) = 0.

e Célculo de H?(Sp(2)).
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Consideremos uma filtragao de H%(Sp(2)) dada por
H(Sp2)) =L > L o 2" L o LY S5 L o L 5 L™ o3 51950

Temos E% = B8 = F27 = 36 = F45 = F54 = %3 = E72 = E8%1 = E%0 = ( e entdo
I09 — 18 — [27 — [36 — [45 — [54 _ [63 — [T2 — [31 — [0:9 — (.

Portanto, H?(Sp(2)) = 0.

e Célculo de H'°(Sp(2)).

Consideremos uma filtragao de H'°(Sp(2)) dada por

HY(Sp(2)) =L > LY D 22 O [ S [ o PP O Mo L™ o 12 o [ 5 L' 50
Assim temos
E;(()],O — Egél — E(§52 =0 = L8,2 — L9,1 — LI0,0 =0
EL* = H(H(H..H(E}?)) = L™

Eggl — ng _ Egl(,}6 — Ei’j? — E&S — E;ég — E(())(,DIO =0 = 7010 — 719 — 128 _ 137 —
L4,6 — L5,5 — L6,4 — L7,3
Logo H'°(Sp(2)) = E73.

Observemos a seguinte seqiiéncia

Z
|
o4 473
0 = B 2 B 2 B =0
|
45 d3° 73 dg’ 10,1
|
|
409 473
O — E?,g 7 E’77,3 7 E;47—3 — 0
|
B =

Portanto, H'°(Sp(2)) = Z.
e Célculo de H"(Sp(2)) para n > 11.
Consideremos uma filtragdo de H"(Sp(2)) dada por

H™(S,(2) =L > Lt 22 oM T o8 8s ot om0 5o
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5 Calculo dos Grupos e/ou Anéis de Cohomologia de alguns Grupos Cléssicos

Assim, para n > 11, temos
Er'=0=L""=0

Egofl,l =0 = Lnfl,l — Ln,O
ET"T=0 pois n—7>4= LT =[%""

El,n—l =0 = LLn_l — L2,'n,—2
E&” =0 pois n>11 = on = ptn-t
Portanto, H"(Sp(2)) = 0 para todo n > 11.

Logo, os grupos de cohomologia de Sp(2) com coeficientes em Z sao dados por

Z, x=0,3,7,10;

0, caso contrario.

H*(Sp(2)) = {

5.5.2  Célculo dos grupos de cohomologia de Sp(3) com coeficientes em Z.
Temos a fibragao
Sp(2) — Sp(3)
Sll

Pelo teorema de Serre temos que 54 = HP(S1) @ HY(Sp(2)) = H*(Sp(3))
Assim, E5Y # 0 apenas nas posigoes p,q com p € {0,11} e ¢ € {0,3,7,10}.

q

Z:Eg,lo °E211’10 -7
Z=Ey" B, =17
Z:Eg’3 .E211,3 -7

_ 20,0 ¢ 11,0 _ p
Z=EjJ B =17

Usando a mesma técnica que foi utilizada para calcular H*(Sp(2)), podemos calcular

H*(Sp(3)). Vejamos por exemplo alguns célculos:

112



e Calculo de H'°(Sp(3)).
Consideremos uma filtragao de H'°(Sp(3)) dada por

HY(Sp3) = Lo > LY o 22 o 2T o M o PP o Ao L5 825 [ 511 50

Assim temos
100 — 191 — 82 _ 73 _ 64 _ 55 _ 46 _— 37 — 28 _ 19 _ 1,9 _
EXNO = ES' = E3? = ETP = F$} = EX} = F = E¥ = F28 = EY =0 = L' =
[28 = [37T = [46 — [55 — 164 — 73 — 82— 191 _ 1100 _

EY = H(H(H..H(E3'"))) = L%

Logo H™(Sp(3)) = E%1°.

Observemos a seguinte seqiiéncia

Z
o1 Ay 010 a3 2,9
_312  dgt? 010 a3 3,8
0 10,19 dyg 010 dy° gl _
= 10 10 0 =
“1120 At 010 dii” 11,0
0 = By BT — Ey = L

Assim, E%10 = g51° = H(EY'Y) = Ker d%)°.
Agora, se Ey® = Z(zs) e By = Z(x7) entdo By = Z(xg — x7).

Como d(l)’l10 ¢ uma derivacgao, pela Proposi¢ao 4.0.2 temos
0,10 0,3 ,
AV (w5~ w7) = di (w3) ~ @7 + (=1)%z5 ~ di} (27) = 0

pois diy : By® = By — By T =0ed}y : By’ = E)f — Ej; =0.
Logo, Ker d))° = E%' = B9 = 7.
Portanto, H'°(Sp(3)) = Z.
e Célculo de H'(Sp(3)).
Consideremos uma filtragao de H (Sp(3)) dada por
H''(Sp(3)) = L0 5 [M0 5 [29 5 [38 5 [AT 5 [56 5 [65 5 [T4 5 [83 5 [92
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5 Calculo dos Grupos e/ou Anéis de Cohomologia de alguns Grupos Cléssicos

L10,1 D) Lll,O S50
Assim temos

EX = H(H(H..H(Ey"))) = L'?

ElO,l — E9,2 — E8,3 — E7,4 — E6,5 — E5,6 = FA7T — (38 — E29 — pL10 — EO11 _ ) —
LO,ll Ll 10 L29 L38 L47 L56 L65 L7,4 — L8,3 — L9,2 — LlO,l =0
Logo H''(Sp(3)) = EL°.

Observemos a seguinte seqiiéncia

Z,
9,1 dy! 11,0 d3’ 13,—1
0 - E’27 — E2 ’ Ea— E2 ’ = 0
8,2 d5? 11,0 d3 14,—2
O - E’37 — E3 ’ — E3 ’ - O
0 — gL dyy L0 di”° 2L
= 10 - S 10 =
|
0,10 11,0
. 0,10 d13 =0 11,0 4y’ 22,10
Z = Ej — Eyn — By =0
11,0
11,0 _ 11,0 11,0 Ey 11,0
Logo, B = FE}," = H(E;;") = 0 E =7
11

Portanto, H'(Sp(3)) = Z.
e Célculo de H"(Sp(3)) para n > 22.
Consideremos uma filtragdo de H"(Sp(3)) dada por

H™"(S,(3) =L > Lt o ottty plen=t2 o o prebl om0 5

Assim, para n > 22, temos
B =0=L""=0

En 11_0:>Ln 1,1 LnO

EL" =0 pois n—11>11= L1 = L2l

Eéénfl -0 = Ll,nfl — L2,n72
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EY" =0 pois n>22= L% =L"""!

Portanto, H"(Sp(3)) = 0 para n > 22.

Efetuando-se todos os célculos é facil verificar que os grupos de cohomologia de Sp(3) com
coeficientes em Z sao dados por

0, caso contrario.

. Z, x=0,3,7, 10, 11, 14, 18, 21;
H*(Sp(3)) :{

5.5.3 Calculo dos grupos de cohomologia de Sp(4) com coeficientes em Z.

Temos a fibragao
Sp(3) — Sp(4)
815

E fécil verificar que os grupos de cohomologia de Sp(4) com coeficientes em Z sao dados
por

7, x =0, 3,7, 10, 11, 14, 15, 21, 22, 25, 26, 29, 33, 36;
H*(Sp(4)) =4 ZDZL, *=18;
0, caso contrario;

5.5.4 O anel de cohomologia de Sp(n) com coeficientes em Z como uma

algebra exterior.
Consideremos a fibragao
Sp(n—1) — Sp(n)

!
S4n71

Pelo Teorema de Serre temos que
EyY = HP(S™™) @ HY(Sp(n — 1)) = H*(Sp(n))

Calcularemos o anel de cohomologia de Sp(n), para n > 1, com coeficientes em Z por
inducao finita sobre n.

e Para n =1 temos
H*(Sp(1)) = H*(S%) = Alxs)
onde 3 é o gerador de H3(Sp(1)).
e Suponhamos, por hipdtese de inducao, que H*(Sp(n — 1)) = A(z3, x7, ..., T4,_5) onde z; é

o gerador de H'(Sp(n — 1)) para i = 3,7, ...,4n — 5.
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Assim,

-ax4n75)-

A(zan—1) @ M3, 27, ..

H*($™71) @ H*(Sp(n — 1))

oy Tin—5, Tan—1) onde x; é o gerador de H'(Sp(n)) para

Portanto, H*(Sp(n)) = A(xs, z7, ..

i=3,1,.

w4n —5,4n — 1.

| su) [ su@) [ suE) [su@ [sue) [uw [ U@ [ uE) | u@ [ ue) | se@) [ Se@) | sp@3) | sp@) |

Finalmente, apresentamos os resultados obtidos:

5.6 Resultados obtidos

ZDZL

0

YASY/
YASY/

YASYA
ZDL

YASYA
ZB®L
YASYA

Z®Z | ZHZL

Z

YASY/

’ﬂH*

10
11

12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

22
23
24
25
26
27
28
29
30
31

32

33
34

35

36
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[ «\H* [ so(1) [ s02) | s0(3) [ S0(4) | SO(5) | cpv) [ cp2) | CP() |
0 Z Z Z Z z 7 z z
1 0 Z 0 0 0 0 0 0
2 0 0 Zo T 7y z z z
3 0 0 z ZOL Kerd)” 0 0 0
4 0 0 0 0 Tmdl™ 0 Z Z
5 0 0 0 7o Kerd)® 0 0 0
6 0 0 0 z Kerdy® @ mzdzg»s 0 0 zZ
7 0 0 0 0 I é%a 0 0 0
8 0 0 0 0 0 0 0 Z
9 0 0 0 0 Zo 0 0 0
10 0 0 0 0 Z 0 0 Z
11 0 0 0 0 0 0 0 0
12 0 0 0 0 0 0 0 7

2n-2 0 0 0 0 0 0
2n-1
2n 0 0 0 0 0 0 0

e Paratodon > 2, H*(SU(n)) = A(z3, s, ..., Tan_3, Tan—1) onde x; é o gerador de H'(SU (n))
para i =3,5,....,2n — 3,2n — 1.

e Para todo n > 1, H*(U(n)) = A(zy,x3,T5, ..., Top_3,To,—1) onde z; é o gerador de
H(U(n)) parai=1,3,5,---,2n — 1.

e Para todon > 1, H*(Sp(n)) = A(z3, 7, ..., Tan_5, Tan_1) onde x; é o gerador de H'(Sp(n))
para i =3,7,....,4n — 5,4n — 1.
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