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ESTUDO DA DINAMICA DE EVOLUCAO DO HIV EM SERES
HUMANOS UTILIZANDO SISTEMA DE EQUACOES
DIFERENCIAIS ORDINARIAS

Autor: DANIEL CHIEREGATO VICENTIN
Orientador: Prof. Dr. TTIAGO DE CARVALHO

RESUMO

O objetivo desta dissertacao é abordar aspectos qualitativos de sis-
temas de equacoes diferenciais ordindrias e sistemas continuos suaves por partes
aplicados a dinamica do Virus da Imunodeficiéncia Humana (HIV). Neste trabalho,
apresentamos um modelo matematico que descreve a dinamica do HIV no corpo hu-
mano e o analisamos através da matriz da proxima geracao e teoria de estabilidade,
com a finalidade de prever se a doenga fica ou nao controlada. Posteriormente, estu-
damos um sistema de equacoes diferenciais ordinarias usado para modelar a dinamica
do virus para diferentes tipos de tratamentos. Tal modelo foi explorado qualitativa-
mente de duas maneiras: por um sistema continuo (pelo método de Korobeinikov) e
por um descontinuo (pelas convengoes de Filippov). Analisamos o comportamento
dinamico de terapias antirretrovirais, visando a diminuicao das concentragoes virais

no sangue, de acordo com a anélise da estabilidade realizada.



Palavras-chave: Modelagem Matematica. HIV. Sistemas Suaves por Partes.
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STUDY OF THE EVOLUTION DYNAMICS OF THE HIV IN
HUMANS USING A SYSTEM OF ORDINARY DIFFERENTIAL
EQUATIONS

Author: DANIEL CHIEREGATO VICENTIN
Adviser: Prof. Dr. TIAGO DE CARVALHO

ABSTRACT

The goal of this dissertation is to study qualitative aspects about sys-
tems of ordinary differential equations and piecewise smooth systems applied to the
dynamic of Human Immunodeficiency Virus (HIV). In this work, we present a mathe-
matical model that describes the dynamic of HIV in the human body and we analyze
this model by next-generation matrix and stability theory in order to predict if the
disease becomes stable, and thus stop virus transmission. In addition, we studied
another system of ordinary differential equations that were proposed to model the
HIV dynamics assuming different therapies. We have explored qualitatively the mo-
del by two distinct approaches: a continuous system (by Korobeinikov method) and a
discontinuous system (by Filippov theory). Due to the stability analysis, it was pos-
sible to understand the dynamics of anti-retroviral therapies, which are responsible

for decreasing the concentration of detectable HIV in blood.
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2 INTRODUCAO

O HIV (Virus da Imunodeficiéncia Humana) é um dos maiores proble-
mas de saide publica no mundo. Foram 35 milhoes de vidas perdidas para o virus
até o momento, e no ano de 2017 foram 940 mil pessoas, segundo dados publicados
da UNAIDS (2019). Sao 36,9 milhdes de pessoas vivendo com HIV relatadas em
2017 no mundo e com 1,8 milhdes de pessoas sendo infectadas por ano. As porcenta-
gens de pessoas recebendo tratamento, até o ano de 2017, foram 59% dos adultos e
52% das criancas infectadas. A Africa é a regiao mais afetada pelo virus no mundo,
representando mais de dois tergos do total global de novas infecgdes por HIV (WHO,
2014a).

O grupo de risco corresponde as pessoas mais vulneraveis a adquirir o
HIV e é formado por homens que fazem sexo com homens, pessoas usuarias de drogas,
populacao carceraria, profissionais do sexo e seus clientes, e pessoas transexuais. No
ano 2017 estimou-se que 47% das novas infeccoes ocorreram na populacao de risco e
seus parceiros.

No Brasil, entre os anos de 2007 a 2016, relatou-se 137 mil pessoas
vivendo com HIV. No contexto mundial a taxa de novos individuos HIV positivo
caiu 11%, ao contrario do Brasil, que até 2016 teve um aumento de 3% de novas
infecgoes. O nimero de 6bitos devido a Sindrome da Imunodeficiéncia Adquirida
(AIDS) — estagio final da doenga provocada pelo HIV — apresentou uma redugao de
5,3 casos para 5,2 por cada 100 mil habitantes. Nos tltimos 10 anos, a mortalidade
por AIDS em menores de 14 anos apresentou uma tendéncia de queda. Observou-se

ainda, um aumento no numero de 6bitos entre jovens de 15 a 19 anos e para o sexo
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masculino na faixa etdria de 20 a 24 anos (Secretaria de Vigilancia em Saude, 2017).
Modelos matemaéticos sao utilizados em pesquisa de epidemiologia para
ajudar a melhorar o entendimento sobre os fatores que levaram a pandemia, afim
de tomar as melhores decisoes de prevencao (Barros, 2007). Em um dos modelos
apresentados investigou-se dois estagios antes da AIDS, definido como estagio assin-
tomatico e estdgio sintomatico, ou seja, alguns individuos na fase sintoméatica podem
migrar para a fase assintomatica. Essa investigagao foi feita através do nimero re-
produtivo basico (Rg) e da estabilidade do modelo proposto (Liming et al., 2009).

O tratamento continuo por Antirretrovirais (ART) tem sido primordial
para desacelerar a progressao da doenca em pessoas HIV positivas, diminuindo a
disseminacao da doenca. Uma vez que o paciente chega a uma carga viral indectavel
o risco de transmissao do HIV passa a ser insignificante. Apesar do tratamento
continuo ter de fato melhorado a qualidade de vida dos pacientes, ocorreram também
efeitos colaterais, como a resisténcia do virus as drogas. Pensando nisso, muitos
estudos, como o realizado por Ananworanich et al. (2006), usaram a estratégia de
Interrupgao de Tratamento Agendado (STT), segundo a qual usa-se um limitante para
a contagem de células T CD4". Se a contagem das células ultrapassa o valor fixado, o
tratamento continuo ¢ interrompido, voltando a aplicacao dos antirretrovirais quando
a contagem das células fica abaixo de um limitante. Para representar a estratégia
discutida anteriormente foi usado um sistema de equacoes diferenciais ordinarias
suaves por partes para estudar a iteracao entre as duas fases de tratamento.

Essa disssertacao ¢é estruturada da seguinte forma: no segundo capitulo
sao apresentados aspectos basicos do HIV, teoria de sistemas dinamicos e estabilidade
necessarios ao desenvolvimento do trabalho. No terceiro capitulo é utilizado o Ry
para o estudo de estabilidade do modelo. No quarto capitulo é usado Rg através do
método de Korobeinikov para um modelo continuo e para o sistema suaves por partes

é usada a convencao de Filippov. Por fim, apresentamos a conclusao do trabalho.



3 REVISAO DA LITERATURA

Neste capitulo descreveremos a estrutura do HIV e seu funcionamento,
como & realizada a andlise dos testes para contagem de células T CD4% e do plasma
HIV-1 RNA, e explicaremos os tipos de antirretrovirais usados para pessoas HIV
positivas.

Também realizaremos a andlise de estabilidade baseada em Strogatz
(1994), teoria de Filippov (1988) para sistema suaves por partes, e utilizaremos
também o niimero reprodutivo béasico Ry, bem como outras teorias necessarias para

estudo de equagoes diferenciais ordinarias.

3.1 Revisao da literatura de biologia

A seguir, apresentaremos a fisiopatologia do virus HIV, abordando seus

principais estruturas, funcionamento e por fim seu tratamento.

3.1.1 Estrutura do HIV

Segundo o Ministério da Saude (2018a) o HIV é da familia Retroviridae
do género Lentivirus e seu nucleo é formado por duas copias de RNA, encapsulado por
uma camada proteica ou nucleocapsidio (nome dado a uma estrutura viral formada
pela associagao do capsidio com o dcido nucléico do virus).

O HIV possui trés genes importantes, os quais dao codigos as proteinas

estruturais e enzimas virais, e sao denominadas por gag, pol e env. Neste trabalho



nos atentaremos apenas para a enzima pol (Tang et al., 2012).

O gene pol é responsavel pela codificacao das enzimas: transcriptase
reversa (RT), responsédvel pela replicacao do HIV; integrase, que tem o papel de
executar a integracao entre dcido desoxirribonucleico (DNA) do HIV ao genoma do
hospedeiro, e, por fim, a protease, cuja funcao é fazer a clivagem de percursores

proteicos em unidades menores. Tais enzimas estao ilustradas na Figura 3.1.

PROTEINA DE ENVELOPE
(gp120)
MATRIZ PROTEICA

(p17) PROTEINA
TRANSMEMBRANA DE ENVELOPE
(gp41)
RNA
MEMBRANA
LIPIDICA
TRANSCRIPTASE REVERSA
PROTEASE (p66, p51)
(p10)

CAPSIDEO
(p24)

INTEGRASE
(p31)

Figura 3.1: Estrutura do HIV.
Fonte: Ministério da Saide (2018a).

3.1.2 Tipos de HIV

Existe dois tipos de HIV, denominados de HIV-1 e HIV-2. Segundo o
manual técnico do Ministério da Satide (2018a), o que os diferem é a composicao de
aminodcidos e o peso molecular do gene env. Os genes gag e pol sao similares.

De acordo com o Ministério da Satde (2010), o HIV-1 tem maior in-

cidéncia na populacao, é mais agressivo, a evolucao da infeccao é mais réapida e
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também responde melhor aos medicamentos antirretrovirais, quando comparado ao

HIV-2.

3.1.3 Infeccao do HIV e resposta imunolégica

Existem varias formas de adquirir a infec¢ao pelo HIV, tais como trans-
missao sexual (genital ou retal) desprotegidas, por transmissao vertical (mae para os
genitores na gravidez), uso de seringas contaminadas para uso de drogas e transfusao
de sangue contaminado.

Depois de algumas horas de infeccao, segundo o manual técnico Mi-
nistério da Saide (2018a), o HIV e as células infectadas ultrapassam a mucosa, e se
estabelecem e infectam os linfocitos T CD41 e também os macréfagos e as células
dendriticas (glébulos brancos que protegem o corpo de invasores).

O estabelecimento da infeccao inicialmente foca os linfécitos T CD4™,
que atraem uma quantidade de células T, que por sua vez, aumentam a replicacao
viral. A partir disso, o virus se espalha para os linfonodos, depois de um nimero
suficiente se estabelece e produz o virus nos tecidos linfoides.

Essa replicacao viral e a livre circulacao do virus na corrente sanguinea
tem um pico de viremia entre 21 a 28 dias apods a infeccao, resultando numa dimi-
nuicao do nimero de linfécitos T CD4". Nesse periodo temos o que denominamos a
janela imunoldgica ou janela sorolégica ou janela de soroconversao, que consiste no
tempo entre a infeccao pelo HIV até a primeira detecgao de anticorpos anti-HIV, ou
RNA viral, ou DNA proé-viral. A deteccao do HIV no sangue demora cerca de 25
a 45 dias, dependendo do tipo de teste e sua sensibilidade. Por isso recomenda-se
fazer o teste diagnostico apds 30 dias de ter ocorrido a suspeita de infecgao.

Sem tratamento e com o baixo nivel de linfécito T CD4™ a pessoa HIV

positiva desenvolve a sindrome da imunodeficiéncia adquirida (AIDS).



3
Maturacao
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Figura 3.2: Ciclo replicativo do HIV-1.
Fonte: Ministério da Saide (2018a).

3.1.4 Teste de diagndstico
Os testes para detectar o HIV sao muitos, entre eles a coleta de flui-

dos da mucosa de saliva, teste rdpido (pungao venosa da ponta do dedo) e exames

sanguineos.

A primeira resposta do nosso organismo para uma infecgao viral qual-
quer, segundo o manual técnico do Ministério da Satude (2018a), é a producao de

imunoglobulina M (IgM). Quando infectado por HIV o nosso organismo é exposto
aos mesmos antigenos e a producao de IgM é trocada pela producao de imunoglobu-

lina G (IgG) e ao longo do tempo o nivel de IgG aumenta, enquanto o IgM tende a

decrescer ou, até mesmo, desaparecer.
Os exames sanguineos mais atuais sao denominados de ensaios de ter-

ceira e quarta geracao. O primeiro detecta o IgM e o IgG, ja o segundo combina a
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detecgao de antigenos (todos) e anticorpos. Os testes rapidos sdo desenvolvidos para
detectar anticorpos anti-HIV, pela punsao da polpa digital e demoram 30 minutos

para o diagnéstico.

3.1.5 Carga viral

Apo6s diagndstico positivo para o HIV, o infectado é submetido ao teste
de carga viral, onde é feita a contagem dos HIV-1 RNA (plasma) e do linfécitos T
CD4™.

Se a carga viral no paciente aumenta, temos por consequéncia a di-
minuicao do nimero de linfécitos T CD4". Quando o numero cai para valores in-
feriores a 350 células/mm?, o infectado pode progredir para a AIDS (menor que
200 células/mm?) e assim comecar a apresentar doengas oportunistas, como por
exemplo, tumores, pneumonia etc (WHO, 2014b). Destacamos que uma pessoa
sauddvel tem entre 500 e 1600 células/mm?.

A carga viral plasmatica, detectada na forma de RNA do HIV, é a
quantificacao das particulas que estao sendo produzidas e lancadas na circulacao
sanguinea. A quantificacdo da concentragao do HIV-1 RNA no plasma (conhe-
cida como carga viral) foi estabelecida como o padrao para os cuidados na ava-
liacao do paciente HIV positivo e para avaliacao da resposta a terapia antirretroviral
(ARV). O objetivo do tratamento ART é manter o nivel de carga viral menor de
1000 cépias/ml, pois é o ponto de corte oficial para carga viral indetectavel (WHO,

2014a).

3.1.6 Antirretrovirais

A primeira droga para o tratamento de pacientes infectados com HIV
foi o AZT, inicialmente desenvolvida para tratar pacientes com cancer. Muitos estu-

dos tentaram desenvolver uma vacina contra a infeccao, mas nao obtiveram sucesso,
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por apresentarem baixa eficdcia e por nao garantirem seguranca ao pacientes (Lima
et al., 1996).

Segundo o Ministério da Satide (2018d), a administracao de antirretro-
virais para pessoas HIV positivas deve incluir trés classes, sendo duas ITRN (Inibidor
da Transcriptase Reversa Analogo de Nucleosideos), associados a uma outra classe
de antirretrovirais, como ITRNN (Inibidor da Transcriptase Reversa Nao Andlogo
de nucleosideos), ou IP (Inibidor de Protease), ou INI (Inibidor de Integrase). As
drogas inibidoras da transcriptase reversa, tem o papel de inibir a replicacao do
HIV e, assim bloquear a sua fungao enzimética e impedir a conclusao da sintese do
RNA viral em DNA. O outro tipo de drogas sao as drogas inibidoras da protease;
estas drogas tém a funcao de fazer com que a enzima da protease do HIV clivem a
poliproteina do HIV em unidades funcionais, fazendo com que as células infectadas
produzam particulas de virus imaturas que nao sao infecciosas e as drogas inibido-
ras de integrase impedem a insercao do DNA do HIV no DNA do genoma humano,
bloqueando a capacidade do HIV em se replicar.

Dependendo de cada paciente, podem ocorrer efeitos adversos (doenga
hepética, depressao, entre outros) quando usa-se os ART. Assim, para cada dificul-
dade de adesao das ART, administra-se outro tipo de combinacao afim de adaptar o

paciente ao melhor tratamento (Ministério da Satde, 2018d).

3.1.7 Prevencgao

Além do uso de preservativos masculinos e femininos, ha outros tipos
de prevengao, como a Profilaxia Pré-Exposi¢ao (PrEP) e a Profilaxia Pés-Exposigao
(PEP) ao HIV. A PrEP é o uso de medicamento antirretrovirais, antes da exposi¢ao
ao HIV, de modo a prevenir o individuo de contrair o mesmo (Ministério da Sauide,
2018c). A PEP é a prescri¢gao de medicamentos antirretrovirais quando o individuo

foi exposto ao HIV (caso de estupro, rompimento do preservativo, etc.), em até 72



9

horas apés exposicao ao virus, durante um periodo de 28 dias (Ministério da Satude,

2018b).

3.2 Revisao da literatura de matematica

Um campo vetorial de classe C", » > 1, definido em um aberto V' C R”
é uma aplicacao de classe C", F' : V — R™ A esta funcao vetorial associamos a

equacao diferencial

d
EI@) = F(x).

Definicao 1. Um ponto x* € R™ € dito ponto de equilibrio ou ponto critico do campo

F se F(z*) = 0. Caso contrdrio, x* é um ponto reqular de F.

d
As solugoes da equagao diferencial Ew(t) = F(x) sao funcgoes dife-

renciaveis, z : I — V em um intervalo I C R, que satisfazem a equagao

Calt) = F (a(t)),
comt e [.
Dada uma condicao inicial, as solugoes podem ser descritas como
o(t) = ¢y, e sdo denominadas trajetérias do campo F. O qual nos permite ana-
lisar aspectos qualitativos pelo retrato de fase deste sistema. Assim nao é necessario

encontrar a solucao explicita do sistema de equacoes diferenciais.

3.2.1 Numero reprodutivo basico (Ry)

O numero reprodutivo bésico vem sendo muito utilizado na epidemio-
logia. E representado por Ry e permite detectar uma possivel endemia (Diekmann

et al., 2009).
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De acordo com Anderson & May (1991), o niimero R ¢ definido como
o numero de casos de infeccoes secundarias produzidas por um individuo infectado
quando é introduzido em uma populacao de suscetiveis.

Quando Ry > 1, o numero de pessoas infectadas aumenta e, entao,

ocorre a proliferacao da doenca, como consequéncia iniciard um surto !, epidemia, 2,

3 ou uma pandemia *. Agora se Ry < 1, a doenca tende a se extinguir.

endemia

Existem varias maneiras para fazer o calculo do Ry. Neste trabalho
utilizaremos o método da Matriz da Proxima Geracao, descrito por van den Driessche
& Watmough (2008).

O sistema de equacoes diferenciais pode ser separado em dois compar-
timentos: um denominado infeccioso F e outro que denominaremos nao infeccioso
V. As subpopulagbes que representam cada um desses compartimentos sao dadas
por x € R" e y € R™. As componentes JF;, do compartimento F, sao as taxas que
aumentam as novas infec¢oes no i-ésimo compartimento infeccioso e as componentes
V;, do compartimento V, sao as taxas que diminuem as infecgoes no i-ésimo compar-
timento, como morte e recuperagao e as g;, referentes ao y;, sao os compartimentos

que nao tem relacao com a infecgao, ou seja, nem contribuem para o aumento e nem

para diminuicao da infecgao. Portanto descrevemos o modelo da seguinte maneira:

d
%xz:-ﬂ(xay)_]}l(l‘/y)’ i:17"'7n7

(3.1)

d .
Y= gi(z,y), j=1,...,m.

As representacoes dos compartimentos F e V nao sao, necessariamente,
unicas, podendo ter diferentes interpretacoes.

O célculo do nimero reprodutivo basico é baseado na linearizacao do
sistema de equacoes diferenciais ordinarias no ponto de equilibrio livre da doenca.

Usa-se apenas os compartimentos das equagoes que somente tenham informacoes que

I Aumento do nimero de casos de uma doenca em uma regido especifica.
2Caracteriza-se quando um surto acontece em diversas regioes.

3Quando uma doenca é tipica de uma regido, ou seja, pode ser sazonal.

4 Acontece quando uma epidemia se espalha por diversas regides do planeta.
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modelem o crescimento da doenca, ou seja, apenas o compartimento x;. Escrevendo

os compartimentos de forma linearizada obtemos

d
o =(F -V, (3.2)

em que F' e V sao matrizes de ordem n e sao desconsiderados os y;.
A matriz da préxima geracao é dada por K = FV~!. Desse modo,

temos que 0 Rg é o raio espectral (ver definigdo abaixo) da matriz K, denotado por

p(K).

Definicao 2. O raio espectral de uma matriz K quadrada n X n é dada por
p(K) = max{’)‘ly ) ‘)‘n’}

em que A\, -+ , A\, sao os autovalores da matriz K .

3.2.2 Estabilidade

Seja um sistema de equacoes diferenciais dado por

d

aajl = an(t)xl + -+ aln(t)xn
: ; (3.3)
£ = a1+ + Gt
dtﬂ?n = anp1 T Apn\l)Ty

sendo a;j, ¢,7 = 1,...,n fungdes continuas. Podemos escrevé-lo na forma de uma

equacao vetorial

d
X = AWDX, (3.4)

em que X = (21, ...,%,), A(t) = (a;;(t)) é uma matriz de ordem n (Sotomayor, 2011).
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Definicao 3. Seja um aberto A C R"™. Dizemos que um ponto de equilibrio p de um

campo vetorial

F:ACR" - R"

3::('%1"" 75571) = F(ZU) :(F1<I)"" >Fn(x))

de classe C", r > 1, € hiperbdlico se todos os autovalores de matriz de linearizacdo

OF1(p) IF(p)
oxy Oz,
OFy,(p) OF,(p)
oxy Oz,

possuem parte real diferente de zero (Sotomayor, 2011).

Teorema 1 (Teorema de Hartman-Grobman). Seja E um aberto do R"™ contendo
a origem, f € CY(E), e ¢(t) o fluro do sistema ndo-linear %x = f(x) . Suponha
f(0) =0 e que a matriz A = Df(0) nao possua nenhum autovalor com parte real
nula. Entao, existe um homeomorfismo H de um aberto U contendo a origem, em
um aberto V' contendo a origem, tal que para cada xy € U, existe um intervalo aberto

Iy € R™ contendo 0, tal que para todo t € I
H o ¢(t) (o) = " H (x0),

d d
isto €, as trajetorias de ax = f(z) prdzimas a origem sao levadas em %x = Ax

préximas d origem e o tempo € preservado (Perko, 2000).

3.2.3 Critério de Routh-Hurwitz

Definigao 4. Seja g(0) = o¥+a10"  +ayo* 2+ -+ax, a; € R, o polinémio carac-
teristico associado a Equagao (3.5). Se todos os seus zeros tém parte real negativa

dizemos que o respectivo ponto de equilibrio € estavel.
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Proposigao 1. Se o polinémio g(o) = o* +a,0* 1 + a0 =2+ - - +ay, ap representa
um ponto de equilibrio estdvel entao, os coeficientes a; tém o mesmo sinal, para

i=01,2- K.

Demonstragao: ver Souza (2005) pagina 24.

Dada a equacao caracteristica
~1 -2
ak—i-alak —|—a20k 4+ +ap =0,

define-se as k matrizes de Hurwitz, de ordem k, dadas por:

ax 1 0 o --- 0
as (45} aq 1 s 0
Hj = as Qg as a9 e 0 ) (35)
Agj—1 A2j—2 Q2j-3 A2j—4 -+ a4y
para 7 = 1,2,--- k. Todos os autovalores da equagao caracteristica tém parte

real negativa (ou seja, o ponto de equilibrio é estavel) se e somente se, todos os
determinantes das matrizes de Routh-Hurwitz forem positivos (Edelstein-Keshet,
2005).

Por exemplo, para k = 3 temos as matrizes de Hurwitz dadas por:

aq 1 0
aq 1

Hy = (a1), Hy= , Hz= as as G
a3 Qa9

as Qa4 0ag

Para que o ponto de equilibrio associado ao polinomio carcteristico seja

estavel é preciso que:
e det H; > 0= a; >0,
o det Hy > 0= ajay > as,

e e det H3 > 0= ajazaz > a3 + a’ay.
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3.2.4 Estabilidade global

Quando estudamos a estabilidade local de um sistema de equagoes
diferenciais ordindrias, encontramos autovalores e a partir deles podemos classificar
o equilibrio, desde que o ponto de equilibrio seja hiperbélico. Todavia, o Teorema de
Hartman-Grobman nao é suficiente quando pelos menos um dos autovalores é nulo.

Para resolver esse problema, Lyapunov propos analisar a estabilidade
de uma outra forma (Perko, 2000). Vejamos, a seguir, alguns conceitos e resultados

neste sentido.

Definicao 5. Seja X : U C R"™ — R"™ um campo de vetores e V : Uy C R" — R uma

funcao diferencidvel. Para x € U NUy definimos a derivada de V' na direcao de X

por
V(@) = (VV (@), X
7 Vx (@) = (VV(2), X (@)
Neste caso,
d d d
5 (Veoltz)) = =V (6t ) Zo(t )
d
= a‘/x(l’)

d
para qualquer trajetéria X (t) = ¢4 (t, x) = E(b(t’ ).
d
Assim, EVX(.%‘) < 0 significa que V' decresce ao longo da trajetoria
d

o(z). Se EVX(x) > 0 significa que V' cresce ao longo de ¢:(x).
Definicao 6. Seja X : U — R" de classe C' no aberto U C R™, p € V um ponto
de equilibrio de X eV : Uy — R uma fungao. Dizemos que V é uma func¢ao de

Lyapunov para X em p se, e somente se,
a) peUyNU eV € diferencidvel em Uy C R™.

b) Yx € Uy temos que V>0 e (V(z) =0< z =p).
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d
c) Vx e U, EVX@) < 0.

Dizemos que V' é uma funcao de Lyapunov estrita para X em p se, e

somente se, V é funcao de Lyapunov e EVX (x) =0z =0p.

Definigao 7. Seja ¢(t) o fluxo da equagao diferencial %x = f(z) definido para todo

t € R. Um ponto de equilibrio p de %m = f(x) € estdvel se para todo € > 0 existe
um § > 0 tal que para todo x € Ns(p) et > 0, temos, ¢¢(x) € N.(p), sendo N, a
vizinhanga de p.

O ponto de equilibrio p € instdvel se nao € estavel. FE p € assintotica-
mente estdavel se € estdvel e se existe um 6 > 0 tal que para todo x € Ng(p), temos
limy o ¢¢() = p.

Teorema 2. Seja X : U — R", de classe C*, com um ponto de equilibrio p.

a) Se existe uma fun¢ao de Lyapunov V para X em p, entdo p é estdvel.

b) Se existe uma fungdo de Lyapunov estrita V para X em p, entao p € assintotica-

mente estdvel.

d
c) SeV € uma funcgao tal que V>0,V (p)=0e avx(x) > 0 para todo x € (Uy—p),

entao p € instdavel.

3.2.5 Método de Korobeinikov

O método de Korobeinikov (2004) consiste em definir uma fungao de
Lyapunov da seguinte forma:

V= (z,y,v) =2a" (% —ln§> +y" (% —ln%) + %v* (% —ln%) . (3.6)
Teorema 3. Se o numero reprodutivo bdsico Rg for maior que 1, entao o ponto de
equilibrio com coordenadas positivas E* € globalmente assintoticamente estdvel. Se
Ro < 1, entao E* nao € um ponto de equilibrio com coordenadas positivas, e o ponto

de equilibrio livre da doenca Ey € globalmente assintoticamente estdvel.
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A demonstragao pode ser vista em Korobeinikov (2004).

3.2.6 Sistemas de Filippov

Nesse topico apresentaremos a teoria basica de sistema de equagoes
diferenciais suaves por partes e as convengoes de Filippov (1988).

Suponha que temos dois campos vetoriais suaves dados por X e Y,
sendo eles de classe C”, r > 1, definidos em um aberto M C R? contendo a origem.
Seja f : M C R?> — R uma funcao suave com 0 valor regular. Suponha que o
conjunto X = f~1(0) N M é conexo e divide M em duas componentes conexas dadas

por
5 ={(z,y) € M : f(z,y) > 0},
X7 =A{(z,y) € M: fx,y) <0},

sendo a curva de descontinuidade dada por ¥ = {(z,y) € M : f(z,y) = 0}.

Definicao 8. Dados X e Y campos vetoriais suaves definidos em M C R? e dada

f: M CR* — R define-se um campo vetorial suave por partes Z = (x,y) como

Y(z,y), sef(z,y) <0.

Sejam Z = (X,Y) componentes do campo vetorial e Q" (M, f) o con-

v

IN

junto de campos vetoriais suaves por partes, com as divisoes do plano definido em
M pela funcao f.

Para estudar a dinamica de um sistema suave por partes precisamos
de uma definicao para as suas trajetérias. Adotaremos um critério para a transicao
de drbitas entre X7 e X7 através da curva de separacao X.

Nas regioes X7 e ¥~ a trajetoria local de um ponto p é dada pela tra-
jetoria usual dos campos vetoriais suaves X ou Y, logo vamos estender essa definicao
de trajetoria para pontos em . Faremos isso usando as convengoes de Filippov

(Filippov, 1988). Sejam p € R? um ponto, X : R? — R? um campo vetorial suave
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(,y) — X(z,y) = (Xu(,y), Xso(,9))

e a primeira derivada de Lie, que é a derivada direcional de f ao longo do campo

vetorial X, definida por

X40) = (X0, 970) = %0 22 + ) 2212 (58)

De forma analoga, temos a segunda derivada de Lie,

X2(p) = (0. VX0 = 60 L+ am T 6

Defini¢ao 9. Seja Z = (X,Y) € Q" (M, f). Entao,

a) Um ponto p € ¥, sendo X¢ C X, € dito ser de costura se X f(p) Y f(p) > 0.

N7
7 R

Figura 3.3: Regioes de costura.

b) Um ponto p € XF, sendo X C X, € dito ser de escape se X f(p) > 0 e

BN
/7

Figura 3.4: Regiao de escape.

¢) Um ponto p € XP, sendo XP C X, € dito ser de deslize se Xf(p) < 0 e
Y f(p) > 0.
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N
s

Figura 3.5: Regiao de deslize.

Definicao 10. Seja Z = (X,Y) € Q"(M, f). O campo vetorial suave X possui uma
dobra (tangéncia quadrdtica) em p € ¥ se X f(p) =0 e X2f(p) # 0. Dizemos que p

€ uma dobra:

a) invisivel de Z se X f(p) =0 e X?f(p) < 0. Definimos analogamente uma dobra

mwvisivel de Z que seja tangéncia quadrdtica de'Y com 3.

b) wvisivel de Z se X f(p) = 0 e X?f(p) > 0. Definimos analogamente uma dobra

visivel de Z que seja tangéncia quadrdtica de Y com 3.

Definicao 11. Um campo vetorial suave X possui uma tangéncia cubica com ¥ em
peaseXf(p)=X*f(p)=0eX°f(p)#0.

Definigao 12. Seja Z = (X,Y) € Q"(M, f). Dizemos que uma singularidade p de

X € real se p € X, Dizemos que uma singularidade p de X € virtual se p € X~ .

Vamos agora definir as trajetorias passando por um ponto de costura
e nas regioes de escape e deslize. Nas duas ultimas definimos um campo vetorial
auxiliar denominado campo de Filippov ou campo deslizante, o qual é dado por com-
binagao linear X (p) e Y (p) garantindo que Fy(p) seja tangente a X, ou seja, Fy(p)
¢ o tunico vetor tangente a 3 no cone gerado por X(p) e Y(p). Ja para o ponto
de costura, os campos X e Y, vao para a mesma direcao, logo basta justapor as

trajetorias de X e Y por aquele ponto.

Definicao 13. Um ponto p € ¥ U XP € ponto singular do campo de Filippov F
se F,(p) = 0. Os pontos singulares do campo de Filippov sao chamados de pseudo-

equilibrios.
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3- Y(p)

Figura 3.6: Campo de Filippov.

Logo, temos que Fy é dado por

Yf(p)X(p)— Xf(p)Y(p)
Y f(p) — X f(p) '

Exemplo 1. Considere o campo vetorial

Fy(p) = (3.10)

Xi(z,y) = (4y,1), >0
Z1(X1, Y1) = )= W), e : (3.11)
Yi(z,y) = (=3y,—1), =<0

Temos que 2 = {(z,y) € R* : 2 =0} e f(x,y) = x. Considere o ponto
p = (0,0) e p nao € singularidade de X1 ou Yy. Entao, p é ponto de tangéncia

quadrdtica, pois
Xif(z,y) = (Xa(z,9), VI(z, ) = ((4y,1),(1,0)) = 4y
e logo X, f(p) = 0. Além disso,
Xif(z,y) = (Xi(z,y), VX f(2,9)) = ((4y,1),(0,4)) = 4,

e resultando X2 f(p) # 0.

Para Y, temos
Yif(z,y) = (M(2,9), V(@,y) = ((=3y, 1), (1,0)) = =3y,
e logo Y1 f(p) = 0. Além disso,

Yff(x,y) = <Y1(I7y)7 VEf(x,y» = <(_3y7 _1)7 (07 _3)> - 37
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e entao Y2f(p) # 0. Logo, Xif(z,y) - Yif(z,y) = —12y*> = y = 0. Portanto, o
tinico ponto de tangéncia de Zy, é p = (0,0). Logo, ¥¢ = {(0,y)|ly >0} e X¢ =
{(0,9)ly <0}

O campo deslizante € dado

Yi(z,y)f(p)X1(p) — X1(z,y) f(p)Yi(p)
Yi(z,y)f(p) — Xa(x,y) f(p)
—3y(4y, 1) — dy(=3y, —1)
=3y — 4y

)

&

Figura 3.7: Retrato de fase dado por (3.11).

Fzi(p) =

Exemplo 2. Considere o campo vetorial

ZQ(XQ Yé): X2<I,y):(1,x2), yZO <312)
’ }/Q(xay):(lvl)a y<0 ‘ ‘

Temos que ¥ = {(z,y) ER*:y =0} e f(z,y) = y. Escolhendo o
ponto p = (0,0) e p nao € singularidade de Xs ou Ys. Temos que p € ponto de

tangéncia ciubica. Entao,

Xof(z,y) = (Xa(z,), Vf(2,y)) = ((1,2%),(0,1)) = 2”
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e logo Xof (p) = 0. Além disso,

ng(xuy) = <X2(x,y),VX2f(x,y)> = <(1,l’2), (2$>O)> =2z

e assim X2 f(p) = 0. Também,

X3 f(x,y) = (Xa(z,y), VXS f(z,y)) = ((1,2°),(2,0)) = 2

e portanto X3 f(p) # 0. Logo, p € o tinico ponto de tangéncia em X e todo ponto
(2,0) € X com x # 0 € ponto de costura, ou seja, p € 0X°.

Figura 3.8: Retrato de fase dado por (3.12).

Seja Sy (respectivamente Sy ) o conjunto de todas singularidades tan-

genciais de X (de Y'). Definimos o campo vetorial nas singularidade tangenciais em

que X° U X¢ = ().

Definicao 14. Quando Sx = Sy = S e S twer dimensao nao nula, definiremos um
campo sobre S da sequinte maneira. Dado um ponto p € S C X, definimos o campo
tangencial deslizante de p como sendo o campo de vetores ZT(p) = m — p, em que
m € o ponto de segmento unindo p+ X (p) e p+ Y (p) tal que m — p € tangente a S.

Observacao Quando a variedade de descontinuidade > € um plano
em R3 ¢ S C X é uma curva w(z), o campo tangencial deslizante ZT no pontop € S

€ dado por

Z7(p) = Yw(p))X(p) — (Xw(p))Y(p)
Yw(p) — Xw(p) ’

em que Xw(p) € a primeira derivada de Lie de X restrita a curva w.

(3.13)



4 UM MODELO MATEMATICO PARA O HIV

Anderson et al. (1986) desenvolveram um modelo para o estudo da
dinamica do HIV, o qual ainda tem contribuido para o entendimento de fatores
presentes em pandemias. O modelo proposto considera dois estagios de infecgoes
do virus anteriores a AIDS, o assintomaético e o sintomatico. O sistema de equagoes
diferenciais considerado em nosso estudo é uma modificagdo de Anderson et al. (1986)
e se deve a Liming et al. (2009).

O HIV agride as células do sistema imunoldgico. Sem o uso dos an-
tirretrovirais o organismo nao consegue lutar contra essa infeccao e as células CD4
acabam sendo destruidas, levando a Sindrome da Imunodeficéncia Adquirida (AIDS).
Diferente de outros virus o sistema defensivo é incapaz de combater o HIV (UNAIDS,
2019).

Nas primeiras 2 — 4 semanas apés contrair o HIV, os principais sinto-
mas aparentes sao similares aos de uma gripe. Essa fase é denominada como infeccao
primaria ou sindrome retroviral aguda, isso ocorre devido a resposta imune do corpo
a qualquer infeccao. No entanto, existem pessoas que nao apresentam sintomas. Na
fase primaria é onde ocorre a maior probabilidade de transmissao do HIV, devido a
quantidade do virus no sistema ser alta (UNAIDS, 2019).

A outra fase é conhecida como fase de infeccao HIV assintoméatica ou
infeccao HIV cromnica. Nessa fase, o virus se reproduz em niveis baixos e o paciente
HIV positivo pode nao apresentar nenhum dos sintomas. No final desse estdgio a
carga viral aumenta e a nimero de células CD4 comeca a reduzir, podendo ocorrer

entao os primeiros sintomas do HIV, ja que o sistema imunoldgico nao consegue mais
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se proteger sozinho. Esse periodo de laténcia pode durar décadas (UNAIDS, 2019).

A préxima fase é conhecida como AIDS, nessa fase aparecem as doencas

oportunistas como canceres e outras infeccoes. Com o sistema imunolégico bem

danificado surge a AIDS e sem o tratamento a expectativa de vida é de 3 anos
(UNAIDS, 2019).

A populagao total é dividida em duas subpopulagoes: os suscetiveis ()

e os infectados antes da AIDS (A). Como existem alguns periodos de infeccao, foi

considerado a fase assintomatica e sintomatica, denotadas por I e J, respectivamente.

O sistema de equacoes diferenciais ordinarias, que descreve a dinamica

do HIV, é dado por:

(
% = puK —cpf(I+bJ)S —pS
dI
= cBUI+b))S — (n+ k) +aJd
¢ (4.1)
dJ
E = klf—(,u—i—kg—i—oz)J
dA
= ko — (u+d)A
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Tabela 4.1: Descrigao dos parametros do modelo.

Parametro Descricao

uK taxa de recrutamento da populacao

14 taxa de mortalidade

c nimero médio de contatos que um individuo tem por unidade
de tempo

15} probabilidade de transmissao da infeccao por contato de um in-

fectado no primeiro estégio

b3 probabilidade de transmissao da infecgao por contato de um in-
fectado no segundo estagio

k1 taxa de transferéncia da fase assintomatica [ para a fase sin-
tomatica J

ko taxa de transferéncia da fase sintomatica J para o caso de AIDS
« taxa de tratamento da fase sintomatica J para a fase assin-
tomatica [

d taxa de mortalidade devido a AIDS

Na Tabela 4.1, apresentamos a descricao dos parametros do modelo.
A varidvel A do Sistema (4.1) ndo aparece nas outras trés equagoes, assim ela nao

afeta a dinamica do modelo apresentado, logo consideraremos o sistema

% = pK —cB(I+bJ)S—pS
dl
i cB(I+bJ)S — (u+ k) +ad . (4.2)
dJ
\ % = ]{1[—(/1/—|—]€2+06)J

O dominio do sistema acima é dado por I' = {(S,1,J),S+ 1+ J <
K,S>0,1>0,J>0}.

O sistema (4.2) possui dois pontos de equilibrio: o livre da doenga
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Eq = (K,0,0) e o endémico E* = (S*, I*, J*), de coordenadas

(1 + ki) (p+ ko) +ap

S* = ,
B+ ko + .+ bky)

o= _Hkatat p)(—(cBE —p)(ks +a+ p) + ki(ks — bek3 + p)) (4.3)
cB(bky + kg + a + p) (kr (k2 + 1) + p(ka + o+ p) L

ki
H+k2+0&

* *

4.1 Numero reprodutivo bésico (Ry)

Para a primeira analise do sistema, investigaremos o niimero reprodu-
tivo bésico do Sistema (4.2), pelo método de matriz de proxima geracdo, descrito
por van den Driessche & Watmough (2008).

Seja x = (I,J,5)". O Sistema (4.2) pode ser descrito como ix =

dt
F(x) — V(x), conforme visto anteriormente na Subsegao 3.2.1, em que

cBS(IL+bJ) (w4 k)l —ad
Flz) = 0 , V(z)= ki + (o + kg + @) J
0 —uK + ¢S +bJ)+ pS

Aplicando as derivadas parciais em F(z) e V(x) e, entao, avaliando no

ponto livre da doenca FEj, obtemos

cfK cbfK 0 A+ ky -« 0
DF(Ey) = 0 0 0], DV(E)=| -k jp+ks+a 0 |,
0 0 0 cfK cbfK 14
A inversa da matriz de V' = DV(E,) é dada por:
ko + a + H (0} 0
ki(ks + p) + plk2 + o + p) ki(ks + p) + plk2 + a + p)
1 kl kl + u
Vo = 0
ki(ka + p) + p(ke + o+ p) ki(ka + p) + p(k + o+ p)
cKB(bky + ko + a4 1) cKpB(o+b(ky + 1)) 1

pukr (ks ) + plhe + o+ ) (s (ks + p) + plke +a+ )



26

Assim, a matriz de proxima geracao ¢ da forma:

cKB(ke + a+ ) beKaf

ki(ks +p) + plhe +at+p)  kalke +p) + plke + a4 p)

-1

Logo, Ro = p(FV 1), sendo p o autovalor de maior médulo de FV 1.
Entao, temos que:

cKB(ky+a+p+0bky)  cKB(ky+ o+ p+ bky)

Ro = = .
O kg 4 kg4 ko4 o+ 2 (p+ k) (p+ ko) + ap

(4.4)

Teorema 4. Se Ry < 1, o ponto de equilibrio livre da doenca Ey € localmente
assintoticamente estdvel. Se Rg > 1, Ey € ponto sela com dimW*(Ey) = 2 e

dim W (Ep) = 1.

Demonstragao. Para a analise da estabilidade do sistema (4.2) faremos a linearizagao,

por meio da matriz jacobiana, que é dada por

—c(bJ+1)B—p —cSp —beSp
J(S,1,J) = cbJ+1)3  —k+eSB—p  a+beSE |- (4.5)
0 ]i]l —k'Q —a—Uu

Aplicando em (4.5) o ponto de equilibrio livre da doenga Ey, obtemos

— —cKp —bcK
JE)=| 0 —ki+cKB—pn a+beK3 |- (4.6)
0 k‘l —k?g —a— U

A equagao caracteristica, p(A), associada a (4.6) é dada por

p(N) = A+ ) (N + X +ag) =0, (4.7)
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em que

ay, = p+k+p+ke+a—cpfK,

ay = (M+k’1)(u—|—k‘2)—|—O&ILL—CBK(,U+]€2+CV—|'Z)]€1). (48)

Temos que uma raiz é \; = —u. As outras sao determinadas pelo o
polinomio de segundo grau.

Para estabilidade do sistema (4.5) no ponto livre da doenga E faremos
o uso do Ry. Se Ry < 1, temos

CK/B(kQ +Q+M+bk1)
Ro =
(1 + k1) (e + k2) + ap

<1,

entao

(,Uz"—kl)(,u—i‘kg)+CY,U/—CKﬁ(/€2+CY—|—,M+bk1) > 0. (49)

Assim por (4.9), temos que ay > 0. Podemos concluir que
(14 k) (p+ ko) + alp+ k1) > (4 k) (o + ko) + ap > cKB(ks + o+ p+ b)),
e colocando o termo (u + k1) em evidéncia do lado esquerdo da equagao, segue que

(,u+k1)(u—l—k:g+a) > CKB(k?2+Oé+M+bk1)
(p+k)(p+ka+a) > cBK(p+ ko + )+ cSKbky

bk
+ ki) > K{l4+ ———
(N 1) cf ( ,u—l—kg—l—oz)

M+k1 > CBK

Como p + k1 > ¢6K, podemos concluir que a; > 0. Usando o critério

de Routh-Hurwitz, temos que

aq 1
H, = (CL1)7 Hy = )
0 (05}

o determinante det(H;) > 0, e o det(Hs) > 0. Logo, temos que as trés raizes da
equacao caracteristica sao negativas. Isto garante que, quando Ry < 1 o ponto livre

da doenca Ej é assintoticamente estavel.
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Vamos verificar a estabilidade para o ponto de equilibrio livre da

doenca Fy para o caso de Ry > 1, ou seja,

- cKﬂ(k2+a+u+bk1)

Ry = > 1.
" (ut k) (et k) + o

Logo,
(4 k1) (p+ ko) + ap — cKB(ka + a+ p+ bky) < 0. (4.10)

Entao, ay < 0 por (4.10). Portanto, o polinémio de segundo grau, terd
a forma (A% + a1\ + ay) = 0. Pelo critério de Routh-Hurwitz, o ponto de equilibrio
livre da doenca Ey para Ry > 1 nao é estavel.
. Como

—a1 A /a%—4a2
2

Va? —4ay > ay, temos, entao, trés autovalores, dois com parte real negativa e um

Os autovalores sao dados por \; = —p e Ao =

com parte real positiva. Portanto, o equilibrio é um ponto de sela, com dim W*#(Ey) =

2 e dim W*(Ep) = 1, sendo W* autoespaco estavel e W* autoespago instavel. O

Para a anédlise de estabilidade do ponto endémico E* é preciso provar
o Teorema 5, mas antes utilizaremos o resultado de um Lema dado em Arino et al.
(2003) que utiliza a segunda matriz matriz composta aditiva de Li & Muldowney

(1995), denotada por M dada por

a1l + a9 23 —a13
MP = 32 a11 + as3 a12 , (4.11)
—asi a1 Qg2 + a33
os elementos a;;, 4,7 = 1,2,--- ,n pertencem a matriz jacobiana e a matriz M

deve ser avaliada no ponto de equilibrio endémico.

Lema 1. Seja M uma matriz real 3 x 3, se o tr(M), det(M) e det(M?) sdo todos

negativos, entao todos os autovalores de M tém parte real negativa.

Demonstragao. Seja Aj, 7 = 1,2,3 os autovalores de M, com R(A;) < R(Ay) <
R(A3), com R sendo a parte real dos autovalores.
Temos por hipdtese det(M) < 0 e de acordo com McCluskey & van

den Driessche (2004) para que A A3 < 0 ocorra, deve-se considerar duas opgoes:
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1. ®(A\;) <0, ou seja, em todos autovalores a parte real é negativa.

2. R(A1) <0 < R(A2) < R(A3), ou seja, temos um autovalor negativo e os outros

dois positivos.

Vamos considerar primeiramente que a segunda opcao ocorra. Por
hip6tese temos que o tr(M) < 0, logo A\; + Ay + A3 < 0. Segundo propriedade
definida por McCluskey & van den Driessche (2004), isto implica:

a) §R<)\1 + )\2) < 0.

b) 8%()\1 + )\3) < 0.

Os autovalores de M sao \; + Aj, 1 <4<y <3, por propriedade da

segunda matriz composta aditiva, temos:
sgn(det M) = sgn(R(A1 + A)R(A1 + A3)R(A2 + A3)),

sendo sgn representado pelo sinal (+).

Pelos itens (a) e (b), conclui-se que (R(A; + A2)R(A1 + A3)) > 0. Logo,

sgn(det M2 = sgn(R(\y + A3)).

Como visto anteriormente, as partes reais de Ay e A3 sao positivas,
entdo N(Ay + A3) > 0, logo det M2 > 0. Mas, por hipétese, det M < 0, gerando
uma contradigdo. J& que ndo podemos afirmar que R(A;) < 0 < R(A2) < R(\3),
temos entao:

R(A;) <O0.
[

Teorema 5. O ponto de equilibrio positivo E* do sistema (4.2) € localmente assin-

toticamente estdvel se Ro > 1.
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Demonstra¢ao. Como no ponto de equilibrio livre da doenca Ej, iremos aplicar o
ponto E* na matriz jacobiana, afim de linearizar o sistema (4.2). Assim o ponto de

equilibrio endémico em (4.5) aplicado na matriz jacobiana é dado por

(wv + o) I*
_— = —cS* —cbpS*
(v+ a)S* c5°p bp
J(E") = (wv +ap)I” —w+cS*B a+chBSt |- (4.12)
(v 4+ a)S*
0 ky —(v+ «)
I*
Para facilitar as contas usamos cg(1* 4+ bJ*) = M, em que
v+ a)S*

w:M+l€1€U:M+I€2.
Temos que o tr (J) (E*) é dado por

(wv + ap)I*
tr(J)(B) = —p— ——~— S*—w—v—a<0.
() (B === S oS —w o
De fato isso ocorre, pois w > ¢85* e u+ky > cfK = w > K > ¢8S*.
Temos que

K K

St =—=>Ry=—>1=K > 5"
Ro RCE

O determinante de (4.12) que é dado por

det (J) (E*) = —%(U + o+ kb)ep ST <.

Precisamos mostrar que o det (M [2]) é menor que zero. A segunda

matriz composta aditiva do sistema, aplicada no ponto de equilibrio endémico E*, é

dada por:
o (wvtap)I*
(v+a)S* beBS* + o beBS*
cBS* —w
e (wv + ap)I*
MP = ey (v + ) S* —¢BS" . (4.13)
—v—«
* S* —
0 (wv + o)l cBS" B w
(v+a)S* -
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O determinante da matriz M2 é dado por:

det (MPI(E")) = —(v+a+w—chSY) (/ﬁ"‘%)
. (wv 4+ ap)I* .
—(v+a+w—cpSY) (u—i—m) (w —¢BS™)

—(v+ @)? (u + %—j&lp) — p(w —cBS*) (v + )
(wv + ap)I* wo + ap)l*

—u+ X [CBS* (p+ ( +w — cﬁS*)}

(v+«a)S* (v+ a)S*
_aky(wv +ap)l”

wras <

Se Ry > 1, e w—cBS* > 0 temos que det (MM(E*)) < 0. Assim, segue
pelo Lema que o ponto de equilibrio endémico E* é localmente assintoticamente

estavel. O

4.2 Resultados e Discussoes

A Figura 4.1 ilustra que a solugao do sistema converge assintoticamente

para o ponto de equilibrio livre da doenca para Ry < 1.
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Figura 4.1: Variacao de S, I e J com o tempo para os valores dos parametros
K =120, = 0,0005, b = 0,3, p =3, c =3, ky = 0,01, ko = 0,02, a = 0,01 e
Ro = 0,05987.

A Figura 4.2 ilustra que a solugao do sistema converge assintoticamente

para o ponto equilibrio endémico para Ry > 1.

le0m
[ETE AN
120 |

| ~
100 3 ~
1 S~

s04(
b
ad

Figura 4.2: Variacao de S, I e J com o tempo para os valores dos parametros
K =120, § =0,0005, 6 =0,3, u = 0,02, c=3, ky = 0,01, ko = 0,02, a = 0,01 e
Ry = 6,81429.

Para a solugao do sistema foi utilizado o método preditor corretor de
Adams-Bashforth-Moulton (Seidu, 2011).
No préximo capitulo serao apresentados trés modelos. No primeiro

modelo é analisado a estabilidade global pelo método de Korobeinikov. E nos outros



dois sao analisadas a estabilidade local pelas convencoes de Filippov.
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5 ANALISE MATEMATICA DA DINAMICA
DO HIV COM TRATAMENTO INTERMI-
TENTE

Hoje em dia, o uso dos antirretrovirais é primordial para a qualidade de
vida dos pacientes infectados por HIV, pois reduziu a mortalidade pela infeccao e a
progressao da mesma, ou seja, aumentou a longevidade do infectado (Ananworanich
et al., 2006).

Neste capitulo mostraremos modelos matematicos para dois tipos de
tratamentos, através do modelo da dinamica do HIV, desenvolvido por Nowak &
May (2000) e por Perelson & Nelson (1999). Um tipo de tratamento é a utilizagao
continua de antirretrovirais e, outro tipo de tratamento utilizado é o sistema des-
continuo, ou seja, ha interrupcao do uso dos antirretrovirais. Esse segundo trata-
mento tem como beneficio a reconstrucao imunolégica do paciente durante o periodo
sem a utilizacao dos antirretrovirais. Esse tratamento é chamado de Interrupcao de
Tratamento Agendado (Scheduled Treatment Interruptions-STI) (Tang et al., 2012).

Esse tipo de modelo tem sido estudado por muitos pesquisadores, den-
tre eles Ananworanich et al. (2006) e Tang et al. (2012). Nele o paciente estda em
tratamento até que a contagem de células T CD4™ ultrapasse 350 células/ul, e entao
a terapia é interrompida. Em contra partida, quando a contagem de células T CD4*

fica abaixo 350 células/ul, deve ser iniciada a terapia com os antirretrovirais.
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5.1 Modelo continuo

O tratamento continuo por drogas antirretrovirais deixa o virus inde-
tectavel, reduz a quantidade do mesmo no paciente e, assim, permite a recuperagao
do sistema imunolégico.

Geralmente, sao usados duas classes de antirretrovirais (ARV): as dro-
gas inibidoras de transcriptase reversa (Reverse Transcriptase Inhibitors-RTIs) e ini-
bidoras de protease (Protease Inhibitors-PlIs) (Tang et al., 2012). O modelo portanto
é descrito pela interacao entre as acoes das células suscetiveis, células infectadas e
virions (particula viral completa constituida por DNA e/ou RNA), considerando o
efeito do RTIs e Pls, denotados por ngr e nps, respectivamente.

O modelo estudado e proposto por Perelson & Nelson (1999) é dado

por:
( dT
— = s—1T — (1 — nRT)k‘/IT
dt
dT ~
(5.1)
% ~
d_tI = (1 — np[))\T — C‘/[
dv; -
M= AT — Vg
\dt

As varidveis e os parametros do modelo (5.1) estao descrito na Tabela

o.1.
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Tabela 5.1: Definicoes e valores do parametro e condig¢oes iniciais das variaveis.

Variavel, parametro e descri¢ao Valores iniciais ou padrao
Variaveis
T : Tamanho da populacao nao 1200 células/pl

infectada T CD4"

T : Tamanho da populacao de 0

células infectadas T CD4*

Vi« Concentracao de particulas de 1076 cépias/pl
virus infecciosas no sangue

Vnr : Concentracao de particulas de 0

virus nao infecciosas

Parametros

s : Taxa de geracao de células nao 15ul~t dia™*

infectadas T CD4%

[ : Taxa de mortalidade de células nao 0,01 dia™*
infectadas T C'D4"
k : Taxa de infeccao de células T CD4T pelo virus 2,4 % 107%ul~! dia™!

0 : Taxa de mortalidade de células infectadas CD4™" 0,35 dia™*
A Nimero de virus livre produzido pela lise de 3000 dia™!
uma célula CD4"

¢ : Taxa de mortalidade ou desobstrucao do virus livre 3 dia™!
nrr Eficidcia da droga em T 0,5—1
npr Eficacia da droga em V; 0,5—1

Como a variavel Vy; nao aparece nas demais equagoes ela nao afetara
a dinamica do sistema e consideremos nrr = np;r = 0,6. Logo, iremos utilizar o

sistema (5.2) descrito a seguir.
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( dT
— = s-=1IT - (1 — nRT)k‘/IT
dt
dT ~
= (L=ne)kViT 6T (5.2)
dV; ~
d_tI = (1 — ﬁp[))\T — C‘/[

5.1.1 Analise de estabilidade do modelo

Para o estudo da estabilidade, encontramos os pontos de equilibrio do
Sistema (5.2), que sdo apenas o ponto de equilibrio livre da doenga Ej e o ponto de

quilibrio endémico E*“™ dados, respectivamente, por:

Ey = (;,0,0) (5.3)

Esem — <T86m’ fsem7 ‘/Isem> , (54)

com as coordenadas do ponto de equilibrio endémico dadas por:
co

Tsem — ,
EX(—=1 4 ngr)(—1+ npr)
fsem _ f . cl
(5 kf)\(—l"‘nRT(—l—l—?’]p[)),
e
yeem cld + ksAN(—=1 4+ nrr + npr — NrrMPI)
i = )

Ck?(;(—l + nRT)

O estudo da estabilidade do modelo é feito pela analise do ntmero
bésico de reproducao Ry, o qual é obtido pelo método da matriz de proxima geracao
descrito nas Equagoes (3.1) e (3.2). Para tal reescreveremos o sistema (5.2) da

seguinte forma:

—x = F(x) — V(x), (5.5)
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em que
(1 —nrr)EVIT 6T
F(x) = 0 e V()= —(1— UPI))\j: +cVp
0 —s+ 1T+ (1 —HRT)kV}T

Calculando as derivadas parciais de F(x) e V(z) e substituindo o ponto

livre da doenga Ej, obtemos:

k
0 (1- WRT)TS 0 5 0 0
DF(Ey) =1 o 0 0 e DV(Ep) = —(1=npp)A c 0
ks
0 0 0 0 (I—=nrr)—

A inversa da matriz de V' = DV(E)y) é dada por:

1
5 0 0
A 1
Vvl = Za- = 0
05( 77PI) c
ks

~| =

ks
—%(1 —nrr)(1 —npr) @(1 — NRT)

Assim, a matriz de préxima geracao ¢é da forma:

ks ks
m(l —nrr)(1 —npr) _E(l —nrr) O

K=FV~!= 0 0 0

0 0 0

Os autovalores de K sao dados por:

ks
AM=X=0 e A3= E(l —nrr)(1 = np1).

Temos que o raio espectral p(FV 1) é definido como o médulo do maior
autovalor, portanto Ry é dado por:

ksA
RO = E(l — nRT)(l — np]). (56)
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Através do Ry iremos fazer o estudo da estabilidade global, em que podere-
mos determinar se a patogénese do HIV pode ou nao persistir. Para essa andlise definimos
a funcio de Lyapunov V, no ponto de equilibrio endémico E* = (T, ?, V1), como:

V=(T,Vj)=T <T - lnT) T <T —lnj:> + oy <VI —lnv> . (5.7)
T T T T A Vv |4

Essa fungao foi proposta por Korobeinikov (2004) e, pelo Teorema 3, temos
que se Rg > 1 o ponto de equilibrio £* é globalmente assintoticamente estdvel. Entao, a
patogénese do HIV persiste quando a solugao do modelo se aproxima do ponto de equilibrio
endémico.

Se Ry < 1 o ponto de equilibrio Fy é globalmente assintoticamente estavel.
Quando a solucao do modelo se aproxima do ponto de equilibrio livre da doenca a pa-

togénese do HIV nao persiste.

5.2 Modelo descontinuo

Para o modelo descontinuo, serd empregado um limitante, que denotaremos
por Cr. Quando a contagem de células T CD4" for maior que Cr = 350 células/ul, para-se
o tratamento com os ART e quando a contagem for menor do que Cp = 350 células/ul,
inicia-se de novo a terapia com os ART. Neste caso, usamos um sistema dinamico suave
por partes para a modelagem. Entdo, os modelos da dindmica viral sem drogas e com

drogas sao descritos, respectivamente, como:

(4T

= = s—IT-kWT

dt y !

dT ~ -

= WIT =0T, se T+T>Cr - (5.8)
dvy ~

L = A\ —eV

dt v
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dT
— = s—=IT— (1 —ner)kViT
dt
dT _ N
a (1 —nrp)kVIT =T, se T+T<Cp - (5.9)
dV ~
71 = (1—=npp)A\T —cV;
\ t

5.2.1 Estudo da estabilidade do modelo continuo

Antes de desenvolver o estudo de sistema continuo por partes, investigare-
mos os pontos de equilibrio dos dois sistemas e suas estabilidades.

Para o sistema (5.8), temos dois pontos de equilibrio: o ponto livre da
doenca Ej e o endémico denotado por E*¢™.

O ponto de equilibrio livre da doenca é dado por:

Ey = (;,0,0) (5.10)

e o ponto de equilibrio endémico por

sem (€O s c 1 s\

A andlise da estabilidade do modelo serd feita pelo Teorema Hartman-

Grobman. Para o ponto de equilibrio Ey a matriz a jacobiana é da forma:

ks

-1 0 -

l

J(Eo)=| 0 -0 ?
0 A —c

Para o cédlculo dos autovalores usaremos os parametros dados na Tabela 5.1,

e entao:

M52l A1,8 e \=-0,0l
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Portanto, temos que o ponto Ej é de sela.

A matriz jacobiana avaliada no ponto de equilibrio endémico E*¢™ é dada

por:
w0 -
JE™) = | 14k g o
T Y
0 A —c
Para o calculo dos autovalores usaremos os parametros dados na Tabela 5.1,
e entao
A =-3,35 e Ag3=—0,04=£0,16i.
Como a parte real dos autovalores sao negativas, temos que o ponto é um
atrator.

Agora, iremos encontrar os pontos de equilibrio do sistema (5.9). O ponto
de equilibrio livre da doenga é o mesmo do sistema (5.8), ou seja, Ey é coincidente para

ambos sistemas, diferindo na matriz jacobiana, dada por:
-1 0 —— (1 —nrr)

J(Eo) =1 0 -5 ks

0 )\( 1-— np [) —C
Para o calculo dos autovalores, utilizaremos os parametros dados na Tabela

5.1, como anteriormente. Logo, os autovalores sao dados por:
A= -5210=21,86 e A3 = —0,01.

Portanto, o ponto Ej ¢ sela.

O ponto de equilibrio endémico, para o sistema (5.9), é descrito como:

ECOm — (TCOm feom ‘/'ICO’I’)’L)
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em que
TCOm — 66
RA(=1+nrr)(=1+npr)’
Tcom _ s cl
5 kM=1+nrr(=1+npr))’
e
yeom _ O+ ksA(=1+ nrr +npr — NrTNPI)
I cko(—1+ nrr)

Aplicando o ponto de equilibrio endémico na matriz jacobiana do Sistema

(5.9) temos:
o 0 B cs(1 —ngrr)
A(=1+nrr)(=1+np1)
J(Ecom) — a9 _5 65(1 — 77RT)
A(=1+nrr)(=1 +npr)
0 X1-—mnpp) —c
em que
B (1 = ngr)(cld + ksA(=1 + nrr + npr — NrRTNPI))
an = —l-
c6(—1+ngrr)
e
_ (I =nrr)(cd + ksA(=1 + nrr + npr — NrTNPI))
az; = .
cd(—=1 +nrr)

Para o cédlculo dos autovalores usaremos os parametros dados na Tabela 5.1,

resultando:

A 2335 e A3 2 —0,007 £ 0,04,

Assim, como a parte real dos autovalores sao negativas, temos que o ponto

é um atrator.

5.2.2 Sistema de Filippov
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Seja a funcao f(p) =T + T — Cr, com p= (T,f, V1) e Cr denominado o
limitante da contagem das células CD4™.

De (5.8) e (5.9) temos,

X(T,T,Vy) = (s T — KV, kV;T — 6T, AT — cVI) ,

Y(LTVY) = (s =17 = (1= npr)WViT, (L= ngr)kViT = 6T, (1= npp)XT = cV7)
Considere os campos suaves por partes

_ X(T,T,V;), seT+T>C
2,7y = TEL o (5.12)
Y(T,T,V;), seT+T < Crp
e sejam U = {p eER3: f(p) > 0} eX = {p eER3: f(p) < O}. A variedade que separa
as duas regides 2T e X~ ¢ X = {p e R3 : f(p) =0}.

O vetor normal ¢ dado por Vf(p) = (1,1,0)*. Seguindo a Definigao 9 temos

que:
(VI(p),X) =5~ IT ~ 6T,
(VI(p),Y)=s—1T - 6T
e
(Vi) X) (Vi(p),Y) = (s—IT~06T)* >0.
Portanto, a regiao é de costura ou de tangéncia. Portanto, nao existe modo
deslizante.

Encontraremos as possiveis tangéncias da regiao. Temos que (V f(p), X) =

(Vf(p),Y), entao basta fazer (Vf(p), X) =0 ou (Vf(p),Y) =0, ou seja,

s—IT — 6T =

T = T.

~| ®»n o
—~ >

Logo, a equacao anterior é o plano onde a primeira derivada de Lie é nula.

Substituindo os valores dos parametros dados na Tabela 5.1, obtemos que

T = 1500 — 35T (5.13)
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Por outro lado, temos que a superficie de descontinuidade ¥ é dada por
T =350 — T. Isolando T em (5.13) e substituindo no plano ¥ encontramos a reta contida

em X, com T e T fixos e V7 livre. Entao

1500 =T

T = 350 —
< 35

> =T =2 316,176
e assim, T = 33,8235. Logo, as tangéncias de X e Y com X ocorrem ao longo da reta
{(T, T, Vi) : T = 316,176, = 33,8235, V; € R}.

Utilizando a Equacdo (3.9), que é a segunda derivada de Lie, X2f(p) =
(X(p)VX f(p)), obtemos

<v (s T - 5?) (s —IT — kV;T,kV;T — 6T, \T — cVI)> -
<(—l, —5,0), (s — IT — kVyT, kV;T — 6T, \T — CVI)> -
—U(s —IT — kV;T) — 6(kV;T — 0T).
Substituindo os valores dos parametros dados na Tabela 5.1 e das varidveis
T = 316,176 e T~ 33,8235, ou seja, restringindo a fungao anterior a reta de tangencias,

e obtemos:

X2f(p) = 4,025 — 0,000258V7.

X?f(p)

[ L L L L L L L L L L L L L L L L 1
F 5000 10000 15000 20000
b

Vi

Figura 5.1: Grafico de X2 f(p).

Portanto, temos que
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e X?f(p) > 0 para V7 < 15600, 8.
e X?f(p) <0 para V7 > 15600, 8.
e X?f(p) =0 para V; = 15600, 8.

Pela Definicao 10, o campo X possui dobras quadraticas invisiveis para
Vi > 15600, 8, e dobras quadraticas visiveis para V; < 15600, 8. Utilizando a Definicao 11,
quando V; = 15600, 8 teremos uma tangéncia cibica.

De forma andloga ao campo X, faremos o estudo do tipo tangéncia que
ocorre para o campo Y, em relacdo a X. A segunda derivada de Lie, para o campo Y é

dada por Y2f(p) = (Y (p)Vf(p)). Portanto,
<V(s —IT - §T), (s 1T — (1 — npp)kViT, (1 — npr)kViT — 6T, (1 — np) AT — cV1)> -
<(—z, ~5,0), (s T — (1 — qpp)kViT, (1 — nrr)kViT — 8T, (1 — npr)AT — CVI)> -

—I2T — I(s + kTV;(1 — ngr)) + 6(T6 + kTVi(1 — nrr)).

Como anteriormente, substituimos os valores dos parametros dados na Ta-

bela 5.1 e os das variaveis T = 316,176 e T = 33,8235, encontramos

Y2f(p) = 4,025 — 0,0001031V7.

1

P S S TS - R S
10000 20000 30000 40\09\

Vi

Figura 5.2: Grafico de Y2f(p).

Teremos, novamente trés casos:
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e Y2f(p) > 0 para V; < 39001, 9.
e Y2f(p) <0 para V; > 39001, 9.

e Y2f(p) =0 para V; = 39001, 9.

Pela Definicao 10, o campo Y possui dobras quadraticas visiveis para Vi >
39001, 9, e dobras quadraticas invisiveis para V; < 39001,9. Utilizando a Definicao 11,
quando V; = 39001, 9 teremos uma tangéncia cibica.

Como as singularidades tangenciais dos campos X e Y ocorrem ao longo da
mesma reta, podemos calcular o tangencial deslizante dado pela Definicao 14. Para estudar
o contato entre os campos vetoriais X e Y com a curva no plano ¥, vamos considerar um
vetor normal a ela e que fique restrito ao plano. Podemos tomar tal vetor como sendo
h(p) = (351, —1,0). Deste modo, a primeira derivada de Lie no campo vetorial X restrito

a curva h(p) é dado por

<(351, ~1,0), (s — IT — KViT, KV;T — 6T, \T — cV1)> -

—kTV; + 351(s — IT — KVTy) 4+ T6.
Similarmente, para o campo Y, obtemos
<(351, ~1,0), (s — IT — (1 — npr)KViT, (1 — nar ) KViT — 6T, (1 — npp)AT — cV1)> -

T6 +351(s — IT — kTVi(1 — ngrr)) — KTVi(1 — ngr).

Encontramos Xh(p) e Yh(p); basta agora substituimos na Equacao (3.13)

para obteremos ZT dado por

14 x 10 — 948, 52912
5,00514 x 10 948, 5 9VI>‘ (5.14)

1) = <O’O’ 316, 176V,
Os pontos singulares do tangencial deslizante Z7 sdo os zeros de (5.14). A tinica singulari-
dade ocorre quando V; = 22971,1. Como a terceira coordenada possui derivada negativa,
a singularidade se comporta como um atrator para o tangencial deslizante Z7 (ver Figura
5.3).

Substituindo os valores dos parametros da Tabela 5.1 temos que o ponto de

equilibrio livre da doenga e o endémico sao dados, respectivamente por:

E, = (1500,0,0)
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E*™ = (145,833; 38, 6905; 38690, 5).

Usando o limitante Cp = 350 células/ul, para as contagem de células T
CD4™, temos que a funcao é T + T > 350. Aplicando a Definicao 12, temos que, para o

ponto de equilibrio livre da doenca essa relacao se verifica, pois

T+T > Cr = 1500 + 0 > 350 = 1500 > 350.

Logo, temos um ponto real para o Sistema (5.8). Para o ponto de equilibrio

endémico temos que essa relagdo nao se verifica, ou seja
T+ T > Cr = 145,833 + 38,6905 > 350, o que é um absurdo.

Logo, temos um ponto virtual para o Sistema (5.8).
Para o Sistema (5.9) faremos a mesma andlise, no entanto a funcao é dada
por T + T < Cp. Utilizando Cr = 350 e os valores dados na Tabela 5.1 o ponto de

equilibrio livre da doenca e o endémico sao, respectivamente,

Ey = (1500,0,0)

E®™ = (911,458;16,8155;6726, 19).
Entao, o ponto livre da doenca, para o Sistema (5.9), é dito virtual, pois
T+T < Cp=1500+0 < 350, que é novamente um absurdo.
O ponto endémico também é virtual, devido a
T+T< Cr = 911,458 4+ 16,8155 < 350, nao ser uma afirmacgao verdadeira.

A Figura 5.3 ilustra os campos X e Y pelas convengoes de Filippov do
sistema acoplado.

Na andlise do sistema descontinuo detectamos a ocorréncia de um pseudo-
equilibrio atrator na variedade de descontinuidade. Isso significa que a contagem do ntimero

de células saudaveis pode se estabilizar ao nivel desejado.



X (sem drogas)

T+T>350

350

v
]
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Figura 5.3: Campos X e Y ao redor da curva de tangencias.

5.2.3 Modelo com apenas um antirretroviral

A
,* Y (com drogas)

T+T<350
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Suponha agora que iniciamos a terapia de antirretrovirais quando a conta-

gem de células T CD4™" estd abaixo de Cr e suspendemos quando 7' > Cr. A fungao agora

é dada por f(p) =T — Cp, p = (T, T, V7). Para esse modelo consideramos apenas um

tipo de antirretroviral que é o tratamento com enzima transcriptase reversa (RT), ou seja,

npr = 0. Nesse caso o modelo é dado por:

dr

dt

dr

dt

dvi

dt

= s—I1T —ekV;T
= kV;T — 6T
= M —cVp

Y

(5.15)
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em que

1, se >0

e = o)>0 (5.16)
1 —mnrr, se f(p) <0

e a fronteira ¥ é definida por ¥ = {p € R*: f(p) =0}, com f(p) = T — Cr cujo vetor

normal ¢ (1,0,0).

Segundo as convengoes de Filippov, como o Sistema (5.15) é descontinuo,

podemos dividir os campos em X e Y, da seguinte forma:

X = (s T — KViT,kViT — 6T, AT — CVI)

Yy = <s — 1T — (1 — nrp)kViT, (1 — nrr)kViT — 6T, AT — cVI) .
Segue que:

(Vip),X) = s—IT —kVT, (5.17)
(Vf(p),Y) = s=IT (1 —nrr)kViT,
(VI(p), X)(Vf(p),Y) = s*—2IsT +1*>T%+ Vi(—ksT + IkT?

— ksT(1 —ngy) + IET*(1 — nrr)) + E*T?VA(1 — nr7).

Substituindo 7' = C'r, observe que temos apenas Vj, e isolando V;, obtemos

que a ultima expressao é negativa quando

—1 —1
S CT<V]< S CT

: 5.18
kCT (1 — nRT)kCT ( )

pois por (5.17) é quédrica, e o coeficiente de V12 é positivo. Note que a concavidade é
voltada para cima, ou seja, entre as raizes de V o sinal serd negativo e pela Definigao 9,
teremos entao que a regiao entre as retas é de deslize ou de escape.

Vamos encontrar as regices de tangéncias para o campo X, para isso usa-
remos a primeira derivada de Lie, ou seja,

s—1IT

(Vi(p), X)=s—IT -V T=0= Vi =——

Substituindo os valores dos parametros da Tabela 5.1 e T' = Cr = 350,
obtemos V7 =2 13690, 5.
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Com procedimento andlogo, para o campo Y obtemos:
(VF(R).Y) = s 1T~ (1~ nr)bViT =0= Vi = >
(1 —nrr)kT
e assim Vj = 34226, 2.

Portanto, as tangéncias de X com a variedade de descontinuidade X ocorrem
sobre a reta Vi = 13690,5 e as tangencias de Y com variedade de descontinuidade X
ocorrem sobre a reta V; = 34226,2, onde ¥ é dada por f~1(0), com f(p) = T — Cr.
Observe que estas retas sdo paralelas. Agora analisaremos a concavidade das dobras e,
consequentemente, da direcao dos campos, e assim podemos deduzir quais regioes sao de

costura, deslize ou escape.
Utilizando a Equagao (3.9), obtemos
<v (s — 1T — kViT), (5 — IT — kV;T, kV;T — 6T, AT — cV1)> -
<(—z — kV7,0,—kVy), (s — 1T — kViT, kV;T — 6T, XT — cVI)> =
(L + kV)(—s + T(1 + kVy)) + KT(cVr — TA).
Substituindo os valores dos parametros dados pela Tabela 5.1 e das variaveis
T = 350 e V7 = 13690, 5, ou seja, com os valores de T' e V7 fixos, encontramos uma funcao

afim com T livre, ilustrada na Figura (5.4), e a equagao é dada por:

X2f(p) =34,5—2,52T.

-10 :

Vi
Figura 5.4: Grafico de X2 f(p).

Portanto, temos
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e X2f(p) > 0 para T < 13,6905.
e X2f(p) < 0 para T > 13,6905.
o X2f(p) =0 para T = 13,6905.

Pela Defini¢ao 10, o campo X possui dobras quadraticas invisiveis para
X2f(p) <0, ou seja, T > 13,6905 e dobras quadréticas visiveis para X2f(p) > 0. Portanto,
utilizando a Defini¢ao 11, quando T = 13,6905 teremos uma tangéncia cubica.

Procederemos de forma analoga para o campo Y. A segunda derivada de

Lie para o campo Y é dada por Y2f(p) = (Y (p)Vf(p)), e portanto

<v (Y £()), (s —IT — (1 — nrr)kViT, (1 — nrr)kViT — 6T, AT — cV])> -
—(s =T = KVi(1 = nrr))( = kVi(1 = nrr)) + KT(1 = nar)(—cVi + TA).
Substituindo os valores dos parametros dados pela Tabela 5.1 e das variaveis

T = 350 e V7 = 34226, 2, ou seja, com os valores de T' e V7 fixos, encontramos uma funcao

afim e com T livre, dada por:

Y2f(p) = 34,5 — 1,008T.

L L L L L Il L L L L Il L L L L Il L L L Il

10 20 30 \o

Vi

Figura 5.5: Grafico de Y2 f(p).

Temos que

o Y2f(p) > 0 para T < 34,2262.
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o Y2f(p) < 0 para T > 34,2262.

o Y2f(p) =0 para T = 34,2262.

Pela Definicao 10, o campo Y possui dobras quadraticas invisiveis para
Y2f(p) > 0, ou seja, T < 34,2262 e dobras quadréticas visiveis para Y2f(p) < 0. Portanto,
utilizando a Defini¢ao 11, quando T = 34,2262 teremos uma tangéncia cubica. Portanto,
entre as retas obtemos uma regiao de deslize.

Agora iremos utilizar a Equagao (3.10) para achar o ponto de equilibrio do
campo de Filippov. Note que como f(p) = T — Cp, ou seja, ¥ é o plano T' = Cp, a varidvel
T é fixa, entdao nosso problema em R3, pode ser reduzido para um em R2. Temos a primeira

derivada de Lie para os campos X e Y sao dados por

Xflp) = s—TI+kV)

Yf(p) = —Tl+s+ TkV[(l — T]RT).
Os campos X e Y sao dados por

X = (s—IT — KTV, kTV; —T6,—cVi +T))

Y = (s—IT — (1 —nrp)kTVi, (1 — nrp)kTV; — T8, —cVi + TX).

Pela Equagao (3.10) obtemos Fz dado por

Fy = <—lT+ s — T8, —cV; +TA) .

Substituindo 7' = Ct obtemos
Fy = (—ZCT s —T6, —cVp + TA) .

Fazendo Fz = 0 encontramos o ponto de equilibrio de coordenadas

~_S—lCT _)\(S—ZCT)
T=— e Vi=——s—. (5.19)




Substituindo os valores dados na Tabela 5.1, obtemos que (T = 350,7 =
32,8571,V = 32857,1). A matriz jacobiana de F é dada por

-6 0
A —c

J(Fz) =

Portanto, os autovalores encontrados sao —d, —c. Como d e ¢ sao valores
positivos, temos que o ponto de pseudo-equilibrio (5.19) é dito atrator. A Figura 5.6 ilustra

este caso.
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Figura 5.6: Campos X e Y pelas convencoes de Filippov.



6 CONCLUSOES

No Capitulo 2 foram apresentadas revisoes da literatura a respeito da parte
biolégica e da parte matemética. No Capitulo 3 consideramos um modelo de tratamento de
HIV / AIDS, em que o periodo de infecgao divide-se nas fases assintomadtica e sintomética.
Pelo tratamento, individuos com fases sintomaticas podem ser transformadas em individuos
assintométicos. O comportamento dindmico do tratamento por EDO do modelo (4.2) pode
ser determinado pelo seu numero reprodutivo basico Ry, isto é, se Rg < 1 o ponto de
equilibrio livre da doenca é estavel. Se Rg > 1, a doenca persiste e o equilibrio endémico
¢é estavel. Para explicar isso o tratamento pode resultar na persisténcia da doenca ou na
mortalidade da doenca, dependendo do valor do parametro. Para o controle da doenca em
uma populacao, é geralmente aceito que Ry seja o menor possivel, ou seja, R tem que ser
menor que um.

No Capitulo 4 propusemos modelos dindmicos de HIV por partes para es-
tratégias de STI por contagem de células T CD4". Os modelos formulados podem descre-
ver melhor a estratégia de tratamento de STI por contagem de células T CD4" com um
limitante (o que resulta em trocas frequentes entre os estados com e sem drogas).

Para a terapia de STI, o sistema dinamico torna-se um modelo dinamico de
Filippov. Nossa andlise teérica mostram que as contagens de células T CD4" podem flutuar
em torno do limitante ou se estabilizar em um nivel desejado para diferentes escolhas do
limitante.

Os beneficios e riscos da contagem de células T CD4" para o tratamentos
por STI nao pode ser avaliados de forma abrangente neste trabalhos. Portanto, um futuro

trabalho poderemos investigar as diferentes estratégias de tratamento.
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