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MACHADO, M. A. G. Estudo das propriedades dos graficos de controle
bivariados com amostragem dupla. 2006. 129f. Dissertacdo (Mestrado em
Engenharia Mecanica) — Faculdade de Engenharia do Campus de Guaratinguetd,

Universidade Estadual Paulista, Guaratinguetd, 2006.

RESUMO

Assim como o grafico de X, o grafico T> de Hotelling é lento na detecgdo de
pequenas a moderadas perturbacdes no processo. Estudos consagrados mostram que o
desempenho do grifico de X melhora em muito com o uso da amostragem dupla.
Com base nestes resultados, este trabalho se dedica ao estudo das propriedades dos
grificos T2 com amostragem dupla para processos bivariados. Através de uma rota¢do
dos eixos cartesianos é possivel transformar as varidveis originais, que em geral sdo
altamente correlacionadas, em varidveis independentes. Com as novas varidveis e
trabalhando com coordenadas polares foi possivel obter o nimero médio de amostras
(NMA) que o grafico proposto necessita para detectar uma alteracdo no processo. Por
meio de comparacdes dos NMAs foi possivel verificar que o gréfico de controle
proposto é, na maioria das vezes, mais eficiente que os graficos adaptativos em que o
tamanho das amostras e/ou o intervalo entre retirada de amostras sdo varidveis.

PALAVRAS-CHAVE: Grifico T° de Hotelling, amostragem dupla, processos
bivariados, nimero médio de amostras



MACHADO, M. A. G. The properties’ study of the bivariate control charts with
double sampling. 2006. 129f. Dissertation (Master Degree in Mechanical
Engineering) — Faculdade de Engenharia do Campus de Guaratinguetd, Universidade

Estadual Paulista, Guaratinguetd, 2006.

ABSTRACT

Similarly to the X chart, the T* chart is slow to detect small or even moderate process
disturbances. Earlier studies have shown that the use of the double sampling procedure
improves substantially the X chart performance. Based on that, we propose here to
study the performance of the T chart with double sampling applied to control
bivariate processes. An appropriate rotation transforms the original bivariate variables,
in general presenting high correlation, in independent variables. With these equivalent
variables and working with polar coordinates, it was possible to obtain the average run
length (ARL) that measures the effectiveness of the proposed chart in detecting a
process change. By comparisons of the ARLs it was possible to verify that the
proposed control chart is, frequently, more efficient than the adaptive charts with
variable sample size or variable sampling interval.

KEYWORDS: T’ chart, double sampling, bivariate processes, average run length
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1 INTRODUCAO
1.1 CONSIDERA(;()ES INICIAIS

Em geral, produtos que atendem as exigéncias do cliente advém de processos
estdveis. Mais precisamente, de processos capazes de operar com pequena
variabilidade em torno das dimensdes-alvo ou nominais do produto. O controle
estatistico do processo (CEP) é uma ferramenta de resolucdo de problemas util na
obtenc¢do da estabilidade do processo e na melhoria da capacidade através da redugdo
da variabilidade (MONTGOMERY, 2004).

O inicio formal do controle estatistico de processo se deu por volta de 1924,
quando Walter A. Shewhart desenvolveu e aplicou os gréficos de controle na Bell
Telephone Laboratories. No inicio, como era de se esperar, poucos acreditaram no
potencial desta nova técnica. Pouco a pouco, no entanto, os graficos de controle
ganharam a fama de serem ferramentas poderosas de monitoramento.

A década de 70 pode ser considerada como a década dos graficos de Shewhart; o
lema da época era: “so se assegura qualidade de processos que estejam sob o
monitoramento de grdficos de Shewhart”. Esta “febre” teve seu lado bom e seu lado
ruim. O lado bom foi que o uso intenso dos gréficos de controle facilitou a divulgagdo
de diversas técnicas estatisticas, especialmente desenvolvidas para o monitoramento de
processos industriais. O lado ruim foi que, em fun¢do da pressdo natural gerada pelo
modismo da época, os graficos de Shewhart passaram a ser utilizados de forma
indevida, ou pior, em situacdes desnecessdrias, caindo assim no descrédito. Ainda
hoje, se sente o efeito deste modismo.

De acordo com os fundamentos estabelecidos por Shewhart, sempre que um
ponto é plotado na regido de acdo do grifico, o responsdvel pelo processo deve
interrompé-lo imediatamente, visando encontrar causas especiais que afetam a
qualidade dos produtos, como por exemplo, um desgaste de ferramenta que altera a
dimensao dos eixos que estdo sendo manufaturados. Na prética, contudo, poucos sdao

aqueles que seguem a regra estabelecida por Shewhart. A maioria prefere, por
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exemplo, esperar o surgimento de um segundo ponto na regido de acdo e, além disso,
s6 tomam a decisdo drastica de parar o processo se este ponto ndo estiver muito longe
do primeiro. Para atender esta exigéncia do usudrio surgiram os graficos de controle
com regra especial de decisdo, conhecidos na literatura como Synthetic Control Chart
(WU; SPEDDING , 2000).

O avango tecnoldgico tem, cada vez mais, levado a processos com menor
variabilidade. Neste contexto, pequenas alteracdes no processo podem ser criticas,
devendo, portanto, ser eliminadas com rapidez. A idéia original de Shewhart — de
controlar o processo apenas através das informacdes extraidas da ultima amostra, e de
decidir por intervir no processo apenas apds a ocorréncia de um ponto amostral além
dos limites de controle — ndo pode ser diretamente utilizada no monitoramento de
processos com baixa variabilidade, pelas seguintes razdes (COSTA; EPPRECHT;
CARPINETTI, 2005):

a) os graficos de controle se tornam lentos na detec¢do de causas especiais
que alteram de forma moderada os pardmetros do processo;

b) 0s custos com amostragem tornam-se proibitivos, face a necessidade de
se ter que trabalhar com amostras grandes.

Em geral, o desempenho dos gréificos de controle tem sido medido pelo nimero
médio de amostras, NMA, que o grafico de controle precisa para sinalizar uma
alteracdo no processo (COSTA; EPPRECHT; CARPINETTI, 2005). Niao tém sido
poucas as propostas de alteracdes a idéia original de Shewhart. No caso do
monitoramento de processos univariados, as estratégias que vém sendo adotadas,
visando melhorar o desempenho dos graficos de controle, consistem em se variar os
parametros de projeto dos grificos de Shewhart. Esses parametros sdo o tamanho da
amostra n, o intervalo de tempo entre retirada de amostras h e o fator de abertura k dos
limites de controle. Tais graficos de controle sdo conhecidos como Grificos de
Controle Adaptativos (ver Reynolds et al. (1988), Runger e Pignatiello (1991),
Reynolds e Arnold (1989) e Runger e Montgomery (1993)). Uma segunda estratégia
para melhorar o desempenho dos graficos de controle consiste em se adotar esquemas
alternativos de amostragem, tais como a Amostragem dupla (DAUDIN, 1992) ou a

Amostragem em dois estdgios (COSTA; RAHIM, 2004). Uma terceira estratégia
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consiste em tomadas de decisdo diferentes daquelas baseadas em um unico ponto na
regido de acdo do grafico de controle, ver Wu e Spedding (2000).

Quando o grifico de Shewhart estd em uso, amostras de tamanho fixo sdo
retiradas do processo em intervalos regulares. A idéia do esquema adaptativo consiste
em se variar os parametros de projeto dos graficos de Shewhart (tamanho da amostra
n, intervalo de tempo entre retirada de amostras h e fator de abertura k dos limites de
controle), entre um valor minimo e um méaximo, com base nas informac¢des obtidas
apds a inspecdo da ultima amostra retirada do processo. Os esquemas adaptativos
melhoram o desempenho dos gréificos de controle, quanto a sinalizagdo de desajustes
no processo (ver Reynolds et al. (1988); Prabhu; Runger e Keats (1993); Costa (1994,
1997, 1998, 1999, 1999a); Costa e De Magalhaes (2006); De Magalhaes et al. (2001,
2002, 2006); De Magalhaes e Moura Neto (2005); Epprecht e Costa (2001); Epprecht;
Costa e Mendes (2003, 2005); Michel e Fogliatto (2002)). Os esquemas adaptativos
também tém sido utilizados com os graficos de controle destinados a0 monitoramento
de processos multivariados, ver Aparisi (1996); Aparisi e Haro (2001, 2003); Chou;
Chen e Chen (2006) e Yeh e Lin (2002).

Do mesmo modo que os esquemas adaptativos, a amostragem dupla melhora o
desempenho dos graficos de controle. De acordo com Costa e Rahim (2004, 2006),
quando se tem um processo bastante estdvel, o monitoramento se torna mondotono, pois
raramente um valor amostral é plotado fora dos limites de controle. A ado¢dao do
grafico de controle tradicional, neste contexto, tem como conseqiiéncia natural (e
negativa) uma tendéncia do usudrio dispensar cada vez menos atengcdo aos
procedimentos necessdrios a obtencdo dos valores das estatisticas utilizadas no
monitoramento. A média, a varidncia e a amplitude amostral sdo exemplos destas
estatisticas.

Ressalta-se que tal falta de atencdo pode afetar o desempenho do grifico de
controle no monitoramento do processo. Visando minimizar este problema, Costa e
Rahim (2004) propuseram um esquema alternativo de amostragem, isto é, o esquema
de amostragem em dois estdgios. No primeiro estigio apenas um item da amostra é
inspecionado e, sempre que possivel, a inspecdo € feita por atributos. Se o item ¢é

aprovado, a amostragem € interrompida. Caso contrdrio, a amostragem vai para o
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segundo estagio quando entdo todos os itens da amostra sdo inspecionados e os valores
da caracteristica de qualidade de interesse sdao medidos e utilizados na obtencao da(s)
estatistica(s) de monitoramento.

A grande vantagem da amostragem em dois estdgios € que, durante o periodo em
que o processo permanece ajustado, a amostragem €, na maioria das vezes,
interrompida e o controle acaba sendo feito apenas por atributos, que além de mais
simples € menos mondtono.

O grafico de Shewhart sinaliza uma deterioracdo do processo sempre quando um
ponto cai em sua regido de acdo. Alternativamente, Wu e Spedding (2000) propuseram
um grafico de controle com regra especial de decisdo conhecido como Synthetic
Control Chart. O Synthetic Control Chart sinaliza somente quando um segundo ponto
cal na regido de acdo, e sob a condi¢do de que o nimero de amostras entre os dois
pontos que cairam na regido de aglo, ndo seja superior a um valor inteiro L. O
Synthetic Control Chart tem sido objeto recente de pesquisa, ver Wu e Spedding
(2000, 2000a), Wu e Yeo (2001), Wu; Yeo e Spedding (2001), Calzada e Scariano
(2001), Davis e Woodall (2002), Machado e Costa (2005,2005a) e Costa e Rahim
(2006a).

Até agora se discutiu os graficos de controle univariados. Porém, o aumento da
complexidade e dos niveis de automacdo dos processos industriais € a crescente
disponibilidade de suporte computacional, t€ém aumentado o interesse pelo
monitoramento simultdneo de vdrias caracteristicas de qualidade, também chamadas
de varidveis do processo (LOWRY; MONTGOMERY, 1995). Pouco a pouco as
novas estratégias de monitoramento, originalmente propostas para melhorar o
desempenho dos graficos de controle univariados, estdo sendo aplicadas ao
monitoramento de processos multivariados.

Desde que foi criado, o gréfico de controle T° (HOTELLING, 1947) passou a
ser o dispositivo estatistico mais utilizado no monitoramento de duas ou mais
caracteristicas de qualidade. Estas caracteristicas frequentemente sdo inter-
relacionadas e formam um conjunto correlacionado (MASON; YOUNG, 2002).

Lowry e Montgomery (1995) fazem uma revisdo dos grificos de controle
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multivariados. Mason e Young (2002) discutem exaustivamente as aplicagdes do
gréfico de controle T2,
O gréfico de controle 7> € utilizado no monitoramento simultaneo de k varidveis

de interesse. Quando o vetor das médias e a matriz de covariincia, respectivamente 4,
e 2,, de um processo k-variado normalmente distribuido sao conhecidos, a estatistica

T* de Hotelling para a i-ésima amostra é dada por:

’

T = (X - uy) To'(X0 - )
onde n é o tamanho da i-ésima amostra e X: é o vetor das médias amostrais dos k

pardmetros para a amostra i. Quando o processo estd sob controle, 7> segue uma

distribuicdo de Qui-quadrado com k graus de liberdade, desde que o vetor das médias
seja normalmente distribuido (MASON; YOUNG, 2002).

O gréfico de controle T2 de Hotelling é andlogo ao grifico X de Shewhart,
sendo ambos pouco sensiveis a pequenas alteracdes no processo. Desta forma,
métodos estatisticos tais como o esquema CUSUM e o grafico de EWMA, ver Costa;
Epprecht e Carpinetti (2005), tém sido utilizados para o caso multivariado em que o
vetor de médias estd sujeito a pequenas alteracdes (ver Woodall e Ncube (1985);
Crosier (1988); Pignatiello e Runger (1990); Lowry et al. (1992); Lowry e
Montgomery (1995); Prabhu e Runger (1997); Qiu e Hawkins (2001)). A idéia de se
variar os parametros dos graficos de controle multivariados (graficos adaptativos
multivariados), tais como o tamanho da amostra, o intervalo de tempo entre retiradas
de amostras, tem sido explorada em artigos recentes (ver Aparisi (1996), Aparisi e
Haro (2001), Aparisi e Haro (2003), Chou; Chen e Chen (2006)). A amostragem dupla
para processos multivariados também tem sido objeto de estudo ((GRIGORYAN; HE,
2005) e (HE; GRIGORYAN, 2005)).

1.2 JUSTIFICATIVA E IMPORTANCIA

Quando Shewhart propds os grificos de controle, o seu objetivo principal era de
se ter um dispositivo estatistico bastante simples para 0 monitoramento de processos.
Contudo, com o passar do tempo, 0s processos se tornaram mais sofisticados e

passaram a demandar o uso de técnicas estatisticas mais eficientes, no sentido de se
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detectar perturbagdes no processo com maior rapidez. Além disso, a automatizacdo
dos processos tem feito surgir a necessidade do monitoramento simultaneo de varios
parametros de qualidade, tais como dimensdo, peso, composicao, etc.

Gracas ao avanco computacional tem sido possivel reprojetar os graficos de
controle e tornd-los mais eficientes. Neste contexto, t€ém se variado os parametros dos
grificos de controle, e/ou modificado o esquema de amostragem, e/ou o critério de
decisdo. Surge assim uma nova geragdo dos graficos de Shewhart. Em se tratando de
processos univariados, a literatura sobre este tema € bastante rica. Contudo, os
trabalhos voltados a processos multivariados sdo poucos e recentes - ver Bernard
(2001), Skinner (2002), Thomas (2002), Konrath (2002), Grigoryan (2003) e Testik
(2003) - e, em geral, a complexidade dos modelos tem levado ao uso de técnicas de
simulacdo para a obtencdo das propriedades dos gréficos de controle. Por exemplo,
Grigoryan (2003) estudou os graficos multivariados com amostragens multiplas
obtendo o NMA por meio de simulacio.

Alternativamente, esta dissertacdo trata da elaboracdo de modelos matematicos
necessdrios ao estudo do desempenho dos graficos de controle. Fundamentados em
Teoremas e Corolarios da Estatistica, foi possivel obter para o caso bivariado normal
expressoes fechadas para o NMA. Como Grigoryan (2003) j4 havia antecipado, ndo é
simples obter tais expressdes. Contudo, com base em estudos tedricos, foi possivel
obté-las.

Um aspecto importante desta nova geracdo de graficos de controle é que estes
sdo ferramentas 4geis na deteccdo de alteracdes nos pardmetros dos processos. Tanto a
adocdo da amostragem dupla quanto a ado¢do da regra especial de decisdo tentam
simplificar o monitoramento realizado através dos graficos de controle.

Estando a amostragem dupla em uso e sendo o tamanho da amostra no primeiro

estagio », = 1, a freqiiéncia que pode conduzir ao segundo estdgio da amostragem €

baixa. Dessa forma, em grande parte do tempo, o usudrio lida com a informacdo direta
dos parametros sob monitoramento, ou seja, com os valores de (x; y). Dispositivos do
tipo “calibres” permitem que, no primeiro estdgio da amostragem, a inspecao seja por

atributos.
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Estando em uso a regra especial de decisdo o usudrio pode esperar o surgimento
de um segundo ponto na regido de acdo e, além disso, s6 tomar a decisdo drastica de
parar o processo se este ponto ndo estiver muito longe do primeiro, o que de fato ja
ocorria na pratica.

Assim, este estudo torna-se importante a medida que se propde a estudar os
graficos de controle bivariados com amostragem dupla e regra especial de decisdo por
meio de desenvolvimentos tedricos. O método aqui empregado pode ser utilizado em
futuras pesquisas para o caso em que se consideram trés ou mais caracteristicas de

qualidade sob monitoramento.
1.3 OBJETIVOS
1.3.1 Objetivo Geral

Este trabalho teve como objetivo geral estudar os grificos de controle bivariados

com amostragem dupla e regra especial de decisdo.
1.3.2 Objetivos Especificos

a) Revisar a bibliografia existente sobre graficos de controle multivariados;

b) Criar modelos matemadticos necessdrios a obtencdo das propriedades dos
graficos de controle bivariados com amostragem dupla com ou sem regra
especial de decisao;

¢) Comparar o desempenho dos graficos de controle propostos com o dos gréficos
multivariados tradicionais.

d) Comparar o desempenho dos graficos de controle propostos com o dos gréficos

multivariados adaptativos.
1.4 METODO DE PESQUISA

Para atender os objetivos propostos adotou-se a pesquisa quantitativa, que

segundo Diehl e Tatim (2004) caracteriza-se pelo uso da quantificacdo no tratamento
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das informagdes por meio de técnicas estatisticas, com o objetivo de garantir
resultados confidveis.

As propriedades dos graficos de controle bivariados baseadas na estatistica T
sdo facilmente obtidas, pois 7> segue uma distribui¢io de Qui-Quadrado. Para o
esquema de amostragem considerado neste trabalho, isto é, a amostragem dupla, foi
preciso redefinir a funcdo de Qui-Quadrado de uma forma apropriada (baseada na
idéia de coordenadas polares).

Além disso, fez-se uso de uma estratégia que consistiu na rotacdo de eixos
cartesianos de forma a transformar as varidveis originais correlacionadas, em varidveis
independentes, ver Apéndice A.

A pesquisa consistiu basicamente de cinco etapas: revisdo da bibliografia sobre
graficos de controle multivariados, desenvolvimento das expressdes matemadticas para
a obtencdo das medidas de desempenho dos graficos de controle propostos, elaboracao
de cdédigo computacional, comparacdo do desempenho dos grificos de controle

propostos com o dos esquemas concorrentes e, por fim, andlise de todo o trabalho.
1.5 VERIFICACAO DOS RESULTADOS

Os valores do NMA foram obtidos pelas expressdes matemadticas desenvolvidas
neste trabalho e por simulagdo. Tais simulacdes foram feitas por bolsistas de Iniciacdo
Cientifica. As diferencas nos valores obtidos pelas expressdes matematicas e pelas

simulagdes nao excederam a 1%.
1.6 LIMITACOES DO TRABALHO

Os resultados obtidos sdo validos apenas para o caso bivariado normal.
Embora os métodos empregados se apliquem ao caso mais geral multivariado, a

extensdo das expressOes matemadticas para k varidveis, sendo k > 2, ndo € trivial.
1.7 CARATER INEDITO

Para o caso bivariado nio h4 na literatura trabalhos que tratam da obtencdo, por

meio de desenvolvimentos tedricos, das propriedades dos gréficos de controle com
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amostragem dupla e regra especial de decis@o. Quando da revisdo bibliografica dos
graficos de controle multivariados observou-se que a técnica de simulacdo tem sido a
mais utilizada. Optou-se neste trabalho pelo estudo tedrico, pois além do cariter
inédito, permitiu conhecer com mais precisdo as propriedades dos graficos de controle

com amostragem dupla com ou sem regra especial de decisdo.

1.8 ORGANIZACAO DO TEXTO

A dissertacdo estd estruturada em seis capitulos. Neste primeiro capitulo foi
apresentado um breve histérico sobre os gréaficos de controle, as justificativas para a
escolha do tema, os objetivos, 0 método de pesquisa, a validagdo dos resultados, as
limitagdes do trabalho, seu cardter inédito e a organizacao do texto.

O Capitulo 2 € dedicado aos graficos de controle univariados e multivariados,
apresentando de forma detalhada as pesquisas realizadas até o momento na 4rea de
controle estatistico de processo. Direciona-se em especial aos graficos de controle com
amostragem dupla e regra especial de decis@o, que s@o o foco deste trabalho.

A descricdao dos gréificos de controle propostos, bem como a dos esquemas
concorrentes estd no Capitulo 3.

No Capitulo 4 estd o desenvolvimento matemdtico necessario para a obtencdo
das propriedades dos graficos de controle bivariados com amostragem dupla com ou
sem regra especial de decisao.

No Capitulo 5 o desempenho dos gréificos de controle propostos é comparado
com o dos esquemas concorrentes.

No Capitulo 6 estdo as conclusdes e sugestdes para futuras pesquisas.

No Apéndice A estd a prova do Teorema A.1 introduzido no Capitulo 4, o qual
mostra como € possivel transformar as varidveis originais de monitoramento,
consideradas correlacionadas, em varidveis independentes.

O Apéndice B é uma complementacdo ao Capitulo 4. Neste Apéndice estdo os
célculos secunddrios necessdrios ao completo desenvolvimento das expressdes para

obtencdo das propriedades dos graficos de controle propostos.
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No Apéndice C estd o procedimento utilizado por Davis e Woodall (2002),
baseado em um modelo de cadeia de Markov, para obtencdo das propriedades dos
graficos de controle com regra especial de decisao.

No Apéndice D estd o cédigo computacional desenvolvido em FORTRAN que
fornece os NMAs tedricos, isto €, obtidos com o auxilio das expressdes matemadticas do

Capitulo 4.
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2 GRAFICOS DE CONTROLE
2.1 CONSIDERA(;()ES INICIAIS

Os gréficos de controle sdo dispositivos graficos que servem para monitorar
processos que, em geral, iniciam operacdo em um estado de controle estatistico
(processo sob controle) e assim permanecem até o surgimento de uma causa especial
que os levam para um segundo estado, onde as condicdes de controle estatistico
deixam de existir (processo fora de controle).

O esquema cldssico de Shewhart para cartas de controle de varidveis mensurdveis

X, consiste em se retirar, a intervalos de tempos regulares de comprimento A,
amostras de tamanho n,. Para cada amostra é determinado o valor de uma estatistica G

adequada. Entdo estes valores sdo plotados em cartas onde estdo especificados limites
de controle (LIC é o limite inferior de controle e LSC é o limite superior de controle),
cujo espacamento em relacdo a linha central, LC, é estabelecido com base na
variabilidade natural das medidas de X de uma caracteristica de qualidade de produtos

advindos de um processo sob controle (vide Figura 1).

LSC

LIC

Numero da amostra

Figura 1: Gréfico de controle
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Considerando uma linha de empacotamento de leite, espera-se que a média dos
volumes dos saquinhos fique em torno do valor especificado de 1000 ml e que nédo
exista grande variabilidade entre estes volumes, ver Figura 2. O valor especificado de
1000 ml € o valor-alvo da varidvel aleatéria X, quantidade de leite em cada saquinho.
A varidvel X pode ser ainda o didmetro de um eixo, a concentricidade de um eixo,

entre outras grandezas mensuraveis.

1025

015 e rmeemmm s s

x o N Ao M/\,, /
M) o5 [7 7 1% \/ LAV

T R

975 T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Numero das observacgoes

‘ ------- especificacoes ‘

Figura 2: Volume dos saquinhos de leite (processo estavel e ajustado)

As causas especiais alteram a distribuicdo da varidvel aleatéria X, tirando sua
média do valor-alvo e/ou aumentando a sua variabilidade (COSTA; EPPRECHT;
CARPINETTI, 2005). Méquinas ajustadas ou controladas de maneira inadequada,
erros do operador, ou matéria-prima defeituosa sdo exemplos de causas especiais.

As causas especiais fazem com que os valores da estatistica G se afastem da
linha central do gréfico de controle. Deste modo, a presenca de uma causa especial é
sinalizada por um valor de G além dos limites de controle.

Neste capitulo serdo estudadas as propriedades dos grificos de controle de
Shewhart univariados e multivariados. Em especial serdo estudados os graficos de
controle com amostragem dupla e regra especial de decisdo. Antes, porém, serdo
definidos os riscos estatisticos inerentes a0 monitoramento de processos por meio de
graficos de controle. As figuras da proxima secdo foram adaptadas de Costa; Epprecht

e Carpinetti (2005).
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2.2 ALARMES NO GRAFICO DE CONTROLE

Considere o gréfico de controle das médias X . Quando o processo estd em um
estado de controle estatistico, tem-se o risco @ de um valor de X cair fora dos limites
de controle, sinalizando indevidamente uma causa especial (“‘alarme falso”). A Figura
3 retrata a ocorréncia de um alarme falso no grifico de X . Quando o processo estd
fora de controle, portanto sob a influéncia de uma causa especial, tem-se o risco f de
um valor de X cair dentro dos limites de controle, ndo sinalizando assim a existéncia
da causa especial. A Figura 4 retrata a ocorréncia de um alarme verdadeiro no gréfico

de X.

X ~ N(g:65) ~ N30, /v/n)

7 Alarme falso
LSC = py + ko, I \n

h =15 min

1 1 1 1 1 1 |
15 30 45 60 75 90 105 Minutos

Figura 3: Grafico de X - ocorréncia de um alarme falso
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X~ N(is562) ~ N(, +86,:6,//n)

Alarme verdadeiro

N n=u, +9dc,
k .J dc
LM

LSC = p, + ko, I \n

h =15 minutos

LIC = p, — ko, /n

1 1 1 | | 1 |
15 30 45 60 75 90 Minutos

Figura 4: Gréfico de X - ocorréncia de um alarme verdadeiro

A conseqiiéncia de ordem pratica associada ao erro do tipo I (alarme falso) é
intervir no processo na hora errada, quando o mesmo estd isento de causas especiais (0
que em si ja acarreta um custo — de interrup¢do do processo, de mdo de obra — além de
um risco de desajustar um processo que estava ajustado); e a conseqiiéncia de ordem
pratica associada ao erro do tipo II (“ndo-detec¢do’) € ndo intervir no processo na hora
certa, quando o mesmo estd sob a influéncia de causas especiais. Em geral, as causas
especiais comprometem a qualidade dos itens produzidos, portanto quanto antes forem

descobertas e eliminadas melhor.
2.3 DESEMPENHO DOS GRAFICOS DE CONTROLE

Com base na relacdo entre os custos de operacdo e eficicia do grafico de controle
pode-se determinar a melhor combina¢do dos parametros dos gréificos de controle, ou
seja, o tamanho da amostra n, o intervalo de tempo / entre retirada de amostras e o
fator k de abertura dos limites de controle - ver Costa; Epprecht e Carpinetti, (2005).

O desempenho dos graficos de controle é medido pelo nimero médio de
amostras até o sinal (NMA) ou pelo tempo esperado até o sinal (TES). Estas medidas

de desempenho, por sua vez, dependem dos parametros de projeto do griafico de
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controle n, h e k. Os parametros de projeto influenciam de forma diferente no
desempenho dos graficos de controle, nos riscos @ e [ e no custo de inspe¢do

(COSTA; MACHADQO, 2003, 2003a).

Durante o periodo em controle 0o NMA=1/¢ e é denominado NMA,, e durante o

periodo fora de controle NMA=1/p, sendo p =1- f. Quando um processo estd sob
controle é desejavel que o nimero médio de amostras retiradas do processo desde o
inicio do monitoramento até o sinal (NMA,) seja grande, de modo a garantir poucos
alarmes falsos. Quando um processo estd fora de controle é desejdvel que o niimero
médio de amostras retiradas desde a ocorréncia de uma causa especial até o sinal
(NMA) seja pequeno, de modo a garantir uma rapida deteccio da causa especial.

O TES (Tempo esperado até o sinal), isto €, o tempo esperado entre a ocorréncia

da causa especial e a sua detec¢do € dado por (ver Figura 5):

TES = E(TS)= E(h x NAS - M)=h x E(NAS) - E(M)
onde TS € o tempo até o sinal, NAS € o nlimero de amostras até o sinal, M € o intervalo
de tempo entre 0 momento da retirada da dltima amostra antes da ocorréncia da causa
especial e a ocorréncia da causa especial.

A esperanca do nimero de amostras até o sinal, E(NAS), € o NMA, o ndimero
médio de amostras até o sinal (VMA = 1/p). A causa especial pode ocorrer em qualquer
instante dentro de um intervalo h. Para M ~ uniforme [0, k], tem-se E(M)=h/2, ver
Reynolds et al. (1988). Portanto, substituindo:

TES = hx NMA —hi2 = hlp - h/2
Durante o periodo em controle o TES=h/0. e é denominado TMAF, tempo médio

até a ocorréncia de um alarme falso.
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h*NAS
h Y TS
—] :
| | n . o | | | |
Hi
Ho
W Pontos de Inspecao

Figura 5: Tempo até o sinal

Por exemplo para n=2 e k=3,00 sdo necessarias 17,81 amostras em média para
detectar uma causa especial que desloca a média de um desvio padrao (6=1). No

exemplo dos saquinhos de leite se o volume X de cada saquinho tem média x, de 1000
ml e desvio-padrio o, de 10 ml, trata-se entdo de uma causa especial que desloca a

média para 990 ml ou 1010 ml. Se aumentarmos n para 5 o NMA se reduz a 4,47. Se
for retirada uma amostra a cada uma hora se gasta 17,31 horas (17,81 -0,5 = 17,31)
para n=2 e 3,97 horas (4,47 — 0,5 = 3,97) para n=5 para se detectar a causa especial.

Desta forma, observa-se que o aumento do tamanho da amostra melhora o
desempenho do gréfico, ou seja, aumenta o poder em se detectar um desajuste do
processo. Conseqiientemente o risco f diminui. Porém, o custo de inspecdo se eleva
com o aumento do tamanho da amostra. O risco & independe de n.

J4 o aumento de k tem um impacto negativo sobre o desempenho dos gréficos,
pois diminui o seu poder. Em contrapartida, reduz-se a incidéncia de alarmes falsos, ou
seja, o risco & diminui.

Quanto ao A, deve-se ter sempre em mente o seguinte: valores pequenos de h
implicam em custos elevados com amostragens e maior incidéncia de alarmes falsos.

Antes de se aprofundar, porém, na escolha dos parametros de implementacio do
grafico de controle de Shewhart € importante investigar se as condicdes do processo a

ser monitorado satisfazem as suposi¢des necessdrias para a utilizacdo do grafico, isto
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é, se as observagdes da caracteristica de qualidade de interesse sdo independentes e
normalmente distribuidas.

A suposicdo mais importante relativa aos graficos de controle é a de
independéncia das observacdes, porque os graficos de controle convencionais nao
funcionam bem se a caracteristica da qualidade apresenta niveis, ainda que baixos, de
correlagdo ao longo do tempo. Especificamente, esses graficos de controle dardo
resultados enganosos sob a forma de demasiados alarmes falsos se os dados sdo
autocorrelacionados (MONTGOMERY, 2004). Este aspecto tem sido enfatizado por
varios autores, incluindo Russo e Camargo (2004), Moreira e Echeveste (2004) e
Moreira e Caten (2004).

Infelizmente, a suposi¢do de observacdes nao-correlacionadas ou independentes
nem sempre € satisfeita em alguns processos de fabricagdo. Os exemplos incluem
processos quimicos em que medidas consecutivas de uma varidvel do processo ou uma
caracteristica do produto se apresentam ndo raro altamente correlacionadas
(MONTGOMERY, 2004).

De fato, Shewhart, ao criar os graficos de controle, estava considerando
industrias de partes discretas, com nenhum ou quase nenhum grau de automacdo. Em
tais processos, a condi¢do de independéncia das observagdes geralmente € satisfeita.
Hoje em dia, porém, processos continuos e por batelada sdo extremamente freqiientes,
principalmente (embora ndo exclusivamente) na inddstria quimica e na industria
metalirgica. Tais processos raramente produzem observagdes independentes, de modo
que ndao podem ser monitorados pelos graficos convencionais. Este problema ndo se
restringe a processos continuos e por bateladas: processos discretos altamente
automatizados também costumam produzir dados autocorrelacionados (COSTA;
EPPRECHT; CARPINETTI, 2005).

Portanto, é importante antes de iniciar o monitoramento de um processo,
identificar se ele produz observacdes independentes ou se é autocorrelacionado, pois
um grafico de controle inadequado, que produza alarmes falsos em excesso, acabara
sendo descartado, ou pior, mantido apenas para cumprir alguma exigéncia formal. Os

alarmes sdo simplesmente ignorados pelo pessoal envolvido com o processo.
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2.4 GRAFICOS DE CONTROLE UNIVARIADOS

Os graficos de controle tém sido a principal ferramenta estatistica utilizada no
monitoramento de processos, gracas a sua simplicidade operacional. De acordo com os
fundamentos de Shewhart, sempre que um ponto € plotado na regido de ag¢do do
grafico, o responsavel pelo processo deve interrompé-lo imediatamente, visando
encontrar causas especiais que afetam a qualidade dos produtos, exemplo, um desgaste
de ferramenta que altera o didmetro X dos eixos que estdo sendo manufaturados.
Entretanto, essa simplicidade torna o grifico de controle lento, na deteccdo de
pequenas e moderadas alteracdes nos parametros dos processos que estdo sendo
monitorados, isto é, na média e/ou na variancia da variavel aleatéria X. Diante disso,
ndo tém sido poucas as propostas de alteracdo a idéia original de Shewhart, como por
exemplo, os graficos de controle adaptativos, a amostragem dupla, a amostragem em
dois estdgios e as regras especiais de decisdo, citados por Wu e Spedding (2000) e
Machado e Costa (2005, 2005a).

A 1idéia de se variar os pardmetros dos graficos de controle univariados (gréaficos
adaptativos), tais como o tamanho de amostra, o intervalo de tempo entre retirada de
amostras, tem sido bastante explorada. Reynolds et al. (1988), Runger e Pignatiello
(1991), Reynolds e Arnold (1989), Runger e Montgomery (1993) e Reynolds e
Stoumbos (2001) estudaram o caso em que o intervalo entre retirada de amostras é
variavel (VSI — Variable Sampling Interval).

Quando os grificos de Shewhart com intervalo de tempo entre retirada de
amostras varidvel estdo em uso a ocorréncia de uma observagdo na regido central do
grafico ndo levanta suspeitas de que o processo esteja desajustado, conseqiientemente
0 monitoramento € relaxado e um intervalo de tempo maior que o usual é adotado para
a retirada da préxima amostra. Por outro lado, a ocorréncia de uma observacdo na
regido de adverténcia do gréafico de controle, levanta suspeita de que o processo se
desajustou, conseqiientemente, a proxima amostra € retirada o mais breve possivel
visando confirmar ou ndo tal suspeita. Mantendo a mesma freqiiéncia de inspegdo

durante o periodo em que o processo permanece ajustado, o grafico VSI precisa, em
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média, de menos amostras para sinalizar um desajuste. De forma anéloga € possivel
variar os demais parametros dos gréaficos de controle.

A idéia do gréifico de Shewhart com tamanho de amostra varidvel (VSS —
Variable Sample Size) foi introduzida por Prabhu; Runger e Keats (1993) e Costa
(1994). Prabhu; Montgomery e Runger (1994) e Costa (1997, 1999) abordaram
também o caso em que tanto o tamanho de amostra como o intervalo entre retiradas de
amostras sdo varidveis (VSSI — Variable Sampling Size Interval). Costa (1998,1999a)
estendeu o estudo do grafico de Shewhart VSSI e incluiu limites de acdo variaveis,
sendo este grafico denominado por gréfico de controle VP (Variable Parameters).

Assim como o esquema adaptativo, o grafico de controle com amostragem dupla
proposto por Daudin (1992), foi criado para atender a necessidade de se ter uma
ferramenta estatistica 4gil na deteccdo de pequenas alteracdes nos parametros do
processo. Quando o grifico de controle X com amostragem dupla esti em uso a
amostragem ¢ realizada em dois estdgios com amostras de tamanho n, sendo
n=n,+n,. A ocorréncia de uma média amostral, considerando a sub-amostra de
tamanho n,, distante do seu valor-alvo leva ao segundo estdgio da amostragem, onde
as n, unidades restantes sdo inspecionadas e a média amostral considerando a amostra
de tamanho n € calculada e comparada com os limites de controle.

A amostragem em dois estdgios € um caso particular da amostragem dupla, onde
n,=1. Quando se tem um processo bastante estdvel, isto €, com média e variancia que
permanecem longos periodos de tempo sem se alterarem, o monitoramento se torna
bastante mondtono, pois raramente um valor de f, ou de R, cai fora dos limites de
controle. A conseqiiéncia natural é de o usudrio dar cada vez menos atencdo aos
passos necessdrios para a obtencdo dos valores de X e de R. Esta falta de atengio
pode, em alguns casos, levar a sérios enganos.

A amostragem em dois estdgios (COSTA; RAHIM, 2004, 2006) torna o
monitoramento mais simples e menos mondtono. No primeiro estdgio, um item da
amostra € inspecionado, e seu valor de X é comparado com os limites do gréfico de
Shewhart para observagdes individuais. Deste modo, se o ponto X cair dentro dos

limites de controle a amostragem € interrompida, caso contrdrio, segue-se para O
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segundo estigio, quando entdo toda amostra é inspecionada, e sua média X é agora
comparada com os limites do grifico de Shewhart para médias (podendo também ser
calculada a sua amplitude R, para entdo ser comparada com os limites do grafico de
Shewhart para as amplitudes). Quando a amostragem em dois estidgios estd em uso, no
primeiro estagio é possivel trabalhar com atributos e, desta forma, reduzir o esfor¢co
com inspecao.

O grafico de Shewhart sinaliza uma deterioracdo do processo sempre quando um
ponto cai em sua regido de acdo. Alternativamente, Wu e Spedding (2000) propuseram
um grafico de controle com regra especial de decisdo conhecido como Synthetic
Control Chart. O Synthetic Control Chart sinaliza somente quando um segundo ponto
cai na regido de agdo, e sob a condicdo de que o nimero de amostras entre os dois
pontos que cairam na regido de acdo, ndo seja superior a um valor inteiro L. O
Synthetic Control Chart tem sido objeto recente de pesquisa, ver Wu e Spedding
(2000, 2000a), Wu e Yeo (2001), Wu; Yeo e Spedding (2001), Calzada e Scariano
(2001), Davis e Woodall (2002), Machado e Costa (2005,2005a) e Costa e Rahim
(2006a).

Para varidveis de qualidade do tipo mensurdvel, ¢ comum o uso de dois gréficos
de controle, um para o monitoramento da média do processo e outro para o
monitoramento da variabilidade, ver Costa; Epprecht e Carpinetti, (2005), Costa
(1993), Costa e Rahim (2000, 2001), Rahim e Costa (2000), Gan (1995), Albin; Kang
e Sheha (1997), Costa (1998 e 1999) e Costa e Rahim (2004). A principal conclusao
que pode ser tirada de todos esses estudos € que nenhum dos graficos conjuntos sdo
confidveis na identificacdo do tipo de causa especial.

Na prdtica, a velocidade com a qual os grificos de controle detectam mudancas
no processo parece ser mais importante do que a habilidade destes em identificar o tipo
de mudanca. Deste modo, faz sentido considerar um unico grifico de controle,
baseado em uma tnica estatistica, para 0 monitoramento simultaneo da média e da
variancia do processo, ver Domangue e Patch (1991), Chen; Cheng e Xie (2001,
2004), Costa e Rahim (2004a, 2006), Costa e De Magalhdes (2005), Costa; Epprecht e
Carpinetti (2005), Barbosa; Machado e Costa (2005).
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A combinacdo do uso da regra especial de decisdo com uma tnica estatistica para
o monitoramento da média e da variabilidade do processo tem sido objeto de estudo.
Machado e Costa (2005,2005a) tém utilizado com sucesso a estatistica R. Sejam

x;, i=123,.., e j=12,.,n as observagdes da varidvel X organizadas em grupos de

tamanho n > I, com i indexando o nimero do grupo. Seja X;=(X, +..+X,)/n a i-

in

ésima média amostral, € seja ¢, = X; —u, a diferenca entre a i-ésima média amostral e o

L2
! , tem-se que:

valor alvo da média do processo. Entdo para s _ {

Ri = Z(Xij - :uo + é‘o-o)z’ i = 1,2,...

onde d é uma constante positiva. Quando d=0, R, /(y0,)’ tem distribuicdo de qui-
quadrado ndo-central com n graus de liberdade e um paridmetro de ndo-centralidade
A=n8%1y*, ou seja R./(yo,)’ ~ y>(A), ver Chen; Cheng e Xie (2004). O uso da
estatistica de Qui-quadrado ndo-central para controlar a média e a varidncia do
processo tem sido também objeto de estudo de Costa e Rahim (2004a, 2006, 2006a,
2006b), Costa e De Magalhdes (2005, 2006), Machado e Costa (2005, 2005a) e
Barbosa; Machado e Costa (2005).

2.5 GRAFICOS DE CONTROLE MULTIVARIADOS

Até agora se discutiu os graficos de controle univariados. Porém, o aumento da
complexidade e dos niveis de automacdo dos processos industriais € a crescente
disponibilidade de suporte computacional, t€m aumentado o interesse pelo
monitoramento simultdneo de vdrias caracteristicas de qualidade, também chamadas
de varidveis do processo (LOWRY; MONTGOMERY, 1995). Pouco a pouco as
novas estratégias de monitoramento de processos univariados estdo sendo aplicadas ao
monitoramento de processos multivariados.

Antes de discutir, porém, as estratégias de monitoramento multivariadas na secao
2.5.1 estdo algumas notagdes e conceitos sobre vetores aleatérios, matrizes de
covariancia e de correlagdo com o intuito de mostrar como esses sio utilizados dentro

do contexto de estatistica multivariada; na secdo 2.5.2 estdo as equagles para
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estimac¢ao das matrizes de covariancias e de correlacdo através de dados amostrais e na

secdo 2.5.3 apresenta-se a distribui¢cdo normal multivariada.

2.5.1 O Vetor de Médias e a Matriz de Covariancias Amostrais

Seja X um vetor contendo k componentes, onde cada componente é uma varidvel
aleatdria, isto é, X; € uma variavel aleatéria onde i = 1, 2, ..., k. Entao, X é chamado de

vetor aleatdrio e é denotado por:

O vetor transposto de vetor aleatério X é denotado por X’ = [X, X, X,... X, ].
O vetor u = E(X)é chamado de vetor de médias do vetor

X' =[x, X, X,..X,], sendo

Ex)| [m
EX.)| |
p=EX)=| : |=|:
EX)) La

Onde x4, = E(X,)denota a média, ou esperanca, da varidvel aleatéria X;, i =1, 2, ..., k.
A varidncia do i-ésimo componente do vetor X € denotada por
Var(X,) = 6) = 0,. O desvio padrio é denotado por o ou\/a_ﬁ e fornece a
informagdo sobre a disposi¢do dos valores das varidveis X; em relacdo a y;, isto &,
indica se os valores de X; estdo proximos ou distantes da média g,. Assim, valores
grandes de o, indicam uma maior dispersdo de valores em relagdo a média da
distribuicao.
A covariancia entre os valores da i-ésima e j-ésima varidveis do vetor X ¢é
definida por:
Cov(X,;,X;) =0; = E[(X, — u)(X; — ;)] (2.1)



44

A covariincia serve para medir o grau de relacionamento linear entre duas
varidveis aleatorias. Basicamente, observando-se a expressdo (2.1), percebe-se que

quando os valores de X; acima da média y, tendem a estar associados aos valores de X;
acima da média u;, a covariancia o, tende a ser positiva assim como quando os
valores de X; abaixo da média x4, tenderem a estar associados aos valores de Xj abaixo
da média u; . Portanto, a medida que a varidvel X; cresce (decresce) numericamente, a

varidvel X; também cresce (decresce) linearmente. Quando os valores de X; acima da

média x; tendem a estar associados com valores de X; abaixo da média 4, ou vice-
versa, a covariancia o, tende a ser negativa. Neste caso, a medida que a varidvel X;

cresce (decresce) numericamente, a varidvel X; decresce (cresce) linearmente. Embora
a covariancia tenha informacao sobre o relacionamento linear entre duas varidveis, €
dificil julgar se a relagdo € forte ou ndo, observando-se apenas os seus valores
numéricos uma vez que ndo se tem um valor de referéncia minimo ou maximo para

comparagdo dos valores o,;. Assim, uma medida mais util na pratica € a correlag@o.

(MINGOTI, 2005).

E pratica comum apresentar os valores de ¢, em uma matriz chamada matriz de

covariancias. A matriz de variincias e covariancias do vetor aleatério X € denotada

por:
Oy O o Oy
CovX) = %,,, = |%n 9n." Ou
O Ok " Oi

A titulo de ilustragdo, a matriz ¥, , = [_g - %} representa a matriz de

covariancias de um vetor aleatério X’ = [X, X, ], tal que 0,=0’= 8; 0,,=c2=5;
0,=0,="-2.
O coeficiente de correlacdo entre a i-ésima e j-ésima varidveis do vetor X €

definido por:
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onde — 1 < p,

<1,i=1,2, .., k A correlagdo é uma medida mais adequada para
avaliar o grau de relacionamento linear entre duas varidveis quantitativas do que a
covariancia, pois seus valores estdo sempre entre -1 € 1. Assim quanto mais proximo
de 1, mais indicacdo se tem de que existe um relacionamento linear positivo entre as
varidveis X; e Xj e quanto mais proximo de -1, mais indicagdo se tem da existéncia de
um relacionamento linear negativo. Uma correlacdo préxima de zero € uma indicacdo

numérica de um ndo-relacionamento linear entre as varidveis em questdo. Quando se

tém muitas varidveis, o procedimento mais comum € apresentar os valores de p,; em

uma matriz chamada de matriz de correlagdo.

2.5.2 Estimacao de Parametros: Vetor de médias, Matrizes de Covariancias e de

Correlaciao Populacionais

Na pratica, as matrizes de covariancias e de correlacdo tedricas precisam ser
estimadas através de dados amostrais. Assim, supondo que se dispde de uma amostra
aleatdria de tamanho 7, onde, para cada elemento da amostra, tenha-se observado os
valores de k-varidveis aleatdrias de interesse, ou seja, t€ém-se n vetores aleatdrios

independentes e identicamente distribuidos da forma:

Xll X12 Xln
Xl — )(:21 X2 — )€22 Y eee s Xn — )(:211
Xkl XkZ an

sendo que o primeiro indice indica a varidvel e o segundo o elemento amostral.

O vetor de médias u seré estimado pelo vetor de médias amostrais X definido

por:
X,
— 1 v
X=-[x +x,+..x]=|%
n -
Xk

onde X: é a média amostral da i-ésima varidvel, i = 1, 2, ..., k. A matriz de

covariancias ¥, , serd estimada pela matriz de covariancias amostrais S, , definida

por:
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Su 512 Slk
521 522 t S,zk

Sa Sk o Su
sendo S, = S, j # i e S, definidos respectivamente por:
Z (Xil - Y!’ )2
=1

n-—1

S, =

12

que ¢ a variancia amostral da i-ésima varidvel,

n—1
que é a covaridncia amostral entre a i-€ésima e j-ésima varidveis. A matriz de

correlagdo tedrica P, , serd estimada pela matriz de correlacdo amostral R, , definida

por:
gll 11212 I;lk
kak = E21 ;22 E21<
Rkl k2 Rkk

i

S:S

i~ jj

onde R, , = € o coeficiente de correlagdo amostral entre as i-€sima e j-ésima

varidveis, conhecido como coeficiente de correlagao de Pearson (MINGOTI, 2005).
2.5.3 Distribuicao Normal Multivariada

A distribuicdo normal multivariada é uma generalizacdo da normal univariada
para o caso no qual se trabalha com duas ou mais varidveis aleatdrias
simultaneamente. A distribui¢do normal univariada com média g e varidncia o” tem

densidade de probabilidades dada por:

o= exp{%l(x - “j}

No caso de um vetor aleatério de dimensdo k, ou seja, X' = [X, X, X,.. X, |

diz-se que este vetor tem uma distribuicio normal k-variada, e denota-se

X ~ N(u, X, .,), se afungdo densidade de probabilidade de X for dada por:
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1 -1 "
f(x17x2""’xk):Wﬂxp{T('x—ﬂ) 2 (X—ﬂ)}-

A quantidade (x — ) X 7'(x — u) é referida como a distancia de Mahalanobis do
vetor x ao vetor de médias u . Ela também € denominada de distancia padronizada ou

distancia estatistica (MINGOTI, 2005).
Quando k£ = 2, tem-se a distribuicdo normal bivariada. Nesse caso, a funcao

densidade do vetor X’ = [X, X, ]é dada por:

laes) = o enl 5l - )

2
0, Oy O, PO, 0,
z = = 2
0, Oy pPo,0, O,

sendo p o coeficiente de correlagdo entre X, e X5, — 1 < p < 1, |¥] = 0'120'5( - pz).

Quando p=0, a fun¢do f(x,x,) é o produto de duas densidades normais

univariadas e, logo, as varidveis X; e X, sdo independentes, isto é,

f(xl’xz) = g(xl)g(x2)

o) = {_ [—j}

Portanto, no caso da distribuicio normal k-variada, se X; e X, forem ndo

correlacionadas também serdo independentes (MINGOTI, 2005).
2.6 GRAFICO DE CONTROLE T? DE HOTELLING

Desde que foi criado, o grifico de controle baseado na estatistica T para o
monitoramento de processos multivariados (HOTELLING, 1947) passou a ser o
dispositivo estatistico mais usual no monitoramento de duas ou mais caracteristicas de

qualidade. Lowry e Montgomery (1995) fazem uma revisdo dos gréficos de controle
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multivariados. Mason e Young (2002) discutem exaustivamente as aplicagdes do
gréfico de controle T7.
O gréfico de controle 7> € utilizado no monitoramento simultaneo de k varidveis

de interesse. Quando o vetor das médias e a matriz de covariancia, 4, € 2,, de um

processo k-variado distribuido normalmente sdo conhecidos, a estatistica T°> de

Hotelling para a i-ésima amostra € dada por:

’

7 = alXs - ) (X0 - u,)
onde n é o tamanho da i-ésima amostra ¢ X, é o vetor das médias amostrais dos k

pardmetros para a amostra i. Quando o processo estd sob controle, 7> segue uma

distribuicdo de Qui-quadrado com k graus de liberdade.

Quando o vetor das médias e a matriz de covariancia sdo desconhecidos,

costuma-se utilizar os estimadores , € 2., baseados em m amostras:

3

S,

i

P &<
lL[O:X:—ZXi € Z()ZS:

1
m i m’

onde X,e S, sdo respectivamente o vetor das médias da amostra e a matriz de

covariancia da i-ésima amostra aleatdria e independente de uma distribui¢do normal .-

variada com vetor das médias x4, e matriz de covariancia 2> ,. Assim, a estatistica

utilizada no monitoramento do processo para o0 caso em que 0S parametros sao

estimados, € dada por:

’

7} = (X - a,) £'(X0 - )
neste caso, Tl.2 segue uma distribui¢do F ndo-central.

Recentemente Champ, Jones-Farmer e Rigdon (2005) estudaram as propriedades
do grafico de controle 7> quando os parAmetros sdo estimados.

O gréfico de controle T*de Hotelling é andlogo ao grifico X de Shewhart,
sendo ambos pouco sensiveis a deslocamentos pequenos e moderados do vetor das
médias. Desta forma, métodos estatisticos univariados tais como, o esquema CUSUM
e o grifico de EWMA, ver Costa; Epprecht e Carpinetti (2005), tém sido utilizados
para o caso multivariado (ver Woodall e Ncube (1985); Crosier (1988); Pignatiello e
Runger (1990); Lowry et al. (1992); Lowry e Montgomery (1995); Prabhu e Runger
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(1997); Qiu e Hawkins (2001)) em que o vetor de médias estd sujeito a pequenas
alteracdes. Bernard (2001) estudou o desempenho do grifico d¢ EWMA multivariado
para o monitoramento da variabilidade de um processo.

A idéia de se variar os pardmetros dos graficos de controle multivariados
(graficos adaptativos multivariados), tais como o tamanho da amostra, o intervalo de
tempo entre retiradas de amostras, tem sido explorada em artigos recentes (Aparisi
(1996), Aparisi e Haro (2001), Aparisi e Haro (2003), Chou; Chen e Chen (2006)).

A adocdo da amostragem dupla para o caso de processos multivariados tem sido
estudada por Grigoryan e He (2005) e He e Grigoryan (2005). Grigoryan (2003)
estudou o caso dos gréaficos multivariados com amostragens multiplas obtendo o NMA
por meio de simulacdo. Alternativamente, Machado e Costa (2006, 2006a) se
dedicaram a obten¢do das propriedades dos Gréficos de Controle Bivariados com
Amostragem em Dois Estdgios e com Regra Especial de Decisdo por meio de
desenvolvimentos tedricos.

Skinner (2002) estudou esquemas de controle multivariados apropriados para o
caso em que as varidveis t€ém uma distribuicao de Poisson.

Uma dificuldade encontrada ao se lidar com qualquer gréifico de controle
multivariado € a interpretacdo pratica de um sinal de fora de controle.
Especificamente, ndo se sabe ao certo qual das k varidveis (ou qual subconjunto delas)
é responsével pelo sinal. A prética padrio consiste em plotar graficos X univariados
para as varidveis X, X, X,...X,.

No entanto, essa abordagem pode ndo ser bem sucedida (MONTGOMERY,
2004). Mason e Young (2002) discutem como o método da decomposi¢do ortogonal
pode auxiliar na interpretagdo de um sinal no grafico 72. Thomas (2002) estende os
estudos realizados por Mason et al. (1995) sobre a decomposi¢io da estatistica T°de
Hotelling para identificacdo das varidveis fora de controle quando em uso um esquema
de monitoramento multivariado. Konrath (2002) estuda o grifico de controle
multivariado 7*de Hotelling, decompondo a estatistica T° por meio de um algoritmo
computacional, também baseado na abordagem proposta por Mason et al. (1995).

Antes de se utilizar um esquema de monitoramento multivariado deve-se

investigar se os vetores de observacdes sdo independentes, assim como para o caso



50

univariado. As observacdes de um processo multivariado sdo k-dimensional e as
componentes sdo, em geral, correlacionadas. Para o caso univariado, uma abordagem
que se tem revelado ttil quando se lida com dados autocorrelacionados consiste em
modelar diretamente a estrutura correlacional com um modelo apropriado de série
temporal, usar esse modelo para remover a autocorrelagdo dos dados e aplicar graficos
de controle aos residuos ((MONTGOMERY; MASTRANGELO, 1991) e (LU;
REYNOLDS, 1999)).

Sdo poucos, até o momento, os esquemas de monitoramento desenvolvidos para
o caso multivariado quando as observacdes do processo sdo autocorrelacionadas.
Kalgonda e Kulkarni (2004) propdem um esquema para o monitoramento da média de
um processo multivariado autocorrelacionado. Eles consideram que as observagdes do
processo seguem um modelo de série temporal vetorial de primeira ordem
estaciondrio, VAR (1), e investigam o desempenho do esquema de monitoramento

proposto em diagnosticar o sinal.
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3 DESCRICAO DO GRAFICO DE CONTROLE BIVARIADO COM
AMOSTRAGEM DUPLA E DE ALGUNS ESQUEMAS
CONCORRENTES

3.1 CONSIDERACOES INICIAIS

Este capitulo se dedica a descri¢do dos graficos de controle propostos para o
monitoramento de processos bivariados. Sdo eles: grafico de controle bivariado com
amostragem dupla (Bivariate Control Chart with Double Sampling ou grafico BIDU),
grifico de controle bivariado com amostragem em dois estdgios (Bivariate Control
Chart with Two Stage Sampling ou grifico BITWO), que € um caso particular do
grafico BIDU, e os graficos BIDU e BITWO com regra especial de decisdo (Bivariate
Synthetic Control Charts ou, respectivamente, graficos SyBIDU e SyBITWO).

Além disso, serdo descritos alguns graficos multivariados existentes na literatura,
para o caso particular de duas varidveis, com os quais os graficos bivariados propostos

concorrem. Sdo eles: o grafico de controle multivariado tradicional (grafico T?)

introduzido por Hotelling (1947); o grafico de controle multivariado com tamanho de
amostra variavel (Multivariate Control Chart with Variable Sample Size ou MVSS
chart) objeto de estudo de Aparisi (1996); o grafico de controle multivariado com
intervalo de tempo entre retirada de amostras varidvel (Multivariate Control Chart
with Variable Sampling Interval ou MVSI chart) estudado por Aparisi e Haro (2001) e
o grafico multivariado com ambos tamanho de amostra e intervalo de tempo entre

retirada de amostras varidveis (MVSSVSI chart) estudado por Aparisi e Haro (2003).
3.2 GRAFICO DE CONTROLE BIDU

O grifico de controle BIDU ¢é empregado no monitoramento de duas
caracteristicas de qualidade (x; y), descritas por uma distribuicdo normal bivariada com

vetor de médias u =(u;x,) e uma matriz de covaridncias conhecida

c. o
X Xy 2 A . o 4.
= { 5 } em que o, = 0, = po,o, €a covaridncia entre x € y. No inicio do
y

yx
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monitoramento o vetor de médias estd centrado nos valores-alvo, g, = (u,: 4,,), mas
apds um certo tempo aleatério uma causa especial altera o vetor de médias de u,, para
My, emque (4, — py) = (6,0,:0,0,),com &, =0 e/ou &, #0 sem alterar a matriz de
covariancias. Durante o periodo em controle x#=y, e durante o periodo fora de
controle x=u,. O objetivo do monitoramento é detectar qualquer causa especial que
tire x"do seu valor alvo .

Similarmente ao grafico de controle de Shewhart, amostras com tamanho n,+n,
sdo retiradas do processo em intervalos de tempos regulares. A amostragem € realizada
em dois estdgios. No primeiro estigio »n, unidades sdo inspecionadas, duas
caracteristicas de qualidade (xy)sd3o medidas e a distdncia estatistica entre

X, = (. ) € M=o, ), dada por T} = n (X, — u,) £ (X, — p,) é calculada,

sendo x, € y, as médias amostrais das duas caracteristicas de qualidade (x:y) da sub-

1
amostra de tamanho n, .

Se T for menor do que o limite de adverténcia, LA, a amostragem ¢
. . 2 . . . . . s .
interrompida. Se 7" for maior do que o limite de controle do primeiro estagio, LC,, o
gréifico de controle sinaliza um desajuste do processo. Se LC,<T,’<LA, a amostragem
val para o segundo estdgio, onde as n, unidades restantes sdo inspecionadas e a

distdncia  estatistica entre X, = (x,,y,) € 4, = (4,; H,,), dada por

T) = n(X, — u,) L' (X, — 4,), é calculada, sendo x, e y, as médias amostrais de

(x;y)levando em consideracdo a amostra de tamanho n, sendo n =n,+n,. O grafico
também sinaliza um desajuste do processo quando 7,)>LC,, sendo LC, o limite de
controle do segundo estdgio.

A regido dada por (LA,LC,) serd chamada de regido de adverténcia. A regido
acima de LC, serd chamada de regido de a¢do do primeiro estdgio e a regido acima de
LC, serd chamada de regido de ac¢do do segundo estagio.

Se um ponto cai na regido de acdo antes da média do processo se desajustar, isto

é, quando u=y,, tem-se um alarme falso. Em outras palavras, o grafico de controle
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sinaliza erroneamente a ocorréncia de uma causa especial. No primeiro estigio a
probabilidade de se ter um alarme falso é dada por ¢, e, no segundo estagio, por «, .

Se um ponto cai na regido de acdo apds a ocorréncia da causa especial, isto é,
quando x4 # u,, tem-se um alarme verdadeiro. No primeiro estigio a probabilidade de
se ter um alarme verdadeiro € dada por p, e, no segundo estagio, por p,.

Deste modo, o = a, + «, € a probabilidade de se ter um alarme falso quando a
amostragem dupla estd em uso e p = p, + p, € o poder de deteccdo do grifico de
controle BIDU.

Durante o periodo em controle, o nimero médio de itens inspecionado por
amostragem, n, € dado por

n=mn+n(l-p)
onde p( € a probabilidade de que a amostragem seja interrompida no primeiro estagio.

A eficiéncia de um gréafico de controle em detectar uma alteracdo no processo
pode ser medida pelo nimero médio de amostras até o sinal (NMA), ver Costa;
Epprecht e Carpinetti (2005). Durante o periodo em controle o NMA=1/o §é
denominado NMA,, e durante o periodo fora de controle NMA=1/p. Quando um
processo estd sob controle € desejdvel que o nimero médio de amostras retiradas do
processo desde o inicio do monitoramento até o sinal (NMA,) seja grande, de modo a
garantir poucos alarmes falsos. Quando um processo estd fora de controle é desejavel
que o nidmero médio de amostras retiradas desde a ocorréncia de uma causa especial
até o sinal (NMA) seja pequeno, de modo a garantir uma rdpida deteccao de alteracdes
No processo.

A distincia estatistica 7 tem uma distribuicio de Qui-Quadrado, T? ~ .,

portanto:
LA = 21 iy (3.D
LC, = 71, (3.2)
onde Pr(y? > ;(,fx) = x.
A Figura 6 mostra um grifico de controle BIDU com os valores de T e T_

plotados. O gréfico de controle dd um sinal quando 7} > LC, ou quando T > LC,. Os
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pontos amostrais Tj , a0 cafrem na regido de adverténcia, disparam a inspecao de toda

a amostra, e, nestes casos, a estatistica Té ¢é calculada e comparada com LC,. Para

evitar o uso de dois graficos, um para o primeiro estdgio e outro para o segundo
estagio, o usudrio pode construir o grafico BIDU com duas escalas, uma do lado
esquerdo e uma do lado direito, como ilustrado na Figura 6. Os valores Tj
correspondem aos pontos pretos que sao plotados considerando a escala da esquerda, e

os valores T correspondem aos pontos brancos que sio plotados considerando a

escala da direita.

5 A A
T, 2
il Ti2
LC, LC,
LA
1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13
Numero da amostra (i)
® Valores de Tif O Valores de T?z

Figura 6 - Gréfico de controle BIDU com os valores de T e T3

3.3 GRAFICO DE CONTROLE BITWO

O gréfico de controle com amostragem em dois estagios (grafico BITWO) é um
caso particular do grafico BIDU onde n,=1 e LCy = =, ou seja, o,=0. O grifico de
controle com amostragem em dois estdgios foi objeto de estudo de Costa e Rahim
(2004, 2006).

A Figura 7 mostra o grafico de controle BITWO com os valores T e T_

plotados. O grifico de controle dd um sinal quando 7 > LC,. Os pontos amostrais
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T2

> a0 cairem na regido de adverténcia, que para o caso da amostragem em dois

estdgios corresponde a regido acima de LA, disparam a inspecdo de toda a amostra, e,

nestes casos, a estatistica 7 ¢é calculada e comparada com LC,.

T? 4
il

»
[
»

~

(38

i2

y 2
vl

Ne--O

v

1 23 45 6 7 8 910 1112 13

Nuamero da amostra (i)

® Valoresde T° O Valores de T,

Figura 7 - Gréfico de controle BITWO com os valores de T e T;

Para o calculo de LA utiliza-se a equacdo (3.1) fazendo ¢, = 0.
Pela simples observagdo das Figuras 6 e 7, percebe-se que é mais facil trabalhar

com o grafico de controle BITWO.
3.4 GRAFICO DE CONTROLE SyBIDU

Quando o grafico de controle com regra especial de decisdo estd em uso, a
decisdo sobre o estado do processo é baseada no NA, nimero de amostras conformes
entre ocorréncias de amostras ndo-conformes. Uma amostra serd ndo-conforme quando
seu valor amostral gerar um ponto fora dos limites de controle. No inicio do
monitoramento, o primeiro NA corresponde ao nimero de amostras retiradas do
processo antes da ocorréncia da primeira amostra ndo-conforme. Se o NA for menor
ou igual a L, onde L é um numero inteiro positivo especificado, o processo é

considerado fora de controle e um sinal é gerado.
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De acordo com Wu e Spedding (2000) tem-se:

NMA=Ax— 1 (3.3)

Q0 1-1-0)""

Durante o periodo em controle OQ=a e o NMA € denominado NMA,, e durante o
periodo fora de controle Q=p.

Quando o intervalo de amostragem ¢ fixo, 0 NMA mede o tempo necessario para
se detectar uma causa especial que esteja presente desde o inicio do monitoramento ou
desde a ocorréncia da causa especial. No primeiro caso o NMA € obtido com o
processo em regime transiente (NMA zero-state ou NMAzs), enquanto que no segundo
caso o NMA ¢é obtido apds o processo alcancar o regime permanente (NMA steady-
state ou NMA,). Entretanto, é mais provdvel que a causa especial ocorra apds um
longo e indeterminado periodo em operacdo, deslocando a média do seu valor alvo.
Assim, a causa especial ocorre entre duas amostras ndo-conformes.

O NMA,, mede o tempo que o grafico de controle com regra especial de decisdao
leva para sinalizar uma alteragdo no processo. O NMA,, para o grafico SyBIDU foi
obtido utilizando-se o procedimento descrito por Davis e Woodall (2002). Mais
detalhes sobre as diferencas entre o NMAzs ou NMA,, podem ser encontrados no
Apéndice C.

A Figura 8 mostra um gréfico de controle SyBIDU com os valores de 7 e T
plotados. Uma amostra ¢ classificada como ndo conforme sempre que 7; > LC, ou
T’ > LC, e o grifico SyBIDU d4 um sinal quando NA<L.

Semelhante ao grifico BIDU, os pontos amostrais Tif, ao caifrem na regido

delimitada por LA e LC,, disparam a inspec¢do de toda a amostra, e, nestes casos, a

estatistica 7 € calculada e comparada com LC,. O sinal é baseado no NA. De acordo

com a Figura 8, o primeiro ponto amostral na regido de acdo é o da nona amostra,
portanto trata-se de amostra ndo-conforme. A pr6xima amostra ndo-conforme é a 13"
O NA neste caso € igual a quatro, ou seja, hd quatro amostras conformes entre a nona e
a 13* amostras (13 - 9 =4). Como o NA € menor do que L(=cinco), o grafico SyBIDU

sinaliza uma altera¢do no processo.



57

) A A
T 2
il Ti2
LC, LC,
LA
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Numero da amostra (i)
=5
® Valores de T? O Valores de T

Figura 8- Grafico de controle SyBIDU com os valores de T} e T}

Observa-se na Figura 8 que a primeira amostra foi classificada como ndo-
conforme apds a inspecdo dos seus primeiros n, itens (gerando um ponto preto acima
do LC,), enquanto que a segunda amostra foi classificada como ndo-conforme somente
apds a inspe¢do de todos os seus n itens (gerando um ponto branco acima do LC5).
Alternativamente a primeira amostra ndo-conforme poderia corresponder a um ponto
branco (acima do LC,) e/ou a segunda amostra ndo-conforme poderia corresponder a

um ponto preto (acima do LC)).
3.5 GRAFICO DE CONTROLE SyBITWO

O gréfico de controle SyBITWO € um caso particular do grafico SyBIDU, onde
n,=1 e LC| = . Portanto, quando o gréfico de controle SyBITWO estd em uso, para
que uma amostra seja classificada como ndo-conforme € necessario que a amostragem

va para o segundo estdgio, isto €, que a estatistica T,-? > LA, e que a estatistica
2
T, > LCG,.
No gréfico da Figura 9 a amostra ndo-conforme € aquela que gera dois pontos,

um preto e um branco, acima da linha de adverténcia LA, que coincide com a linha de

controle LC,. As amostras 9 e 13 sdo ndo-conformes. O NA neste caso € igual a quatro
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(13" amostra - 9* amostra = 4). Como o NA é menor do que L (=cinco), o gréfico

SyBITWO sinaliza uma alteragdo no processo.

2
A
Ti 1

" A Valt
Ve

-0
~
)

v

1 23 45 6 7 8 910 11 12 13

Nimero da Amostra (i) L=5

@ Valores de T,f o Valores de T;

Figura 9- Gréfico de controle SyBITWO com os valores de 7. e T};

3.6 GRAFICO DE CONTROLE 7> DE HOTELLING

O grafico de controle baseado na estatistica 7> para o monitoramento de
processos multivariados foi criado por Hotelling (1947). O grafico 7> de Hotelling é
analogo ao grifico X de Shewhart, sendo ambos pouco sensiveis a deslocamentos
pequenos a moderados dos pardmetros do processo.

A Figura 10 apresenta o grafico 7> de Hotelling que sinaliza quando 7> > LC.
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1 23 45 6 7 8 910 11 12 13

Numero da amostra (i)

Figura 10 - Gréfico de controle 7*de Hotelling

Como T’ tem uma distribuicio de Qui-Quadrado, T* ~ y. , segue que:
LC =z,
onde a é a probabilidade de alarme falso e &k é o nimero de varidveis sendo
monitoradas. Os estudos que seguem, tanto para o grafico T tradicional quanto para

os graficos adaptativos, se restringem ao caso bivariado, isto &, k=2.

Durante o periodo em controle o NMA=1/a e é denominado NMA,. Durante o

periodo fora de controle, a causa especial gera alteracdes nos parametros do processo

de magnitude d, onde d = \/ (- uy) X't — u,) e u éo vetor de médias das duas
caracteristicas de qualidade apds a ocorréncia da causa especial. Apds a ocorréncia da
causa especial a estatistica 7> ~ g, (1), isto &, T* tem distribuicio de Qui-quadrado

ndo-central com pardmetro de ndo-centralidade A = nd’, sendo n o tamanho da
amostra (APARISI, 1996).
O NMA ¢ dado por:

1

NMA = ——
-4

(3.4)

onde B = Pr(y2(4) < LC).
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3.7 GRAFICO DE CONTROLE MVSS

O gréfico de Shewhart univariado com tamanho de amostra varidvel foi estudado
por Prabhu; Runger e Keats (1993) e Costa (1994). Aparisi (1996) estendeu estes
estudos para o grafico de controle multivariado baseado na estatistica 7> de Hotelling
onde dois tamanhos de amostras sao utilizados, n, € n,, sendo n, >n,. Neste estudo
considerou-se o grafico de controle 7> com tamanho de amostras varidvel para

processos bivariados. Define-se um limite de adverténcia w e um limite de controle

LC,onde 0 < w < LC (Figura 11).

y /\?/\/‘\O/’
St Y

1 23 45 6 7 8 910 1112 13

v

Niimero da amostra (i)

Amostras de tamanho n—»> @ Amostras de tamanho n, —O

Figura 11 - Gréfico de controle MVSS

Quando o gréfico de controle MVSS estd em uso, n,, o tamanho da i-ésima
amostra dependem do valor de T/ ,:

n, se T2, <w

l

n, se w<T? <ILC

1
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Por meio de um modelo de cadeia de Markov € possivel obter medidas de
desempenho do grafico MVSS. A cada instante de amostragem um dos trés estados da

cadeia é alcangado de acordo com a posigdo de T}, :
Estado 1: 7%, € (0, w).

Estado 2: T)*, € (w, LC).

Estado 3: 7%, € (LC, ), isto é, T;>,> LC.

Os estados 1 e 2 sdo transitorios. O estado 3 € um estado absorvente.

A matriz de probabilidade de transicdo ¢ dada por:

P, P, P;
P = P2,1 Pz,z P2,3
0 0 1

Quando hd uma alterac@o d no processo, P, ; € a probabilidade de transi¢do do
estado i para o estado j, ou seja,
P, =pPr?, < wIT? ~ 22(A))
P,=Prlw < T?, < LC I T}, ~ 22(4))
F,=1- (Pll + Pl2)
Py=Pr(l2 < wiT ~ 2(A)
P,=Prlw < T? < LCIT? ~ z2(4,))

P2,3:1 - (P2,1 + Pz,z)

onde 4 = nd*e A, = n,d’.
A velocidade com que o grafico MVSS detecta uma alteracdo no processo € dada
por:

NMA = B'(I - Q)1 (3.5)
onde B = (p,, p,) é o vetor de probabilidade iniciais e p, + p, = 1. Q é a matriz 2x2
de probabilidades de transi¢do onde os elementos associados com o estado absorvente
foram eliminados. I € a matriz identidade de ordem 2 e 1 € o vetor unitario, isto €&,

U'=(11).



62

Estando em uso o esquema de amostragens com tamanho de amostra varidvel
tem-se que o nimero médio de itens inspecionados por amostragem € dado por:
piny + pyny = n. (3.6)

Para p, = Py’ < w) tem-se que (3.5):

01

NMA(K, d. w.n.n,) = (Plz? < w) 1= Pz} < W){ 1 OB

Plz() <w)  Plw< 22(4) < LC)J 1[1

B P(}[kz(iz) <w) Plw < 22 (4,) < Lo)l|
3.7)
onde A4, = n,d’.

O limite de adverténcia w depende dos valores de ny, n, e n. Da igualdade em

w = F*Ki __’;2 j k}, (3.8)

2 _ 2 2\ _ 1 i (k/2)-1_-y/2
sendo F Koxo k) = Pr(}(k < Zk,x) = m J:) y e dy (39)

(3.6) segue,

a distribuicdo de Qui-Quadrado central acumulada com k graus de liberdade. Para o
caso bivariado, k=2.

O limite de controle é LC = y; ,. Aparisi (1996) minimizou os NMAs para virios

valores de ny, np, n, ked.

3.8 GRAFICO DE CONTROLE MVSI

O gréifico de Shewhart univariado com tempo de espera entre retirada de
amostras varidvel foi estudado por Reynolds et al. (1988). Aparisi e Haro (2001)
estenderam estes estudos para os grificos de controle multivariados baseados na
estatistica 7> de Hotelling (MVSI) onde dois intervalos de tempo entre retirada de

amostras, at, e bt,, sdo utilizados, sendo bt,<at,. Neste estudo consideramos o

grafico de controle 7> com tempo de espera entre retirada de amostras varidvel para
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processos bivariados. Define-se um limite de adverténcia w e um limite de controle

LC,onde 0 < w < LC (Figura 12).

T 4

1

. A\
o\/ Ny~

0 bty aty+ bty 2aty + bty 2aty + 2bty  3aty + 2bty

/.

v

Tempo

Valores de Tl_2 para amostras com tamanho de intervalo az, —» @

Valores de Tl_2 para amostras com tamanho de intervalo bt, —» (O

Figura 12 - Gréfico de controle MVSI

Quando o grafico de controle MVSI estd em uso, A, o intervalo de tempo entre a
(i-1)-ésima e i-ésima amostragens dependem do valor de T/ ,:

bt,, se w<T> <LC

l

h.=

1

at se 0<T? <w

0° i
Por meio de um modelo de cadeia de Markov € possivel obter medidas de
desempenho do grafico MVSS. A cada instante de amostragem um dos trés estados da
cadeia é alcangado de acordo com a posigdo de T}, :
Estado 1: T, € (0, w).
Estado 2: T?, € (w, LC).
Estado 3: T, € (LC, ), isto é, T>> LC.
Os estados 1 e 2 sdo transitorios. O estado 3 é um estado absorvente.

A matriz de probabilidade de transi¢do € dada por:
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P, B, P,
P = P2,1 P2,2 P2,3
0 0 1

Quando ha uma alteragdo d no processo, P, ; € a probabilidade de transi¢do do
estado i para o estado j, ou seja,
P,= P, =PAT}, < wIT? ~ 72(1)
P,= P, =Prlw < T?, < LC | T?, ~ (D))
F,=1- (Pll + Pl2)

P2,3:1 - (P2,1 + Pz,z)

onde 1 =nd*.

A velocidade com que um grafico de controle detecta mudancas no processo
mede a sua eficiéncia estatistica. Quando o intervalo entre amostragens é varidvel a
velocidade é medida pelo TES (Tempo esperado até o sinal), isto €, o tempo esperado
entre a ocorréncia da causa especial e a sua deteccdo. O TES permite comparar a
eficiéncia de diferentes graficos de controle. Por exemplo, a do gréfico de controle 7>
com pardmetros fixos com a do griafico T° com tamanho de intervalo entre
amostragens varidvel. No entanto, esta comparacdo sé € apropriada se os graficos a
serem comparados produzem a mesma freqiiéncia de alarmes falsos e demandam a
mesma freqiiéncia de amostras e de itens a inspecionar. Nas comparagdes entre o
grifico T tradicional e o grafico T> MVSI tais condigdes sdo alcangadas quando:

at,p, + bt,p, = t,. (3.10)

Os valores de p, e p, representam a porcentagem do tempo que O processo
permanece nos estados 1 e 2 respectivamente, quando isento de causas especiais. Tem-
seque p, = P(T2, < wIT? <LC;d =0)e p, +p, =1.

Entdo a velocidade com que o gréifico de controle MVSI detecta uma alteragdo no
processo € dada por:

TES = B'(I - Q)'¢ (3.11)
onde B = (p,, p,) é o vetor de probabilidade iniciais. 7é a matriz identidade de

ordem 2. Q ¢é a matriz 2x2 de probabilidades de transicio onde os elementos
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associados com o estado absorvente foram eliminados e ¢ = (at,, bt,) é o vetor do

intervalo de tempo entre retirada de amostras.

A equagdo (3.11) pode ser reescrita como:

(Pl < w) Plr; <w) |1 ©
TES(k, d, w, b, a) = (ﬂm’ - WJHO IB

) {P(x,f(/i) < w) Plw < 22(4) < LC)J l{atoj

(3.12)
P(;[k2 (1) < w) Plw < x (1) < LC) bt,

Para se ter a igualdade em (3.10), o limite de adverténcia w deve ser dado por:

w = F‘l[(l — bj . F(LC, k), k}, 0<b<1<a) (3.13)

a—
sendo F dado pela expressao (3.9).

Dados os valores de w e b tem-se que:

(1 -b)P(x? < LC)+ bP(x? < w) (1 - B)F(LC, k) + bF(w, k) 3.14)
- Pl < w) B F(w, k) ' ’

a

O limite de controle ¢ LC = g, ,. Aparisi e Haro (2001) minimizaram os

valores de TES para varios valores de at,, bty, n, ke d.
3.9 GRAFICO DE CONTROLE MVSSVSI

O gréfico de Shewhart univariado com tamanho de amostra e tempo entre
retirada de amostras varidveis foi estudado por Costa (1997, 1999). Aparisi e Haro
(2003) estenderam estes estudos para os graficos de controle multivariados baseados
na estatistica 7> de Hotelling (MVSSSI) onde dois tamanhos de amostras e dois
intervalos de tempo entre retirada de amostras sdo utilizados, respectivamente, n, € n,,

sendo n, >n, € h, e h,, sendo h,<h,. Neste estudo considerou-se o grafico de controle

7> com tamanho de amostra e tempo entre retirada de amostras varidveis para
processos bivariados. Define-se um limite de adverténcia w e um limite de controle

LC,onde 0 < w < LC (Figura 13).
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Apesar de existir a possibilidade de serem usados dois limites de adverténcia, um
para o MVSS e outro para o MVSI, no estudo realizado por Aparisi e Haro (2003)
apenas um limite foi considerado, com o objetivo de manter a simplicidade

operacional do gréfico.

T? &

1

LC

§ A
o\/ Ny~

0 bt aty+ bty 2aty + bty 2aty + 2bty  3aty + 2bt

v

Tamanho de amostra n, —» @ Tamanho de amostra n, —»QO

Figura 13 - Gréfico de controle MVSSVSI

Quando w = 0, n,=n, e a = b = 1 o griafico MVSSVSI se reduz ao grafico de
controle 7> com pardmetros fixos. Quando @ = b = 1 e n, < n < n, reduz-se ao
grafico T> MVSS (APARISI, 1996). Quando n, = n, = n ea<b<1ea> 1reduz-se
ao grafico T> MVSI (APARISI; HARO, 2001).

Quando o grafico de controle MVSSVSI estd em uso, n,, o tamanho da i-ésima

amostra € 4, o intervalo de tempo entre a (i-1)-€sima e i-ésima amostragens
2
dependem do valorde 7, :

(n,,bt,), se w<T? <LC

1

(n. h.) =

[

(n,, at,), se 0 <T’ <w

1
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Por meio de um modelo de cadeia de Markov € possivel obter medidas de
desempenho do grafico MVSSVSI. A cada instante de amostragem um dos trés estados

da cadeia é alcangado de acordo com a posi¢do de T2, :
Estado 1: 7%, € (0, w).

Estado 2: T)*, € (w, LC).

Estado 3: T?, € (LC, ), isto é, T>> LC.

Os estados 1 e 2 sdo transitorios. O estado 3 € um estado absorvente.

A matriz de probabilidade de transicdo ¢ dada por:

By B, P,
P=1P, P, P,
0 0 1

Quando hd uma alterac@o d no processo, P, ; € a probabilidade de transi¢do do
estado i para o estado j, ou seja,
P =P < wlT? ~ 22(4))
P,=Prlw < T?, < LC I T}, ~ 22(4))
F,=1- (Pll + Pl2)
Py=Pr(l2 < wiT ~ 2(A)
P,=Prlw < T?, < LC I T}, ~ 22(A,))

P, =1- (P2,1 + Pz,z)

onde 4 = nd*e A, = n,d’.

A velocidade com que o grafico de controle MVSSVSI detecta mudancas no
processo € medida pelo TES. O TES permite comparar a eficiéncia do gréafico de
controle 7* com parametros fixos com a do grifico 7> com tamanho de amostras e
intervalo entre amostragens varidveis. No entanto, esta comparacdo sé é apropriada se
os gréficos a serem comparados produzem a mesma freqiiéncia de alarmes falsos e
demandam a mesma freqii€éncia de amostras e de itens a inspecionar. Nas comparagdes
entre o grifico T* tradicional e o grafico 7> MVSSVSI tais condi¢des sdo alcangadas

quando:
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mpy + mp, = n,

at,p, + btyp, = t,

Os valores de p, e p, representam a porcentagem do tempo que O processo
permanece nos estados 1 e 2 respectivamente, quando isento de causas especiais.

Observa-se que:

P2, <w) _ Pl < w)
Plr?, < Lc)  Ply? < LC)

1

p, = P[[? < wlT? < LC;d = 0) =

l

ep +p, =1
Entdo a velocidade com que o grifico de controle MVSSVSI detecta uma

alteracdo no processo € dada por:

TES = B'(I - Q)'t’ (3.15)
onde B = (p,, p,) é o vetor de probabilidade iniciais, /é a matriz identidade de
ordem 2. Q é a matriz 2x2 de probabilidades de transicio onde os elementos
associados com o estado absorvente foram eliminados e ¢ = (at,, bt,) é o vetor do
intervalo de tempo entre retirada de amostras.

A condicio n,p, + n,p, = n, determina o limite de adverténcia w:

n - P, < wlT2, < LC)+n, Plw< T2, < LCIT? < LC)

1

P(r’, < w) . Plw < T2, < LC)

1 1

= n,,sendo n, < n, < n,.

P, <L)t Pl < Lo)

Como T2, ~

i P(r?, < w) ) Plw < T, < LC) _
VP2 <L)t P <L)

Portanto:

w = F“H”z - ”Oj - F(LC, k), k}, (3.16)

n, - m
sendo F dado pela expressao (3.9).

O limite de adverténcia w também pode ser determinado pela segunda condi¢do

at,p, + bt,p, = t,, onde w é dado por:
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w = F*Hl — bj - F(LC, k), k} (0<b<1<a) (3.17)

a—
Da igualdade entre as expressdes (3.17) e (3.18) obtém-se a expressdo para o
célculo de a, que depende de ny, ny, n, € b:

n, - n _b(no _”1).

a:
n, —n,

O limite de controle ¢ LC = %, .

Aparisi e Haro (2003) minimizaram os valores de TES para vérios valores de at,

bty, n, n,, n,, ked.
3.10 OBTENCAO DO NMA PARA OS ESQUEMAS CONCORRENTES

Para a obtencdo das medidas de desempenho dos graficos MVSS e MVSI fez-se
uso de simulacdes. Estas simulacdes foram realizadas pela candidata a bolsa de
Iniciacdo Cientifica PIBIC Bia Keiko Haneda, do curso de graduacdo em Engenharia
de Produ¢do Mecanica da Faculdade de Engenharia de Guaratinguetd (FEG-UNESP),
e detalhes sobre os resultados podem ser encontrados em Haneda; Machado e Costa
(2006). Neste estudo observa-se que as diferencas obtidas entre os resultados
existentes em Aparisi (1996) e Aparisi e Haro (2001) e os resultados obtidos pelas
simulacdes nido excederam 1%. Com o auxilio das simulacdes o leque de resultados
pode ser ampliado. Para comparar o grafico BIDU com o grafico MVSSVSI utilizou-se
os valores existentes em Aparisi e Haro (2003).

No préximo capitulo estd o desenvolvimento matematico necessério a obtencdo
das propriedades dos graficos de controle bivariados com amostragens duplas e regra

especial de decisao.
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4 DESENVOLVIMENTO MATEMATICO
4.1 CONSIDERACOES INICIAIS

Este capitulo se dedica ao desenvolvimento matemdtico necessario a obtengdo
das propriedades dos graficos de controle bivariados com amostragens duplas e regra
especial de decisdo. Para obtengdo de tais propriedades fez-se uso de uma estratégia
que consistiu na rotacdo de eixos cartesianos de forma a transformar as varidveis
originais, consideradas correlacionadas, em varidveis independentes. Fundamentado
em Teoremas e Coroldrios da Estatistica foi possivel obter expressoes fechadas para o
NMA.

Grigoryan (2003) estudou os graficos multivariados com amostragens multiplas
obtendo o NMA por meio de simulagcdo. Alternativamente, este trabalho trata da
obtencdo de expressdes matematicas para o NMA. Como Grigoryan (2003) ja havia
antecipado nio € simples obter tais expressdoes. Contudo, com base em estudos

tedricos, foi possivel obté-las para o caso bivariado.

4.2 PROPRIEDADES DOS GRAFICOS BIVARIADOS COM AMOSTRAGEM
DUPLA

As propriedades dos graficos de controle bivariados baseadas na estatistica T

sdo facilmente obtidas, pois 7° tem distribui¢io de Qui-Quadrado,
T (n, 1) =%[6§ (-] +o2 (-1, ) 20, [5- 1, S 12, )}

Para o caso proposto em que se adota a amostragem dupla foi preciso definir T

como
T? = gl (n, ) + g5 (n, 1) 4.1
onde g, (n, 1) = hy (x) cos @—h, (y)sen, 4.2)
8, (1, 1) =—hy (x)seng+h, (y) cos g, (4.3)

sendo sen2¢ = o, /(0,0,), h(x) = \/an(} - ,ux)/\/a, h,(y) = \no, (y - ,uy)/\/@,

e [f|=detS =03} 05 — 05y >0.
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De acordo com o Teorema Al, ver o Apéndice A, o vetor aleatério bi-

dimensional g(n, u) = (g,, g,) tem distribui¢do normal com média zero e matriz de

A 10
covariancia unitdria £ = .
0 1
A vantagem de se trabalhar com as varidveis g, e g, € que elas ndo sdo

correlacionadas, isto €, Cpey = 0. Portanto,

a Vazfxz a
Pr[T? < a?] = '[ J‘\/i fN(O &, y)dydx = Ir exp(—rz)dr =1 — exp(—a2 /2) 4.4)
—a a2 -2 ’ 0

em que fy,g € a fungio densidade da distribui¢do normal bivariada com média zero e

matriz de covariancia unitaria,

Fo (53) = —expl-(2 +3%) /2], (4.5)
Para a obtencdo da expressdo (4.4) fez-se uso da definicdo de coordenadas
polares: se um ponto P tem coordenadas retangulares (x, y) entdo as coordenadas
polares de P sdo (r, ) em que
X+ 0y =, (4.6)
6 = arctan(y / x) , 4.7
portanto, para qualquer disco D(0, a)de raio a e centrado na origem, (x, y) € D(0, a)
se e somente se r’ < a’.
Para um processo em controle, p, = 1 - Pr{LA < T < LC,] é a probabilidade
de que a amostragem dupla seja interrompida no primeiro estagio:
po =1 —[exp(-LA /2) — exp(- LC, / 2)]. 4.8)
Durante o periodo em controle, o nimero médio de itens inspecionado por
amostragem, 7, € dado por
n=n +n(l-p))=n +nlexp-LA/2) — exp(-LC, / 2)] (4.9)
Quando uma amostra de tamanho n é dividida em duas sub-amostras de tamanho

n, € n,, sendon, +n, =n, a estatistica g(n, ) tem a seguinte propriedade:

g(n,ﬂ):\/n_lg(nl,ﬂ)h/zg(nz,ﬂ) 4.10)

VY +n2
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Para o esquema de amostragem dupla os riscos com alarmes falsos estdo
presentes tanto no primeiro quanto no segundo estdgios da amostragem.

No primeiro estigio tem-se que «,, a probabilidade de se ter um alarme falso, é
dada por Pr[T*(n,, 4,) > LC, | £ = u,],0u seja, g(n,, ty) € DO, \[LC,):
a, = j LD(O’ o Fyo.e) (% y)dxdy . 4.11)
Sem perda de generalidade estd se supondo que #, = (0,0).
A probabilidade a,, de se ter um alarme falso no segundo estdgio, requer que a

amostragem ndo tenha se encerrado no primeiro  estigio, portanto

a,=Pr|(LA < T*(n,, u,) < LC,) ~ (T*(n,, p,) > LC, )], ou seja, g(n,, u,)pertence ao

anel de raiosvLA e./LC, e g(n,, u4,) ¢ D(C,R):

a=[[, o Fro.e y)[ [ fN(O,g)dudv}dxdy (4.12)

+
em que C(—x/n; /nyi=yyn/ny) € R= mTh LC, .
na

O poder do gréfico de controle BIDU pode ser obtido com auxilio do teorema das

coordenadas polares e com base nas expressdes (4.4) e (4.5). Apds a ocorréncia da

causa especial o vetor de médias se desloca do seu valor alvo x para u; e o centro do
disco D se desloca de (0;0) para a’ = (\/n_ldx \/n_lé';,), onde:

A
i

\/;5} = g,(n, 1) — g,(n, ) = % [_

n's, = g(n 1) - g(n, 1) = 0,0, cosQ + 0,0, sengo], (4.13)

0,0, cosp + 0,0, sen¢]. 4.14)

_ (U, — Hy,) e 5y _ (luly B 'u()y)_
O ’ O

X y

sendo 0,

A magnitude da perturbacdo no processo resultante do surgimento da causa

’

especial é expressa por 4, onde 4 = \7: = (62 + 67) . Para comparar o desempenho
n

dos diferentes grificos de controle serd adotada a condi¢do 67 = 6. O poder do

grafico de controle no primeiro estdgio é dado por
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pr = ﬂ;w, ) Ivog (% y)dxdy. (4.15)

E, no segundo estdgio, a ocorréncia da causa especial desloca o centro do disco D
de C paraC’(=xy/n,/n, + 6.\[n,;=y:/n,/n, + &,4/n,). Conseqiientemente, o poder do

gréfico é dado por

P, = IL(JH,JTQ) Fro.e) (s y)ULD(C:R) fN(Oqg)dudv}dxdy. (4.16)

Deste modo, a = a, + «, € a probabilidade de se ter um alarme falso quando a
amostragem dupla esti em uso e p = p, + p, € o poder de deteccdo. Os

desenvolvimentos matemadticos para a obtencdo das expressoes (4.11), (4.12), (4.15) e

(4.16) se encontram no Apéndice B.

4.3 CONSIDERACOES FINAIS

As propriedades do gréifico de controle bivariado com amostragem dupla foram
obtidas com o auxilio da biblioteca IMSL FORTRAN (1995), onde a sub-rotina
DT20DQ estd disponivel para o cdlculo de integrais duplas. Simulacdes foram
realizadas para verificar os resultados. As diferencas no valor do NMA obtido por meio
das expressoes (4.11), (4.12), (4.15) e (4.16) e pelas simulagdes nao excederam 1%.

Os valores de NMA estdo nas Tabelas do Capitulo 5. Na comparacdo entre
diferentes esquemas de monitoramento considerou-se que as variaveis (x, y) eram nao

correlacionadas, ou seja, o angulo ¢ das expressoes (4.13) e (4.14) é igual a zero. O
efeito da correlacdo (¢ # 0) no desempenho do grifico BIDU pode ser visto nas
Tabelas 41 e 42 do Capitulo 5. Observa-se dessas tabelas que J; # J;.

O gréfico de controle com amostragem em dois estagios (Two Stage Sampling), é

um caso particular do grafico BIDU, portanto, suas propriedades também podem ser

obtidas pelas expressoes (4.11), (4.12), (4.15) e (4.16), bastando fazer n,=1e LC,= «,
ou seja, a,= 0. O grafico de controle com amostragem em dois estdgios para o

monitoramento de processos univariados foi objeto de estudo de Costa e Rahim (2004,

2000).
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5 ANALISE DE DESEMPENHO DO GRAFICO PROPOSTO E DOS
ESQUEMAS CONCORRENTES

5.1 CONSIDERACOES INICIAIS

Neste capitulo compara-se o desempenho do grifico BIDU, do grifico BITWO,
que é um caso particular do gréafico BIDU, e dos graficos BIDU e SyBITWO com regra
especial de decisdo com o desempenho dos esquemas concorrentes: o grafico de

controle bivariado tradicional (grafico T?); o grafico bivariado MVSS; o gréfico

bivariado MVSI e o grafico bivariado MVSSVSI. A comparacdao de desempenho dos
esquemas ¢ feita pela NMA ou pelo TES, sob iguais condi¢des de freqiiéncia de
inspecdo e de alarmes falsos.

Para poder utilizar os resultados obtidos por Aparisi (1996) e Aparisi e Haro
(2001, 2003), quando da comparacdo dos esquemas de monitoramento, adotou-se
NMA, de 200, ou seja, =0,005. Sem perda de generalidade supde-se que o vetor de

médias iniciais é igual a zero, ou seja, x4, = (i, ;H,)=(0;0) e os desvios-padrdo do

7z

processo o, = o, =1. Uma alteragio no processo € medida por

x y

A= = (67 +87}), com 67 = 6. Nas tabelas deste capitulo adota-se para 4 os

valores 0,25; 0,50; 0,75; 1,00; 1,25 e 1,50.

Os valores de NMA para o grafico de controle bivariado com amostragem dupla
para 4=0,001, n=3, 4 e 5 e diversos valores de n, € n, estdo nas Tabelas 2, 3, 5, 6, 7,
9, 10, 11 e 12. Nestas tabelas estdo também os valores de NMA para os graficos
bivariados 7° e MVSS.

Nas Tabelas 14 e 15 estdo os valores de TES para o grafico MVSI e para o grafico
BIDU, considerando o tempo médio entre amostragens =1, =0,001, n=4 e 5, n,=2
e n,= 8, 10. Os intervalos de tempo breve e longo, ou seja (bty, aty), utilizados foram
os mesmos adotados por Reynolds et al. (1988): (0,5:;1,5), (0,3;1,7), (0,1;1,9),
(0,1;1,1), (0,1;1,3), (0,1;1,5), (0,1;1,4).
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Nas Tabelas 17, 18 e 19 estdo os NMAs para o grafico BIDU com ¢;=0,001 e
=0, n=4, n=1,2 e 3 e n,=8, 12 e 16. Observa-se destas tabelas que o grafico
BIDU tem melhor desempenho quando ¢;=0.

Os NMAs para o grafico SyBIDU estdo nas Tabelas de 21 até 26. Para o gréfico
SYBIDU adotou-se L=1, 2, 5, 10, 20, 50 ¢ 100, n=4, n,=1,2e 3 e n,= 8 e 16. Nas
Tabelas de 33 até 38 estdo os valores do TES para os graficos MVSSVSI e BIDU, em
que tp=1, n=2, 3 e 4. Os valores de n,,n,, a e b sdo os mesmos utilizados por Aparisi e
Haro (2003).

Em todos estes casos as variaveis (x, y) sdo consideradas nao correlacionadas. Os
NMAs para (x, y) correlacionadas estdo nas Tabelas 40, 41 e 42. Os valores de p e
(5 ,5‘) sdo os mesmos adotados por Woodall e Ncube (1985), isto é, p=-0,95; -0,75;
-0,50; -0,25; 0; 0,25; 0,50; 0,75; 0,95 e (5 ,5;)=(O,25;O), (0,25;0,25), (0,25;-0,25),
(0,5:0), (0,5:0,5), (0,5;-0,5), (1;0), (151), (1;-1).

Para obtencdo dos NMAs elaborou-se um programa FORTRAN, que se encontra
no Apéndice D. Os parimetros de entrada para o grafico BIDU e BIDE quando as

varidveis sdo ndo correlacionadas sdo: n, n,, Rmax, LA , LC,, LC,, m e A.Para obter

os valores de NMA para o grafico SyBIDU ou SyBITWO deve-se entrar também com o
valor de L. Quando as varidveis sdo correlacionadas, deve-se fornecer ao programa o

valor de p.

5.2 DESEMPENHO DO GRAFICO BIDU

Nas Tabelas 1, 4 e 8 estdo os valores dos parametros de entrada dos gréficos

BIDU e MVSS. Nas Tabelas 2, 3, 5,6,7,9, 10, 11 e 12 n, € fixo enquanto n, assume
diferentes valores. Quando n, aumenta o grafico BIDU se torna mais 4gil na deteccdo
de pequenas alteragdes; porém se torna lento na deteccdo de grandes alteracdes. Por
exemplo, da Tabela 2 observa-se que para 4=0,50, o NMA diminui de 28,38 para
18,00 quando n, aumenta de 6 para 12. Por outro lado, para A=1,5, o NMA aumenta

de 1,74 para 2,13 quando n, aumenta de 6 para 12.
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O efeito da escolha de n, na velocidade com que o grifico BIDU sinaliza o

desajuste pode ser observado comparando os NMAs das Tabelas 2 e 3 ou das Tabelas

5, 6 e 7 ou ainda das Tabelas 9, 10, 11 e 12. Em geral, quando n, aumenta de 1 para 2
o grafico BIDU se mostra mais 4gil. Por exemplo, das Tabelas 5 e 6 observa-se que
para 1=0,50 ¢ n,=16, 0o NMA diminui de 18,00 para 12,08 quando n, aumenta e 1 para
2. Porém, das Tabelas 6 e 7, observa-se que o NMA aumenta de 12,08 para 12,75
quando n, aumenta de 2 para 3. As Tabelas 2, 3, 5, 6, 7, 9, 10, 11 e 12 apresentam
também os NMAs para o grafico bivariado tradicional (grifico T°) e grafico MVSS.
Observa-se que o grafico BIDU tem, em geral, um desempenho superior ao dos

graficos T e MVSS. Os NMAs para os casos em que o grafico BIDU tem desempenho

inferior estdo em negrito.

Tabela 1 - Parametros de entrada: graficos BIDU e MVSS (n=3; 04=0,001)

MVSS* BIDU

w Rmax LA LC, LCy, m
1 6 1,833 72 2,191 13,815 9,883 400
1 9 2,773 77 3,002 13,815 9,025 400
1 12 3,340 76 3,571 13,815 8,348 400
2 6 2,773 76 3,571 13,815 9,647 400
2 9 3,890 74 4,377 13,815 8,631 400

2 12 | 4,605 75 4,954 13,815 7,802 400
*LC=10,597

n

=
S

Tabela 2 — Valores de NMA para os graficos T, BIDU e MVSS
(4=0,001; NMA,=200; n=3; n,=1)

n, =1 n, =1 n,=1

n,=6 n,=9 n,=12

A 9=6 ¥ BIDU MVSS BIDU MVSS BIDU MVSS
0,25 0,177 130,28 96,88 126,38 82,27 122,36 72,94 119,06
0,50 0,354 55,33 28,38 41,97 21,36 34,26 18,00 28,48
0,75 0,530 23,02 9,67 12,89 7,40 9,32 6,63 7,62
1,00 0,707 10,51 4,28 5,25 3,66 4,17 3,67 4,01
1,25 0,884 542 2,46 3,00 2,40 2,83 2,64 3,04
1,50 1,061 3,18 1,74 2,18 1,88 2,30 2,13 2,56

*LC=10,597




Tabela 3 — Valores de NMA para os graficos T~ , BIDU e MVSS
(q=0,001; NMA;=200; n=3; n,=2)

n,=2 n,=2 n,=2
n,=6 n,=9 n,=12
A 0=6 ¥ BIDU MVSS BIDU MVSS BIDU MVSS
0,25 0,177 130,28 88,68 128,53 77,59 126,26 70,77 124,04
0,50 0,354 55,33 24,13 45,00 19,47 39,52 17,35 39,52
0,75 0,530 23,02 8,01 14,25 6,71 10,85 6,46 10,85
1,00 0,707 10,51 3,59 5,58 333 448 3,50 4,48
1,25 0,884 542 2,11 3,09 2,17 2,78 2,38 2,78
1,50 1,061 3,18 1,53 2,15 1,65 2,13 1,81 2,13
*LC=10,597

Tabela 4 - Parametros de entrada: graficos BIDU e MVSS (n=4; ¢;=0,001)

MVSS* BIDU
n; n, w Rmax LA LC, LC, m
1 8 1,693 74 1,956 13,815 9,871 400
1 12 2,597 76 2,765 13,815 9,018 400
1 16 3,219 75 3,343 13,815 8,359 400
2 8 2,199 76 2,765 13,815 9,840 400
2 12 3,219 76 3,571 13,815 8,935 400
2 16 3,890 75 4,143 13,815 8,203 400
3 8 3,219 74 4,143 13,815 9,440 400
3 12 4,397 75 4,954 13,815 8,325 400
3 16 5,127 75 5,529 13,815 7,437 400
*L.C=10,597

Tabela 5 — Valores de NMA para os graficos T~ , BIDU e MVSS
(4=0,001; NMA;=200; n=4;n,=1)

n,=1 n, =1 n,=1
n,=8 n,=12 n,=16
i 0= T BIDU MVSS BIDU MVSS BIDU MVSS

0,25 0,177 115,55 96,88 109,10 82,27 103,28 72,94 99,68
0,50 0,354 41,92 28,38 28,38 21,36 21,56 18,00 17,60
0,75 0,530 15,78 9,67 7,99 7,40 5,91 6,63 541
1,00 0,707 6,88 4,28 3,56 3,66 3,25 3,67 3,48
1,25 0,884 3,55 246 2,33 2,40 2,49 2,64 2,82
1,50 1,061 2,16 1,74 1,87 1,88 2,17 2,13 2,44

*LC=10,597



Tabela 6 — Valores de NMA para os graficos T~ , BIDU e MVSS

(q=0,001; NMA,=200; n=4; n,=2)

n,=2 n,=2 n,=2
n,=8 n,=12 n,=16
1 6=4 T BIDU MVSS BIDU MVSS BIDU MVSS

0,25 0,177 115,55 75,65 110,45 63,76 106,54 56,25 103,48

0,50 0,354 41,92 1790 29,89 13,86 23,80 12,08 19,85

0,75 0,530 15,78 5,72 8,38 473 6,23 4,59 5,60

1,00 0,707 6,88 2,65 3,64 2,53 3,18 2,72 3,26

1,25 0,884 3,55 1,69 2,30 1,79 2,30 1,98 2,46

1,50 1,061 2,16 1,33 1,79 1,45 2,04 1,58 2,08
*LC=10,597

Tabela 7 — Valores de NMA para os graficos T*, BIDU e MVSS
(4=0,001; NMA(=200; n=4; n,=3)
n,=3 n,=3 n,=3
n,=38 n,=12 n,=16

1 6=4 T BIDU MVSS BIDU MVSS BIDU MVSS
0,25 0,177 115,55 71,41 111,69 62,15 109,38 56,92 108,72
0,50 0,354 41,92 16,39 32,69 13,69 27,58 12,75 24,69
0,75 0,530 15,78 5,29 9,28 481 7,15 496 6,47
1,00 0,707 6,88 2,51 3,82 2,57 3,29 2,82 3,32
1,25 0,884 3,55 1,63 2,30 1,76 2,23 1,93 2,38
1,50 1,061 2,16 1,29 1,76 1,39 1,78 1,48 1,92

*LC=10,597
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Tabela 8 - Parametros de entrada: graficos BIDU e MVSS
(n=5; 4=0,001)

MVSS* BIDU
n; n, w Rmax LA LC, LCy, m
1 10 1,622 75 1,828 13,815 9,838 400
1 15 2,504 74,5 2,634 13,815 9,007 400
1 20 3,116 76 3,209 13,815 8,360 400
2 10 1,962 76 2,401 13,815 9,881 400
2 15 2,932 76 3,209 13,815 9,003 400
2 20 3,584 74 3,781 13,815 8,308 400
3 10 2,504 75 3,209 13,815 9,747 400
3 15 3,584 75 4,020 13,815 8,785 400
3 20 4,275 74 4,585 13,815 8,009 400
4 10 3,584 74 4,585 13,815 9,235 400
4 15 4,794 75 5,377 13,815 8,072 400
4 20 5,561 75 5,952 13,815 7,127 400
*.C=10,597

Tabela 9 — Valores de NMA para os graficos T~ , BIDU e MVSS
(4=0,001; NMA(=200; n=5; n,=1)

n,=1 n,=1 n,=1
n,=10 n,=15 n, =20

A 0=9 T” BIDU MVSS BIDU MVSS BIDU MVSS
0,25 0,177 103,34 72,37 94,07 58,00 87,74 49,35 82,19
0,50 0,354 32,95 16,42 20,22 12,02 14,68 10,22 12,06
0,75 0,530 11,54 5,30 5,69 4,34 4,51 4,26 4,42
1,00 0,707 4,93 2,59 2,85 2,57 2,86 2,90 3,22
1,25 0,884 2,6 1,75 2,08 1,99 2,32 2,33 274
1,50 1,061 1,67 1,44 1,77 1,70 2,08 1,94 2,42

*LC=10,597

Tabela 10 — Valores de NMA para os gréificos T~, BIDU e MVSS
(4=0,001; NMA;=200; n=5; n,=2)

n,=2 n,=2 n,=2
n,=10 n,=15 n, =20

A 0=0 ¥ BIDU MVSS BIDU MVSS BIDU MVSS
0,25 0,177 103,34 66,13 94,99 53,78 90,58 46,47 85,81
0,50 0,354 32,95 14,08 21,08 10,69 15,67 9,31 12,86
0,75 0,530 11,54 4,45 5,79 3,78 4,51 3,78 4,29
1,00 0,707 4,93 2,19 2,80 2,19 2,69 242 2,86
1,25 0,884 2,6 1,50 1,99 1,65 2,11 1,84 2,33

1,50 1,061 1,67 1,25 1,67 1,38 1,85 1,49 2,00
*LC=10,597
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Tabela 11 — Valores de NMA para os gréificos T~, BIDU e MVSS
(4=0,001; NMA;=200; n=5; n,=3)

n,=3 n,=3 n,=3
n,=10 n,=15 n,=20
A 0=0 > BIDU MVSS BIDU MVSS BIDU MVSS

0,25 0,177 103,34 61,40 97,62 51,36 93,25 45,49 90,11
0,50 0,354 32,95 12,58 22,38 10,05 17,23 9,10 14,47
0,75 0,530 11,54 3,99 6,05 3,58 4,73 3,65 4,43
1,00 0,707 4,93 2,00 2,85 2,05 2,63 2,26 2,77
1,25 0,884 2,6 1,40 1,93 1,52 2,00 1,65 2,14

1,50 1,061 1,67 1,18 1,60 1,26 1,66 1,33 1,79
*LC=10,597

Tabela 12 — Valores de NMA para os gréficos T~, BIDU e MVSS
(4=0,001; NMA;=200; n=5; n,=4)

ny =4 n; =4 n =4
n,=10 n,=15 n, =20

A 0=9 T BIDU MVSS BIDU MVSS BIDU MVSS

0,25 0,177 103,34 59,47 100,36 51,71 97,20 47,81 96,08
0,50 0,354 32,95 12,11 24,67 10,56 20,61 10,27 18,60
0,75 0,530 11,54 394 6,68 3,84 5,39 4,13 5,16
1,00 0,707 4,93 2,02 2,95 2,17 2,65 2,40 2,85
1,25 0,884 2,6 1,41 1,96 1,53 1,95 1,65 2,03

1,50 1,061 1,67 1,17 1,52 1,24 1,55 1,29 1,66
*LC=10,597

Nas Figuras de 14 até 19 estdo as curvas de probabilidade de ndo-detec¢do, ou
seja, probabilidade de que com todas as i primeiras amostras apos a ocorréncia da
causa especial ndo se ter ainda tido um sinal com os graficos BIDU e T®. Em todas
elas =0,001, n=4, n,=2 e n,= 8 e em cada uma delas 4 assume um dos valores
0,25; 0,5; 0,75; 1,00; 1,25 e 1,50.

Estas figuras mostram que, sob as mesmas condi¢des, o grafico BIDU é sempre
mais 4gil que o grafico T>. Por exemplo, de acordo com a Figura 18 para uma
perturbacdo do processo da ordem de 1,25, ou seja, 4= 1,25, o grafico BIDU terd com
certeza detectado tal desajuste até a 6* amostra (em outras palavras, terd detectado ou

na 1%, ou na 2% ou na 3% ou na 4% ou na 5%, ou na 6® amostra); contudo, com o gréfico
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T?, essa mesma perturbacdo terd aproximadamente 15% de probabilidade de passar

despercebido até a retirada e andlise da 6* amostra (ou seja, ha cerca de 15% de chance

de que os seis primeiros pontos amostrais caiam todos dentro dos limites de controle).
Das Figuras de 14 a 19 observa-se que quanto maior o valor de A, maior a

probabilidade do grafico BIDU detectar o desajuste logo nas primeiras amostras.
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1 2 3 4 5 6 7 8

Numero da Amostra

Figura 14 - Curva de probabilidades de ndo-detec¢do (4=0,25)

Probabilidade (%)

Numero da Amostra

Figura 15 - Curva de probabilidades de ndo-detec¢do (4=0,50)
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Figura 16 - Curva de probabilidades de ndo-detec¢do (A4
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Figura 17 - Curva de probabilidades de ndo-deteccdo (A
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Figura 18 - Curva de probabilidades de ndo-detec¢do (4=1,25)

Probabilidade (%)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Numero da Amostra

Figura 19 - Curva de probabilidades de ndo-detec¢do (4=1,50)

5.3 COMPARACAO DOS DESEMPENHOS DOS GRAFICOS BIDU E MVSI

Na Tabela 13 estdo os valores dos parametros de entrada para o grafico MVSI e

nas Tabelas 14 e 15 os valores do TES para o gréfico bivariado tradicional (grafico de
T?), para o gréfico BIDU e para o grafico MVSI. Destas tabelas verifica-se que o

grafico MVSI tem, para qualquer valor de A e para qualquer valor de (b, a), um
desempenho superior ao do grafico T°. Por sua vez, o grafico BIDU tem desempenho

superior aos dos graficos de T> e MVSI. Por exemplo, da Tabela 14 observa-se que
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para 4=0,50, o TES para o gréifico BIDU é igual a 17,4 e para o grifico T° é igual a

41,42. Considerando o mesmo valor de 4 e (b, a) = (0,3;1,7), tem-se para o gréfico

MVSI um TES igual a 33,54.

Tabela 13 - Parametros do grafico MVSI (n=4 ¢ 5)

b a w LC
0,5 1,5 1,376 10,597
0,3 1,7 1,376 10,597
0,1 1,9 1,376 10,597
0,1 1,1 4,517 10,597
0,1 1,3 2,743 10,597
0,1 1,5 2,041 10,597
0,1 4 0,522 10,597

Tabela 14 — Valores de TES para os grificos T, BIDU e MVSI
(alz()’OOl; NMAO:200, n :4)

n =2 MVSI
n2:8 (b’ Cl)
A 9=0 ™  BIDU (0515 (03:17) (0.1:19) (0.1:11) (0.1:1.3) (0.1;1,5) (0.1:4)
025 0,177 11505 75,15 110,85 10935 107,32 112,74 109,98 10827 105,65
0,50 0,354 4142 174 3635 33,54 3145 37,67 3472 3325 29,19
0,75 0,530 1528 522 11,92 1039 886 1246 10,60 971 7,76
1,00 0,707 6,38 2,15 4,76 3,89 3,04 4,70 3,75 339 2,65
125 0,884 3,05 1,19 2,46 2,02 1,58 221 1,83 1,70 1,46
1,50 1,061 1,66 0,83 1,12 1,54 1,03 1,05 1,39 1,03 1,02
*L.C=10,597
Tabela 15 — Valores de TES para os graficos T°, BIDU e MVSI
(q=0,001; NMA,=200; n=5)
n,=2 MVSI
n,=10 (b, @)
A %= 1™  BIDU (0515 0317 0,519 0,111 0.1:13) (0,51L5) (0,1:4)
025 0,177 102,84 65,63 98,79 9570 94,58 9995 9694 9582 91,77
0,50 0,354 3245 13,58 2760 2507 2335 2880 2602 2471 2121
0,75 0,530 11,04 3,95 8,40 7,09 581 8,59 7.11 6,44 507
1,00 0,707 4,43 1,69 3,36 2,75 2,11 3,19 2,55 233 1,87
1,25 0,884 2,10 1,00 1,87 1,58 1,28 1,65 1,42 135 1,23
1,50 1,061 1,17 0,75 1,05 1,30 1,01 1,02 1,19 1,01 1,01

*LC=10,597
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5.4 ANALISE DA INFLUENCIA DE o, NO DESEMPENHO DO GRAFICO BIDU

Na Tabela 16 estio os valores dos parametros de entrada do programa FORTRAN

(Apéndice D) para o caso em que «,= 0. O efeito de a, na velocidade com que o

grafico BIDU sinaliza um desajuste do processo pode ser observado comparando os
NMAs das Tabelas 17, 18 e 19. Nestas tabelas os NMAs para o grifico BIDU

considerando a,=0,001 e ,= 0 sdo colocados lado a lado e obtidos sob as mesmas
condic¢des, ou seja, iguais valores de NMAy, n, n; e na.
Em geral o grifico BIDU se mostra mais 4gil na deteccdo de alteragdes no

processo para o caso em que «,= 0. Por exemplo, da Tabela 17, para «,=0,001 e «,=
0 (4=0,50, n,=1 e n,= 8) os NMAs sdo iguais a 28,38 ¢ 19,19. Os NMAs para 0s casos
em que ¢,= 0 tem um desempenho inferior estdo em negrito. Por exemplo, na Tabela
18 para «,=0,001, A=1,25, n,=2 ¢ n,= 16, o NMA é igual a 1,98 e o0 para a,= 0, o
NMA € igual a 1,99.

As Tabelas 17, 18 e 19 apresentam também os valores de NMA para o gréfico
bivariado tradicional (grifico T°). Observa-se que o grifico BIDU tem, para qualquer
valor de A e a,, um desempenho superior ao do gréfico T 2

Os NMAs da Tabela 17 para «,=0 sdo do grafico bivariado com amostragem em

dois estdgios. O grifico bivariado com amostragem em dois estidgios é um caso

particular do grafico BIDU, em que ,=0¢ n,=1.

Tabela 16 - Parametros de entrada: grafico BIDU (n=4; &;=0)

n, Rmax LA LC, LC, m

8 79 1,962 30 9,412 400
12 74 2,773 30 8,557 400
16 74 3,353 30 7,892 400
8 74 2,773 30 9,394 400
12 75 3,584 30 8,467 400
16 75 4,159 30 7,716 400
8 75 4,159 30 8,988 400
12 75 4,978 30 7,848 400
16 75 5,561 30 6,960 400

Ky
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Tabela 17 — Valores de NMA para os graficos T~ e BIDU
(NMAy=200; n=4; n,=1)

n,=1 n,=1 n,=1
n,=8 n,=12 n,=16
BIDU BIDU  BIDU BIDU  BIDU BIDU
1 6= ™ 3-0001 @=0 &=0,001 &=0 @=0,001 @=0

0,25 0,177 115,55 96,88 76,96 82,27 62,81 72,94 54,12
0,50 0,354 41,92 28,38 19,19 21,36 14,31 18,00 12,14
0,75 0,530 15,78 9,67 6,42 7,40 5,16 6,63 4,92
1,00 0,707 6,88 4,28 3,04 3,66 2,86 3,67 3,12

1,25 0,884 3,55 2,46 1,94 2,40 2,11 2,64 2,43
1,50 1,061 2,16 1,74 1,52 1,88 1,76 2,13 2,01
*LC=10,597

Tabela 18 — Valores de NMA para os graficos T e BIDU
(NMA(=200; n=4; n,=2)

n,=2 n,=2 n,=2
n,=8 n,=12 n,=16
BIDU BIDU BIDU BIDU BIDU BIDU
A é:é, T o=0,001 =0 x=0,001 =0 =0,001 =0

0,25 0,177 115,55 75,65 70,88 63,76 59,12 56,25 51,83
0,50 0,354 41,92 17,90 16,50 13,86 12,87 12,08 11,35
0,75 0,530 15,78 5,72 5,38 4,73 4,56 4,59 4,49

1,00 0,707 6,88 2,65 2,57 2,53 2,50 2,72 2,72
1,25 0,884 3,55 1,69 1,67 1,79 1,79 1,98 1,99
1,50 1,061 2,16 1,33 1,32 1,45 1,45 1,58 1,59
*LC=10,597

Tabela 19 — Valores de NMA para os graficos T e BIDU
(NMA,=200; n=4; n,=3)

n,=3 n,=3 n,=3
n,=8 n,=12 n,=16
BIDU BIDU  BIDU BIDU  BIDU BIDU
1 d:d Tz*

o=0,001 =0 x=0,001 =0 =0,001 =0
0,25 0,177 115,55 71,41 67,51 62,15 58,41 56,92 53,93
0,50 0,354 41,92 16,39 15,39 13,69 13,00 12,75 12,28
0,75 0,530 15,78 5,29 5,07 4,81 4,71 4,96 4,91

1,00 0,707 6,88 2,51 2,46 2,57 2,55 2,82 2,83
1,25 0,884 3,55 1,63 1,62 1,76 1,77 1,93 1,95
1,50 1,061 2,16 1,29 1,29 1,39 1,39 1,48 1,49
*LC=10,597
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5.5 DESEMPENHO DO GRAFICO SyBIDU

Na Tabela 20 estao os valores dos parametros de entrada do programa FORTRAN
(Apéndice D) para o grafico SyBIDU e nas Tabelas de 21 até 26 estdo os NMA,,. A
medida que L aumenta de 1 para 50, em geral, o NMA,, diminui. Por exemplo, na
Tabela 21, para 1=0,5, 0o NMA,, diminui de 24,08 para 14,26. O efeito de variar L de
50 para 100 quase ndo afeta a velocidade com que o grifico detecta pequenas ou
grandes alteragdes. Por exemplo, na Tabela 21 para 4=0,75, o NMA;, aumenta de 5,03
para 5,16 a medida em que L aumenta de 50 para 100. Para uma perturbacdo maior,
por exemplo, 4=1,5, 0 NMA,, diminui de 1,54 para 1,51 a medida em que L aumenta
de 50 para 100.

De forma semelhante ao grafico BIDU, as escolhas de n, e n, afetam a
velocidade com que o grafico SyBIDU sinaliza desajustes no processo. Da comparagao
entre as Tabelas 21, 23 e 25 e entre as Tabelas 22, 24 e 26, conclui-se que quando n,
aumenta de 1 para 2, o NMA,,, em geral, diminui para qualquer valor de L e, quando n,
aumenta de 2 para 3, o mesmo nao ocorre. Da comparagdo entre as Tabelas 21 e 22,
entre as Tabelas 22 e 23 e entre as Tabelas 24 e 25, conclui-se que quando n, aumenta
de 8 para 16 o NMA,, em geral, diminui independentemente do valor de L, exceto para
0 caso em que n,=3.

Nas Tabelas de 21 até 26 estdo os valores de NMA,, para o gréfico bivariado

tradicional (grafico T’) e para o grafico BIDU. Observa-se que, em geral, o grafico

SyBIDU tem um desempenho superior ao do gréfico 7°. Por exemplo, da Tabela 21,
para 1=0,5 e L=10, o NMA para o grafico SyBIDU ¢ 14,70. O NMA para o grafico
T* considerando a mesma perturbacdo é igual a 41,92. As excegdes ocorrem para
pequenos valores de L e grandes perturbacdes. Nestes casos, o desempenho do gréfico
SyBIDU ¢ inferior ao do grafico T?. Por exemplo, da Tabela 21, para A=1,5¢ L=1, 0
NMA;, para o grafico SyBIDU ¢é 2,99. O NMA para o gréfico T* considerando a
mesma perturbacdo € igual a 2,16.

Da comparagdo entre os graficos SyBIDU e BIDU conclui-se que, em geral, o

grafico SyBIDU tem desempenho superior ao grafico BIDU nas situacdes em que as
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perturbacdes variam de pequenas a moderadas, os valores de L variam de moderados

a grandes e os valores de n,sdo pequenos. Por exemplo, da Tabela 21 em que n,=8,

para 41=0,75 e L=10, o NMA,, para o grafico SyBIDU ¢ 5,25 e para o griafico BIDU,

igual a 6,42. Da Tabela 25 em que n,=16, para 1=0,75 e L=10, o NMA,, para o

grafico SyBIDU é 6,04 e para o grafico BIDU, igual a 4,92, ou seja, neste caso o

grafico BIDU tem desempenho superior ao do grafico SyBIDU.

Tabela 20 - Parametros de entrada: grafico SyBIDU (n=4; o4=0)

L=1 5 10 20 50 100
n, np, Rmax LA LC, LC, LC, LC, LC, LC, LC, pm
1 8 50 1,962 30 3,633 5,230 5,880 6,495 7,240 7,740 200
1 16 50 3,353 30 2,074 3,679 4,332 4,952 5,704 6,208 300
2 8 50 2,773 30 3,202 4,963 5,665 6,324 7,117 7,646 200
2 16 55 4,159 30 1,365 3,163 3,883 4,560 5,374 5,918 200
3 8 55 4,159 30 1,945 4,095 4,903 5,647 6,527 7,105 200
3 16 50 5,561 30 0,537 1,797 2,656 3,444 4,373 4,982 200

Tabela 21 — Valores de NMA e NMAgs para os grficos T, BIDU e SyBIDU

(=0; NMA(=200; n=4; n,=1;n,=8)

SyBIDU

n,=1 n,=1

n,=8 n,=8

BIDU
A 9=6 7  g=0 L=1 5 10 20 50 100
025 0177 11555 7696 87.80 7078 66,89 64.65 63.88 64.66
0,50 0,354 41,92 19,19 24,08 1598 14,70 14,17 14,26 14,70
075 0,530 1578 642 934 573 525 504 503 5,16
1,00 0,707 6,88 3,04 532 318 288 273 267 2.69
125 0,884 355 1,94 378 230 207 194 187 185
1,50 1,061 216 1,52 299 190 1,71 1,60 1,54 1,51

*LC=10,597
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Tabela 22 — Valores de NMA e NMAgs para os graficos T°, BIDU e SyBIDU

(4=0; NMA=200; 11=4; n,=1;n,=16)

SyBIDU

n,=1 n,=1

n,=16 n,=16

BIDU
A 0=6 =0 L=1 5 10 20 50 100
025 0,177 11555 54,12 86,67 58,15 52,03 4835 4625 46,15
0,50 0,354 4192 12,14 30,64 14,80 1241 11,17 10,48 10,39
0,75 0,530 15,78 4,92 1693 736 604 532 484 471
1,00 0,707 688 3,12 11,09 502 416 3.67 332 3.19
125 0,884 355 243  7.60 374 318 284 261 252
1,50 1,061 2,16 201 536 288 251 228 212 2,06
*C=10,597

Tabela 23 — Valores de NMA e NMAgs para os graficos T~ , BIDU e SyBIDU

(q=0; NMA,=200;n=4; n,=2; n,=8)

SyBIDU

n,=2 n,=2

n,=8 n,=8

BIDU
A 9=6 7  g=0 L=1 5 10 20 50 100
025 0,177 115,55 70.88 8591 66,51 62,16 59,64 58,66 59,32
0,50 0,354 41,92 16,50 22,96 1429 12,96 12,39 12,38 12,71
0,75 0,530 15,78 5,38 894 518 4,68 445 439 447
1,00 0,707 6,88 2,57 478 283 255 239 232 233
125 0,884 3,55 1,67 321 202 1,82 1,71 1,64 1,63
1,50 1,061 2,16 132 242 1,63 149 140 135 133
*[.C=10,597

Tabela 24 — Valores de NMA e NMAgs para os graficos T, BIDU e SyBIDU
(q=0; NMA(=200; n=4;n,=2;n,=16)

SyBIDU

n,=2 n,=2

n,=16 n,=16

BIDU
A 0=0 = =0 L=1 5 10 20 50 100
025 0,177 11555 51.83 9822 60,79 53,15 48,51 4562 45,15
0,50 0,354 41,92 1135 3590 15,59 12,69 11,15 1025 10,04
075 0530 15778 449 16,59 7.03 573 501 452 437
1,00 0,707 6,88 272 892 423 356 3,16 2.88 2,79
125 0884 355 199 531 287 249 227 211 2,06
150 1,061 216 1,59 349 211 188 175 1.65 1,62
*[C=10,597
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Tabela 25 — Valores de NMA e NMAss para os graficos T?, BIDU e SyBIDU

(4=0; NMA(=200; 11=4; n,=3; n,=8)

SyBIDU

n,=3 n,=3

n,=8 n,=8

BIDU
A 9=6 1  4=0 L=1 5 10 20 50 100
025 0.177 11555 6751 96,17 68.19 6223 58,70 56,85 57.02
0,50 0354 41,92 1539 29,51 15,58 13,54 12,55 12,18 12,32
0,75 0530 1578 5,07 11,32 569 494 456 437 439
1,00 0,707 6,88 246 558 305 268 247 235 233
125 0,884 3,55 1,62 335 206 185 1,72 164 1,62
1,50 1,061 2,16 129 235 159 145 137 132 13
*.C=10,597

Tabela 26 — Valores de NMA e NMAgs para os graficos T~ , BIDU e SyBIDU
(q=0; NMA,=200; n=4; n,=3; n,=16)

SyBIDU

n,=3 n,=3

n,=16 n,=16

BIDU
i 0=06 > =0 L=2%% 5 10 20 50 100
025 0177 11555 53,93 11042 7843 64.81 56,61 51,00 49.29
0,50 0,354 41,92 1228 3851 22,59 17,04 14,12 1228 11,68
0,75 0,530 1578 491 1469 912 7.4 6,05 530 5,03
1,00 0707 688 283 667 460 3.8 338 3,06 294
125 0884 355 195 366 277 242 220 205 200
1,50 1,061 216 149 241 194 175 163 155 1.52
*[.C=10,597

5.6 COMPARACAO DOS DESEMPENHOS DOS GRAFICOS BIDU E MVSSVSI

Nas Tabelas de 27 até 32 estdo os valores dos pardmetros de entrada para o

grafico MVSSVSI e BIDU e nas Tabelas de 33 até 38 os valores do TES para o gréifico

bivariado tradicional (grafico T?), para o grafico BIDU e para o griafico MVSSVSI.

Destas tabelas verifica-se que o grafico MVSSVSI tem, para quaisquer valores de A,

. e 2
(b, a) e tamanhos de amostras, um desempenho superior ao do gréafico 7. Por sua

vez, o grafico BIDU proposto neste trabalho tem desempenho superior aos dos

gréficos T* e MVSSVSI. Por exemplo, da Tabela 33, para 1=0,50, o TES para o grifico
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BIDU é igual a 20,63 e para o gréifico T~ é igual a 76,87. Considerando o mesmo valor

de A tem-se para o grafico MVSSVSI um TES igual a 34,59.

Tabela 27 - Parametros dos graficos BIDU e MVSSVSI (n=2; o4=0; b=0,1)

MVSSVSI BIDU

N no b a w Rmax LA LC, LC, p
1 21 0,1 1,047 5,810 75 6,074 30 5,129 400
1 8 0,1 1,159 3,738 75 4,159 30 7,716 400
1 3 0,1 2,349 1,015 75 2,199 30 9,914 400
1 3 0,1 2,349 1,015 75 2,199 30 9,914 400

Tabela 28 - Parametros dos graficos BIDU e MVSSVSI (n=3; o4=0; b=0,1)

MVSSVSI BIDU
N nmo b a w Rmax LA LC; LC, m
1 41 0,1 1,047 5,810 75 6,032 30 4,885 400
1 7 0,1 1,485 2,081 75 2,504 30 9,122 400
2 4 0,1 2,350 1,015 74 2,773 30 9,976 400
2 4 0,1 2,350 1,015 74 2,733 30 9,976 400

Tabela 29 - Parametros dos graficos BIDU e MVSSVSI (n=4; o4=0; b=0,1)

MVSSVSI BIDU
n n b a w Rmax LA LC, LC, m;
1 31 0,1 1,100 4,517 75 4,666 30 6,345 400
2 6 0,1 2,100 1,188 72 2,199 30 9,915 400
3 5 0,1 2,349 1,015 74 3,219 30 9,952 400
3 5 0,1 2,349 1,015 74 3,219 30 9,952 400

Tabela 30 - Parametros dos graficos BIDU e MVSSVSI (n=2; ¢;=0;b=0,2)

MVSSVSI BIDU
n n b a w Rmax LA LC, LC, m
1 21 0,2 1,042 5,810 75 6,074 30 5,129 400
1 8 0,2 1,141 3,738 75 4,159 30 7,716 400
1
1

4 0,2 1,533 1,818 74 27773 30 9,394 400
3 0,2 2,199 1,015 75 2,199 30 9,914 400
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Tabela 31 - Parametros dos gréaficos BIDU e MVSSVSI (n=3; 04=0; b=0,2)

MVSSVSI BIDU
n no b a w Rmax LA LC, LC, m;
1 41 0,2 1,042 5,810 75 6,032 30 4,885 400
1 8 0,2 1,343 2,385 74 2,773 30 8,826 400
2 5 0,2 1,533 1,818 74 3,219 30 9,587 400
2 4 0,2 2,199 1,015 74 2,733 30 9,976 400

Tabela 32 - Parametros dos graficos BIDU e MVSSVSI (n=4; 04=0; b=0,2)

MVSSVSI BIDU
n ny b a w Rmax LA LC, LC,
1 31 0,2 1,089 4,517 75 4,666 30 6,345 400
2 9 0,2 1,343 2,385 71,5 3,007 30 9,915 400
3 5 02 2,199 1,015 74 3,219 30 9,952 400
3 5 02 2,199 1,015 74 3,219 30 9,952 400

Tabela 33 — Valores de TES para os graficos BIDU e MVSSVSI (n=2; ¢4=0; b=0,1)

BIDU
1 6=6 g n, b a T =0 MVSSVSI
050 0354 1 21 0.1 1047 7687 20.63 3459

100 0707 1 8 01 1159 1849 456 4,76

150 1061 1 3 01 2349 576 2,02 1,67

200 1414 1 3 01 2349 251 092 1,18

*,C=10,597

Tabela 34 — Valores de TES para os graficos BIDU e MVSSVSI (n=3; ¢q=0; b=0,1)

BIDU
i 0=6 n, b a T  o4=0 MVSSVSI
050 0354 1 41 01 1047 5533 1555  17.04
1,00 0,707 1 7 0.1 1485 1051 327 2,75
1,50 1,061 2 4 01 2350 318 1,07 1.26
200 1414 2 4 01 2350 1,556 061 1,06
*[,C=10,597

Tabela 35 — Valores de TES para os graficos BIDU e MVSSVSI (n=4; ¢q=0; b=0,1)

BIDU
i 0=6 n, b a T  o4=0 MVSSVSI
050 0354 1 31 0.1 1100 4192 1021 1138
1,00 0707 2 6 01 2100 688 242 2.01
1,50 1,061 3 5 01 2349 216 076 1.13
200 1414 3 5 01 2349 123 0,53 1,02

*LC=10,597
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Tabela 36 — Valores de TES para os graficos BIDU e MVSSVSI (n=2; ¢4=0; b=0,2)

BIDU
1 6=6 n, b a T =0 MVSSVSI
0,50 0,354 21 02 1,042 7687 20,63 3475
1,00 0,707 8 02 1,141 1849 4,56 4,92

1
1
1,50 1,061 1 4 02 1,533 5,76 1,76 1,83
2,00 1,414 1 3 02 2,199 2,51 0,92 1,26
*LC=10,597

Tabela 37 — Valores de TES para os graficos BIDU e MVSSVSI (n=3; ¢4=0; b=0,2)

BIDU

1 6=96 n, b a T =0 MVSSVSI
050 0354 1 41 02 1042 5533 1555  17.12
1,00 0707 1 8 02 1343 1051 3,11 2.93

1,50 1,061 2 5 02 1,533 318 1,02 1,39

200 1414 2 4 02 2199 156 06l 1,10

*[.C=10,597

Tabela 38 — Valores de TES para os graficos BIDU e MVSSVSI (n=4; ¢q=0; b=0,2)

BIDU
1 0=9 n, b a T =0 MVSSVSI
050 0354 1 31 02 1,089 4192 1021 1151

1,00 0707 2 9 02 1343 688 2,00 218

1,50 1,061 3 5 02 2199 216  0.76 1.21

200 1414 3 5 02 2199 123 0,53 1,05

*[.C=10,597

5.7 ESTUDO DO EFEITO DA CORRELACAO NO DESEMPENHO DO GRAFICO
BIDU

Na Tabela 39 estao os valores dos parametros de entrada do programa FORTRAN
(Apéndice D), na Tabela 40 os NMAs para o grafico T’e nas Tabelas 41 e 42 os
NMAs para o grafico BIDU. Ao se comparar os valores da Tabela 40 com os das
Tabelas 41 e 42 verifica-se que, em geral, o grafico BIDU para o caso em que as
varidveis de qualidade sdo correlacionadas tem desempenho superior ao do gréfico T°.

Quanto maior a perturbagcdo e mais positiva a correlacdo, menor a diferencga entre os

desempenhos dos graficos sob comparagao.
A escolha de n, afeta a velocidade com que o grafico BIDU sinaliza desajustes

do processo. Quando n, aumenta, em geral, o gréifico se torna mais 4gil na detec¢do de
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alteracdes. Por exemplo, na Tabela 41 em que n,=8, para p=0,50 ¢ (5; , 5; )=(0,25;0)
0 NMA é igual a 61,57 e na Tabela 42, em que n,=16, 0o NMA é igual a 41,66.

Ainda das Tabelas 40, 41 e 42, para valores de 5 e 5‘ com mesma magnitude e
mesmo sinal, o grifico se torna lento a medida que p se torna mais positivo. Por
exemplo, na Tabela 41, para (J,,5,) = (0,25;0,25) e p=-0,95, p=0 e p=0,95, os
valores de NMA sdo iguais a 1,44, 42,41 e 75,39, respectivamente.

Para valores de & e &, com mesma magnitude e sinais contrdrios, o grafico se
torna mais 4gil 2 medida que p se torna mais positivo. Por exemplo, na Tabela 41,
para (8, ,6,) = (0,25;-0,25) e p=-0,95, p=0e p=0,95 os valores de NMA sio iguais a

75,39, 42,41 e 1,44, respectivamente.
Quando s6 ha perturbacdo em uma das varidveis do processo o grafico se torna

lento a medida que valores negativos de pse aproximam de zero; o gréfico volta a ser
agil a medida que o valor de paumenta de zero para 0,95. Por exemplo, na Tabela 41,
para (5;,5;,) = (0,25;0) e p=-0,95, p=0e p=0,95 os valores de NMA sdo iguais a

5,38, 76,87 e 5,38, respectivamente.

Tabela 39 - Parametros de entrada: grafico BIDU (n=4; ;=0)

n ny Rmax LA LC, LC, m
1 8 79 1,962 30 9,412 400
1 16 74 3,353 30 7,892 400

Tabela 40 — Valores de NMA para o grafico T ( NMAy=200; 71 =4)

(6,.9,)

P (0,25;0) (0,25;0,25) (0,25;-0,25) (0,5;0) (0,5;0,5) (0,5;-0,5) (1;0) (1;1) (1;-1)
-0,95 13,16 1,90 114,19 1,85 1,00 40,84 1,00 1,00 6,62
-0,75 69,53 18,49 108,30 15,44 2,51 36,39 2,11 1,01 5,63
-0,50 99,73 41,92 99,73 30,60 6,88 30,60 447 1,23 447
-0,25 112,07 61,33 89,43 39,19 12,45 24,60 6,24 1,77 3,43

0 115,55 76,87 76,87 41,92 18,49 18,49 6,88 2,51 2,51
0,25 112,07 89,43 61,33 39,19 24,60 12,45 6,24 3,43 1,77
0,50 99,73 99,73 41,92 30,60 30,60 6,88 4,47 4,47 1,23
0,75 69,53 108,30 18,49 15,44 36,39 2,51 2,11 5,63 1,01
0,95 13,16 114,19 1,90 1,85 40,84 1,00 1,00 6,62 1,00

*C=10,597
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Tabela 41 — Valores de NMA para o grafico BIDU
(q=0; NMA(=200; n=4; n,=1; n,=8)

(5.8,

P (0,25;0) (0,25;0,25) (0,25;-0,25) (0,5;0) (0,5;0,5) (0,5;-0,5) (1;0) (1;1) (1;-1)
-0,95 5,38 1,44 75,39 1,43 1,02 18,55 1,02 1,00 2,95
-0,75 36,98 7,54 69,66 6,29 1,63 16,16 1,51 1,05 2,61
-0,50 61,57 19,19 61,73 13,18 3,04 13,16 223 1,22 223
-0,25 73,45 31,19 52,39 17,69 5,08 10,26 2,82 1,40 1,90

0 76,87 42,41 42,41 19,20 7,54 7,54 3,04 1,63 1,63
0,25 73,45 52,39 31,19 17,69 10,26 5,08 2,82 1,90 1,40
0,50 61,57 61,73 19,19 13,18 13,16 3,04 2,23 2,23 1,22
0,75 36,98 69,66 7,54 6,29 16,16 1,63 1,51 2,61 1,05
095 5,38 75,39 1,44 1,43 18,55 1,02 1,02 2,95 1,00
*[,C=10,597

Tabela 42 — Valores de NMA para o grafico BIDU
(q=0; NMA,=200; n=4; n,=1; n,=16)

(8,.9,)

P (0,25;0) (0,25;0,25) (0,25;-0,25) (0,5;0) (0,5;0,5) (0,5;-0,5) (1;0) (1;1) (1;-1)
-0,95 4,36 1,90 52,96 1,88 1,00 11,80 1,00 1,00 3,07
-0,75 23,54 5,53 48,18 4,84 2,13 10,40 1,99 1,00 2,88
-0,50 41,65 12,14 41,66 8,65 3,12 8,66 2,65 1,49 2,65
-0,25 51,26 19,70 34,56 11,25 4,21 7,02 3,01 1,84 241

0 54,31 27,39 27,39 12,17 5,53 5,53 3,11 2,13 2,13
0,25 51,26 34,56 19,70 11,25 7,02 4,21 3,01 241 1,84
0,50 41,65 41,66 12,14 8,65 8,66 3,12 2,65 2,65 1,49
0,75 23,54 48,18 5,53 4,84 10,40 2,13 1,99 2,88 1,00
0,95 4,36 52,96 1,90 1,88 11,80 1,00 1,00 3,07 1,00

*LC=10,597
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6 CONCLUSOES E SUGESTOES PARA PESQUISAS FUTURAS

Considerou-se nesta dissertacdo os graficos de controle bivariados com
amostragem dupla com ou sem regra especial de decisdo. Considerou-se também a
amostragem em dois estdgios, que é um caso particular da amostragem dupla, onde o
tamanho da amostra no primeiro estigio, n»,, € igual a 1 e o limite de controle do
primeiro estigio, LC,, é igual a . A vantagem deste esquema € que, com freqiiéncia,
a amostragem ¢ interrompida no primeiro estagio. Dessa forma, em grande parte do
tempo, o usudrio lida com a informacao direta dos pardmetros sob monitoramento, ou
seja, com os valores de (x;y). Dispositivos do tipo “calibres” permitem que, no
primeiro estdgio da amostragem, a inspecao seja por atributos.

A regra especial de decisdo também € muito vantajosa para o usudrio, que pode
esperar o surgimento de um segundo ponto na regido de agcdo do grafico e, além disso,
sO tomar a decisao dréstica de parar o processo se este ponto ndo estiver distante do
primeiro.

Para tanto, inicialmente, fez-se uma revisdo acerca dos graficos de controle
univariados e multivariados, abordando as pesquisas mais recentes sobre o assunto.
Foram estudadas as propriedades dos graficos de controle e as principais medidas de
desempenho utilizadas, o nimero médio de amostras até o sinal (NMA) e o tempo
esperado até o sinal (TES).

Foram detalhados os graficos de controle com amostragem dupla e regra especial
de decisdo, foco deste trabalho, bem como os graficos concorrentes.

Todos os célculos necessarios ao completo desenvolvimento das expressdes para
obtencdo das propriedades do grifico de controle bivariado com amostragem dupla e
regra especial de decisdo foram mostrados. Fez-se uso de Teoremas e Coroldrios da
Estatistica, o que possibilitou a obtencdo de expressdes fechadas para o NMA e se
constituiu na principal contribuicdo deste trabalho e € inédito.

O desempenho do esquema proposto foi comparado com o de outros esquemas
ageis na detec¢do de pequenas e moderadas alteracOes nos parametros do processo
(MVSS, MVSI e MVSSMVSI). Uma variedade de casos foi analisada para diversos

valores de n, n,,n,, ¢4, A e L,onde n é o nimero médio de itens inspecionado por
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amostragem; n, € o tamanho da amostra no primeiro estidgio; n, € o tamanho da

amostra no segundo estigio; ; é a probabilidade de alarme falso no primeiro estagio;
A€ a magnitude da perturbacdo no processo e L € o nimero maximo de amostras entre
amostras nao-conformes para que se tenha um alarme nos grificos SyBIDU e
SyBITWO.

Os resultados obtidos mostraram que, em geral, o griafico proposto tende a
fornecer NMAs ou valores de TES menores do que os dos graficos concorrentes. Um
ponto que merece destaque é o fato de que a ado¢do de um limite de acdo para o
primeiro estagio da amostragem dupla, em geral, reduz o desempenho do grifico de
controle, além de aumentar a complexidade do dispositivo de monitoramento. Assim

sendo, a amostragem dupla com ¢, = 0, ou seja, LC; = «, s€ mostrou mais vantajosa
do que a amostragem dupla com «, # 0.

Os estudos foram estendidos para o caso em que as varidveis de qualidade sdo
correlacionadas.

E importante destacar que a autora deste trabalho se dedicou a obtengio das
propriedades dos Gréficos de Controle Bivariados com Amostragem Dupla e Regra
Especial de Decisdo por meio de desenvolvimentos tedricos, enquanto outros autores,
como por exemplo Grigoryan (2003), fizeram uso apenas de técnicas de simulagao.

E importante salientar que a autora desta dissertacdo iniciou os estudos sobre
graficos de controle com amostragem em dois estdgios em 2003, em seu projeto de
Iniciacdo Cientifica. Tal fato foi decisivo para que esta dissertacdo pudesse ser feita
em um tempo curto, embora esta tenha sido bastante complexa, em especial, do ponto
de vista do desenvolvimento matematico. Contribuiu também, € claro, o fato da autora
ter se dedicado em tempo integral ao presente projeto, gracas a bolsa da CAPES que
lhe foi concedida.

Até o momento a autora deste trabalho ja publicou os seguintes artigos: Costa e
Machado (2003, 2003a), onde foram estudadas as propriedades dos graficos de
controle por meio de simula¢des; Machado e Costa (2005, 2005a), onde foram citados
os graficos de Shewhart baseados na estatistica de qui-quadrado e com regra especial
de decisdo e Machado e Costa (2006, 2006a), onde foram abordados os graficos de

controle com amostragem dupla para o monitoramento de processos bivariados. Além
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disso, seu trabalho de conclusdo de curso tratou do monitoramento de um processo real
em que os dados eram autocorrelacionados (MACHADO, 2005).

Uma possivel extensdo deste trabalho poderia levar em consideragdo processos
em que k varidveis de qualidade sdo monitoradas, sendo k > 2. Poderia se pensar
também em ampliar os estudos para o caso em que os parametros de processo sdo
estimados, portanto considerados desconhecidos. Além disso, poderia se estender para
o caso multivariado, o trabalho realizado por Costa e Rahim (2004) em que estudaram
o grafico de controle com amostragem dupla para o caso univariado e, no primeiro
estagio de amostragem, adotaram a inspecdo por atributos. Vale ressaltar que a
inspecdo por atributos torna o monitoramento mais simples. Estas propostas fazem
parte do projeto de pesquisa de doutorado da autora.

Finalmente, destaca-se que ainda ha na literatura um espaco em aberto quando o
assunto € a autocorrelacdo em processos multivariados. Um trabalho recente sobre o
assunto é o de Kalgonda e Kulkarni (2004). Eles apresentaram um método para se
trabalhar com a autocorrelacio em processos multivariados onde o tamanho da
amostra n € igual a 1. Sugerem, como futura pesquisa, que o método seja estendido

para o caso em que n > 1.
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APENDICE A - Prova do Teorema A.1

As propriedades dos graficos de controle bivariados baseadas na estatistica T°
sdo facilmente obtidas, pois 7° tem distribui¢do de Qui-Quadrado,
n
2

Para o caso proposto em que se adota a amostragem dupla foi preciso definir 7>

) = 2o - 1 f + 020 -, f =20, - a0 N - )]

como
T? = gl (n, ) + g5 (n, y) (A.1)
onde 8,(n, 1) = hy (x) cosp—h, (y)seng, (A.2)
g, (n, 1) =—h, (xX)seng+h, (y) cos @, (A.3)

sendo sen2¢ = o, (0,0,), @) = o, - u) /15, h() = Vo, & - u)i g,
e [f=detL=0;0; -0y >0.

O vetor aleatério bi-dimensional g(n, 4) = (g,, g,) tem distribuicdo normal com
L 1 . in L 10
média zero e matriz de covariincia unitdria € = 0 1) A vantagem de se trabalhar

com as varidveis g, e g, € que elas ndo sdo correlacionadas, isto €, Cpoy = 0.

Através da construcdo apresentada na Figura A.1 foi possivel definir g,(n,u) €
g,(n,u). Fez-se uso de uma estratégia que consistiu na rotacao de eixos cartesianos de
um determinado angulo ¢ de forma a transformar as varidveis originais, consideradas

correlacionadas, em varidveis independentes.
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AgZ(nv /u)
R =1 + I, (3)
hy () h, (y)cosg
R h(®
%\
i hy (X) !
: i
] ]
R L () i
1 (] !
+ : >
_ \ g (n, 1)
h(x
(1] hy (X) cos @
hy(¥ysenp S I
h,(X) seng

Figura A.1 — Rotagdo dos eixos &, (x) € h, (y)

Pode-se provar que (A.2) e (A.3) sdo varidveis aleatérias normais, porque elas

sdo combinagdes lineares das varidveis normais x; € y;. Sabe-se que

2 2
oy O-x — oy - - O-x
E(x—u,)* = . ,E<y—uy)2=7}, EOr=f) (V= fhyy) ===

Ap6s algumas simplifica¢des, obtém-se que

2 n 0'50'3 1
Elg(n,]” = - |—— - —0,0,0, sen2¢|.
|Z| n n o

Por simetria dos indices x e y, tem-se que

2 .2
nlolo? }

E[g1(n’ ;u)]z = E[gz(n7 ,u)]z = _|:

= |Z| - —0,0,0, sen2Q

n n
_ ) 2
Como sen2¢ = o, /(0,0,) e [f| = oi0. — o’ segue que

L

E[gl(ns ﬂ)]z = E[gz(n’ 11'1)]2 - |Z|

[oifof, - oj ] =1.

Similarmente
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0,0,

[

n|o0,0,0

|E| o [O'xy - O'XO'ysenZ(p] =0.

1
Elg(n,u)g,(n, 1)1 = —;G%O‘%sen%) =

O Teorema A1 estd provado.
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APENDICE B - Cilculos Secundérios

Para um processo em controle define-se p,, a probabilidade da amostragem dupla

ser interrompida antes de atingir o segundo estigio; ¢, , a probabilidade de alarme falso
no primeiro estigio e «,, a probabilidade de alarme falso no segundo estagio.

A Figura B.1 representa o espaco amostral das varidveis g,(n,, &,)€g,(n,, i,),
dividido em trés as regides. I, é a regido que compreende o disco de raio VLA, isto &,

D(0,vLA); I, é a regido que compreende o anel de raio superior igual a /LC, e raio

inferior igual a~' LA ; e I5 € a regido externa ao disco D(0,/LC, ).

A
1° estagio g,(n,, 1)

LC, S

0,0) >
g, (n, W)
12 Il

Figura B.1 — Espaco amostral de (g, (n,, t,); 8,(n,, &4,))

A probabilidade p, € dada por:
po=Prign, u,) & ]
po=1—-Pr[LC,<T’<LAIu = u,l

As varidveis g(n, 1) e T* foram definidas no Capitulo 4:

T? = gi(n, ) + g5 (n, 1)
&, (n, i) = hy (x) cosp—h, (y)seng,

g, (n, 1) =—h, (x)sen@+h, (y) cos @,
sendo sen2p = o, /(0,0,), () = Vno,(x — u) 15, 1) =Vno (v — u) /.

e [f=detL=0}0; -0y >0.
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No Apéndice A estd a prova de que T* tem distribui¢do normal com média zero

. A ol 10
e matriz de covariancia unitdria €= 0 1)

Portanto, a probabilidade de um ponto (x,y) e D©O,a) € dada por:

GZ*XZ a a
PrT> < a*] = j e j Froe (% y)dxdy = jo rexp(—r>)dr =1 — exp(-a’> /2)  (B.1)
em que fy,g € afuncdo densidade da distribuicdo normal bivariada com média zero e

matriz de covariancia unitaria,

1 2, .2
x,y)=—-exp[-(x~ + /2].
fN(o,g)( y) Py pl=( y)/2]

Conseqiientemente:
p, =1- 'fg rexp(—r*)dr =1 — [exp(=LA / 2) — exp(—LC, / 2)].
A probabilidade de se ter um alarme falso no primeiro estdgio é dada por:
o= Prig(n, u,) € Is]
a,=Pr(T*(n,, u,) > LC, | pt = ]
al:.[L D(0,/LC)) .6 0xn y)dxdy
Fazendo uso da equacdo B.1 obtém-se que:
o =1- .[()Lm r exp(—rz)dr =1 — [1 — exp(—=LC, / 2)] = exp(-LC, / 2)
A Figura B.2 representa o espago amostral das varidveis g,(n, &,)eg,(n, u,),

dividido em duas regides, I, e Is, sendo I, a regido que compreende o disco de raio

JLC, ,isto é, D(0, {/LC, ) e Isaregido externa ao disco D(0, ,/LC, ).
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A
2° estdgio g2,(n, W)

\ / LC,
>
\% gl (I’l, ,U)

I,

I

Figura B.2 — Espaco amostral de (g,(n, 1,); g,(n, 14,))

Quando a amostra de tamanho »n € dividida em duas sub-amostras de tamanho n,

e n,, sendo n, +n, =n, a estatistica g(n,4) tem a seguinte propriedade:

2(n, 1) = (\/”_1g(n1’ﬂ) + \/”_zg(”z’,u))
n, +ny)

Desta forma a estatistica g(n,) € dada por (considere u = u,):

oAt \/n_l
g(n,) = \/Z g(n) \/Z g(ny)

Se g(n,)=(xy) e g(n) e I, segue que:

glmy)e Is (x.y).

 ~ . . n +n
sendo I; (x,y) a regido externa ao disco de raio R= |-—=LC, centrado em
ny

C(—x\/n1 /n, ;—y\/n1 /n,), isto € D(C, R).

A probabilidade de alarme falso no segundo estdgio é dada por:
azz Pr[(g(n, :uo)$ 14) ﬁ(g(nl, ;uo) € 12)]

a,=Prlgn u) el gn, u,) e L] Prlgn, u,) € ]
o) = ”eD(Jﬂ,JTCQ Ino.e)(x y)[JLD(C’R) fN(O’g)dudv}dxdy

i i I D;J: Iro.g (X )’)dXd}’} (B.2)

l J

a,
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A equacgdo (B.2) foi utilizada no programa FORTRAN (Apéndice D) para o

célculo de «,, onde:
Pr[(x, y) e A; 1 (x, y) ~ N(O, 8)] selA < x} +y! < LC,

0 caso contrario

e N(0, &) representa uma distribuicdo normal bivariada com média zero, ou seja

. A - s 10 . .
i, = u, = 0, e matriz de covariancia unitéria € =[0 J. Na Figura B.3 tem-se a area

Aj,
A
———— (y+iAy)
[VIUE R S | Ajj
|
| | ————= CoG-D Ay
|

| | I

L

I | | >

! ! !

(x+-DAX) X (x+iAx)
Figura B.3 — Area Aj
Da Figura B.3 observa-se que:
Pr[(x, y) e A; (x, y) ~ N(0, 8)]: F(-xo+i Ax; -yo+iAy)-
-F(-xo+i Ax; -yp+(i-1) A y)-
-F(-xg+(i-1)Ax; -yg+iAy) +
+F(-xg+(i-1) Ax; -yo+(i-1)Ay) (B.3)
onde F(x,y) = 2i J ;|.exp[—(x2 + y*)/ 2kdxdy. Para o cdlculo de F(x, y) utilizou-se a
72- —oco—o00

sub-rotina DBNRDF da biblioteca IMSL FORTRAN (1995) para o cédlculo da funcao

de distribui¢do da normal bivariada. Os valores de x, e y, sdo iguais a +R max , isto &,
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X, =y, =+VvRmax. A escolha do wvalor de Rmaxdeve ser tal que

Pr[x> + y> > Rmax | = 0. De acordo com a Figura B.4, Ax e Ay sio dados por:

AX:Z\/Rmax e

m

R max— x’
Ay =2 ————.

m
onde m € o nimero de particoes das varidveis x e y. As varidveis Rmax e m sao

parametros de entrada do programa do Apéndice D. Elas foram escolhidas com base

na precisdo desejada.

FiguraB.4 - AxeAy

Para o célculo de J:J: frvo.g (X ¥)dxdy utilizou-se a sub-rotina DT20DQ da

biblioteca IMSL FORTRAN (1995) para o calculo de integrais duplas. Os limites de

integragdo b, c, d e e sdo dados por:

n
b = -R - x L.
n,
n
_ 1.
c=R-x_|—;
n,
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De acordo com as hipéteses estabelecidas no Capitulo 4, apés a ocorréncia da

causa especial, o vetor de médias se desloca do seu valor alvo u para | e o centro do
disco D da Figura B.2 se desloca de (0;0) para o’ = ( nd.; \/Zd;), vide Figura B.5,

onde:
A

Vi

\/;5;, =g, (n, 1) — g,(n, ) = % [— 0,0, cosg + 0,0, sen¢].

L

(U, — Hy,) e 5y _ (luly B 'u()y).
(o3 ’ (o}

X y

\/;5; =g (n ) — g (n, 1) = 0,0, cosQ + 0,0, sen¢],

sendo &, =

A
1° estdgio 8, (ny, i)

AN

o 7/ 0,0
& ) gi(ny, i)

Figura B.5 — Espaco amostral de (g,(n,, ,); g,(n,, 1,))

O poder de deteccao do gréfico de controle no primeiro estdgio € dado por:
pi=Prlgn, u)el]
p= Pr[Tz(nn :ul) > LC | u = p]

Py = J.L D@ L)) Ino,e) (x, y)dxdy

n n

po=2 2, (B.4)
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A equacgdo (B.4) foi utilizada no programa FORTRAN (Apéndice D) para o

célculo de p,, onde:

Prlx, y) e A, 1 (x, ) ~ N, &) se (x; —/m &) +(y, —yn &) >LC,

0 caso contrario

Para o célculo de Pr[(x, y) € A; 1 (x,y) ~ N(O, 8)] utilizou-se a equacdo (B.3).

No segundo estdgio, a causa especial desloca o centro do disco D de C
paraC’(=x\fn, [n, + & /n,i—yn/n, + 5y Jn,). Consegiientemente, o poder do
grafico € dado por

p,=Pri(g(n, m)els) n(gn, u)e b)]

po=Prlgn w)e Lllg(n,, p)e L] Prig(n, u)e b))

P2 = ”e(\/ﬂ,ﬁ) Ino.e)x y)UL D(C",R) fN(O’g)dudv}dxdy

pe = XX L[ Fune o vy | (B.5)

A equacdo (B.5) foi utilizada no programa FORTRAN (Apéndice D) para o

célculo de p,, onde:

i

{Pr[(x, Ve A 1 (xy) ~ NO, &) se LA<(x =\, 67+ (y — [, 8))* <LC,

0 caso contrario

Para o calculo de Pr[(x, y) e A; I (x,y) ~ N(O, €)J utilizou-se a equagdo

(B.3). Os limites de integracdo b’, ¢’, d’ e e¢’sdo dados por:

n y
R — x; | + n,6;;
n,

’ n, .
¢ =R—-x |— +n,0.;
n,

2
—\/R2 - (x + x; /Z—lj -y, {Z—l +4n, 0, e
2 2

AN
I

~
I
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APENDICE C - Modelo de cadeia de Markov para obtencao do NMA do grafico

de controle com regra especial de decisao

O Synthetic control chart, que nesta dissertacdo de mestrado foi chamado de
grafico de controle com regra especial de decisdo, foi introduzido por Wu e Spedding
(2000). O grafico de Shewhart sinaliza uma deterioracdo do processo sempre quando
um ponto cai em sua regido de acdo; alternativamente, o Synthetic Control Chart
sinaliza somente quando um segundo ponto cai na regido de acdo, e sob a condicdo de
que o nimero de amostras entre os dois pontos que cairam na regido de acdo, ndo seja
superior a L. Tal estratégia de decisdo tem sido observada na prética, pois em geral o
usudrio se sente inseguro em interromper o processo apds a ocorréncia do primeiro
ponto amostral na regido de acdo do grafico de controle.

Davis e Woodall (2002) utilizaram um modelo de cadeia de Markov para
obtencao do NMA,, e NMA,, para o Synthetic Control Chart. Quando o Synthetic
Control Chart estd em uso, a decisdo sobre o estado do processo € baseada no NA,
nimero de amostras retiradas do processo entre ocorréncias de amostras ndo-
conformes. Uma amostra serd ndo-conforme quando seu valor amostral gerar um
ponto fora dos limites de controle. No inicio do monitoramento, o primeiro NA
corresponde ao numero de amostras retiradas do processo antes da ocorréncia da
primeira amostra ndo conforme. Se o NA for menor ou igual a L, onde L é um nimero
inteiro positivo, o processo € considerado fora de controle e um sinal é gerado. A
medida que L aumenta o Synthetic Control Chart tende ao grifico de controle de
Shewhart.

Suponha que cada ponto amostral do grafico de observacdes individuais €&
classificado como sendo “0” (se dentro dos limites de controle) ou “1” (se fora dos
limites de controle). Uma seqii€éncia de pontos amostrais pode ser representada por
uma seqiiéncia de zeros e uns; por exemplo, 1000001000 indica que em uma seqiiéncia
de 10 amostras, a primeira e a sétima estdo fora dos limites de controle, ver Figura C.1.
O ultimo digito da seqiiéncia representa o que aconteceu com a observacdo mais

recente.
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X A,
1% amostra 7% amostra
e [ ]
____________________________________________________ LSC
o [ ]
o d o
[ i °

o LIC

|

Figura C.1- Seqiiéncia de amostras dentro ou fora dos limites

Considere que L=3. Isto significa que as seqiiéncias de médias amostrais 11, 101
ou 1001 geram um sinal. As possibilidades do grafico de controle com regra especial

de decisdo sinalizar um desajuste, para L=3, estdo ilustradas na Figura C.2.

Nao € um sinal

A
Sinal Sinal Sinal
///”"‘\\\ /«’— ~\"\ N '/_/ ------ = \.\~
I/ \\ /,/ 7 N,
0 K ‘/ \.
{ ° ‘|,'/ hd \‘\ ! \‘\ °
l' M ’/ [ ] \
\® /i e Vi " e LSC
N 0 ! 1
————— \ [ H
\ S I
\ /; \ /,’ °
R ° / AN ° , °
. s . .
S - - \.\\o\-_——'/,—’ °
LIC
>

Figura C.2 - Casos em que o grafico com regra especial de decisdo sinaliza (L=3)

Seja A=P[LIC < X < LSC] e B=1-A. O estado da cadeia de Markov depende
das classificagdes das udltimas trés amostras, se “0” ou “1”. A matriz de transi¢do da

cadeia de Markov é dada por P, sendo “001” o estado inicial:
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Tabela C.1 — Matriz de transi¢do da cadeia de Markov (L=3)

Estados 000 001 010 100 Sinal
000 / A B 0 0 0 \
001 0 0 A 0 B
010 0 0 O A B

100 A 0 0 0 B

Sinalw 0 0 0 y

A Figura C.3 apresenta o diagrama de transicdo de estados da cadeia de Markov

descrita pela matriz da Tabela C.1.

Figura C.3 - Diagrama de transi¢do de estados (L=3)

Para qualquer valor de L, a matriz Q € obtida a partir da matriz P eliminando
todas as linhas e colunas correspondentes aos estados recorrentes. € uma matriz
(L+1) por (L+1), que pode ser construida como segue:

(1) A primeira linha contém A na primeira coluna e B na segunda coluna.
(2) A ultima linha contém A na primeira coluna.

(3) Nas outras linhas, A deve estar acima da diagonal.

(4) Nos espagos restantes deve-se preencher com zeros.

O NMA ¢ idéntico ao tempo médio que esta cadeia de Markov leva pra atingir o
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estado absorvente. Para todos os possiveis estados iniciais, tem-se que NMA:(I-Q)'ll,

onde / é a matriz identidade (L+1) por (L+1) e 1 € um vetor unitdrio (L+1).

Assumindo que a causa especial ocorra apds um periodo em controle, 0 NMA
mede o tempo que o Synthetic Control Chart leva para sinalizar a causa especial.
Neste caso, o vetor para O processo em regime permanente consiste na
probabilidade da cadeia de Markov, que representa o Synthetic Control Chart, estar em
cada estado transitério ap6és um longo periodo de tempo. Existem L+1 estados
transitérios. Considere S um vetor de linha 1x (L+1) que corresponde a essas
probabilidades. A matriz Q° € a matriz de probabilidades iniciais. De acordo com
Davis e Woodall (2002) o vetor S pode ser obtido pela solu¢cdo de um sistema linear de
equagdes onde:
S = QxS
(C.1)

L+1

25,

Para L=3 a matriz Q” é dada por:
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Tabela C.2 — Matriz de probabilidades inicias da cadeia de Markov (L=3)

Estados 000
000 A
001 0
Q=
010 0
100

\1

001

B

010 100
0 0
1 0
0 1

0 0 ’//

O NMA,, é dado por S x NMA, onde NMA € o vetor (L+1) x 1 de nimero médio

de amostras até o sinal. S, é a probabilidade da cadeia estar em cada um dos estados

transitérios apds um longo periodo de tempo. Existem quatro estados transitorios para

L = 3, ou seja, i=1, 2, 3, 4. Neste caso o vetor S é dado por S’ = (S, S,, S,, S,).

Através da solucdo do sistema linear de equacdes obtém-se que:

B 1
1+ 3B

S, =

1

S, =8,

B
1+3B

E, as féormulas gerais, para qualquer valor de L, sdo dadas por:

1
"1+ (N -1B

1

S,:L
1+ (N - 1B

, sendo N=L+1.
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APENDICE D - CODIGO COMPUTACIONAL EM FORTRAN

C
C
C PROCESSO BIVARIADO
C AMOSTRAGEM DUPLA
C NMA E NMA STEADY-STATE PARA O GRAFICO COM REGRA
C ESPECIAL DE DECISAO
C NN=L+1
C N=N2
C R11=LA
C R12=LCl1
C R2=LC2
C
C
USE MSIMSL
DOUBLE PRECISION AA, ARL ,NBARRA , RO, DESLOCX, DESLOCY
&, COSFI , SENFI

DOUBLE PRECISION RHO, R, R2,RMAX,X1,XM, DX1,Y1,YM,
&DY1,PSOMA,LSY,LIY ,DELTX, DELTY , RESULT, PROB,
&A, B, ERRABS, ERREST, ERRREL, F, G,H ,N NI, R11,R12,
&SHIFTX,SHIFTY, ALIST,BLIST,RLIST,ELIST,WK,PSAA,PSAB

DIMENSION ALIST (1000) ,BLIST(1000),RLIST(1000),ELIST(1000) ,
&IORD(1000),WK(4000),IWK(1000)

COMMON XM, YM,R2,N,N1  ,SHIFTX,SHIFTY

EXTERNAL F ,G,H

WRITE(*,747)
747 FORMAT (' DIGITE 1 PARA NMA E 2 PARA NMASS (REGRA ESPECIAL))
READ(*,%)IT
NN=11

IFAT.EQ.2) THEN

WRITE(*,748)

748 FORMAT (' DIGITE L+1")
READ(*,*)NN
ENDIF
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N1=1.0D0

N=6.0D0

RMAX=75.0D0
R11=1.386D0

R12=30.0D0

R2=6.442D0*(N+N1)/N

DESLOC=0.0D0

WRITE(*,479)
479 FORMAT (" FORNECER N1, N2 (ou NO), LA, LC1")
READ(*,*) N1,N,R11,R12
1000 CONTINUE
PSOMA=0.0D0
PSAA=0.0D0
PSAB=0.0D0

WRITE(*,476)
476 FORMAT (" DESEJA MUDAR O LC2 OU O RMAX, SE SIM DIGITE 1")

READ(*,*) KKS
IF (KKS.EQ.1) THEN

WRITE(*,473)
473 FORMAT (" DIGITAR LC2, RMAX EM")

READ(*,*)R2, RMAX, M

R2=R2*(N+N1)/N
DESLOC=0.0D0

ELSE

WRITE(*,471)
471 FORMAT (" DIGITAR RO DELTAX e DELTAY")

READ(*,*)RO, DESLOCX, DESLOCY

COSFI=DSQRT( DSQRT(0.25D0*(1.0D0-RO*R0))+0.5)
SENFI=DSQRT(1.0D0-COSFI*COSFI)
IF (RO.LT.0.0D0)SENFI=-SENFI

SHIFTX=(1.0DO/DSQRT(1.0D0-RO*RO))*(-
DESLOCX*COSFI+DESLOCY *SENFI)

SHIFTY=(1.0DO/DSQRT(1.0D0-RO*RO))*(-
DESLOCY*COSFI+DESLOCX*SENFI)
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IF (SHIFTX.LT.0.0D0O)SHIFTX=-SHIFTX
IF (SHIFTY.LT.0.0DO)SHIFTY=-SHIFTY

WRITE(*,594)RO,COSFI,SENFI,SHIFTX, SHIFTY
594 FORMAT(5F14.7)
READ(*,*)

ENDIF

RHO=0.0D0

DELTX=2.0D0*DSQRT(RMAX) /M

DO 10 I=1,.M

X1=-DSQRT(RMAX)+DELTX*(I-1)
DX1=-DSQRT(RMAX)+DELTX*(I)

XM=(X1+DX1)/2.0D0
LSY=DSQRT(RMAX-XM*XM)
LIY=- DSQRT(RMAX-XM*XM)

XM=XM-DSQRT(N1)*SHIFTX

DELTY=(LSY-LIY)M
DO 20J=1,M
Y1=LIY+DELTY*(J-1)

DY I=LIY+DELTY*(J)
YM=(Y1+DY1)/2.0D0

YM=YM-DSQRT(N1)*SHIFTY
R=(XM*XM+YM*YM)

PROB=DBNRDF(DX1, DY 1, RHO) - DBNRDF(DX1, Y1, RHO)
& -(DBNRDF(X1, DY1, RHO) - DBNRDF(X1, Y1, RHO))



IF(R.LT.R11) THEN
PSAA=PSAA+PROB
ENDIF

IF(R.GT.R12) THEN
PSAB=PSAB+PROB
ENDIF
IF (R.GT.R11.AND.R.LT.R12) THEN

A=-DSQRT(R2)-DSQRT(N1)*XM/DSQRT(N) +DSQRT(N)*SHIFTX
B=DSQRT(R2)-DSQRT(N1)*XM/DSQRT(N)  +DSQRT(N)*SHIFTX

ERRABS =0.0
ERRREL = 0.01
IRULE =6

MAXSUB=1000
CALL DT20DQ (F, A, B, G, H, ERRABS, ERRREL, IRULE,
&  RESULT, ERREST, MAXSUB, NEVAL, NSUBIN,

&  ALIST, BLIST, RLIST, ELIST, IORD, WK,
&  IWK)

PSOMA=PSOMA+PROB*RESULT

GOTO 20

ENDIF
20 CONTINUE

GOTO 10

10 CONTINUE
AA= PSAA+PSOMA

NBARRA=NI1+N*(1.0D0-(PSAA+PSAB))
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oNoNONONQ!

CALL AFBC(AA,NN,ARL)

IF IT.EQ.1) THEN

ARL=1.0D0/(1.0D0-(PSAA+PSOMA))
WRITE(*,222)PSOMA ,PSAA,PSAB,NBARRA,ARL
222 FORMAT( (PSOMA='F6.5,' PSAA='F6.5,' ALFI='F6.5, NBAR=,

&F5.3."), ARL= 'F6.2)

ELSE

WRITE(*,221)PSOMA ,PSAA,PSAB,NBARRA,ARL
FORMAT(' (PSOMA="F6.5,' PSAA="F6.5,' ALF1="F6.5,' NBAR=',
&F5.3,"), SSARL(SYNTHETIC)='F6.2)

ENDIF

GOTO 1000

END

SUBROUTINE AFBC(AA,NN,ARL)

DOUBLE PRECISION M(NN,NN),MINV(NN,NN), ARL,
&P(NN) , AR(NN), AA, B

NM=1.0D0
B=1.0D0 - AA

DO 44  I=1,NN
DO 55 J=1,NN

M(L,])=0.0D0
MINV(1,J)=0.0D0

55  CONTINUE
44 CONTINUE

M(1,1)=1.0D0-AA
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M(1,2)=-B
M(NN, 1)=-AA

DO 22 L=3,NN
M(L-1,L)=-AA
22 CONTINUE
DO 33 L=2,NN
M(L.L)=1.0D0
33 CONTINUE

CALL DLINRG(NN,M,NN,MINV,NN)
DO 11 J=1,NN

AR(1)=0.0D0
DO 12 I=1,NN
AR(J)=AR(J)+ MINV(J.])

12 CONTINUE
11 CONTINUE

ARL=0.0D0

DO 13 K=1,NN

P(K)=B/(1.0D0+(NN-1)*B)

P(1)=1/(1.0DO+(NN-1)*B)

ARL=ARL+P(K)*AR(K)
13 CONTINUE

END

FUNCTION F (X, Y)
DOUBLE PRECISION X, Y

INTRINSIC DEXP
COMMON XM,YM,R2,N,N1 SHIFTX,SHIFTY

F = (1.0D0/6.283185307D0)*DEXP(-0.5%(X*X+Y*Y) )



RETURN
END

DOUBLE PRECISION FUNCTION G (X)

DOUBLE PRECISION X, XM,YM,R2 ,N,N1 ,SHIFTX,SHIFTY
INTRINSIC DSQRT
COMMON XM,YM,R2,N,N1 SHIFTX,SHIFTY

G= DSQRT(N)*SHIFTY - DSQRT(N1)*YM/DSQRT(N)-
&DSQRT(R2-(X-DSQRT(N)*SHIFTX+DSQRT(N1)*XM/DSQRT(N))**2 )
END

DOUBLE PRECISION FUNCTION H (X)

DOUBLE PRECISION X, XM,YM,R2 ,N,N1 ,SHIFTX,SHIFTY
INTRINSIC DSQRT
COMMON XM,YM,R2,N,N1 SHIFTX,SHIFTY

H= DSQRT(N)*SHIFTY - DSQRT(N1)*YM/DSQRT(N)+
&DSQRT(R2-(X-DSQRT(N)*SHIFTX+DSQRT(N1)*XM/DSQRT(N))**2 )

END
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