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Resumo

Neste trabalho iremos abordar aspectos qualitativos e geométricos a respeito de cam-
pos de vetores suaves por partes. Nosso foco serd estudar bifurcacoes locais e globais
de codimensao um e dois e também algumas relagoes de equivaléncia para campos
vetoriais suaves por partes definidos no plano. Classificaremos e caracterizaremos bi-
furcacoes genéricas por meio do retrato de fase e do diagrama de bifurcacao dos campos
envolvidos. Também faremos uma breve introdugao sobre Sistemas Slow-Fast.

Palavras-chave: Bifurcagoes. Campos de vetores descontinuos. Sistemas dinamicos
descontinuos. Campos de vetores suaves por partes. Filippov.






Abstract

In this work we study qualitative and geometric aspects of piecewise smooth vector
fields. Our focus is to study local and global bifurcations of codimension one and
two and some equivalence relations for piecewise smooth vector fields defined on the
plane. We will classify and characterize generic bifurcations using the phase portrait
and the bifurcation diagram of the vector fields involved. We also incorporate a brief
introduction about Slow-Fast Systems.

Keywords: Bifurcations. Discontinuous vector fields. Discontinuous dynamical sys-
tems. Piecewise smooth vector fields. Filippov.
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1 Introducao

Sistemas Dindmicos fazem parte de uma area da Matemética que tem tido um no-
torio avan¢o nos tltimos anos e busca compreender o comportamento futuro e passado
de fenomenos. Geralmente, podemos modelar tais fenémenos a partir de Equagoes
Diferenciais e este estudo pode ajudar a resolver problemas das mais diversas areas do
conhecimento, tais como Economia, Fisica, Biologia, Engenharias, etc.

Entretanto, nem sempre é possivel resolver tais equacoes diferenciais por métodos
algébricos e portanto temos que recorrer ao estudo qualitativo e geométrico de suas so-
lugoes. Os famosos livros [17] e [19] tratam justamente desta teoria classica envolvendo
campos de vetores suaves.

Recentemente uma nova classe de campos tem ganhado grande destaque, que sao
os Campos de Vetores Suaves por Partes (ou Campos de Filippov). A grosso modo,
um Campo Planar de Filippov é um campo cujo dominio de definicao é dividido em
regioes, sendo que em cada uma destas regioes atua um campo vetorial distinto. A
fronteira destas regioes é limitada por curvas, suaves ou nao. Especificamente ao longo
desta dissertacao trabalharemos com apenas dois campos distintos separados por uma
curva suave.

Essa classe de campo possui um comportamento muito rico e tem chamado a aten-
cao de pesquisadores por sua complexidade, vasta aplicabilidade em outras areas da
ciéncia e pela beleza dos problemas que surgem a partir de sua analise. Dentre tais
problemas, podemos citar o estudo bifurcagoes, que é o escopo deste trabalho. Em pou-
cas palavras, abordaremos o que ocorre com um campo de vetores suaves por partes
quando aplicamos pequenas perturbacoes.

Iremos abordar bifurcagoes a um e dois parametros a partir do diagrama de bifurca-
¢ao dos campos envolvidos, além de estudarmos relagoes de equivaléncia entre Campos
de Filippov, a saber, Y-equivaléncia e equivaléncia topologica. Para tal, teremos como
principal referéncia o artigo [10]. Este é um trabalho recente que trata desde conceitos
introdutorios (tais como trajetoria e orbitas) até conceitos mais sofisticados, como bi-
furcagoes a dois parametros. Estudaremos também o artigo [14], que faz uma andlise
sistematica de bifurcagoes locais e globais a um parametro.

Devido a curva de descontinuidade, nao podemos generalizar diretamente conceitos
de campos suaves para campos suaves por partes. Assim, no Capitulo 2 estabelecere-
mos algumas notacoes e introduziremos algumas defini¢oes relacionadas a campos de
Filippov, tais como 6rbitas, trajetorias, singularidades, dobras, separatrizes, etc. Todos
os conceitos apresentados serao ilustrados com exemplos para justificar nossas escolhas.
A maijoria destas defini¢oes estao presentes em [10]. Em caso contrario, explicitaremos
em qual referéncia a definicao se encontra.

J&a no Capitulo 3, introduziremos as nogoes de Y-equivaléncia e equivaléncia topolo-
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20 Introducao

gica. E a partir destes conceitos que poderemos discutir a estabilidade estrutural de
um campo suave por partes, contetido abordado no Capitulo 4. Como veremos, um
campo estruturalmente estavel ¢ um campo que nao ¢ sensivel a pequenas perturbacoes,
isto €, um campo que nao altera seu comportamento quando o perturbamos. Iremos
caracterizar o conjunto dos campos estruturalmente estaveis, e para cada tipo de campo
apresentamos uma forma canoénica. Os conceitos e resultados apresentados em ambas
as se¢oes também podem ser encontrados em [10].

O estudo de bifurcacoes se inicia no Capitulo 5. Aqui, introduziremos as nocoes
de bifurcacao e codimensao, além de apresentar alguns tipos de campos que possuem
bifurcacoes que dependem de um parametro. As formas candnicas apresentadas neste
Capitulo podem ser encontradas em [14] e as singularidades estudadas aqui variam
desde dobras até pontos criticos-hiperbélicos.

No Capitulo 6, apresentamos dois casos da Bifurcacao N6-X que nao estao presentes
em [14]. Estes casos foram estudadas recentemente em [11] a partir de uma anélise mais
aprofundada de [8]. Neste Capitulo também é apresentada uma forma canonica que
pode ser usada para estudar bifurcagoes envolvendo outros pontos criticos hiperbolicos,
a saber, pontos de Sela e de Foco.

J& no Capitulo 7 analisamos bifurcagoes globais de dependem de um parametro.
Estas bifurcagoes, que podem ser encontradas em [14], podem ser conexoes entre dobras
ou conexoes entre pontos criticos. Em ambos os casos, analisaremos o diagrama de
bifurcacao dos campos quando temos uma conexao homoclinica ou heteroclinica, isto
é, quando a conexao envolve apenas um ponto ou quando envolve dois pontos distintos.

Apos analisarmos as bifurcacoes globais, estaremos aptos a finalmente fazer um es-
tudo das bifurcagoes locais a dois parametros, as quais serao apresentadas no Capitulo
8. Isso se deve pelo fato de que, ao analisar os desdobramentos de campos com bifur-
cagoes que dependem de dois parametros, iremos nos deparar com bifurcagoes globais,
tais como surgimento de ciclos. Em alguns casos, veremos a existéncia de infinitas
curvas de bifurcacao. Todas as bifurcagoes locais que dependem de dois parametros es-
tudadas aqui estao presentes em |10]. Vale destacar que a lista de bifurcagoes deste tipo
é extensa, portanto abordaremos apenas os casos que apresentam um comportamento
mais rico, tais como as bifurcacoes Sela-Dobra e Cuspide-Dobra.

Ao estudar campos de vetores suaves por partes, um dos problemas mais dificeis
de serem resolvidos ¢ determinar a real codimensao de determinada singularidade. No
Capitulo 9 iremos enunciar e demonstrar um resultado provado recentemente em [4],
que diz que um Y-centro nao degenerado (um caso particular da singularidade dobra-
dobra invisivel-invisivel) apresenta uma bifurcagio de codimensao k, para todo k inteiro
positivo. Como consequéncia, teremos que a codimensao desta singularidade ¢é infinita.

A estabilidade estrutural de um campo de vetores suaves por partes também pode
ser estudada a partir da regularizacao de tal campo. O processo de regularizacao
foi introduzido em [20] e consiste em analisar o campo de vetores regularizado, uma
aproximacao do campo suave por partes e que é um campo de vetores suave. Entre-
tanto, a partir de um problema regularizado podemos nos deparar com um problema
de perturbacao singular, contetido abordado no Capitulo 10, onde faremos um estudo
introdutorio a respeito de Sistemas “Slow-Fast” e da teoria de perturbagoes singulares.
Sistemas “Slow-Fast” é um sistema especial que também tem ganhado grande destaque
no meio académico. Este sistema envolve dois tipos de dinamicas distintas (sistema
lento e sistema rapido). O sistema rapido é obtido a partir de um reescalonamento
de tempo do sistema lento. Faremos este estudo introdutoério a partir da analise de
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modelos, cujos sistemas podem estar definidos tanto no plano como no espaco. Todos
os exemplos e definicoes apresentadas neste Capitulo podem ser encontradas ao longo
das duas primeiras se¢oes de |2].






2 Conceitos Iniciais sobre Campos de
Filippov

As nogoes basicas sobre campos suaves, tais como trajetoria, 6rbita e singularidades,
nao podem ser diretamente extendidas a Campos de Filippov devido & presenca de
descontinuidades. Entretanto, essas nogoes podem ser reformuladas para esse tipo
de campo. Neste Capitulo, vamos definir esses conceitos e apresentar exemplos para
justificar as escolhas de nossas definigoes.

A maioria destas defini¢des podem ser encontradas no artigo [10]. Em caso con-
trario, iremos indicar qual artigo a definicao pode ser encontrada. Neste trabalho
vamos considerar Campos de Filippov com apenas uma curva de descontinuidade de
codimensao 1.

2.1 Orbitas e Singularidades

Seja U C IR? vizinhanca aberta de (0,0) e f : IR* — IR uma funcdo de classe C"
tal que (0,0) é valor regular de f, isto &, Vf(0,0) # 0. Defina os conjuntos:

D= f10)NU, B ={(z,y) € U| f(z,y) 2 0}, e 7 = {(z,y) € U| f(z,y) < 0}.

Definicao 2.1.1. Nas condic¢oes acima, um Campo de Vetores Suave por Partes
(ou Campo de Filippov) é um campo Z : U — IR? tal que

_ [ X(z,y), se (z,y)€XT,
Z@y) _{ Y(z,y), se (z,y)€X, (2.1)
onde X e Y sao campos de vetores suaves.
Observacao 2.1.1. 1. Por simplicidade, consideraremos apenas campos definidos

em uma vizinhanca de (0,0).

2. Denotaremos Z = (X,Y’) para indicar a dependéncia de Z em relacio aos campos
X e Y. Quando necessario, denotaremos Z = (X, Y, f) para indicar a dependén-
cia em relacao a f.

3. Denotaremos por {2 o conjunto de todos os campos de Filippov.

Nosso objetivo agora é definir a trajetoria pz(t,p), que é a solu¢ao do campo (2.1)
passando por um ponto p € U. Para analisar as trajetorias quando p € X, devemos
estudar algumas definicoes.

23
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Definicao 2.1.2. A Derivada de Lie de f em relacao ao campo vetorial X é dada
por X f(p) = (X(p),Vf(p)) e X' f(p) = (X(p), VX'~ f(p)) para i > 2 inteiro.

Defini¢ao 2.1.3. Considere o campo (2.1). Definimos as seguintes regides em 3
1. Regiao de Costura: = {p € X | (X f(p)) - (Y f(p)) > 0},
2. Regiao de Deslize: ¥* = {p e X| (X f(p)) <0e (Yf(p)) > 0},
3. Regiao de Escape: X ={pec X|(Xf(p)) >0e (Yf(p)) <O0}.

Veja a Figura 2.1.

NN\
ARATEERE

Regioes de Costura

ERCRN
&S

Regiao de Escape Regiao de Deslize

Figura 2.1: Regioes em ..

Observacao 2.1.2. 1. As trés regioes definidas acima sao abertas em Y. De fato,
como X f : U — IR é uma funcdo continua, se X f(p) é positivo (ou negativo)
entdo X f continuara assumindo valores positivos (ou negativos) numa vizinhanga
suficientemente pequena de p. Além disso, essas regioes podem ter algumas
componentes conexas.

2. Temos que X f(p) = (X(p), Vf(p)) = XV /(p)| cost, onde 6 & o angulo
entre os vetores X (p) e Vf(p). Assim, o sinal de X f depende desse angulo.

Definicao 2.1.4. Um ponto p € X é ponto de tangénciase X f(p) =0ouY f(p) =
Dizemos que p € ¥ é ponto de dobra de X (ou que X tem tangéncia quadratica
com X) se X f(p) = 0 e X?f(p) # 0. Dizemos que X tem tangéncia ctbica com %
no ponto p se X f(p) =0, X?f(p) =0 e X3f(p) # 0. Veja a Figura 2.2.

GRS A A U&,K X

Figura 2.2: Tangéncia quadratica (& esquerda) e tangéncia cubica (& direita).

Observacao 2.1.3. Iremos assumir que os pontos de tangéncia sao isolados. Isto acon-
tece quando estudamos bifurcacoes de codimensao baixa. Em outros casos, podemos
ter um segmento formado por pontos de tangéncia.
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Definicao 2.1.5. Seja p € ¥ ponto de tangéncia. Se existe uma oOrbita v do campo
X (respectivamente Y) que passa por p apés um tempo finito ¢y de tal forma que
v permanece em L1 (respectivamente ¥.7) para t € (top — ¢,ty + €), esta tangéncia
é chamada de tangéncia visivel de X (respectivamente de Y). Analogamente, se
v C 3~ (respectivamente v C X7) para t € (to — €, o+ €), dizemos que p é tangéncia
invisivel de X (respectivamente de Y).

Definicao 2.1.6. Seja p € ¥ um ponto de tangéncia. Dizemos que p é tangéncia
singular se p é tangéncia invisivel de X e Y simultaneamente. Se p nao é singular,
dizemos que p € X é de tangéncia regular.

A seguir, iremos encontrar a expressao do Campo Deslizante, que é o campo que
atua sobre a regiao ¥°. Tal demonstragdo também pode ser encontrada em [3].

Este campo é dado por Z° = ¢ — p, onde ¢ ¢ um ponto que pertence ao segmento
que contém os pontos p+ X (p) e p+ Y (p), de tal forma que o segmento que contém p
e ¢ seja tangente a regiao de deslize >° no ponto p. Veja a Figura 2.3.

Vf 1p+ X(p)

1q=p+Z°(p)

Figura 2.3: Campo Deslizante Z°.

Sabemos que o vetor Vf é ortogonal & curva de nivel f(z,y) = 0. Assim, o campo
Z* é ortogonal a V f em p, isto &, (Z*(p),Vf(p)) = 0.

Além disso, a equagdo vetorial da reta que passa pelos pontos p+ X (p) e p+Y(p) é
dada por r(\) = (p+X(p))—|—)\(X(p)—Y(p)). Portanto, como g € re (¢g—p, Vf(p)) = 0,
temos

((p+X(@)+AXX(@)-Y () -, VIp)=0=
= (X(p), Vf(p)) + MX(p), Vf(p)) = MY (p),Vf(p) =0=

= Xf(p) + AMXf(p) =Y [f(p) =0= A= Yf(p))({(zng(p)'

Logo, como Z° = q — p, obtemos a expressao do seguinte campo.

Definicdo 2.1.7. O campo Z° : ¥ — IR? dado por

1 1
T Yf(p) - Xf(p) Falp) = Y f(p) — Xf(p)

¢ chamado de Campo Deslizante. O Campo Normalizado ¢ o campo dado por
Fz(p) = (Yf()X(p) = Xf(p)Y ().

Z*(p) (Yf(p)X(p) — Xf(p)Y(p),
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Note que, se p € 3%, entao p € 3¢ para o campo (—Z). Assim, definimos o Campo
de Escape Z¢ : ¥ — IR? por Z¢(p) = —(—2Z)*(p). Denotaremos por Z> tanto o campo
deslizante quanto o campo de escape.

Observe também que em uma regido de deslize temos Y f(p) > 0 e X f(p) < 0.
Portanto, nesta regiao o Campo Deslizante possui a mesma orientacao que o Campo
Normalizado. Ja numa regiao de escape, o Campo de Escape e o Campo Normalizado
possuem orientacoes opostas. Além disso, o campo normalizado pode ser estendido de
maneira suave até a fronteira da regiao de deslize.

Definicao 2.1.8. Seja X um campo vetorial suave. A trajetdria px(t,p) que passa
pelo ponto p é tal que

d
{ Sex(tn) = X(ex(tp),
ex(0,p) = p

Agora, podemos definir trajetéria local para Campos de Filippov.

Defini¢ao 2.1.9. A trajetoéria local ¢z(t,p) de um Campo de Filippov como em
(2.1) passando pelo ponto p é definido por:

e se p € X7 (respectivamente ¥7), a trajetoria é dada por ¢z(t,p) = wx(t,p)
(respectivamente ¢z (t,p) = vy (t,p)).

e se p € X tal que X f(p), Y f(p) > 0 e supondo que as trajetorias passam por p
quando t = 0, a trajetoria ¢ dada por

B ex(t,p), tel,t>0,
ez(l:p) ‘{ oy (t,p), telt<o.

Se X f(p), Y f(p) <0, a definigdo é a mesma, porém invertendo o tempo.
e se p € X° entao

(t )_ @Zz(tap% tEI,tSO,
vzt p ox(t,p) ou @y(t,p) ou wz=(t,p), t€l,t>0.

Se p € ¥°, a definicao é a mesma, porém revertendo o tempo.

e se p € X é um ponto de tangéncia regular, entao

_ SOX(tvp) ou ¢Y<t7p> ou 90Z2<t7p>7 te [7t S 07
@X(up) ou @Y(t7p> ou SOZZ<t;p)7 te 7t - 0.

e se p € X é ponto de tangéncia singular, ¢z (t,p) = p, Vt € I.

Defini¢ao 2.1.10. A érbita local de um pontop € U é o conjunto y(p) = {¢z(t,p) |t €
I}.

Observacao 2.1.4. A definicao de trajetoria local que serd usada neste trabalho é um
pouco diferente da definicao usada no artigo [10]. Escolhemos esta definicao (que esta
presente em [3]) pois, apesar dela ndo garantir a unicidade das trajetorias, com ela
garantimos que, por exemplo, as trajetérias na regiao de escape possam se afastar da
descontinuidade ou nao. Isso ficarda mais claro nos exemplos que virao.
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Definicao 2.1.11. Seja p € X*UXC. Se Z*(p) = 0, dizemos que p é ponto de pseudo-
equilibrio de Z.

Note que, em um ponto de pseudo-equilibrio, os campos X e Y sao colineares. De
fato, se Z*(p) = 0, entao
1
Yf(p)—Xf(p)

donde (Y f(p)X (p)— X f(p)Y (p)) = 0 e portanto X (p) = ifj:ég))Y(p). Lembre que como
p € X°UXE entao X f(p),Y f(p) # 0.

(Yf(p)X(p)— X f(p)Y(p)) =0,

Definigao 2.1.12. Seja p € ¥°. Entdo p é pseudo-nd atrator se Z°(p) = 0 e
(Z*)(p) < 0. Se p € ¥¢, entao p é pseudo-né repulsor se Z¢(p) =0e (Z¢)(p) > 0.

Definicao 2.1.13. Dizemos que p € ¥ é um ponto de pseudo-sela se
e pe¥ftalque Z°(p) =0e (Z°)(p) > 0,
e pe X tal que Z¢(p) =0e (Z°)(p) <O.

Veja a Figura 2.4.

Figura 2.4: Pseudo-sela repulsora (a esquerda) e atratora (a direita).

Definigao 2.1.14. As singularidades de um Campo de Filippov (2.1) sao:
e Todo p € ¥* tal que X(p) =0 ou Y(p) =0,
e Todo p € ¥* U X¢ tal que p é de pseudo-equilibrio, isto &, Z¥(p) = 0,
e Pontos de tangéncia regular ou singular.

Em campos suaves, as singularidades sao os pontos criticos do sistema e portanto a
trajetoria passando por esses pontos é o proprio ponto. Entretanto, em Campos Suaves
Por Partes existem singularidades (pontos de tangéncia regular) tais que v(p) # {p}-
Por esta razao, vamos classificar as singularidades em

e Singularidades distinguidas: Pontos tais que v(p) = {p},

e Singularidades nao-distinguidas: Pontos p € ¥ que sao de tangéncia regular.
Mesmo nao sendo pontos regulares, a o6rbita local nesses pontos é homeomorfa a
R.
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Definigao 2.1.15. Uma singularidade distinguida é um ponto p tal que y(p) = {p}.
Eles podem ser:

e Todo p € ¥* tal que X(p) =0 ou Y(p) =0,
e Todo p € ¥* U X¢ tal que p é de pseudo-equilibrio, isto &, Z*(p) = 0,
e Pontos de tangéncia singular.

Os campos suaves X e Y que compoem o campo Z = (X, Y, f) estdo definidos numa
vizinhanca aberta da origem que contém X+ e X—, respectivamente. Porém, o campo
X pode possuir pontos criticos pertencentes a X~ (respectivamente, o campo Y pode
possuir pontos criticos em X7). Chamaremos esses pontos de pontos de equilibrio
virtuais. Os pontos criticos do campo X que estao em >+ (respectivamente, pontos
criticos do campo Y que estdo em Y- ) sdo chamados de pontos de equilibrio reais.

Definigao 2.1.16. Considere a trajetoria ¢z(t,q) do campo Z e seja p € 3.

e Dizemos que p é ponto de partida se existe ¢ty < 0 tal que liIrJlr wz(t,q) = p,
t—stg

e Dizemos que p é ponto de chegada se existe ¢, > 0 tal que lim @z(t,q) = p.
t—ty

Segue da definicdo de trajetéria na regiao de costura que p é ponto de partida
de todo ¢ € v+ = {¢z(t,p)|t > 0}. Analogamente, p é ponto de chegada de todo
g€y ={pz(t,p)|t <0}. Assim, a o6rbita passando por um ponto p € ¢ é dada por
y=aTuUaT

A seguir veremos alguns exemplos de campos suaves por partes e vamos analisar
suas trajetorias. Nesses exemplos, tomaremos f : IR? — IR dada por flzy) = v.
Assim, temos que p = (0,0) & valor regular de f e nossa descontinuidade sera dada por
Y ={(z,y) eUly=0}.

Exemplo 2.1.1. Considere o campo

X(l’, ) = (1,1’2), 207
Z(‘”’y):{ Y(x,z) — (1,1), z<0.

Temos que

o X3f(a,y) = (X(,9), VX2 f(2.p)) = ((1,2%), (2,0)

o Yi(ay) = (Y(.y). Viy) = (11,(0,1) = 1.

Assim, segue que p = (0,0) é um ponto de tangéncia ctibica de X e que X¢ = ¥\ {p}.
Logo, pela Definicao 2.1.9 segue que para ¢ € X, temos que a trajetoria ¢z(t,q) é a
concatenagao das trajetorias ¢ x(t,q) e py(t,q). Veja a Figura 2.5.
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Y
g/

Figura 2.5: Regiao de costura e tangéncia cibica em p.

Exemplo 2.1.2. Considere o campo

Z(x’w:{ X(z,y) i El,ng, yzoi
Temos que
o Xf(a.y) = (X(@.y), Viy)={(1,2),01)) =2z,
o X2f(z,y) = <X(a:,y),VXf(x,y)> - <(1,2x), (2,0)> —9,
o Vie,y) = (Y(z.9), V(@) = ((2.72),0,1)) = Ta.

Assim, segue que p = (0,0) é uma dobra de X e Y e que 3¢ = X\{p}. Pela
Definicao 2.1.9, para ¢ € X¢ temos que a trajetéria ¢z(t,q) é a concatenacio das
trajetorias px(t,q) e vy (t,q). Veja a Figura 2.6.

Figura 2.6: Regiao de costura e tangéncia quadratica em p.

Exemplo 2.1.3. Considere o campo

X(z,y) = (1,-2?), y>0,
Z(z.y) :{ Yy — (LD, y<o

Temos que
o Xf(0,y) = (X(0,9),Vf(@.p)) = {(1,-2%),(0,1)) = —a*
o X2f(a,y) = (X(2,), VX f(w,9)) = ((1,=2%), (~22,0)) = ~2u,

o« Xf(z.y) = (X(2.9). VX*f(a,p)) = (1, =27, (-2,0)) = -2,
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o Vi) = (V(z.9), Vi (y) = ((1L,1),(0,1)) = 1.

Assim, segue que p = (0,0) é um ponto de tangéncia cibica de X e que ¥° = ¥\ {p}.
Logo, pela Definicao 2.1.9 temos que

_ | eze(t,q) ou ox(t,q) ou ¢y(t,q), se t<0,
(tDZ(t7Q)_
¢z:(t, q) se >0,

para todo ¢ € X. Veja a Figura 2.7.

A
§7

Figura 2.7: Regiao de deslize e tangéncia ctibica em p.

Exemplo 2.1.4. Considere o campo

Z(2,y) :{ )Y"gz; = (L22), Y>>0,

Il
0
N

|

J

S
SN~—
<

A\

o

Temos que

o Xf(e.y) = (X(@.). Vf(z.y)) = ((1,22),(0,1)) = 2z,
o X*f(z,y) = (X(2,9), VX f(r,9)) = ((1,20), (2.0)) =2
o Y/(ey) = (Y(2,9),Vf(z,9)) = ((~2,~72),(0,1)) = =T,

Assim, segue que p = (0,0) é uma dobrade X e Y. Além disso, ¥° = {q € ¥ |z < 0}
e X¢={q € X|z > 0}. Logo, pela Definicao 2.1.9 segue que para p € ¥ temos

_ (PZs(tap) ou (PX(tvp) ou @y(t,p), se t<0,
@Z(tp) - >
@Z“’(tap) ou @X(tvp) ou (pY(tvp>7 se t=>0.
1
Note também que o campo que atua sobre ¥ é dado por Z*(z,y) = <§, 0). Veja
a Figura 2.8.

Exemplo 2.1.5. Considere o campo

Z(l’,y) - { X(l",y) = (17_37)7 Y Z 0,

Temos que

o XJ(0,y) = (X(0,9), V(@) = {(1,-2),(0,1)) = ~2u,



Separatrizes, Orbitas Periédicas e Ciclos 31

AN
e

Figura 2.8: Regioes de deslize e escape e tangéncia quadratica em p.

o Yf(ay) = (Y(@.9),VI@y) = ((-La* =2),(0,1)) =2 — 2.

Assim, segue que p = (0,0) é ponto de tangéncia invisivel de ambos os campos, logo
p é uma tangéncia singular. Dessa forma, pz(t,p) = p, para todo t € I. Se ¢ # (0,0),
entdo g € 3¢ e portanto ¢z(t,q) é a concatenacao das trajetorias de X e de Y. Veja a
Figura 2.9.

Figura 2.9: Tangéncia Singular.

Um fato importante a ser destacado é que uma trajetoria so sai da regiao de deslize
por tangéncias. De fato, se p € 3°, entao por definicao X f(p) <0e Y f(p) > 0. Para
que uma trajetoria va para uma regido de costura (ou até mesmo escape), é preciso que
X f ou Y f mudem de sinal. Como ambas as fungoes sao continuas, obrigatoriamente
teremos X f(q) = 0 ou Y f(q) = 0 para algum ¢ = ¢z(to,p), 0 que implica que ¢ é
ponto de tangéncia.

2.2 Separatrizes, Orbitas Periodicas e Ciclos

Nesta secao, iremos generalizar o conceito de separatriz e Orbita periddica para
Campos Suaves por Partes.

Definicao 2.2.1. Uma separatriz instavel é:

e Se p € ¥F ¢ um ponto de sela para X em L+ ou para Y em L, entdo a separatriz
instavel de p é a variedade instéavel invariante W*(p) dada por

W (p) ={q € U|pz(t,q) ¢ bem definido em ¢ € (—o0,0) e tlim vz(t,q) = p}.
——00
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e Se p € ¥ é uma singularidade distinguida, entao a separatriz instavel é a o6rbita
regular que tem p como ponto de partida. Denotaremos essa separatriz por WY,
onde o subscrito &+ significa que a 6rbita esta contida em XF.

Analogamente, podemos definir separatriz estavel. Se uma separatriz é simultane-
amente estavel e instavel, entao ela ¢ uma conexao de separatrizes.Veja a Figura

T =

Figura 2.10: Separatriz instavel (a esquerda) e Conexao de Separatrizes (& direita).

D

Um pseudo-no estavel p € % possui separatrizes que sao dadas pelas duas érbitas
regulares em X7 e ¥, que tem p como ponto de chegada.

Definigao 2.2.2. Uma 6rbita periédica regular ¢ uma orbita v = {¢z(t,p) |t € R}
que pertence & XU X~ U Xe tal que oz (t +T,p) = vz(t,p), para algum T > 0.

Definicao 2.2.3. Um ciclo periddico é o fecho de um conjunto finito e ordenado de
orbitas 71, ..., v, tal que 9, &€ um pedaco de uma orbita deslizante (6rbita do campo
deslizante), 79,41 € uma oOrbita regular e os pontos de partida e chegada de 7o41
pertencem a 7o € Yarr2, respectivamente. Veja a Figura 2.11.

Definicao 2.2.4. O periodo de um ciclo é a soma dos tempos que sao gastos para
percorrer cada uma das orbitas v;, com i =1, ..., n.

Definicao 2.2.5. Um pseudo-ciclo é o conjunto finito de érbitas regulares 1, ..., v,
tais que os extremos de ~; coincidem com um extremo de v;,_; e um extremo de 7,1,
formando uma curva homeomorfa a um circulo de tal modo que coincidem dois pontos
de partida e dois pontos de chegada. Veja a Figura 2.11.

by
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Figura 2.11: Ciclo (& esquerda) e Pseudo-ciclo (a direita).



3 Relacoes de Equivaléncia em
Campos de Filippov

Neste Capitulo introduziremos duas nocoes de equivaléncia para Campos de Fi-
lippov, que nos levarao ao estudo de bifurcagoes de codimensoes 1 e 2. Todas as
defini¢oes e exemplos apresentados aqui podem ser encontrados em [10].

Defini¢ao 3.0.1. Sejam 7 : U — R? e Z:U — R? Campos de Filippov, onde
U U C ]R2 sio abertos e & C U e & C U sdo as curvas de descontinuidade. Dizemos
que Z e Z sdo T- equivalentes se existe um homeomorfismo i : U — U que preserva
orientacao, leva orbitas de Z em orbitas de Zeleva X em 3.

Segue da definicao que toda X-equivaléncia leva orbitas regulares em oOrbitas re-
gulares e singularidades distinguidas em singularidades distinguidas. Mais ainda: leva
ponto de partida em ponto de partida e leva ponto de chegada em ponto de chegada
(pois preserva orientagao). Além disso, as regioes ¥¢, ¥.° e ¥¢ também sao preservadas,
logo os campos deslizante e de escape também sao preservados. Também sao preserva-
das as separatrizes, conexoes de separatrizes, 6rbitas periddicas, ciclos e pseudo-ciclos.

A definigao acima é natural pois em algumas aplicacdes é necessario que a curva
de descontinuidade . seja preservada. Entretanto, em alguns casos ela se torna uma
definicao muito restrita. Por exemplo, nao é necessario que a regido de costura seja
preservada. Do ponto de vista topologico, o comportamento de uma trajetoria numa
vizinhanca da regiao de costura ¢ o mesmo comportamento de uma trajetéria que passa
por um ponto p € ¥F, onde o campo Z é suave.

Dessa forma, neste trabalho consideraremos, quando conveniente, a definicao de
equivaléncia topologica.

Deﬁnlgao 3.0.2. Sejam Z : U — ]R2 e 7 : U — R Campos de Filippov, onde
UU C IR? sdo abertos e ¥ C U e Y C U sdo as curvas de descontinuidade. Dizemos que
7 e 7 sdo topologicamente equivalentes se existe um homeomorfismo i : U — U
que preserva orientacao e leva orbitas de Z em oOrbitas de Z.

E facil ver que toda Y-equivaléncia é uma equivaléncia topologica, entretanto a
reciproca nao é verdadeira (ver Exemplo 3.0.1 e Proposicoes 8.1.1 e 8.1.2). Vale destacar
também que o conceito de Y-equivaléncia é mais utilizado na literatura.

Outras nocgoes de equivaléncia entre campos de vetores suaves por partes podem
ser encontradas na literatura. Dentre elas, podemos citar a mild-equivaléncia e a
Y*-equivaléncia (ver [12] e [6]).

Definigdo 3.0.3. Sejam X, X campos suaves e ox(t,p), px(t, p) suas respectivas traje-

torias. Dizemos que os campos X e X sao C"-conjugados se existe um homeoformismo
h de classe C" tal que h(cpx(t,p)) =@z (t7 h(p)). Veja a Figura 3.1.
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ox(t,p) vz (t, h(p))

v(p) v(h(p))

Figura 3.1: Campos C"-conjugados.

Como o homeomorfismo h ¢ diferenciavel, segue de h(px (¢, p)

& (hlextn) = %(%(t,h
Dh(ex(t,p)) = (ex(t,p)) = d—t<<p;((t,hp
Dh(px(t,p) X (ex(t,p) = )?(so)z(t,h(p))

) =5z (t, h(p)) que

(p))),
)+ (ox( ),
i )

onde Dh é a diferencial de h. Tomando t = 0, temos

Dh(p)X (p) = X (h(p)).

Como h é bijetora, existe um ponto p no contra dominimo tal que h=1(p) = p.

Assim, temos ~
Dh(h™ ()X (1 (5)) = X (7).

Escrevendo h,X = X, temos Dh(h7'(p)) X (h~'(p)) = h.X(p). Isso quer dizer
que 0 homeomorfismo h é uma mudanca de coordenadas. Se F' é uma funcao tal que
F :TR? - R, tomaremos h,F = F o h™ L.

Neste trabalho nao iremos usar um conceito analogo de conjugacao topologica para

sistemas nao-suaves. Entretanto, vamos usar conjugagoes aplicadas para as componen-
tes suaves X e Y de Z = (X,Y).

Proposicao 3.0.1. Sejam os campos de Filippov Z = (XY, f) e 7 = ()?,?,f) e
suas respectivas curvas de descontinuidade ¥ C U e S cU. Suponha que existe um
difeomorfismo h : U — U de classe C" que conjuga simultaneamente X e X por um
ladoeY eY por outro lado. Entao h conjuga os campos Z%e 7% e portanto h é uma
Y-equivaléncia entre Z e Z.

Demonstragao. Por hipotese, temos que i ¢ um difeomorfismo de classe C" que conjuga
X com X e Y com Y. Note que h(Z )—{p€U|3pEEondeh()—]ﬁ)}f{p€

U|h(p)=pe f(p) =0}, portanto

W(E) ={peUlf(h'(B) =0} =
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Pelo o que foi discutido anteriormente temos h,X = X e h.Y = Y. Além disso,
f(p) = foh(p),ja que h(E) = Y. Para provar que h conjuga os campos deslizantes, é

suficiente mostrar que Dh(p)Z*(p) = Z* (h(p)).

Dado p € ¥, temos f(p) = (f o h)(p), donde

519 = 9T DA = (E0) F000) (1501 140 ) -

— (F (@) ) + Jy (o) W20, T (h0)) () + Fy (h(0) H2) ).
Assim, segue que
X[f(p) = (X(p),V[(p) =
= X, (p) (T () B3 (0) + Fo () R2(9) ) + Xa(p) (T () 1 (2) + Jy (R(p)) () ) =

= f.(h(p)) ( X1(p)h}(p) +X2(p)h‘;(p)> + fy(h(p) <X1(P)hi(p) +X2(p)h§(p) _
- < (vt i) ) (X ) v7 <h<p>>> — (DhR)X (), VF(h(p) ) =

= (X (h(p), Vf (h(p))) = X f (h(p)).
De forma andloga, temos que Y f(p) = ?f(h(p)) Assim, segue que

D)Z(0) = 3775 D s DHD)X () — s L Dbl () =
PO0)f o) - o IO g0)) = Zai),

T Y F(h(p) - XF(n(p)) Yf(h(p) - Xf(h(p))

Logo h conjuga os campos deslizantes e portanto conjuga os campos Z e Z.
O

A hipotese de que h é um difeomorfismo é crucial para a demonstracao da proposicao
anterior. Se h for apenas um homeomorfismo, ha contra-exemplo.

Exemplo 3.0.1. Seja U C IR? um aberto contendo a origem. Considere ¥ = {(z,y) €
U |y = 0} e defina os campos descontinuos Z, Z : U — U por

(07 _]->7 Yy Z 07
0,1), y<0,

2 ={ i)

~ _ X(xay) = (_17_1)a y20>
Z@wy_{A’ — (-L1), y<o.

Note que X f(z,y) = )zf(x,y) = —-leYf(r,y) = ?f(:v,y) = 1. Além disso,
3 =% =% = %% Assim, temos que o homeomorfismo h : U — U dado por

(*—y,y), y=0,
h(xay) = (iE,y), y=0,

(z+yy), y<o;
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Figura 3.2: Campos Z (& esquerda) ¢ Z (a direita).

leva ¥t em S e leva X~ em %~. Observe que h ndo é de classe C".
Agora, note que Z*(z,y) = (0,0) e que Z°(x,y) = (—1,0). Isso quer dizer que

todos os pontos de X sao pontos criticos de Z°, enquanto Z° nao possui nenhum ponto
critico. Logo h nao conjuga os campos Z° e Z° e portanto nao é uma X-equivaléncia.

Defini¢do 3.0.4. Um campo suave por partes Z, : U — IR? é localmente estrutu-
ralmente estavel se existe uma vizinhanca V' C ) de Z; tal que todo campo Z € V'
é topologicamente equivalente & Z;.

De maneira analoga, definimos o conceito de Y-estabilidade estrutural local.

Definicao 3.0.5. Uma forma candénica de um campo de Filippov Z é um campo

de Filippov cuja expressao é suficientemente simples e que é localmente equivalente &
Z.



4 Campos Estruturalmente Estaveis

Neste Capitulo estudaremos campos suaves por partes que sao estruturalmente
estaveis. Em cada caso estudado, exibiremos a forma candnica de um campo Z e
construiremos o homeomorfismo que nos dard uma Y-equivaléncia. Assim, iremos
caracterizar o conjunto €y C €2 dos campos estruturalmente estaveis. Veremos também
que estabilidade estrutural ¢ uma propriedade genérica, isto é, o conjunto 2y é aberto
e denso em ().

Uma vez estabelecidas as Y-equivaléncias, poderemos dividir o conjunto €2y em
classes de equivaléncia. Assim, uma forma canonica para cada classe é o representante
mais simples possivel dessa classe.

Todas as proposicoes que determinam as formas canoénicas a seguir podem ser en-
contradas no artigo [10].

4.1 Pontos Regulares de Z

Primeiramente, estudaremos pontos regulares. Para pontos regulares que nao per-
tencem & Y, podemos aplicar o Teorema do Fluxo Tubular (cuja demonstragao pode
ser encontrada em [19]), pois X e Y sdo campos suaves em 3T e 37, respectivamente.
Assim, vamos considerar apenas pontos regulares que pertencem & X..

Teorema 4.1.1. (Teorema da Funcgdo Implicita) Seja f : R @ R™ — R™
uma funcdo de classe C'. Se zp € IR¥ e yy € IR™, suponha que f(zo,y0) = 0 e

det[g—ij(xo, yo)] # 0. Entdo existe um aberto W € R¥ e ¢ : W — IR™ de classe C" tal

que
o 19 € We ¢(xo) = yo,
e f(z,¢(x)) =0, para todo z € W.
O Teorema anterior pode ser encontrado na pagina 161 de [16].

Proposicao 4.1.1. Seja Z = (XY, f) um campo de Filippov, ¥ sua descontinuidade
e suponha (0,0) € X°. Entao em uma vizinhanga U de (0,0) o campo Z é Y-equivalente

4 forma canédnica B
~ X(x, = (0,1), >0,
Z(z,y) = ~< y) - 0,1), y
Y(flf, y) - (07 1)7 y < 07

definido em uma vizinhanca U de (0,0). Além disso, é topologicamente equivalente a
forma canonica Z; = (0, 1), que é um campo suave.
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Demonstracao. Denote por px, ¢ 5, ¢y e ¢y os fluxos de X, )N(, YeY respectivamente.
Como (0,0) € ¢, segue que os campos Z e Z sao transversais as descontinuidades 3
e X, respectivamente.

Note que f(ng (0, (0, 0))> — 0 pois ¢x (0, (0,0)) = (0,0) € X. Como V£(0,0) # 0

d
e %<<px (0, (0,0))) = X(0,0) # (0,0) pois (0,0) € X¢, segue do Teorema da Func¢ao
Implicita que existe uma vizinhanga W de (0,0) e uma fungao t : W — IR tal que
f(gox (t(p),p)) = 0 para todo p € W, isto &, px (t(p),p) € Y. Analogamente, existe

uma vizinhanca V' de (0,0) tal que @y (t(p),p) € Y, para todop e V.
Tomando U = W NV, definimos a aplicacao h : U — h(U) por

%z( —t(p), @x(t(p),p)) peETH
h(p) = D, pE X,
Spf/(_t(p)?sDY(t(p)vp))? pEE*.

Esta aplicacao é continua pois as aplicagoes que definem A sao continuas e coincidem
em Y. Além disso, pela forma como foi definida, h ¢ um homeomorfismo que leva X
em Y, leva orbitas de Z em orbitas de Z e preserva orientagao. Assim, os campos Z
e Z sao Y-equivalentes. Como Z é Y-equivalente a Z, segue que Z ¢ topologicamente
equivalente ao campo 7. O

Figura 4.1: Forma canonica da Proposicao 4.1.1.

Proposicao 4.1.2. Seja Z = (XY, f) um campo de Filippov com (0,0) € ¥° tal que
o vetor X (0,0) ndo é paralelo a Y(0,0). Entao existe uma vizinhanga U de (0,0) tal
que o campo Z é Y-equivalente a forma canonica

> _ )A(:(xvy) = (17_1)7 yZO,
Z(“’"w_{ Yy = (1,1), y<o.

Demonstracao. Como o vetor X (0,0) nao é paralelo a Y(0,0), temos que Z°(0,0) #
(0,0), isto &, a origem é ponto regular de Z°. De forma anéloga, temos que a origem é
ponto regular do campo A

Note que

1
?f@:?y) - )?f(&?,y)

7w - ) (V1) X w) = XS 00)7 (0.0) =
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= = (R + o) = 0,0

Como (0,0) ndo é ponto critico de Z*, segue do Teorema do Fluxo Tubular que

existe um homeomorfismo g : ¥ — 5 que conjuga os campos Z° e A (que sdo suaves).
Agora, de forma anéloga ao que foi feito na Proposicao 4.1.1, pelo Teorema da
Funcao Implicita existe uma vizinhanca U de (0,0) e uma funcao continua ¢ : U — IR
tal que para todo p € U temos ¢x (t(p),p) €Y eypy (t(p),p) €.
Assim, defina a aplica¢ao h : U — h(U) por

%z( - t(p),g(wx(t(p),p))>, peXtnU,
h(p) = 9(p), peXNU,
%017( - t(p),g(wy(t(p),p))), peXTNU.

Esta aplicacao é continua pois as aplicacoes que definem A sao continuas e coincidem
em Y. Além disso, pela forma como foi definida, / ¢ um homeomorfismo que leva ¥
em Y, leva Orbitas de Z em orbitas de Z e preserva orientagao. Assim, os campos Z e
Z sao Y-equivalentes. O

EEREY
T

Figura 4.2: Forma canonica da Proposigao 4.1.2.

Proposicao 4.1.3. Seja Z = (X,Y, f) campo de Filippov com (0,0) € ¥¢. Entao
existe uma vizinhanca U da origem tal que o campo Z é Y-equivalente a forma canonica

> _ X(Zt,y) - (171)7 y >0,
Z(m’y)_{ Y(ey) = (1,-1), y<0.

Demonstracao. Basta proceder de forma anéaloga a Proposicao 4.1.2. O

7
ERR

Figura 4.3: Forma canonica da Proposicao 4.1.3.
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4.2 Singularidades Genéricas de Z

Agora que ja estudamos o comportamento do campo descontinuo Z em torno de um
ponto regular, vamos estudar o comportamento de Z em torno de uma singularidade
genérica.

Definicao 4.2.1. Uma singularidade hiperbélica é um ponto de equilibrio z( tal
que os autovalores da matriz D f(xy) ndo possuem parte real nula, onde f(x) = 7.

O primeiro tipo a ser estudado sido os pontos criticos hiperbolicos de X em X% e os
pontos criticos hiperbodlicos de Y em ¥~. Como X e Y sao campos suaves, podemos
aplicar o Teorema de Grobman-Hartman (cuja demonstragao pode ser encontrada em
[17]). Assim, estudaremos as singularidades genéricas que pertencem a .

Definigao 4.2.2. Dizemos que p € ¥ é ponto de dobra regular de 7 = (XY f)
se Xf(p) =0, X?f(p) #0e Y f(p) #0; ouse Y f(p) =0, Y>f(p) # 0 e X f(p) # 0.

1. No primeiro caso, dizemos que a dobra regular & visivel se X2 f(p) > 0 e invisivel
se X2f(p) < 0. Se Yf(p) > 0, entao p € 9X° e dizemos que p é dobra de
deslize. Se Y f(p) < 0, entao p € 93¢ e dizemos que p é dobra de escape.

2. No segundo caso, dizemos que a dobra regular ¢ visivel se Y2 f(p) < 0 e invisivel
se Y2f(p) > 0. Se Xf(p) < 0, entao p € 9X° e dizemos que p é dobra de
deslize. Se X f(p) > 0, entao p € 0%° e dizemos que p é dobra de escape.

Definicao 4.2.3. Uma singularidade hiperbélica de Z* ¢ um ponto p € X° U X¢
tal que Z%(p) = 0 (isto ¢, X (p) é paralelo a Y (p)) e (2%)'(p) # 0.

Definigao 4.2.4. Seja Z = (XY, f) um campo de Filippov. Um ponto p € ¥ é uma
singularidade genérica se p é um ponto de dobra regular ou se p é uma singularidade
hiperbélica do campo deslizante.

As proximas proposicoes nos darao as formas candnicas de um campo descontinuo
Z numa vizinhanca de uma singularidade genérica.

Proposicdo 4.2.1. Seja (0,0) € ¥ um ponto de dobra regular do campo descontinuo
Z = (X,Y, f). Entao existe uma vizinhanga U de (0,0) tal que Z é Y-equivalente a
forma canonica
~ X(x, = (b,ax), >0,
Z(z,y) = (2, y) - ( )y
Y(.T,y) - (070)7 Y S 07

onde a = sgn(XQf(O,O)), = sgn(m (X(O, O))), c= sgn(Yf(0,0)) e m € a projecao

na primeira coordenada.

Demonstracao. Primeiramente, note que a > 0 indica que a origem ¢ dobra visivel,
enquanto a < 0 indica que a origem ¢é dobra invisivel. J& os sinais de b e ¢ indicam a
direcao do fluxo dos campos X e Y, respectivamente.

Considere sem perda de generalidade que b = ¢ = 1. Assim, dividiremos a demons-
tracao em dois casos.

Se a < 0, podemos descrever a curva de descontinuidade por ¥ = YUY, e portanto
o campo Z° estd bem definido em X°.
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Figura 4.4: Forma canonica da Proposicao 4.2.1, quando a dobra é invisivel.

Agora, note que gs(x,y) = (1,0), logo pelo Teorema do Fluxo Tubular existe um
homeomorfismo h : $% — 8 que conjuga 0s campos Z° e zs.

Observe também que >° atua como uma espécie de “atrator global”. Logo, utili-
zando um raciocinio analogo ao feito na demonstracao da Proposicao 4.1.1, segue do
Teorema da Funcao Implicita que existe uma vizinhanga U de (0,0) e uma aplicagao
continua t : U — IR tal que gpz(t(p),p) € Y°, para todo p € U. Assim, defina a
aplicacao h : U — h(U) por

’ﬁ(p% pE >*nNU.

Esta aplicacao é continua pois as aplicagoes que definem A sao continuas e coincidem
em Y. Além disso, pela forma como foi definida, A ¢ um homeomorfismo que leva ¥
em Y, leva orbitas de Z em orbitas de Z e preserva orientagao. Assim, os campos Z e
Z sao Y-equivalentes.

Agora, suponha que a > 0, isto é, que (0,0) é uma dobra regular visivel. Nao
podemos usar os mesmos argumentos do caso anterior pois a regiao delimitada pelas
separatrizes W3 (0,0) e Wi(0,0) possui trajetorias que ndo interceptam a descontinui-
dade ¥ (lembre-se que a = b =c=1).

Para resolver este problema, considere m e 7 se¢oes transversais as curvas de des-
continuidade ¥ e ¥ em (0,0), respectivamente. Como estas se¢Oes transversais sao
homeomorfas & IR, logo m e 7™ sdo homeomorfos. Assim, considere g : @ — 7 homeo-
morfismo tal que ¢(0) =

OA\T\\&

Figura 4.5: Forma canonica da Proposi¢ao 4.2.1, quando a dobra é visivel.

hip) = { 07— 1) h(pztp).p)). pe (B UTTUS) N,

C

Defina A como sendo a regiao a esquerda de W3 (0,0) UW?(0,0), B como sendo a
regiao acima de W3(0,0) U W (0,0) e C' como sendo a regido a direita de W§(0,0) U
W=(0,0). Denote U = AUBUC.
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Note que 0 campo 7 esta bem definido pois ha regiao de deslize (jaquea = b =c =
1). Como Zs(m y) = (1,0), pelo Teorema do Fluxo Tubular existe um homeomorfismo
hiYs 3 que conjuga os campos Z° e Zs.
Dado p € A, segue do Teorema da Funcao Implicita que existe um tnico tempo
t(p) tal que px (t(p),p) € B¢ (ou py (t(p), p) € £¥). Portanto tome

%z( - t(P)ﬁ(sox(t(p),p))>, pETTNA,
h(p) = }L;(p), peELNA,
%7( — t(p), h(w(t(p),p))>, peT NA.

Para p € B, existe um tinico tempo t(p) tal que @x (t(p),p) € 7. Defina

h(p) = %}( - t(p),g(wx(t(p),p))>,p extnB.

Por fim, para p € C, existe um unico tempo t(p) tal que px (t(p),p) € ¢ (ou
oy (t(p),p) € E°). Assim, tome

%z( —t(p), @x(t(p),p)>, peXtndC,
h(p) = 2 peXNC,

9017( - t(p), @Y(t<p)ap)>a pe X NC.

A aplicacao h é continua pois as aplicacoes que definem h sdo continuas e coincidem
em Y. Além disso, pela forma como foi definida, / ¢ um homeomorfismo que leva ¥
em Y, leva Orbitas de Z em orbitas de Z e preserva orientagao. Assim, os campos Z e
Z sao Y-equivalentes. O

Proposigao 4.2.2. Seja (0,0) € ¥° U X¢ um ponto critico hiperbélico do campo Z*
onde Z = (X,Y, f). Entao Z é Y-equivalente a forma candnica

7 _ )?(l’,y) = (ava)> y >0,
Z<x7y)_{ Y(SL’,y) = (a‘rv_b)u y§0,

onde a = sgn<(Z2)/(O, 0)) e b=sgn(Xf(0,0)).

Demonstracao. Como estamos estudando o campo ZE, analisaremos sua dinamica na
~ ~ /!
primeira coordenada. Note que Z%(z,y) = (az,0), logo (ZZ> (0,0) = a. Assim, a

origem é um ponto critico hiperbélico de 7% e sua estabilidade depende do sinal de a.
Pelo Teorema de Grobman-Hartman, existe um homeomorfismo h : 3% — s que
conjuga os campos Z° e 7.
Temos que para p € »° U X° os campos X e Y sao transversais a > numa vizi-
nhanca de (0,0). Assim, dado p dessa vizinhanga, existe um tnico tempo t(p) tal que
¢x((p),p) € T (ou ¢x((p),p) € ). Dessa forma, definimos

%?( —t(p), h(wx(t(p),p))>, peXt,
h(p) = h(p), peEX,
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A aplicacao h é continua pois as aplicacoes que definem h sdo continuas e coincidem
em ¥. Além disso, pela forma como foi definida, A ¢ um homeomorfismo que leva ¥
em Y, leva orbitas de Z em orbitas de Z e preserva orientagao. Assim, os campos Z e
Z sao Y-equivalentes. O

s
e

Figura 4.6: Forma canonica da Proposigao 4.2.2.

4.3 Estabilidade Local de Campos de Filippov

Definicao 4.3.1. Seja C' um espacgo topologico. Uma propriedade P é propriedade
genérica de C' se o conjunto A = {x € C'|z satisfaz P} é aberto e denso em C.

O Teorema a seguir pode ser encontrado na pagina 16 de [10] e caracteriza os
Campos de Filippov que sao Y-estruturalmente estaveis.

Teorema 4.3.1. Seja Zy = (Xo, Yy, f) € Q definido em uma vizinhanga da origem e
seja ¥ = {(z,y) € R?| y = 0} a curva de descontinuidade. Se (0,0) € ¥ & um ponto
regular ou uma singularidade genérica de Zj, entao 7, é X-estruturalmente estavel.

Demonstracao. Para cara tipo de ponto regular e de singularidade genérica, devemos
mostrar que existe uma vizinhanca V € () de Z; tal que todo Z € V é Y-equivalente
ao campo Zy. Assim, dividiremos nossa demonstragao em quatro casos.

1. Suponha que (0,0) € X¢. Defina a aplica¢ao ¢ : Q@ — IR por
¢(Z) = Xf(0,0)Y f(0,0).

Como X f e Y f sao fungoes continuas, segue que ¢ também é uma fungao conti-
nua.

Como (0,0) € 3¢, segue que ¢(Zp) > 0 e pela continuidade de ¢ existe uma
vizinhanga V' de Zj tal que ¢(Z) > 0, para todo Z € V. Isso quer dizer que para
todo Z € V temos que (0,0) € X°.

Pela Proposicao 4.1.1, temos que todo Z € V é Y-equivalente ao campo Z. Assim,
Zy ¢ Y-equivalente & todo Z € V', donde Z; é Y-estruturalmente estavel.

2. Suponha agora que (0,0) € 3° e que (0,0) é ponto regular do campo deslizante
Z5, isto ¢, Z5(0,0) # (0,0). Podemos supor sem perda de generalidade que
Z5(0,0) = (a1, 0), com a; # 0.
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Defina a aplicagao £ : Q@ — IR por £(Z) = m (ZS(O, 0)), onde 7, é a projecao na
primeira coordenada. Temos que £ é uma aplicacao continua pois a projecao é
uma aplicacao continua. Além disso £(Zy) = a; # 0 e pela continuidade de &
existe uma vizinhanca V' € Q2 de Z; tal que £(Z) # 0, para todo Z € V.

Assim, temos que (0, 0) é ponto regular de Z*, para todo Z € V. Pela Proposicao
4.1.2, segue que todo Z € V é Y-equivalente ao campo Z. Logo Zj é Y-equivalente
a todo Z € V, donde Z; é Y-estruturalmente estavel.

Se (0,0) € 3¢ usamos um argumento analogo para provar que Zg é Y-estruturalmen-
te estavel.

. Suponha que (0,0) € ¥ é um ponto de dobra regular de Z;. Podemos supor sem

perda de generalidade que X;f(0,0) =0, X2f(0,0) # 0 e Y5£(0,0) # 0.

Defina a aplicacao ¢ : Q@ x R — R por ¢(Z,z) = X f(x,0). Temos que 1) é
aplicacao continua (pois X f é continua) e ¥(Zp,0) = Xof(0,0) = 0. Além disso,

0 0
Lizw)| =5 (X)) = ((X@o,01)] =
(Z0,0) (Z0,0) (Z0,0)
d 8X1 8X2
(Z0,0) (20,0)
0Xs
= E(%O) # 0,
(Z0,0)

pois por hipotese X, f(0,0) =0 e X2 f(0,0) # 0.

0

Como 1 ¢ de classe C! e det [a—w(Zo,O)} # 0, podemos aplicar o Teorema da
x

Funcao Implicita. Assim, existe uma vizinhanca V) C 2 de Z; e uma aplicacao

continua g : Vo — (—¢,¢) tal que g(Zo) =0 e ¢(Z,g(Z)) = 0, para todo Z € V.

Em outras palavras, o ponto (g(Z), 0) é ponto de tangéncia para X.

Além disso, como a fungao XZ2f é continua e ng(g(Zg),O) # 0, existe uma
vizinhanca Vi C Q de Z, tal que Xff(g(Zl),O) # 0, para todo Z; € V;. Ana-
logamente, existe uma vizinhanga Vo C Q de Z; tal que Yaf(g(Z2),0) # 0, para
todo Z; € V5.

Tomando V =V, NVi N Vs, temos que (g(Z), 0) é ponto de dobra regular de 7,

para todo Z € V. Como todo Z € V é Y-equivalente ao campo 7 da Proposicao
4.2.1, segue que Z, é Y-estruturalmente estavel.

. Por fim, suponha agora que (0,0) € X seja um ponto critico hiperbélico do campo

deslizante Z3. Como Z; ¢ um campo de dimensao 1 definido na descontinuidade
¥, podemos supor sem perda de generalidade que Zi(z) = az + O(z?), onde

a # 0.
Defina a aplicacao p : 2 x R — IR por p(Z,x) = Z°(x), que é a projecao na
primeira coordenada de Z®. Assim, temos que p(Zy,0) = Z5(0) = 0 e que

0

J
_8_xZ (z)

(Zo,o)

_9 (omc + (9(:62))

oz -
(Z0,0)

(ZOaO)
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donde « # 0 para todo x € IR.

Assim, novamente aplicaremos o Teorema da Funcao Implicita: existe uma vizi-
nhanca Wy, C Q de Z; e uma aplicacdo continua g : Wy — (—¢,¢) tal que
9(Zy) =0ep(Z,9(Z)) = Z*(g9(Z)) = 0, para todo Z € Wy. Em outras palavras,
g(Z) & ponto critico de Z°, para todo Z € W,

/
Como (ZS) (9(Zo)) possui autovalores com parte real nao nula, pela continuidade

/
da fungao determinante existe uma vizinhanca Wy C Q de Z, tal que (ZS> (9(2))
possui autovalores com parte real nao nula, para todo Z € Wj.

Tomando W = Wy N Wy, dado Z € W temos que Z(g(Z)) =0e <Zs>/(g(Z))

possui autovalores com parte real ndo nula, logo g(Z) é ponto critico hiperbolico
de Z. Pela Proposicao 4.2.2, todo Z € W é Y-equivalente ao campo Z, donde
obtemos a Y-estabilidade estrutural de Z.

]

Denotaremos por €y C € o conjunto dos campos suaves por partes tal que (0,0) é
ponto regular ou uma singularidade genérica. E facil ver que este conjunto é aberto em
Q. Além disso, para todo Zy € §y é possivel construir uma sequéncia de campos em {2
que converge para Zj. Assim, a Y-estabilidade estrutural é uma propriedade genérica.

Nos préximos capitulos, estudaremos o conjunto €21 = 2 — )y, que é o conjunto das
Bifurcacoes.






5 Bifurcacoes Locais a Um Parametro

Para podermos fazer um estudo sistematico de bifurcagoes, inicialmente estabele-
ceremos algumas notacoes. As definigoes apresentadas a seguir podem ser encontradas
no Apéndice A de [4] e sdo generalizagoes diretas das defini¢oes envolvendo campos
suaves encontradas em [1].

5.1 Conceitos Preliminares

Definicao 5.1.1. Seja Z. uma familia de campos suaves por partes que depende do
parametro ¢ € IR™. Dizemos que a familia Z. tem uma bifurcacao em ¢, se para toda
vizinhanca U C IR™ de g existe um ¢ € U tal que Z., e Z. nao sao topologicamente
equivalentes.

Definicao 5.1.2. Qualquer familia Z. de perturbacoes de Zj, é dita desdobramento
do campo suave por partes Z.

Definicao 5.1.3. Duas familias Z, e ZE de campos suaves por partes sao equivalentes

se para cada ¢ existe um homeomorfismo h. que ¢ uma equivaléncia topologica entre
Z. e 4.

Definicao 5.1.4. A familia 7. ¢ induzida pela familia Zg se existe uma aplicacao
continua £ : R™ — IR™ com £(0) =0 e Z, = Z¢ (.

Definigao 5.1.5. Seja Z. uma familia de campos suaves por partes. O desdobramento
induzido Z. de Z; é dito desdobramento versal se todo desobramento de Z; é equi-
valente & Z.. O desdobramento mini-versal de Z; é o desdobramento versal que
depende do menor nimero de parametros, isto é, Z. tal que ¢ € IR™ com m sendo o
menor inteiro possivel.

Definicao 5.1.6. A codimensao de uma bifurcacao é o nimero de parametros do
desdobramento mini-versal.

Seja 2y C ) o conjunto dos campos suaves por partes cujos pontos sao todos regula-
res ou singularidades genéricas. Vimos no Capitulo anterior que os campos pertencentes
a esse conjunto sao estruturalmente estaveis.

Denote agora 3 = Q — Qg e 1 = {Z € Q| Z é estruturalmente estavel em € }.
O conjunto ¥ serd chamado de Conjunto das Bifurcacoes de Codimensao 1.

Neste Capitulo iremos estudar bifurcagoes locais que dependem de apenas um pa-
rametro. Para os pontos do tipo dobra-dobra e critico-hiperbdlico, precisaremos impor
algumas condigbes para que as bifurca¢des nao dependam de dois ou mais parametros.

47
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As bifurcacoes locais que dependem de um parametro estudadas aqui também sao
analisadas em [14]. As demonstragoes para encontrar as formas canonicas dos campos
sao feitas utilizando técnicas semelhantes as que usamos no Capitulo anterior, portanto
omitiremos as provas.

5.2 Bifurcacao Sela-N6

Seja Z € Q tal que X f(0,0) # 0, Yf(0,0) # 0, Z*(0,0) = (Z*¥)'(0,0) = 0 e
(Z*)"(0,0) # 0. Dessa forma, numa vizinhanga suficientemente pequena da origem
nao temos tangéncias e (0,0) € 3 ¢ uma sela-n6 para o campo Z>.

Além disso, com as hipoteses adotadas, temos que nessa vizinhanca da origem a
descontinuidade ¥ serd uma regiao de escape ou de deslize. Todavia, em ambos os
casos 0s campos apresentam comportamentos semelhantes.

Proposicao 5.2.1. Seja Z = (X,Y) um campo de Filippov tal que a origem satisfaz
X f(0,0) # 0, Yf(0,0) # 0, Z¥(0,0) = (Z*)(0,0) = 0 e (Z*¥)"(0,0) # 0. Entdo o
desdobramento de Z que depende de apenas um parametro é Y-equivalente ao desdo-
bramento do campo Z,, onde

[ Kalew) = (@ tab), se y0
Zoé(x;y)_{ Y(x’y) = (0,_[)), se y§07

com a = sgn((Z*¥)")(0) e b = sgn(X f(0,0)).
Na Figura 5.1, adotamos a = b = 1. O campo de escape é dado por Z&(x,y) =
72+«
(=
criticos, dados por P, = (— V—a, 0) e Py = (x/—_a, 0). Para valores positivos de «,
temos o desaparecimento dos pontos criticos.

Lo atatd A dd
*OTTIIT ottt

a<0 a=0 a>0
Figura 5.1: forma canénica da Proposicao 5.2.1 e seus desdobramentos.

, O), portanto para valores negativos de o temos o aparecimento de dois pontos

5.3 Cuspide Regular

Seja Z = (X,Y) € Q e suponha que (0,0) € ¥ é uma tangéncia cubica para o
campo X e que Y ¢é transversal & ¥ em (0,0) (isto &, Y £(0,0) # 0). Assim, temos
que X f(0,0) = X2£(0,0) =0 e X3f(0,0) # 0. Como Y f(0,0) # 0, iremos supor sem
perda de generalidade que Y (z,y) = (0,¢), onde ¢ = £1.

Considere a Expansao de Taylor do campo X até ordem k:

i+j<k
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Utilizando as hipoteses que fazem com que (0, 0) seja uma tangéncia cubica, temos
que:

1. Xf(x,y) = < Z (aij,bij)xiyj,Vf(I,y)> = Z <(al~j,bij)xiyj, (0, 1)> =
i+j<k i+5<k

= Z bijxiyj = boo = 0;

i+j<k
2. XQf((); 0) = agobio = 0;
3. ng((), 0) = agobao # 0.

Assim, concluimos que by = big = 0, agg # 0 e byy # 0. Além disso, podemos
escrever o campo X como

X(LE, y) - (Cloo, b20x2) + O(’(J}, y)lg)a
e portanto o campo Z = (X,Y") é dado por

T _ X<:U7y) = (a7bx2)+(’)(](x,y)|3), se y >0,
Z ’y)‘{ Yiry) = (0.0+0(@ylF), se y<o0:

com a,c==x1leb#0.

Proposigdo 5.3.1. Seja Z = (X,Y) € Q tal que Xf(0,0) = X2f(0,0) = 0,
X3£(0,0) # 0 e Yf(0,0) # 0. Entdao o desdobramento de Z que depende de ape-
nas um parametro é Y-equivalente ao desdobramento de Z,, onde

[ Xa(z,y) = (a,b2* + ), se y >0,
R R i i
com a = sgn(ag), b = sgn(byp) e ¢ = sgn(Y f(0,0)).

Vamos analisar dois casos distintos a partir da Proposicao 5.3.1. No primeiro deles,
adotaremos a = b = 1 e ¢ = —1. Neste caso, temos que se a = 0 entdao X—{(0,0)} = X°.
Se o < 0, temos o aparecimento de duas dobras separadas por uma regiao de costura.
Para o > 0, as tangéncias desaparecem e > = . Veja a Figura 5.2.

i i il
MmoIr T Trrd
Figjr: 5.2: Forma canénica da Pr:p;sigéo 5.3.1 coma=b zof e>c = 1.

No segundo caso genérico a ser analisado, tomemos a = b = ¢ = 1. Para a = 0,
temos que 3 — {(0,0)} = ¢ Para o < 0 novamente temos o aparecimento de duas
dobras, porém desta vez elas estao separadas por uma regiao de deslize. Para o > 0,
temos o desaparecimento das tangéncias. Veja a Figura 5.3.



50 Bifurcagoes Locais a Um Parametro

e A1) A
T T T

a<0 a=0 a>0
Figura 5.3: Forma canoénica da Proposicao 5.3.1 a =b0=c=1.

5.4 Dobra-Dobra

Iremos analizar agora o caso onde (0,0) € ¥ é uma tangéncia quadratica para
X e Y simultaneamente, isto é, quando X f(0,0) = Y £(0,0) = 0, X2f(0,0) # 0 e
Y?2f(0,0) # 0. Lembre que podemos ter tangéncias visiveis (quando X?f(0,0) > 0 ou
Y?2f£(0,0) < 0) ou tangéncias invisiveis (quando X?f(0,0) < 0 ou Y2£(0,0) > 0).

Sendo assim, teremos trés casos para analisar, a depender da visibilidade das dobras.
Todos os casos analisados aqui também sao estudados em [14].

5.4.1 Dobra-Dobra Visivel-Visivel

Suponha que (0,0) € X é uma dobra visivel para X e Y simultaneamente, onde
Z = (X,Y) & um campo suave por partes. Teremos dois casos genéricos a considerar:
quando os vetores X (0,0) e Y(0,0) possuem a mesma orientagdo e quando X (0,0)
e Y(0,0) possuem orientagoes opostas. Em outras palavras, os dois casos a serem

considerados serdo <X(O,O))7r1 (Y(0,0)) >0em <X(O,O))7T1 (Y(0,0)) < 0, onde

w1 € a projecao na primeira coordenada.

Proposigao 5.4.1. Seja Z = (X, Y) € Q. Suponha que (0,0) é uma dobra visivel para
X e Y simultaneamente e que m (X(O, 0))7r1 (Y(O, O)) > 0. Entao o desdobramento

de Z que depende de apenas um parametro é Y-equivalente ao desdobramento de Z,,,

onde Xo(z, y) ( )
_ axvy = CL,CLJJ“"OK, s€ yZO’
Za(flf,?/) _ { Y(x7y) e (a7 —CLQT), Se y S 0)

onde a = sgn <7r1 (X (0, 0)))

Vamos esbocar o diagrama de bifurcacao para o caso onde a = 1. Neste caso,
(—a,0) serd uma tangéncia visivel de X e (0,0) serd uma tangéncia visivel de Y, e
essas duas dobras estao separadas por uma regiao de costura. Assim, para a < 0
temos duas tangéncias, quando a = 0 essas dobras colidem e quando o > 0 as duas
tangéncias voltam a aparecer. Vale destacar que o campo Z*(z,y) = (1,0) ndo possui
nenhum ponto critico. Veja a Figura 5.4.

Proposigao 5.4.2. Seja Z = (X,Y) € Q. Suponha que (0,0) é uma dobra visivel para
X e Y simultaneamente e que m (X(O, 0)>7r1 (Y(O, O)) < 0. Entao o desdobramento

de Z que depende de apenas um parametro é Y-equivalente ao desdobramento de 7,

onde
Xo(z,y) = (a,az+a), se y >0,

Zo(,y) :{ Y(z,y) = (—a,ax), se y < 0;
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N N Nl o
TR T P s

a<0 a>0
Figura 5.4: Forma canonica da Proposigao 5.4.1.

onde a = sgn <771 (X(O, O)))

Novamente, vamos esbocar o diagrama de bifurcacao para o caso onde a = 1. Neste
caso, (—a,0) serd uma tangéncia visivel de X e (0,0) serda uma tangéncia visivel de Y,
e essas duas dobras estarao separadas por uma regiao de deslize (quando o < 0) ou de
escape (quando o > 0). Assim, para a < 0 temos duas tangéncias, quando o = 0 essas
dobras colidem e quando a > 0 as duas tangéncias voltam a aparecer.

O campo Z=(z,y) = (— vt

é repulsor quando a < 0 e atrator quando o > 0. Veja a Figura 5.5.

N S Ny
NN TN TN

a<0 a>0
Figura 5.5: Forma canoénica da Proposicao 5.4.2.

«
,O) terd (— 7 0) como ponto critico. Esse ponto

5.4.2 Dobra-Dobra Visivel-Invisivel

Agora, iremos considerar o caso onde (0,0) € ¥ é uma dobra visivel para X e
invisivel para Y. O caso onde (0,0) € ¥ é uma dobra invisivel para X e visivel para Y’
¢ estudado de forma analoga.

Aqui, teremos trés casos a considerar: o primeiro quando <X(O, O)) T (Y(O, O)) >
0 e os outros dois quando m; (X(07 0)>7r1 (Y(O, O)) < 0. A orientagdo do campo Z* ird

diferenciar os dois altimos casos.

Proposicdo 5.4.3. Seja Z = (X,Y) € Q. Suponha que (0,0) € ¥ é uma dobra
visivel para X e invisivel para Y. Suponha também que m; <X(O, O))m <Y(0, 0)> > 0.
Entao o desdobramento de Z que depende de apenas um parametro é Y-equivalente
ao desdobramento de Z,, onde

[ Xaleg) = (Lota), se y20,
Za('ruy)_{ Y(aj’y) = (1,21'), se ZUSO

Vamos esbocar agora o diagrama de bifurca¢ao do campo Z,. Temos que (—a,0) é
uma tangéncia visivel de X e (0,0) é uma tangéncia invisivel de Y. Entre essas duas
dobras, teremos uma regiao de deslize (quando o < 0) ou de escape (quando a > 0).
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Além disso, as tangéncias colidem quando o = 0 e o campo Z>(z,y) = (1,0) nao tem
pontos criticos. Veja a Figura 5.6.

AN N eSS
IS A N NN

a<0 a=0 a>0
Figura 5.6: Forma canoénica da Proposicao 5.4.3.

Suponhamos agora que 7 (X(O, 0)>7r1 (Y(O, O)) < 0. Conforme dito anteriormente,

temos dois casos para analisar que serao diferenciados pelo comportamento do campo
Z%.
Proposicao 5.4.4. Seja Z = (X,Y) € Q. Suponha que (0,0) € ¥ é uma dobra visivel
de X e invisivel de Y e que m (X(0,0))m (Y(0,0)) < 0. Suponha também que Z*
tenha sua trajetoria orientada da esquerda para a direita. Entao o desdobramento de
Z que depende de um parametro é Y-equivalente ao desdobramento de Z,, onde

| Xalz,y) = (—1,—a—2x), se y>0,
zen ={ Y 2y se y<0.
Vamos esbocar o retrato de fase de Zj; e de seus desdobramentos. Temos que
( — %, 0> é uma dobra visivel de X e (0,0) é dobra invisivel de Y. Além disso, essas

dobras delimitam uma regido de costura em ¥. Segue também que (—«,0) € X é
T+«

3z +a’

ponto critico de ZZ(x,y) = ( 0). Tal ponto é atrator para a > 0 e repulsor

Nt W N
T TR T

a<0 a=0 a>0
Figura 5.7: Forma canoénica da Proposicao 5.4.4.

Proposicao 5.4.5. Seja Z = (X,Y) € Q. Suponha que (0,0) € ¥ & uma dobra visivel
de X e invisivel de Y e que m; (X(0,0))m (Y(0,0)) < 0. Suponha também que Z*
tenha sua trajetoria orientada da direita para a esquerda. Entao o desdobramento de
Z que depende de um parametro é Y-equivalente ao desdobramento de Z,, onde

| Xo(z,y) = (-1l,—a—2z), se y>0,
Z“%”‘{'wam — (1,20), se y<0
Vamos esbogar o retrato de fase de Zj e de seus desdobramentos. Temos que (—a, 0)

¢ uma dobra visivel de X e (0,0) & dobra invisivel de Y. Além disso, essas tangéncias
delimitam uma regiao de costura em X. Por fim, obtemos que (o, 0) € 3 é ponto critico

de Z(z,y) = (;x——: a, 0). Veja a Figura 5.8.
T+«
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LN N M//
R

a<0 a=0 o >
Figura 5.8: Forma canonica da Proposicao 5.4.5.

o

5.4.3 Dobra-Dobra Invisivel-Invisivel

Seja Z = (X,Y) € Q tal que X £(0,0) = Y £(0,0) = 0, X2£(0,0) < 0 e Y2£(0,0) >
0. Isto é, a origem ¢ uma dobra invisivel para X e Y simultaneamente. Aqui, teremos
trés casos genéricos para analisar: um caso quando 7 (X(O, 0)>7r1 (Y(O, O)) > 0 e dois

casos quando 7 (X(O, O))m (Y(O, O)) < 0. Os dois ultimos casos serao diferenciados

quando a origem atua como uma espécie foco atrator ou repulsor.
Para analisar esses casos genéricos, primeiramente devemos definir a Aplicagao de
Primeiro Retorno para 7.

Suponha sem perda de generalidade que (X(O, 0)) >0em (Y(O, O)) < 0 (o caso
oposto é estudado de maneira analoga). Seja ¢x o fluxo do campo X e pg = (z0,0) € .
Entao existe um tempo tq # 0 tal que px(to,po) € X e Xf(ng(to,po)> # 0, pois

estamos assumindo que (0,0) € ¥ é uma dobra isolada de X.
Seja 0 a projecao na segunda coordenada e defina a aplicacao ¢ : R* x X¢ — X°

por ¥(t,p) = 9<gpx(t,p)>. Assim, temos que ¥ (tg,po) =0 e

(%<¢(to,]70)) = 9<X(¢X(t0,p0))> £ 0.

Pelo Teorema da Funcao Implicita, existem vizinhangas U, e V;, e uma aplicacao
diferenciavel ¢ : U,, — V;, tal que zp(t(p),p) =0, isto ¢, px <t(p),p) € X. Em outras
palavras, dado p € X sempre ira existir um tempo ¢(p) ndo nulo tal que px (t(p)7 p) €.

Defina agora a aplicacdo ¢x : £¢ — 3¢ por ¢x(p) = m (ch (t(p),p)). Chamaremos

¢x de aplicagdo de primeiro retorno. Note que px ¢ diferenciavel e p% = Id.

Podemos escrever ¢x(x) = —x + a12? — asx® + O(z*). Analogamente, definimos
a aplicacdo de primeiro retorno ¢y para o campo Y e podemos escrever ¢y (z) =
—x + bia? — bya® + O(x*). Dado o conjunto ¥ = {(z,0) € ¥ |z < 0}, definimos a
aplicacdo de primeiro retorno ¢ para o campo Z e escrevemos ¢(z) = @y o px(x) =
z+ (by — ay)z? + O(2?).

ox(z) oy (ox(x))
Figura 5.9: Aplicacoes de primeiro retorno de X, Y e Z.

Se ¢ = Id, a origem é uma espécie de centro para o campo Z. Caso by — a; = 0,
teremos uma bifurcagao que depende de mais de um parametro, a qual estudaremos no
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Capitulo 9. Se by —ay # 0, dizemos que a origem ¢ uma dobra-dobra atratora genérica
se by — a; > 0 e uma dobra-dobra repulsora genérica se by — a; < 0.

b —a; >0 by —a; =0 b —a; <0
Figura 5.10: Casos genéricos quando m; (X(O, 0)>7r1 (Y(O, 0)) < 0.

Feitas estas observagoes, podemos estudar os casos genéricos.

Proposicdo 5.4.6. Seja Z = (X,Y) € Q. Suponha que (0,0) € ¥ é uma dobra
invisivel de X e Y simultaneamente e que m; <X(O,O)>7r1 (Y(0,0)) > 0. Entao o

desdobramento de Z que depende de um parametro é -equivalente ao desdobramento
de Z,, onde

| Xu(zy) = (a,—ax+ ), se y >0,
R (R i Ho

onde a = sgn <7r1 (X (0, O)))

Vamos esbocar o retrato de fase de Z; e de seus desdobramentos para a = 1.
Temos que («,0) é uma dobra invisivel de X e (0,0) é dobra invisivel de Y. Além
disso, essas tangéncias delimitam uma regiao de costura em Y. Temos também que o
campo Z>(x,y) = (1,0) nao possui pontos criticos. Veja a Figura 5.11.

a<0 a=0 a>0
Figura 5.11: Forma candénica da Proposi¢ao 5.4.6.

Proposicao 5.4.7. Seja Z = (X,Y) € €. Suponha que (0,0) € ¥ é uma dobra

invisivel de X e Y simultaneamente e que m (X(O, 0))7r1 (Y(O, O)) < 0. Entao, numa

vizinhanga proxima de (0,0), vale:

a) Se a origem é uma dobra-dobra repulsora genérica, entdo o desobramento de Z que
depende de um parametro é Y-equivalente ao desdobramento de Z,, onde

[ Xulwy) = (~Lo+a), se y=0
Za(x7y) - { Y(fL‘,y) = (1,35' — l'2), se Yy S 07

b) Se a origem é uma dobra-dobra atratora genérica, entdo o desobramento de Z que
depende de um parametro é Y-equivalente ao desdobramento de Z,, onde

. Xa(l',y) = (1,—.1'—’—0./)7 se yzov
Za(x’y) B { Y([L‘,y) = (—1,—$+$2)7 se Yy < 0.
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A seguir, esbocaremos o diagrama de bifurcacao de Z, para o caso onde a origem
¢ uma dobra-dobra atratora genérica.

Primeiramente, note que X, possui uma dobra invisivel T, = («,0) e 0o campo Y
possui duas dobras: uma invisivel 77 = (0,0) e outra visivel 75 = (1,0). Vamos analisar
o comportamento do campo apenas numa vizinhanga da origem.

Para a = 0, temos que ¢ = ¥ — {(0,0)}. Se o < 0 temos o surgimento de uma
regiao de deslize entre T, e T} e se a > 0 temos o surgimento de uma regiao de escape
entre T e T,. )

Note também que Z=(x,y) = (gjx—f&
dado por P, = (1 — V1 - a,O). Para a < 0, este ponto é atrator e para a > 0 este
ponto é repulsor.

Resolvendo os seguintes sistemas de equacgoes diferenciais

,0), cujo ponto critico é um pseudo-no

r(t) = 1, o (t) = -1,
yt) = —z+a y(t) = —z+a%
obtemos que as aplicacoes de primeiro retorno de X, e Y sao dadas por
1
ox,(r) =2a—x e ¢py(x) = (Z> <3 — 27 — V9 + 122 — 12x2>.

Dai, segue que a aplicacao de primeiro retorno do campo Z, é dada pela expressao

é(x) = dx. 0 by (x) = 20 + (i) (zx — 340+ 122 — 12x2).

Calculando a expansao de Taylor da funcdo acima em torno de (0,0), temos que

222 3
o(z) :204—1-3:—?4-(’)(95 )
e portanto a origem atua como uma espécie de foco atrator.
Resolvendo a equagao ¢(x) = x, concluimos que para a > 0 existe uma orbita pe-

riodica passando pelos pontos C; = (a— V3a(l — a), O> e (Cy = (a—i— 3a(l — a), 0).
Por conta disso, esta bifurcagao também é chamada de Pseudo-Hopf. Veja a Figura
5.12.

a<0 a=10 a>0
Figura 5.12: Forma canoénica da Proposi¢ao 5.4.7 para o caso atrator.
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5.5 Ponto de Equilibrio Hiperboélico de X sobre X

Suponha que (0,0) é um ponto de equilibrio hiperbdlico de X (o estudo para o caso
onde a origem é ponto critico hiperbolico de Y é andlogo). Assim, os autovalores da
matriz DX (0,0) possuem parte real nao nula e a origem pode ser um né, uma sela ou
um foco de X. Vamos analisar esses trés casos. Em todos eles, iremos supor que Y é
transversal & ¥ numa vizinhanca da origem.

5.5.1 Bifurcagao Sela-). Genérica

Considere o campo Z = (X,Y) € Q. Suponha que X (0,0) = (0,0) e que a matriz
DX (0,0) possua dois autovalores reais A\; e Ag tais que A\; < 0 < Ay. Dessa forma, a
origem ¢ uma sela para o campo X. Iremos estabelecer condi¢oes para que este tipo
de bifurcagao nao dependa de dois ou mais parametros.

Sejam W*(0,0) as variedades estaveis e instaveis passando por (0,0) e contidas em
¥*, respectivamente. Veremos por meio de um exemplo que a primeira condicao a ser
satisfeita & que W."%(0,0) seja transversal a X.

Exemplo 5.5.1. Considere o campo

X(z,y) = (rv,—y+z%), y>0,
Z<””’y):{ Yy — (0.1), b0

Os autovalores de DX (0,0) sao 1 e —1, logo a origem é uma sela para X. Além
disso, a variedade instavel W (0,0) é tangente a ¥ em (0, 0).
Considere agora os campos

Xz, = (x,—y+ 2%+ ax), >0,
Za(a:,y):{ (2, y) ( Yy )y

Y(z,y) = (0,1), y<0, °

= Xo(z,y) = (x,—y+2*+a), y>0
Za ) — b) b) b) b
(:9) {Y<x,y> — (0.1). <0

E facil ver que Z = Z, = Z) e portanto Z, e Za sao desdobramentos de Z. Para
0 campo Z,, 0 parametro a rotaciona as variedades estaveis e instiveis, enquanto que
para o campo Z, o parametro « controla a sela S, = (0, a).

Se a > 0, note que W,"*(0, 0) sao transversais a X para o campo Z,, e para o campo
Za o ponto de sela pertence a X . Por estas razoes, temos uma bifurcacao que depende
de mais de um parametro. Veja a Figura 5.13.

Também é possivel construir exemplos onde a variedade estavel W3 (0,0) é tangente
a X e obter bifurcacoes que dependam de mais de um parametro. Assim, a primeira
condigao que devemos impor ¢ que W1*(0,0) seja transversal a X.

Se o campo Y possuir trajetorias que tangenciem 3 também teremos bifurcagoes que
dependem de mais de um parametro. Por outro lado, exigir apenas que Y f(0,0) # 0
(Y transversal & ¥) ndo é suficiente para garantir que a bifurcacdo dependa de apenas
um parametro. Isto ficard mais claro no exemplo a seguir.

Exemplo 5.5.2. Considere a familia

| Xolz,y) = (22 —y+a), y>0,
Za(“’y)‘{ Yiry) = (L1), y <0,
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i~ e
PEEET g tHHH
s T =3

I - T

a <0 a>0

Figura 5.13: Desdobramentos dos campos Z, e Za.

Temos que os autovalores da sela sao A\ = —1 e Ay = 1, cujo autovetor associado a
Ao ¢ vy = (1,1). Assim, quando a = 0 temos que Y (0,0) é paralelo a variedade instavel
Wi(0,0). Para a > 0, temos uma sela (0,a) € £t e um ponto critico (—a,0) € ¥
de Z} ligados por uma conexao heteroclinica. Essa conexao pode ser quebrada, donde
obtemos bifurcacoes que dependem de mais de um parametro. Veja a Figura 5.14

Figura 5.14: Desdobramento do campo Z, quando a > 0.

Portanto, a segunda condicao que devemos impor é que Y (0,0) seja transversal a
Y e as variedades estaveis e instaveis de X que passam por (0,0).

Note que, com as duas condicoes estabelecidas acima, sempre teremos um campo
Z* bem definido numa vizinhanga de (0,0). Podemos escrever esse campo da forma

ZE(x,y) = (ﬁm + (9(12),0). Para evitar bifurcacoes que dependam de mais de um

parametro, a ultima condi¢ao que devemos exigir ¢ que a origem seja um ponto critico
hiperbolico de Z%, isto &, que 3 # 0.

Com estas trés condicoes impostas, podemos estudar os diagramas de bifurcacao
para este tipo de singularidade. Teremos quatro casos a serem analisados, e estes serao
diferenciados pelas posicoes das retas iséclinas.

As retas isoclinas sao dadas pelas equacoes © = 0 e y = 0. A interseccao da reta
# =0 com ¥ nos da o ponto critico de Z*, enquanto a interseccao de § = 0 com ¥ nos
da o ponto onde X tangencia .
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Caso 1:
X z,y) = (2 +3y+3a,3r—y—a), y>0,

Zo(,y) :{ Y(e,y) = (0,1), Y < 0.

Neste caso, a sela é dada por S, = (0, —«a). Os autovalores da matriz DX (S,)
sdo A1 = —4 e Ay = 2, donde seus respectivos autovetores sao v; = (1,—1)

a
e vy = (1,1). Temos uma tangéncia entre X! e 3 no ponto T, = (—,O) e
—r + 3«

1-3r+«
pseudo-critico P, = (3a,0) é atrator. Note que os pontos de intersecgdo da
variedade estavel e instavel com ¥ sdo respectivamente (—a,0) e (a,0). Veja a

Figura 5.15.

3

b
analisando a derivada do campo (Zé) = ( ,0) segue que o ponto

a=0 a>0
Figura 5.15: Desdobramentos do campo Z! para a singularidade Sela-3..

Caso 2:
ZQ(x )_ Xo%(xMy) = ($+3y+30é,3])—|—y+0é), yZOa
APYE Yy = (0,1), y < 0.

X 3
Aqui, temos que S, = (0, —a), <Z§> = < z+ o

m,@), Pa = (—306,0) é um
ponto repulsor e T, = <— %, O). Os autovalores da matriz DX (S,) sdo A\ = —2

e A = 4 e seus respectivos autovetores sdo v; = (1,—1) e vy = (1,1). Veja a
Figura 5.16.

T

e
G

a<0 a=0 a>0
Figura 5.16: Desdobramentos do campo Z2 para a singularidade Sela-3..

Caso 3: X3e.p) : )
3 _ a\l, Y = _Zx_y‘i‘aax‘i‘y—&, yZO,
Zoc(x’y) - { Y(x’y) = (07 ]_)7 y S 0'
5 -2
Para este campo, segue que S, = (0, «), (Zg) = <ﬂ,0>7 P, = (97 0)
l—-z+a 2

¢ atrator e T, = («,0). Neste caso, os autovalores sdo Ao = “15Y5 ¢ geus
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autovetores associados sao vy = (1, #) Aqui, os pontos de interseccao de
a(3+v5) a(3=v/5)
2

Y. com as variedades estaveis e instaveis sao (—,O) e (T’O)' Veja a

Figura 5.17.

jF\\/// DR
Prtt tittt

+ +

a<0 a=10 a>0
Figura 5.17: Desdobramentos do campo Z2 para a singularidade Sela-3.

Caso 4:

2

Z4(ZE y)_ Xi(x7y> = <2$_?J+gax—2y+0€>y yZOa
o Y(z,y) = (0,1), y <0

by 2r + 35
Por fim, para este campo temos S, = (O, %), (Zé) = (1—2, O), P, = (—
—r—«

%, O) é repulsor e T, = (—a, 0). Os autovalores sao dados por A o = F/3 e seus

respectivos autovetores sdo v12 = (1,2 £ \/§) Assim, os pontos de interseccao
a(2+V3) 0)
2 )

de ¥ com as variedades estiveis e instaveis sao ( — a(%ﬁ), 0) e ( —
respectivamente. Veja a Figura 5.18.

a<0 a=0 a>0
Figura 5.18: Desdobramentos do campo Z2 para a singularidade Sela-3..

Os casos 1, 3 e 4 estudados acima podem ser encontrados em [14] e o caso 2 ¢é
equivalente ao caso SB4 de [15].

5.5.2 Bifurcacao N6-X Genérica

Considere o campo Z = (X,Y) € Q. Suponha que a matriz DX (0,0) possua dois
autovalores reais A\; e Ay de mesmo sinal. Dessa forma, a origem é um n6 para o campo
X. Iremos estabelecer condi¢oes para que este tipo de bifurcacao nao dependa de dois
ou mais parametros.

Vamos supor que o campo Y seja transversal & Y numa vizinhanca da origem.
Assim, note que sempre teremos um campo Z> bem definido e podemos escrever
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ZE(x,y) = (ﬁx + 0(332),0). Portanto, a primeira condicao que iremos exigir é que

B # 0, isto ¢, que a origem seja um ponto critico hiperbolico de Z*.

A segunda condicao que iremos adotar é que a matriz DX (0,0) possua dois au-
tovalores distintos. Caso contrério, teremos bifurcacdes que dependem de mais um
parametro, como mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 5.5.3. Seja Z = (X,Y) € Q com X(z,y) = (x,z +y) e Y(x,y) = (1,2).
Note que os autovalores de DX (0,0) sdo A\; = Ay = 1. Considere os seguintes desdo-
bramentos de Z:

Xa(wy) = (I+a)z,z+y), y=0,
1

Z“(‘f’y):{ Yiry) = (12), y <0,

~ _ )?(m,y) = ($7x+y_ﬁ)a yZO,
Zﬁ(’“"”)‘{ Yy = (L2, y <0,

com, « # —1 suficientemente pequeno.

i Ol
T A

ARy
ST e T

Figura 5.19: Desdobramentos dos campos Z, e Zg.

Para a # 0 temos que o n6 (0,0) € ¥ de X, possui dois auto-espacos. Ja o
parametro [ controla o né de X@H que pode pertencer & X7 ou Y. Assim, esta
bifurcacao depende de mais de um parametro. Portanto, a segunda condicao que
iremos adotar é que a matriz DX (0,0) possua dois autovalores distintos.

Como estamos exigindo que DX (0,0) tenha dois autovalores distintos de mesmo
sinal, entdao o no tera dois autoespacos. A terceira condi¢ao que iremos impor é que
o campo Y (0,0) ndo deve ser paralelo a nenhum desses auto-espagos, pois isso pode
acarretar numa bifurcacao que depende de mais de um parametro. Ilustremos esta
situagao com um exemplo.

Exemplo 5.5.4. Considere o campo

— Xa($7y) = ($,—$+4y—404), yzo?

Para a = 0, a origem é um no6 repulsor do campo X, e Y (0,0) é paralelo ao
autoespaco associado ao autovalor A = 4.
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Para a > 0, temos que a origem é uma pseudo-sela para o campo Z conectada com
o no6 repulsor (0, «) de X, por meio de uma trajetoria contida em um dos autoespacos.
Assim, obtemos uma bifurcacao que depende de mais de um parametro. Portanto, a
terceira condicao que iremos exigir é que Y seja transversal aos autoespacos do n6 de
X

trgtr ttitt trgtd

a<0 a=0 a>0
Figura 5.20: Desdobramentos do campo Z, e ligagao heteroclinica para a > 0.

A altima condigdo que iremos impor ¢ que as variedades estaveis e instaveis W."*
sejam transversais a descontinuidade Y. Lembre-se que as retas isoclinas t = 0ey =0
determinam, respectivamente, os pontos criticos de Z* e as tangéncias do campo X
em relagao a descontinuidade ..

Iremos estudar dois casos genéricos que também sao analisados em [14]. Eles se
diferem pela orientacao das trajetorias do campo Y. Em ambos os casos vamos supor
que (0, —«) é um no6 atrator de X, cujos autovalores sao A\; = —2 e Ay = —4.

Os casos onde a origem ¢ um no repulsor podem ser estudados de forma analoga.

Caso 1:

XMxyy) = (-3z+y+a,z—3y—3a), y>0
1 _ e ) ) ) - Y

. . s —3r + « o}
Aqui, é possivel notar que o ponto critico de (Zé) = (—, 0> é (—, O)
l -2+ 3« 3
e que X! tangencia X no ponto (3c,0). A regido a direita da tangéncia é uma

regiao de costura e a regiao a esquerda da tangéncia é uma regiao de deslize.

Para a < 0 a dobra é visivel e para a > 0 a dobra ¢é invisivel. Note que o ponto
critico de Z7 s6 aparece quando o > 0. Veja a Figura 5.21

a <0 a=0 a>0
Figura 5.21: Desdobramentos do campo Z! para a singularidade No-X.
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Caso 2:

X2(z,y) = (-3z4+y+a,z—3y—3a), y>0
2 _ oY ) 9 ) - Y
Za(“”y)‘{ Y(zy) = (0,-1) y <0,

As singularidades deste campo possuem as mesmas expressoes das singularidades
( 3r —«

—1—z+3a’

do Caso 1. Note que ponto critico de (ZC%) =
quando o < 0. Veja a Figura 5.22

O) sO aparece

|

!

!

a<0 a=0 a>0
Figura 5.22: Desdobramentos do campo Z2 para a singularidade No-X.

5.5.3 Bifurcacao Foco-Y Genérica

Seja Z = (X,Y) € Q tal que a origem seja um foco para o campo X. Novamente
iremos estabelecer condigoes para que nao tenhamos bifurcacoes que dependam de mais
de um parametro.

Iremos supor que o campo Y seja transversal & ¥ numa vizinhanca da origem e que

o campo Z> possa ser escrito da forma Z%(z,y) = <ﬁx + O(£E2),0> com 3 # 0, isto

&, a origem & um ponto critico hiperboélico de Z*. Além disso, devemos nos atentar a
mais um fato.

Tome Z = (X,Y) € 2 satisfazendo as duas condiges acima e seja Z, = (X,,Y) €
Q desdobramento de Z. Suponha que para o > 0 temos um foco S, € X1 de X,.
Temos também uma tangéncia 7T, obtida a partir da interseccao da reta y = 0 com a
descontinuidade ¥ e o ponto critico P, de Z~ obtido a partir da interseccdo da reta
2 = 0 com a descontinuidade 3.

Considere vx, = {¢x,(t,T4) |0 < t < to} a trajetoria de X, passando pelo ponto
T., onde ty é o primeiro tempo positivo na qual px_ (t,T,) intercepta X.

Se vx,NY # {P,}, teremos bifurcacées cujo comportamento sera estudado a seguir.
Neste caso, temos duas possibilidades: a trajetéria intercepta > a direita ou a esquerda
de P,.

Se vx, N'Y = {P,}, entdo teremos uma bifurcacdo que depende de mais de um
parametro, chamada Foco Degenerado. Aqui, temos o surgimento de um ciclo L,
contendo P, e T,.

Portanto, a ultima condi¢do que deve ser imposta é vx, N # {P,}.

Vamos analisar agora alguns comportamentos genéricos. Em todos eles, estamos
supondo que a origem é um foco atrator de X, cujas trajetorias giram no sentido anti-
horario. Os outros casos podem ser obtidos invertendo a orientacao das trajetorias ou
com a reflexao das figuras em relacao ao eixo .
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1 i i —@ i
Py Ta Py Ta Py T,

Figura 5.23: Possibilidades para vyx, N X.

Os cinco casos que analisaremos a seguir também sao estudados em [14]. Eles sdo
diferenciados pelas posicoes das retas £ = 0 e y = 0 e pelo comportamento da orbita
vx,. Em todos eles, T, é uma tangéncia invisivel para a < 0 e visivel para o > 0.
Os casos 4 e 5 sao obtidos a partir da mudanca de orientacao das trajetorias de Y nos
casos 2 e 3, respectivamente.

Caso 1: Xl( ) ( )
1 _ a\r, Yy = x_23/+0474$7 Z/ZO,
Zalw,y) = { Y(z,y) = (0,1), y <0.

Temos que a tangéncia de X! é dada por T, = (0,0) e que P, = (—a,0). Assim,

) Y T+«
o ponto critico de (Zé) — <1 o
—4x
critico é uma pseudo-sela para a > 0. Além disso, vx, intercepa X & direita de

P,, de modo que temos o surgimento de um ciclo deslizante. Veja a Figura 5.24.

0> nao aparece para o < 0 e esse ponto

REEX

a<0 a=0 a>0
Figura 5.24: Desdobramentos do campo Z! para a singularidade Foco-X.

Caso 2: 2( ) ( )
Xi(r,y) = (r—2y+a,3z), y>0
2 o «@ ) ) ) )

A tnica diferenca entre este caso e o Caso 1 é que a o6rbita vy, intercepa X &
esquerda de P, e portanto nao temos oérbitas periddicas. Veja a Figura 5.25.

Caso 3:

Zd(l_ )_ Xé('r?y) = (—$—2y+20[,41‘—|—2y—206>, yZOa
AEY TV Yy = (0,1), y <0.

Temos que a dobra de X2 ¢ dada por T, = (%,O) e que P, = (2a,0). Assim,

z —x 4+ 2«
o eriio de (72)" = (222
o ponto critico de bt iz + 20

ponto critico é atrator para a < 0. Novamente temos o surgimento de um ciclo
deslizante. Veja a Figura 5.26.

0) nao aparece para o > 0 e esse



64 Bifurcagoes Locais a Um Parametro

a=0
Figura 5.25: Desdobramentos do campo Z2 para a singularidade Foco-X.

a<0 a=0
Figura 5.26: Desdobramentos do campo Z3 para a singularidade Foco-X.

Caso 4:
Xi(z,y) = (e —2y+o,3z), y>0,

4 —
Analogamente ao Caso 2, temos que T, = (0,0) e que P, = (—a,0). Assim,
b
o ponto critico de (Zé) — (x ta

. 14+ 3z
critico é repulsor para o < 0. Veja a Figura 5.27.

O) nao aparece para « > 0 e esse ponto

a<0 a=0
Figura 5.27: Desdobramentos do campo Z% para a singularidade Foco-X.

Caso 5:

Z5(x )_ Xg(l’,y) = (—x—2y+2a,4x—}—2y—2a), ?JZU’
YT Yy = (0,-1), y < 0.

Analogamente ao Caso 3, temos que T, = (9,0) e que P, = (2¢,0). Para
T — 2«

2
)
a < 0, o campo (Zg) = (—,O) nao possui pontos criticos. Para
—1 —4x 4 2«
a > 0, P, é¢ uma pseudo-sela. Veja a Figura 5.28.
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a>0
Figura 5.28: Desdobramentos do campo Z2 para a singularidade Foco-X.

a<0

Vale ressaltar que nos dois tltimos casos a érbita vy, intercepta > numa regiao de
costura. Assim, P, e T, nao pertencem & mesma Orbita.

Observacao 5.5.1. Em todas as bifurcacoes envolvendo pontos criticos hiperbolicos
do campo X, é interessante observarmos o seguinte fato. Quando o ponto critico esté
em X7 (ou X7), temos duas possibilidades ao variar o parametro a: este ponto critico
colide com a descontinuidade quando o = 0 e se torna um ponto pseudo-critico, ou ele
colide com um ponto pseudo-critico quando o« = 0 e em seguida nao temos mais pontos
criticos ou pseudo-criticos. Tal comportamento é estudado em [18].






6 Bifurcacao No6-X: Casos Extras

A partir de uma leitura mais aprofundada de 8|, em [11] foram apresentados dois
casos genéricos da Bifurcagdo No-X que ndo estdo presentes em [14]. Como veremos a
seguir, estes casos se diferem dos casos apresentados no Capitulo 5 pelo fato do ponto
de pseudo-equilibrio ser repulsor.

Considere o campo

Xo(z, = (aly—a)—x,abr —y+a), y >0,
Za(x,y) _ ( y) - ( (y ) Yy ) Yy
Y(ZL’,y) - (Sen ¢, COS C)a Yy S 07
T 37 N o
onde a #0,b=+lece ([0, 27) — {5’ 7}) sao constantes. E facil ver que o ponto

critico de X, é dado por P, = (0, ).
Analisando a matriz jacobiana deste campo, temos

-1 a
px.0.0) = %),

cujo determinante ¢ dado por A = 1 — a?b e seu traco é o = —2. Agora, note que
e A <0<« a?b > 1, donde obtemos uma sela.
e A>0e0?—4A >0« a’b<1eb=1, donde obtemos um no.
e A>0eo0?—4A <0« a’b<1eb=—1, donde obtemos um foco.

e Os autovalores da matriz DX (0, o) sdo dados por A\; o = —1 +V/a?b e os autove-

tores sao vy o = (:I: 1, \/E) As interseccoes dos autoespagos com XY ocorrem nos

Q
pontos 12 = F—=.

)

Temos também que

cos c(aa + x) + sen c(abx + o) 0>

Z2(w.y) = (
o (7:9) abx + a — cosc

. e acosc—+senc

cujo ponto critico é dado por 0, = ( —a—, >
. . . . cos ¢ + absen ¢ .

A partir da anélise feita acima, podemos obter os comportamentos genéricos das

bifurcagoes Sela-Y ou Foco-X que estdo em [14]. A seguir vamos estudar dois casos ge-

néricos da bifurcacao N6-X que nao se encontram nessa referéncia. Para isso, tomemos

1
a:—§eb:1.
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T . . -
Caso 1: Suponha ¢ = = donde temos cosc < 0 e senc < 0. Aqui, as interseccoes

dos autoespacos com ¥ ocorrem em =+« e temos uma dobra T, = (2a,0). O
ponto pseudo-critico (), é repulsor e esta & esquerda da dobra para a < 0. Veja
a Figura 6.1.

FIry

a <0 a=20 a>0
Figura 6.1: Desdobramentos do campo Z, para a singularidade N6-X no Caso 1.

2w . . .
Caso 2: Suponha ¢ = —, logo cosc > 0 e senc > 0. Assim, este caso se diferencia

do caso anterior pela mudanca de orientacao das trajetorias do campo Y. Veja a
Figura 6.2.

a>0
Figura 6.2: Desdobramentos do campo Z, para a singularidade N6-X no Caso 2.

a <0



7 Bifurcacoes Genéricas Globais a
Um Parametro

Vamos estudar algumas bifurcacoes genéricas globais que dependem de um para-
metro. Este estudo é importante pois ao analisar bifurcacoes que dependem de dois
parametros podemos encontrar bifurcacoes globais.

Estas bifurcagoes podem ocorrer em X7 UY ™, como por exemplo bifurcac¢oes envol-
vendo conexoes de separatrizes de sela, ciclos, etc. Também podemos ter bifurcacoes
globais envolvendo ciclos deslizantes e ciclos de costura em X. Vale destacar que a
maior parte das bifurcacoes globais podem ser vistas como conexoes entre dobras. As
bifurcacoes estudadas neste Capitulo também sao analisadas em [14] e [13].

7.1 Conexoes de Separatrizes entre Dobras Regulares

Primeiramente, estudaremos bifurcacoes que envolvem uma conexao entre pontos
de dobra. Como veremos a seguir, estas conexoes podem ser homoclinicas ou hetero-
clinicas.

7.1.1 Conexoes Homoclinicas

Seja Zy = (Xo, Yo) € Qe seja Ty uma dobra de Xy. Suponha que W (7Ty) = W5 (1),
de modo que a orbita de X passando pela dobra seja fechada hiperboélica. Suponha
também que Yj seja transversal a >. Vamos analisar dois casos distintos. No primeiro
deles, o ciclo ¢ atrator e no segundo o ciclo é repulsor.

Caso 1: Suponha que a 6rbita peridédica Ly ¢ um ciclo limite atrator. Para a < 0,
alguma orbita no interior de Ly tangencia ¥ em T, e temos o surgimento de um
ciclo deslizante.

Para o > 0, uma orbita exterior ao ciclo tangencia > em 7, e assim temos um
ciclo limite L, C X1 estavel. Aqui, ndo temos o surgimento de ciclo deslizante.
Para a # 0, a conexao homoclinica é quebrada. Veja a Figura 7.1.

Caso 2: Considere que a orbita peridédica Ly é um ciclo limite repulsor. Para a < 0,
alguma oOrbita no interior de Ly tangencia > em T}, e nao temos o surgimento de
um ciclo deslizante.

Para a > 0, uma o6rbita exterior ao ciclo tangencia > em 7, e assim temos um
ciclo limite L, C X7 repulsor e o surgimento de um ciclo deslizante. Para o # 0,
a conexao homoclinica é quebrada. Veja a Figura 7.2.
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a<0 a=10 a>0
Figura 7.1: Ligacao homoclinica envolvendo a dobra Ty a partir de um ciclo atrator.

3> L (T T TS

a<0 a=10 a>0
Figura 7.2: Ligacao homoclinica envolvendo a dobra 7y a partir de um ciclo repulsor.

Agora, vamos analisar outra situagao. Suponha que W (Ty) U W2(Tj) forme uma
conexao homoclinica de Ty. Quando o # 0, esta conexao é quebrada. Se a < 0,
temos o surgimento de uma orbita atratora periddica de costura. Para o > 0, temos o
surgimento de um ciclo deslizante. Veja a Figura 7.3.

a<0 a=0 a>0
Figura 7.3: Ligacao homoclinica envolvendo a dobra Tj.

7.1.2 Conexoes Heteroclinicas

Iremos estudar agora conexoes heteroclinicas entre pontos de dobra. Todos os
casos aqui estudados dependem da visibilidade das tangéncias. Analisaremos situagoes
envolvendo conexoes entre dobras dos campos X e Yy e conexoes envolvendo dobras
de um mesmo campo.

Caso 1: Suponha que Ty ¢ dobra visivel de X e IN}) é dobra invisivel de Y. Suponha
também que T estd a esquerda de Ty e que essas tangéncias delimitam uma
regido de deslize, com W3 (T,;) = W(Tj) onde exista um ciclo deslizante Ly.
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Quando a # 0, a conexdo heteroclinica é quebrada. Se a < 0, W¥(Tj) intercepta
¥ a direita de Tj e ainda temos um ciclo deslizante L,. Para o > 0, W} (Tp)

intercepta X & esquerda de fo, dando origem a uma 6rbita periddica de costura
que contém um segmento deslizante. Veja a Figura 7.4.

Figura 7.4: Ligacao heteroclinica envolvendo T e TO.

Caso 2: Considere que Ty ¢ dobra visivel de X e YN”O ¢ dobra visivel de Yy. Suponha
também que Tj esta a direita de Ty e que W3 (Ty) = Wi(Tp), onde existe um
ciclo deslizante L.

Quando o # 0, a conexao heteroclinica é quebrada. Se a < 0, W} (Tj) intercepta

> & esquerda de fo e ainda temos um ciclo L, que contém segmento deslizante.
Para o > 0, W}(T;) intercepta X & direita de Tj, dando origem a uma orbita
periddica de costura que contém um segmento deslizante. Veja a Figura 7.5.

a <0 a=0 a>0
Figura 7.5: Ligacao heteroclinica envolvendo Ty e Tj.

Caso 3: Suponha que Tj e Tvo sao dobras visiveis de Xo e que Yy ¢ transversal a ..
Suponha também que W7 (Ty) = Wi (Ty) e que W (T}) intercepte ¥ & esquerda
de T, numa regiao de deslize.

Quando a # 0, a conexao heteroclinica é quebrada. Se a < 0, temos que L, é
um ciclo que contém dois segmentos deslizantes. Para o > 0, L, é um ciclo que
contém um segmento deslizante. Veja a Figura 7.6.

Vamos analisar outra situagdo. Seja Zy = (Xo,Yy) € Q e sejam T e To dobras
visiveis de Xo. Suponha que entre essas duas dobras de X exista uma dobra invisivel
de Yp. Seja L = W73 (Ty) = Wi(Tp) a ligagao heteroclinica entre as dobras de Xj.

Temos dois casos para estudar. Eles se diferem pela posi¢ao relativa entre Ty e
o ponto de interseccao entre W*(7) e 3. Em ambos os casos é possivel notar uma
espécie de anel de orbitas periodicas que contém L. Também temos que para o # 0 a
ligacao heteroclinica é quebrada.
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a<0 a=0 a>0
Figura 7.6: Ligacao heteroclinica envolvendo Ty e Tj.

Caso 1: Suponha que W_ﬁ(fo) intercepta 3 & esquerda de Ty. Para o < 0, W{(Tp)

intercepta X a esquerda de fo dando origem a um ciclo de costura L, que contém
segmento deslizante. Para o > 0, nao temos ciclos deslizantes. Veja a Figura 7.7.

a>0
Figura 7.7: Ligacao heteroclinica envolvendo T e Tg.

Caso 2: Considere que Wﬁ(fo) intercepta ¥ a direita de To. Se a > 0 temos o
surgimento de um ciclo de costura e se & < 0 nao temos ciclos deslizantes. Veja
a Figura 7.8.

a=0
Figura 7.8: Ligacao heteroclinica envolvendo T e Tg.

Por fim, vamos analisar um caso que nao envolve conexoes entre dobras. Seja
Zy = (Xo, Vo), Ty tangéncia cibica de X e suponha que Yj é transversal a 3. Seja Ly
um ciclo deslizante contendo Tj.

No interior de Ly temos um comportamento semelhante ao estudado na Proposicao
5.3.1. Para a < 0, no interior do ciclo temos o surgimento de duas dobras e consequen-
temente uma regiao de costura. Assim, temos um ciclo deslizante com dois segmentos
de deslize. Para o > 0, nao temos tangéncias e o ciclo L, persiste. Veja a Figura 7.9.
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Nomr vy Nevv
RN

a=20 a>0

Figura 7.9: Tangéncia ctbica e ciclo deslizante.

7.2 Bifurcacoes Envolvendo Pontos Criticos de Z

Definicao 7.2.1. Uma conexao pseudo-homoclinica ¢ uma conexao homoclinica
para um ponto de equilibrio de Z*. De forma analoga, definimos conexido pseudo-
heteroclinica.

7.2.1 Conexoes Homoclinicas

Seja Py uma sela-n6 que possua uma conexao pseudo-homoclinica formando um ciclo
deslizante. Por se tratar de uma bifurcacao local, numa vizinhanca de F, o campo %,
possuird um comportamento semelhante ao apresentado na Proposicao 5.2.1.

Para a < 0, temos o surgimento de dois pontos de equilibrio de Z2, donde o ciclo
é quebrado. Se a > 0, os pontos criticos de Z7 desaparecem e o ciclo persiste. Veja a
Figura 7.10.

. v d vy
e T

a<0 a=0 a>0

Figura 7.10: Ligagao pseudo-homoclinica envolvendo uma sela-né.

Suponha agora que Py é uma pseudo-sela que possua uma ligacao pseudo-homoclinica,
formando um ciclo Ly. Para a # 0, esta ligagao ¢é destruida. Se a < 0, temos o desapa-
recimento do ciclo. Para a > 0 o ciclo permanece, porém ele nao contém a pseudo-sela.
Veja a Figura 7.11.

a>0

Figura 7.11: Ligacao pseudo-homoclinica envolvendo uma pseudo-sela.
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Seja Sy € X' uma sela para o campo X, de tal modo que W3 (Sy) tangencia 3
no ponto Ty e que W (Sp) intersecta X transversalmente, formando assim uma ligacao
homoclinica para Sy e um ciclo deslizante contendo Sy e Tj.

Para o # 0, W3 (Sp) deixa de tangenciar ¥ e a ligacdo homoclinica é quebrada.
Para o < 0 o ciclo deslizante desaparece e para o > 0, temos o surgimento de um ciclo
na regiao dehrmtada por W2 (Sy), Wi(Sy) e ¥. Veja a Figura 7.12.

So So

N IS
S8 8

"""""""""""" PATET H b

a < 0 a=0 a>0
Figura 7.12: Ligacao envolvendo uma dobra e uma sela do campo Xj.

7.2.2 Conexoes Heteroclinicas

Por fim, estudaremos conexoes heteroclinicas. Primeiramente, considere P, e ﬁo
duas pseudo-selas de Z; e suponha que exista uma ligagao pseudo-heteroclinica entre
elas. Neste caso, para @ = 0 e a # 0 nao temos ciclos. Para o # 0, entretanto, a
ligacao pseudo-heteroclinica é quebrada, conforme mostra a Figura 7.13.

a>0
Figura 7.13: Ligagao pseudo-heteroclinica envolvendo pseudo-selas.

Agora, seja Py uma pseudo-sela de Zy e Sy € ¥ uma sela de X,. Novamente, para
a =0 e a # 0 nao temos ciclos, mas para o # 0 a ligacao heteroclinica é quebrada.
Veja a Figura 7.14.

O dltimo caso a ser analisado ¢ quando temos uma ligagao heteroclinica envolvendo
So € X7 e Sy € X7 selas de X e Y, respectivamente. Analogamente aos dois casos
anteriores, ndo temos o surgimento de ciclos e para o # 0 a ligagdo heteroclinica é
quebrada. Veja a Figura 7.15.
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Figura 7.14: Ligacao heteroclinica envolvendo uma pseudo-sela e uma sela do campo
Xo.

a<0 a=0 a>0
Figura 7.15: Ligacao heteroclinica envolvendo selas dos campos Xj e Yj.






8 Bifurcacoes Locais a Dois
Parametros

Neste Capitulo iremos estudar algumas bifurcacoes locais que dependem de dois
parametros, que também sao analisadas em [10]. A lista de bifurcacoes deste tipo é
extensa, portanto nos focaremos nas bifurcacoes que apresentam um comportamento
mais interessante em seus desdobramentos, tais como bifurcagoes globais, surgimento
de ciclos, etc.

No Capitulo 5, tivemos que impor algumas condi¢oes para que as bifurcagoes de-
pendessem de apenas um parametro. Aqui, nés iremos violar algumas dessas condicoes
de modo a obter bifurcagoes que dependam de dois parametros.

Vamos supor Z = (X,Y) € Q tal que (0,0) € ¥ é a singularidade. Em alguns
casos devemos impor condi¢oes para que a bifurcacao nao seja de codimensao maior
que dois.

8.1 NoO Nao Diagonalizivel

Seja Z = (X,Y) tal que numa vizinhanca de (0,0) o campo Y seja transversal a
¥ e a origem seja um né para X de forma que a matriz DX (0,0) possua apenas um
autovalor \ e seja nao diagonalizavel. Suponhamos também que o autoespaco associado
a A seja transversal a X.

Ao exigir que o n6 possua apenas um autovalor, estaremos violando uma das con-
digoes impostas no Capitulo 5 para que a bifurcacao N6-X dependa de apenas um
parametro.

Para esta singularidade, notaremos uma caracteristica que nao estd presente em
nenhuma das bifurcacoes estudadas até aqui: Em seus desdobramentos, veremos curvas
de bifurcacao que dependem do fato de estarmos trabalhando com Y-equivaléncia ou
equivaléncia topologica.

Iremos estudar o caso onde (0,0) é um no6 hiperboélico nao-diagonalizével, possuindo
apenas um autovalor negativo e um autovetor associado. Como estamos supondo Y

transversal 4 Y, a origem também ¢ um ponto critico hiperbélico de Z*(x,y) = (ozx +

O(z?), O). Aqui, vamos tomar a < 0.
Uma forma candnica para este tipo de campo é

X (z, = (—z,x—y), y=>0,
Z(ffay):{y((x7§)) - 51,1), ’ zso,

7
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e seu desdobramento genérico é dado por

- Xeu(zyy) = (—v+ey—epr—y+p), y>0,
Zgu(%y)—{ Y(z,y) = (1,1), y <0.

Veja a Figura 8.1.

Figura 8.1: N6 nao-diagonalizavel para X.

O parametro p controla o ponto critico P, = (0, 1) de X, e o pardmetro ¢ controla
a deformacao dos autovalores, que sdo dados por A\; 5 = —1+4/c. Temos também uma
dobra F,, = (0, —p) do campo X, que é visivel para ;o > 0 e invisivel para p < 0.

O campo deslizante é dado por

s 20 +p+ep
Z2,(@,y) = (mﬁ)

cujo ponto critico € um pseudo-né N, = ( — (/~L+T5M), O> que aparece quando pu < 0.

Agora, vamos analisar os desdobramentos sobre as curvas =0 e € = 0.

Para p = 0, variando o parametro € o ponto critico P, se torna um foco atrator
quando € < 0 (dando origem ao Caso 4 com tempo invertido da Bifurcagdo Foco-X).
Se £ > 0, temos o surgimento de um né que possui dois autovalores (dando origem ao
Caso 1 da Bifurcagao No-X).

J& para ¢ = 0, variando o parametro y temos que o ponto critico pode se tornar
admissivel (z > 0) ou ndo admissivel (1 < 0). Veja a Figura 8.2.

Estudaremos agora possiveis bifurcacoes globais. Primeiro, vamos considerar -
equivaléncias. Se p-p > 0ee-¢ > 0, é facil ver que os campos Z., e Z.,y sao
Y-equivalentes. Veja a Figura 8.3.

Agora, suponha que -y >0, ¢ > 0e e < 0. Dessa forma, P, é um foco atrator
para Z., e P, ¢ um no para Z.,s. Pelo Teorema de Grobman-Hartman, os campos X,
e X,y sao equivalentes numa vizinhanga dos pontos criticos. Entretanto, a proposi¢ao
a seguir nos mostra que Z.,y € Z,, nao sao X-equivalentes.

Proposigao 8.1.1. Considere os campos Z,, € Z.,s, onde p1-p' >0, > 0e e <O.
Entao os campos Z,, e Z.,y nao sao X-equivalentes.

Demonstragao. Suponha que e p' sao positivos. Dessa forma, as dobras F), e F}, sao
dobras visiveis.

Considere as separatrizes W3 (F,) e W$(F,,). Note que a primeira intersecta %°
e a segunda nao. Mais ainda, este fato pode ser observado para todo ponto em X°.
Se existisse uma X-equivaléncia entre Z., e Z.,, ela preservaria as separatrizes, a
descontinuidade Y e também as interseccoes entre as separatrizes e a descontinuidade,
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Figura 8.2: Desdobramentos do campo Z., nas curvas e =0 e pu = 0.

o que é um absurdo. Logo, nao existe »-equivaléncia entre esses campos quando p e
1’ sdo positivos.

Suponha agora p e p/ negativos. Para Z,,, todas as trajetorias em X% que inter-
sectam X também intersectam X para algum tempo negativo. Entretanto, para Z.
existem trajetorias em YT que intersectam Y° e que continuam em X1 para tempo
negativo. Assim, utilizando a mesma argumentacao do caso anterior, temos que Z, e
Z.,y ndo sdo X-equivalentes quando p e p sao negativos. O]

Portanto, se trabalharmos com >-equivaléncias os desdobramentos terao quatro
comportamentos genéricos distintos, dependendo dos sinais de € e . Além disso,
bifurcagoes que dependem de um parametro ocorrem sobre as curvas € = 0 e p = 0.

Por outro lado, se considerarmos equivaléncias topolégicas, a proposicao a seguir
nos mostra que os desdobramentos apresentam apenas dois comportamentos genéricos
distintos.

Proposigao 8.1.2. Considere os campos Z,,, e Z.,s, onde p- 4/ > 0. Entao os campos
Z.,, € Ze, s@0 topologicamente equivalentes para quaisquer i, (', € e ¢’ suficientemente
pequenos.

Demonstragao. Sejam os campos Z,, € Z.,y tal que pi-p > 0, " > 0ee < 0. Considere
UcCXteU C X" vizinhangas de P, e P, respectivamente. Vamos construir uma
equivaléncia topologica para Z., e Z.,.

Primeiramente, suponha p e p’ positivos. Como P, é um foco hiperbolico e P,
¢ um néd hiperbolico, podemos tomar as vizinhancas U e U’ de tal forma que suas
respectivas fronteiras intersectam as trajetorias transversalmente (ver [19]). Além disso,
pelo Teorema de Grobman-Hartman sabemos que nessas vizinhangas os campos X, e
X,y sdo equivalentes. Seja h: U — U’ o homeomorfismo que nos da essa equivaléncia.

As separatrizes W (F,) e W}(F,,) tendem & P, e P, respectivamente. Assim,
existem pontos ) = W (F,) NOU e Q' = W{(F,) NoU" e podemos estender o

homeomorfismo h de tal forma que h(Q) = @)’ e consequentemente h(Wj:(FM) N U> =

Wi(Fy)NU'. A partir disso também ¢ possivel estender o homeomorfismo h para OU
e QU'.
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Sp

Figura 8.3: Desdobramentos do campo Z,,.

Agora, defina as seguintes regioes, conforme a Figura 8.4:
e Regido A: Interior da regiao delimitada por W2 (F),) e W3 (F),).

e Regido B: Exterior da regido delimitada por W2 (F),) e W3 (F),).

Figura 8.4: Regioes A e B.

Tomemos a vizinhanga U suficientemente pequena de modo que U C A. Iremos
estender o homeomorfismo h para um homeomorfismo h de modo a cobrir a regiao A.
Pelo Teorema da Fungao Implicita, existe um tempo tp, tal que ¢z, (tp,, F,) = Q.
Assim, definimos

M) = (= tr. h(@),

e portanto temos E(FH) = F,y. Como I é continua, segue que %(Wﬁ(FH)) = WH(Fy).
Dado pa € A, existe um tempo t,, tal que ¢z, (t,,,pa) € OU. Logo, temos

Woa) = (= tpas (02, (0.2)))-



Singularidade N6-Y com Z*(x,y) = <ﬁx2 + O(z?), 0) 81

Como estendemos o homeomorfismo a regiao A, pelo fato de h ser continua podemos
estender esta aplicacao para 0A. B

Por fim, vamos estender o homeomorfismo h para a regiao B. Usando o Teorema de
Grobman-Hartman, é possivel definir um homeomorfismo h : ¥5 — (ﬁ)/ que preserva
orientacao e B(FM) = F,. Além disso, dado pp € B, existe um tempo t,, tal que
©z.,(tyy,pB) € X°. Assim, definimos

W(05) = (=t (02, 1y 23)))-

Agora, vamos supor p e p/ negativos. Este caso é mais simples, e usaremos uma
estratégia similar a que usamos no caso anterior para definir um homeomorfismo na
regiao B.

Seja h: X5 — (ﬁ)/ tal que preserva orientacao, h(F,) = F,y e h(N,) = N,,. Dado
p € X7 UXT, existe um tempo Z, tal que pz,_, (t5,p) € X°. Assim, definimos

h(p) = (— tS,h(son(ts,m))-

Note que com esta constru¢ao obtemos %(WE(FMD = W2 (Fy), E(WE(NEM» =
W2 (Ne)  B(W3(Noy) ) = W3 (Nor). O

8.2 Singularidade N6-X com Z*(z,y) = (ﬁx2+(9(x3), O)

No Capitulo 5, ao estudar bifurcacoes envolvendo pontos criticos hiperboélicos, sem-
pre assumimos que em uma vizinhanga da origem o campo que atua sobre X é dado por

ZE(x,y) = (ozx+ O(x?), 0> com « # 0. Essa condicao era necessaria para garantirmos
que a bifurcacao nao dependesse de mais de um parametro.
Nesta segdo, veremos o que acontece ao supormos Z>(z,y) = (6&:2 + (’)(x?’),O)7

com 3 # 0. Vamos estudar o caso onde a origem é um n6 hiperbélico de X, ja que os
outros casos (Sela e Foco) ndo dao origem a comportamentos tao interessantes quanto
este.

Aqui, vamos tomar um campo Z = (X,Y’) tal que a origem é um n6 atrator de
X e que o campo Y é transversal & ». Iremos supor também que os autovalores da
matriz DX (0,0) possuem modulos distintos e que os autoespacos sdo transversais a
descontinuidade.

Considere o campo

f X(zy) = (=3z4+y+a2*,x—3y), y=>0,
Z(“’){ Y(z,y) = (-3,1), y < 0.

Note que (0,0) é ponto critico do sistema. A matriz DX (0,0) possui \; = —2 e

Ay = —4 como autovalores e seus respectivos autovetores sao vy = (1,1) e vy = (—1, 1).
2
Temos também que Z>(z,y) = (1 i ,O) = (56'2 + O(2?), O). Veja a Figura 8.5.
—x
Um desdobramento do campo acima pode ser

7 (37 y): X}L(ﬂj?y) = (_3$+y+x2+ﬂ7x_3y_ﬂ)v y207
e }/E(x7y) = (_3_€a1+€)a ySO,
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_______ >

Figura 8.5: Retrato de fase de Z para a Singularidade N6-% quando Z*(x,y) = (5:E2+
O(z%), O).

que tangencia ¥ em 7, = (,0) e cujo no6 é dado por

4 —4/16 —6u 4—3@—«/16—6u)
3 ’ 9 '

NM:(

O campo que atua sobre a descontinuidade é dado pela expressao

1 2 _2x—2
Zi(x,y) _ (( +e)x £x u70>’

l4+e+p—=

cujos pontos criticos sao

P — (€:|:\/€2+2u(1+6)’0>.
1+e¢

Vamos estudar os desdobramentos de Z,,. Sobre a curva ¢ = 0, variando p 0 no
pode ser admissivel (1 < 0) ou ndo admissivel (1 > 0). Neste altimo caso, o campo Z2,
possui um ponto critico atrator (—+/2u,0). Sobre a curva p = 0, variando o parametro
€ temos que N, pertence a X e quando € < 0 o campo deslizante possui um ponto
critico atrator. Além disso, sobre a curva

2

n= {(au) = —5—)}

2(1+¢

0 campo ZEL possui apenas um ponto critico. Analisando sua derivada, vemos que
sobre essa curva o ponto critico ¢ uma sela-né. E facil ver que para valores acima dessa
curva o campo ZEZL possui dois pontos criticos e que para valores abaixo dessa curva
nao possui pontos criticos.

Note também que nao temos bifurcacoes globais e assim quaisquer campos sufici-
entemente proximos nas regioes delimitadas pelas curvas sao X-equivalentes. Veja a
Figura 8.6.

8.3 Singularidade Foco-Dobra

Seja Z = (X,Y) € Q tal que a origem seja um foco hiperboélico para X e uma
dobra para Y. Nos desdobramentos deste campo, iremos nos deparar com algumas
bifurcacoes globais e surgimento de ciclos.
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n
Figura 8.6: Desdobramentos do campo Z,,.

O comportamento dos desdobramentos ir4 depender da estabilidade do foco, da
visibilidade da dobra, da orientacao das orbitas, etc. Aqui, analisaremos o caso onde
(0,0) é um foco repulsor de X e uma dobra invisivel de Y, de modo que ¥ = >

Uma forma candnica para este campo é

X(z,y) = (x—y,2+y), y=0
Z(%y):{ Y(x,z) = (1,3:)? ’ ZZ/JS(]’

e seu desdobramento é dado por

Xy = (@—y+2px+y), y>0
ZE““”’”‘{ Yowy) = (Lz—e), y < 0.

Veja a Figura 8.7.

Aqui, o parametro p controla o foco P, = (—p, p) de X, e o parametro ¢ controla
a dobra T, = (¢,0) de Y.. Note que os autovalores da matriz DX, (0,0) sdo Ay = 141
e portanto o foco é repulsor. Além disso, 7}, = (0,0) sempre serd uma dobra para X,.

O campo que atua sobre a descontinuidade ¢ dado por

a4 (14e—2 2
Zi(fﬁ;@/)z( R Dons 5”,0).

3
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Figura 8.7: Retrato de fase do campo Z para a singularidade Foco-Dobra.

Analisando a derivada da expressao acima, vemos que o ponto critico

Ny, =

((1+5—2u)—\/(1+6—2,u)2+85u 0)
5 )

¢ um pseudo-né atrator para € < 0 e repulsor para ¢ > 0. Para p > 0, o campo ZE”
nao possui pontos criticos.

Vamos analisar os desdobramentos sobre a curva ¢ = 0. Variando o parametro pu,
quando g > 0 o foco ¢ admissivel e T), é uma dobra visivel de X,. Assim, temos o
aparecimento de uma bifurcagao Dobra-Dobra Visivel-Invisivel. Ja para u < 0, o foco
¢ nao admissivel e T, ¢ uma dobra invisivel para X,, dando origem a uma espécie de
foco repulsor.

Sobre a curva g = 0, temos o surgimento de uma regiao de deslize quando € < 0 e
consequentemente ocorre o Caso 3 da Bifurcagao Foco-X estudada no Capitulo 5, além
do surgimento de uma o6rbita periédica. Quando £ > 0, temos o surgimento de uma
regiao de escape e assim ocorre o Caso 4 da Bifurcacao Foco-X. Veja a Figura 8.8.

Y

Figura 8.8: Desdobramentos do campo Z., nas curvas e =0 e yu = 0.
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Pela analise acima, podemos ver que quaisquer dois campos suficientemente proxi-
mos e que estao no primeiro, terceiro ou quarto quadrantes sao Y-equivalentes. Veja a
Figura 8.9.

AL AT
! AN

Figura 8.9: Desdobramentos do campo Z, e regioes i, Ry e Rs.

Entretanto, no segundo quadrante temos um comportamento mais interessante,
como mostra a proposi¢ao a seguir.

Proposicao 8.3.1. No segundo quadrante existem curvas 7; e 7y tais que ocorrem as
seguintes bifurcagoes para o campo Z,:

o Se (e, ) € mi, entao Wi(T,) = W2(T),).
e Se (g, 1) € g, entao Wi(T,) = Wi(T%).

Demonstracao. Vimos que para p > 0, T, é dobra visivel de X, e T, ¢é dobra invisivel
de Y.. Resolvendo o sistema

T o= x—y+2,
y = z+y,

e em seguida expandindo em Taylor as solugbes z(t) e y(t) para calcular a aplicagao
de primeiro retorno de X, obtemos que ¢x,(0) = —%,u. Também ¢é facil ver que
¢yv.(x) = 2¢ — x e portanto ¢y, (0) = 2e.

Para que W (T),) = W2(T,), precisamos resolver a equacao ¢x, (0) = ¢y.(0), donde

8
obtemos a curva 1, = {(g,u) | = ——5}.

De forma analoga, para que Wi(71),) = W3 (1:) devemos resolver a equacao ¢x, (0) =

4
€. Assim, temos 7y = {(5, w) | p= _58}' O

Dividindo o segundo quadrante em trés regides (como na Figura 8.10), observamos
que tanto na regiao Rs quanto na regiao R3 temos a presenca de um ciclo deslizante.
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Figura 8.10: Desdobramentos do campo Z,, no segundo quadrante.

8.4 Singularidade Sela-Dobra

Seja Z = (X,Y) € Q tal que a origem é uma sela de X e uma dobra para Y.
Para que esta bifurcagdo dependa de apenas dois parametros, devemos impor algumas
condigoes.

Aqui, a sela deve ser um ponto critico hiperbolico de X de modo que as variedades
estaveis e instaveis nao sejam tangentes a Y. Além disso, iremos impor que os autova-
lores da matriz DX (0,0) possuam modulos distintos. Sem esta condigao, pode ocorrer
uma bifurcagao dobra-dobra invisivel-invisivel que dependa de mais um parametro, o
que resultaria numa bifurcacao Sela-Dobra que dependa de mais de dois parametros.

Iremos estudar o caso onde o autovalor negativo possui maior modulo e (0,0) ¢ uma
dobra invisivel de Y, de modo que ¢ = ¥. Os outros casos podem ser estudados de
forma analoga.

Uma forma canoénica para este caso é dada por

) X(z,y) = (—x+3y,3z—y), y=>0,
Z(””’y)‘{ Y(zy) = (1z), y <0

cujo retato de fase é dado pela Figura 8.11. Note que os autovalores da Sela sao —4 e
2.
Um desdobramento para este caso é dado por

X, (x, = (—z+3y —4u,3z —vy), >0,
Zgu(x,y)z{ u( y) ( Y 12 Y)Yy

3/6($7y) = (1,1’—8), y <0.
3
Para este desdobramento, o pardmetro p controla a sela S, = (g, %) Ela é
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Figura 8.11: Retrato de fase do campo Z para a singularidade Sela-Dobra.

admissivel para p > 0 e nao admissivel para p < 0. J4 o parametro € controla a dobra
invisivel T, = (¢,0). Note que (0,0) serd uma dobra de X, quando p # 0. Para > 0
a dobra ¢ invisivel e para p < 0 a dobra é visivel.
Outro ponto importante a ser observado é que a variedade instavel da sela intersecta
¥ no ponto P, = (—u,0) e a variedade estavel intersecta ¥ no ponto P, = (2u,0).
Temos também que o campo deslizante é dado por

z:, = (1’2—1- (4u—|—3—5)$—45u70)’

2x + ¢
e este campo possui um ponto critico dado pela expressao

(e —4pu—3) + /(3 — e+ 4u)? + 16cu
Py = . 0).

Tal ponto s6 ¢é visivel quando p > 0. Além disso, P, é atrator se ¢ < 0 e repulsor
se € > 0.

Agora, estudemos os desdobramentos que ocorrem sobre as retas ¢ = 0 e u = 0.
Quando i = 0, variando o parametro € temos o surgimento de uma regiao de deslize ou
de escape. Quando € = 0, variando o parametro u a sela pode se tornar admissivel ou
nao admissivel. No primeiro caso, temos o surgimento de uma dobra invisivel para X,
e no segundo caso uma dobra visivel para X,. Vale destacar que quando a dobra de
X, ¢é invisivel, temos o surgimento de uma bifurcacao dobra-dobra invisivel-invisivel,
onde a origem atua como uma espécie de foco atrator.

Vamos analisar possiveis bifurcagoes globais nos desdobramentos. Observe que nos
3° e 4° quadrantes temos bifurcacdo do tipo dobra-dobra visivel-invisivel, logo dois
campos suficientemente préximos sao X-equivalentes. Sendo assim, veremos o que
ocorre quando p > 0. Para isto, utilizaremos as aplicacoes de primeiro retorno dos
campos X, e Y, que sao dadas por

(3u — ) + /92 + 6ux — 322
ox, () = 5
Primeiramente, note que ocorre uma ligacao homoclinica envolvendo S, quando
¢y.(P1) = P5. Resolvendo esta equacao, vemos que tal ligacao ocorre na curva £ =
{(e, ) | = 2, > 0}. Assim, podemos dividir os dois primeiros quadrantes em trés
regides: R; (abaixo de ), Ry (acima de &) e R3 (no segundo quadrante). Iremos
estudar o comportamento de cada regiao a partir das seguintes proposigoes.

e gy, = —x + 2¢.

Proposicao 8.4.1. Seja (e,u) € R; suficientemente pequeno. Entao existe uma
familia de curvas de bifurcacdo {n,},>1 passando pela origem do plano eu e que se
acumulam na reta . Nestas curvas, temos o seguinte comportamento para k > 0:
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I

Figura 8.12: Desdobramentos do campo Z., nas curvas € =0 e p = 0.

1.on=4k+1= W:(S,) = WT.)
2. n=dk+2 = W:(S,) = W*(P.,)
3. n=4k+3=W:(S,) = W(T),)
4. n =4k +4 = Wi(S,) = W¥(P.,)

Demonstracao. A curva n; ocorre quando P, = T.. Resolvendo esta equagao, segue
que

mz{@wﬂuzg}

Para encontrar a curva n,, basta resolver a equagdo ¢y, (/%) = P.,. Isolando o
parametro p e expandindo em Taylor em torno da origem, obtemos

2¢? 3
m={(emln=2=-=+0E}.
Também é possivel encontrar uma trajetoria ligando 7, = (0,0) e S, resolvendo a
equagio ¢y, () =T, donde
ns={(e,p) |p=e}.

Por fim, para encontrar uma ligacao heteroclinica envolvendo S, e P, basta iso-
larmos o parametro £ na equagao ¢x,(F.,) = ¢y.(FP») que obtemos

Ny = {(5,u)\u =+ 252 —|—(9(53)}.

Procedendo de forma anéloga, encontramos a familia de curvas de bifurcagao {n, }n>1.
Para verificar que essa familia se acumula na curva &, basta ver que

lim ¢y, (P) = lim (—2u + 2¢) = —p.
e—=5

=2
E—g
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Figura 8.13: Desdobramentos do campo Z., na regiao ;.

Note também que, se levarmos em conta as trajetorias do campo ZZ, o ponto P,
sempre estard ligado ao ponto S,. Veja a Figura 8.13.

]

Proposicdo 8.4.2. Seja (e,u) € Rj suficientemente pequeno. Entao existe uma
familia de curvas de bifurcagdo {7,},>1 passando pela origem do plano eu e que se
acumulam no eixo vertical. Nestas curvas, temos o seguinte comportamento para k > 0:

L. n=4k+1=W¥S,) = W:(T.)
2. n =4k +2 = WS,) = W(P.,)
3. n=4k+3 = Wi(S,) = W(T,)
4. n=4k+4=W¥S,) =W:i(P,)

Demonstragao. Para que W(S,) = W3(1.), é necessario resolver a equacdo P, = 1,
donde
n={(e.p)|pn=—c}

Ja para W (S,) = W2(P.,), é preciso resolver ¢y, (P;) = F.,. Isolando o parametro
1 e expandindo em Taylor em torno da origem, obtemos

82

1= {(en) | = =2 = —+ 0 }.
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Calculando ¢y, (P1) =T, é possivel ver que W}(S,) = W*(T},) ocorre na curva

Vs ={(e. ) | p=—2¢}.

Por fim, para que W{(S,) = Wi (F.,) basta resolvermos ¢y.(P1) = ¢x,(Fzp.).
Expandindo a solu¢cao em Taylor em torno da origem, temos

8e?

n={Enln=—2e+—+06}.

Procedendo de forma analoga, encontramos uma familia de curvas de bifurcacao
{Vn}n>1. Para verificar que elas se acumulam no eixo u, basta ver que quando € — 0

temos T, = T.. Veja a Figura 8.14.
7y< |

Bz

Figura 8.14: Desdobramentos do campo Z., na regiao Rs.

O

Proposicao 8.4.3. Seja (e,u) € Ro suficientemente pequeno. Entado existe uma

orbita periddica passando pelos pontos x; = (5 — 35(2u—€),0> e Ty = <5 +
3e(2u — ), O).

Demonstracao. Basta resolvermos a equacao
¢x, © dy.(r) = .

0o, , A :
Observe que quando ¢ — = (isto é, quando os parametros se aproximam da curva

€), temos que 1 = (—u,0) e x9 = (2u,0). Isso quer dizer que o ciclo cresce até
se tornar uma ligacao homoclinica envolvendo S,. Por outro lado, quando ¢ — 0
(quando os parametros se aproximam do eixo p), o ciclo vai diminuindo seu tamanho
até desaparecer quando € = 0. Veja a Figura 8.15. O
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Figura 8.15: Desdobramento do campo Z,, na regiao Rs.

8.5 Singularidade Ciuspide-Dobra

Seja Z = (X, Y) tal que a origem é uma tangéncia ctibica para X e uma dobra para
Y. Assim como nos casos anteriores, ao perturbar este tipo de campo podemos obter
bifurcagoes globais.

E claro que podemos ter diferentes comportamentos a depender da visibilidade da
dobra e da orientacado das orbitas. Aqui, vamos estudar o caso onde (0,0) é dobra
invisivel de Y e X3 f(0,0) < 0. Os outros casos podem ser estudados de forma analoga.

Uma forma candnica para este tipo e campo é dada por

_ X(Qf,y) = (—1,—1’2), @/207
Z(x,y) _{ Y(z,y) = (1,x), y < 0.

Aqui, temos uma regiao de deslize para x > 0 e uma regiao de costura para z < 0.

-1
Note que Z*(z,y) = (I—H,O). Veja a Figura 8.16.
x

Figura 8.16: Retrato de fase do campo Z para a singularidade Cuspide-Dobra.

Um desdobramento deste campo pode ser dado por

_ [ Xe(wy) = (-1,-2%+2), y 20,
Zau(ﬂf,y) - { Yp(xjy) = (]_,ZE - M)) ) S 07

onde o parametro € nos dd o desdobramento da ctspide, como visto no Capitulo 5.
Para ¢ > 0, temos o surgimento de duas dobras T, = (—+/£,0) e T. = (1/£,0). Note
que 7 é invisivel e i é visivel. Ja para ¢ < 0 nao temos tangéncias para X.. Por fim,
o pardmetro p movimenta a dobra 7), = (41,0) de Y, ao longo da descontinuidade.

Observe que T, = T. na curva & = {(e,p) |p = VE} e T, = T. na curva & =
{(g, ) | p = —/e}. Assim, podemos definir as seguintes regides no plano e, conforme
mostra a Figura 8.17:
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o Ry ={(e,n)|e <0}
e Rp={(e,p)|e>0epn>c}
o Ry={(e,p)|e>0e —VE<p< e}
e Ry={(e,p)]e>0ep<—Ve}
1
R, Ry &1
R
g
R, &

Figura 8.17: Curvas & e & e regioes do plano ep.

A proposicao a seguir nos diz o que ocorre em ¥ quando variamos os parametros €
e [

Proposicao 8.5.1. Para ¢ e u suficientemente pequenos, o campo Z, posui as se-
guintes propriedades:

1. Para ¢ < 0, temos apenas uma dobra invisNivel T, = (u,0). Para e > 0, temos
trés dobras T, = (u,0), T. = (—/€,0) e T. = (1/¢,0), onde as duas primeiras
sao invisiveis e a terceira é visivel.

2. e Em R; ndo existe X¢ e X* = {x € ¥ |z > pu}.

e Em Rytemos X ={r eX| —Ve<a<eteXs={zeX|x>pu}
e Em Rytemos X ={r e X| —e<ax<u}leX={reX|z> e}
e Em R, nao existe X e X ={z e X|x > /elU{reX|u<xz<—c}

3. O campo que atua sobre X é dado por

Z2 (z,y) = <$2_x+(“_8>,0>,

2 +x—(u+e)

cujo ponto critico é dado por

1—/1+4(c—p)
Pw:< . ,0).

4. Em R3, F., € X é repulsor. Nas outras trés regioes o ponto P, € X° é atrator.
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5. As tangéncias e os pontos criticos estao dispostos da seguinte forma em X:

Ry: T, < P.,,.

Ro: T, < TE <T, <P,
Ry: T. < P, < T, <T..
Ry: T, <P, <T.<T..

A proposicao acima pode ser demonstrada facilmente, bastando fazer célculos si-
milares aos que fizemos em casos anteriores.

Vamos descrever o comportamento do campo Z,, sobre as curvas p =0, e =0, §
e &.

Quando p = 0 e variamos o parametro ¢, temos a destruicao da cuspide. Podemos
ter o desaparecimento de tangéncias (¢ < 0) ou o aparecimento de duas dobras (¢ > 0).
Se ¢ = 0, variando o parametro p fazemos a dobra 7T, percorrer 3, de modo a obter
uma regiao de deslize. B

Para a curva &;, temos 7}, = T, dando origem a uma bifurca¢ao do tipo dobra-dobra
visivel-invisivel. Aqui, temos o surgimento de infinitos ciclos deslizantes, como mostra
a Iigura 8.18 a esquerda. Temos também a existéncia de um ciclo deslizante I';,, que
¢ formado por W1(T},) e um segmento de deslize, como mostra a Figura 8.18 a direita.
Este ciclo persiste para parametros abaixo da curva &;. Para parametros acima de &,
todos os ciclos sao desfeitos.

ep

Figura 8.18: Ciclos deslizantes sobre a curva &;.

J& para a curva &, temos 7T, = T, dando origem a uma bifurcagao do tipo dobra-
dobra invisivel-invisivel. Note que as aplicacoes de primeiro retorno dos campos X, e
Y, sao dadas por

—z — /12 — 322
ox.(r) = 5

Expandindo ¢x, em Taylor em torno de x = —y/¢, obtemos

Ox.(2) = —VE = (@ + VE) + s=(w + V2 + O((x + V&),

e Py, = —T + 2u.

\/_
donde

02.,(x) = 9x. © by, (1) = —VE+ (0 +VE) + 5=(z + VB + O((w+ V"),

\/_
com i = /e. Logo T. atua como uma espécie de foco atrator pois estamos tomando

x < —4/€ e nesta vizinhanca a aplicacao de primeiro retorno é crescente. Veja a Figura
8.19.
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1

bibiE Y
N\ N
SRR Ny
\\\)\/// : M
s
Y — \@’/

Figura 8.19: Desdobramentos do campo Z., sobre as curvas e = 0, =0, § e &.

S

Agora, vamos analisar as regides R;, ¢ = 1,..,4 com o intuito de encontrar possiveis
bifurcacoes globais.

Comecemos pela regiao R;. Aqui, temos apenas uma dobra T}, de tal forma que
o campo X, ¢ transversal a X e temos a presenca de um pseudo-né P, € X°. Desta
forma, quaisquer campos suficientemente proximos em R; sao Y-equivalentes.

Analisemos agora a regiao R,. Aqui, teremos uma familia de curvas de bifurcacgao
que se acumulam em &;, como mostra a Proposicao a seguir.

Proposicao 8.5.2. Seja (¢, ) € Ry com ¢ e pu suficientemente pequenos. Entao existe
uma familia de curvas de bifurcagao {n,},>1 passando pela origem do plano eu e que
se acumulam em &. Além disso, as curvas possuem as seguintes propriedades para
k> 0:

o Sen =4k + 1, entdo W¥(T.) = W3 (P.,).
e Se n =4k + 2, entao Wﬁ(i) = Wi(T,).
o Sen =4k + 3, entdo W(T.) = W*(P.,).
e Se n =4k + 4, entao Wﬁ(i) = W*(T)).

Demonstracao. Primeiramente, lembre-se que nesta regiao as tangéncias e os pontos
criticos estao dispostos na seguinte ordem: T, < P, <1, <T..

Para que W{(T.) = W3 (F.,), basta resolvermos a equagdo ngs(i) = P, em
relacao a p, donde obtemos a curva

m = {(e, 1) | p = =2/ — 3¢}
De forma analoga, resolvendo ¢x. (T;) =T, encontramos a curva
e ={(e,p) | p = -2V},

que é onde ocorre WY (1.) = Wi(Ty).
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A partir daqui, note que gzﬁXg(i) € X° Sendo assim, também devemos analisar as

trajetorias de Y,. Para que W} (T,) = W?(F.,), resolvemos a equacio ¢y, o ¢x, (T.) =
P,,,, donde obtemos

(1 —8y/E) — /1 + 16/ + 16¢
: :

ILL =
Expandindo a curva acima em Taylor em torno da origem, obtemos

s = {(e, 1) | 1 = 2/ + 3e + O(e7)}.

Por fim, resolvendo ¢y, o ¢x. (i) = T., obtemos

m={(emn=—3ve},

que ¢ onde ocorre Wﬁ(i) = W*(T)).
Prosseguindo de forma anéloga, obtemos a familia {7,},>1. Note que essas curvas
se acumulam em &;. Veja a Figura 8.20. [

0

Figura 8.20: Desdobramentos do campo Z., na regiao 4.

Finalmente, iremos analisar a regiao R3. Lembre-se que aqui as tangéncias e pontos
criticos estao dispostos da seguinte forma em X: T, < P, < T, < T..

Proposicdo 8.5.3. Seja (g, 1) € R3 com ¢ e pu suficientemente pequenos. Entao:

1. Existe uma curva v, passando pela origem onde ocorre Wi (T,) = W2 (Ty).
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2. Existe uma familia de curvas de bifurcacao {v,},>1 passando pela origem do

plano eu e que se acumulam em v,,. Além disso, as curvas possuem as seguintes
propriedades para k > 0:

e Sen =4k + 1, entdo W*(T.) = W (P.p)-
e Sen =4k + 2, entdo W*(T.) = W*(T%).
e Sen =4k + 3, entdo W* (1I%) = Wi(P.y).
e Sen =4k + 4, entdo W (T.) = Wi(T,).

Demonstracao. Recorde que sobre a curva & temos 7. = T, dando origem a uma
bifurcacao do tipo dobra-dobra invisivel-invisivel que atua como uma espécie de foco
atrator.

1. Resolvendo a equagdo ¢y, o ¢x.(r) = x, concluimos que existe um ciclo Ty,

passando pelos pontos x4 = (u + /3(e — p?), O). Temos também que os pontos
estao dispostos da seguinte forma em ¥: z_ <T, < P, < T, < z;.

Conforme tomamos valores acima de &, a o6rbita periddica cresce até o ponto x,
coincidir com 7. Isso acontece na curva

Voo = {(au)m = —\/;}

de modo que W_ﬁ(f ) = W#(T%). Para parametros acima de v o ciclo é quebrado.

. Agora, vamos determinar a familia de curvas. Para que tenhamos Wf(i) =

W*(P.,), primeiramente expandimos em Taylor em torno da origem a expres-
sao do ponto P., e em seguida resolvemos a equagao ¢y, (F.,) = T.. Depois,
expandimos em Taylor em torno da origem a solucao obtida e encontramos

m={(e.m) |p=vE-2: + 0}

J& para encontrar vy, resolvemos ¢y, (1) = T. em relagao a p e assim
Vy = {(57/1’) |M =0,e> O}v
donde obtemos W* (T.) = W(T.).

Para que aconteca Wf(i) = Wi (P.,), resolvemos a equagao ¢y, o px, (F.,) = T.
para u e em seguida expandimos a solugao em Taylor em torno da origem, obtendo

V3:{(5’“)| :__\/_4—%6—1—0( %)}

Por fim, resolvemos ¢y, o ¢x. (1,) = T. e assim temos

vi={(emn=-2vE},

que ¢ a curva de bifurcacio onde ocorre W2 (T.) = Wi(T,).

Procedendo de forma analoga, obtemos a familia {1, },>1. Note que estas curvas
se acumulam em v.,. Veja a Figura 8.21.

]
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&1

Figura 8.21: Desdobramentos do campo Z., na regiao I2s.

8.6 Singularidade Hopf-X

Seja Z = (X,Y) € Q tal que (0,0) é uma Bifurcagao de Hopf para X e o campo Y
seja transversal a Y. Este tipo de bifurcacao ocorre quando uma orbita periodica ou
ciclo limite em torno de um ponto de equilibrio aparece ou desaparece quando variamos
os parametros do campo.

Quando um ciclo limite atrator estd em torno de um ponto critico repulsor, a
bifurcacao é chamada Bifurcagao de Hopf Supercritica. Quando um ciclo limite
repulsor esta em torno de um ponto critico atrator, a bifurcagao é chamada Bifurcacao
de Hopf Subcritica.

Como estamos supondo que Y é transversal & Y, iremos considerar também que

(0,0) é um ponto critico hiperbolico do campo Z*(x,y) = (51’ + O(2?), O).
Dependendo se (0,0) € 93X°N0%° ou (0,0) € 0X°NOXC, se a bifurcagao é supercritica
ou subcritica, se § > 0 ou 8 < 0, teremos comportamentos diferentes. Entretanto,

os desdobramentos genéricos serdo bastante semelhantes. Aqui, tomaremos (0,0) €
0¥ N 0X¢, B < 0 e analisaremos os casos subcritico e supercritico.



98 Bifurcagoes Locais a Dois Parametros

Uma forma candnica para este campo ¢ dada por
—y+ox (mQ + yz)
X(w,y) = s
Z%(x,y) = x—l—ay(ac +y>

Y(z,y) = (1) y <0,

onde 0 = —1 corresponde ao caso supercritico e 0 = 1 ao subcritico. Veja a Figura
8.22.

Figura 8.22: Retrato de fase do campo Z para a singularidade Hopf-3.

Um desdobramento genérico para o campo acima é dado por

C e 8x—(y—u)+0:c(fc2+(y—u)2)
22 (x,y) = alow) = $+€(y—u)+0(y—u)<x2+(y—u)2>

Y(z,y) = (}) y <0,

onde o parametro p controla o ponto critico P, = (0, 1), que é admissivel para > 0 e
nao admissivel para p < 0. J& o parametro € controla os desdobramentos da Bifurcagao
de Hopf.

Para p # 0, temos uma dobra de X7, dada por

1—/1—d4p20(c + op?) 0)

Fo = (
# 200

que é visivel para p > 0 e invisivel para u < 0. J& o campo deslizante ¢ dado por

725z, y) =

ord +opx? + (op? +e— D+ p(l + e+ op?) 0
oxd +ouxr? —x+ep+1 aa

Assim, quando p < 0 obtemos um pseudo-né N, tal que N,, < F,,,.
Agora, vamos analisar os desdobramentos de Z7, a partir da proposi¢ao a seguir.

Proposicao 8.6.1. Para ¢ e p suficientemente pequenos, o campo Zgu possui o se-
guinte comportamento:

e Ha uma Bifurcagdo Foco-X (Caso 3) em {(e,u) |u=0e e > 0};
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Ha uma Bifurcacao Foco-¥X (Caso 4 com tempo invertido) em {(e,u)|p = 0 e
e <0}

Ha uma Bifurcacao de Hopf em {(e, 1) | > 0 e € = 0};

e Para 0 = —1, temos um ciclo atrator que tangencia ¥ em {(¢,u)|pu = /€ e
e >0}

e Para ¢ = 1, temos um ciclo repulsor que tangencia ¥ em {(e,pu)|p = /—¢c e

< }
k }
/

Figura 8.23: Desdobramentos de ZZ, no caso Supercritico.

Demonstracao. As bifurcacoes locais para os casos Supercritico e Subcritico sao as
mesmas. O campo X7, possui um ponto critico P, = (0, 1), que é um foco hiperbolico
quando £ # 0. Quando ¢ > 0 o foco é repulsor e quando € < 0 o foco é atrator.

Se u = 0, temos que P, € ¥, dando origem a uma bifurcacao Foco-X (Caso 3 em
{(e,p) |t = 0 e e >0} e Caso 4 com tempo invertido em {(e,u)|p = 0e e < 0}).
Analisando a matriz DX;’M(PN), vemos que os autovalores sao dados por A\jo = ¢ £
ve?2 — 1. Assim, quando € = 0 o ponto critico perde a hiperbolicidade e se torna uma

Bifurcacao de Hopf.
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B

Figura 8.24: Desdobramentos de ZZ, no caso Subcritico.

Considere o sistema
T = ew—(y—ﬂ)+0x<x2+(y—u)2>, 51)
y = :c+€(y—u)+0(y—u)(fc2+(y—u)2)- '

Introduziremos a seguinte mudanca de coordenadas: x = rcosf e y — u = rsen6.
Substituindo no Sistema (8.1) e derivando em relacao a r, segue que

rcos = ercosfh —rsend + or cos@(r2 cos? 6 + rzsen29>, 62)
8.2
rsenf = rcosf+ ersenf + orsenf (7"2 cos® 0 + r’sen 29) )

Multiplicando a primeira equagao do Sistema (8.2) por cosf e a segunda por sen 6,
e em seguida somando as duas equagoes obtidas, temos
i =r(e+or?).
Voltando ao Sistema (8.1), fazendo a mesma mudanca de coordenadas e derivando

o sistema em relagao a 6, segue que

{ —rsenfd = ercosb — rsenf + or3 cosé,

. 8.3
rcosf9 = rcosf + ersenf + orisenb. (8.3)
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Multiplicando a primeira equagao do Sistema (8.3) por —sen 6 e a segunda por cos 6,
e em seguida somando as duas equacoes obtidas, temos

0=1.

Portanto, o Sistema (8.1) em coordenadas polares é dado por

r o= r(e+or?),
{é _ (8.4)

A partir do Sistema (8.4) ficarda muito mais simples analisarmos o comportamento
dos ciclos que aparecerao nos desdobramentos de Z7, quando tomamos € e p perten-
centes ao primeiro ou ao segundo quadrante.

Primeiramente, considere o caso Supercritico (¢ = —1). E facil ver que quais-
quer dois campos suficientemente proximos no terceiro ou quarto quadrante sao -
equivalentes. Por outro lado, no primeiro quadrante temos o seguinte comportamento:

e Se r = /¢, o fluxo néo repele e nem atrai. Portanto o ciclo é dado pela equacao
2+ (y—p)P?=e

e Temos que se r > /g entdo 7 < 0, e que se r < /2 entdao 7 > 0. Logo, o ciclo é
atrator.

e Se ;1 > /g, o ciclo esté inteiramente contido em X1 e se u < /2 o ciclo intersecta
Y. dando origem a um ciclo deslizante. Temos também que o ciclo tangencia X

sobre a curva & = {(e, p) | p = v}

No segundo quadrante, temos a presenca de um foco atrator sem a presenca de ciclos.
Veja a Figura 8.23.

Agora, vamos analisar o caso Subcritico (0 = 1). Novamente, é facil ver que
quaisquer dois campos suficientemente proximos no terceiro ou quarto quadrante sao -
equivalentes. Por outro lado, no segundo quadrante temos o seguinte comportamento:

e Ser =4/—¢, o fluxo nao repele e nem atrai. Portanto o ciclo é dado pela equacao
2? + (y — p)? = e

e Temos que se r > y/—¢c entao 7 > 0, e que se r < y/—¢ entao 7 < 0. Logo o ciclo
é repulsor.

e Se p > +/—¢, o ciclo esta inteiramente contido em X7 coexistindo com um ciclo
deslizante e se u < v/—¢ nao existem ciclos e nem ciclos deslizantes. Além disso,
o ciclo tangencia ¥ sobre a curva & = {(e, p) | u = V/—¢},

No primeiro quadrante, temos a presenca de um foco repulsor dando origem a um ciclo
deslizante. Note que tanto no caso Supercritico como no caso Subcritico as trajetorias
giram no sentido anti-horério pois § = 1. Veja a Figura 8.24. O]






9 Dobra-Dobra Invisivel-Invisivel:
Bifurcacao de Codimensao £

Um dos problemas mais dificeis que encontramos ao estudar bifurcacoes em campos
de vetores suaves por partes ¢ determinar a codimensao das singularidades. No Capitulo
5, impomos algumas condicoes para que a bifurcacao dobra-dobra invisivel-invisivel nao
dependesse de mais de um parametro. Uma dessas condigoes era que a singularidade
nao poderia se comportar como uma espécie de centro. Este caso ¢ estudado no artigo
[4], onde este ponto é chamado de Y-centro ndo degenerado.

Neste Capitulo iremos estudar uma série de resultados e definicoes com a fina-
lidade de mostrar que esta singularidade ¢ de codimensao k. Todas as definicoes e
demonstracoes aqui expostas podem ser encontradas em |[4].

Definicao 9.0.1. Seja Z = (X,Y) € Q de tal forma que a origem é uma dobra
invisivel para X e Y simultaneamente. Dizemos que (0,0) € ¥ é um Y-centro nio
degenerado se existe uma vizinhanca V C IR? contendo uma familia v, de 6rbitas
fechadas de Z de tal maneira que a orientacao é preservada. Veja a Figura 9.1.

Figura 9.1: X-Centro nao-degenerado.

Iremos denotar por ¢x, ¢y e ¢ as aplicacoes de primeiro retorno dos campos X,
Y e Z respectivamente.

Proposicdo 9.0.1. Seja Z = (X,Y) € Q tal que a origem é um Y-centro ndo dege-
nerado de Z. Entao Z é Y-equivalente & Z,, onde

— X0($,y) = (_172‘7;)7 y =0,
Zo(x,y)—{ Yo(z,y) = ( <0. (9.1)

103
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Demonstracao. Sem perda de generalidade, suponha que as 6rbitas de Z estejam ori-
entadas no sentido anti-horario. Defina os conjuntos

X(+)={zr e X|z >0},

Y(-)={reX|z <0}

Vamos construir um homeomorfismo que leva 6rbitas de Z em orbitas de 7, preser-
vando o Y-centro nao degenerado. Primeiramente, vamos supor que tal homeomorfismo
satisfaca h(0,0) = (0,0). Por parametrizagdo por comprimento de arco, também po-

demos tomar h(Z(—i—)) = o (+).
Considere p € X(+). Pelo Teorema da Fungao Implicita, existe um tempo ¢(p) > 0
tal que px (t(p),p) = p1 € X(—). Analogamente, tomando ¢ = h(p) existe t(q) > 0

tal que ng0< (q), q) = q1 € ¥p(—). Dessa forma, identificamos a érbita 77'(X) de X

partindo de p e chegando em p; com a érbita 4 (Xo) de Xy partindo de ¢ e chegando
em qi.

Tome novamente p; = px (t(p),p). Entdo existe um tempo #(p;) > 0 tal que

% <t(p1),p1) = p € X(+). De forma analoga, tomando ¢; = ¢x, (t(q),q) existe um

tempo t(q1) > 0 tal que @y, (t(ql), q1> = q € Yo(+). Dessa forma podemos identificar
a orbita 7% (V) de Y com a orbita 77 (Yp) de Yj.
Repita o processo para todos os pontos de 3(+4) e teremos h(Z(—)) = Yo(—),

h<2+> =34, h(Z‘) = Y, e que o homeomorfismo preserva X e leva 6rbitas de Z em
orbitas de Zj. O

Observe que os campos X e Y da forma canonica (9.1) podem ser escritos da forma
W(z,y) = (£ 1,9(z)) (em particular, g(z) = 2z). O Lema a seguir nos diz como sdo
as trajetorias de tais sistemas.

Lema 9.0.1. As trajetérias de um campo suave W(z,y) ( ) é obtido por
translagoes verticais do grafico de G(z), onde G(z) é a primitiva de g(az‘)

Demonstracao. Resolvendo o sistema

{ r = 1,
y = g(z),
obtido a partir do campo W, obtemos
z(t) =t+cey(t) :/g(t+c)dt:G(t+c)+K,

onde ¢, K € IR e G é a primitiva de g. Tomando u = t + ¢, segue que as trajetorias
de W(z,y) sdo dadas por (u, G(u) + K), que sdo translagoes verticais do grafico de
G(u). O

A seguir, iremos introduzir algumas definicoes e resultados que podem ser encon-
trados no Apéndice A do artigo [4].



105

Definicao 9.0.2. Sejam f; e f> duas aplicacoes definidas nos abertos V; e V; respecti-
vamente. Uma conjugacgao topolégica entre f; e fo ¢ um homeomorfismo g : Vi — V5

tal que go f1 = fa0g.

Se considerarmos uma familia f. de aplicacoes dependendo do parametro ¢ € IR™,
podemos definir de forma analoga como foi feito no inicio do Capitulo 5 os conceitos de
conjugacao topologica de familias de aplicacoes, aplicagcoes induzidas e desdobramentos
(mini) versais de aplicagoes.

Definic¢ao 9.0.3. Sejam @ = fi(x) e & = f2(x) dois campos de vetores suaves definidos
nas vizinhancas V) e V5 respectivamente. Uma conjugacao topolégica entre os
campos f; e fo € um homeomorfismo g : Vi — V5 tal que go ¢ = ¢ 0 g, onde ¢ e
P9 sa0 as trajetorias de f; e fy respectivamente.

Proposicdo 9.0.2. Sejam Z; = (X1,Y]) e Z = (X5, Y3) campos de vetores suaves
por partes. Entao Z; e Z5 sao X-equivalentes se, e somente se, as aplicagoes de primeiro
retorno ¢z, e ¢z, sao topologicamente conjugadas.

Demonstracao. (=) Seja H a Y-equivaléncia entre Z; e Z;. Vamos mostrar que H|x
¢ uma conjugacao topoldgica entre ¢z, € ¢,.

Seja p € ¥ em uma vizinhanca onde ¢z, estd bem definida. Como H é uma -
equivaléncia, entao H(p) € 2.

Agora, denote por I'y, (respectivamente I'x,) a orbita de X (respectivamente X5)
passando por p (respectivamente H(p)). Novamente, como H é uma Y-equivaléncia
temos H(I'y,) = I'x,. Note que o ponto na qual I'x, (respectivamente I'x,) intercepta
2 € ¢x, (p) (respectivamente ¢x, (H(p))).

Usando mais uma vez o fato de H ser ¥-equivaléncia, temos H(¢X1 (p)> = ¢x, (H(p)).

Como p é um ponto arbritrario de X, segue que H o¢x, = ¢x, o H. Com um raciocinio
analogo, obtemos H o ¢y, = ¢y, o H.
Agora, observe que

bz 0 H = (dv,00x,) 0 H=(dv0H)oox, = Ho (v,06x) = Hooz,

e portanto Hl|yx é uma conjugacao topologica entre as aplicagbes de primeiro retorno
de Zl e ZQ.

(<) Seja g : V; — V5 um homeomorfismo que conjuga ¢z, e ¢z,. Usando técnicas
similares as usadas na Proposicao 9.0.1, podemos estender g a um homeomorfismo H
que nos da a Y-equivaléncia entre Z; e Zs. O

Proposicao 9.0.3. A familia

— XE<:B>y75)7 ?JZO’
Zs(x7y7€) - { Y;(.T,y,ff), y < 0;

¢ um desdobramento versal de Z; se, e somente se, ¢, ¢ desdobramento versal de ¢z, .

Demonstracao. (=) Seja Z. desdobramento versal de Z,. Por definigdo, todo desdo-
bramento de Z, é YX-equivalente ao desdobramento induzido de Z..

Para cada ¢, seja ¢4, associado a Z.. Logo, temos que ¢, é desdobramento de ¢, .
Seja ¢, um desdobramento arbitrario de ¢,. Podemos construir uma familia Z, de
campos suaves por partes tal que ¢z, = ¢,,.
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Como Z. é desdobramento versal, Z, ¢ equivalente ao desdobramento induzido de
Z.. Assim, pela Proposicao 9.0.2, ¢z, é topologicamente conjugado ao desdobramento
induzido de ¢z.. Portanto todo desdobramento ¢, é topologicamente conjugado ao
desdobramento induzido por ¢_, donde ¢ . é desdobramento versal de ¢z, .

(<) Seja ¢z desdobramento versal de ¢z,. Por defini¢io, qualquer outro des-
dobramento ¢z, de ¢z, ¢ topologicamente conjugado ao desdobramento induzido de
¢z..

Para cada €, considere Z. desdobramento de Z,. Agora, seja Z,, um desdobramento
arbitrario de Zy. Entao ¢z, ¢ desdobramento arbitrario de ¢z,. Por hipotese, temos
que ¢z, ¢ topologicamente conjugado ao desdobramento induzido de ¢z, .

Novamente aplicando a Proposicao 9.0.2, temos que Z,, é equivalente ao desdobra-
mento induzido de Z. e portanto Z. é desdobramento versal de Z. O

Corolario 9.0.1. A codimensao de Z; é igual a codimensao de ¢z,. Em outras pa-
lavras, Z. é desdobramento mini-versal de Z; se, e somente se, ¢, ¢é desdobramento
mini-versal de ¢, .

Demonstracao. Seja m a codimensao de Z; e seja Z. desdobramento mini-versal de Z,
com ¢ € IR™. Por definicao, nao existe desdobramento versal Z,, de Z; com p € IR" e
n < m. Pela Proposigao 9.0.3, ¢z ¢ desdobramento versal de ¢z, com m parametros
e portanto a codimensao de ¢z, é menor ou igual que m.

Suponha por absurdo que existe um desdobramento versal ¢, de ¢z, com p € IR"
e n < m. Pela Proposi¢ao 9.0.3, é possivel obter um desdobramento versal Z, de Z,
com p € R", o que é um absurdo. Assim, ¢, nao possui um desdobramento versal
que dependa de menos de m parametros e portanto a codimensao de Z; é igual a
codimensao de ¢z, . O

Nos resultados a seguir, h : IR — IR é uma func¢ao suave dada por

0 se <0
h — ) — )
(z) { e_%, se x> 0;

Além disso, defina também &F(z) = eh(z)(z — &),
Lema 9.0.2. Para cada ¢ € IR e k € Z positivo, defina o campo suave por partes
Xo(l',y) = (_1723:)7 y20>

oex
Vi) = (L20+ 22@), y<o

ZF(x,y) =

~ . ~ . . . k ,
Entao a aplicagdo de primeiro retorno ¢ . associada a Z; é dada por

h(e
Gzi(r) =2 — %(m — )kt 4 (’)((x — €)k+2>.

Demonstragdo. Sabemos que ¢zx(z) = ¢yx © ¢x,(z). Com um calculo simples, vemos
que ¢x,(r) = —x. Assim, para demonstrar este Lema basta encontrar ¢ys.

Pelo Lema 9.0.1 temos que as trajetorias de ¢yr sdo dadas por

(2,22 +&¥(2) —|—K>,
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que sdo translagoes verticais do gréifico de F(z,e) = 2% + £¥(2). Para x > 0, note que
Fr(z,e) = 22+ &%(2) + K tem —x como raiz se K = —(—x)? — £¥(—x). Assim, a
trajetoria de ¢yx passando por (—x,0) é dada por

(.82 + b - 22),
ja que £%(2) = 0 para z < 0. Logo, ¢z € dado implicitamente como solugao em z de
G(z,6) = 22 + €5 (2) —2* = 0. (9.2)

Observe que se © = ¢, entao z = € e portanto ¢zx () = e é solugao da equacao
acima. Além disso, é facil ver que
ak+1

k
EH(e) = 5o€H(e) = o = o) = 00 S eb(e) = ch()(h -+ 1)

Expandindo ¥ em Taylor em torno de ¢, temos

0 k(n)gz—gn k+1 5 — )kt oo k(”)gz_gn

: nl 51 ) o 2 ol !

n=k+1 n=k-+2

donde
G(z.6) = 2+ eh(e)(z — o) —2? + O((z — 9)*+2),

e portanto

%G(z,e) =2z+eh(e)(k+1)(z— )" + O((z — &)*) > 0,

para todo z suficientemente proximo de € > 0. Isso quer dizer que numa vizinhanca
suficientemente proxima de € a aplicacdo G(z,¢) é estritamente crescente. Assim,
¢zx(x) € um zero isolado de G(z,¢) quando z > 0.

Voltando para a Equagao (9.2), podemos escrever

2 +eh(e)(z— )"+ O((z — g)F?) = 2. (9.3)
Agora, tome 2 =z — e e T = x — . Note que
22 = 22— 2ez+¢2 . 72 = 22 —2ex+€%
2e7 =  2ez — 2€2, 267 =  2ex — 22,

donde 2% + 262 = 2% — e e 7% + 2e7 = 2% — 2. Assim, a Equagao (9.3) fica
2eZ + 2% + eh(e) T + O(Z"?) = 2e7 + 7 (9.4)

Impondo Z = @17 + -+ - + ap 27 + (’)( ’”2) e substituindo em (9.4), obtemos

h(e)

ap=1,aa=-=a,=0e a1 = - Logo, a solugao de (9.2) é

Gzp(w) =2 — @(x e)et! 4 O(( )k+2>
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Observe que, como h € C™, entao ¥ € C*°. Portanto Z* € Q) ¢ uma perturbagao

C* de Zy. Temos também que lir% Zf = Zg.
e—

Antes de enunciar e demonstrar o Teorema 9.0.3 devemos introduzir alguns resul-
tados. O Teorema 9.0.1, devido a Malgrange, pode ser encontrado em [5] e [9]. Ja& o
Lema 9.0.3 pode ser encontrado na pagina 20 de [1].

Teorema 9.0.1. Seja F'(u,z) com p € R™ uma fungao real e suave definida numa
vizinhanca da origem de IR™ x IR. Suponha que F(0,z) = 2**'g(x), onde g(x) é uma
fungao suave tal que g(0) # 0. Entao existe uma funcao ¢(u, ) suave e uma colegao
de fungoes suaves s;(p), i =0, ..., k + 1 tal que

k+1
g, 2)F(p,x) = ¥+ " si(p)a' ™,
=1

Lema 9.0.3. Seja f : R — IR um difeomorfismo local tal que D f(z) > 0 para algum
x € R. Seja p : R — IR a trajetoria dada pela equacao & = f(x) — z. Entao f é
topologicamente conjugado a .

Agora, podemos enunciar e demonstrar o seguinte Lema.

Lema 9.0.4. Se & = f(z), z € IR, possui um namero finito de singularidades e é
topologicamente equivalente & & = g(x), entao os dois campos de vetores sao topologi-
camente conjugados.

Demonstragao. Tome ¢ como o fluxo de & = f(z) e ¢ como o fluxo de & = g(z).
Devemos provar que existe h que seja uma conjugacao topolbgica entre ¢ e 1.

Seja pi, ..., p, as singularidades de & = f(x) e suponha sem perda de generalidade
que p; < --- < pp. Seja também h o homeomorfismo que dé a equivaléncia topologica
entre & = f(z) e & = g(x). Logo as singularidades de & = g(x) sao dadas por ¢; = h(p;),
1=1, .., n.

Como h ¢ bijetora e definida em IR, entao h é estritamente crescente ou decrescente.

Suponha sem perda de generalidade que h é crescente. Assim, temos ¢; < - < ¢p.
Se considerarmos a restri¢ao h; = hlp, p,,,, entdo h; : [p,pis1] — (@, ¢ip1] € um
homeomorfismo.

Agora, vamos construir um homeomorfismo hi [pi, Piv1] = @, ¢is1] que é uma
conjugacao topologica entre & = f(x) restrito & [p;, pir1] € & = g(x) restrito & [g;, gi+1)-

Tome z1 € (pi,piv1) € 11 € (¢, ¢iv1). Vamos mostrar que existe uma unica con-
jugacdo h(z) tal que hi(z1) = y;. Para cada z existe um dnico tempo ¢(z) € R tal
que gp(t(a:),xl) = z. Observe que se f(x) > 0 em [p;, pi+1] entdo t(x) é uma funcao
estritamente crescente. O fato de t(x) ser diferenciavel segue da diferenciabilidade de
¢ e do Teorema da Fungao Implicita. _

Se existe uma conjugacdo tal que h;(x1) = yi, entdo ela deve satisfazer

hi(@) = hi(p (@) 1) ) = (@), ) = ¥ (#a), ),

e isso nos mostra que h;(z) é tnica. Mais ainda, como t(z) — oo quando x — P41,
segue que h; possui uma extensao continua tomando h;(pi+1) = ¢ir1- De maneira
anéloga, fazendo h;(p;) = ¢; temos uma aplicagao estritamente crescente entre [p;, p;i1]
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e [¢i, gir1]- A inversa de uma aplicagdo continua estritamente crescente também é uma
funcao continua estritamente crescente, donde TLZ ¢ um homeomorfismo.

Por fim, nos resta mostrar que h; conjuga ¢ e ¥. Se x1 € J[p;, pir1], entdo é facil
ver que para todo t vale

hi(p(t,a1)) = 0 (t, hil1)).
Se x nao pertence a fronteira de [p;, p;11], escreva x = go(t(:v), xl), donde p(t,z) =
¢(t +t(x),z1). Tomando h;(z1) = yi, segue que

h (SO(t, x)) = h; (go(t + t(x), x1)> = ¢(t + t(z), y1> —
= ¢<t,¢(z€(az), yl)) = iﬂ(t,%i(go(t(x),azl))),

e portanto h; (gp(t, x)) = zb(t,%i(x)).

Colando as conjugagoes h; com dominios adjascentes, temos a conjugac¢ao h. O]

Proposigao 9.0.4. A aplicagao de primeiro retorno ¢+ dada no Lema 9.0.2 possui
codimensao k e um desdobramento (mini) versal desta aplica¢ao é dado por

Gpe = M+ Ao+ - Nt — 2t

Demonstragao. Seja f(u, ) um desdobramento arbitrario de ¢z, com p € IR™ e
x € IR. Devemos encontrar um desdobramento versal h(\,x), isto é, queremos que
f(u, z) seja equivalente ao desdobramento induzido de h(A\, x).

Tome F'(u,z) = f(p,x) —x. Considere o campo & = F(u, ) e denote seu fluxo por
¢1. Deixando p fixo, temos que f(u,z) é uma fungdo em IR. Além disso, como f(u, x)
¢ desdobramento de ¢, temos que f(u,r) é difeomorfismo local com Df(u,z) > 0
para algum x. Pelo Lema 9.0.3, segue que f(u,x) é topologicamente conjugado a ¢;.

Pelo Lema 9.0.2, temos que F'(u, x) satisfaz as hipoteses do Teorema 9.0.1. Portanto

existe uma funcao q(u, z) suave e uma cole¢ao de funcoes suaves s;(u), 1 =0, ..., k+ 1
tal que
1 k41
F(p,z) = ( — " 4 si(u)xi’1>.
q(p; v) ;
Observe que —z**1 vem do fato de termos tomado g(r) = —% no Teorema 9.0.1.

Em relagao aos termos !, o sinal negativo faz parte dos s;(j).

Tomando
k+1

G, z) = —a™+ + Z si(u)x'™,
=1

temos que o campo & = F'(u, ) é topologicamente equivalente ao campo & = G(u, x),
considerando a aplicacao identidade. B
Lembre agora que as s;(u) sao suaves. Fazendo s;(n) = \;, segue que G(p,x) é

induzida de
k+1

H\ ) = —a" + Z A’
i=1

com A = (A, ..., \gy1) € RFFTL
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Da referéncia [7], um desdobramento mini-versal de & = —2*™! ¢ dado por
k
i=H(\z)=—a"" 4> Na'
i=1

Por definicao de desdobramento versal, todo desdobramento de & = —z**! ¢ equi-
valente ao desdobramento induzido de @ = H(A, x). Assim, existe & = G(u, z) desdo-
bramento induzido de & = H(A, x) que é topologicamente equivalente & & = F'(u, x).

Seja @1 o fluxo de # = G(p, x). Como & = G(u, ) é topologicamente equivalente a
& = F(u,x), segue do Lema 9.0.4 que & = G(u,x) e & = F(u,x) sdo topologicamente
conjugados. Como consequéncia, p; € 1 sao topologicamente conjugados.

Agora, tome g(pu,x) = G(p,x) + x. Pelo Lema 9.0.3, g(u,x) é topologicamente
conjugado ao fluxo @; do campo & = g(u, x) —x = G(p, x). Logo, temos que g(u,x) é
induzido de

h(\,x) =z + H(\ x),

pois G(u, ) é induzido de H (A, x).

Como f(u,x) é topologicamente conjugado de 1, que por sua vez é topologica-
mente conjugado de @y, segue que f(u,x) e g(u,x) sdo topologicamente conjugados.
Assim, um desdobramento arbitrario f(u,z) de ¢r é topologicamente conjugado a
um desdobramento induzido de h(\, z). Em outras palavras, h(\, z) é desdobramento
versal de ¢ 1. O fato de h(A, ) ser desdobramento mini-versal segue do fato de H(\, )
ser desdobramento mini-versal de & = —z**1!.

Portanto ¢z possui codimensao k e um desdobramento mini-versal é dado por

k
h(\,z) =z — 2" + Z Nz
i=1

[]

Teorema 9.0.2. Para cada € € IR e k € Z positivos, o campo Z* dado no Lema 9.0.2
possui codimensao k.

Demonstragao. Pela Proposicao 9.0.4, temos que ¢z tem codimensao k. Ja pela Pro-
posi¢ao 9.0.3 e seu Corolério, a codimensao de ¢zx € igual a codimensao de ZF, O

Teorema 9.0.3. Seja Z; dado em (9.1). Para toda vizinhanca W C € de Z; e para
todo k € Z positivo existe um campo Z* € W de codimensao k.

Demonstragdo. Seja Z* dado pelo Lema 9.0.2. Como lin(l) Zf = Zy, dado W € Q
e—

vizinhanga de Zj existe um ¢ > 0 suficientemente pequeno tal que Z* € W, que possui
codimensao k. O]

O resultado abaixo é uma consequéncia imediata do dltimo Teorema.

Teorema 9.0.4. O campo Z; dado em (9.1) possui codimensao infinita.



10 Sistemas Slow-Fast e Perturbacao
Singular

A estabilidade estrutural de um campo de vetores suaves por partes também pode
ser estudada a partir da regularizacao de tal campo. O processo de regularizagao foi
introduzido em [20] e consiste em analisar o campo de vetores regularizado. Entretanto,
a partir de um problema regularizado podemos nos deparar com um problema de
perturbacgao singular, contetido abordado neste Capitulo. Aqui, faremos um breve
estudo a respeito de Sistemas Slow-Fast e da teoria de Perturbacao Singular. Esta
analise é feita seguindo [2] e nosso foco é abordar alguns exemplos.

10.1 Preliminares

Considere um sistema singularmente perturbado da forma

{ o= f(zy), (10.1)

ey = g(z,y),

com z € RY, y € R™ e ¢ > 0 pequeno. O parametro ¢ mede a taxa relativa de
variagao de x e y, e quanto mais € diminui, mais rapidamente y cresce em relacao a x
se g(z,y) # 0. Quando £ = 0, o Sistema (10.1) se reduz ao sistema diferencial-algébrico

T = f(x,y),
{0 _ g(x,y), (10.2)

na qual x cresce lentamente enquanto a variavel rapida y se ajusta instantaneamente

para satisfazer o impasse tal que g(z,y) = 0. O Sistema (10.2) também ¢é conhecido na

literatura como Equagao com Impasse, Sistema Reduzido ou Equacao Lenta.
Fazendo um reescalonamento de tempo em (10.1) da forma ¢t = e7, temos

v = ef(x,y),
{y’ = g(v,y), (10.3)

onde " denota a derivada em relacdo & 7. Fazendo € = 0, nés obtemos a chamada
Equacao Rapida, onde o sistema é reduzido a m equacoes diferenciais para a variavel
rapida y que depende da variavel lenta x como parametro.

Equacoes com Impasse sao equivalentes a equacoes sem impasse nos pontos onde
D,g é invertivel. Préximo a esses pontos, o impasse g(z,y) = 0 pode ser eliminado
resolvendo esta equacdo para y como funcao de z. Assim, pontos onde D,g nao sao
invertiveis sao chamados singularidades.

111
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O conjunto Sy = {g(z,y) = 0} ¢ o espago de fase de (10.2) e é conhecido na
literatura como Variedade Critica ou Variedade Lenta. Note que Sy é o conjunto
dos pontos de equilibrio de (10.3) quando € = 0.

Podemos definir o sistema hibrido usando as dinamicas de (10.2) e (10.3) da seguinte
maneira. Um ponto fora de Sy se move rapidamente ao longo de uma fibra estével
rapida, de acordo com as dinamicas de (10.3) quando ¢ = 0, até alcangar um ramo
estavel de So. Aqui, a dindmica muda para (10.2). Se a solucao correspondente alcanga
uma singularidade ou um ponto de bifurcagao (onde Sy perde a estabilidade), entao as
dinamicas voltam para (10.3).

A seguir, iremos analisar modelos mateméaticos que descrevem batimentos cardiacos
e impulsos nervosos. Modelos matematicos mais realistas que os que serao apresentados
aqui podem ser encontrados na literatura, entretanto nao os abordaremos pois nosso
propésito é introduzir sistemas slow-fast e sistemas com impasse.

10.2 Andlise de Modelos

10.2.1 Batimentos cardiacos

Considere o sistema

T = Y- Yo,
. ‘ 10.4
{8?; = —(y"—y+ua), (104)

1
onde, yy > ﬁ é constante. Este modelo mostra a dindmica da atividade elétrica do

coracao. Zeeman construiu este modelo de tal forma que o ponto de equilibrio estavel
possui uma pequena bacia de atracao.
Fazendo € = 0 em (10.4), obtemos o sistema com impasse

T = Y — Yo,
Lo 2 (103

Assim, a variedade lenta Sy ¢ dada pela equacao y> —y +x = 0. Esta curva tem

2v/3 1
dois pontos de dobra (z,y) = <:|: L—, +

9 ' \V3
o grafico de © = y — y3. Derivando ambos os lados da equacdo em relacio a t, obtemos
= (1 — 3y?)y. Substituindo em (10.5), chegamos & equacao reduzida

). Também podemos enxergar Sy como

(10.6)

1
A equagao (10.6) possui singularidades para y = i%, onde D,g = —3y? + 1 nédo

é invertivel. Ja o ponto p, = yo € o ponto critico do sistema. Veja a Figura 10.1.

10.2.2 Impulsos nervosos

O seguinte sistema é um modelo matematico para a voltagem transmembrana de
uma célula nervosa:
r = —1- Y,
Y
ez = —(x+yz+23).

I
|
[\
—~
<
+
I\
S~—

(10.7)
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T~ P

\

Figura 10.1: Retrato de fase de (10.5).

Uma importante caracteristica deste sistema é a possibilidade de um retorno suave,
isto é, depois que a trajetoria se afasta do ponto do equilibrio ela retorna para a
variedade lenta, permanecendo 14 o tempo todo. Aqui, estudaremos o sistema com
impasse de (10.7) dado por

T = _1_ya
y = —2(y+2), (10.8)
0 = x+yz+22

A principal caracteristica da superficie x+yz+23 = 0 é que a origem é uma ctispide,
dando origem a duas linhas de dobra, como mostra a Figura 10.6. Além disso, uma
dessas linhas de dobra contém uma singularidade do tipo sela dobrada (ver Definigao
10.3.1). Antes de analisarmos o comportamento de (10.8) em detalhes, iremos enunciar
alguns resultados.

10.3 Dessingularizacao de equagoes com impasse
Consideremos equagoes com impasse da forma

T = fl(xvya Z),
gy = falz,y,2), (10.9)
0 = g(z,y,2).

Iremos supor que as trajetorias de (10.9) proximas do ponto py = (Zo, Yo, 20) satis-
facam as seguintes condicoes nao-degeneradas:

(A) g(po) =0,
(B) QZ(pO) = 07
(C) 9wy (po) # 0,

onde g(,,) ¢ a derivada de g em relagao as varidveis x e y e g, ¢ derivada de g em
relacao a variavel z.
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Lema 10.3.1. Suponha que vale (A) e (C). Entao o Sistema (10.9) pode ser escrito
da forma

y = fz(@(y,Z),y,Z),
—gz(so(y,Z)vy,Z)é = <f<¢(yyz),yvz),g<x,y)(@(y,Z),y,z»,

onde x = p(y, ) € solugdo de g(z,y,2) =0e f = (f1, f2).

(10.10)

Demonstragao. Pela hipotese (C'), temos que g,(po) # 0 ou g,(po) # 0. Suponha sem
perda de generalidade que g,(pg) # 0. Pela hipotese (A), temos g(pg) = 0. Assim, pelo
Teorema da Funcao Implicita existe W vizinhanga de (yo, 29) € uma fun¢do ¢ : W — IR
tal que p(yo, 20) = o € g(cp(y, 2), 9, z) = 0, para todo (y, z) € W. Em outras palavras,

a solucao de g(x,y, z) = 0 é dada por x = ¢(y, 2).
Derivando a equagdo = = ¢(y, z) em relacao a t, obtemos

&=y + 9.2, (10.11)

Da equagao acima, usando diferenciacao implicita temos
Y Yy
Po= =3Py = — -
Gz Ga

Substituindo em (10.11), obtemos

——Z — fl _|_ _‘fz.
Escrevendo f = (f1, f2), 9(z,) = (92, gy) e multiplicando a equacdo anterior por g,
temos
—gZZ.I = <f7 g(z,y)>7

donde segue o Sistema (10.10). O

Suponha agora que a hipotese (B) seja falsa. Podemos reescrever o Sistema (10.10)

da forma
0 9z z g(:r,y)f .

Assim, usando a Regra de Cramer para resolver o sistema acima para (¢, 2), obtemos

j = (—é)(—gzm,
2= (=) {sen )

9=

Cancelando o fator (—1/g,), obtemos o sistema dessingularizado

y = <_ng2>,
{"3 = {9 f), (10.12)

com z determinado pela equacdo x = ¢(y, z). Fora da linha de dobra, as trajetorias
de (10.10) e (10.12) se diferem apenas por uma parametrizacao do tempo. A dire¢ao
do tempo é revertida nas regioes onde —g, < 0.

Introduziremos agora mais algumas condicoes nao-degeneradas, tomando py =

($anoa ZD):
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(D) <9<x,y>(po), f(po)> # 0,

(E) gzz(p()) 7é 07
(F) gzzz(po) 7é 0

Assim, podemos definir os pontos singulares:

Definicao 10.3.1. Um ponto de dobra simples é um ponto tal que valem as condi¢oes
(D) e (E). Um ponto de equilibrio dobrado (sela dobrada, foco dobrado, né dobrado)
é um ponto que satisfaz (E) e nao satisfaz (D). Um ponto de ctspide é um ponto que
satisfaz (D) e (F') mas nao satisfaz (F).

E importante destacar que pontos de equilibrio dobrado ocorrem em pontos isolados
da linha de dobra. Além disso, os pontos definidos acima também devem satisfazer as
condigoes (A), (B) e (C). Outras condi¢oes ndo-degeneradas podem ser exigidas, mas
nao as discutiremos aqui.

10.4 Dobras, sela dobrada e cispides em equacoes
com impasse com dois parametros

A seguir, iremos exibir formas canénicas para trés casos relevantes para estudarmos
o Sistema (10.7), referente ao modelo de impulsos nervosos. As formas canonicas que
estudaremos aqui apresentam uma dobra, sela dobrada e uma ctspide.

Exemplo 10.4.1. A forma canonica para uma dobra é dada por

io= 41,
y = 0, (10.13)
0 = —(2*+ux).
E facil ver que o Sistema (10.13) satisfaz as condigdes (D) e (E). Note que
fl(CC,y,Z> = =£1, fQ(SC,y,Z) =0e g(l’,y,Z) = _(22 +£IZ'), donde I(zy) f = xle
g.. = —2. Podemos escrever (10.13) da forma

r = 1,

. 1

Z = ——.
2z

O retrato de fase na Figura 10.2 foi esbocado tomando & = 1.

Exemplo 10.4.2. A forma canonica para uma sela dobrada é dada por

T = -,
y = 1 (10.14)
0 = 22+4u.

Temos que fl(x7yaz) =Y, f2('r7y72> =1le g<$,y,Z> = 22+I, donde g(a:,y)f =Y
e .. = 2. Assim, vale a condigao (E) mas nao vale a condigao (D) quando olhamos
para a origem. Podemos escrever (10.14) da forma

Veja a Figura 10.3.
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Figura 10.2: Retrato de fase do Sistema (10.13).

Exemplo 10.4.3. A forma canonica para uma ctspide é dada por

i o= 1,
y = 0, (10.15)
0 = +(2+yz+2a).

A escolha do sinal em (10.15) determina a estabilidade das folhas de g(z,y,2) =0
para as dinamicas nas folheagoes rapidas. As folhas tais que g, < 0 sao estaveis e as
que satisfazem g, > 0 sao instdveis. A superficie ¢ dada pelo grafico de x = —2% — yz.
Também é facil ver que as condigoes (D) e (F) sao satisfeitas, porém a condigao (F)
nao. O retrato de fase da Figura 10.4 foi esbogado tomando g(z,y, 2) = +(2° +yz +x).

10.5 Singularidades do Sistema (10.8)

Agora, podemos retornar ao Sistema (10.8) e analisarmos seu comportamento. Note
que a variedade lenta é dada pelo grafico de x = —z® — yz. Derivando ambos os lados
da equacao em relacao a t e tomando * = —1 — y, segue que

(322 +y)i+yz=1+uy.
Como § = —2(y + z), temos
(B2 +y)z=(14y)+2(y+2)z
Assim, obtemos o sistema reduzido

{ (3z2 + y)?i = (y + 1) + 2(y —+ z)z7 (10'16)



Retorno global singular para o Sistema (10.8) 117

Figura 10.3: Retrato de fase do Sistema (10.14).

cujo ponto critico é dado por p, = (—1,1). Pelo Teorema de Grobman-Hartman,
obtemos que este ponto é um foco hiperbélico atrator.

Reescrevendo o Sistema (10.16) na forma do Sistema (10.12), obtemos o sistema
dessingularizado

y o= —20y+2)(32° +y),
. 10.1
{z = (y+1)+2(y+2)z (10.17)
Note agora que a linha de dobra é dada pela parabola y = —322. As singularidades
dobradas sdo os pontos criticos de (10.17) sob a linha de dobra, isto é, a solu¢ao de
0 = y+32%
0 = (y+1)+2(y+2)z

31
que ¢ dada pelo ponto py = < 1 5)
Temos também que a matriz jacobiana do Sistema (10.17) ¢ dada por

—2(322 42y +2) —2(6yz + 922+
Ay, =) = ( y+2) —2(6y v
2z+1 2y + 4z
donde
2 3
2 2
Alpy) = '
9 =
2
11 ) i
Observe que det (A(pf)> = -7 < 0, donde ps é uma sela dobrada. Veja as

Figuras 10.5 e 10.6.

10.6 Retorno global singular para o Sistema (10.8)

A linha de dobra da variedade lenta do Sistema (10.8) pode ser parametrizada da
forma

F = {(z,y,2) = (20°, =30% 0)|c € R}.
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Figura 10.4: Retrato de fase do Sistema (10.15).

Também podemos definir o ramo superior de F' e o ramo inferior de F', respectiva-
mente, da seguinte forma

F—l— = {(I,y72) = (2037 _30270> | o> O},F_ = {(l’7y72> = (2037 _30270) | o < O}

Nosso objetivo agora é estudar a projecao de F, em F_. Esta curva pode ser
encontrada projetando F'y em Sy de tal forma que as coordenadas x e y permanegam
sem alteracao, isto é, z = 202 e y = —302. Assim, essa curva pode ser parametrizada
por

PF, = {(z,y,2) = (20%,-30% —20) |0 > 0}.

Note que as coordenadas y e z de PF, satisfazem y = —%22.

O retorno singular é obtido pelas trajetorias de (10.17) que partem de PF,. Algu-
mas trajetorias passam por F' e podem nao permanecer em Sy. Outras passam a direita
da cispide fazendo um retorno suave. Também é importante analisar as trajetorias
que partem de gy = (—%, —1), que ¢é o ponto obtido a partir da projecao de p; usando
a expressao de PF,.

Vamos estudar as dinamicas do Sistema (10.17). Em particular, veremos que a
trajetoria de ¢y passa por F_ e nao corresponde a um retorno suave.

Proposicao 10.6.1. Existe um ponto q. = (yx, 2«) com z, < —1 tal que sua trajetoria
positiva do Sistema (10.17) passa pela origem. Se ¢ € {(y,2) € PFy |z < —1} e g # ¢,
entao um dos seguintes casos acontecem:

e Se z, < z < —1, a trajetoria de (10.17) passando por ¢ passa por F_;

e Se z < z, a trajetoria de (10.17) passando por ¢ passa a direita da origem e
entra no segundo quadrante pelo eixo z.

A prova da Proposicao acima pode ser encontrada em |2].
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Figura 10.5: Retrato de fase de (10.16).

Defina os conjuntos Sg, S§, e Sg_ por:

o _ 99 ,
s = {@w2) e sl 5y2) <0};

a
0+

a
0—

O seguinte Teorema é uma consequéncia da Proposi¢ao anterior.

(x,y,2) € S§|z>0¢;

(x,y,2) € S§|z<05¢.

Teorema 10.6.1. Existem conjuntos Vy', Vi e V{’ contidos em S§, que possuem as

seguintes propriedades:

(i) Todas as trajetorias de (10.16) partindo de V' permanecem em V' e sdo atraidas
para o ponto de equilibrio p,.

(ii) Todas as trajetorias de (10.16) partindo de Vi alcancam F,, pulam para PF,
continuam em F_ e pulam para V.

iii) Todas as trajetorias de (10.16) partindo de V¥ alcancam F., pulam para PF, e
0 + +

vao para V.
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Figura 10.6: Retrato de fase do Sistema (10.8).

Figura 10.7: Variedade S em azul.
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