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Resumo 

Neste trabalho, através da aplicação do método da redução hamiltoniana às 

correntes de quiralidades conservadas do modelo de Wess-Zumino-Witten (WZW), 

baseado nas álgebras de Lie B2 e B3, construímos modelos reduzidos que descrevem 

a propagação de cordas l4-l-dimensionais em um fundo bidimensional (euclidiano) 

do tipo buraco-negro. Deduzimos que as estruturas algébricas, satisfeitas pelas cor- 

rentes remanescentes dos modelos reduzidos, são álgebras-F, i. e., extensões não 

-locais da álgebra de Virasoro. No contexto do formalismo canônico, reobtemos as 

álgebras-V satisfeitas pelas correntes remanescentes, a partir da estrutura algébrica 

clássica dos parênteses de Poisson satisfeita pelos campos físicos dos modelos re- 

duzidos baseados em B2. Obtemos, também, a descrição destes modelos em termos 

de campos livres (osciladores harmônicos). Para limites convenientes dos campos 

físicos do modelo reduzido, baseado em B3, reproduzimos um dos modelos reduzidos, 

baseado em B2, o que sugere uma extensão . De fato, a álgebra-1^ satisfeita pelas 

correntes remanescentes do modelo reduzido, baseado em R3, é uma extensão da 

estrutura algébrica satisfeita pelas correntes remanescentes deste modelo reduzido, 

baseado em B2. 

Palavras-chaves: álgebra-F, redução hamiltoniana, modelo de WZW, buraco- 

negro. 

Área do conhecimento: 1.05.03.00-5 
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Abstract 

In this work, through applying the Hamiltonian reduction method to the 

conserved chirai currents of the Wess-Zumino-Witten (WZW)-model, based on B2 

and B3 Lie algebras, we constmct reduced models which describe l+l-dimensional 

strings propagation on a bidimensional (Euclidean) background of black-hole type. 

We deduce that the algebraic structures, satisfied by the remaining currents of the 

reduced models, are E-algebras, i. e., non-local extensions of the Virasoro algebra. 

In the canonical formalism context, we reobtain the E-algebras satisfied by the re- 

maining currents, from the classical algebraic structure of Poisson brackets satisfied 

by the physical fields of the reduced models based on B2. We obtain, also, the 

description of these models in terms of free fields (harmonic oscilators). For conve- 

nient limits of the physical fields of the reduced model, based on B3, we reproduce 

one of the reduced models, based on B2, which suggests an extension. In fact, the 

F-algebra satisfied by the remaining currents of the reduced model, based on B3, 

is an extension of the algebraic structure satisfied by the remaining currents of this 

reduced model, based on B2. 

Key-words: F-algebra, Hamiltonian reduction, WZW-model, black-hole. 
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Introdução 

Uma linha de pesquisa de grande interesse, atualmente, é a construção de 

modelos que manifestam invariância conforme e que representam cordas que se 

propagam em um fundo do tipo buraco-negro. A maioria destas construções é feita 

em 1+1-dimensões , mas há exemplos de outras, em dimensões mais altas [1]. Muito 

embora a idéia em si mesma não seja tão nova assim [2], o interesse recente é, em 

grande parte, devido à observação de Witten [3] de que o modelo de Wess-Zumino- 

Witten (WZW), calibrado pelo coset SL{2,3f?)/t/(l) [4], pode ser interpretado como 

uma corda 1+1-dimensional que se propaga em um fundo bidimensional (euclidiano) 

do tipo buraco-negro. A diferença essencial entre esta abordagem do problema, pro- 

posta por Witten, e as anteriores é que ela conduz à construção de um modelo 

exatamente conformemente invariante, ao passo que as soluções apresentadas ante- 

riormente eram válidas apenas perturbativamente. A proposta de Witten abriu um 

sem-número de possibilidades de investigação da natureza das singularidades espaço- 

temporais, no contexto dos modelos de cordas, através da utilização de técnicas de 

teoria de campos conforme. Nos dois parágrafos a seguir, passamos a apresentar a 

essência da idéia de Witten. 

O modelo-cr generalizado, em um espaço-alvo l-fl-dimensional com coorde- 

nadas a — é descrito pela ação 

S = — [ (fz[Gij{a)dx^dx^ + $(ít)í2(2) + T{a)], (0.1) 
27t J 

onde Gij{a) e $(cr), os campos de fundo, são o gráviton e o dílaton, respectivamente, 

e T{a) descreve o táquion; além disto, representa o escalar de curvatura no 

espaço l-hl-dimensional e cPz = dzdz, com z = x^ — ix^ e z = x^ zx"^] finalmente. 
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5 = ^ e 9 = ^. Em (0.1), não incluímos um campo tensorial anti-simétrico 

uma vez que, em espaços-alvos 1-1-1-dimensionais, ele pode ser eliminado por uma 

transformação de calibre conveniente. A dinâmica dos campos de fundo é governada' 

pela condição de que as funções -/3, da teoria de campos na folha de mundo, anulam- 

se. Em nível de um enlace, estas funções -/3 podem ser identificadas com as equações 

de campo da ação no espaço-alvo [5] 

S^ff = j (faVÕe^lR + (V$)2 4- (VTf - 2T^ - 8], (0.2) 

onde R representa o escalar de curvatura no espaço de Minkowski, G — det(Gij) 

e cPcr = dx^dx^. O que torna especiais os modelos de cordas l-hl-dimensionais é 

0 fato de que, uma vez que não há direções transversais, a corda não pode vibrar, 

podendo ser então completamente descrita, em nível clássico, pelas coordenadas 

de seu centro de massa. Como conseqüência, modelos de cordas H-l-dimensionais 

contêm essencialmente um grau de liberdade, o qual, através da investigação das 

invariâncias de calibre da ação que descreve a corda, pode ser identificado com o 

táquion T(cr). O gráviton e o dílaton (bem como todos os demais modos massivos) 

possuem apenas modos globais, e servem de fundo para a propagação do táquion. 

Uma solução particularmente interessante para as equações de campo satis- 

feitas pelo gráviton e pelo dílaton, encontrada por Witten, é 

ds^ 
dudv 

1 — uv' 
(0.3) 

$ = log(l — uv), 

viii 
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onde u e V são certas funções dos x*’s. A observação surpreendente de Witten é que 

esta solução , de fato, exibe todas as propriedades características de uma geometria 

do tipo buraco-negro. Em particular, ela possui um horizonte em uv = 0, bem como 

a curvatura ds^ torna-se singular para uv = 1, exatamente como no caso da solução 

do tipo buraco-negro, de Schwarzschild, das equações de Einstein, em termos das 

coordenadas de Kruskal (precisamente, as funções u e v)\ O que torna a solução 

acima particularmente interessante é que, como mostrado por Witten, ela, de fato, 

corresponde a uma teoria de campos exatamente conforme, na forma de um modelo 

de WZW, calibrado pelo coset SL(2,^)/U{1). Neste sentido, abrem-se as portas 

de um sem-número de excitantes possibilidades de estudo de importantes aspectos 

dos modelos de cordas, como a natureza das singularidades espaço-temporais, com 

a ajuda de técnicas provenientes da teoria de campos conforme. 

Recentemente, Bilal [6] construiu um modelo que apresenta invariância con- 

forme e que é completamente integrável, baseado na álgebra de Lie B2. Ele cor- 

responde à propagação de cordas 1-fl-dimensionais em um fundo bidimensional 

(euclidiano) do tipo buraco-negro. Neste modelo, paralelamente aos dois campos 

que descrevem a corda, há um terceiro, que relaciona-se com os demais através de 

uma interação do tipo Liouville. Um modelo assim é chamado de modelo de Toda 

não -abeliano. Além disto, através de transformações de variáveis apropriadas, Bilal 

constrói também três campos, que possuem quiralidade bem definida e que con- 

duzem à descrição do modelo em termos de campos livres (osciladores harmônicos). 

Estes campos livres satisfazem uma estrutura algébrica clássica do tipo parênteses 

de Poisson, o que é de fundamental importância para uma possível quantização do 

modelo. Finalmente, Bilal mostra que este modelo possui três correntes de quira- 

lidade direita conservada e três, de quiralidade esquerda conservada, e que estas 
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correntes satisfazem uma álgebra-V, dentro da mesma quiralidade. A álgebra-F é 

uma extensão não -local da álgebra de Virasoro. Neste trabalho, estudamos e exten- 

demos o modelo de Bilal, através da aplicação do método da redução hamiltoniana 

às correntes de quiralidades conservadas do modelo de WZW, baseado nas álgebras 

de Lie B2Q B^. Nos parágrafos seguintes, passamos a descrever, com algum detalhe, 

o que fazemos. 

No Capítulo 1, fazemos uma breve revisão acerca do modelo de WZW. Em 

primeiro lugar, apresentamos as principais propriedades das álgebras de Lie semi- 

simples. Assim, escrevemos os parênteses de Lie de seus geradores, nas bases de 

Cartan-Weyl e de Chevalley, definimos o traço normalizado dos geradores, através 

da forma de Cartan-Killing, e construímos os pesos fundamentais das representações 

lineares de dimensão finita da álgebra, através do cálculo da matriz de Cartan, 

bem como de sua inversa. Em seguida, dotamos a álgebra de Lie semi-simples de 

uma estrutura graduada, através da definição dos operadores de graduação , que 

conduzem às decomposições de Gauss dos elementos do grupo de Lie, associado à 

álgebra de Lie semi-simples. Neste sentido, apresentamos a decomposição abeliana 

de Gauss e mostramos como construir as decomposições não -abelianas de Gauss. 

Neste ponto, apresentamos o modelo de WZW, propriamente dito. Em particular, 

observamos que a ação que descreve o modelo de WZW é invariante por certas 

transformações dos elementos do grupo de Lie, associado à álgebra de Lie semi- 

simples, na qual este modelo está baseado. Neste sentido, esta simetria é assegurada 

quando escrevemos a ação que descreve 0 modelo de WZW em termos da identidade 

de Polyakov-Wiegmann. Mostramos ainda que a versão infinitesimal desta simetria 

conduz à verificação de que as correntes de quiralidades conservadas do modelo de 

WZW satisfazem uma álgebra de Kac-Moody. Finalmente, apresentamos o método 
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da redução hamiltoniana, que será exaustivamente utilizado neste trabalho. Como 

veremos, o método constitui-se de três etapas, a saber a escolha apropriada dos 

vínculos, a imposição conveniente das fixações de calibre, associadas a estes vínculos, 

e a exigência de um vínculo adicional, que conduz a condições de não -localidade, a 

serem satisfeitas pelos campos físicos, bem como a singularidades nas lagrangianas 

que descrevem os modelos reduzidos. Ao longo deste trabalho, chamamos estas 

condições de condições de buraco-negro. As reduções não -abelianas do modelo de 

WZW, de que tratamos neste trabalho, conduzem a simetrias dos modelos reduzidos, 

manifestadas através das álgebras-V, às quais já nos referimos, e que devem ser 

satisfeitas pelas correntes remanescentes da aplicação desta redução não -abeliana. 

Como vemos, estas álgebras-F surgem, então , naturalmente como estruturas mais 

fundamentais que aquelas, resultantes das reduções abelianas, i. e., as álgebras-iy. 

No Capítulo 2, apresentamos os modelos que decorrem da aplicação do 

método da redução hamiltoniana às correntes de quiralidades conservadas do mode- 

lo de WZW, baseado na álgebra de Lie B2. Construímos, então , quatro modelos, 

através de quatro reduções hamiltonianas específicas. Para cada um deles, apre- 

sentamos, em primeiro lugar, as lagrangianas que os descrevem, as condições de 

não -localidade satisfeitas pelos campos físicos e as correntes remanescentes. Em 

seguida, através de transformações de variáveis apropriadas, a não -localidade de 

um dos campos, em particular, numa direção na subálgebra de Cartan, manifesta-se 

explicitamente, o que conduz à revelação do caráter singular da lagrangiana, uma 

lagrangiana do tipo buraco-negro. Esta condição de não -localidade é a condição 

de buraco-negro. Finalmente, no contexto do formalismo canônico (cálculo dos mo- 

mentos canonicamente conjugados aos campos, equações de Euler-Lagrange etc.), 

verificamos a conservação das quiralidades das correntes remanescentes dos modelos 
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reduzidos. Observamos que um dos modelos reduzidos obtidos, o modelo-///, é 

uma reprodução do modelo de Bilal. Interpretamos estes modelos reduzidos como 

modelos de um buraco-negro. 

No Capítulo 3, estudamos os aspectos relacionados à invariância conforme 

dos modelos reduzidos. Em primeiro lugar, mostramos como verificar a álgebra-E, 

satisfeita pelas correntes remanescentes destes modelos. Para tanto, no âmbito do 

formalismo canônico, a partir dos parênteses de Poisson elementares, satisfeitos pelos 

campos físicos locais, calculamos as estruturas algébricas que devem ser satisfeitas 

pelos campos não -locais e deduzimos que as correntes remanescentes satisfazem uma 

álgebra-P, desde que sejam identificadas convenientemente (através da introdução 

de certas constantes apropriadas) com o tensor de energia-momento e com as cor- 

rentes não -locais, que satisfazem uma álgebra deste tipo. Em particular, mostramos 

todo o nosso procedimento, em detalhes, para o modelo-/, cujas correntes remanes- 

centes satisfazem uma álgebra-P de spin conforme igual a |. Em seguida, estu- 

damos a descrição dos modelos reduzidos em termos de campos livres (osciladores 

harmônicos). Para tanto, em primeiro lugar, consideramos que os campos possuem 

quiralidade bem definida e em seguida propomos certas transformações de variáveis 

sobre os campos, bem como conjecturamos as estruturas algébricas, satisfeitas então 

por estes novos campos. A condição de não -localidade, que deve também ser satis- 

feita pelos novos campos físicos, conduz a restrições sobre as constantes de estrutura 

da álgebra. Estas constantes de estrutura são , então , determinadas, impondo que as 

correntes remanescentes satisfaçam a álgebra-P apropriada. Finalmente, mostramos 

como escrever os novos campos físicos em termos dos campos livres, que satisfazem 

estruturas algébricas do tipo parênteses de Poisson clássicos, o que é de fundamental 

importância para uma possível quantização destes modelos reduzidos. Em particu- 
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lar, mostramos todo o nosso processo, em detalhes, para o modelo-//, cujas correntes 

remanescentes satisfazem uma álgebra-V de spin conforme igual a 2. 

No Capítulo 4, apresentamos um muito imteressante modelo, que decorre 

da aplicação do método da redução hamiltoniana às correntes de quiralidades con- 

servadas do modelo de WZW, baseado na álgebra de Lie Com o intuito de 

interpretá-lo como uma extensão dos modelos reduzidos, apresentados no Capítulo 

2, e que são baseados na álgebra de Lie B2, impomos uma redução adicional sobre 

suas correntes remanescentes, nas direções dos geradores de graus nulos, atribuídos 

por um certo operador de graduação , que conduz a uma decomposição não -abeliana 

de Gauss de um elemento do grupo de Lie, associado à álgebra de Lie Bz. Com esta 

redução adicional, é possível obter, após tranformações de variáveis apropriadas, 

condições manifestas de não -localidade, satisfeitas pelos campos físicos, e que são 

semelhantes àquelas dos modelos reduzidos, baseados na álgebra de Lie B2. Estas 

condições de não -localidade conduzem a duplas singularidades na lagrangiana que 

descreve o modelo reduzido, baseado na álgebra de Lie Bz, diferentemente do que 

ocorre com os modelos reduzidos, baseados na álgebra de Lie B2, cujas lagrangianas 

apresentam uma singularidade simples. Outro aspecto extremamente interessante 

acerca do modelo reduzido, baseado na álgebra de Lie Bz, diz respeito ao fato de 

que ele apresenta dois pares de correntes remanescentes não -locais, que satisfazem 

uma álgebra-E de spin conforme igual a 2, para cada quiralidade, diferentemente 

dos modelos reduzidos, baseados na álgebra de Lie B2, que apresentam um único 

par de correntes não -locais, satisfazendo álgebras-E, para cada quiralidade. Final- 

mente, observamos que para certos limites apropriados dos campos físicos do modelo 

reduzido, baseado na álgebra de Lie Bz, reproduzimos o modelo-/// (0 modelo de 

Bilal), que é baseado na álgebra de Lie B2. O modelo reduzido, baseado na álgebra 



de Lie Bz, é interpretado como um modelo de dois buracos-negros. 

No Capítulo 5, apresentamos, detalhadamente, a contribuição original de 

nosso trabalho e também os problemas em aberto que ele suscita. Aqui, fazemos 

um resumo desta contribuição . Em linhas gerais, ela pode ser compreendida como 

a construção de uma teoria de campos clássica 1+1-dimensional, que descreve a 

propagação de uma corda em um fundo bidimensional (euclidiano) do tipo buraco- 

negro. Esta construção provem da aplicação do método da redução hamiltoniana 

às correntes de quiralidades conservadas do modelo de WZW. A partir do modelo 

de WZW, baseado na álgebra de Lie B2, construímos quatro modelos reduzidos 

específicos. Deduzimos as estruturas algébricas satisfeitas pelas correntes remanes- 

centes dos modelos reduzidos, que provam ser álgebras-E, i. e., extensões não - 

locais da álgebra de Virasoro. No contexto do formalismo canônico, a partir dos 

parênteses de Poisson clássicos, que devem ser satisfeitos pelos campos físicos dos 

modelos reduzidos, verificamos as álgebras-E satisfeitas pelas correntes remanes- 

centes. Obtemos a descrição em termos de campos livres (osciladores harmônicos) 

dos modelos reduzidos, verificamos que estes campos livres satisfazem estruturas 

algébricas clássicas, do tipo parênteses de Poisson, e observamos que isto é de fun- 

damental importância para uma possível quantização dos modelos reduzidos. Por 

outro lado, a partir do modelo de WZW, baseado na álgebra de Lie B^, construímos 

um outro modelo reduzido. Deduzimos, também, as estruturas algébricas satisfeitas 

pelas correntes remanescentes deste modelo reduzido, que provam ser, novamente, 

álgebras-K. Verificamos que estes modelos reduzidos apresentam dois pares de cor- 

rentes remanescentes não -locais, que satisfazem a álgebra-V, para cada quiralidade, 

diferentemente dos modelos reduzidos, baseados na álgebra de Lie B^, que apre- 

sentam um único par de correntes remanescentes não -locais, que satisfazem uma 

XIV 



álgebra deste tipo, para cada quiralidade. Finalmente, verificamos que para limites 

apropriados dos campos físicos do modelo reduzido, baseado na álgebra de Lie B^,, 

reproduzimos o modelo-/// (o modelo de Bilal), que é baseado na álgebra de Lie 

82- Quanto aos problemas em aberto que discutimos neste capítulo final, são dois, 

a saber a relação entre os modelos reduzidos de um buraco-negro e a construção de 

modelos reduzidos de multi-buracos-negros. Mas, deixemos esta discussão para o 

Capítulo 5, propriamente dito. 

Há seis apêndices neste trabalho. O Apêndice A é uma breve revisão 

acerca da álgebra de Lie B2. O Apêndice B trata da obtenção das lagrangianas 

do tipo Polyakov-Wiegmann dos modelos reduzidos, baseados na álgebra de Lie B2. 

No Apêndice C, calculamos as correntes remanescentes da aplicação do método 

da redução hamiltoniana ao modelo de WZW, baseado na álgebra de Lie B2. No 

Apêndice D, deduzimos as álgebras-P de spins conformes iguais a | e iguais a 2, 

satisfeitas pelas correntes remanescentes dos modelos reduzidos, baseados na álgebra 

de Lie B2. O Apêndice E é uma breve revisão acerca da álgebra de Lie B3. No 

Apêndice F, deduzimos a álgebra-F de spin conforme igual a 2, satisfeita pelas 

correntes remanescentes do modelo reduzido, baseado na álgebra de Lie B3. 
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Capítulo 1 

O modelo de WZW 

Neste capítulo, apresentamos o modelo de Wess-Zumino-Witten (WZW). 

Para tanto, em primeiro lugar, fazemos uma breve revisão acerca das álgebras de 

Lie semi-simples e, em particular, mostramos como fornecer-lhes uma estrutura 

graduada. Em seguida, no contexto do modelo de WZW, propriamente dito, obser- 

vamos que a identidade de Polyakov-Wiegmann assegura uma importante simetria 

e mostramos como deduzir a álgebra de Kac-Moody satisfeita pelas correntes de 

quiralidades conservadas. Finalmente, apresentamos o método da redução hamilto- 

niana, que será exaustivamente utilizado neste trabalho, com o intuito de obter os 

modelos reduzidos de WZW. 

1.1 A álgebra de Lie semi-simples 

Dada uma álgebra de Lie G, uma sua subálgebra H C G é dita um invariante 

de G, ou um ideal para G, se H e G satisfazem os seguintes parênteses de Lie 

[H,G]CH. (1.1) 
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Dizemos que uma álgebra de Lie G é semi-simples se ela não possui nenhum ideal 

abeliano. Definimos a subálgebra de Cartan H C G como sendo sua mais ampla 

subálgebra abeliana, cujos elementos ainda podem ser simultaneamente diagonali- 

zados. 

1.1.1 Os parênteses de Lie 

Uma álgebra G de rank igual a r possui r raízes simples «j. A cada uma 

destas raízes simples associamos um gerador Hi e H de G através da projeção de 

«i sobre H, i. e., através de 

Também, a cada raiz ±a de G associamos um gerador de G, do tipo escada. 

Os geradores de G satisfazem os seguintes parênteses de Lie na base de Cartan- Weyl 

Hi = ai- H. (1.2) 

(1.3) 

[Hi, E±a] — (1.4) 

(1.6) 

onde 
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(X = OLi- OL. (1.6) 

A definição 

hi = \hí (1.7) 
af 

permite reescrever os parênteses de Lie dos geradores de G na base de Chevalley da 

seguinte maneira 

[hi,hj] = 0, (1.8) 

[/ij, ] i (1.9) 

onde 

E—cíj\ — (1.10) 

são as entradas da matriz de Cartan de G. 

(1.11) 
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1.1.2 O traço normalizado 

Dada uma representação linear de dimensão finita para G, definimos o traço 

normalizado de dois de seus geradores através de 

onde rjij é a forma de Cartan-Küling da representação em questão . 

1.1.3 Os pesos fundamentais 

Os r pesos fundamentais Aj de G são ortogonais a todas as raízes simples, 

exceto a uma delas, pois eles satisfazem a relação 

donde segue que eles podem ser reescritos como as seguintes combinações lineares 

das raízes simples 

Tr{hihj) = rjij, (1.12) 

Tr{hiEcf) = 0, (1.13) 

(1.14) 

= Y,h,'o‘j. (1.16) 
3 
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1.2 As decomposições de Gauss 

A álgebra G pode ser decomposta na forma 

G — (1,17) 

de tal modo que a cada componente Gi seja atribuído o grau i, através da relação 

[Q,G±i\ — áiiG±i, (1-18) 

onde Q é um operador de graduação definido, pelo menos até este ponto, abstrata- 

mente, sobre G. A motivação para dizer que a estrutura, assim obtida para G, é uma 

estrutura graduada decorre do fato de que as componentes Gi satisfazem a seguinte 

propriedade 

[Gj, Gj\ C G i+j- (1.19) 

1.2.1 A decomposição abeliana de Gauss 

Existem várias maneiras de se definir, explicitamente, um operador de gra- 

duação , sobre G. A mais comum é a seguinte 

\i-H 

at 
(1.20) 
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Neste C81S0, as componentes G±i contêm os geradores do tipo escada nas direções das 

raízes positivas (respectivamente, negativas), escritas como combinações lineares de 

i raízes simples. Concluímos, então , que 

G> — (1-21) 

G< = ©i<oG, (1.22) 

são componentes nilpotentes de G. A componente Gq é uma subálgebra abeliana de 

G, que contem os geradores na sua subálgebra de Cartan, i. e.. 

Go = [(/(!)]'. (1.23) 

A partir desta definição para Q, segue que um elemento g típico do grupo 

de Lie, associado à álgebra de Lie, pode ser escrito como o produto formal 

g = NAM, (1.24) 

onde N e M são exponenciais de combinações lineares dos elementos de G> e de G<, 

respectivamente, e A é a exponencial de combinações lineares dos elementos de Gq. 

A equação (1.24) é chamada de decomposição abeliana de Gauss para g, segundo o 

operador de graduação Q, definido sobre G. 
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1.2.2 As decomposições não -abelianas de Gauss 

Há uma outra maneira de se definir, explicitamente, um operador de gradu- 

ação , sobre G, e esta definição é, exaustivamente, utilizada neste trabalho. Ela é a 

seguinte 

ft = É2^. (1.25) 
j=í 

onde j ^ i. A ausência do peso fundamental na definição de Qi conduz a uma 

estrutura não -abeliana para Gq que contem agora, além dos geradores na subálgebra 

de Cartan de G, também os geradores do tipo escada E±ai, i. e.. 

Go = SL{2,U)^[U{1)Y-K 

Neste caso, g escreve-se como o seguinte produto formal 

(1.26) 

g = NBM, (1.27) 

onde B é a, exponencial de combinações lineares dos geradores na subálgebra de 

Cartan e dos geradores do tipo escada E±ai- A equação (1.27) é chamada de de- 

composição não -abeliana de Gauss para g, segundo o operador de graduação Qi, 

definido sobre G. 

Seguindo esta mesma linha de raciocínio, podemos remeter Go a uma estru- 

tura não -abeliana cada vez mais complicada através da seguinte definição , sobre 

G, para o operador de graduação 
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(1.28) 

onde j / i\,Í2, ■■■, ik, de tal modo que Go assuma a seguinte forma 

n 
'm=l G{m) (8) (1.29) 

onde s = com denotando o rank de G{m), para algum n < k. 

Neste caso, a decomposição não -abeliana de Gauss para g, segundo o operador 

de graduação em questão , é dada, formalmente, pela equação (1.27). 

Nesta seção , a partir do modelo-cr generalizado, apresentamos o modelo 

de Wess-Zumino-Witten (WZW). Observamos também que escrevendo a ação de 

WZW em termos da identidade de Polyakov-Wiegmann, asseguramos uma impor- 

tante simetria do modelo. Finalmente, mostramos como deduzir a álgebra de Kac- 

Moody, satisfeita pelas correntes de quiralidades conservadas. 

1.3.1 O modelo-(T generalizado 

O modelo-a generalizado é descrito pela ação [7] 

1.3 O modelo de WZW 

(1.30) 
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o campo g{a) em (1.30) é tomado como sendo um elemento de um dado grupo de 

Lie, associado a uma álgebra de Lie G semi-simples, a = são as coordenadas 

no espaço-tempo de Minkowski, e k são constantes de acoplamento adimensionais, 

k sendo necessariamente inteiro. O termo de Wess-Zumino T{g) é definido através 

da integral 

r(j) = ^ j éX("’’‘TT{g-'dagg-'dag~'õ,g). (1.31) 

O pseudo-tensor completamente anti-simétrico 6“*^^ = ±1 se {abc} for uma per- 

mutação par (respectivamente, ímpar) de {123}, ou anula-se em qualquer outro 

caso. A integral (1.31) é efetuada sobre um “volume” 2-t-l-dimensional de coorde- 

nadas A“, o contorno deste volume sendo identificado com uma “superfície” l-hl- 

dimensional, tangente ao espaço-tempo de Minkowski. Os valores assumidos por 

g{a) sobre este contorno determinam (1.31), módulo 2tt. 

1.3.2 O modelo de WZW 

Se = 0, a ação (1.30) reduz-se àquela que descreve o modelo-cr usual, que 

possui liberdade assintótica e massa efetiva. A solução completa deste modelo pode 

ser encontrada, por exemplo, em [8]. Entretanto, sob as escolhas k = 1,2,..., o 

caráter da ação (1.30) altera-se drasticamente. Em particular, o modelo apresenta 

invariância conforme, sob estas condições , e para 

Att 

T' 
(1,32) 
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Este modelo é não -massivo e seu comportamento de longo alcance é governado pela 

ação 

St(g) = kW(g). (1.33) 

onde 

W(g) = -^1 iP<rTr{dig-'aig) + r(s). (1.34) 

O modelo descrito pela ação (1.33) é chamado de modelo de Wess-Zumino-Witten 

(WZW). 

1.3.3 A identidade de Polyakov-Wiegmann 

A propriedade mais importante da ação (1.33) é sua invariância com respeito 

à álgebra de Kac-Moody (uma álgebra de correntes oo-dimensional). A ação (1.33) 

mantem-se inalterada sob as transformações 

^(a)-)■ ^(2:)5(<t)0(z), (1.35) 

onde 11(2:) e Ú{z) são elementos arbitrários do grupo de Lie, associado à álgebra de 

Lie G semi-simples, cujas dependências analíticas se dão com respeito às coordenadas 

complexas 

z (1.36) 
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(1.37) Z = + IX^, 

respectivamente. No espaço-tempo de Minkovski, as variáveis (1.36) e (1.37) são 

as coordenadas no cone-de-luz. Podemos assegurar a simetria (1.35), utilizando a 

notável relação [9] 

W{ABC) = W{A) + W{B) + W{C) 

+ ^ íd‘^aTr[iA-^dA){dB)B-^ 
IbTT J 

+ {B-^dB){dC)C-^ 

+ {A-^dA)B{dC)C-^B-\ (1.38) 

onde g = ABC e com d = e d = ■§=. A relação (1.38) é chamada de identidade 

de Polyakov-Wiegmann. 

1.3.4 As correntes de Noether 

A simetria (1.35) dá origem a um número infinito de correntes de Noether, 

de quiralidades conservadas, o que pode ser deduzido a partir das equações 

dJ = 0, (1.39) 

dJ = 0, 

satisfeitas pelas correntes básicas 

(1.40) 
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J = J“T“ 

= 9 (1.41) 

J = J“T“ 

= -dgg-\ (1.42) 

Aqui, T“ são os geradores da álgebra de Lie G semi-simples, cujos parênteses de Lie 

podem ser escritos, de uma maneira abstrata, através de 

[T“, T’’] = (1.43) 

onde são as constantes de estrutura. De fato, devido a (1.39) e a (1.40), segue 

que 

J“ = r{z), (1.44) 

r = r{z). (1.45) 

lo3«5 A álgebra de Kac-Moody 

As variações funcionais das correntes quirais J e J, sob as transformações 

iníinitesimais (1.35), onde 

12 



0(2:) = / + e{z) 

= / + e“(2:)T“, (1.46) 

Õ(z) = / + ê{z) 

= / + ê“(z)T“, (1.47) 

com / denotando o elemento unitário da álgebra de Lie G semi-simples, são descritas 

pelas fórmulas 

5J{z) = de{z) + [J{z), e(z)], (1-48) 

ÔJ{z) = dl(z) + [J{z),e{z)], (1-49) 

onde 5 = -^ e ô = jz. Devido a (1.41), (1.42) e (1.46), (1.47), utilizando (1.43), a 

partir de (1.48), (1.49), decorre que 

(1.50) 

(1.51) 

com 6b = e õb = -^ e onde usamos a propriedade de anti-simetria das constantes 

de estrutura pela troca de um par de índices. Neste ponto, identificando 
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concluímos que 

{J“(a), J\a')} = - a') - r^^J^(a')S(a - a'), (1.52) 

(r(a), = ô^%â(a - a') - r^^r(a')â(a - a'), (1.53) 

onde a e cr' são dois pontos do espaço-tempo de Minkowski de mesmas coordenadas 

temporais e coordenadas espaciais distintas. As equações (1.52) e (1.53) mostram 

que as correntes quirais J e J podem ser interpretadas como os geradores de uma 

álgebra de Kac-Moody. 

1.4 A redução hamiltoniana 

Nesta seção , apresentamos o método da redução hamiltoniana, que, como 

veremos, constitui-se de três etapas, a saber a escolha apropriada dos vínculos, a im- 

posição conveniente das correspondentes fixações de calibre, associadas aos vínculos 

escolhidos, e a exigência da satisfação da condição de buraco-negro, cuja denomina- 

ção ficará clara, ao longo deste trabalho. A aplicação do método dá-se às correntes 

quirais J e J, estudadas na seção anterior, e que, nesta seção , sem perda de gene- 

ralidade, escrevemos como combinações lineares dos geradores hi e E±a da álgebra 

de Lie G semi-simples, digamos 

J — Jihi J^lcíE- (1.54) 
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(1.65) 

Além disto, supomos uma estrutura graduada para a álgebra de Lie G semi-simples. 

1.4.1 Os vínculos 

Em primeiro lugar, impomos que todas as componentes de J (respectiva- 

mente, J) nas direções dos geradores do tipo escada de graus positivos (respectiva- 

mente, negativos) sejam nulas, exceto uma delas, i. e. 

J-a = 0, (1.56) 

Ja = 0, (1.57) 

para toda raiz a, exceto 

— A*) (1.58) 

Jp = /X, (1.59) 

para alguma raiz /?, onde fj, e p, são dois escalares. 

No contexto do formalismo canônico, a cada vínculo imposto sobre um 

campo, exigimos uma fixação de calibre, que deve ser imposta ao momento ca- 

nonicamente conjugado ao campo vinculado, com o intuito de obter uma redução 
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consistente do espaço de fase, i. e., do espaço linear gerado pelos campos e pelos 

momentos canonicamente conjugados aos primeiros. A transposição desta exigência 

para o caso presente constitui, precisamente, a segunda etapa de nosso método, que 

ora passamos a expor. 

1.4.2 As fixações de calibre 

Motivados pelo exposto no último parágrafo, para cada imposição de um 

vínculo do tipo J_q, = 0 (respectivamente, Jq = 0), exigimos a fixação de calibre 

J-y = 0, (1.60) 

J-^ = 0, 

de tal maneira que a raiz 7 satisfaça a seguinte condição 

(1.61) 

a = /3 + j. (1-62) 

Observe que esta exigência garante que todas as contribuições possíveis para a 

componente (respectivamente, J^), que, no âmbito do formalismo canônico, 

provêm dos parênteses de Poisson do tipo { J_q(ct), J.^(or')} (respectivamente, do 

tipo {Ja{o),J-ry{a')}), sejam proporcionais a /r (respectivamente, fi). Como estas 

estruturas algébricas são calculadas a partir dos parênteses de Poisson elementares 

do tipo {(f>i{a), onde 4>i e Hj denotam os campos físicos e os momentos 
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canonicamente conjugados aos primeiros, respectivamente, a exigência do formalis- 

mo canônico está cumprida. 

Suponha, entretanto, que não exista nenhuma raiz 7 que satisfaça a condição 

(1.62), para uma dada raiz a. Neste caso, exigimos que a fixação de calibre, associada 

ao vínculo J_q = 0 (respectivamente, = 0), seja dada por = 0 (respec- 

tivamente, = 0). Note que, agora, esta exigência garante o anulamento da 

contribuição dos parênteses de Poisson do tipo J(^(a')} (respectivamente, 

{Ja{cr), J_q.((t')}) para as componentes Jj (respectivamente, Ji), e sugere exigir que 

a fixação de calibre, associada ao vínculo J-p = [x (respectivamente, = p), seja 

dada por 

Jfi-H — 0, (1.63) 

J-fi-H = 0, (1.64) 

onde H denota a subálgebra de Cartan da álgebra de Lie G semi-simples. 

Há, porém, um preço a pagar, quando desta última exigência de fixação de 

calibre, e isto nos conduz, precisamente, à terceira, e última, etapa de nosso método. 

1.4.3 A condição de buraco-negro 

Com o intuito de anular a contribuição para a componente Ji (respectiva- 

mente, Ji), que provem dos parênteses de Poisson do tipo {Jí{ct), J^^{a')} (respec- 

tivamente, {Ji{(y),Jp{(y')}), e uma vez que já exigimos a fixação de calibre (1.63) 
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(respectivamente, (1.64)), associada à imposição do vínculo (1.58) (respectivamente, 

(1.59)), basta exigir, também, que as seguintes condições sejam satisfeitas 

Js-H — 0, (1.65) 

J-SH = 0, (1.66) 

onde ô • H denota uma direção , na subálgebra de Cartan H, ortogonal à direção 

denotada por (3 • H. As condições (1.65) e (1.66) são chamadas de condições de 

buraco-negro. Elas são denominadas assim devido ao fato de que, quando satisfeitas 

pelos campos físicos, conferem a eles um caráter não -local, que se reflete numa 

singularidade do tipo buraco-negro, presente na ação que descreve o modelo reduzido 

de WZW, como veremos ao longo deste trabalho. 
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Capítulo 2 

Os modelos reduzidos de um 

buraco-negro 

Neste capítulo, apresentamos os quatro modelos que decorrem da aplicação 

do método da redução hamiltoniana às componentes das correntes de quiralidades 

conservadas do modelo de WZW, conforme exposto no Apêndice C. 

No que segue, definimos as relações entre as derivadas quirais e as derivadas 

cartesianas dos campos dos quatro modelos reduzidos da seguinte maneira 

d = dt~ dx, (2.1) 

8 = S, + d,, (2.2) 

ou, equivalentemente, designamos estas relações do seguinte modo 

a. = i(ã + a). (2.3) 
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9. = ^{B-d). (2.4) 

Denotamos, também, exaustivamente, as derivadas cartesianas da seguinte forma 

(2.5) 

</>; = (2.6) 

No Apêndice B, exibimos as lagrangianas que descrevem os quatro modelos 

reduzidos. Neste capítulo, estas lagrangianas escrevem-se, de maneira geral, através 

de 

L = L{^i,d(f)i,d(l}i). (2.7) 

Com o intuito de verificar a estrutura algébrica satisfeita pelas correntes de quirali- 

dades conservadas dos modelos reduzidos, o que faremos no próximo capítulo, neste 

calculamos os momentos canonicamente conjugados aos campos, através da definição 

n, = (2.8) 
ò(pi 

Por outro lado, motivados pela verificação da conservação das quiralidades das cor- 

rentes dos modelos reduzidos, calculamos, também, a partir das lagrangianas que os 

descrevem, as equações de Euler-Lagrange, a saber 

SL 

sm) 
+ d 

6L 

5{d(j)i)_ ' 
(2.9) 
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2.1 O modelo-/ 

De acordo com o Apêndice B, o termo cinético e o potencial que descrevem 

o modelo-I escrevem-se, respectivamente, em termos dos campos físicos como 

T = d(pid(fi - dípid(p2 - d(f2d(pi + 2d(f2díp2-{■ 2d'ipdxe'^^ (2-10) 

Y — g2vJi-2v32 (2.11) 

Estes campos físicos, conforme o exposto no Apêndice C, satisfazem uma condição 

de buraco-negro, a saber 

d(f2 + = 0. (2.12) 

Ainda, no Apêndice C, encontramos as correntes de quiralidade direita conservada 

do modelo-I, que são dadas em termos dos campos não -físicos na forma 

(2.13) 

Jai = 9X\ + Xl + 2X2«/-Q2) (2.14) 

Jai+a2 — ^X2 + X1X2 — XsJ-ai- (2.15) 
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Os campos não -físicos, por sua vez, são dados em termos dos físicos através de 

Xi = -d(pi, (2.16) 

X2 = {dx + X9^i + X^dipe'^^ (2.17) 

9X3 = -xi (2.18) 

Do exposto acima, é imediato verificar que Xsí Jai e 9ai+02 escrevem-se em termos 

de Xi> X2 e J_a2- 

2.1.1 O termo cinético desacoplado 

Com o intuito de desacoplar os campos físicos que figuram no termo cinético, 

propomos uma transformação de variáveis, a saber 

De fato, desta transformação de variáveis, segue que o termo cinético reescreve-se 

como 

T’! = 0 + P, (2.19) 

<P2 = P- (2.20) 
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T — d(j)d(j) + dpdp + 2d'il)dxe^ (2.21) 

Além disto, dela decorre também que o potencial reescreve-se como 

V = (2.22) 

A condição de buraco-negro é, agora, dada por 

dp + ^ = 0. (2.23) 

Finalmente, concluímos que 

Xi = -d4> + x^V’e‘^ (2.24) 

X2 = {dx + xd4>), (2.25) 

J_a2 = d'i!)e^ P. (2.26) 

2.1.2 A lagrangiana singular 

Por outro lado, motivados pelo desejo de manifestar explicitamente o caráter 

não -local do campo físico p, propomos uma segunda transformação de variáveis, a 

saber 



(2.27) qp - -062, 

X = xe". 

Desta transformação de variáveis, com efeito, segue que 

dp — 

(2.28) 

(2.29) 

dp = 

onde 

(2.30) 

A = 1 + ^0X6“^. (2.31) 

A equação (2.30) é a condição de buraco-negro que segue da aplicação do método 

da redução hamiltoniana às componentes da corrente de quiralidade esquerda con- 

servada do modelo de WZW. A não -localidade do campo físico p, manifesta pelas 

condições de buraco-negro acima, fornece um caráter singular à lagrangiana. De 

fato, a partir desta transformação de variáveis, decorre que a lagrangiana reescreve- 

se como 

L^k ^_e2<A + dcl)d(t> + . (2.32) 
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Concluímos, finalmente, que 

= (^e^)e-Í 

Xi = -d(l> + — 

X2 = (dx + xd(j) - 

2.1o3 Os momentos 

(2.33) 

(2.34) 

(2.35) 

A equação (2.8) conduz aos momentos canonicamente conjugados aos cam- 

pos físicos, a saber 

H^ = 2ki(t)’+ d(l)), (2.36) 

= 2k^e*, (2.37) 

Hi = 2k^e*. (2.38) 

Uma vez de posse destes momentos, podemos reescrever as condições de buraco- 

negro como 
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(2.39) 

dp = (2-40) 

Finalmente, concluímos que 

= ^n*e-5. (2.41) 

Xi = + ^xHs, (2.42) 

X2 = (-x^' + ^xn* + ^An^e-« - 2x' - ei. (2.43) 

Os momentos canonicamente conjugados aos campos físicos, ora obtidos, serão 

exaustivamente utilizados no próximo capítulo, quando do cálculo da estrutura 

algébrica satisfeita pelas correntes remanescentes J-a^, e Jqi+q2- 

2.1.4 As equações de Euler-Lagrange 

A equação (2.9) remete às equações de Euler-Lagrange, a saber 

dd(j) = -h (2.44) 
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(2.45) 
^dij}dx 

-y ( 
^ A2 

,20 

^ A2 
=20 

(2.46) 

Com o auxílio dos momentos canonicamente conjugados aos campos físicos que 

figuram no parágrafo anterior, reescrevêmo-las como 

an* = 2k(r - <?*) - n; + (2.47) 

^^0 (2.48) 

1 - 
(2.49) 

Fazendo uso das equações de Euler-Lagrange, ora obtidas, é imediato verificar a 

conservação da quiralidade direita das correntes remanescentes Jai e Ja^+az- 
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2.2 O modelo-// 

De acordo com o Apêndice B, o termo cinético e o potencial que descrevem 

o modelo-II escrevem-se, respectivamente, em termos dos campos físicos como 

T = d(pid(pi - d(pid(f2 — d(p2d(fi + 2d(p2d(p2 + (2.50) 

V = (2.51) 

Estes campos físicos, conforme o exposto no Apêndice C, satisfazem uma condição 

de buraco-negro, a saber 

d(pi d- = 0. (2.52) 

Ainda, no Apêndice C, encontramos as correntes de quiralidade direita conservada 

do modelo-II, que são dadas em termos dos campos não -físicos na forma 

(2.53) 

Jc2 = dxi +Xi~ X2J-ai, (2.54) 

Jai+2a2 - dX3 + Xl^X2 “ XZ^Xl + xIJ-c^i- (2.55) 
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Os campos não -físicos, por sua vez, são dados em termos dos físicos através de 

Xi = -9(p2, (2.56) 

X2 = -^{9x + 2x5^2 + (2.57) 

X3 = 9X2 + XiX2- (2.58) 

Do exposto acima, é imediato verificar que xsi 9a2 ® Jai+2a2 escrevem se em termos 

de Xi) X2 e J-a,- 

2.2.1 O termo cinético desacoplado 

Com o intuito de desacoplar os campos físicos que figuram no termo cinético 

propomos uma transformação de variáveis, a saber 

De fato desta transformação de variáveis, segue que o termo cinético reescreve-se 

= P, (2.59) 

<P2 = 0 + 2^' (2.60) 

como 
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(2.61) T = 2d(f)d(j) + \-dpdp + ÕTpdxe^'^ 
Á 

Além disto, dela decorre também que o potencial reescreve-se como 

V = 2e^^. 

A condição de buraco-negro é, agora, dada por 

(2.62) 

dp + ^ = 0. 

Finalmente, concluímos que 

(2.63) 

Xi = -d(f> + (2-64) 

X2 = -^(^X + 2x^<^), (2.65) 

(2.66) 

2.2.2 A lagrangiana singular 

Por outro lado, motivados pelo desejo de manifestar explicitamente o caráter 

não -local do campo físico p, propomos uma segunda transformação de variáveis, a 

saber 
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^ = ^062, (2.67) 

X = Xei 

Desta transformação de variáveis, com efeito, segue que 

S, = 

(2.68) 

(2.69) 

dp = (2.70) 

onde 

A = 1 + (2.71) 

A equação (2.70) é a condição de buraco-negro que segue da aplicação do método 

da redução hamiltoniana às componentes da corrente de quiralidade esquerda con- 

servada do modelo de WZW. A não -localidade do campo físico p, manifesta pelas 

condições de buraco-negro acima, fornece um caráter singular à lagrangiana. De 

fato, a partir desta transformação de variáveis, decorre que a lagrangiana reescreve- 

se como 

L = k ^-2e"^ + 25090 + . (2.72) 
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Concluímos, íinalmente, que 

J- Ql (2.73) 

1 2<t> 
Xi = 2~Ã~ ’ (2.74) 

X2 = - 
1 

2 
(^dx + 2xd(j) - 

2 A ) 

£ 
e2. 

2.2.3 Os momentos 

(2.75) 

A equação (2.8) conduz aos momentos canonicamente conjugados aos cam- 

pos físicos, a saber 

n^==4k{(l>' + d<l>), (2.76) 

n* = P-’’’’) 

Hj = k^e^*. (2.78) 

Uma vez de posse destes momentos, podemos reescrever as condições de buraco- 

negro como 
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(2.79) dp = 

(2.80) 

Finalmente, concluímos que 

1 £ 
J-ai = ^n^e-2, (2.81) 

Xi = <í' - (2.82) 

Os momentos canonicamente conjugados aos campos físicos, ora obtidos, serão 

exaustivamente utilizados no próximo capítulo, quando do cálculo da estrutura 

algébrica satisfeita pelas correntes remanescentes J^ai, Jo2 ^ Jai+2a2- 

2.2.4 As equações de Euler-Lagrange 

A equação (2.9) remete às equações de Euler-Lagrange, a saber 

dd(f) = -2e^^ -b 
2é 

A2 ’ (2.84) 
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d (2.85) 
l^d-ipdx 

2^ A2 

d 
1 jdipdx 

-2*— 
(2.86) 

Com o auxílio dos momentos canonicamente conjugados aos campos físicos que 

figuram no parágrafo anterior, reescrevêmo-las como 

dii^ - Ak{<i>" - 2e^^) - n; + (2.87) 

(2.88) 

dU^ = (2-89) 

Fazendo uso das equações de Euler-Lagrange, ora obtidas, é imediato verificar a 

conservação da quiralidade direita das correntes remanescentes J^^i, Ja^ e Jai,+2a2- 
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2.3 O modelo-/// 

De acordo com o Apêndice B, o termo cinético e o potencial que descrevem 

o modelo-III escrevem-se, respectivamente, em termos dos campos físicos como 

T = d(pid(pi — dip\d(p2 — d(f2d(pi + 2d(p2dip2 + 2dil)dxe‘^^ (2.90) 

V = 2(l + . (2.91) 

Estes campos físicos, conforme o exposto no Apêndice C, satisfazem uma condição 

de buraco-negro, a saber 

dcp2 - \dipi + = 0. (2.92) 

Ainda, no Apêndice C, encontramos as correntes de quiralidade direita conservada 

do modelo-III, que são dadas em termos dos campos não -físicos na forma 

-/n = + 2xiX2) (2.93) 

■/qi+Q2 ~ ^^2 + X2 ~ XlX3, (2.94) 

Ja 1+202 = ^X3 + 2X2X3- (2.95) 
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Os campos não -físicos, por sua vez, são dados em termos dos físicos através de 

XI = (2.96) 

X2 = (2.97) 

X3 = -{dx + ^'^")- (2.98) 

Do exposto acima, é imediato verificar que Jay+a2 ^ '^qi+2q2 escrevem-se em 

termos de Xi, X2 e Xa- 

2.3.1 O termo cinético desacoplado 

Com o intuito de desacoplar os campos físicos que figuram no termo cinético 

propomos uma transformação de variáveis, a saber 

De fato, desta transformação de variáveis, segue que 0 termo cinético reescreve-se 

como 

(2.99) 

(2.100) 
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(2.101) T = ^d^d(j) + 2dpdp + 2dipdxe 
Là 

Além disto, dela decorre também que o potencial reescreve-se como 

K = 2(1 + 2V'xe“^^)e^- (2.102) 

A condição de buraco-negro é, agora, dada por 

dp + x9'ipe = 0. (2.103) 

Finalmente, concluímos que 

Xi = dípe (2.104) 

(2.105) 

X3 = -{9X + X^^^pe (2.106) 

2.3.2 A lagrangiana singular 

Por outro lado, motivados pelo desejo de manifestar explicitamente o caráter 

não -local do campo físico p, propomos uma segunda transformação de variáveis, a 

saber 
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(2.107) ij) - -06^, 

Desta transformação de variáveis, com efeito, segue que 

(2.108) 

dp = 
A ’ 

(2.109) 

onde 

(2.110) 

A = l+0x. (2.111) 

A equação (2.110) é a condição de buraco-negro que segue da aplicação do método 

da redução hamiltoniana às componentes da corrente de quiralidade esquerda con- 

servada do modelo de WZW. A não -localidade do campo físico p, manifesta pelas 

condições de buraco-negro acima, fornece um caráter singular à lagrangiana. De 

fato, a partir desta transformação de variáveis, decorre que a lagrangiana reescreve- 

se como 

L = k -2(1 + 2'ij)x)eX -h -d^d(j) + 2 djidx 

A 
(2.112) 
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Concluímos, íinalmente, que 

(2.113) 

(2.114) 

X3 = -9xe^. (2.115) 

2.3.3 Os momentos 

A equação (2.8) conduz aos momentos canonicamente conjugados aos cam- 

pos físicos, a saber 

= + d(i>), (2.116) 

By 
n.;, = 2k-^, (2.117) 

n* = 24^. (2.118) 

Uma vez de posse destes momentos, podemos reescrever as condições de buraco- 

negro como 
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(2.119) ap=-i;í% 

Sp = (2.120) 

Finalmente, concluímos que 

X. = (2.121) 

X2=\ [<l>' - in^) , (2.122) 

X3 = (2x' - (2.123) 

Os momentos canonicamente conjugados aos campos físicos, ora obtidos, serão 

exaustivamente utilizados no próximo capítulo, quando do cálculo da estrutura 

algébrica satisfeita pelas correntes remanescentes Jc^, Jai+a2 ® Jai+2o2- 

2.3.4 As equações de Euler-Lagrange 

A equação (2.9) remete às equações de Euler-Lagrange, a saber 

dd(f) = -2(1 + 2i/;x)e'^, (2.124) 
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(2.125) d{2 
A , 

= -4x6*^ - 2x' 
dipdx 

A2 ’ 

ã(2f)=-4^e^-2^^. (2.126) 

Com o auxílio dos momentos canonicamente conjugados aos campos físicos que 

figuram no parágrafo anterior, reescrevêmo-las como 

dU^ = - 2(1 + 2i/ix)e1 - (2.127) 

dn^, = -Akxe^ - (2.128) 

= -4A:V^e‘^ - (2.129) 

Fazendo uso das equações de Euler-Lagrange, ora obtidas, é imediato verificar a 

conservação da quiralidade direita das correntes remanescentes '^Qi; Jai+OL2 ^ Jai+2oi2' 
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2.4 O modelo-/]/ 

De acordo com o Apêndice B, o termo cinético e o potencial que descrevem 

0 modelo-IV escrevem-se, respectivamente, em termos dos campos físicos como 

T = dcpidípi - d(pid(fi2 - d(p2d(fi + 2d(p2d(p2 + (2.130) 

V = [(1-f (2.131) 

Estes campos físicos, conforme o exposto no Apêndice C, satisfazem uma condição 

de buraco-negro, a saber 

d(fi - dif2 - = 0. (2.132) 

Ainda, no Apêndice C, encontramos as correntes de quiralidade direita conservada 

do modelo-IV, que são dadas em termos dos campos não -físicos na forma 

Ja2 = 9x~ xd^2, (2.133) 

Jai+a2 — 9X2 + X2X^ + Xl/i2> (2.134) 

Jai+2a2 — 9X3 + XÍ ~ 2X2«/q2- (2.135) 
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Os campos não -físicos, por sua vez, são dados em termos dos físicos através de 

5X1 - Xi (2.136) 

= (2.137) 

X3 = -5^1. (2.138) 

Do exposto acima, é imediato verificar que Xii Jai+a^ e Jai+2Q2 escrevem-se em 

termos de X2, Xa e Ja2’ 

2.4.1 O termo cinético desacoplado 

Com o intuito de desacoplar os campos físicos que figuram no termo cinético 

propomos uma transformação de variáveis, a saber 

<pi — (j) p, (2.139) 

= çí>. (2.140) 

De fato, desta transformação de variáveis, segue que o termo cinético reescreve-se 

como 
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(2.141) T = d(j)d(l) + dpdp + dil}dxe^ 

Além disto, dela decorre também que o potencial reescreve-se como 

A condição de buraco-negro é, agora, dada por 

(2.142) 

dp - xd^eP-^ = 0. (2.143) 

Finalmente, concluímos que 

= -3'iPeP-'^, (2.144) 

X^ = -{d4> + xd^e^-% (2.145) 

Jc2 =9x- xd(f>- (2.146) 

2.4.2 A lagrangiana singular 

Por outro lado, motivados pelo desejo de manifestar explicitamente o caráter 

não -local do campo físico p, propomos uma segunda transformação de variáveis, a 

saber 
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^ = •06 2 j (2.147) 

X = Xe i 

Desta transformação de variáveis, com efeito, segue que 

dp = 

(2.148) 

(2.149) 

dp = (2.150) 

onde 

A = 1 + -'ipxe (2.151) 

A equação (2.150) é a condição de buraco-negro que segue da aplicação do método 

da redução hamiltoniana às componentes da corrente de quiralidade esquerda con- 

servada do modelo de WZW. A não -localidade do campo físico p, manifesta pelas 

condições de buraco-negro acima, fornece um caráter singular à lagrangiana. De 

fato, a partir desta transformação de variáveis, decorre que a lagrangiana reescreve- 

se como 

L = k |-[(1 + ^Xe-^)e^]2 ^ 2 
A (2.152) 
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Concluímos, íinalmente, que 

J. 012 dx - Xd(j) - 
ix^ 

2 A 

_£ 
e 2 (2.153) 

X3 = -dcj) - (2.154) 

X2 = - (2.155) 

2.4.3 Os momentos 

A equação (2.8) conduz aos momentos canonicamente conjugados aos cam- 

pos físicos, a saber 

H^ = 2k{(t)' + d(j)), (2.156) 

n^, = 2k^e-0>, (2.157) 

= 2Â:^e-^. (2.158) 

Uma vez de posse destes momentos, podemos reescrever as condições de buraco- 

negro como 
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Finalmente, concluímos que 

Ja, = (x0' - - 2x' - e“", (2.161) 

(2.162) 

(2.163) 

Os momentos canonicamente conjugados aos campos físicos, ora obtidos, serão 

exaustivamente utilizados no próximo capítulo, quando do cálculo da estrutura 

algébrica satisfeita pelas correntes remanescentes Jai+a2 ® Jai+2a2- 

2.4.4 As equações de Euler-Lagrange 

A equação (2.9) remete às equações de Euler-Lagrange, a saber 

dd(j) = -(1 + 'tpxe ~ (2.164) 



5 =-2x(l + V^xe (2.165) 

d = -2^(1 + i>xe~^)e^ - (2.166) 

Com o auxílio dos momentos canonicamente conjugados aos campos físicos que 

figuram no parágrafo anterior, reescrevêmo-las como 

du^ = 2k[(j>" - (1 + t^xe-‘^)e^1 - n; - (2.167) 

= -2A:x(l + ^Xe“^)e'^ - (2.168) 

Bn^ = -2A:^(1 + 'ípxe~V ~ (2.169) 

Fazendo uso das equações de Euler-Lagrange, ora obtidas, é imediato verificar a 

conservação da quiralidade direita das correntes remanescentes Ja2, Jai+a^ ® '^1+202- 
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Capítulo 3 

As estruturas algébricas dos 

modelos de um buraco-negro 

Neste capítulo, verificamos a invariância conforme dos modelos reduzidos 

apresentados no capítulo anterior. Fazemos isto em detalhes, em primeiro lugar, para 

o modelo-/, no contexto do formalismo canônico, para, em seguida, procedermos da 

mesma maneira com respeito ao modelo-//, para o qual, em particular, introduzimos 

a importante noção de campos livres. 

3.1 O formalismo canônico 

Nesta seção , mostramos como proceder à verificação das estruturas algé- 

bricas satisfeitas pelas correntes de quiralidade direita conservada dos modelos re- 

duzidos, apresentados no capítulo anterior, no contexto do formalismo canônico. Em 

particular, desenvolvemos todo o nosso procedimento, em detalhes, para o modelo-/. 

A extensão do método aqui apresentado para os demais modelos é direta. 

Em primeiro lugar, lembramos que o formalismo canônico estabelece que 
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os campos físicos 0, V' e X do modelo-/, junto com os momentos canonicamente 

conjugados a eles, satisfazem os seguintes parênteses de Poisson elementares 

= 5{a - a'), (3.1) 

{^(^)> {o')} = 5{a-a'), (3.2) 

{xW>nx(o-')} = á(ír-ír'). (3.3) 

A partir destas estruturas algébricas elementares, calculamos os parênteses de Pois- 

son satisfeitos pelas correntes remanescentes do modelo-/. De fato, como veremos, 

elas satisfazem uma álgebra-P de spin conforme igual a |, a menos de certas re- 

definições convenientes, que envolvem o cálculo de constantes apropriadas. De qual- 

quer modo, nosso próximo passo é fixar a constante k, que figura na iagrangiana do 

modelo-/ e é isso que faremos a seguir. 

3.1.1 A Iagrangiana 

Bem, no capítulo anterior, vimos que o caráter não -local do campo p 

manifesta-se através das condições de buraco-negro, satisfeitas pelos campos físicos 

4>, íp e por ele próprio. Agora, levando em conta estas condições , escritas como 

em (2.39) e (2.40) e com o auxílio de (2.4) podemos escrever 

P' (3-4) 
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Ora, dos parênteses de Poisson elementares satisfeitos pelos campos físicos e pelos 

momentos canonicamente conjugados a eles, segue imediatamente que 

Íp(ít), ~ a'), (3.5) 

(3.6) 

{pM, x(o-')} = (3-7) 

{p(cr), n^(cr')} = ^n^((r')e(í^ - (3.8) 

Por outro lado, de acordo com (2.41), a corrente remanescente J_q2 é dada 

por 

J-02 = (3-9) 

Desta maneira, fazendo uso dos parênteses de Poisson, ora obtidos, satisfeitos pelo 

campo não -local p e pelos campos físicos '0 e x e momentos canonicamente conju- 

gados a eles, decorre claramente que 

{J_q2((t), J_q2((t')} = -^J_a2(o-) J_a2(<r')e(a - o'). (3.10) 

Entretanto, desejamos identificar a corrente remanescente J-a^ com uma das cor- 

rentes não -locais V'^ ou V~, que satisfaçam uma álgebra-P de spin conforme igual 
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a |. Neste sentido, devemos impor que a corrente remanescente J_q2 satisfaça a 

seguinte condição (conferir com o Apêndice D) 

{V*{a), = iy±(ff)K±K)£(<7 - a’). (3.11) 

Desta forma, comparando as equações (3.10) e (3.11), concluímos que a constante k 

deve assumir o seguinte valor 

k = -i (3.12) 

para o modelo-/. 

Com este valor de k, é fácil ver que o modelo-/ será descrito pela seguinte 

lagrangiana 

donde seguem os seguintes momentos canonicamente conjugados aos campos físicos 

(f),'ípex 

(3.14) 

= -^e*, (3.15) 
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e as seguintes equações de Euler-Lagrange 

dn^ = -ir - + n; + (3.17) 

dn^ = ^xn^n^, (3.18) 

= —'011^,11;^. (3.19) 

Além disto, decorre que a corrente remanescente e os campos não -físicos Xi 6 

X2 agora escrevem-se como 

J-a2 = -n^e"2, (3.20) 

Xi = 0' + - xHx, (3.21) 

X2 = - (x0' + + An^e-^ + 2x' - Ix^^x) • (3-22) 

Ainda, concluímos que os parênteses de Poisson satisfeitos pelo campo não -local p 

e pelos campos físicos 0 e x e momentos canonicamente conjugados a eles são dados 

por 

{p((t), 0((t')} = -^ra')cia - ct'), (3.23) 
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(3.24) 

(3.25) 

{P(^)> nx((j')} = -^n^(cr')e((T - ít')- (3.26) 

3.1.2 o tensor de energia-momento 

Nosso desejo agora é identificar o tensor de energia-momento T, que sa- 

tisfaça uma álgebra-F de spin conforme igual a |, com a corrente remanescente 

Ja.1 do modelo-/, a menos de uma constante apropriada, cujo valor passamos a 

determinar. Para tanto, vamos verificar as estruturas algébricas satisfeitas pelas 

correntes remanescentes e J-a^- Bem, de acordo com a equação (2.14), a corrente 

remanescente escreve-se como 

Deste modo, os parênteses de Poisson satisfeitos pelas correntes remanescentes 

e J-CC2 são dados por 

Jai — dXl + Xl + 2X2'^-Q2- (3.27) 
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J—a2Í.^ )} {dx\{(y),J-a2W)} 

+ 2xi(cr){xi(cr), J_a2(o-')} 

+ 2{x2(o-), J-a2(o-')}'^-a2(í^) 

+ 2X2((^){'/-a2W>^-a2(o'')}- (3.28) 

Neste ponto, lembramos que a equação (2.4) permite reescrever dxi através 

de 

9xi =5xi-2x'i. (3.29) 

Agora, se calcularmos dx\ para Xi escrito como em (3.21), com o auxílio das equações 

(3.14) a (3.19), será fácil mostrar que 

dx\ = (3.30) 

Porém, é imediato ver que dx\ e J_q2 comutam, desde que (f) claramente comuta 

com p e rij^. Em outras palavras, verificamos que 

{%i(o-), J-a2Í(^')} = 0. (3.31) 

Desta maneira, o cálculo dos parênteses de Poisson que figuram em (3.28) reduz-se 

ao cálculo da seguinte estrutura algébrica 
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+ 2xi(cr){xi(c7), J_a2(ír')} 

+ ‘^{X2{(^),J-Ol2W)}J-OL2{(^) 

+ 2X2(o-){J-a2(o-), J-aaío-')}- (3.32) 

Ora, a partir das estruturas algébricas elementares (3.1) a (3.3) e das estru- 

turas algébricas (3.23) a (3.26), decorrem os seguintes parênteses de Poisson 

{Xi(o-), J_a2(a')} = -J-oc2[(y')5{a - cr'), (3.33) 

{X2{<y),J-a2W)} = 2d„5{a-(j') 

+ x\{<y')K(^ - (y') 

1 
- -^X2{(y)J-cc2{.cF')e{(J - <t'). (3.34) 

Portanto, substituindo (3.33) e (3.34) em (3.32), concluímos que 

{Jai(cr), J_a2{(y')} = 6J_Q2(cr')9cr5(cr - cr') - 49^/(cr')á(cr - cr'). (3.35) 

Mas, queremos identificar a corrente remanescente com o tensor de 

energia-momento T, que satisfaça uma álgebra-V de spin conforme igual a |. Neste 

sentido, devemos impor que satisfaça a seguinte condição (conferir com o A- 

pêndice D) 

{T(cr), l/±(a')} = ^V^{a')dJ{a - a') - d,,V^{(j')5{a - a'), (3.36) 
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donde concluímos imediatamente que devemos dividir por 4 para obtermos T. 

Em outras palavras, devemos identificar 

(3.37) 

3.1.3 As correntes não -locais 

Queremos agora identificar as correntes remanescentes Jqi+q2 e J-a2 com 

as correntes não -locais 17+ e V~, que satisfaçam uma álgebra-K de spin conforme 

igual a |. Para ver isto, vamos verificar as estruturas algébricas satisfeitas pelas 

correntes remanescentes Jai+02 e J-a2- Bem, de acordo com a equação (2.15), a 

corrente remanescente Jai+02 escreve-se como 

Deste modo, os parênteses de Poisson satisfeitos pelas correntes remanescentes 

Jai+a2 6 J-02 são dados por 

Neste ponto, lembramos que a equação (2.4) permite reescrever dx2 através 

Jai+a2 — 9X2 + X1X2 — X'iJ-a2- (3.38) 

{Ja,+a2{(^)^J-a2W)} = {^X2(o^), ^-«2(c^')l 

+ {x\{<y),J-a2{(y')}x2{(y) 

+ xi{(^){x2{<y),J-a2{<y')} 

- {Xs(cr), J_„3(cr')}J_a2(cr) 

- Xz{(y){J-a2{<y),J-a2{<r')}. (3.39) 

de 
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dX2 = dx2 - 2X2- (3.40) 

Agora, se calcularmos dx2 para X2 escrito como em (3.22), com o auxílio das equações 

(3.14) a (3.19), será fácil mostrar que 

dX2 = -(xe2)e^^. (3.4I) 

Ora, fazendo uso das estruturas algébricas elementares (3.1) a (3.3) e das estruturas 

algébricas (3.23) a (3.26), segue imediatamente que 

{dX2{(y),J-a2W)} = - cr') 

- \dx2{<y)-a'). (3.42) 

Além disso, conforme a equação (2.18), Xa escreve-se como 

dXz = -xi 

Por outro lado, é evidente que também podemos escrever 

(3.43) 

9X3 = 9x3 - 2x3, (3.44) 

devido à mesma equação (2.4), e através de um cálculo semelhante àquele que con- 

duziu à expressão (3.41) remetermo-nos a 

9X3 = -{xe^fe^^. (3.45) 
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Portanto, das equações (3.43) a (3.45) decorre que 

Xz = \[xí-{xe"?e^% (3.46) 

Novamente, utilizando as estruturas algébricas elementares (3.1) a (3.3) e as estru- 

turas algébricas (3.23) a (3.26), concluímos que 

ÍX3(o-), = X2Í(t')SÍ(T - a') 

+ \[Xs{(^) - - (t') 

+ \[dX2[(y') + Xi{(^')X2{cr')Ho- - (^'). (3.47) 

De tudo que vimos até agora, estamos finalmente numa posição confortável! 

Conhecemos todas as estruturas algébricas que figuram no membro direito de (3.39), 

o que conduz à seguinte expressão para os parênteses de Poisson de Jai+a2 e J~a2 

{J«i+Q2(a), J_«2(cr')} = -4dl5{a-a') 

+ - a') 

~t/oi|-|-Q;2 (^)'7—0:2 )^(*^ *^ ) 

+ ^Jai+a2(0-')'>^-a2(0')e(0- -O-'). (3.48) 

Como as correntes não -locais e V~, que satisfaçam uma álgebra-1^ de spin 

conforme igual a |, verificam os seguintes parênteses de Poisson (conferir com o 

Apêndice D) 
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{VHa),V^{a')} = TdlS(a-a') 

± T{a')ô{a-a') 

+ lv^W)V^{a)e{a-a'), (3.49) 

é fácil concluir que se, por exemplo, dividirmos Jai+a2 ^ J-a2 2, obteremos 

e V~, desde que levemos em conta a equação (3.37). Em outras palavras, podemos, 

por exemplo, identificar 

V- = -inje-5, (3.50) 

V* =^^X2 + ^XlX2-X^V^■ (3.51) 

Além disto, a equação (3.37) reescreve-se agora como 

T=^dX<+lxf + X2V-. (3.52) 

Naturalmente, o método que ora expomos pode ser aplicado de maneira 

semelhante ao cálculo dos demais parênteses de Poisson necessários à verificação 

da consistência, como um todo, da álgebra-P de spin conforme igual a |, a que 

nos referimos nesta seção . Sua extensão aos demais modelos, como já dissemos, 

é imediata, conduzindo, analogamente, a redefinições convenientes das correntes 

remanescentes, sempre através da introdução de certas constantes apropriadas. 
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3.2 Os campos livres 

Nesta seção , mostramos como introduzir a noção de campos livres para 

descrever os modelos reduzidos apresentados no capítulo anterior. Como veremos, 

uma escolha apropriada das constantes de estrutura dos parênteses de Poisson ele- 

mentares satisfeitos por estes campos mantem a invariância conforme dos modelos. 

Em primeiro lugar, suponha que os campos físicos (j)i que descrevem os mo- 

delos reduzidos sejam todos de quiralidade direita definida (a suposição de que todos 

eles sejam de quiralidade esquerda definida conduz a resultados equivalentes). Em 

outras palavras, suponha que d(j)i = 0, para todos os campos físicos 4>i- Segue 

imediatamente que os termos cinéticos T que descrevem os modelos são todos nulos, 

i. e., T = 0, donde decorre que as lagrangianas L que os descrevem reduzem-se a seus 

potenciais P, a menos de uma certa constante k, ou seja, L = —kV (conferir com o 

Apêndice B). Além disto, a partir da equação (2.4), concluímos que d(f>i = —20(. 

Considere, em particular, o modelo-//. No âmbito do que ora expomos, sua 

lagrangiana escreve-se da seguinte maneira 

L = -2ke^'^. (3.53) 

Por outro lado, não faz mais sentido chamarmos a equação (2.63) de condição de 

buraco-negro, na medida em que ela nao mais conduz a uma singularidade na la- 

grangiana que descreve o modelo-//. No contexto presente, ela é tão somente uma 

condição de nao-localidade e é assim que a chamaremos de agora em diante. Em 

particular, ela pode ser lida do seguinte modo 
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p' + ^ — 0. (3.54) 

Os campos não -físicos do modelo-// são dados da seguinte forma 

Xx=2cj>' (3.55) 

X2 = x! + 2x<^', (3.56) 

X3 — “2x2 + XlX2- (3.57) 

Finalmente, as correntes remanescentes do modelo-// são fornecidas por 

(3.58) 

Ja2 = -2Xl +Xl~ X2Í-ai, (3.59) 

/ 

Jai+2oi2 — “2%3 “ 2X1X2 + 2X2X1 + (3.60) 

Neste ponto, procedemos a uma certa transformação conveniente de variá- 

veis sobre os campos físicos do modelo-// que conduzirá diretamente à introdução 

da noção de campos livres para descrevê-lo. 
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3.2.1 Os novos campos físicos 

Considere a seguinte transformação de variáveis sobre os campos físicos do 

modelo-// 

P = fi+f2, (3.61) 

<t> = (3.62) 

X = f+e^\ (3.63) 

= (3.64) 

Esta transformação de variáveis permite reescrever a condição de não -localidade da 

seguinte maneira 

/í + /2 + /+/- — 0- (3.65) 

Além disto, a corrente remanescente J_ai e os campos não -físicos x\ ^ X2 lêem-se 

agora do seguinte modo 

=-2/ie--^S (3.66) 
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Xl =/2 -/+/-) (3.67) 

X2 = {f'+-flf'-)e>'. (3.68) 

O campo não -físico Xs ^ correntes remanescentes Jq,^ e Jqi+2q2) naturalmente, 

escrevem-se em termos dos campos físicos Xi ^ X2 e da corrente remanescente J_ai ■ 

Neste ponto, conjecturamos que os novos campos físicos satisfaçam os se- 

guintes parênteses de Poisson elementares 

{/i(o-), /i(^')} = ciie(a - a'), (3.69) 

{/i(o-), f2Í(r’)} = Ci2e(cr - a'), (3.70) 

{/2(o-), f2Í<^')} = C22^{o- - o-'), (3.71) 

{/i(o-),/+(cr')} = (3-72) 

{/i(í^),/-(cr')} = Cif_{(T')e{a - cr'), (3.73) 

{/2(í7-), /+(cr')} = cí/+(cr')e((T - cr'), (3.74) 
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{f2ÍcT)J'-{a')} = c^f_ia')e{a-a% (3.75) 

{/+(<7),/+(^')} = c++/+(a)/+((T')e(cr - a') (3.76) 

{U{cr),f'_{a')} = c+ ô{a-a') 

+ c“+/+(íT)/i((T')e(cr - o-'), (3.77) 

= c-f_WUa>)e{a - a'). (3.78) 

Observemos, entretanto, que as onze constantes de estrutura dos parênteses 

de Poisson elementares acima não são todas independentes. Com efeito, se nos lem- 

brarmos da condição de não -localidade (3.65), que deve ser satisfeita pelos campos 

físicos, concluiremos que ela deve impor certas restrições sobre estas constantes. 

De fato, substituindo estas estrturas algébricas elementares na condição de não - 

localidade, podemos reescrevê-las da seguinte forma 

{/i(<7),/i(0} = -koe{a - a'), (3.79) 

{/i(c^),/2(o-')} = koe{a-a'), (3.80) 

{/2(cr), /2(o-')} = -koe{a - a'), (3.81) 
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{/iM,/+K)} = kif+{(r'Ho- - (t'), (3.82) 

{fi(cr), - a'), (3.83) 

{/2(o-), f+{<y')} = k2f+{(ry{(T - a'), (3.84) 

{f2Ícr), = -k2fL{(r')e{a - cr'), (3.85) 

{/+(o-)> /+(f^')} = -2(^1 + k2)f+{(r)U{a')e{cr - a'), (3.86) 

{/+(í^),/-(o-')} = 2(A;i + Ai2)5(cr - cr') 

+ 2(Â;i + A:2)/+(a)/(.(o-')e(c7 - o-'), (3.87) 

{M, /:(rr')} = -2{kr + ^2)/i(a)/:(a')e(rT - rr'). (3.88) 

Notemos, portanto, que há agora, tão somente, três constantes de estrutura 

dos parênteses de Poisson elementares, satisfeitos pelos campos físicos, a descobrir, 

a saber ko, k\ e k2- Com o intuito, pois, de determiná-las passemos à verificação da 

invariância conforme do modelo-//, no contexto destas novas estruturas elementares. 
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3.2.2 A invariância conforme 

Em primeiro lugar, observemos que dos parênteses de Poisson elementares 

satisfeitos por fi, f2, f+ e f'_ segue imediatamente que a corrente remanescente J_q,^ 

satisfaz a seguinte estrutura algébrica 

{J_ai(o-), = -2 (^k2 + ^ko'^ (cr)(ír')e(o- - cr'), (3.89) 

donde decorre claramente que 

^2 + 2^0 = ~2’ (3.90) 

desde que identifiquemos a corrente remanescente J^ai com uma das correntes não 

-locais V~^ ou V~, que satisfaçam uma álgebra-^ de spin conforme igual a 2 (conferir 

com o Apêndice D). A equação (3.90) refere-se, portanto, à primeira das relações 

satisfeitas pelas constantes de estrutura dos parênteses de Poisson elementares a 

que nos referimos. Resta, pois, obter duas outras relações . Neste sentido, notemos 

a seguir que dos parênteses de Poisson elementares, concluímos também que os 

campos físicos /i, /2, /+ e /i e a corrente remanescente J_on satisfazem as seguintes 

estruturas algébricas 

= -(^1 - ko)J_a:ic^')e{cr - a'), (3.91) 

= -{k2 + ko)J-a,{(r')e(a - a'), (3.92) 
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{U{a),J-aÁ<^')} = -4{ki + k2)e 

+ 2 ^/S2 + ^ki^ U(a)J_a,{a')e{a - cr'), (3.93) 

{f'-{cr), J_ai(o-')} = -2 (^k2 + ^A;i^ f_{a)J_ai{(r')e{a - a'). (3.94) 

Por outro lado, a partir destas estruturas algébricas, segue que os campos não - 

físicos xi e X2 e a corrente remanescente J-ai satisfazem os seguintes parênteses de 

Poisson 

{Xi(<^)> = -2A:oJ-ai(o-')5(cr - 0-'), (3.95) 

{X2(o-),^-ai(o-')} = -4{ki + k2)daS{a - a') 

- 4{ki + k2)xi{(^')H(^ - 

- [kl - ko)X2{(^)J-ai (o-')e(^ - (3.96) 

Além disto, destes parênteses de Poisson, decorre que as correntes remanescentes 

Jq2 6 J-ai satisfazem a seguinte estrutura algébrica 

{Jq2(ct), J_m(cr')} = 4[ko + {kl + k2)]J-ai{cr')da5{a - a') 

- 4{ki + k2)d„iJ-ai {(^')^{(y — <y') 

- 4% - {kl + k2)]xi{(y')J-a,{(y‘)à{(T - cr') 

+ [(^1 - ^o) - l]X2(cr)^-ai(o-)^-ai(cr')€(cr - a'), (3.97) 
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donde concluímos claramente que 

ko — k\ + k2, (3.98) 

ki-ko = 1, (3.99) 

desde que identifiquemos as correntes remanescentes Jq,2 e respectivamente, 

com o tensor de energia-momento T e com uma das correntes não -locais V'^ ou V~, 

que satisfaçam uma álgebra-K de spin conforme igual a 2 (conferir com o Apêndice 

D). 

As equações (3.98) e (3.99), juntamente com a equação (3.90), permitem, 

pois, determinar, univocamente, as constantes de estrutura dos parênteses de Poisson 

elementares satisfeitos pelos campos físicos /i, /2, /+ e f'_. Com efeito, seus valores 

são 

ko = 1, (3.100) 

kl = 2, (3.101) 

k2 = -1. (3.102) 

Uma vez de posse dos valores numéricos destas constantes de estrutura, 

escrevemos os parênteses de Poisson elementares satisfeitos pelos campos físicos da 

seguinte maneira 
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(3.103) 

{/i(o-), /2(o-')} = e(o- - a'), (3.104) 

{/2(o-), Í2Í(^’)} = -e(o- - cr'), (3.105) 

{/i(<7),/+(ít')} = 2/+(íj')e(f^ -í^'), (3.106) 

{/i(f^),/i(í^')} = -2/l(íT')e((T - a'), (3.107) 

{/2(o-), /+(cr')} = -f+i<j')e{a - a'), (3.108) 

{/2(ít), /Í((t')} = /i((x')e(<^ - (3.109) 

if+{<^), f+{(^')} = -2U{a)U{a')e{a - cr'), (3.110) 

{U{a),f_{a')} = 2S(a-a') 

+ V+{o-)f-{(T')e{a-a'), (3.111) 
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{fUa),f_{a')} = -2f'_ia)fU^')e{a-a'). (3.112) 

Vale observar aqui que a estrutura algébrica satisfeita pelas correntes re- 

manescentes Jq2 ^ '^-Qi modelo-//, que obtivemos, escreve-se do seguinte modo 

{Ja2(cr), = 8J-a,{(T')da5{a - a) 

— J_Qi(cr')(i(cr — cr'), (3.113) 

donde deduzimos, imediatamente, através de argumentos análogos àqueles expostos 

na seção anterior, que devemos dividir a corrente remanescente 4, com o 

intuito de obtermos, efetivamente, o tensor de energia-momento T, que satisfaça 

uma álgebra-V de spin conforme igual a 2 (conferir com o Apêndice D). 

Neste ponto, estamos finalmente em posição de introduzir a noção de campos 

livres, com o intuito de descrever o modelo reduzido-//. 

3.2.3 A descrição 

Uma observação um tanto mais sutil da estrutura algébrica elementar satis- 

feita pelos campos físicos, apresentada no parágrafo anterior, revela a esperança de 

poder escrever /+ e f'_ (que desempenham o papel dos antigos x ^ respectiva- 

mente) em pé de igualdade com /i e /2 (que desempenham o papel dos antigos p 

e (/)), i. e., em termos de exponenciais de outros campos físicos. Com efeito, basta 

observar os parênteses de Poisson elementares (3.110) a (3.112), para perceber que 

tais estruturas repetem os campos em questão , na direção de e(a—a'), precisamente 

como se eles fossem escritos em termos de exponenciais de outros campos. De fato, 
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é possível fazer o que ora mencionamos. Para ver isto será suficiente considerarmos 

a seguinte transformação de variáveis 

(3.114) 

(3.115) 

/+ = exp(v^z/i), (3.116) 

(3.117) 

Além disto, com o intuito de manter a invariância conforme do modelo-//, devemos 

impor que estes novos campos físicos Ui satisfaçam os seguintes parênteses de Poisson 

elementares 

Estes novos campos físicos são , finalmente, os campos livres, que descrevem 

o modelo-//. Eles possuem este nome porque são típicos de descrições de modelos de 

osciladores harmônicos. Por outro lado, são de fundamental importância no estudo 

da quantização canônica dos modelos em teorias de campos. 

Vale notar aqui que os campos livres em questão não são todos indepen- 

dentes. Com efeito, eles ainda devem satisfazer a condição de não -localidade. Neste 

sentido, um deles escreve-se em termos dos demais. 

{í/í((t), i/j(<t')} = -%e(<7 - a'). (3.118) 
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Capítulo 4 

O modelo reduzido de dois 

buracos-negros 

Neste capítulo, apresentamos um modelo reduzido de WZW descrito por 

uma lagrangiana que apresenta uma dupla singularidade e que denominamos de 

modelo reduzido de dois buracos-negros. Para manifestar tal singularidade, através 

de relações de não -localidade satisfeitas pelos campos físicos, recorremos a uma 

redução adicional à redução hamiltoniana. Observamos também que a estrutura 

algébrica satisfeita pelas correntes remanescentes deste modelo reduzido é uma ex- 

tensão da álgebra-V^, satisfeita pelas correntes remanescentes do modelo-/// (o mo- 

delo de Bilal), o que sugere, com efeito, que este modelo reduzido seja uma extensão 

daquele. 

4.1 O modelo original 

Nesta seção , calculamos as correntes de quiralidade direita conservada do 

modelo de WZW, baseados numa decomposição não -abeliana de Gauss. 
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4.1.1 A decomposição não -abeliana de Gauss 

0 operador de graduação exposto no Apêndice E, conduz à seguinte 

decomposição não -abeliana de Gauss para um elemento g do grupo de Lie, associado 

à álgebra de Lie Bz 

g = NBM, (4-1). 

onde 

N = exp(z/iEai + l^2Ea,+a2 + PzEai +(12+0:3 

H“ ^4-^ai+0!2+2oí3 ^5-^o;i+2a2+2o:3)) (4.2) 

M = exp(/iiE_ai +/Í2-É^-ai-a2 +A‘3-Ê^-Qi-a2-a3 

d“ ai —Q2—2q3 "b 01—202—203)) (4.3) 

com 

B = nam, (4.4) 

n = exp(V>iE^2+2o3 + V’2^02 + i^sEa^ + (4.5) 

m = exp(xiE_a2-203 + X2E-a^ + ^3^-03 + X4E^a2-as), (4.6) 
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a = exp (f>hi + {p + 4>)h2 + (4.7) 

Observe que na decomposição abeliana de Gauss para B tomamos o campo cj) na 

direção do operador de graduação Q2s, que é ortogonal às direções de /i2 e hs (conferir 

com o Apêndice E). Neste sentido, esta escolha para a parametrização de a, em 

termos dos geradores na subálgebra de Cartan de desacopla o campo (j) dos 

demais, p e pa, no termo cinético da lagrangiana que descreve o modelo reduzido, 

como veremos em breve, na medida em que a escolha manifesta o caráter ortogonal 

do sistema de coordenadas. 

4.1.2 A corrente de quiralidade direita conservada 

De acordo com o Capítulo 1, segue que a corrente de quiralidade direita 

conservada do modelo de WZW, baseado na álgebra de Lie B^, pode ser escrita da 

seguinte maneira 

J = M~'^B-'^N-'^dNBM + M~^B~^dBM + M~^dM. (4.8) 

A partir da decomposição não -abeliana de Gauss, exposta no parágrafo anterior, 

e com o auxílio da fórmula de BGH (conferir com o Apêndice B), decorre que as 

componentes da corrente podem ser lidas através de 

ai —2q2 —2q3 lõ) (4.9) 

"7—Qi —Q2—2o!3 I4) (4.10) 
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(4.11) >/—ai —Q2—Q!3 ■‘3) 

J-oc,-a2 = >2, (4.12) 

J—ai — ^\i (4.13) 

J-02-2a3 = ~ + ^5^2, (4.14) 

J_Q,2 = X2 — Y2ll\ + ls/^4, (4.15) 

J-a3 = ^3 “ Yz^Í2 + 44/X3, (4.16) 

J-a2-a3 = X4 — I3/Í1 + I5//3, (4.17) 

Ji — X5 + YiHi + Y2^2 + 2Í3/X3 + Y/íix/^ + Fsyt^s, (4.18) 

J2= X^-{- Y2fJ,2 + + ^4^4 + 2I5/Í5, (4.19) 
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Jz — ^7 + yzl^z + (4.20) 

■^02+03 -^8 “ ^1/^3 + ^^3/^5) (4-21) 

Jaz — -^9 “ ^/^3 + i^/^4) (4.22) 

Jq;2 = Xio — í1lAí2 + 5^5M5) (4.23) 

-^Q2+2as — ^11 ~ ^1^4 + 5^2M5j (4.24) 

+ (X1/X4 + X2II2 + 2X4/Í3 — 2X^ix\ + X^fii) 

+ ■” ~ 2I3/Í1//.3 

— I4M1M4 + í^(a*'2M4 + A*!)]) (4-25) 

>^01+02 

+ {—X\fJ,5 + 22Í3//3 — X5/X2 " Xefj/2 + 2X7//2 + -^loMí) 

+ [~^l/^l/^2 ~ ^A^2 ~ 2Y3//2/^3 

+ Í^4(MiP'5 + /Í3) — Í^5A^2/^s], (4.26) 
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'^Q!1+Q!2+Q3 = 

+ (—^3/^4 ~ ^4/^5 ~ ^sMa + + ^9/^2) 

+ “ ^2/^2AÍ3 + “ /^3 + /^2A*4) 

— F4/X3^4 — F5//3/X5], 

i/q. 1+Q2+2Q3 

+ 

+ 

dii^ 

(—X2/X5 — X5/Í4 + X%ix^ — 2XjIJ,4^ — 2Xg/J,3 + XiiyUi) 

[—YiliilJ.4^ + 5^2(/^iA*'5 + f4) ~ YYzlizjJ,^ 

Y4.IA - 5^5y^4jU5], 

l Q!l+2a2+2Q3 9/^5 

+ {~XsfJ,5 — 2X3^3 — Xio/24 — X11//2) 

+ [^1 (AÍ2A4 + /^s) ~ ^2/^2/^5 — 2Í3/X3/X5 

- Í4/Í4/Í5 - 

onde 

Jti — a^i, 

2í^2 — “^1X3 + ^2 + 2X4X3) 

(4.27) 

(4.28) 

(4.29) 

(4.30) 

(4.31) 
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(4.32) X3 — X\ ^X4 + 2X2X3^ + X3 — 0:4X2, 

^4 = -a:iX3 + 2:4, 

Xg = d<i>, 

Xe = {dp + d(í>) 

+ Xi Xi- X3 (x4 + ^X2Xs) + 2:2X2 + 20:4 ^X4 + ^X2Xa) , 

X-! — ^dp3 + 

+ 2:1 Xi + 
1 2\ 
gX2X3 j + 2:3X3 + X4 (^X4 - ^X2X3^ , 

= (^X4 + ^X2^X3 - ^Xs5x2) 

+ - (x4 - ^X2X3^ dp - 2X2X^^P3 

- 2:1 (xi + ^X2xl) (x4 + ^X2Xa) - 2:2X2 (x4 - ^X2Xa) 

Xi + X3 (x4 + |x2Xa) - 2:4 X4 - X2 (xi + ^X2xi) - 2:3 

X^ = 5x3 + (xa5p - 2x3 5^3) 

- 2:1X3 (xi + ^X2xl) - 2^2 (x4 - ^X2Xa) 

+ 2:3X3+074 Xi - X3 (x4 - ^X2X3) 

(4.33) 

(4.34) 

(4.35) 

(4.36) 

(4.37) 

(4.38) 
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^10 — ^X2 + (~2X2^P + 2X2^P3) 

+ [xi + 2^2X3^ ~ ^2X2 

+ 2xz (^X4 + ^X2Xs) - 2X4X2 (x4 + ^X2Xs) , (4.39) 

2Í11 = 

+ 

e também onde 

(4.41) 

(4.42) 

(4.43) 

Yi — Vi + 4/2X2 + 2yz ^X4 + 2^2X3 

+ 4/4 Xi - X3 (^X4 + ^X2Xs) 

- ys X4 + X2 (xi - ■^X2X3) ) 

^2 — 4/2 + 24/3X3 “ 4/4X3 

V5 Xi + X3 ^X4 ~ gX2X3^ ; 

^3 — 4/3 ~ y4X3 — 4/5 ^X4 “ 2^2X3^ , 

dXl - |x3'9X2 - (X4 - ^X2Xs) ^X3 + X3^X4 

{-2X3 X4 - 2^2X3 

(xi + ^X2Xs) Xi + 7X2X3 + a?2 X4 - 7X2X3 

^dp-2 Xi - X3 {x4 - 2X2X3) ^Paj 

0^ 

2X3X3 (xi + ^X2X3) - 2^:4 {xi + -^X2X3) (x4 ~ |x2X3) (4.40) 
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Ya = Vi- V5X2, (4.44) 

com 

Xi = 

e também com 

Ya — Vb, (4.45) 

d'4h - •“'03 ^'02 + ^04 + ^0203^ 503 ~ 03^04 
-2/f>3 (4.46) 

X2 = 9026^^^® (4.47) 

X3 = 503e"-2«*, (4.48) 

X4 = (^904 - ^02503 + ^03502^ (4.49) 

yi = 5i/ie'’ (4.50) 

V2 = (5í^2 + 025/2i)e^'’® ^ (4.51) 
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2/3 dvz + ipsdp^ + + ^i^2fp3 dui (4.52) 

í/4 = {dP4- 2'ip^dui - ipldu2]e‘' 

+ I - '«/'a (^4 + 1^2V^a)] dvi I 
,p-2p3-</> (4.53) 

ya = I^Z^s - - 2 ^^4 - ^'02V’3) Sz/sj 

- I 2^1 + V^a {^4 + ^V’2V’3) 5*^2} 

+ I ^>4 - V>2 (v*! + ^V'2V’|) 

-p-(j) 

-p-<t> (4.54) 

4.2 O modelo reduzido 

Nesta seção , aplicamos o método da redução hamiltoniana, conforme ex- 

posto no Capítulo 1, às componentes da corrente de quiralidade direita conservada 

do modelo original, obtidas na seção anterior. Entretanto, com o intuito de con- 

struir um modelo reduzido de WZW que seja uma extensão dos modelos reduzidos 

apresentados no Capítulo 2, propomos uma redução adicional. 

4.2.1 A redução hamiltoniana 

De acordo com o método da redução hamiltoniana, conforme exposto no 

Capítulo 1, vamos impor os seguintes vínculos sobre as componentes da corrente 

de quiralidade direita conservada do modelo original 
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t/—Ql—2o2 —2o3 — 0 — 0, (4.55) 

J —ai—a2—2az ~ 0 — 0, (4.56) 

J —cti—a2—ct3 — 1 ^ ^ ~ 1) (^•^'^) 

J-ai-a2 = 0 1^2 = 0, (4.58) 

= 0 Fi - 0, (4.59) 

bem como exigir as seguintes fixações de calibre, a eles associadas 

^Q2+Q3 ~ 0 ^ ^8 ~ /^5) (4.60) 

Jq3 = 0 Xg = -/i4, (4.61) 

Ji = J2 = J3 = 0 ^ Xs = Xg = 2X7 = -2//3, (4.62) 

J_Q3 = 0 =4^ X3 = /i2, (4.63) 

83 



J—Q.2—OÍÍ   0 ^ -^4   /^l) (4.64) 

donde decorrem as seguintes correntes remanescentes 

'^—0:2—20!3 -^1 j 

'^Q2 -^10) 

J. 02+203 11) 

J,, = 9X4 - X1X9 + X2X3 - X4X5, 

I I 

'^01+02 — 9X3 + — .^3-^5 + .^4-^10) 

"ai4-012+0:3 

J. 0:1 +a2+2o3 — dXg + X2XS + X^Xg + X4X11, 

(4.65) 

(4.66) 

(4.67) 

(4.68) 

(4.69) 

(4.70) 

(4.71) 

(4.72) 
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(4.73) 

Para verificar que as correntes remanescentes, ora obtidas, satisfazem a 

álgebra-V de spin conforme igual a 2, como exposto no Apêndice F, basta identi- 

ficar (no espírito do Capítulo 3, i. e., a menos de certas constantes apropriadas) o 

tensor de energia-momento T = e, por exemplo, as correntes não -locais 

4.2.2 A redução adicional 

Ora, nosso desejo aqui é construir um modelo reduzido de WZW que seja 

uma extensão dos modelos reduzidos apresentados no Capítulo 2. Aqueles, eram 

baseados na álgebra de Lie B2 e este é baseado numa álgebra de Lie de rank maior, 

Bz- Neste sentido, queremos anular as componentes da corrente de quiralidade 

direita conservada nas direções dos geradores de Bz de grau nulo, que lhes atribui o 

operador de graduação Q2Z, o que se cumpre com a imposição dos seguintes vínculos 

adicionais sobre as correntes remanescentes da redução hamiltoniana 

bem como com a exigência das seguintes fixações de calibre, a eles associadas 

(4.74) 

= 0 X2 = 0, (4.76) 
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'^q;2+20!3 ^ -^11 (4.76) 

= 0 Xio = 0. (4.77) 

As condições (4.76) e (4.77) provam ser puras relações de consistência com a con- 

servação da quiralidade direita das correntes remanescentes. As condições (4.74) e 

(4.75), juntamente com a condição (4.62), entretanto, revelam uma muito interes- 

sante estrutura do tipo buraco-negro, como veremos a seguir. 

4.3 A lagrangiana 

A lagrangiana L do modelo reduzido, de que tratamos neste capítulo, pode 

ser escrita formalmente da seguinte maneira 

L = k{T-V), 

onde o termo cinético T pode ser lido do seguinte modo 

(4.78) 

T = Tr(n ^dnadmm ^) + -Tr{a ^dada ^) (4.79) 

e o potencial V, da seguinte forma 

V = Tr{BEa^ +a2+OísE E—cíx—a^—ois ), (4.80) 

na medida em que J_qi-02-03 = 1> para a redução liamiltoniana que consideramos. 

Denotamos a constante de acoplamento adimensional por k. 
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4.3.1 A lagrangiana do modelo reduzido 

Com o auxílio do traço normalizado dos geradores de B3, conforme exposto 

no Apêndice E, segue que 

Tr{a~^dadaa^^) — d(j)d(f) + 2dpdp - 2dpdpz — 2dpzdp + Adpzdp^, (4-81) 

Tr{rr^dnadmm~^a~^) = + 2:3X36^^®'^ + X4X4C^, (4.82) 

rr(5£'ai+a2+a3-S“'-E'ai+a2+a3) = 2(l + 2'ip3Xze‘'~^^^ + 2'0xe“^)e‘^, (4.83) 

onde Xi, X2, X3 e X4 são dados como em (4.46), (4.47), (4.48) e (4.49), respectiva- 

mente, ao passo que xi, X2, X3 e X4 são dados por 

X4 + -X2X3 (4.84) 

X2 = (4.85) 

3^3 = 5X36'’ (4.86) 

(4.87) 
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Q ip Q X escrevem-se da seguinte maneira 

(4.88) 

1 
X = X4 - 2X2X3. 

4.3.2 A lagrangiana singular 

(4.89) 

As condições adicionais (4.74) e (4.75), juntamente com a condição (4.62), 

que devem ser satisfeitas pelos campos físicos, traduzem-se nas seguintes equações 

dil>i - ^ií’ld'ip2 + (^■04 + ^V’2'03) - '03^V^4 = 0, (4.90) 

+ 2X3 (^d'ip4 - ^V’2^'03 + •^V’3^'02) e~^ = 0, (4.91) 

dp -I- 

+ 2 (|x4 + ^X2X3) = 0, (4.92) 

dp = 2^p^ + X3^V’3e^“^^A (4.93) 

A princípio, parece ser difícil extrair uma condição semelhante àquelas que temos 

chamado de condições de buraco-negro, ao longo deste trabalho, do conjunto de 
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equações acima. Entretanto, uma observação um tanto mais atenta destas relações 

sugere que possamos subtrair (4.91) de (4.92) e utilizar (4.88) e (4.89) para reescrever 

+ 2xz{d^l) + ipsd'ip2)e-P = 0, (4.94) 

dp + 2x{d'ip + 'il)3d'ip2)e~P = 0. (4.95) 

Neste ponto, propomos a seguinte transformação de variáveis 

'03 = '4>3eP^~2P^ (4.96) 

X3 = (4.97) 

'ij) = 'tpe^P, (4.98) 

X = Xe"^, (4.99) 

donde decorre que podemos reescrever as equações (4.93), (4.94) e (4.95) da seguinte 

maneira 

(1 + '4>zXz)dp = 2(1 + '4>zXz)dpz + 2x30X3, (4.100) 
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(1 + 2'ip3Xs)dÍ’2e'’^ ^ = -2x3 + ^'4’dp^ , (4.101) 

(1 + i>^dp = -2x(9'0 + 'il)3d'ip2e^^ . (4.102) 

Agora, estamos íinalmente numa posição confortável! De fato, das equações 

(4.101) e (4.102) segue diretamente que 

onde 

(4.103) 

A = 1 + 2-03X3 + 0x- (4.104) 

Por outro lado, substituindo a equação (4.103) na equação (4.100), decorre imedia- 

tamente que 

onde 

d Pa = 
X3^'03 x50 

Aa A ’ 
(4.105) 

Aa = 14-03X3. (4.106) 

As equações (4.103) e (4.105), juntamente com as equações 
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(4.107) 

ã,3 = A-Ç, (4,108) 

que provêm da aplicação do método da redução hamiltoniana às componentes da 

corrente de quiralidade esquerda conservada do modelo de WZW, baseado na álgebra 

de Lie B3, manifestam explicitamente o caráter de não -localidade dos campos p e 

P3 e merecem ser chamadas de condições de buraco-negro, desde que conduzam a 

singularidades desta natureza na lagrangiana do modelo reduzido. Com efeito, em 

vista delas, é possível escrever tal lagrangiana do seguinte modo 

L = k -2(1 -I- 2^3X3 + d- 2^^^ + 2^^^ (4.109) 

Esta é, enfim, a lagrangiana singular que descreve o modelo reduzido de dois 

buracos-negros. 

Observe que no limite em que 1p3,X^ 0, reproduzimos o modelo-/// (o 

modelo de Bilal), na medida em que, para este limite, a equação (4.109), que descreve 

o modelo reduzido de dois buracos-negros, identifica-se com a equação (2.112), que 

descreve o modelo de Bilal (um modelo de um buraco-negro). 

Isto sugere fortemente que 0 modelo reduzido de dois buracos-negros, que 

construímos neste capítulo, seja uma extensão de um modelo de um buraco-negro. 

Aliado a este fato, observe ainda que a estrutura algébrica satisfeita pelas 

correntes remanescentes do modelo reduzido de dois buracos-negros, construído neste 

capítulo é, com efeito, uma extensão da álgebra-E satisfeita pelas correntes remanes- 

centes dos modelos 11 e 111 (dois modelos de um buraco-negro). 
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No capítulo seguinte, tecemos comentários detalhados com respeito a nos- 

sas conjecturas acerca desta questão e de outros problemas em aberto, que nosso 

trabalho suscita. 
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Capítulo 5 

Conclusões e problemas em aberto 

Neste capítulo final, após resumir tudo o que fizemos, desejamos discutir 

alguns pontos aos quais somos remetidos naturalmente através deste trabalho e cuja 

solução ainda está por vir. Estes pontos são a relação entre os modelos reduzidos 

de um buraco-negro e a construção de modelos reduzidos de multi-buracos-negros. 

5.1 Conclusões 

Neste trabalho, construímos uma teoria de campos clássica 1+1-dimensional, 

que descreve a propagação de uma corda em um fundo bidimensional (euclidiano) 

do tipo buraco-negro. A técnica utilizada para esta construção foi a aplicação do 

método da redução hamiltoniana às correntes de quiralidades conservadas do modelo 

de WZW. 

A partir do modelo de WZW baseado na álgebra de Lie B2, construímos 

quatro modelos reduzidos, através de quatro reduções hamiltonianas específicas. 

Utilizando a fórmula da variação funcional das correntes de quiralidades conser- 

vadas, que provem das simetrias da ação que descreve o modelo de WZW, com 
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respeito a transformações infinitesimais do elemento do grupo de Lie, associado à 

álgebra de Lie B2, na qual o modelo de WZW está baseado, fomos capazes de de- 

duzir que as correntes remanescentes de dois dos modelos reduzidos satisfazem uma 

álgebra-K de spin conforme igual a |, ao passo que as correntes remanescentes dos 

outros dois, uma álgebra-F de spin conforme igual a 2. No contexto do formalis- 

mo canônico, verificamos as estruturas algébricas clássicas do tipo parênteses de 

Poisson dos campos físicos e das correntes remanescentes dos modelos reduzidos. 

Através de transformações de variáveis apropriadas, obtivemos a descrição destes 

modelos reduzidos em termos de campos livres (osciladores harmônicos), desde que 

estes campos tenham quiralidade bem definida. Além disto, conjecturamos as es- 

truturas algébricas por eles satisfeitos e determinamos exatamente os valores de 

suas constantes de estrutura, impondo invariância conforme dos modelos reduzidos. 

Salientamos a importância para uma possível quantização dos modelos reduzidos, 

na medida em que estas estruturas algébricas são do tipo parênteses de Poisson 

clássicos. Um destes modelos reduzidos por nós obtidos, o modelo-///, reproduz 

o modelo de Bilal. Chamamos estes modelos de modelos reduzidos de um buraco- 

negro. 

Por outro lado, a partir do modelo de WZW baseado na álgebra de Lie 

Bs, construímos um outro modelo reduzido, novamente através da aplicação do 

método da redução hamiltoniana às correntes de quiralidades conservadas. Além 

disto, recorremos a uma redução adicional, com o intuito de obter uma extensão 

das simetrias dos modelos reduzidos de um buraco-negro. Mais uma vez, usamos a 

fórmula da variação funcional das correntes de quiralidades conservadas para deduzir 

a estrutura algébrica satisfeita pelas correntes remanescentes do modelo reduzido, 

que provamos ser uma álgebra-U de spin conforme igual a 2. Entretanto, diferente- 
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mente do que ocorre para os modelos reduzidos de um buraco-negro, para os quais 

há um único par de correntes remanescentes não -locais, que satisfazem álgebras-V, 

para cada quiralidade, para este modelo reduzido, baseado na álgebra de Lie há 

dois pares de correntes remanescentes não -locais, que satisfazem a álgebra-F, para 

cada quiralidade. Através de transformações de variáveis apropriadas, mostramos 

que dois dos campos físicos do modelo reduzido, baseado na álgebra de Lie S3, ma- 

nifestam explicitamente seu caráter não -local. Mostramos ainda que as relações de 

não -localidade que devem ser satisfeitas pelos campos físicos deste modelo reduzido 

conduzem necessariamente a duplas singularidades na lagrangiana que 0 descreve. 

Finalmente, provamos que para limites apropriados dos campos físicos deste modelo 

reduzido, esta lagrangiana se reduz àquela que descreve o modelo-/// (o modelo 

de Bilal) de um buraco-negro, cujas correntes remanescentes satisfazem também 

uma álgebra-F de spin conforme igual a 2, interpretando assim, com efeito, este 

modelo reduzido como sendo uma extensão do modelo-///. Chamamos este modelo 

de modelo reduzido de dois buracos-negros. 

5.2 Problemas em aberto 

Nosso trabalho suscita questões , cuja solução deve ser investigada. Nesta 

seção , discutimos duas delas, a saber a relação entre os modelos reduzidos de um 

buraco-negro e a construção de modelos reduzidos de multi-buracos-negros. 
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5.2.1 A relação entre os modelos reduzidos de um buraco- 

negro 

Em primeiro lugar, discutimos a relação entre os modelos reduzidos de um 

buraco-negro. Como já dissemos, dois dos modelos reduzidos de um buraco-negro, 

que construímos neste trabalho, são tais que suas correntes remanescentes satisfazem 

uma álgebra-E de spin conforme igual a |, ao passo que para os outros dois, suas 

correntes remanescentes satisfazem uma álgebra-F de spin conforme igual a 2. Por 

isto, conjecturamos que modelos que apresentam mesma simetria conforme devem 

ser equivalentes, no sentido de descrever a mesma teoria. 

Construímos os dois modelos reduzidos de spin conforme igual a 2 através 

de duas parametrizações distintas do elemento do grupo de Lie, associado à álgebra 

de Lie B2, na medida em que utilizamos dois operadores de graduação distintos 

quando da decomposição não -abeliana de Gauss deste elemento. Neste sentido, 

uma maneira de provar sua equivalência seria escrever este elemento do grupo de 

Lie em termos das duas parametrizações , numa representação matricial apropri- 

ada, e procurar por uma transformação que os relacione. Conjecturamos que esta 

transformação deve ser semelhante a uma rotação de Weyl, que permuta as raízes 

de uma álgebra de Lie. Assim, esta transformação permutaria, por assim dizer, as 

correntes remanescentes. 

Os dois modelos reduzidos de spin conforme igual a | foram construídos, 

utilizando-se a mesma parametrização para o elemento do grupo de Lie. Ora, como 

conjecturamos que eles sejam equivalentes, esperamos que a relação entre as la- 

grangianas que os descrevem seja de tal sorte que, após uma transformação apro- 

priada de coordenadas, sua diferença se escreva na forma de uma divergência total.- 

96 



Ambos os cálculos a que nos referimos nos dois parágrafos acima, entretanto, 

não se mostram triviais, exigindo portanto um estudo mais aprofundado do grupo 

de simetria das transformações residuais dos modelos reduzidos de um buraco-negro. 

5.2.2 A construção de modelos reduzidos de multi-buracos- 

Passemos agora à discussão acerca da construção de modelos reduzidos de 

multi-buracos-negros. Recentemente, Gervais e Saveliev [10] mostraram que mo- 

delos não -abelianos de Toda conduzem a sistemas conformes exatamente solúveis, 

em presença de buracos-negros. Estes modelos correspondem a modelos reduzidos 

de WZW, cujo grupo de simetria das transformações residuais é nilpotente, sendo 

portanto de natureza essencialmente distinta daquela do coset 5'L(2,9?)/[/(l), con- 

siderado por Witten. Dentro deste contexto, eles mostraram que existe um operador 

de graduação , definido sobre uma álgebra de Lie para o qual a lagrangiana que 

descreve tais sistemas é dada por 

negros 

onde 

(5.2) 

v= (Xl,X2,-,Xn-l), (5.3) 
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com (j), ipi e Xi denotando os campos físicos. Esta lagrangiana representaria uma 

estrutura do tipo buraco-negro multi-dimensional. 

Observe que as lagrangianas que descrevem os modelos reduzidos de um 

buraco-negro, que obtivemos, são bastante semelhantes a (5.1). Em linhas gerais, 

conjecturamos que elas devem ser equivalentes, seguindo a argumentação da seção 

anterior. 

Com respeito à lagrangiana que descreve o modelo reduzido de dois buracos- 

negros que obtivemos, entretanto, as dificuldades aumentam. De fato, esta la- 

grangiana apresenta uma dupla singularidade, diferentemente de (5.1), que apresenta 

uma singularidade simples. Ora, por um lado, é bem verdade que não esgotamos 

o estudo da classe de modelos reduzidos de dois buracos-negros, que provêm da 

aplicação do método da redução hamiltoniana às correntes de quiralidades conser- 

vadas do modelo de WZW baseado na álgebra de Lie Neste sentido, conjec- 

turamos que haja alguma outra espécie de redução hamiltoniana, diferente daquela 

por nós estudada, que conduza diretamente à obtenção de uma lagrangiana seme- 

lhante a (5.1). 

Por outro lado, conjecturamos que haja uma transformação de coordenadas 

sobre os campos físicos do modelo reduzido de dois buracos-negros que obtivemos, 

tal que a lagrangiana que o descreve manifeste explicitamente seu caráter singular, 

como ocorre com a lagrangiana que figura em (5.1). 

Mais uma vez, ambas as conjecturas que fazemos nos dois parágrafos acima 

conduzem a cálculos altamente não triviais. Com efeito, ainda diriamos que, pro- 

vavelmente, seria bem mais instrutivo, em primeiro lugar, esgotar completamente 

o estudo da classe de modelos reduzidos de dois buracos-negros que provêm da 

aplicação do método da redução hamiltoniana às correntes de quiralidades conser- 
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vadas do modelo de WZW. Isto colocaria o nosso conhecimento com respeito ao 

grupo de simetria das transformações residuais destes modelos, por assim dizer, em 

pé de igualdade com relação aos modelos de um buraco-negro, no espírito de nossa 

argumentação ao final da última seção . 

De qualquer maneira, o fato de que a estrutura algébrica, satisfeita pelos dois 

pares de correntes remanescentes não -locais do modelo reduzido de dois buracos- 

negros, é uma extensão daquela, satisfeita pelo par de correntes remanescentes não 

-locais, do modelo-/// (o modelo de Bilal) de um buraco-negro, para cada quira- 

lidade, estimula-nos a procurar por uma formulação que conduza à construção de 

modelos reduzidos de multi-buracos-negros, baseados numa álgebra de Lie Bn- 
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Apêndice A 

A álgebra de Lie B2 

A álgebra de Lie semi-simples B2 tem rank igual a 2. Logo, ela possui 

duas raízes simples, que denotamos por ai e «2. Com estas duas raízes simples, 

construímos todas as oito raízes da álgebra, quatro positivas e quatro negativas, a 

saber ±«1, ±«2, ±(o;i +«2) e ±(«1 +20:2)- 

A.l Os geradores 

A cada raiz simples de associamos um gerador na sua subálgebra de 

Cartan, que representamos por h\ e I12. Também, a cada raiz de B2, associamos um 

gerador do tipo escada, que simbolizamos por Ea, onde a corresponde a qualquer 

uma destas raízes. 

A.1.1 Uma representação linear 

Uma representação linear, bastante conveniente a nossos propósitos neste 

trabalho, para os geradores de B2 é fornecida em termos de osciladores fermiônicos. 
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Esta representação linear pode ser realizada numa representação matricial, constituí- 

da por matrizes quadradas de ordem cinco. No que segue, exibimos tal representação 

linear para os geradores na subálgebra de Cartan e para os geradores do tipo escada. 

/q = 

^000 00 

0 10 0 0 

0 0-1 0 0 

0 0 0 -1 0 

0 0 0 0 1 J 

ho = 

^0000 0 ^ 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

0 0 0 2 0 

y 0 0 0 0 —2 y 

E = 

0 0 0 0 0 

0 0 0 1 0 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

\ 0 0 -1 0 0 y 

E. ai 

^0000 0 ^ 

0 0 0 0 0 

0000-1 

0 10 0 0 

0 0 0 0 0 

^«2 = 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 0 

-V2 

0 

0 

0 

0 

R Lj-a2 

0 \ 0 0 0 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

-v^ 0 0 0 0 
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E. ai+Qa 

0 0 

^/2 0 

0 0 

0 0 

0 0 

-v^ 0 0 ^ 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 y 

E—ai —Oí2 

0 \/2 0 0 0 ^ 

0 0 0 0 0 

-V2 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 y 

^00 0 00^ 

0 0 0 0 1 

E, ai+2Q2 0 

0 

u 

0 

0 

0 

0 0 0, 

-10 0 

0 0 0 y 

E —ai —2q2 

^ 0 0 0 0 0 ^ 

0 0 0 0 0 

000-10 

0 0 0 0 0 

^ 0 1 0 0 0 y 

A. 1.2 o traço normalizado 

Uma vez de posse da representação linear para os geradores de B2 descrita no 

parágrafo anterior, podemos definir 0 traço normalizado sobre B2 através da metade 

dos traços dos produtos das matrizes. A seguir, exibimos os traços normalizados não 

-nulos dos produtos das matrizes. 

Tr{hi) = 2, (A.l) 
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Tr{hih2) = Tr{h2h\) = —2, (A.2) 

Tr{hl)=A, (A.3) 

Tr{Ea,E_a,) = Tr{E_o.,E^,) = 1, (A.4) 

Tr{Ea^E_a2) = Tr{E^a2Ea2) = 2, (A.5) 

Tr{Ea^+a2E-ai-a2) = Tr{E^ai-a2Eai+a2) = 2, (A.6) 

Tr(£’Qi+2o!2^-ai-2Q2) “ Tr{E —ai—2a2 Eai+2a2) — 1- (A.7) 

/ 

A. 1.3 Os parênteses de Lie 

A partir da representação linear para os geradores de B2 exposta no parágra- 

fo A. 1.1, podemos definir os parênteses de Lie sobre B2 como sendo os comutadores 

das matrizes. No que segue, exibimos os comutadores não -nulos das matrizes. 
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[Ea„E_aA = hu (A.8) 

[Ea„E_^,] = h2, (A.9) 

[£'qi+q2) -^-01-02] "= 2/ii + /i2, (A.10) 

[Eai+2a2, £^-01-202] = + ^2) (A-ll) 

E±a, = ±^[hl,E±ai] = ±-^[E±ai,h2] 

= ±2 [-^±(01+02))-^^02]) (A.12) 

-£^±02 = i[E±a2, hi] = ±-[Il2, E±a2] 

— )-^±(01+0:2)] i[A'±(Q;i+2a:2)!-^^(01+02)]! (A.13) 

■£^±(01+0:2) ~ ií/í-l )-^±(01+02)] 

= ±[£'±qi, £^±02] = ±[■£'^02)-^±(ai+2Q2)]! (A-14) 

■£±(01+202) ~ £2 -£±(oi±2o2)] 

[-£±02 ) •£±(oi±02)]’ (A-X^) 
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A.2 A estrutura graduada 

No Capítulo 1, vimos que podemos atribuir uma estrutura graduada à 

sobre ela. Nesta seção , a partir da definição da base de Chevalley de B2, mostramos 

como obter diretamente a matriz de Cartan, bem como sua inversa, que conduzem 

imediatamente à construção dos dois pesos fundamentais e dos correspondentes o- 

peradores de graduação , cuja utilização será exaustiva neste trabalho. 

A.2.1 A base de Chevalley 

A base de Chevalley definida sobre B2 é o conjunto {ej}, cujos elementos 

satisfazem o seguinte produto escalar normalizado 

onde i,j — 1,2. Os elementos da base de Chevalley escrevem-se como combinações 

lineares das raízes simples de B2 através de ej = «i -b «2 e 62 = «2, donde segue 

diretamente que «i = ei — 62 e «2 = ^2. A partir da equação (A. 16) e com o 

auxílio das relações ora obtidas, decorre imediatamente que as raízes simples de B2 

verificam o seguinte produto escalar normalizado 

uma álgebra de Lie semi-simples a partir da definição de um operador de graduação 

‘ ^ij ) (A.16) 

(A. 17) 

«1 ■ «2 = «2 ■ «1 = —Ij (A.18) 
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(A. 19) = 1. 

A.2.2 A matriz de Cartan 

As entradas da matriz de Cartan definida sobre B2 escrevem-se em termos 

do produto escalar normalizado das raízes simples da álgebra, a saber 

kij = 2^^^, (A.20) 

onde i,j — 1,2. Das equações (A.17) a (A.19) concluímos que a matriz de Cartan 

k e sua inversa k^^ são as seguintes matrizes quadradas de ordem dois 

k~^ = 
1 C 

1/2 1 j 

A.2.3 Os pesos fundamentais 

Os pesos fundamentais definidos sobre B2 escrevem-se como combinações 

lineares das raízes simples da álgebra, cujos coeficientes são as entradas da inversa 

da matriz de Cartan, i. e.. 

= (A.21) 
3 

onde i,j = 1,2. Uma vez de posse da inversa da matriz de Cartan, descrita no 

parágrafo anterior, concluímos que 
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Al — Q!i + Q!2, (A.22) 

^2 — 2 20:2). 

A.2.4 Os operadores de graduação 

(A.23) 

No Capítulo 1, vimos que podemos definir um operador de graduação , que 

conduz a uma decomposição não -abeliana de Gauss para um elemento do grupo de 

Lie, associado a uma álgebra de Lie G semi-simples de rank igual a r, através de 

= (A.24) 

onde j ^ ie H denota a subálgebra de Cartan de G. A partir dos pesos fundamentais 

de B2, expostos no parágrafo anterior, concluímos que 

Q\ — h\ }i2, (A.25) 

Q2 — + h,2). (A.26) 
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Apêndice B 

As lagrangianas dos modelos de 

um buraco-negro 

Neste trabalho, construímos modelos que seguem da aplicação do método da 

redução hamiltoniana às correntes de quiralidades conservadas do modelo de WZW 

baseado nas álgebras de Lie B2 e Suas lagrangianas são escritas da maneira 

usual, i. e.. 

L = k{T-V), (B.l) 

onde T e V denotam, respectivamente, o termo cinétifco e o potencial e k é uma 

constante a ser fixada pela estrutura algébrica satisfeita pelas correntes remanes- 

centes dos modelos reduzidos. Os cálculos do termo cinético T e do potencial V 

dependem da decomposição não -abeliana de Gauss do elemento do grupo de Lie, 

associado à álgebra de Lie, que decorre da definição conveniente dos operadores de 

graduação Qi e Qij sobre as álgebras de Lie B2 g B^, respectivamente, bem como da 

escolha apropriada do conjunto de vínculos e correspondentes fixações de calibre, a 

eles associadas, sobre as componentes das correntes de quiralidades conservadas do 
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modelo de WZW. 

A componente de grau nulo do elemento do grupo é escrita em termos de 

uma decomposição abeliana de Gauss, ou seja, 

B = nam, (B.2) 

onde nem são exponenciais das combinações lineares dos geradores do tipo escada 

de graus nulos nas direções das raízes positivas e negativas, respectivamente, e a é 

a exponencial da combinação linear dos geradores na subálgebra de Cartan. Nas 

três combinações lineares citadas, o papel dos coeficientes é desempenhado pelos 

campos. 

No que segue, fazemos uso exaustivo do traço normalizado dos geradores 

de B2, conforme exposto no apêndice anterior, e da fórmula de Baker-Campbell- 

Hausdorff (BCH), a saber 

00 
exp(7)rexp(-7) = X] n -b, T]]]...]. 

i=0 

B.l Os termos cinéticos 

(B.3) 

No Capítulo 1, vimos que a invariância da ação , que descreve o modelo de 

WZW, por transformações infinitesimais do elemento do grupo de Lie, associado à 

álgebra de Lie, na qual o modelo está baseado, é assegurada quando escrevemos esta 

ação em termos da identidade de Polyakov-Wiegmann. Neste sentido, em particular, 

para a álgebra de Lie B2, substituindo os vínculos e as fixações de calibre, a eles 

associadas (exceto a condição de buraco-negro), guardando o espírito do Capítulo 
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1, na identidade de Polyakov-Wiegmann, o termo cinético escreve-se da seguinte 

maneira 

T = Tr{n~^dnadmm~^a~^) + ^Tr{a~^dadaa~^), (B-4) 

tal que, para toda decomposição abeliana de Gauss de a é lido do seguinte modo 

a = exp{(pihi + (p2h2). (B.5) 

De qualquer forma, concluímos, pois, que 

Tr{a~^dadaa~^) = 2{d(pid(pi - d(pid(p2 - d(p2d(pi d- 2dip2d(f2). (B.6) 

B.1.1 O operador de graduação Qi 

Por um lado, o operador de graduação Qi, definido sobre B2, determina que 

n = exp{ipEai), (B.7) 

m = exp{xE-ai), (B.8) 

donde segue diretamente que 

Tr{n'^dnadmm-^a-^) = (B.9) 
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B.1.2 O operador de graduação Q2 

Por outro lado, o operador de graduação Q2, também definido sobre B2, 

estabelece que 

n = exp{ipEa2), (B.IO) 

ín = exp{xE-a2), (B.H) 

donde decorre imediatamente que 

Tr{n~^dnadm7n^^a~^) = (B.12) 

B.2 Os potenciais 

o potencial escreve-se da seguinte maneira 

P = Tr{B-^A-iBAi), (B.13) 

onde Al (respectivamente, A_i) representa o gerador do tipo escada de grau igual 

a 1 (respectivamente, de grau igual a -1), que lhe é atribuido através de um dado 

operador de graduação Qi ou Qij, dependendo da álgebra de Lie na qual o modelo de 

WZW está baseado {B2 ou B3, respectivamente), tal que a componente da corrente J 

(respectivamente, J), de quiralidade conservada, na direção de Ai (respectivamente, 

A_i) é vinculada a 1. 
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B.2.1 O modelo-/ 

Considere a decomposição não -abeiiana de Gauss que segue do operador de 

graduação Q2, definido sobre B2, e tome Ai = Ea^. Decorre, pois, que o potencial 

é lido do seguinte modo 

V = (B.14) 

Chamamos 0 modelo reduzido descrito por este potencial de modelo-/. 

B.2o2 O modelo-// 

Considere a decomposição não -abeiiana de Gauss que segue do operador de 

graduação Qi, definido sobre B2, e tome Ai = Ea2- Decorre, pois, que o potencial 

é lido do seguinte modo 

K = (B.15) 

Chamamos 0 modelo reduzido descrito por este potencial de modelo-//. 

B.2.3 O modelo-/// 

Considere a decomposição não -abeiiana de Gauss que segue do operador 

de graduação Q2, definido sobre B2, e tome Ai = £^qi+q2. Decorre, pois, que o 

potencial é lido do seguinte modo 
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(B.16) 

Chamamos o modelo reduzido descrito por este potencial de modelo-///. 

B.2.4 O modelo-JK 

Considere a decomposição não -abeliana de Gauss que segue do operador 

de graduação Q2, definido sobre B2, e tome Ai = Eai+2a2- Decorre, pois, que o 

potencial é lido do seguinte modo 

(B.17) 

Chamamos o modelo reduzido descrito por este potencial de modelo-/!^. 
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Apêndice C 

As correntes remanescentes dos 

modelos de um buraco-negro 

Neste apêndice, apresentamos as correntes remanescentes da aplicação do 

método da redução hamiltoniana às componentes da corrente de quiralidade direita 

conservada do modelo de WZW baseado na álgebra de Lie B2. No que segue, a 

corrente J de quiralidade direita conservada é escrita como a seguinte combinação 

linear dos geradores da álgebra de Lie B2 

-/ — J-aEa + Jihi + JaE-oi. (C.l) 

C.l As decomposições não -abelianas de Gauss 

No Capítulo 1, vimos que a corrente J de quiralidade direita conservada do 

modelo de WZW escreve-se em termos de um elemento g do grupo de Lie, associado 

à álgebra de Lie, na qual o modelo está baseado, da seguinte maneira 
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J = 9 'Sg. (C.2) 

Nesta seção , consideramos decomposições não -abelianas de Gauss do elemento g 

do grupo de Lie, escrevendo-o do seguinte modo 

g = NBM, 

donde concluímos que a corrente J pode ser lida da seguinte forma 

(0.3) 

J = + M-^B~^dBN + M~^dM. (C.4) 

No que segue, fazemos uso exaustivo da fórmula de BCH, conforme exposto no 

apêndice anterior. 
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C.1.1 o operador de graduação Qi 

Por um lado, o operador de graduação Qi determina que 

N = exp(V-’i-E'Q2 + '02-É'ai+Q2 + ■03-Eq,^+2q2)) (C-5) 

M = exp{xiE —a2 + X2E —ai~0:2 + X3E —ai—2q2 ), (C.6) 

donde segue que as componentes da corrente J escrevem-se através de 

J_,,_2a2 = (C.7) 

J-ai-a2 = P2 ~ Xl^U) (C-8) 

J-a2 = ^3 + X2^^1> (C.9) 

J-a, = -x\y^ + 2X1^2 + (C.IO) 

Ji = (x3 - XiX2)yi + 2X25^2 + {difi + (C.ll) 
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— Xa^i + X2^ + Xi^ + ^^2) (C.12) 

Ja, = X2^1 + 2X2^3 + {dx + 2xd^2 - 2xdipi - x^ 

Ja2 — “XiXa^i + (Xa — XiX2)Í2 ~ Xi^a 

- + Xi{d^i + - 2xi^¥’2 + dxi, 

4i+q2 = -X2 (xa - ^XiX2) 5^1 - X2Í^2 - (xa + XiX2)i^a 

- X2Ídípi + 

- Xi(9x + 2xd(p2 - 2xd(fi - + ^X2, 

Jai+2a2 = - (x3 - ^X^X^) ~ 2X2Xa^^2 ~ SxiXa^^a 

+ - 2xiX2(5<^i + 

- 2(x3 - XiX2)5<^2 

- Xi (^X + 2xdip2 - 2xd(pi - x^dipe^'^^ ) 

+ %a+ Xi^X2 - X25xi, 

onde 

Yi = yu 

(C.13) 

(C.14) 

(C.15) 

(C.16) 

(C.17) 
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Y2=V2, (C,18) 

= 1/3 - XV2, (C.19) 

com 

yi = - 'ipid'tp2 + (C.20) 

V2 = {9Í}2 - i’d'ipi)e~‘^\ (C.21) 

= (C.22) 
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C.1.2 O operador de graduação Q2 

Por outro lado, o operador de graduação Q2 estabelece que 

N = exp{'lpiEai + ■02-Ê'qi+Q:2 + V’3-Ê'Qi+2a2)) (C.23) 

M = exp(xi£^ —Qi X2-^—ai—012 + X3-^-ai-2a2)) (C.24) 

donde decorre que as componentes da corrente J lêem-se através de 

J_ai_2a2 = ^i, (C.25) 

J-ai-a2 = y2, (C.26)- 

J-at = Y3, (C.27) 

J-a2 = X2P1 - Xii^2 + (C.28) 

«^1 = X3 Pi + 2X2^2 + Xl 5^3 + (C.29) 
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J2 — X?Xi + X2Í^2 + {díp2 + (C.30) 

Jo2 ' Xz^2 - X2Í3 + {dx + x9^\ — 2x^¥^2 - (C.31) 

Ja, = xlY\ - ‘^X\X2Y2 - x\Yz 

+ 2x2i9V^e^'“^^2 - 2xid(pi + 2xi[d(p2 + + dx\, (C.32) 

Jn^+a2 ^ -X2XzYi ~ {xl ~ XlX3)i^2 ~ XlX2>3 

+ Xl (^X + X^<^1 - ‘^xdv>2 - + 5X2, (C.33) 

Jai+2a2 — “Xa^l “ 2X2X3Í2 + X2^3 

- 2x3 {d^2 + x9'4>e'^^ ) 

- 2x2(^X + Xd^i - ‘^Xd^2 - + 5xa, (C.34) 

onde 

Yi=yu (C.35) 

Y2 = y2-XVu (C.36) 
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^3=2/3 + 2x^2 - X^yi, (C.37) 

com 

yi = {dipz - 2'4)d'4i2 - xp‘^dil}i)e (C.38) 

2/2 = {d'i/j2 + ipdípi)e (C.39) 

2/3 = (C.40) 
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C.2 As reduções hamiltonianas 

Nesta seção , exibimos as correntes remanescentes da aplicação de quatro 

reduções hamiltonianas específicas às componentes da corrente J de quiralidade 

direita conservada, conforme expostas na seção anterior. 

C.2.1 O modelo-/ 

Considere as componentes da corrente J, que seguem da decomposição não 

-abeliana de Gauss determinada pelo operador de graduação Q2 e imponha os 

seguintes vínculos 

J—a\ — 1) (C.41) 

J —a\,—Q.2 d, (C.42) 

J-~Cci—2Cí2 d' (C.43) 

Deles, segue que 

(C.44) 

— _,/,í>2'PI-2v’2 dij)2 = -il>e (C.45) 

123 



(C.46) 

A imposição destes vínculos exige as seguintes fixações de calibre 

Ji=0, (C.47) 

J2 = 0, 

Ja2 — 0, 

ai+2a2 = 0. 

Delas, decorre que 

Xi = -d(pu 

X2 = {dx + xd^i + 

dx3 = -XÍ 

(C.48) 

(C.49) 

(C.50) 

(C.51) 

(C.52) 

(C.53) 
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e a seguinte condição de buraco-negro 

d(f2 + = 0. 

Concluímos, pois, que as correntes remanescentes são 

(C.54) 

(C.55) 

Jai — dxi + Xl + 2X2J-a2i (C.56) 

Jai+a2 = 9X2 + X1X2 - XzJ-a2- (C-57) 

Estas são as correntes de quiralidade direita conservada do modelo-/, descrito pelo 

potencial exposto no parágrafo B.2.1, do apêndice anterior. 
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C.2.2 O modelo-// 

Considere as componentes da corrente J, que seguem da decomposição não 

-abeliana de Gauss determinada pelo operador de graduação Qi e imponha os 

seguintes vínculos 

7 =1 (C.58) 

J =0 ^—Chi—Q.2 '^5 (C.59) 

J_/v, _ Ql—2Q2 0. (C.60) 

Deles, segue que 

(C.61) 

5-02 = , (C.62) 

^V'3 = (C.63) 

A imposição destes vínculos exige as seguintes fixações de calibre 
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J\ — 0, (C.64) 

J2 = 0, (C.65) 

4, = 0, (C.66) 

Jai+ü2 == 0- (C.67) 

Delas, decorre que 

Xi = -dip2, (C.68) 

X2 = -^{dx + 2x9(^2 + ), (C.69) 

X3 = dx2 + X1X2 (C.70) 

e a seguinte condição de buraco-negro 

d(pi + = 0- (C.71) 
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Concluímos, pois, que as correntes remanescentes são 

(C.72) 

Ja2 = dxi + Xi - X2-/-ai, (C.73) 

J<^i+2a2 = dxz + Xi^X2 - X29xi + xlJ-ai- (C.74) 

Estas são as correntes de quiralidade direita conservada do modelo-//, descrito pelo 

potencial exposto no parágrafo B.2.2, do apêndice anterior. 
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C.2.3 O modelo-/// 

Considere as componentes da corrente J, que seguem da decomposição não 

-abeiiana de Gauss determinada pelo operador de graduação Q2 e imponha os 

seguintes vínculos 

J-Ql- Ct2 1, (C.75) 

J- q.\—2ol2 = 0, (C.76) 

J-ai = 0. (C.77) 

Deles, segue que 

(C.78) 

di)2 = (1 + . (C-79) 

= 2V^(1 + • (C.80) 

A imposição destes vínculos exige as seguintes fixações de calibre 
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Jx=0, (C.81) 

J2 = 0, (C.82) 

Ja, = 0, (C.83) 

J-a, = 0. (C.84) 

Delas, decorre que 

Xi = (C.85) 

X2 = ~^d(pi, (C.86) 

X3 = -(^X + (C.87) 

e a seguinte condição de buraco-negro 

d^2 - ^d(pi + = 0. (C.88) 
jU 
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Concluímos, pois, que as correntes remanescentes são 

Jai — dxi + 2xiX2, (C.89) 

Ja:+Q2 = ^X2 + xi - XiXs, (C.90) 

'/ai+2a2 — ^X3 + 2X2X3- (C.91) 

Estas são as correntes de quiralidade direita conservada do modelo-///, descrito 

pelo potencial exposto no parágrafo B.2.3, do apêndice anterior. 
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C.2.4 O modelo-IV 

Considere as componentes da corrente J, que seguem da decomposição não 

-abeliana de Gauss determinada pelo operador de graduação Q2 e imponha os 

seguintes vínculos 

J—ai—2a2 

J-ai — 0, 

I =0 ^—ai—a2 

(C.92) 

(C.93) 

(C.94) 

Deles, segue que 

(C.95) 

9^2 = (C.96) 

av»3 = [1 + (C.97) 

A imposição destes vínculos exige as seguintes fixações de calibre 
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Ji = o, 

J2 = 0, 

Jai — Oj 

J—^2 

Delas, decorre que 

dxi = X2> 

X2 = 

X3 = -dcpi 

e a seguinte condição de buraco-negro 

d(pi — d(f2 — x9'0e'^^ = 0. 

(C.98) 

(C.99) 

(C.lOO) 

(C.lOl) 

(C.102) 

(C.103) 

(C.104) 

(C.105) 
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Concluímos, pois, que as correntes remanescentes são 

Jai+a2 ~ 9X2+X2X.3 + X1^2> (C.106) 

Jai+2ot2 — ^X3 + Xs ~ 2X2'/q2) (C.107) 

Ja2 = dx- xd(fi2- (C.108) 

Estas são as correntes de quiralidade direita conservada do modelo-/E, descrito pelo 

potencial exposto no parágrafo B.2.4, do apêndice anterior. 
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Apêndice D 

As álgebras-y dos modelos de um 

buraco-negro 

Neste apêndice, apresentamos a estrutura algébrica satisfeita pelas correntes 

remanescentes da aplicação do método da redução hamiltoniana às correntes de 

quiralidade direita conservada do modelo de WZW baseado na álgebra B2. Em 

particular, mostramos que esta estrutura é uma extensão não -local da álgebra de 

Virasoro, chamada de álgebra-V. Como veremos, duas destas reduções conduzem a 

estruturas de spin conforme igual a 2, ao passo que as outras duas, a estruturas de 

spin conforme igual a |. Para tanto, basta proceder a identificações apropriadas das 

correntes remanescentes com o tensor de energia-momento T do modelo de WZW e 

com as correntes não -locais V'^ e V~. 

No que segue, primeiro exibimos as variações funcionais das componentes 

da corrente de quiralidade direita conservada do modelo de WZW, para em seguida 

verificar os parênteses de Poisson clássicos, por elas satisfeitas. Aqui, denotamos 

dois pontos do espaço-tempo de Minkovski, de mesmas coordenadas temporais e de 

coordenadas espaciais distintas por a — {t, x) e a' = (í, x') e designamos 
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c?^e((T — a') = 25(<t ~ a'). (D.l) 

D.l A variação da corrente 

No Capítulo 1, vimos que a variação funcional da corrente de quiralidade 

direita conservada do modelo de WZW é dada pela seguinte fórmula 

SJ = de + [J,eJ, (D.2) 

onde escrevemos a corrente J e o elemento iníinitesimal e da álgebra de Lie semi- 

simples, na qual o modelo de WZW está baseado, através das seguintes combinações 

lineares dos geradores da álgebra de Lie 

J — Jihi + J^:aE±a, (D-3) 

e = ahi + €zfaE±a- (D.4) 

Fazendo, pois, uso dos parênteses de Lie dos geradores de B2, conforme exposto no 

Apêndice A, podemos ler as variações funcionais das componentes da corrente J 

nas direções destes geradores, a saber 
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ÔJi dC\ H~ 

“1“ 2(t/_Qn_Q;2^ai+a2 '^q:iH-q:2^—Q:1“Q:2) 

Ckl—2a2^Ckl+2a2 '^Qi+2Q2^~Q;í~2q;2)) (D.6) 

ÔtJ^, ^^2 ~l~ —0:2^Ck2 ^OC2^—*^2} 

~\~ (t/—Ol—02 ^0:1+02 '^Ox+02^ — 01—02) 

Ox—202^Q:iH“202 ^Ox+2Q2 “2oí2 ) 5 (D.6) 

^t/—Ox   Qx 2(r/l6_Q;|^ t/_Q;j^Cx) 

+ 2{J-ai^2 ~ ^2^-ox) 

“1“ 2(e/_q;^_q;2^02 ^02 Ckl —<12 ) Í (D.7) 

5*/q,j^ — ^^ox 

+ 2(J2^ox “ ^0x^2) 

~\~ 2(t/_Q.2^Qi+02 '/ox+02^—O2) J (D.8) 

SJ—C12 ÕC—oi2 ('^—02^1 «2) 

"h 2(i/2C_q;2 i.Jai^—ai—a2 '^—01—0:2^01) 

“I” ("^—0:1—202^0:1+02 "^01+02^—01—202)1 (D.9) 
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^^0.2   ^^012 ('^1^Q!2 *^0:2^1) 

+ 

+ 

2(t/o'2^2 '^2^0:2) {^*^Cx.i+Cí2^—Cíl J~Otl^OLl-\-Q.2^ 

{,J—Q.Y—0L2^0tl-\-20L2 */ai+2o:2 Q:i —a2) 5 

^J —a.\—Cí2 — —ai—ot2 ■OL\—a2 J- ai—a2 ̂ 1) 

“h Í^J—Ctl^—Oí2 ’^~Oí2^—Cíl} 

~l~ (*/a2 Oíi —2q:2 ai —2a2 ^0:2 ) 5 

^^Oíi-\-Oi2 ^^Q;i+Q:2 (*^Q:i4-Q:2^0:i+0!2) 

~l~ (’/q:2^Q:1 *'^ai^a2) 

(''^0'i+2a2^~Qi2 J—oc2^0íi-\-2a2^ J 

^J^—oíi~2q2 ^^—OLi —2cí2 

+ 2(J2^~ai —2q:2 '^—0:1—20:2^2) 

“f" 2(t/_oj2C—Ol-Q2 '^—01—02^—0:2)) 

^"^0i+202 ^^0i+202 

“1“ 2(i/qjj4-2q2^2 "^2^01+202) 

“H 2(i/Q,j-f-0j2Èa2 '^02^01+02)' 

(D.IO) 

(D.ll) 

(D.12) 

(D.13) 

(D.14) 
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D.2 As álgebras-y de spin-2 

As álgebras-F de spin conforme igual a 2, de que tratamos nesta seção , 

apresentam a seguinte estrutura 

+ 2T{(j')daS{(T-a')-d^,T{a')5{a-o'), (D.15) 

{T(a), = 2V^{a')dJ{(r - cr') - d^'V^ia')S(a - a'), (D.16) 

{V^(a), = V^{cj)V^{a')e{a - (D.17) 

{V^{a),V^(a')] = -^dlõ{a-a') 

+ 2T{a')dJ{a - a') - d^:T{a')S{a - a’) 

- V^(a)V^(a')e{a -a'). (D.18) 

D.2.1 O modelo-// 

A partir da redução hamiltoniana exposta no parágrafo C.2.2, seguem as 

seguintes relações entre os e’s 

_|_2q.2Ê——2Q2 ! (D.19) 
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(D.20) 

2e, Q2 'd C—q>2 “t“ “l~ ^e/o-gC—Qjg “h */o;i+2a2^”-0!i—2a2í 

q:x 2^ — ai —2o:2 H“ Q2 ”l~ Jcxo.^—ola — a2^—Q:1”2q25 

-ai—02 -96. Ol —202 j 

^01+02 

^01+202 0:2 ^0:1 *^Oli+2oí2^—Ol2^ 

bem como as seguintes variações funcionais das correntes remanescentes 

ÔJ—ccY — ^^—Cíi 2i7_q,j€i + 2J—ohC2 2</q,2^ 'Q2^~0ci —Q2 > 

^Jct2 ^^Q2 J-aí^a\.-\-a2 *^02^1 d" 21/0,262 t/oj+2o2^—ai—q2> 

^'/ai+2a2 ^^q;i+2q2 2t/o2^ai+Q2 d~ 2,/qj_|_2o2C2- 

(D.21) 

(D.22) 

(D.23) 

(D.24) 

(D.25) 

(D.26) 

(D.27) 

(D.28) 
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Substituindo as equações (D.19) a (D.25) nas equações (D.26) a (D.28) e identifi- 

cando o tensor de energia-momento T = J^z, assim como as correntes não -locais 

1/+ = ® identificando também a distribuição S{cr — a') = 

e_Q2 = 5^-01-202 = 2^ai, concluímos que as correntes remanescentes satisfazem uma 

álgebra-de spin conforme igual a 2. Estas são as correntes de quiralidade direita 

conservada do modelo-//, apresentado na seção 2.2 do Capítulo 2. 

A partir da redução hamiltoniana exposta no parágrafo C.2.3, seguem as 

seguintes relações entre os e’s 

D.2.2 O modelo-/// 

Cl = de —ai—a2) (D.29) 

2062 = (D.30) 

—ai—az (D.31) 

(D.32) 

(D.33) 
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2^qi+q2 ^ ^—01—02 J‘^Jai+a2^—Qi—OL2 "^01+202^—ai—2a2! (D.34) 

^0:i4"2q;2 2^ fii 'Ali+a2^~Q!l 4“ '^CKi+2a2^—CKi—<12 5 (D.35) 

bem como as seguintes variações funcionais das correntes remanescentes 

5J, Ql d^ai + 2Jq^62 2</q^_|_q2C- 0.2 1 (D.36) 

(D.37) 

SJai+2o2 — ^^Qi+2q2 4~ “^^01+02^02 4~ ‘^Jqi+2o2^2- (D.38) 

Substituindo as equações (D.29) a (D.35) nas equações (D.36) a (D.38) e identifi- 

cando o tensor de energia-momento T = assim como as correntes não -locais 

V~*~ = -^Jai+2o2y V~ — ~^’^oi G idcntificando também a distribuição S(a — cr') = 

e_Qj_Q2 = \^-aí-2o2 = concluímos que as correntes remanescentes satisfazem 

uma álgebra-F de spin conforme igual a 2. Estas são as correntes de quiralidade 

direita conservada do modelo-///, apresentado na seção 2.3 do Capítulo 2. 
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D.3 As álgebras-F de spin-| 

As álgebras-K de spin conforme igual a |, de que tratamos nesta seção , 

apresentam a seguinte estrutura 

{T(<t),T(</)} = 

+ 2T{a^)dJ{a-a')-d^>T{<7’)ô{a-a'), (D.39) 

{T{a),V^{a')} = ^V^{(T')dJ{a- - a') - da>V^{cr')S{a - a'), (D.40) 

VHcr')} = \vHcr)VH^')e{a - a'), (D.41) 

{VHa),V^{a')} = Tdl5{a-a') 

± T {a') 5 {a — a') 

- (d-42) 

D.3.1 O modelo-/ 

A partir da redução hamiltoniana exposta no parágrafo C.2.1, seguem as 

seguintes relações entre os e’s 

d^i e_Qj J^(^2^a2 d” /qi+02ai —Q2 ! (D.43) 
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(D.44) J—Cí2^0L2 JOí^-\-OL2^—Oli~-’Ol2'> 

^Ot\ ^~Ot\ J~Ot2^0C2 ~l~ Joti^—a.Y ~l~ JQ.i-\-Ot2^~OLi—Q.2'i -Ql ~a2^0L2 

e^a.2 = —de. ■ai —Q2 + J- a2^—0íi j 

^OLl~\-Ot2 de(y^2 H“ JoLi-\-OL2^~Cil'Í 

de. •Q!l —2q,2 2 J—Cí2 ^ -ai —a2) 

de ai+2a2 - -2J, 011+0:2^0:2 ? 

bem como as seguintes variações funcionais das correntes remanescentes 

SJ. 02 Õ6.CÍ2 4" J- 0:2^ 2i7—02^2 "b Ja\,^—o\—Q2 Jí 01+02^—01 —2o2 j 

cÍ*/q;1 ^^oi ~b ‘^^—02^01+02 4~ 2r/o:i^2 ^*^01+02^— 02 ) 

^Joi+02 ^^01+0:2 J—02^0i+202 Jqi^02 4“ ^01+02^1 • 

(D.45)' 

(D.46) 

(D.47) 

(D.48) 

(D.49) 

(D.50) 

(D.51) 

(D.52) 
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Substituindo as equações (D.43) a (D.49) nas equações (D.50) a (D.52) e iden- 

tificando o tensor de energia-momento T = assim como as correntes não - 

locais V~^ = ^/2Jai+a2í 6 identificando também a distribuição 

5{a — a') — = 2e_Q,j_o,2 = concluímos que as correntes remanescentes 

satisfazem uma álgebra-K de spin conforme igual a |. Estas são as correntes de 

quiralidade direita conservada do modelo-/, apresentado na seção 2.1 do Capítulo 

2. 

D.3.2 O modelo-/F 

A partir da redução hamiltoniana exposta no parágrafo C.2.4, seguem as 

seguintes relações entre os e’s 

— 2^^^-ai-2a2 Joi2^—a2 ~b Jai+a2^-Qi- ■OL2 J (D.53) 

Ê2 — —ai —2a2 > (D.54) 

9e_Qi CL2^—Cl\—0.2 5 (D.55) 

ai 2*/o:i+a2^~Q:2 5 (D.56) 

^Oí2 '/ck2^“Q!l “2a2 ) (D.67) 
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^aiH-a2 ^^—0L2 *A5:i+a2 CKi —2o:2 í (D.58) 

^Q;i+2a2 2^ Oix—2a2 ^Cí2^—Oi2 ~l~ */o!iH-2a2^—CKi—2Q!2 ~I~ Joíi~{-Oi2^—OiL—Oí2^ (D.59) 

bem como as seguintes variações funcionais das correntes remanescentes 

^Jai-\-a2 — 9^ai+a2 ~b Ja2^Cíi “1“ Jai-\-2a2^—Cí2 +0:2^1? (D.60) 

^=^01+202 ^^Q:iH-2q:2 2'^Q;2^CKl+0:2 2*^0;i+202^2 2c/( i 

^*^02 ^^02 ^^02^1 ^*^0.2^2 '/o1+202 ^“Oi —02 d~ '^01+02^—01* (D.62) 

Substituindo as equações (D.53) a (D.59) nas equações (D.60) a (D.62) e identifican- 

do o tensor de energia-momento T = Jai+2o2, assim como as correntes não -locais 

1/+ = ^/2J,„ V- = e identificando também a distribuição ô(cr — cr') = 

£-01-202 = 2e_Q2 = 2e_<n_Q,2, concluímos que as correntes remanescentes satisfazem 

uma álgebra-y de spin conforme igual a |. Estas são as correntes de quiralidade 

direita conservada do modelo-/y, apresentado na seção 2.4 do Capítulo 2. 
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Apêndice E 

A álgebra de Lie 

A álgebra de Lie semi-simples B3 tem rank igual a 3. Logo, ela possui 

três raízes simples, que denotamos por «i, «2 e 0:3. Com estas três raízes simples, 

construímos todas as dezoito raízes da álgebra, nove positivas e nove negativas, a 

saber icvi, ±«2, ±«3, ±(«1 + «2), ±(«2 4- 0:3), ±(012 + 20:3), ±(«1 + «2 + 0:3), 

±(q;i + Q!2 + 2013), i(cvi + 2cv2 + 2Q!3). 

E.l Os geradores 

A cada raiz simples de Bz, associamos um gerador na sua subálgebra de 

Cartan, que representamos por hi, e hz- Também, a cada raiz de Bz, associamos 

um gerador do tipo escada, que simbolizamos por E^, onde a corresponde a qualquer 

uma destas raízes. 
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E.1.1 Uma representação linear 

Uma representação linear, bastante conveniente a nossos propósitos neste 

trabalho, para os geradores de é fornecida em termos de osciladores fermiônicos. 

Esta representação linear pode ser realizada numa representação matricial, constitu- 

ída por matrizes quadradas de ordem sete. No que segue, exibimos tal representação 

linear para os geradores na subálgebra de Cartan e para os geradores do tipo escada. 

hi 

0 0 0 0 0 0 0 

0 1 0 0 0 0 0 

0 0 -1 0 0 0 0 

0 0 0 -1 0 0 0 

0 0 0 0 1 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 

ho = 

'^OOOOO 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 1 0 0 0 

0 0 0 0 -1 0 0 

0 0 0 0 0 -1 0 

1^0000 0 0 1 

0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 2 0 

000000-2 
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0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 0 0 0 0 

0 10 0 0 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

-10000 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

E-ai = 

0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 

0000-100 

0 1 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

0 0 0 1 0 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

00-100 

E—02 — 

^000000 0^ 

0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 -1 

0 0 0 1 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 

E. 0!3 

^ 0 0 0 0 0 0 -\/2 ^ 

0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 

\/2 0 0 0 0 0 0 

^ 0 0 0 0 0 0 0 y 
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E. as 

^ 0 0 0 0 0 ^/2 0 ^ 

0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0, 

0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 

^ -x/2 0 0 0 0 0 0 J 

^ 0 0 

0 0 

E, Q1+Q2 

0 0 

0 0 

0 0 

0 0 

0 0000^ 

0 0 0 1 0 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 , 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

-1 0 0 0 0 j 

^~ai—a2 

0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 -1 

0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 

0 1 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 ^ 
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0 0 0 0 

0 0 0 0 

E. Q2+Q3 

0 0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

y 0 0 0 0 

0 0 ^ 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0, 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 y 

E —a2—0:3 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 

-V2 0 0 

0 0 0 

^ 0 0 0 

0 0 0 ^ 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0 y 

E, a2-f2a3 

% 0 0 0 0 0 0 ^ 

0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 1 , 

0 0 0 0 0 0 0 

0000-100 

^0000 0 00^ 
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E —a2“2q3 

% 0 0 0 0 0 0 ^ 

0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 , 

0 0 0 0 0 -1 0 

0 0 0 0 0 0 0 

^ 0 0 0 1 0 0 0 J 

E. q;i+0!2+Q!3 

0 0 

V2 0 

0 0 

0 0 

0 0 

0 0 

0 0 

-\/2 0 0 0 0 ^ 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

0:1—02—0:3 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 

-v^ 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 

0 0 oooooy 
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^ 0 0 

0 0 

E. 0:1+0:2+203 

0 0 

0 0 

0 0 

0 0 

\ 0 0 

0 0000^ 

0 0 0 0 1 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 , 

0 0 0 0 0 

-10000 

0 0 0 0 0 y 

E- Oli—Ol2—2olz 

% 0 0 0 0 0 0 ^ 

0 0 0 0 0 0 0 

00000-10 

0 0 0 0 0 0 0 , 

0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 

^ 0 1 0 0 0 0 0 ^ 

E. Q:i+2a2+2a3 

^ 0 0 

0 0 

0 0 

0 0 

0 0 

0 0 

^ 0 0 

0 0000^ 

0 0 10 0 

0 0 0 0 0 

-10000 , 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 y 
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E- ai—2a2—2aa 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 -1 

0 0 0 0 

0 10 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 ^ 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 ^ 

E.1.2 o traço normalizado 

Uma vez de posse da representação linear para os geradores de descrita no 

parágrafo anterior, podemos definir o traço normalizado sobre através da metade 

dos traços dos produtos das matrizes. A seguir, exibimos os traços normalizados não 

-nulos dos produtos das matrizes. 

Tr(h\) = 2, (E.l) 

Tr{h^lvi) = Tr{h^hi) = —1, (E.2) 

Tr(/ii) = 2, (E.3) 
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Tr(/i2/i3) = Tr{h^h2) = -2, (E.4) 

Tr[hl) = 4, (E.5) 

Tr{E^^E_^;) = Tr{E_o.M = h (E.6) 

Tr{E^,E^o.2) = Tr{E_^,Ea,) = 1, (E.7) 

Tr{Ea,E^a,) = Tr{E-asE^,) = 2, (E.8) 

Tr (E^Qj+QjEz-Qi—Qj) Tr[E-ai-a2Eai+a2) — 1) (E-9) 

Tv{Eo,2+a3E-a2-a3) Tr{E-a2—03^012+03) — 2, (E.IO) 

r7’(£'Q2+2a3'E'—Q2—203) '^’^{E—a2—2a3Ea2+2a3) — Ij (E-H) 

T’r(£'(n+Q2+a3-E'—01—02-03) ^^(-E-oi-02—a3-Ê'Qi_|_Q,2+Q,2) = 2, (E.12) 
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T'r(£'(j^-|_a2+2Q3’^—01—02—203) ^^(-^—01—02—203-^01+02+20:3) 1) (E.13) 

Tr{Eo,^ +202+203 ■E—qjj—202—203) 3^^(-E'—oi—2o2—203-E^oi+202+203) !• (E.14) 

Observamos ainda que 

Tr (/^l/^3) = Tr{h^h\) = 0. (E.15) 

E.1.3 Os parênteses de Lie 

A partir da representação linear para os geradores de ^3, exposta no parágra- 

fo E. 1.1, podemos definir os parênteses de Lie sobre S3 como sendo os comutadores 

das matrizes. No que segue, exibimos os comutadores não -nulos das matrizes 

\Eai 1 E-qj ] — hi, (E.16) 

[■^02) -^—02] — ^^2) (E.17) 

[Eas, E-qj] — /?,3, (E.18) 
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(E.19) 

[-E'Q2+Q:3) -E-Q2-Q3] = 2/^2 + /i3, (E.20) 

[Eq2+2Q3> ^-02-203] = /i2 + /i3, (E.21) 

[■EQl+Q2+a3) E-ai-a2-a3\ ~ 2/li + 2/^2 + h^, (E.22) 

[■Eqj+Q2+2Q3 ) -E— 01-02-203] — + ^2 + hs, (E.23) 

[Eqj+2o2+203) -E—qj—202—203] h\ “1” 2/í2 “t“ /^3) (E.24) 

•Eioi = àz-[hi,E±ai]=T[h2,E±cn] 

— 4“[E'i|rQ;2 > E'±(oi+02)] 4“'^ [■E'::f:(o2H-03) )-Ej-(q^+q,2+q;3)] 

~ 4“[Elf:(Q;2+203) ) ■E±(q;i+02+203)]j (E.25) 

£'±02 ~ £^±02] ^2 [^^2) £”±02] T2[^3)£'±02] 

1 
~ ií-E^poi) £'±(oi±02)] T 2 [£'±03 ) £'±(o2±03)] 

— 4“[£'±(oi±02±203)) £'±(oi±202±203)]) (E.26) 
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■^±03 -^ias] i2 ’ "^^“3] i[-^=Fa2) •^±(q;2+Q:3)] 

i[-^=F(Qi+a2)) •^±(01+02+0:3)] T'[-Ê'q:(Q2+Q;3)) •®±(q;2+2q3)] 

T[-^^(ai+Q2+Q3)l ■^±(“1+“2+2q:3)]! 

■^±(«1+0:2) ) •^±(q!i4-q;2)] i[^^2) ■^i(ai+Q2)] T 2 [^^3 > +c*2 

1 
i[-^±ai j -^±02] T~^^^OíZi ■^±(qi+Q:2+Q3)] 

Í[-^=P(Q2+2Q!3) ) •^Í(Q;1+2q;2+20!3)]) 

^±[pt2+Oíz) — ) -^±(02+0:3)] i [^2) -^±(02+03)] Í[-^±Q2 ) -^±0:3] 

)-^±(0:1+0:2+03)] i[-^+03 >-^±(02+20:3)] 

T[-^+(01+0:2+03)) -^±(01+202+203)]) 

-É^±(02+203) ^[/ii, £-j-(0,2+203)] i^2 [^^3) -^±(02+203)] 

[-^±03)-^±(02+03)] ^[-^+01)-^±(01+02+203)] 

T[-^+(oi+02) ) -^±(01+202+203)]) 

-^±(01+02+03) ) -^±(01+02+03)] i[-^±Ql ) -^±(02+03)] 

^[-£^+03 ) -^±(01+02)] ^[-^+03 ) -^±(01+02+203)] 

= ±[£'+(02+ 03)) -£±(01+202+203)]) 

(E.27) 

(E.28) 

(E.29) 

(E.30) 

(E.31) 

158 



■^±(01+0:2+203) ) ■Ê'±(oi+02+203)] T [^^2) -^±(01+02+203)] 

= ±\lh J ■£'±(01+02+203)] ií^Ê^+Ol ! ■£'±(02+203)] 

[^£^±03 ) ■£'±(01+02+03)] ^[■£'+02 > ■£'±(01+202+203)]) (E-32) 

■£±(01+202+203) í[£2) £±(01+202+203)] £[£±02 > £±(01+02+203)] 

^[£±(01+02)) £±(02+203)] 

£'^ [£±(02+03)) £±(01+02+03)]- (E.33) 

E.2 A estrutura graduada 

Nesta seção , a partir da definição da base de Chevalley de B3, mostramos 

como obter diretamente a matriz de Cartan, bem como sua inversa, que conduzem 

imediatamente à construção dos três pesos fundamentais e dos correspondentes o- 

peradores de graduação . 

E.2.1 A base de Chevalley 

Os elementos da base de Chevalley escrevem-se como combinações lineares 

das raízes simples de B3 através de ei = ai -I- (±2 -t- (±3, 62 = «2 + (±3 e 63 = «3, 

donde segue diretamente que cvi = Ci — 62, «2 = 62 — 63 e (±3 = 63. Estes elementos 

satisfazem um produto escalar normalizado. Logo, a partir das relações ora obtidas, 

decorre imediatamente que as raízes simples de B3 verificam o seguinte produto 

escalar normalizado 
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a? = 2, (E.34) 

«i ■ «2 = «2 • ai = —1, (E.35) 

al = 2, (E.36) 

«2 • «3 = «3 • CS!2 = -1, (E.37) 

aj = 1, (E.38) 

Oiz ' Oí\ = a\ • az = 0. (E.39) 

E,2,2 A matriz de Cartan 

Das equações (E.34) a (E.39), concluímos que a matriz de Cartan A: de ^3 e 

sua inversa k~^ são as seguintes matrizes quadradas de ordem três 

i -1 0 
\ 

k -1 

0 

2 -2 

-12/ 

/ 

k ^ - 

1 1 1 

1 2 2 

V 1/2 1 3/2 / 
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E.2.3 Os pesos fundamentais 

Uma vez de posse da inversa da matriz de Cartan de B3, descrita no pará- 

grafo anterior, concluímos que os três pesos fundamentais definidos sobre B3 podem 

ser escritos como as seguintes combinações lineares das raízes simples da álgebra 

Al — Q!i -\- OÍ2 Oli, (E.40) 

A2 — + 2qí2 -I- 2q!3, (E.41) 

A3 = + 2o;2 H" 3CV3). (E.42) 

E.2.4 Os operadores de graduação 

No Capítulo 1, vimos que podemos definir um operador de graduação , que 

conduz a uma decomposição não -abeliana de Gauss para um elemento do grupo de 

Lie, associado a uma álgebra de Lie G semi-simples de rank igual a r, através de 

= (E.43) 
k ^k 

onde k ^ i,j e H denota a subálgebra de Cartan de G. A partir dos pesos funda- 

mentais de i?3, expostos no parágrafo anterior, concluímos que 
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Qi2 — 2 (^^*1 3/13), (E.44) 

Q23 — 2^^^^ + ha), (E.45) 

Q31 — h\ + 2/^2 + ha- (E.46) 
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Apêndice F 

A álgebra-i/ do modelo de dois 

buracos-negros 

Neste apêndice, apresentamos a estrutura algébrica satisfeita pelas correntes 

remanescentes da redução hamiltoniana do modelo de WZW baseado na álgebra B3. 

Em particular, mostramos que esta estrutura é uma álgebra-F de spin conforme igual 

a 2. Entretanto, diferentemente das álgebras-F de mesmo spin conforme, satisfeitas 

pelas correntes remanescentes da redução hamiltoniana do modelo de WZW baseado 

na álgebra B2, esta álgebra apresenta dois pares de correntes não -locais, para cada 

quiralidade. Aquelas, apresentavam apenas um par de correntes não -locais, para 

cada quiralidade. 

F.l A variação da corrente 

Fazendo uso dos parênteses de Lie dos geradores de B^, conforme exposto 

no apêndice anterior, seguem as seguintes variações funcionais para as componentes 

da corrente J, de quiralidade direita conservada, nas direções destes geradores 
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ÓJ\ — dc\ {^J~oíi^oíí ^ai^—0:1) 

“I” ('^—ai —a2^í^l+Q2 '^011+02^—011+012) 

+ 2(J_£n_Q;2-Q3fai+Q2+0!3 ’^ai+a2+Oí3^-ai-a2-a3) 

+ {J—ai—02-203^01+02+203 ~ '^01+02+203^-01-02-203) 

+ {J—ai—2o2—2a3^oi+2o2+2o3 'Jqi+2o2+2o3^—0\—2o2—2o^i (F.l) 

5J2 — 5e2 "F {,'f —02^02 '^02^—02) 

+ {'J—01—02^01+02 '^Q;i+a2^—“1—“2) 

+ 2(J_q.2—03^02+03 ~ 'Aj!2+a3^-a2-Q3) 

+ i'^- 02—2o3^02+203 '^02+203^—02—203) 

+ 01-02-03^01+02+03 ~ 'Jol+02+03^-01-02-03) 

"h —01—02—203^0í+02+203 '^01+02+203^—01—02 — 203) 

+ 2{J—ai—2o2—2o3^oi+2o2+2o3 '^01+202+203^—01—202—203)) (F.2) 

ÔJ2 — 9é3 + ('^-03^03 '^03^—03) 

“(■ ('^—02—03^02+03 '^02+03^—02—03) 

+ U- 02—203^02+203 '-^02+203^ —02—203) 

"H {'J—01—02—03^01+02+03 '-^01+02+03^—01—02—03) 

('^—01—02—203^01+02+203 '-^01+02+203^-Qi—02—203) 

“I” ('^—01 —2o2 —2o3 ^01+2q2+2o3 '^01+202+203^—01—202—203)) (F.3) 
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^J-ai — de^Cii + 2(Jie_ai — + {J-ai^2 ” ^2^-ai) 

“1“ i,J—OLi~Oí2^cx2 '/a2^“0'i—a2) 

2(e/_Q.|_Q;2—03^02+0:3 '^a2+0:3^—Ctl—0:2“0:3) 

Q:i —0:2—2q:3 ^Q:2+2a3 'Ai2+2q:3 ^“Q:i —0:2—203) ) (F.4) 

6J, Oi — + 2(Jck^ei — + (J2^oi ~ '^01^2) 

“h ('^—02^01+02 '/o'iH-02^—02) 

+ 2(t/_Q;2_Q:3 6ai+02+03 '^Oi4-02-hQ3^—0^2—0^3) 

('^—02—203^01+02+203 '^01+02+203^—02—203)? (F.5) 

ÔJ—Q^2 9^—ct2 ('^—0:2^1 '^1^—02) 

+ 2(J2Ê-Q2 "■ ^-02^2) + 2(</_q2^3 ~ Jz^-a2) 

~l~ ('^Ql Ql —Q2 Q1 —Q2 ^Ql ) —a2—012^012 '^Qs Q2 "“QS ) 

“I” ('^—ai—2q2—2Q3^ai+Q2+2Q3 +11+02+20:3^—01—20:2—203)) (F.6) 

^Jq2 — ^^02 (+^02 '^02^1) 

+ 2(Jq2^2 " +^02) + 2(J36q2 — Ja2^z) 

“t” ('+1+02^—01 '^—01^01+02) ~l~ 2(t/_Q;3 6Q,2+Q3 '+2+03^—03) 

+ {J- oi—02—203 ^qi+2o2+2o3 */a:i+2o2+2o3^—Oi —02—203) j (F.7) 
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^J—OLZ ^^—0:3 ~l“ (''^—0:3^2 '^2^—03) ^“ 2(«/36_q;2 *^—0:3^3) 

“1“ (*^a2^--Q!2~Q:3 *^—0:2—0:3 ^0:2) 

“l~ ('^0:1+02^—Q:i—Q2—0:3 ai—0:2—0:3 ^Q;i+a2 ) 

“1“ a2—2q:3 ^Q2+Q!3 JQ.2-\-Oí^^—Oc2—‘^Ot^ 

H“ ai—02—2a3 ^01+0:2+0:3 ^01+02+03^—01—02—203)) (F,8) 

*^*^03 ^^03 "F ('^2^03 *^03^2) 2(c/q;2€3 t/3^03) 

"F (*^02+03^—02 '^—02^02+0:3) 

“1“ (*/ai+02+03^—01—02 *^—01—02^0:1+0:2+03) 

“l~ (*^—02—03^02+203 *^02+203^—02—03) 

~í~ (*^—01—02—03^01+02+203 *'^01+02+203^—01—02—03)) (F.9) 

•ai —02 

”1“ (t/jC_Q,j^_Q,2 oi—02^1) ('^2^—01—02 '^—01—02^2) 

“H 2(i/_q,j_q,2É3 t/3Ê_Q,j_q,2) “h (tZ—QijÊ—Q2 '^—02^—01) 

“h 2(</_qj_q2 —03^03 +;3^—QI —Q2—Q3) 

~t~ (+;2+2a3^—01—202—203 '^—01—202—203^02+203)) (F.IO) 
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5J, - de^ oíi-\-a2 ^^ai+a2 

('^Q:i+Q:2^1 '^l^ai+a2) (*/ai4-0:2^2 J2^oti+a2) 

+ 2{J^ea^ +Q2 '^01+02^3) ”l~ ('^02^01 '^01^012) 

2 ('^—aS^Ql+Q2+QÍ3 ’^ai+Q2+Ol3^—Q3') 

~l~ (^Q1+2q;2+2Q!3^—02—2Q3 02 —2Q3 ^Qx+202+203 ) ) 

02—O3 9C—02—03 "t" (íZ—Qg—Q3C1 JiC—a^—as) 

“1“ ('Z2C_q2—03 "Z—02—03^2) “í“ ("Z—02^—03 'Z—Q.jC—Qj) 

(^01^—01—02—03 "Z—01—02—03^01 ) 

('Zo3^—02—203 '^—02—203^03) 

“I” ('Z—01—202—203^01+02+03 '^01+02+03^—01—202—203)) 

áJ, 02+03 9602+03 “f- (916(^2+03 90,2-f-Q3 61 ) 

(^02+03^2 92602+03) ~l~ (9o3Cq2 9o2^0s) 

”1” (9oi+02+03^—01 9_oi ^01+02+03) 

“1“ (9q;2+203^—03 9—03^02+203) 

“i" (9—01—02—Q3^01+202 +203 9oi+2Q2+203^—01—02—03)) 

(F.ll) 

(F.12) 

(F.13) 
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(5i/_q2—2ck3 — a2—2q;3 Q2—2as^l '^l^—0:2—2aa) 

+ 2{J^e —Q2~2aa J—02—203^3^ 

+ 2(t/_a36_Q2—Q3 '^—02 — 03^—03) 

“1“ ('^01^—01—02—203 '^—01—02—203^01) 

+ ('^—Ol—202—203^Q1+02 '^01+02^—01—202—203)) 

^•^02+203 — ^^02+2Q3 ('^1^02+203 '-^02+203^l) 

“h 2(1/02+203^3 '^3^02+203) 

+ 2(1/02+03^03 '/o3^02+03) 

"t" ('/ai+02+203^-Ql '/—01 ^01+02+203) 

“1“ ('/—01—02^01+2Q2+203 '/oi+202+203^—01—02)) 

<5i/—01—02—03 ^^—01—02—03 ('/l^—01—02—03 '/—01—02-03^-1) 

“I" ('/—01^—02—03 '/—02—03 01 ) 

~l" ('/—01 —02^—03 '/—03^—Ol-02) 

('^13^-01-02-203 '/—O1—O2—203^03) 

('/02+03 oi —2o2—2o3 '/—01—2o2—2o3 ^02+03)) 

(F.14) 

(F.16) 

(F.16) 
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('Ai2+Oí3 Jn\^c 

^Jaí+Oí2+CíZ   ^^Q;i+a2+Q3 ('^01+02+03^1 '^1^01+02+03) 

■'01'^02+0:3) 

“1“ ('^03^01+02 '^01+02^03) 

"1" («All+02+203 ^—03 '^—03^^01+02+203) 

“1“ ('^01+202+203^—02—0:3 '^—02—03^01+202+203)) 

^'^—01 —02—203 ~ Ol—02—203 “I" ('^1^—01—02—203 '^—01—02—203^1) 

“t“ ('^—01—02—203^2 ^^2^-Ol—02—203) 

“1“ 2(t/36_Qj—Qj—2o3 '^—01—02—203^3) 

“í" ('^—01^—02—203 '^—02—203^—01) 

+ 2(t/_Q.36_Q,^_Q;2—03 '^—01—02—03^—03) 

“t" ('^02^—01—202—203 '^—01—202—203^02)) 

^'^01+02+203 —” ^^01+02+203 ('^01+02+203^1 '^1^01+02+203) 

+ ('^2^01 +02+203 '^01+02+203^2) 

+ 2(Jq 1+02+203^3 '^3^01+02+203) 

“1“ ('^02+203^01 '^01^02+203) 

+ 2(t/a 1+02+03^03 '/o3 ^01+02+03) 

“I" ('^01+202+203^—02 ” '^—02^01+202+203)) 

(F.17) 

(F.18) 

(F.19) 
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CKi—2q!2—2a3 Ckx —2a2 —20:3 (•^2^—ai—2a2—2a3 *^—ax—20:2—203^2) 

+ (J- -0:2^—Ckl—0:2 -2q3 '^—01—02—203^—02) 

(c/—0-2—203 Oi —O2 '^—01—02 ^—02—203 ) 

“1“ 2(t/_Q;2—03^—Oi—02—03 '^—01—02 — 03^—02—03)3 (F.20) 

^'^0l+202+203 ^^Oi+2o2+2o3 ('^0i+2Q2+203^2 *^2^01+202+203) 

+ ('/o 1+Q2+2Q3^Q2 '/a2 ^0:1+02+203) 

“I" («^01+02^02+203 «^02+203 £01+02) 

”1” 2 (t/Q;j^4-Q;2+03 £02+03 «^O2+03 £o 1 +02+03 ) ’ (F.21) 

F.2 A redução 

A partir da redução hamiltoniana, juntamente com a redução adicional, 

ambas expostas no Capítulo 4, decorrem as seguintes relações entre os e’s 

£j ^6 — 0;, _Q-2—03 J (F.22) 

9^2 «^Oi£—Oi d“ ^ £—01—02—03 H~ «^Oi+202+2O3£-01 —202—2q3 ) (F.23) 

2^£3 '/oi£-Ol «^01+02£—01—02 9 £_qj_q,2—Q.3 

«^Oi+02+203 £—Ol —02—203 «^Ol+202+203 £—Oi —202—203 ) (F.24) 
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^ai+Q2 

Jai ai —Oi2 —Oiz Jai-^a2+oc3^—ai~2a2—2a2 “1“ 2^ ai—2a2—2asj (F.25) 

de- -Q2 Jai^—ai—ct2 ”1” '^Qi+a2+2Q3ai —2q2—2q3) (F.26) 

(F.27) 

e -03 —Ql —02—203) (F.28) 

Ê03 (F.29) 

'^01+02^—01—02—O3 '^01+02+03^—01—02—203 "F 2^ Oi—02—203) (F.30) 

€ —02—03 — Ql —2Q2—2Q3 ) (F.31) 

tQ2+03 = —~de. •Ql ) (F.32) 

5^—02—203 "^Ql Ql —O2 —2q3 "F '^01+02^—01—202—203) (F.33) 
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(F.34) ^^02+203 Joti+a2+2a3^~<^l Jai+2ci2+2a3^—ai—a2> 

2e ai+Q2+Q3 

+ 

+ 

JqX^—QI ~I~ '^Qi+Q2^—ai—Q2 

‘^Jai+Q2+oi3^—ai—a2—cc3 ^ ai—Q2—<13 

'^Ql+Q;2+2a3^—01—02—2q;3 4“ '^0l+202+203^—01—202 —203) 

^01+02+203 '/oi+02+2q3^—Ol —02 —03 '^01+02+03^—Ol—02 Oi—02) 

^0i+202+203 — «^01+202+203^^-Ol—02—03 «^01+02+03^—01 2 ^ Ol ) 

bem como as seguintes variações funcionais das correntes remanescentes 

^Jai — ^^oi 2Ja^ei ~ Jqi^2 «/oi+02^—02 

‘^Jai+a2+0!3^—a2—oí3 '/oi+Q2+2o3^—02—203) 

^«^01+02 ^01+02 «^01+02^1 «Aii+02^2 2i/q,]^-|-q.2 ^3 

«^01^02 -(-Q2+0303 «'^oi+2o2+2o3^—02—2o3) 

^«/oi+02+03 ^01+02+03 "b «^01+02 +03^1 «/oi ^02+03 

~ >/oi+02^03 “b «^01+02+203^-03 + «/oi+202+203^-02—03) 

(F.35) 

(F.36) 

(F.37) 

(F.38) 

(F.39) 

(F.40) 
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•^‘^ai+Q2+2Q3 +02+20:3 "I" '^01+02+203^1 '^01+02+203^2 ~l" 2i/q.^+q2+203^3 

'/oi^02+203 ”I~ 2</q.j+q,2+03^03 ”I~ "^Ol+202+20302 ) 

I ..L. O^ —1. O/'V fs 

+ '/01+02^02+203 ”1" ‘^Jai+a2+az^OL2+0‘3‘ (F.42) 

F.S A álgebra-F 

Substituindo as equações (F.22) a (F.37) nas equações (F.38) a (F.42) e 

identificando o tensor de energia-momento T = Ja^^^az+az, assim como as cor- 

rentes nao -locais Vj — e/o.^_|_Q2+2o3í Fí — F2 '7oi+2o2+2o3? F2 Jqi 

e identificando também a distribuição 6{a — a') = e_Q,i = 6_qj_q2 = e-01-02-03 = 

C-01-02-203 = í-oi-2o2-2o3) concluímos que as correntes remanescentes satisfazem a 

seguinte álgebra-1^ de spin conforme igual a 2, onde i,j = 1,2 

{T{a),T{a')} = -+) 

-1- 2T((x')daô{a — a') — dff'T{a')ô{a — a'), (F.43) 

{T(<y), V,H<y')} = 2V;±(<t')<5(<7 - a') - d,,V,H<r')S(<r - a'), (F.44) 

{Vf(<j), Vt(<T')} = iv;±(<r')Vi±(<7)£(^ - +). (F.45) 
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Paxa i ^ j, as correntes não -locais satisfazem a seguinte estrutura algébrica 

= ^Vi^{a')V]^{a)e{a - a'), (F.46) 

- 2T{a')dJ{a - a') -h d^>T{a')ô{a - a') 

- \[V;{cr)Vr{a') + P/(a')K^-(a)]e(a - a'). (F.47) 

Estas correntes remanescentes são as correntes de quiralidade direita conservada do 

modelo reduzido de dois buracos-negros, apresentado no Capítulo 4. 
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