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Resumo 

Apresentamos um modelo de geração de massa para os campos de 

gauge inspirados na geometria subjacente à teoria. 

A independência local entre o espaço de gauge interno e o espaço- 

tempo é quebrada, aparecendo uma nova conexão que dá origem a um 

modelo de gravitação. 

Essa formulação estabelece condições sobre os grupos de gauge para 

os quais pode haver geração de massa. Dentre os grupos de interesse físico, 

a única escolha possível é o SU(2)®U(1) utilizado na teoria de Weinberg- 

Salam. 
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1. Introdução 

O modelo de Weinberg-Salam, que se propõe - com notável sucesso 

experimental - a descrever as interações eletro-fracas das partículas 

elementares, faz uso essencial do mecanismo de quebra espontânea da 

simetria de gauge. Este mecanismo tem por mérito principal a capacidade 

de engendrar massas para os bosons mediadores sem destruir a 

renormalizabilidade da teoria. Em termos das partículas físicas, realmente 

observadas, a invariância de gauge se perde. Os campos mediadores de que 

as partículas físicas são quanta não são campos de gauge, embora a simetria 

permaneça nos bastidores da teoria e se torne visível quando esta for escrita 

em termos de outros campos, estes sim, de gauge. Por outro lado, os 

campos físicos mediadores da QCD são realmente campos de gauge. Assim, 

não há um critério teórico que estabeleça a priori quando, dada uma certa 

teoria, o mecanismo de quebra espontânea age ou não. Parece-nos um tanto 

insatisfatória a resposta usual de que a QCD não necessita de tal mecanismo 

porque o glúon não possui massa. Se as interações fortes são de longo ou 

curto alcance, parece-nos difícil julgar, uma vez que essas partículas estão 

confinadas. 

O estudo aqui apresentado tem como base alguns trabalhos sobre 

extensões de álgebras e quebra da independência local entre espaço interno 

(espaço de gauge) e espaço tempo.^ 

Nosse principal objetivo é o estudo de um outro mecanismo para a 

geração de massas. Nesse processo, a estrutura geométrica da teoria inicial 

é preservada e a simetria de gauge permanece oculta de modo análogo ao 

da quebra espontânea. Ele apresenta no entanto um aspecto 

fundamentalmente novo, a quebra da independência local entre espaço- 

tempo e espaço interno. 

O mecanismo só se põe em ação quando o grupo de gauge tiver o 

mesmo número de geradores que as dimensões do espaço-tempo. Assim, a 

teoria de Weinberg-Salam seria quebrada, mas não a QCD. Dentre os 

grupos de dimensão 4, somente há geração de massa para os não abelianos. 

Em consequência, o processo não engendraria massas no caso do grupo das 

translações no espaço-tempo. 

Por outro lado, a quebra da independência local entre espaço-tempo 

e espaço interno leva ao aparecimento de novos campos, com propriedades 

análogas àqueles que descrevem a interação gravitacional na Relatividade 

Geral e suas generalizações: conexões lineares, com curvatura e torção. 

^ Referências 2 e 3 abaixo. 
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Começamos o Capítulo 2 com uma introdução à Teoria da Extensões 

para álgebras de Lie.‘ 

As teorias de gauge têm uma formulação geométrica bem conhecida. 

Um fibrado diferencial, fundindo o espaço-tempo e o grupo de gauge, se 

apresenta como o pano de fundo, espécie de cenário frente ao qual a 

dinâmica coordena os papéis dos demais personagens. Dentre estes, os mais 

importantes são os campos (no sentido geométrico: campos vetoriais e suas 

formas diferenciais duais) e as conexões. Estas são os potenciais de gauge 

e suas curvaturas são os campos de gauge F^^v- 

Por si mesma, essa geometria subjacente nada tem a dizer sobre a 

dinâmica e esse quadro geral serve também à Relatividade Geral. A 

dinâmica deve ser acrescentada pela Física, através de uma Lagrangeana, 

por exemplo. A Relatividade Geral e as teorias de gauge têm dinâmicas 

muito diferentes por terem Lagrangeanas de formas distintas: a da primeira 

é linear na curvatura, as segundas têm Lagrangeanas quadráticas na 

curvatura. Há porém um aspecto que torna as teorias de gauge "mais 

geométricas" que a Relatividade Geral. A adição, à simples geometria, de 

uma única simetria suplementar, incorporada no princípio de dualidade, 

fixa também a forma das Lagrangeanas. 

A grande vantagem da formulação geométrica está em sua grande 

economia. As regras de comutação dos campos vetoriais sobre o fibrado 

fixam todos os aspectos locais não-dinâmicos de uma teoria de gauge. 

Torna-se quase trivial verificar quais são, de onde vêem e a quê levam as 

diferentes hipóteses que servem de fundamento à teoria. Ademais, com a 

adição da simetria de dualidade, elas fixam também as equações de campo. 

Um último ponto interessante é que, encarada dessa forma, com todos os 

aspectos locais fixados pela álgebra dos campos tangentes, uma teoria de 

gauge pode ser enquadrada no formalismo das extensões. Uma teoria de 

gauge se apresenta localmente como a mais simples das associações 

possíveis entre duas álgebras, o produto direto. Uma apresentação da 

estrutura geral das teorias de gauge desse ponto de vista é feita no início do 

Capítulo 3. 

Para o que mais vai nos interessar, o aspecto que se torna claramente 

visível nessa formulação é o seguinte: para que um potencial de gauge seja 

realmente uma conexão, é absolutamente necessário que ele se transforme 

segundo a regra usual, que o declara um membro da representação adjunta. 

Isso é o que se passa nas versões dominantes da Cromodinâmica. Uma 

conexão que falhasse nesse aspecto implicaria numa quebra da estrutura do 

fibrado. Mais precisamente, uma tal conexão violaria o caráter de produto 

direto local. Assim, um potencial de gauge de uma teoria quebrada não é 

mais exatamente uma conexão. O objetivo central do presente trabalho é 

estudar a forma mais simples de um tal "desvio de uma conexão". 
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Supõe-se que a transformação do potencial de gauge seja dada pela 

expressão válida para uma conexão mais um termo de quebra, a ser 

determinado por hipóteses suplementares. Uma tal quebra pode levar ao 

aparecimento de uma conexão linear e a estruturas semelhantes às que 

aparecem na teoria da gravitação - ou seja, curvatura e/ou torção no 

espaço-tempo. O que resulta é portanto um espaço-tempo curvo, mais uma 

teoria com um campo vetorial - este agora um reminiscente do potencial de 

gauge original que, devido à quebra, terá perdido aquele caráter. A 

existência ou não de geração de massa para esses bosons depende de 

detalhes da teoria. Essencialmente, não há geração de massas se o grupo de 

gauge for abeliano, e pode haver se ele for não-abeliano. Uma descrição 

geral desse mecanismo é objeto do Capítulo 3? 

A grande questão é saber se é possível coligar tudo isso com as 

teorias de gauge que tão bem descrevem as interações fundamentais. Há 

uma exigência a ser cumprida para que apareçam as tais estruturas no 

espaço-tempo: a dimensão do grupo de gauge deve ser a mesma do espaço- 

tempo. Uma outra exigência é que a covariância de gauge seja, de alguma 

forma, quebrada na teoria. Um primeiro candidato é o grupo das 

translações no espaço-tempo. Sua quebra, imposta “à mão”, leva a uma 

teoria do tipo Einstein-Cartan. Como o grupo é abeliano, não há geração de 

massa. Esse caso ilustra detalhadamente muitas das idéias principais, e é 

exposto no Capítulo 4. 

Um outro candidato é o grupo SU(2)®U(1) das interações eletro- 

fracas. Ele cumpre as condições, mas a fenomenologia exigiría no caso a 

geração de massas. Na teoria de Weinberg-Salam, as partículas físicas 

aparecem quando o gauge é fixado de uma certa maneira. Os campos do 

W* e do Zq não se transformam como um potencial de gauge, ou seja, 

como uma conexão. Na verdade, não faz sentido se lhes aplicar uma 

transformação de gauge. O resultado mais importante e novo desse trabalho 

talvez seja o seguinte: é possível escolher o termo de quebra de forma a 

obter uma geração de massa coerente. Não está claro se o ângulo de 

mistura pode sair da teoria ou deva ser posto “à mão”, com em Weinberg- 

Salam. A análise do caso SU(2)0U(1) e a comparação entre o nosso 

modelo e os resultados do modelo padrão são feitas no Capítulo 5. 

Na verdade, a maior dificuldade da teoria está em certos pontos de 

interpretação. índices internos se “metamorfoseam” em índices de espaço- 

tempo. Tudo se passa como se aparecesse uma conexão linear, externa e 

ligada à própria estrutura diferencial do espaço-tempo. Mas o significado 

disso não fica muito claro. Uma solução, que evita o problema de 

interpretação, é lembrar a quase-universalidade das interações eletro-fracas 

e relacioná-la à universalidade da gravitação. Como a questão só se coloca 
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claramente depois de apresentados os detalhes, deixâmo-la para a discussão 

final (Capítulo 6). 

Os cálculos exigem uma certa atenção. Embora pareçam seguir os 

passos usuais das teorias de gauge, a não-covariância de certas grandezas 

cria muitas armadilhas. Como por outro lado muitos deles são 

extremamente tediosos, os detalhes são apresentados em capítulo 7 (secção 

7.2). As definições matemáticas principais, para aumentar a autosuficiência 

do texto, estão arroladas no capítulo 7 (secção 7.1) e são chamadas pelo 

símbolo ^ 
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2. Extensões 

Nesse capítulo apresentamos a teoria das extensões de álgebras de Lie 

e de álgebras de campos em variedades diferenciais. A quebra da 

independência local entre espaço-tempo e espaço interno tem seu suporte 

matemático dado por essa teoria. 

O fibrado tangente ao fibrado principal é introduzido como um caso 

especial d extensões ponto a ponto de álgebras de campos. O paradigma de 

fibrado principal, o fibrado das bases lineares, é discutido em detalhe na 

secção 2.2. 

Os espaços homogêneos, uma outra possibilidade de extensão de 

álgebras, são mencionados nas secção 2.3. 

2.1. Extensões de álgebras 

2.1.1. Introdução 

e 
Estender uma álgebra de Lie por outra significa, em termos gerais, 

responder à seguinte questão: 

“Dadas duas álgebras de Lie L' e V, com espaços vetoriais 

subjacentes respectivos L e V, quando e como podemos combinar essas 

álgebras para obter uma outra álgebra E', com espaço vetorial E = L©V ?” 

O primeiro passo para responder a essa pergunta consiste em definir 

a ação de uma álgebra de Lie sobre outra. Tal ação é obtida generalizando 

a ação de uma álgebra sobre um espaço vetorial, considerando álgebras 

não-comutativas.^ 

Seja L uma álgebra de Lie com geradores Ja definida por 

Pa» Jb] — f^abJc [2.1.1] 

e um espaço vetorial V, no qual uma representação^ p de L' é definida 

: L’ Aut(V) 

: Ja p(Ja) 

Tomemos uma base {Xi} em V, e encaremos cada p(Ja) como uma matriz 

c(Hn elementos 
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[2.1.3] [p(Ja)}»i = CJai, 

com a representação agindo segundo 

p(Ja)(Xi) = CJai(Xj). [2.1.4] 

p é então uma ação de L' em V, ou seja, uma aplicação 

p:L0V-V, [2.1.5] 

levando cada par (Ja, Xj) em CJaiXj G V. 

Quando p for um homomorfismo, V é o espaço carregador da 

representação. Enquanto V for simplesmente um espaço vetorial, V é um 

L-modulo. 

Uma álgebra de Lie L' consiste de um espaço vetorial no qual uma 

operação interna anti-simétrica é definida, a qual satisfaz a identidade de 

Jacobi. Em particular, qualquer espaço vetorial V pode ser considerado 

como uma álgebra de Lie comutativa, gerada pelas matrizes Xj, 

CXi,Xjlv = 0. [2.1.6] 

O caso geral consiste em considerar V como sendo uma álgebra de 

Lie não-trivial 

PCi, Xjlv = C'‘ijXk [2.1.V] 

com C li sendo as constantes de estrutura. V não é mais um L-moduIo ou, 

se quisermos insistir na terminologia, é um “L-modulo não-comutativo”. 

Nesse caso, p será a ação de uma álgebra de Lie L' sobre outra álgebra V. 

Se V = L', p é a representação adjunta de L'. 

Assim, uma primeira condição para se obter uma extensão é que uma 

ação p possa ser definida. Quando for o caso, as álgebras L' e V podem 

ser em geral combinadas de várias maneiras, fornecendo diferentes 

álgebras de Lie estendidas E'. 

Queremos obter E' como uma “extensão de L' por V" e 

discutiremos sob quais condições E' merece tal nome. O termo “extensão 

por V” é devido a V permanecer um ideal quando incorporado em E'. 

Como L e V estão imersos em um espaço vetorial de dimensão maior 
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L©V, a operação [,Je em E não coincide necessariamente como aquelas em 

L' e V. Uma vez que [Jeseja definido, a imposição da identidade de Jacobi 

sobre esses comutadores estabelece condições sob as quais a álgebra 

estendida será uma álgebra de Lie. Quando tais condições forem satisfeitas, 

a álgebra obtida E' dependerá da ação de L' em V e de como a 

representação original de cada uma das álgebras se comporta quando 

considerada no espaço ampliado. 

O produto direto é um caso de extensão no qual as álgebras L' e V, 

uma vez absorvidas em E', constituem subálgebras ignorando uma a outra: 

todo elemento de L' comuta com todo elemento de V. L' age sobre V 

através da representação nula. 

Um outro exemplo é a extensão do grupo de Lorentz homogêneo A 

= SO(3,l) pelo grupo das translações O grupo de Lorentz tem seus 

geradores Jap obedecendo a regra de comutação: 

Pap» Jyôí ~ ^PyJaô ^aôJpy ” ^pôJay " ^layJpô* [2.1.8] 

Para o grupo das translações, com geradores T« temos: 

[Ta,Tp] = 0. [2.1.9] 

O grupo de Poincaré é obtido como o produto semi-direto O de A e T: 

P = A(Z)T3’1 [2.1.10] 

e sua álgebra é definida por 

Pap» Jyô]p — ^Pv^aô ^aôJpy “ ^pôJay “ ^layJpô* 
[2.1.11] 

Pap» Tg]p = rjpeTcx - TlaeTp 

[Ta, Tp]p = 0. 

A representação original de cada uma das álgebras não é alterada 

pela sua introdução no espaço ampliado construído com o produto semi- 

direto. Todavia a ação de SO'(3,l) sobre T'^’^ dá-se através de uma 

representação não nula - no caso, a representação vetorial. 

O produto direto A0T^’^ seria uma outra extensão, formalmente 

possível. Mas nesse caso as translações comutariam com as rotações, 

P«p,Te]p = 0 [2.1.12] 
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o que é falso na Natureza, uma vez que os geradores das translações são 

vetores do grupo Lorentz. 

2.1.2. Desenvolvimento geral 

2.1.2.1. Inserção de V em LS V. 

Dadas duas álgebras de Lie V e L', uma extensão de L' por V 

significa que V é simplesmente incluso^ em E = L0V. 

A aplicação 

i:V —E [2.1.13] 

é uma inclusão e preserva a álgebra V. Isto é, i é um isomorfísmo de 

álgebra e o comutador [, ]e, quando restrito à base {Xi}v, coincide com o 

comutador definido nessa base: 

[Xi, Xjk = [Xi, Xj]v = C^ijXk e i(V) = V. [2.1.14] 

i(V) é uma subálgebra normal (um ideal) da álgebra estendida. Para a 

inclusão, vamos manter a mesma notação para os geradores de V e seus 

representantes: i(Xi) = Xi. 

2.1.2.2. Inserção de L em L © V 

A álgebra de Lie L' tem geradores Ja, que satisfazem 

Pa» JòIl — f^abJc- 

A aplicação o que leva L em E 

a : L -»• E, 

o: Ja * Xa 

[2.1.15] 

[2.1.16] 

não é necessariamente um homomorfismo de álgebra e a regra geral de 

comutação para os Xa é dada por 

PCa, Xbfe = f*abXc - piabXj, [2.1.17] 
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com pJabXj medindo a quebra do homomorfismo. 

Os Xa forneceríam uma representação linear^ de L' se eles apenas 

imitassem o comportamento dos Ja (P^ab = 0) : 

[Xa, Xbk = f^abXc . [2.1.18] 

Quando V é comutativo, representações satisfazendo [2.1.17] são chamadas 
. 4 5 

de representações projetivas na literatura. ’ 

Como se vê em [2.1.17], o subespaço a(L') não é necessariamente 

uma subálgebra fechada, podendo ter componentes em i(V). Para uma 

representação linear, o será um homomorfismo de álgebra. 

Por imposição, a álgebra estendida é uma álgebra de Lie. Podemos 

sempre definir a aplicação 

;r*:E'->L' [2.1.19] 

tal que 

jt*[i(V')] = 0. [2.1.20] 

Chamamos jt* de projeção do espaço completo E no espaço base L, 

[2.1.20] caracterizando i(V) como espaço vertical. A aplicação o tem um 

papel semelhante ao de uma secção na teoria dos fibrados. 

Para considerarmos extensões oriundas de uma dada representação p, 

escrevemos os automorfismos representando a ação de L' em i(V) como: 

[Xa, Xik = p(Ja)(Xi) = daiXj £ i(V). [2.1.21] 

Isso significa que sabemos a priori como escrever a ação de L' sobre V: 

essa ação é dada pela representação p. 

A álgebra estendida E' é definida por [2.1.14], [2.1.17] e [2.1.21]. 

Para caracterizá-la como uma álgebra de Lie, a operação [,]e deve 

satisfazer a identidade de Jacobi. 

2.1.2.3. Identidade de Jacobi 

Analogamente a [2.1.4] os geradores Xi de V podem ser tomados 

como os elementos de matrizes Xi, (Xj)*j = C*^ij , correspondendo à 

representação adjunta de V. Consideraremos também os Xa como matrizes 

de elementos (Xa) j = C*aj. 
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Aplicando a identidade de Jacobi para [2.1.14], temos a condição 

usual sobre as constantes de estrutura: 

C^jkC^r + + C^kiCjr = 0. [2.1.22] 

A identidade de Jacobi para dois membros do conjunto {Xj} e um do 

conjunto {Xa}, fornece: 

- + C^^akC^ij + C^aiC*jk = 0, 

que é [2.1.21] escrita em termo de matrizes: 

C*is Cak + C=saCrik + C^aiCsk = 0. 

Para um Xj e dois Xa, a identidade de Jacobi é: 

{C^akC^bi ■ C^^bkC^ai" f^abC^^ci ~ P^abC^^ij} Xr = 0. 

A equação [2.1.17] escrita em termos de matrizes fornece: 

CakCSi - CVC\i - f=abC^d - piabCji = 0. 

A equação [2.1.25] não coincide necessariamente com a equação [2.1.26], 

pois quando Xi pertencer ao centro da álgebra^ V, C*^ij = 0, e a 

representação matricial fornece 

C^akCSi - C VC^ai - í^abC^ci =0. P. 1.27] 

que é a representação matricial de [2.1.18], devido ao seu caráter 

essencialmente linear. 

Quando Pab = P^abXj tem valores somente no centro de V, a é um 

homomorfismo e a extensão é dita central. Isso ocorre em particular 

quando V é comutativo, i.e., C*^ij = 0. O produto direto (todos os C*^aj = 0) 

só pode ocorrer se Pab pertencer ao centro da álgebra (C^ij = 0), como 

pode ser visto em [2.1.25]. 

Aplicando a identidade de Jacobi a três membros de {Xa} temos que 

os p^bd não são independentes, mas devem satisfazer a condição: 

[2.1.23] 

[2.1.24] 

[2.1.25] 

[2.1.26] 
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C^ajP^bc + C^çjP^ab + C^bjj^ca + abP^cd + caP^bd + f^bcP^ad—0- [2.1.28] 

Dados os Oai, qualquer conjunto de pJab que satisfaça a condição 

acima fará de E' uma álgebra de Lie. Conseqüentemente, existe em 

princípio um grande número de álgebras estendidas possíveis, cada uma 

correspondendo a uma ação diferente de L em i(V) (escolha dos Oai) e à 

escolha de uma "secção” o (escolha de P^ab)- 

Entre essas escolhas muitas delas podem ser equivalentes entre si. 

Podemos escolher uma outra base para a álgebra E' no espaço vetorial E = 

L©V, em termos dos campos Xb e Xi, como segue: 

Xa X 'a = h^^aXb - a^aXi [2.1.29] 

sendo os a*a constantes. As “tetradas” h*^a alteram apenas o coeficiente de 

não-holonomia. Consideraremos apenas mudanças do tipo 

Xa-*X'a=Xa-a‘aXi. 

Levando [2.1.30] em [2.1.21], temos: 

[X'a, Xih = CJaiXj 

com 

C'jai = C-^ai “ Ct^a C-Íki 

que é a versão matricial de [2.1.30]. 

Substituindo [2.1.30] em [2.1.17] e com o auxílio de [2.1.31], temos: 

[X'a, X'bk = f^abX'c - P’jabXj, [2.1.33] 

com 

P'kb = P^ab + Kkb [2.1.34] 

e 

Kkb = C'jaicc‘b - Ckici^a - «^cf^ab - C'jkia*^aCi‘b- [2.1.35] 

O comutador [2.1.14] permanece e as relações de comutação que 

caracterizam E' são dadas agora por [2.1.14], [2.1.31] e [2.1.33]. 

[2.1.30] 

[2.1.31] 

[2.1.32] 
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Suponhamos que uma vez feita a escolha (Òai, ^ab) satisfazendo 

[2.1.28], façamos uma mudança de base como em [2.1.30]. Escolhamos a a 

tal que C-^ki = 0 e portanto KJab = 0 e p'Jab = ^ab- A álgebra E' será então 

caracterizada por 

[X’a, X'b]E = f^abX’c-^abXj, 

[X'a, Xí]e = 0 [2.1.36] 

[Xi, XjlE = C“ijXk . 

o conjunto (Oai, P^ab) inicialmente escolhido é equivalente a um 

produto direto e, pela identidade [2.1.25], p^abXj pertence necessariamente 

ao centro da álgebra. O produto direto é uma extensão central. 

Um exemplo disso é o grupo de Poincaré definido em[2.1.11]. 

Escolhendo-se 

T'„ = h'*„T„, [2.1.37] 

temos que o produto direto 

[Jop, T'p]p = 0, [2.1.38] 

pode ser obtido com a condição 

JapOl^) = - [rl^eh^ - Tlaehfp]. [2.1.39] 

Esta condição diz que a tetrada h^ de components h^„ é um vetor do 

grupo de Lorentz, pelo qual T'p é (por [2.1.38]) um escalar. O comutador 

PaP» Jyôí ~ ^Pv^aô "b l^aôJpy ” ^pôJay “ ^ayJpô» [2.1.40] 

permanece e 

[T’a, T'p] = {T'«(h^*p) - T'p(h^)} hp^T'e. [2.1.41] 

O lado direito é = {h^^ph^a - b''ah^p}Tv(hk®)T'£. Se quisermos que as novas 

translações comutem entre si, escolhemos h^p tal que 

Tv(h;,^) = 0, [2.1.42] 
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que resulta em 

[T’a, T'p] = 0. [2.1.43] 

Do ponto de vista geométrico o grupo de Poincaré é um fibrado, já 

que é possivel escolher, em cada ponto do espaço T, uma tetrada como 

acima. Do ponto de vista algébrico esse grupo é um produto semi-direto. 

Como segundo exemplo temos que, se existir um a em [2.1.30] tal 

que ^ab= - ou seja P'Jab= 0, vem 

[X'a, X'bk = f^abX'c 

[X'a, Xik = CJaiXj [2.1.44] 

[Xi, XjIe = C“ijXk 

que representa um produto semi-direto e a extensão é dita trivial. 

2.2. Algebras de campos sobre variedades 

Em geral, a ação de grupos sobre variedades leva a representações 

altamente não-lineares. Inspirados pela teoria das extensões de álgebras de 

Lie, consideraremos apenas pequenos desvios do caso linear. 

Seja M uma variedade diferencial. A cada ponto p E M atribuimos 

um espaço tangente TpM. Consideremos um grupo de Lie L e suponhamos 

que sua álgebra de Lie L’ seja dada por [2.1.1]. Os geradores Ja são 

localmente representados pelos campos vetoriais Xa em M. O conjunto de 

todos os campos em M constitui uma álgebra de Lie infinita S(M) e Xa E 

S(M). 

Uma representação p em termos dos campos é dada por: 

p: G’ S(M) 

p: Ja-* Xa = p(Ja). 

[2.2.1] 

O espaço carregador da representação será C°°, o espaço das funções 

infinitamente diferenciáveis em M. A representação p será linear se 

[2.1.18] valer: 

[Xa, XblM = ['abXa P.2.2] 
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Considere ainda uma representação linear de uma álgebra de Lie V 

em M dada pelos campos {Xi}. Uma base vetorial local {X^; p = l,2,.,.,n = 

dim M} em um entorno de algum x G M, que inclua os Xa e os campos 

{Xi} tal que {Xf^} = {Xa, Xi}, é definida pelas relações de comutação 

[Xa, XblM = f=abXa - ^abXj; [2.2.3] 

Pia, XíIm = daiXj; [2.2.4] 

P(i. Xj]M = C^ijXk . [2.2.5] 

P é uma forma a valores vetoriais na direção {Xj} da base {Xj^}: Pab = 

XiP‘ab. 

Os comutadores [2.2.3] - [2.2.5] caracterizam a extensão da álgebra 

dos campos que representam L’ em M pela álgebra dos campos 

representantes de V. Em particular, [2.2.4] caracteriza como esses campos 

agem uns sobre os outros. Aqui os coeficientes de estrutura CJai não são 

mais constantes. Os elementos de matriz (Ca)*i dependem do ponto e da 

ação dos campos sobre eles, acarretando o aparecimento de termos extras 

na identidade de Jacobi. 

2.2.1. Identidades de Jacobi 

Escrevendo a identidade de Jacobi para três Xa: 

- {Xa(P*^) + XcCpl^ab) + Xb(P“ca) + CSjpica + C^cjPÍab + C%pibc 

+ abP*^cd + caP*^ + [^bcP^ad} — 0. 

essa expressão generaliza [2.1.28] na presença de campos. 

Para qualquer Z com índice superior i, j, k é conveniente usarmos a 

seguinte notação 

X*a(Z*") = Xa(Z^) + C^^ajZ^' [2.2.7] 

e [2.2.6] pode ser escrita como 
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[2.2.8] X*a(p*^bc) + X*c(P*^ab) + X*b(pk^) + f^ah^Kd + f^caP^bd + 

f^bcP^ad “ 0 

Também é conveniente introduzir os operadores X*i definidos por 

X*i(Z*^) = Xi(Z^) + C^jZi, [2.2.9] 

que medem desvios da covariânciarb para uma conexão A*^a, X*i(A*'^a) = 0 e 

para sua curvatura, X*i(F^ab) = 0. 

Considerando a identidade de Jacobi para dois Xa e um Xj, temos: 

XaíCbi) - XbCC^ai) + CVC^i - CbkC^ai - Xj(P^ab) - piabC^ij 

-f=abCfd=0. ^ 

Com o auxílio de [2.2.9], temos a condição: 

X*i(P^ab) = Xa(Cbi) - XbíC^ai) + C^akCSi - C^bkC^ai - f^abC^ci- P-2-11] 

Para dois Xi e um Xa, temos: 

XaíC^ij) + Xj(aai) - Xi(C'^) - C^^C^ik + C^akC^ij + C^aiC^jk = 0. P.2.12] 

Portanto, para que a álgebra de campos estendida seja uma álgebra 

de Lie, o par (C^aj» P^^ab) deve satisfazer [2.2.8], [2.2.11] e [2.2.12]. 

2.2.2. Soluções 

Uma possível solução é o caso no qual C^aj é constante, que levado à 

[2.2.12], fornece: 

" C^ajC^ik + C^ijC*^ak + C^aiC^jk = 0- [2.2.13] 

Além disso, de [2.2.11] temos: 

P^abC^^ij = C*^akC^bi “ C^bkC^ai " f^abC^^ci > [2.2.14] 

b As propriedades desses “medidores de anomalias” serão apresentadas no capítulo 3. 
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que mostra que nesse caso também p é constante. De [2.2.8] vem: 

+ C^çjP^ab + C^ajP^bc + abP^cd + caP^bd + í^bcP^ad=0- [2.2.15] 

Quaisquer C*^aj e P^bc constantes que satisfaçam essas três condições 

estabelecem um álgebra de campos estendida dada por [2.2.3] - [2.2.5]. Em 

particular, quando C*^aj = 0 as identidades acima são trivialmente satisfeitas 

e a álgebra de campos resultante é dada por: 

[Xa» Xb]M — abXa , 

[Xa» X|]m = 0, 

[Xi, Xj]M = Cl^ijXk. 

[2.2.16] 

que caracteriza o produto direto. Esse é o caso dos fibrados principais que 

serão discutidos na próxima secção. 

Outra solução de interesse é aquela na qual C^aj é a medida da quebra 

de covariância de algum objeto y^a: 

C'aj = X*j(Y‘=3) [2.2.17] 

que levado à [2.2.8] e [2.2.10], fornece: 

P‘‘ab= XalY^) - Xb(Y'‘a) - C^ijY^aYÍb. P-2-18] 

Essa solução oferece a possibilidade de que o acoplamento entre os 

diferentes campos definidos em uma variedade seja resultado do 

comportamento não covariante de algum objeto da teoria. Tal acoplamento 

pode levar a uma “mistura” entre dois espaços que formem inicialmente um 

produto direto. Esse é um ponto crucial para o tratamento que daremos no 

capítulo 3, onde estenderemos uma teoria de gauge usual considerando 

"conexões" de gauge que não se transformam pela representação adjunta. 

2.3. Fibrados Principais 

Em uma teoria de gauge, os geradores da álgebra de Lie estão 

representados sobre uma certa variedade diferencial P por campos vetoriais 

chamados campos fundamentais Xa, enquanto os geradores do grupo das 

translaçôes no espaço-tempo está representado por outros campos, os 
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chamados campos do levantamento horizontal Xfi. A geometria que 

descreve a composição de álgebras nessa teoria é uma extensão central 

obtida dessas álgebras de campos. As translações, agindo sobre os campos 

fundamentais pela representação nula, estabelecem um produto direto. 

A variedade P sobre a qual o conjunto {Xa, X^} pode definir uma 

base de campos vetoriais e estabelecer um produto direto é um fibrado 

diferencial com características especiais, cuja definição geral vamos dar a 

seguir. Antes disso digamos, para facilitar o acompanhamento, que nas 

teorias de gauge o "espaço base" é o espaço-tempo e o "grupo de estrutura" 

é o grupo de gauge. 

Um fibrado principal é um tripleto P = (M, G, jt) tal que P (o espaço 

completo) e M (o espaço base) são variedades diferenciais e G (o grupo 

de estrutura) é um grupo de Lie, satisfazendo as seguintes condições: 

(1) G age livremente e efetivamente^ sobre P à direita, Rgi PxG P; (u,g) 

E PxG => ug = RgU E P; 

(2) M é o espaço quociente de P pela relação de equivalência induzida por 

G, M = P/G; a projeção Jt: P -> M é C^; para cada p de M, G age 

transitivamente^ na fibra Jt‘^(p). 

(3) P é localmente trivial, isto é, para todo ponto p de M existe uma 

vizinhança U de p e uma aplicação 

Fu: Jrl(U) ^ G 

tal que Fu comuta com Rg para todo gEG. Chama-se "trivialização" o 

difeomorfismo 

fu: Jrl(U) UxG 

fu(b) = (jx(b), Fu(b)). 

Para cada u E P, seja Tu(P) o espaço tangente aPemueVuO 

subespaço de Tu(P) consistindo de vetores tangentes à fibra em u. Uma 

conexão F em P é uma atribuição de um subspaço de Tu(P) a cada u E P 

tal que 

(a) Tu(P) = Vu + fL (soma direta); 

Vu é chamado sub-espaço vertical de P e é chamado sub-espaço 

horizontal de P. Um vetor X é dito vertical se X E Vu e é dito horizontal se 

X E Hi. Todo vetor X E Tu(P) pode ser escrito de maneira única como 
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X = vX + hX [2.3.1] 

com vX + hX sendo respectivamente a componente vertical e horizontal de 

X. 

(b) liia = (Ra)*Hi para todo u £ P e a E G, onde Ra é a transformação de 

P induzida por a E G, RaU = ua (a distribuição u ^ Hu é invariante pela 

ação de G); 

(c) Se X é um vetor diferenciai em P, vX e hX também o são. 

Dada uma conexão F em P, definimos uma 1-forma ío sobre P com 

valores na álgebra de Lie G’ do grupo, como segue.® 

Todo campo Xa E G’ induz um campo vetorial Xa em P, chamado 

campo fundamental correspondente a Xa, e que Xa -*■ (Xa)u é um 

isomorfismo linear de G’ em Vu para cada u E P. 

Para todo X E Tu(P), definimos (o(X) como sendo o único Xa E G’ 

tal que (Xa)u é igual à componente vertical de X. Se X for um campo 

horizontal, ío(X) = 0. A forma (o é chamada de forma conexão da conexão 

r e satisfaz as seguintes condições: 

(a’) ío(Xa) = Xa para todo Xa E G’. 

(b’) (Ra)*(o = ad(a‘^)ü), isto é, ü)((Ra)^X) = ad(a'^)o>(X) para todo a E G 

e todo campo vetorial em P, onde ad denota a representação adjunta^ de G 

em G’. Vale o inverso: dada uma 1-forma (o em P a valores na álgebra G’ 

satisfazendo as condições (a’) e (b’), existe uma única conexão F em P cuja 

forma conexão é ca. É de uso corrente chamar a própria 1-forma ca de 

conexão. 

É interessante lembrarmos os teoremas de existência para fibrados e 

conexões: 

“ Seja M uma variedade diferencial, {Ua} um recobrimento aberto 

de M e G um grupo de Lie. 

Dada a aplicação 

■^pa: U«nUp -♦ G 

para todo UaHUp ^ 0, satifazendo a condição 

= ll>Yp(x>llípa(x) 
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para todo xE UanUpnUY, podemos construir um fibrado principal P(M,G) 

com função de transição ipp»-” 

“ Seja P(M,G) um fibrado principal e A um suconjunto fechado de M 

(A pode ser vazio). Se M é paracompacto, toda conexão definida em A 

pode ser extendida a uma conexão em P. Em particular, P admite uma 

conexão se M for paracompacto” 

Esse último refere-se a conexões em geral e portanto se aplica às 

conexões de gauge: em espaços tempos para-compactos é sempre possível 

definir uma conexão de gauge. Esse é o caso do espaço tempo de 

Minkowski, já que todo espaço métrico é paracompacto. 

Um fibrado N associado a P é dado por N = (M,F,G,jr), sendo F a 

fibra sobre a qual o grupo de estrutura age através de uma representação. 

Em um fibrado principal a fibra é difeomorfa ao grupo de estrutura. Um 

exemplo de fibrado associado é o fibrado tangente TM = UTpM = 

(M,TpM,G,Jt). A cada ponto pEM corresponde um espaço vetorial TpM 

sobre o qual o grupo G atua. Muitas das propriedades do fibrado principal 

se propagam aos associados. Note-se que aqui só estamos considerando 

aspectos locais, válidos em um entorno de cada ponto. Vamos ignorar os 

aspectos globais, apesar de sua grande importância nas teorias de gauge. 

Em um outro trabalho, obtivemos expressões detalhadas para as principais 

classes características.’ 

A geometria que descreve os fíbrados principais será apresentada 

através do fibrado das bases lineares BM, paradigma desses fíbrados. Na 

construção desse fibrado introduzimos as conexões lineares e os tensores de 

curvatura e torção dessas conexões. Conceitos como os de campo 

fundamental, levantamento horizontal e ação de grupo sobre variedades são 

gerais e serão aproveitados na construção das teorias de gauge no capítulo 

3. Uma característica especial do fibrado das bases lineares é a existência de 

uma 1-forma, chamada forma canônica, que na presença de uma conexão 

define entre outras coisas, o tensor de torção dessa conexão. 

2.3.1. Fibrado das Bases Lineares BM 

Dada uma variedade diferencial M, definimos em cada ponto p E M 

uma base, ou seja, um conjunto de vetores linearmente independentes. O 

fibrado das bases lineares BM é formado pelas bases definidas em todos os 

pontos da variedade. Todo ponto b E BM é uma base no ponto p = jr(b) E 

M, 7i: BM M é C°°. O grupo de estrutura GL(M,R) age à direita em 

cada fibra b E BM. Dada uma matriz a = (ay) E GL(M,R), essa leva uma 
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base b = (bi,b2,...,bm) em outra base b'= ba = (b'i,b'2,...,b'm) da seguinte 

forma: 

b'i = a^i bj = bj a^i. [2.3.2] 

Na base natural de uma carta (U, x) em tomo de n:(b), K será escrito 

uf. I, k d 
b.-b. [2.3.3] 

e {\j,bi^} fornece uma carta em BM em torno de b. 

Dado o espaço euclidiano consideremos a base canônica 

constituída pelos vetores coluna Ki cujo j-ésimo elemento é ôy: Ki = 

(1,0,0,...,0), K2 = (0,1,0,...,0), etc. A base b E BM pode ser vista como 

uma aplicação que leva a base canônica {Kk} em {bk}. A base b dada por b 

= (bi,b2,...,bm) é a aplicação linear 

b: Tjr(b)M 

b(Kk) = bk 
[2.3.4] 

com Tjt(b)M sendo o espaço tangente a Jt(b). 

O grupo GL(m,R) age à direita sobre a variedade BM através da 

aplicação 

b : GL(m,R) BM [2.3.5] 

b(a) = Ra(b) = ba 

A aplicação diferencial é dada por 

b^(a) : TaGL(m,R) -* TbaBM [2.3.6] 

Um gerador Ja da álgebra é levado em um campo fundamental Xa 

b^(Ja) = Xba. [2.3.7] 

É possível escolhermos para G'L(m,R) uma base canônica 

conveniente, formada por matrizes cujos elementos são 
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(A|Í) a'’ = ôi*’ ôia. [2.3.8] 

Qualquer elemento JeEG'L(m,R) será escrito J = Jj A álgebra de Lie 

será definida pelo comutador das matrizes 

[Ai*, Aj*'] = ôi*^Aj* - ôj*Ai*^ [2.3.9] 

A aplicação B* é um homomorfismo entre G'L(m,R) e a álgebra de Lie dos 

campos em BM no ponto b. Introduz-se uma base {Eí*} para os campos 

fundamentais através de 

Eij = B*(Aij). [2.3.10] 

Um campo fundamental será escrito como X= Xj^Ej*. A álgebra é dada por 

[Ei*, Ej*'] = ôi*^Ej* - ôj*Ei*". [2.3.11] 

Um campo X em BM é dito vertical se jt*(X) = 0. A aplicação composta n 

o B é uma aplicação constante G -> Jt(b), de tal maneira que jt* o B * = 0. 

Portanto, os campos fundamentais são campos verticais; 

ji*oB*(Eij) = 0. [2.3.12] 

A aplicação B * não é biunívoca. Para determinarmos o comportamento dos 

campos fundamentais sob a ação de GL(m,R), é preciso introduzir uma 

aplicação que leve os campos fundamentais de volta aos membros da 

álgebra que eles representam. Essa aplicação é uma conexão linear. 

Uma conexão linear é uma 1-forma F a valores na álgebra G' 

satisfazendo 

F(X) = X [2.3.13] 

Em particular, leva os membros da base {Ej*} nos geradores 

respectivos: 

r(EiJ) = AiJ [2.3.14] 
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Como r é uma forma com valores em G', ela pode ser escrita na base {Aj*} 

como r = Ai JPj com Fj‘ sendo 1-formas usuais (Fj ^ = Fj ‘^dx^). 

Um campo horizontal X em BM é tal que F(X) = 0. Um espaço 

horizontal em BM pode ser visto como o subespaço que contém os 

vetores que anulam a 1-forma F. Essa 1-forma leva o subespaço horizontal 

no zero da álgebra de Lie do grupo, 

A definição dos campos verticais vem naturalmente da estrutura 

diferencial do fibrado e não depende de qualquer estrutura adicional. Os 

campos horizontais, porém, são definidos somente se for dada uma 

conexão; conexões distintas definirão diferentes campos horizontais. 

A condição de covariância é satisfeita por F: 

(RVXX) = Ada-ir(X). (2.3.15] 

Os campos fundamentais também pertencem a essa representação. Para um 

campo fundamental Xa, identificamos, com a escolha de uma conexão, o 

gerador da álgebra ao qual ele corresponde; o grupo age sobre esse e 

depois pela ação de B * encontramos em Tba(BM) o campo transformado 

RaX = (Ada-lX). [2.3.16] 

Uma característica especial do fibrado das bases lineares é a 

existência em BM da 1-forma canônica 6 a valores vetoriais definida por 

0: TbBM — E"" 

0 = b’^OJT^. 
[2.3.17] 

Uma consequência dessa relação é que, associada a uma conexão 

haverá, além de sua curvatura, uma outra 2-forma chamada torção T, 

Dada uma conexão, 0 torna-se um isomorfismo entre espaços 

vetoriais (não entre álgebras). Haverá um único conjunto {Ei} de vetores 

horizontais tal que 

0(Ei) = Ki. [2.3.18] 

Para os vetores {Ei}, temos: 
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[Ei, Ej] = -R "..E^+T^.E. 
m ij n ij [2.3.19] 

com e tKj sendo as componentes respectivamente da curvatura e da 

torção da conexão F, que serão definidas adiante. 

Para cada base b, os vetores Ej e Ej* são linearmente independentes. O 

conjunto {Ej, Ej*} constitui uma base para Tj^BM, caracterizada por 

[2.3.11], [2.1.19] e por 

[EjJ, Ek] = Ô^J Ey [2.3.20] 

Qualquer vetor em b E BM pode ser decomposto em uma parte 

horizontal e em outra vertical. 

X = VX + HX = Xi» E/ + Ei X^ [2.3.21] 

Usando a projeção horizontal X HX, a diferencial covariante de 

uma p-forma o) é aquela (p+l)-forma Dca a qual, agindo em (p+1) vetores 

Xi, X2,...,Xp+i, fornece 

D(ü(Xi, X2 Xp+i) = dü) (HXi, HX2,..., HXp+i) [2.3.22] 

A derivada covariante é definida em BM. Para levar essa derivada 

para a variedade base M (espaço-tempo) é necessário usar pull-backs^ 

induzidos por secções.' 

Dada uma conexão linear F, sua forma torção T é a derivada 

covariante da forma canônica 0, 

T = D0 

T(X, Y) = de (HX, HY) = Ki d0* (X'Ei, Y*"Ek) [2.3.23] 

e 

T = jKjTjjde^^Ae^ [2.3.24] 

A expressão invariante de T é dada por 

^ Uma secção é qualquer aplicação C°° 

o: U -»« UxF 

tal que, para todo pGU C M, Jt(o(p)) = p. F é uma fibra qualquer. 
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X — d0 + X A 0 + 0 A X. [2.3.25] 

A curvatura R de uma conexão X, é uma 2-forma a valores na 

álgebra G'L(m,R) dada pela derivada covariante da própria conexão; 

R = DX = dX + XAX 

R = I Aki R^jsi 0^A0‘. [2.3.26] 

Em uma base natural {d^}, as componentes da torção e da curvatura 

são dadas respectivamente por 

T-^ki = X-^ik - X-^ki, [2.3.27] 

R^jsi = dsX-|ji - diX-|js + X^rs - X^ri E*js- [2.3.28] 

O levantamento horizontal de um campo vetorial X na variedade 

base M é o campo horizontal no fibrado tal que n:*(Xb) = Xj^(b)» para 

todo b em BM. Valem as seguintes propriedades: 

1. para uma dada conexão, o levantamento horizontal é único; 

2. o levantamento horizontal da soma de dois vetores é a soma dos 

levantamentos horizontais correspondentes; 

3. o levantamento de um comutador de dois campos é a parte horizontal do 

comutador dos correspondentes campos levantados. 

Então, uma vez escolhida a conexão, os campos do espaço-tempo são 

representados no espaço fibrado pelos seus levantamentos horizontais. 

2.4. Nota sobre Espaços Homogêneos 

Dado um grupo de Lie P conexo e um subgrupo fechado L de P, um 

espaço homogêneo é definido pelo quociente P/L (a notação aqui é 

inspirada no caso bem conhecido do grupo de Poincaré P e seu subgrupo de 

Lorentz L, com P/L isomorfo ao espaço-tempo de Minkowski). 

Consideremos as álgebras de Lie P e V. Suponhamos que exista um 

subespaço T' de P' tal que o espaço vetorial de P' seja uma soma direta P' = 
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L' + V e que L' atue sobre V de acordo com alguma representação. O 

conjunto de comutadores que define P' é dado pela forma geral 

[L',L*] C L', [2.4.1] 

[L',V] C V, [2.4.2] 

[V',V'] C P = L' + V. [2.4.3] 

O comutador [2.4.3] diz que a álgebra V sobre a qual L' atua não é 

simplesmente inclusa no espaço total. E mais, a ação de L' em V dada por 

[2.4.2], ainda que esteja na direção de V (comparar com [2.1.21]), tem 

componente na álgebra que apresenta desvios do comportamento linear, 

devido ao fato de V’ poder não ser mais uma simples inclusão. 

Uma propriedade importante da teoria geral dos espaços 

homogêneos® é a existência de uma conexão dita “canônica”: ela é 

invariante sob a ação do grupo, bem definida independentemente da 

existência de uma métrica e pode possuir curvatura e/ou torção não nulas. 

Um espaço-tempo é usualmente definido® como um par (variedade 

diferencial, métrica). A propriedade acima sugere que, ao invés disso, 

espaços-tempos sejam definidos como pares (variedade diferencial, 

conexão). Tais “espaços-tempos não-métricos” foram examinados em outro 

trabalho,'" de que não trataremos aqui. Notamos apenas que, para aqueles 

espaços homogêneos que forem compatíveis com a Relatividade Geral, essa 

conexão é a conexão de Christoffel. 
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3. Teorias de gauge estendidas 

3.1. Quebra da conexão 

3.1.1. Teorias de gauge 

Uma teoria de gauge pode ser descrita geometricamente através de 

uma conexão, que por sua vez é uma 1-forma que toma valores na álgebra 

de Lie do grupo de gauge. Essa álgebra é composta pelos campos 

invariantes à esquerda pela ação de qualquer elemento do grupo de gauge. 

Dado um ponto u sobre o fibrado, existe uma aplicação diferenciável íí leva 

uma variedade diferenciável (o grupo de gauge, que é um grupo de Lie) 

em outra (o fibrado principal). Assim sendo, ela induz uma aplicação u* 

entre os espaços tangentes ao grupo e ao fibrado principal. Esta aplicação 

diferencial leva os campos geradores da álgebra em seus representantes no 

fibrado principal, os chamados campos fundamentais. Dentre todos os 

possíveis campos pertencentes ao espaço tangente ao fibrado principal, os 

campos fundamentais são especiais: eles são os campos verticais. Sob a ação 

do operador de projeção induzido eles são levados no campo nulo do 

espaço tangente à variedade base. Os campos fundamentais representando 

os geradores Ja serão designados por Xa. Para se poder decompor qualquer 

vetor pertencente ao espaço tangente ao fibrado em uma soma direta de 

vetores horizontais e verticais, introduz-se uma conexão. Esta é uma 

atribuição, em cada ponto u do fibrado principal, de um espaço tangente 

Hu, tal que o espaço tangente seja Tu = Vu + Hu, com Vu formado pelos 

campos verticais. Todo vetor de Tu é então escrito de maneira única como 

Xu = V Xu + h Xu. 

A presença de uma conexão de gauge pode ser entendida 

altemativamente, tomando-se inspiração no eletromagnetismo. Lá, o 

potencial de gauge é introduzido via acoplamento minimal. Tomemos, no 

espaço-tempo, uma base holônoma inicial formada pelos campos d|x. Vamos 

simplificar a notação, designando também por os respectivos 

levantamentos horizontais. As relações de comutação entre os campos no 

espaço-tempo e na álgebra são dadas por: 

[dfi, dy] — 0 [3.1.1] 
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[aj,, Xa] = 0 [3.1.2] 

[Xa, Xb] = f^ab Xc [3.1.3] 

O conjunto de comutadores acima define a chamada base do "produto 

direto"." 

Na presença de uma conexão A = os campos do espaço-tempo 

são transformados em derivadas covariantes*- X^ = a^ - A^^Xc e as 

relações de comutação no fibrado tornam-se 

PCn,Xv]= - PnvXa P.1.4] 

[X^,Xa] = 0 [3.1.5] 

[Xa, Xb] = f=ab Xc P l -6] 

com X^, sendo um campo do levantamento horizontal. Esse conjunto de 

comutadores constitui a base do "levantamento horizontal".’^ 

A expressão [3.1.4] é exatamente a que se encontra usualmente na 

geometria dos fibrados, correspondendo a [2.3.19]. Os campos horizontais 

não fecham uma álgebra, tendo componentes também na direção vertical. O 

coeficiente F^^v, a curvatura da conexão de gauge, pode ser obtido usando- 

se a expressão da derivada covariante X^ e [3.1.5]: 

= d|A,A% - + f%cAh^A% . [3.1.7] 

Campos sobre variedades geram um grupo unidimensional de 

transformações locais. Um campo Y responde à ação gerada por um campo 

X através da derivada de Lie = [X, Y] e as relações de comutação 

descrevem as transformações geradas pelas ações dos campos um sobre o 

outro. 

A derivada [3.1.4] indica também a quebra da homogeneidade do 

espaço-tempo pela presença de uma conexão. Os geradores das translações 

são transformados nos campos Xjx. Através da derivada covariante, a 

presença dos geradores Xa afeta todo tensor sobre o fibrado. Esse efeito se 

propaga para os fibrados associados, formados por uma combinação do 

espaço-tempo com os multipletos aos quais as partículas são atribuídas. 

Cada multipleto carrega uma representação do grupo de gauge. A derivada 
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covariante depende da representação; nesses fibrados associados ela será, 

em vez de Xjx, um operador agindo de acordo com a representação dada. 

Um espinor de Pauli <j)^que pertença à representação fundamental de SU(2) 

terá derivada covariante dada por 

D(.<|>=‘=an.|>='-AVb(<l>‘‘) [3-I-81 

onde Tb(b =1,2,3) são as matrizes de Pauli, que representam os geradores 

de SU(2) na representação fundamental. Para um campo de gauge que 

pertence à representação adjunta do SU(2), a derivada covariante é dada 

por 

Df.(A%Ta) = a^(A%Xa) - dvCA^Xa) + [Ab^Xb, A%Xc] [3.1.9] 

com Xb os geradores da álgebra na representação adjunta (os campos 

invariantes à esquerda). 

As derivadas [3.1.2] e [3.1.5] estabelecem a independência entre o 

espaço-tempo e o espaço interno. E mais: [3.1.5] determina o 

comportamento adjunto^ da conexão de gauge: 

Xa(A^ji) = f^ba Ab^, [3.1.10] 

fazendo com que a independência entre o espaço-tempo e o espaço interno 

(ou de gauge) permaneça depois da introdução da conexão; os geradores 

das transformações de gauge não "sentem" os campos do espaço-tempo e 

vice-versa. Essa separação pode então ser entendida como conseqüência do 

comportamento covariante dessa conexão. 

O comutador [3.1.6] mostra que os geradores do grupo de gauge não 

se alteram por modificações nas transformações do espaço-tempo. 

Considerando o conjunto de comutadores acima e suas conseqüências 

procuramos um exemplo físico que ilustrasse e fato de a covariância da 

conexão não permitir que os campos do espaço-tempo e os campos de 

gauge "sintam" uns aos outros, apesar de ocorrer quebra da homogeneidade 

do espaço-tempo. Eis o exemplo: 

Suponhamos uma região na qual exista um campo gravitacional. Uma 

partícula aí colocada seguirá uma geodésica. Colocamos duas superfícies 

imantadas, posicionadas paralelamente uma a outra; na região entre as 

placas e longe das bordas, temos um campo magnético uniforme. A 

O termo em derivada não aparece no fibrado principal. 
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introdução de um campo magnético corresponde à introdução da conexão 

de gauge, a derivada covariante no espaço-tempo é modificada pelo 

acoplamento minimal. Uma partícula carregada que segue uma geodésica, 

ao entrar na região onde há campo magnético (desde que seu vetor 

velocidade forme um ângulo 0 ^ njt, n G N com o vetor do campo) sofre 

um desvio em sua trajetória. A introdução de um campo de gauge leva a 

alterações nas direções preferenciais no espaço-tempo. Na ausência de 

campo gravitacional, isto é, na ausência de forças, a introdução de uma 

teoria de gauge leva a quebra da homogeneidade do espaço-tempo ao 

introduzir uma direção preferencial. 

Para que o campo gravitacional e o campo magnético "sintam" a 

presença um do outro é necessário que haja modificação nas intensidades de 

cada um dos campos devido à presença do outro. 

O campo magnético produzido pelos imãs não sofre modificação em 

sua intensidade devido à presença do campo gravitacional. Para que isso 

ocorresse seria necessário que as correntes atômicas fossem modificadas 

devido à influência gravitacional; como a ordem desta quando comparada à 

interação eletromagnética é de 10"^, não se verifica qualquer alteração.® 

Para detectar qualquer alteração no campo gravitacional devida 

somente à presença do campo magnético, afastamos os imãs em direções 

opostas de modo a manter o campo uniforme e fazer com que o campo 

gravitacional produzido pelas massas dos imãs seja desprezível: lançando na 

região uma partícula de carga nula ela sentirá o mesmo campo 

gravitacional que na ausência do campo magnético - o campo gravitacional 

não sofre alteração. 

Pode-se chegar ao comportamento de F^piv pela ação do grupo de 

gauge e à dinâmica do sistema aplicando a identidade de Jacobi para [3.1.4], 

[3.1.5] e [3.1.6]. Obtem-se inicialmente: 

(i) a covariância de 

Xa(F^v)= f^abFV; [3.1.11] 

(ii) a identidade de Bianchi 

® Medidas da alteração da função de onda de partículas devida à gravitação foram feitas com 
o uso de interferometria apenas para nêutrons. R. Colella, A. W. Overhouser & S. A. 
Wemer, Phys. Rev. Lett. 34 (75) 1472. 
Mas nessas medidas não há alteração da trajetória, muda apenas a fase da função de onda. 
J. Anandan, Phys. Rev. D30 (1984) 1615. 
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X[x. F^v] — 0» [3.1.12] 

mostrando que a derivada covariante da curvatura é nula (os colchetes 

[aPy] indicam anti-simetrização nos índices); 

(iii) relação entre os coeficientes de estrutura: 

bc ad ab" cd ^ca^ bd “ [3.1.13] 

A dinâmica dos campos pode ser obtida de duas maneiras: 

(i) a partir da Lagrangeana 

L = i tr F^vF»*'' + Lfonte [3.1.14] 

(ii) a partir da identidade de Bianchi [3.1.12], pela prescrição de dualidade 

e adicionando-se como fonte a corrente de Noether 

(ôV^- ftcAV) F'**'' = X^F^l"’ = [3.1.15] 

Pode-se acreditar na propriedade de dualidade ? Ela certamente vale 

na ausência de fontes externas, e por isso parece ser uma característica 

especial do próprio campo de gauge. Nós a estamos aceitando como tal. Se 

ela vale ou não na presença de uma dinâmica mais complexa é hoje em dia 

um tema de pesquisa intensiva.*'^ A dualidade poderia estabelecer uma 

relação entre monopolos e sólitons e vir assim a esclarecer o problema do 

confmamento da cor.‘^ 

A prescrição de dualidade equivale a uma mudança da derivada 

covariante em coderivada covariante.'® Essa regra tem a vantagem de 

fornecer a dinâmica dos campos de uma teoria mesmo quando essa não 

possuir Lagrangeana, o que é o caso para grupos não-semi-simples.'^ 

De [3.1.15] vem 

XvJ^=0. [3.1.16] 

A equação [3.1.16] não corresponde a uma conservação. Pelo 

segundo teorema de Noether, ela apenas reflete o necessário bom 

comportamento dos campos-fonte sob a ação da representação 

correspondente do grupo de estrutura. 
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3.1.2. A quebra da covariância 

Como anunciado na introdução, o primeiro passo de nosso programa 

consiste em quebrar a estrutura de produto-direto do fíbrado. De [3.1.5] e 

[3.1.10], essa independência entre o espaço-tempo e o espaço interno fíxa o 

comportamento covariante da conexão A Então, para romper o produto- 

3 3 
direto, decompõe-se a conexão Ajx em duas 1-formas A’ ja e B 

Aja = A’ fi-B fA. [3.1.17] 

Uma conexão, quando aplicada a um campo fundamental, leva-o no 

gerador correspondente na álgebra. As duas 1-formas que aparecem no 

lado direito de [3.1.17], quando atuando sobre um campo fundamental, 

levam a campos da álgebra que não pertencem ao conjunto dos geradores, a 

campos que não são invariantes à esquerda. Somente a diferença entre os 
0 

resultados dessas ações corresponde a um gerador da álgebra. Já que A fA 

continua a ser uma verdadeira conexão. 

Essa interpretação é também satisfatória do ponto de vista do 

comportamento de uma conexão A sob ação de um elemento do grupo (ver 

[2.1.15]). O comportamento covariante dessa é dado por: 

(Ra*A)(X) = Ada-l A(X) [3.1.18] 

onde Ra* representa a ação à direita do elemento "a” do grupo sobre a 1- 

forma A e Ad denota a representação adjunta do grupo G na álgebra G'. A 

expressão [3.1.18] está ligada à invariância à esquerda dos campos da 

álgebra G'. Uma vez que os campos da álgebra associados a A’ fA e B (a não 

possuem invariância à esquerda, esses não se transformam como acima e 

portanto não são conexões. 
3 3 

Assumimos que tanto A’ [a quanto B [a possuem um comportamento 

não-covariante que será caracterizado pela presença, na regra de 
3 3 

transformação de B ja, de um objeto denotado por C bp cujas propriedades 

serão apresentadas oportunamente: 

Xb(B ja) = f ebB |x + C jAb . [3.1.19] 
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Fosse B um objeto covariante, a equação [3.1.19] não possuiría o objeto 

C. Introduzimos então, um operador X*a que atuando em um objeto que 

possui índice algébrico, dá-nos informação sobre o comportamento desse 

objeto sob ação do grupo. Em verdade X*a será um medidor de desvios do 

comportamento covariante e será denominado medidor de anomalias: 

X*a(Zb) = - Xa(Z'>) + f^caZ^ [3.1.20] 

Assim, temos: 

X*a(AV) = 0, [3.1.21] 

X*a(F*^v) = 0 [3.1.22] 

e 

X a(B^(i) = C^ap" [3.1.23] 

A partir da definição [3.1.20] e supondo que os X a's satisfaçam a 

regra de Leibniz , podemos obter a ação dos medidores de anomalia em 

objetos com sub e super-fndices algébricos, com sub-índice algébrico e em 

escalares. Como exemplos. 

X*a[G"d] = - Xa[C"d] - f^daG^e + f^^eaG^d, [3.1.24] 

X*a[Zc] = - Xa(Zc) - f^^caZr [3.1.25] 

e 

X*a[G°c] = 0. [3.1.26] 

Mostra-se, ademais, que os X a comutam com os Xb: 

[X*a,Xb] = 0. [3.1.27] 
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Segue-se então que os X*a constituem por si mesmos uma representação da 

álgebra: 

(X*a, x*b] = f=abX*c [3.1.28] 

3.1.3. As novas derivadas 

Vamos agora construir as novas "derivadas" da teoria. Para tanto é 

necessário que se escolha qual das duas 1-formas fará um papel semelhante 

ao de uma conexão na construção da nova "derivada covariante". 

Substituindo [3.1.17] na definição da derivada covariante X^, temos: 

Xn = ôn-A’’’^Xb + B'’^Xb [3.1.29] 

que levado em [3.1.5], fornece: 

[ân-A’'’nXb+B‘’nXb,Xa] = 0 [3.1.30] 

Aqui escolhemos uma “derivada covariante” X’fi = - A'^^,Xa = XfA - 

B^fxXa e rescrevemos o comutador acima como 

[X> + B’’nXb, Xa] = 0 [3.1.31] 

A razão para a escolha é a seguinte. Em teorias com mésons vetoriais 

com acoplamento do tipo Ja^^V a Lagrangeana pode ser rearranjada de 

modo que apareçam, formal mente, derivadas dos campos-fonte com a 

mesma expressão de uma derivada covariante, mesmo que nenhuma 

invariância de gauge esteja presente. A’ ^ vai desempenhar, no que se 

segue, o papel daqueles campos vetoriais. Se usássemos ocorreria 

apenas uma mudança no sinal. Usando [3.1.19], segue-se que 

[X'fx, Xa] = C fiaXc- [3.1.32] 
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Temos assim a quebra da indepêndencia local entre espaço-tempo e espaço 

interno; os fazem agora o papel de campos correspondendo ao espaço- 

tempo. 

Suponhamos que nenhum dos dois objetos seja previlegiado para 

formar as derivadas; decompondo em duas “derivadas covariantes” 

Calculando cada um dos lados da igualdade separadamente, obtemos: 

haver a quebra da trivialidade local, é necessário que escolhamos uma das 

1-formas como "conexão" para uma “derivada covariante”. O papel de B 

será discutido no capítulo 5. 

As relações de comutação básicas, que eram [3.1.4], [3.1.5] e [3.1.6], 

podem agora ser reescritas como 

A^^fxXb = i dp - A’^pXb + i dp + B^^pXb ^ i (Z’p - Y’p) 

com Z’p = dp - 2A’ pXb e Y’p = dp + 2 B pXb. 

(Z’p-Y’p, Xa] = 0=> 

[Z’p, Xa] = [Y’p, Xa]. [3.1.33] 

[Z’p, Xa]Z^ = 2cVXc(Z^ 
[3.1.34] 

e 

|r^,Xa]z'’ = -2CVXc(z'’). 
[3.1.35] 

c c c 
Então [3.1.33] é satisfeita <=> - C pa = C pa => C pa = 0. Assim, para 

[3.1.36] 

com 

[X>, Xal = - CV Xb; [3.1.38] 
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[Xa, Xb]=f^abXc. [3.1.39] 

Define-se então como a diferença entre c F^|xv: 

[3.1.40] 

Sua expressão detalhada assume as formas 

[3.1.41] 

= Xt,B\ - XvBV + íVBVB% - CVB^ + C\vB‘’h. 

A inomogeneidade do espaço-tempo é agora caracterizada por 

O comutador [3.1.38] mostra que o acoplamento entre espaço-tempo 

e espaço-interno é dado por C%jx, que caracteriza o comportamento 

matrizes (C|x)% = C^^b's e não fecham uma álgebra. Fosse esse o caso, os 

Xa constituiríam um modulo no qual os X'^ agiríam como uma 

representação. 

A álgebra do grupo interno não sofre modificações, o que sugere que 

nesse modelo, em uma teoria de unificação gravitação-teorías de gauge, 

aquela possa ser obtida a partir dessas e não ao contrário. 

Por conveniência, definimos um conjunto de derivadas modificadasfi 

[3.1.36]. 

anômalo de B^|x e A' ^ em [3.1.19]. Os campos Xagem sobre os Xa pelas 

X%(Z‘^) = - C%Z^ [3.1.42] 

X'*n(Z'=) = XVÍZ') - [3.1.43] 

em termos das quais podemos escrever: 

P^|xv — X*|xB% - X*vB^j4, + • [3.1.44] 

f As propriedades dessa derivada estão listadas no íle m 22 do apêndice 2. 
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A derivadada X*|x mostrou-se conveniente para obtermos uma 

expressão simples para Quanto às derivadas X' essas satisfazem: 

[X’*^, X'»v] Z<^ = + FVX*a(Z'^ - R’VZ», [3.1.45] 

com 

R'^anv= X'^C^av ■ XyC^afi ' C%jiC*^av + C^bvC\ji - f‘^daF'^nv . [3.1.46] 

A expressão [3.1.46] é análoga à da curvatura de uma conexão C^afi 

calculada em uma base não-holônoma {X'ji}. Para que a analogia fosse 

completa, o último termo deveria ser o produto dessa conexão pelo 

coeficiente de não-holonomia da base. É interessante notar que não é 

o coeficiente de holonomia da base {X*fi}, como se vê em [3.1.36]. A 

introdução de uma conexão de gauge não corresponde em geral a uma 

mudança de base no espaço-tempo, com exceção do caso do grupo das 

translações, conforme veremos posteriormente. 

Quanto à expressão [3.1.45], esta apresenta uma analogia com o 

comutador dos campos horizontais na teoria dos fibrados principais, devido 

ao aparecimento de uma "curvatura” e de um tensor anti-simétrico, 

candidato à torção. Essa analogia concretizar-se-ia se no lado direito da 

igualdade em [3.1.45] aparecessem componentes na direção dos campos 

verticais Xc e horizontais X'*^. 

3.1.4. Curvatura e Torção 

Uma vez ocorrida a mistura entre espaço-tempo e espaço interno, 

sendo esses de mesma dimensão, é possível introduzir uma aplicação entre 

os espaços tangentes (dois espaços vetoriais de mesma dimensão finita são 

isomorfos) que relacione seus campos. Como sugere [3.1.32] definimos a 

aplicação H como segue 

XV^H^^nXc. [3.1.47] 

H assemelha-se a uma função de transição pois relaciona um campo 

em um aberto da variedade base com um campo da álgebra. 

Impondo que H seja inversível, isto é, definindo H tal que 
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[3.1.48] Ha^ = ô‘‘a, 

temos 

Xc = Hc^X'n [3.1.49] 

e substituindo em [3.1.36], vem: 

[XV X'v]= - FVHa^X’í 
[3.1.50] 

com - sendo agora o coeficiente de não-holonomia da base {X'fj,}. 

Aplicando [3.1.47] em [3.1.38] tem-se: 

C‘^a = HV‘‘ca- Xa(H‘*n) = X*a(H‘‘^) = - Ta(H‘*^). [3.1.51] 

Substituindo [3.1.47] e [3.1.51] em [3.1.43] obtemos uma relação 

p eX*a entre X'*n e X* 

X'%(Z“0 = - hV*<i(Z<=) - Xr(HV)Zf [3.1.52] 

OU 

X^ÍZ') = - Ha*’x'*p(Z^ - Ha’’Xr(HV)Z'. 

Aplicando [3.1.53] a [3.1.45], obtemos: 

[3.1.53] 

[X’V, X'*v]z"= - F’Vv Ha” X’*p(Z<0 - {F’V H,” Xa(H"p) [3.1.54] 

+ R’V> 

Usando [3.1.51], o termo entre chaves toma-se : 

C^av " X'v C^afi " C^av + C^bv C^ajx 

+ Hd^F^C^ap, 

[3.1.55] 
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o último termo contém o produto da conexão pelo coeficicente de não- 

holonomia da base 

Podemos então escrever: 

[X'V, X'%] - F’V ffc'’ X'*p(Z<) - R Vv z“ P I-56] 

A equação [3.1.56] possui agora a forma usual do comutador de dois 

campos horizontais no fibrado das bases e somos então induzidos à 

â O 
interpretar o coeficiente ( - F’ fivHa^) como a torção e R^afiv como a 

curvatura de uma conexão C^a^i- 

Aplicando [3.1.49] em [3.1.38] e notando também que a aplicação H 

transforma índices de espaço-tempo em índices de álgebra e vice-versa; 

temos finaimente: 

CV = - H x*’F'VHa'’ + Ha'’X'p(H v”). P.1.57] 

Definindo C^vp ■ - F'\p, 

CV = H j.VvpHa'’ + Ha''xV(Hv‘’). 13.1.58] 

A expressão [3.1.58] mostra que C se transforma como uma conexão 

V 
do grupo linear, sendo Ha a matriz de transformação de base. A quebra da 

independência entre o espaço-tempo e o espaço interno induz através do 

comutador [3.1.32] a existência da aplicação H entre os dois espaços; com a 

definição de [3.1.43] construimos o comutador [3.1.45], que se assemelha a 

uma estrutura de fibrado principal, com a curvatura da conexão C. É 

interessante notar que o resultado [3.1.57] vem do modelo geométrico, uma 

vez introduzida H. 

Para que [3.1.45] aproxime-se ainda mais da estrutura geométrica de 

um fibrado principal é necessário recuperar a trivialidade local entre os 

campos horizontais X'*fi e os campos verticais Xa. Calculando o 

comutador: 

[X'*p, Xa] z" = Xa[C‘'dn]Z'' [3.1.59] 
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c 
vê-se que a trivialidade local pode ser obtida se Xa[C dp,] = 0, isto é, a 

conexão C deve ser invariante pela ação do grupo interno. Veremos mais 

tarde o que essa condição significa no que diz respeito à gravitação e às 

interações eletrofracas. 

3.1.5. Identidades de Jacobi 

Calculando as identidades de Jacobi: 

5.1. Para [3.1.36], tem-se: 

X'*[^F*vX] = X’[^F*vX] - C VF'Vi = 0- P l-60] 

5.2. Para [3.1.38], usando-se [3.1.24], tem-se: 

X*b " X*a C^bfi + f^ab = 0- [3.1.61] 

Essa equação é um caso particular de [3.1.28], quando aplicada a B®p. 

5.3. Para [3.1.36] e o campo Xa, temos: 

[Xa,[XV, XV]] + [X'p,[XV, Xa]] + [XV,[ Xa, XV]] = 0 

X*a [FV3 = X*a [P'+ f^daF V- P l-62] 

Nesta expressão vê-se que a curvatura R'‘^apv é um efeito da não- 

covariância de F'^pv; o segundo termo da última igualdade contribui apenas 

para grupos não-abelianos. 

A dinâmica dos campos A'^p é obtida a partir da expressão [3.1.60], 

usando-se a prescrição de dualidade e incluindo a corrente fonte 

piapv _ 

Aplicando X'*v à [3.1.63] obtem-se uma condição para a corrente 

fonte; 

X'*vJ^^ = 0. [3.1.64] 

41 



A invaríância de gauge da teoria permanece, ainda que não explícita 

na dinâmica dos campos A'fx. Os comutadores, as novas derivadas 

"covariantes” e a dinâmica para A’fA foram construídos a partir de uma 

teoria inicialmente invariante de gauge. Quanto à transformação de A^ 

pela ação do grupo de gauge, essa dependerá da transformação de Bja, 

levando-se em conta a covariância do campo inicial A^. Dentro desse novo 

esquema alguma simetria ainda é preservada, como mostra [3.1.64]. E, 

mais, existe a possibilidade de recuperarmos uma estrutura geométrica de 

fibrado principal. 

A não-trivialidade local, ou seja, as ações entre os campos Xa e X 

é representada por C%fi; esse caracteriza a não-covariância de Bfj, e A ^ e 

ademais, funcionando como uma conexão, dá origem ao campos que 

revelam uma geometria de fibrado e preservam a simetria das correntes 

fontes. Ainda, juntamente com A'n, contribuem para cuja não- 

covariância dá origem à curvatura R’^afiv- 

Voltando a [3.1.45], pode-se indagar do porquê de ter-se escolhido 

esse comutador e não o comutador com as derivadas X*(i para obter uma 

geometria. Essa escolha tem por objetivo a recuperação de uma estrutura 

geométrica semelhante à estrutura de um fibrado principal. Mostraremos 

nesta secção, através do cálculo de alguns comutadores, que as outras 

derivadas definidas na teoria não permitem reobter tal estrutura. O 

comutador para as derivadas X*^ é dado por: 

3.1.6. Propriedades dos comutadores 

[X%, X*v]Z"= F“^vXa(z') - [3.1.65] 

com 

ou 

[XV, XMZ*^ = X*a(Z‘) - R”V 
[3.1.67] 
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com 

c -.c ^d X ^d 
R a|xv — X^[C av] " Xy[C afi] " C djiC av + C dvC an " f daF jiv • 

[3.1.68] 

Agora, usando a aplicação [3.1.47] modificada. 

X^ = H^^Xc+B^^Xc, [3.1.69] 

e substituindo [3.1.69] e [3.1.51] em [3.1.42], obtemos uma relação entre 
Xt* í» V* • 

^ e A a* 

X ^(Z‘0 = B ^XaZ<= - HVx*eZ= - Xd(H [3.1.70] 

OU 

X’eZ‘^ = - H''eX*^(Z‘0 + H^B“nXaZ<= - H'‘eXd(HV)Z‘*. 

Substituindo [3.1.71] em [3.1.67], temos: 

[3.1.71] 

[XV. X*v]z''= - F*nvrf’aX*p(Z<^) + f'pvrfeB^pXaZ"' 
Riic a 

a(iv^ • 

com 

^ afiv — Xja[C av] " Xv[C a|x] " C d|xC av + C dvC ajx 

+ dC apF |xv • 

Usando [3.1.47] e [3.1.69] em [3.1.4]: 

[3.1.73] 

[Xp, Xvl = - PpvHi^Xp + PpvHa'’B'pXc. P-1-74] 

A expressão 

[3.1.73] é a da curvatura da conexão c\v na base {X^}, sendo - nf dF*^pv o 

coeficiente de não-holonomia dessa base. 

Os comutadores 

43 



[X*^, X*a]z‘ = - [XV Xa]Z‘" = C‘*a|iXd[Z'] + XatcVlz"* [3.1.75] 

mostram ser difícil estabelecer com [3.1.65] ou [3.1.67] uma geometria 

semelhante à geometria encontrada nos fíbrados, pois o anulamento dos 

comutadores em [3.1.75] depende do tipo de objeto sobre o qual ele age, 
C 

i.e., depende do comportamento de Z sob ação do grupo de gauge. 

A partir de [3.1.72] temos que, para obter a geometria usual dos 
3 d 

fíbrados, seria necessário que B p = 0, o que implicaria em C ap = 0 e 

portanto não havería quebra da independência local. 

E mais, na curvatura 

[3.1.73] não aparece o efeito do novo campo físico A*. A derivada completa 

deve incluir o novo campo físico e o novo objeto (C bp) que representará o 

campo gravitacional. 

3.2. Olhando as extensões 

A álgebra de Lie definida pelos comutadores [3.1.36], [3.1.38] e 

[3.1.39] é uma extensão da álgebra de Lie do grupo de gauge pela álgebra 

de Lie do grupo das translações. A álgebra de Lie estendida resultante 

corresponde a uma das soluções da teoria geral apresentada na secção 

(2.2.2). Essa solução, que considera C^aj como sendo a medida da quebra 

de covariância de algum objeto surge aqui com a separação da conexão 

de gauge em [3.1.17], a defínição do medidor de anomalias em [3.1.20] e a 

escolha da nova derivada "covariante" X'p. 

O conjunto de derivadas definidas em [3.1.43] corresponde à 

mudança de base [2.1.29] com os a^a não constantes e dados pelos C^ap- 

Dessa forma a equivalência entre o produto direto e a álgebra estendida 

dada por [3.1.45] e [3.1.59] é estabelecida por soluções de (ü^ap invariantes 

pela ação do grupo de gauge. No capítulo 5 essa será uma das soluções 

discutidas. Esperamos ter deixado claro como a teoria das extensões não 

somente enquadra os casos que estudaremos em detalhe, mas também 

sugere outras possibilidades. 

3.3. Validade do modelo 

A validade do modelo está vinculada à escolha de grupos de gauge 
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que possuam a mesma dimensão do espaço-tempo. Isso pode ser visto 

quando se obtém o comutador [3.1.32], estabelecendo C dv = - C vd» o que 

só faz sentido em [3.1.19] se o número de geradores do grupo de gauge for 

igual à dimensão do espaço-tempo. 

Essa condição também garante a única exigência para o 
C 

estabelecimento da aplicação H que é a sua inversibilidade. Portanto, o 

número de índices de gauge e os índices de espaço-tempo deve ser o 

mesmo. Se a aplicação H não fosse introduzida na teoria perderiamos muito 

da interpretação geométrica usual, não podendo estabelecer de forma 

razoável a conexão linear C, sua curvatura e sua torção. 

Temos então um primeiro critério para selecionar os grupo de gauge 

para obter as teorias com geração de massa a que nos referimos na 

Introdução. Nosso espaço-tempo possui dimensão 4, o que significa que 

podemos excluir a geração de massa para o eletromagnetismo no vácuo e 

para o grupo SU(3) da QCD. Se o espaço-tempo tivesse dimensão unitária 

seria possível, por esse modelo, efetuar uma quebra do campo que descreve 

o fóton no eletromagnetismo, construindo assim uma teoria 

eletromagnética de curto alcance. Já para a QCD, seria necessário que o 

espaço-tempo tivesse dimensão 8 para que a teoria comportasse geração de 

massa. 

O critério imposto por [3.1.32] é forte na medida em que veta a 

possibilidade da separação de conexões como aquelas que descrevem o 

fóton no eletromagnetismo ou os glúons na QCD. Se a decomposição for 

feita, o comportamento não-covariante que se queira atribuir ao novo 

campo físico usando [3.1.19], não está definido. 

Dentre os grupos que têm o número de geradores igual à dimensão 

do espaço-tempo, temos dois candidatos na natureza: o grupo das 

translações e o grupo SU(2)®U(1). 

Este talvez seja o melhor ponto para um comentário sobre a 

linguagem que estamos utilizando. Expressões com "quebra do produto 

direto", ou "quebra da conexão" são abusos de linguagem e devem ser 

explicados. É claro que o fibrado não se altera. O que fazemos aqui é 

tomar uma certa conexão e supor que ela não mais se comporte como 

deveria. O objeto resultante (o A'% acima) não é mais uma conexão. Mas, 

como o tomamos de uma forma particular, como uma conexão verdadeira 

(A%) mais uma parte (B%) que quebra o bom comportamento, falamos em 

"quebra da conexão". Deveriamos falar em "quebra do comportamento de 

conexão". Por outro lado, os físicos costumam continuar a se referir aos 

campos correspondentes (por exemplo, ao W^) como "campos de gauge", 

ou seja, como "potenciais de gauge", nome mais corretamente reservado às 
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conexões. Esta nomenclatura está arraigada demais para ser descartada. No 

entanto, se falarmos do como se ele fosse uma conexão, o abuso se 

propaga ao próprio fibrado. Falamos então de que "quebra do produto 

direto" - que, se fosse verdadeira, implicaria na destruição do fibrado 

como tal. Fique claro que se trata de abuso de linguagem. O fato, puro e 

simples, é que não estamos mais tratando com conexões. 

Isso chama, por sua vez, um comentário sobre a origem da quebra. 

De onde viría o desvio ? Sua origem está nas idéias difundidas por 

Zeldovich e Sakharov'® nos anos 60, pelas quais a gravitação seria induzida 

pelas flutuações do vácuo dos demais campos fundamentais. Nesse caso, B 

seria algo como uma anomalia: um resultante clássico, médio, de um efeito 

puramente quântico. Com o sucesso da quebra espontânea, ficou claro que 

alguma coisa desse tipo deva existir, embora o desvio não seja 

necessariamente do tipo linear que estamos considerando. O que 

examinamos aqui é o caso mais simples. No resto deste texto ignoraremos 

esta questão e suporemos simplesmente que B exista. 
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4. Translacões 

O estudo do formalismo para grupos abelianos é um passo 

intermediário para o caso particular das translações. A secção (4.1) discute 

a geometria para grupos abelianos, tomando esses como um caso particular 

da teoria apresentada no capítulo 3. O grupo das translações é apresentado 

na secção (4.2). Esse grupo admite naturalmente uma aplicação H: 

Xb. As consequências da quebra da independência entre espaço interno e 

espaço-tempo podem ser demonstradas sem a necessidade dos resultados do 

capítulo 3. Construimos a geometria novamente e a comparamos com os 

resultados do capítulo 3 e da secção (4.1), enfatizando que a aplicação H da 

teoria geral coincide com a tetrada que surge naturalmente para o grupo 

das translações. 

4.1. Grupos abelianos 

4.1.1. Estrutura da teoria de gauge 

Para um grupo de Lie abeliano as relações de comutação que 

descrevem a teoria são dadas por 

[X^,Xv]= - F^vXa, [4.1.1] 

[X^,Xal = 0, [4.1.2] 

[Xa,Xb] = 0, [4.1.3] 

que é um caso particular de [3.1.4], [3.1.5] e [3.1.6]. O caráter adjunto do 

campo de gauge é dado por 

Xa(AV = 0. [4.1.4] 

Lembremos que a separação entre espaço interno e espaço-tempo tem 

sua razão na covariância do campo de gauge, qualquer que seja o grupo de 

gauge. De [3.1.7] temos que a curvatura do campo de gauge é dada por 

FV=^(*A%-ÔvAV. [4-••5] 
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As identidades de Jacobi para [4.1.1] e [4.1.2] fornecem; 

(i) a covariância de 

Xa(Fj,v) = 0; [4.1.6] 

(ii) a identidade de Bianchi 

X[XFVl=0. [4.1.7] 

Para um grupo abeliano a identidade de Jacobi para [4.1.3] é trivialmente 

satisfeita, como pode ser visto em [3.1.13]. 

A dinâmica é obtida a partir de [4.1.7] usando-se a prescrição de 

dualidade e adicionando-se a corrente fonte: 

ô\ anFt*'’ = pap.v _ jav 

Novamente temos a corrente covariantemente conservada 

XvJ^=0. 

[4.1.8] 

[4.1.9] 

4.1.2. Geometria : a aplicação H e suas conseqüências 

Procedendo-se novamente à quebra da independência local dos 

campos, o novo conjunto de comutadores é dado por 

com 

e 

[XV XV] = - F'VXa, [4-110] 

[XV Xa] = - CVXb, [4-1-11] 

[Xa,Xb] = 0, [4.U2] 

XV = 3^-B\Xa, [4.1.13] 

F'Vv = + PVv [4-*-14] 
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[4.1.15] 

Pa _ Y* Ra Y* r3 — 
fiv — V ■ vD — 

= Xj,B\ - XvB^- CVB'’v + C?bvB'’^. 

Portanto 

F’ Jiv = V ■ ÔyA' fi “ C vdA* JA + A' \C jAb* 

Para grupos abelianos o medidor de anomalias X a coincide com 

Xa a menos de um sinal. De [3.1.20] vem: 

X*a=-Xa. 

Conseqüentemente: 

X*a [G'>a] = - Xa [0'’al, 

X*a [Zcl = - Xa [Zc], 

X*a [G«=c] = 0, 

[X*a, X*b] = 0. 

Temos novamente: 

X*a(AV = 0, 

X*a(F"^v) = 0, 

X*a(BV) = CV 

As derivadas modifícadas da teoria geral permanecem: 

X%(Z<0 = Xn(Z<=) - cvz^ 

[4.1.16] 

O campo 

[4.1.17] 

[4.1.18] 

[4.1.19] 

[4.1.20] 

[4.1.21] 

[4.1.22] 

[4.1.23] 

[4.1.24] 

[3.1.42] 
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[3.1.43] X'%(Z") = xvcz^^) - c%z^ 

e p pode ser escrito como: 

P Vv = - X%BV- 

A equação [3.1.45] permanece 

[X'V, X'%] = F V X^aCZ^^) - R'VZ^ 

[4.1.25] 

[4.1.26] 

com 

R'*^ap.v= X'fxC^av ■ X'vC^an “ C%ji,C\v + C^bvC\^,. [4.1.27] 

Novamente introduzimos uma apiicação 

Xy^H^Xc [3.1.49] 

que, levada em [4.1.11], fornece: 

c*pa = - Xa(H'*^) = X*a(H‘‘^) [4.1.28] 

que é um caso particular de [3.1.51]. 

A existência da aplicação inversa, como vimos, implica em que C se 

transforme como uma conexão, o que é fundamental nesse formalismo se 

quisermos interpretar na equação [3.1.45] torção e curvatura. Supondo 

existir a inversa, 

c%p = - + H^bXvrfp 

com - = C pv 0 portanto 

C\p = H\cVH''b + H'’bX’pH“p. [41-30] 
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Essa duas últimas expressões são semelhantes às obtidas obtidas no capítulo 

3 ([3.1.57] e [3.1.58]), porém aqui é dado por [4.1.16]. 

A relação entre X' ^ e X a e dada por 

X*a(Z‘=) = - Ha'’ X’*p(Z<0 - Ha'’ XKH‘p)Zf, [4.1.31] 

que levada em [4.1.26], fornece: 

[X’%, X'*v]z‘’ = - F'V ha‘’x'*p(Z=) - {F’VHe'’Xa(H‘’p) [4.1.32] 

+ R'V}Z^ 

usando [4.1.28] podemos novamente definir uma curvatura 

— R' ap.v + F'^(ivC^ap — X^C^av" X vC^a|x “ C%p,C^av [4.1.33] 

+ C‘=bvC>ap + Hd'’FVC"ap, 

que coincide com a expressão [3.1.55] obtida no caso geral. Temos então: 

[X'V. X’*viz‘’= - F’V Ha'’x'*p(Z‘^) - R V z”. M-34] 

A torção sendo 

tP _ hP- F’P -r^ [4.1.35] 1 fiv — ~ “ ^vOa —“"fxv — '-'JAV* ^ ^ 

As identidades de Jacobi para os campos podem ser obtidas a partir das 

expressões gerais do capítulo 3: 

para [4.1.10], tem-se: 

X'*[pF'^),J = X'[^F’^xl - C>>a[pF'V] = 0 [4.1.36] 

para [4.1.11], tem-se: 

X*bC^ap - X*aC=bp = 0 [4.1.37] 
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Para dois campos X'fx e um campo Xa, temos: 

X*a[FVl =X*a[P'Vl = R'V= RV - F^j.vC^ap. ^ 

Novamente a curvatura R'^anv é um efeito da não-covariância de 

A dinâmica dos campos é obtida aplicando-se a prescrição de 

dualidade a [4.1.36] e acrescentando-se a corrente fonte: 

X'*jiF'af^v ^ XVF*af^^ - CadfxF"^!"'' = ja\ [4.1.39] 

Temos novamente a condição para a corrente: 

X'*vja''=0. [4.1.40] 

Para o grupo abeliano, o que essencialmente muda na geometria é a 

forma da covariância do campo de gauge inicial Ajx; essa mudança 

propaga-se modificando a expressão do medidor de anomalias e, 

consequentemente, todas as expressões que o incluem, como por exemplo 

[3.1.61] e [3.1.62]. Em relação ao caso geral, a mudança na dinâmica do 

novo campo físico Adá-se devido à modificação de seu "field strength" 

piafiv Veremos também que nesse modelo um grupo abeliano não admite 

geração de massa para os campos físicos A'|x. Isso será apresentado no 

capítulo 5. 

4.2. Translações 

Como exemplo, consideramos o grupo das translações no espaço 

de Minkowiski Seus geradores podem ser tomados como o conjunto 

de campos {da = d/dy^}, com {y^} sendo coordenadas em E^ *. É 

conveniente olharmos E^’^ como o espaço tangente ao espaço-tempo em 

cada um dos seus pontos. E^ * é a variedade base e os espaços tangentes 

pseudo-euclidianos fazem o papel de espaço interno nesse caso. O espaço- 

tempo é um espaço de Minkowski, mas também possui E^’* como espaço 

tangente em cada um dos seus pontos. No espaço-tempo usamos 

coordenadas {xl^} e base inicial {d/dx^^}. Por exemplo, X^ = d^ - A^jxda = 
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(dy^/dx^ - A^yi)d/dy^. Usaremos doravante o mesmo sistema de 

coordenadas para o espaço-tempo e seu espaço tangente e portanto dy^/dx^ 

— 

A condição de covariância é dada por ôb(A^fi) = 0. O que significaria 

que a conexão A, apesar de ser uma função de ponto no espaço-tempo, 

seria independente de ponto em cada espaço tangente. Tomaremos A = 0® e 

portanto 

Xb(B V = ^b(B V = CVb. [4.2.1] 

Para as translações no vácuo a aplicação íPfA, definida em [3.1.49], surge 

naturalmente, uma vez que os campos X ^ podem ser escritos como 

X'n = âj. - B^Xa = (ÔV - BV)3a = HVa [4-2-2] 

com 

O conjunto de relações de comutação é agora 

[XV, X'v]= -PV^a, [4.2.4] 

[XV, Xa] = CVc, [4.2.5] 

(Xa, Xb] = 0, [4.2.6] 

com 

F V = PVv = - dyB% - C%B% + C^avBV. [4.2.7] 

Devido à expressão [4.2.2], a relação entre campos internos e externos 

reduz-se a uma relação entre base holônoma e base não-holônoma, uma vez 

que 

8 Poderiamos não usar o mesmo sistema de coordenadas em ambos espaços, mas não o 
faremos aqui. Para simplificar, estaremos interessados apenas no “vácuo” da teoria. 
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[ôa, ab] = 0 [4.2.8] 

e [4.2.4] pode ser escrita como 

[XV,X'v] = -PVx'X [4.2.9] 

agora com - = - H aP^v sendo o coeficiente de não-holonomia da 

base {XLevando [4.2.2] e [4.2.9] em [4.2.5], temos: 

= - H\P VH^b + HPbX VfPp, [4.2.10] 

definindo C^vu ■ - P^vp» 

C\p = H\C+ HPbX 'níPp [4.2.11] 

que coincide com a expressão [3.1.58], que é a iei de transformação de uma 

conexão peio grupo linear. 

A conexão C também pode ser escrita da seguinte forma: 

CV = h^{X'ph\ - XVhV>. [4.2.12] 

E portanto 

PV = h\{X’vhV - XVh\}. [ 4.2.13] 

Quando consideramos o caso geral no capítulo 3, a introdução da 

aplicação ETb para relacionar campos externos e internos foi justificada 

pela mistura entre esses campos, o que ocorre com a introdução de C\v- 

Para as translações no vácuo, essa aplicação aparece naturalmente, levando 

aos mesmos resultados da teoria geral. De [4.2.1] e [4.2.3] vem 

c^pa = - daíFp = - h\x \íFp [4.2.14] 
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a primeira igualdade correspondendo ao resultado geral [4.1.28]. em 

[4.2.7] é a derivada covariante de B% de acordo com a conexão C. Quanto 

à condição [3.1.61], essaé trivialmente satisfeita. 

A identidade de Jacobi para [4.2.9] pode ser obtida de duas formas: a 

primeira refere-se ao cálculo usual dessa identidade e a segunda é aquela 

obtida usando-se [4.1.36], [4.2.11] e lembrando que, como A = 0, F'^^v = 

^'[jaP^v>^] + P^o[^P*^vX.] = 0 [4.2.15] 

que pode ser escrita na forma: 

X’xpV + R%v = 0 [4.2.16] 

com 

p,v — X’ji,C^Xv" X vC^Xp, ■ C^ppC^Xv + C^pv C^x 1* 

+ C^XpP^pv» 

[4.2.17] 

sendo as componentes da curvatura da conexão C na base não-holônoma 

{X’p}. 

A torção pode ser obtida usando-se [4.1.35]: 

T% = - = X'arf>n - XVH^o - + CVrf’a + P%, [4-2-18] 

O que é equivalente a encontrar o coeficiente de X'*x no comutador 

[X'V, X'*v]Z>= =tVX'*X(Z") - RVvZ“. [4.2.19] 

Como ^ 0, a curvatura é não-Riemanniana. 

A expressão [4.2.18] corresponde à expressão da torção como a 

derivada covariante de H na conexão C, calculada na base não-holônoma 

{X'p}. No capítulo 2 vimos que, para o fibrado das bases lineares BM, a 

torção corresponde à derivada covariante de uma tetrada. Aqui, ainda que 

não tenhamos mais o produto direto local, essa propriedade permanece. 

A quebra da covariância de p vem da identidade de Jacobi para um 

Xa e dois X'v 
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[4.2.20] 

que corresponde à [4.1.38]. De [4.2.20], vem: 

X'*p(p^(xv) + — 0 [4.2.21] 

que leva a 

+ r\ = o [4.2.22] 

com R^v = Usando [3.1.63] ou [4.1.38], obtemos 

R^v + T^opT^^Py = 0. [4.2.23] 

Esta equação indica que, em uma teoria de gauge estendida para o 

grupo das translações, obtemos um modelo semelhante ao de Einstein- 

Cartan, uma vez que a torção é não nula. Fórmulas similares às obtidas 

aparecem em modelos que incluem gaugificação das translações^® como 

modelos de gauge para o grupo de Poincaré e outros modelos envolvendo 

gravitação com torção.‘° 

h D. Ivanenko e G. Sardanashvily, Phys. Rep. 94 (1983) 1 e as referências nele contidas. 
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5. SU(2)xUa) 

5.1. Geração de massa 

Na secção (3.1.3) mostramos que, para quebrar o produto direto 

local entre campos do espaço-tempo e do espaço interno, faz-se necessário 

escolher uma nova derivada “covariante”, atribuindo a uma das formas em 

[3.1.7] o papel da nova conexão. Inspirados na teoria de gauge usual 

consideramos A' v o novo campo físico da teoria. O papel de b\ será, 

dentro desse modelo, o de gerar massa para A'*^v 

Para encontrarmos a dinâmica do novo campo, partiremos da 

dinâmica do campo de gauge inicial. Uma vez que nesse modelo a álgebra 

de Lie não é quebrada, é razoável que partamos de [3.1.15], que foi obtida 

como “dualização” da identidade de Bianchi. A dinâmica de A' v será assim 

construída sem alteração da geometria inicial, o que para nós significa que 

a simetria de gauge permanece no modelo. O termo de massa não é 

simplesmente acrescentado à dinâmica, como ocorrería por exemplo na 

equação de Proca. 

Escrita em forma invariante, [3.1.15] fica: 

dF+[F,A] = 0. [5.1.1] 

Para escrevê-la em termos de A''^v, usamos: 

A = A' - B, 

F = F'-p, [5.1.2] 

com as componentes de F, F’ e p sendo dadas por [3.1.7], [3.1.37] e 

[3.1.41] respectivamente. Temos então 

dP + [F, A’] = dp -h [F, B] -h [p. A'] - [p, B]. [5.1.3] 

Calculando cada um dos termos em componentes, obtemos a equação do 

movimento para os novos campos físicos 
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- a**pV - f*dcA’'^F«J^v + f"dcB"^F'V + f^dcA'"^pa^v [5.1.4] 

- f*‘dcB''*p V = 0. 

É válido notar que, para A = 0, F’ = 6 e a igualdade é trivialmente 

satisfeita. 

Substituindo F no quarto termo da equação acima, temos: 

a*‘F'V- a’’pV - f^dcA'‘'^F''‘j,v+ f^dcB''*{a^A'‘‘v - ávA 

^bAV^v} - f^dcB^^pV + f^dcB''*{- C‘'ve A'V + A'%c‘‘^e} 

+ f*dcA'‘**pV= 0- 

A equação [5.1.5] mostra que o formalismo geral apresentado no 

capítulo 3 pode ter a ele associado um mecanismo de geração de massa, 

mediante uma escolha conveniente de B, no termo linear em A’. 

Olhando novamente [5.1.4], obtemos um segundo critério para 

seleção dos grupos. O termo de massa deve ser linear em A' na equação do 

ã cLi d â ctx d 
movimento. Portanto, somente os termos f dcA' jtv e f dcB fiv 

podem contribuir. Exclui-se dessa forma a geração de massa para grupos 
3,1 

abelianos, como o T ’ . Portanto esse modelo seleciona entre os grupos de 

interesse na Física, o SU(2)0U(1) para construir uma teoria de gauge com 

geração de massa. 

A equação [5.1.4] é geral para o modelo. Ela será examinada na 

próxima secção considerando o grupo SU(2)0U(1). 

5.2. Soluções encontradas 

A álgebra de Lie do grupo SU(2)0U(1) será descrita por 

[Xb,Xc] = fb<^ 

com 

' a 
£ antisimétrico coma,b,c = 1,2,3; 

0 se algum índice de U(l) estiver presentea,b,c 

[5.2.6] 

0. 
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Ou seja, a álgebra de Lie estendida é um produto direto. 

Consequentemente, vemos em [5.1.4] que a componente de A' com 

índice de gauge pertencente ao U(l) não ganhará massa. 

Antes de prosseguirmos, vejamos o que fizemos até agora: no 

capítulo 3 mostramos que a separação da conexão de gauge em [3.1.17] leva 

a uma teoria geométrica que corresponde a uma extensão de álgebras de 

campos. Precisamente, a solução [2.2.17] é obtida de forma natural em 

[3.1.19]. A geometria fica definida pela escolha do par (C, P). Uma vez 

escolhido C, P é determinado por [3.1.41]. Sendo assim, qualquer par (C, 

P) parece ser solução. Todavia, a dinâmica dada por [5.1.4] limita o 

conjunto dessas soluções, conforme veremos abaixo. 

Note-se ainda que a existência do termo de massa e a massa nula para 

componente 0 do grupo de gauge são resultados gerais. 

Consideremos que B dê origem somente à massa da teoria, isto é, 

b"h = [5.2.7] 

Essa massa não deve depender da coordenada no espaço-tempo, então 

dnB=0. [5.2.8] 

A equação [5.1.5] pode ser escrita: 

a'*F’V - - f*dcA''^F’V + f^dcB"'*{a(.A'‘‘v - 3vA'‘’^ [5.2.9] 

+ f‘*ebA'V'’v} + 0, 

com 

l/v= - f^dcB^P^v + f^dcB^V^evA-V - A’*vCV} 

+ f^dcA’'''‘p‘'nv. 

Usando [5.2.8], vem 

P V = A’®nXeB<*v - A^XeE"*^ - fabeB\B% 

e 

[5.2.10] 

[5.2.11] 
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= 2f^dcB‘'^{- A■*^XeB‘'v + A^XeE**,.} + fdcf‘*heB‘'^B''vA'V 

- f^chf^deB‘'^B^A'V - f'*hef“dcB‘''‘B'’nA'^ + f*dcf^beB'’‘*B''nB'v P.2.12] 

+ f^dcA’‘''‘A*^XeB‘‘v- f*dcA'‘'''A"vXeB‘'n, 

OS termos lineares em A' são dados por: 

u\ = 2f^dcB'^{A%XeB‘'^ - A*nXeB<*v} + f^dcAeB‘'^B\A'V - ^ 

f^chf*deB‘'*‘B^A'V - Aef“dcB"''BVA’V 

Como p e V possuem o mesmo conjunto de valores, os termos em A'ji 

também podem contribuir para o termo de massa quando a soma em p é 

feita. Fazendo a soma temos, para v e a fixos, e^iaep^ív, o termo de 

massa: 

[2f*dcB‘^Xa(B<'n) - b’''‘b''h]A'‘‘v, [5-2-14] 

que depende da maneira pela qual B se transforma pela ação do grupo de 

gauge. 

Como um B mais geral, podemos escolher: 

bVx) = mV + kVx). P-215] 

contendo um termo constante no espaço-tempo para gerar a massa e um 

outro termo dependente de x. O termo de massa corresponde a 

[2f^dcM‘^Xa(M‘‘n) - m'‘*‘m''h]A'%, Í5-2-16] 

uma vez que esse não deve depender de x. 

Se Xa(M^ji) for igual a zero, isto é, se o termo de massa for 

independente do índice de gauge, teremos uma massa negativa para o 

campo físico em qualquer um dos casos acima. Segue então um resultado 

geral do modelo: a massa de A' deve depender de seu índice de gauge. 

Vamos agora considerar a solução sugerida pelo comutador [3.1.59], 

[X'V, Xa] t = Xa [C"d(.]Z‘‘ ■ 
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Para reestabelecermos o produto direto do fibrado, precisaríamos de 

Xa [C%] = 0 [5.2.17] 

que, levada em [3.1.61], fornece a condição 

[5.2.18] 

Essa condição pode ser obtida em termos de B. Isso é feito com o uso de 

[3.1.19] para substituir C. Obtemos 

1. A parte de B que é constante no espaço tempo (ou seja, a massa de A') é 

necessariamente não constante no grupo (geral do modelo); 

2. B deve satisfazer [5.2.19]. 

Dentro da consideração [5.2.8], a escolha de B invariante satisfaz [5.2.17] e 

[5.2.19], todavia é vetada pela dinâmica por violar a condição 1 acima. 

Considerando [5.2.15], a escolha de B invariante seria possível se 

pudéssemos escolhê-lo de tal maneira que cada um dos termos se 

transformasse de maneira a compensar a transformação do outro, isto é. 

Como uma variação no espaço internoi não provoca variação na 

coordenada x, essa possibilidade também é excluída. 

A escolha de C invariante deve ser portanto obtida de outra maneira, 

que não suponha B invariante. 

I) Consideremos a solução 

* Uma possibilidade seria substituir Xa(K^p,(x)) por H^^aX p(K^|x(x)), todavia a aplicação 

H depende de x e assim o resultado também dependerá. 

f ceXaB |x(x) + f acXeB ji(x) -I- f eaXcB p,(x) — 0. [5.2.19] 

Q 
Temos então dois critérios para a escolha de B no caso Xa [C dp] = 0: 

Xa(KVx)) = - Xa(M‘*(.). [5.2.20] 
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[5.2.21] bV = + kVx), 

com M pertencendo à representação adjunta, 

Xb(MV) = í^db [5.2.22] 

e a transformação de K é qualquer J Nesse caso o termo de massa dado por 

[5.2.16] é positivo e fica: 

para h ^ a. [5.2.23] 

A maneira pela qual K se transforma sob ação do grupo pode então 

ser escolhida. Um critério possível é estabelecer a lei de transformação de 

C por [3.1.59] e então determinar a transformação de K. 

Um outro critério é escolher a representação à qual K pertence e 

assim determinar Xb(C). 

Escolhendo K invariante, temos: 

Xb(BV) = f*dbM‘‘^ [5.2.24] 

e C é dado por 

cV=f'bdK'^H [5.2.25] 

c 
e dessa forma Xb(C jib) = 0. 

II) Uma outra possibilidade é a solução 

B‘‘^ = mV + . [5.2.26] 

com se transformando de acordo com [5.2.22], a sendo um escalar de 

Lorentz e invariante sob ação do grupo. Temos então: 

J Excluindo a representação adjunta. Pois se B pertencer à representação adjunta, C será 
nulo, não ocorrendo quebra alguma. 
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[5.2.27] 

Q 
novamente com Xb(C |xb) = 0- 

Temos então duas soluções compatíveis com a dinâmica e com a 

geometria, ambas contendo campos invariantes de gauge; em um caso esse 

campo é um vetor de Lorentz e no outro é um escalar. 

Sendo o campo de Higgs da teoria de Weinberg-Salam um escalar de 

Lorentz, investigaremos um pouco mais a solução [5.2.26]. 

Podemos pensar em obter uma dinâmica para a. O que 

conseguiremos nesse modelo é estabelecer essa dinâmica para o no vácuo. 

O vácuo da teoria corresponde a A = 0. Quando fazemos essa escolha 

estamos na realidade escolhendo um valor de A' tal que A seja igual a zero. 

Então, 

[5.2.28] 

que levado em [3.1.37], fornece 

[5.2.29] 

com 

e 

[5.2.31] 

A equação [3.1.62] pode ser escrita na forma 

RVv=-Xa[FV]- [5.2.32] 

Para o vácuo, temos: 
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'vef“brf"nsoV. [5.2.33] 

A curvatura é obtida a partir de [5.2.32], para F no vácuo: 

RVv= f^drf‘abM‘‘Xv. [5.2.34] 

Para as soluções [5.2.21] e [5.2.26], os campos vetoriais e escalares são 

invariantes de gauge, sendo assim, nenhum deles contribuirá, no vácuo, 

para a curvatura. Todavia é importante notar que esses campos são 

importantes para o reestabelecimento do produto direto e para a dinâmica. 

5.3. Sobre a teoria de Weinberg-Salam 

Nesta secção apresentamos os principais resultados da teoria de 

Weinberg-Salam para posterior comparação com aqueles por nós obtidos. 

A descrição da interação eletro-fraca por uma teoria de gauge tem 

seu fundamento no desejo de renormalização da teoria. A descrição dos 

processos eletrofracos teve seu início com a teoria IVB (bóson vetorial 

intermediário). Nessa teoria o termo de interação era dado pelo 

acoplamento ‘campo-corrente leptônica’ de forma semelhante a QED; os 

campos W, mediadores da interação, eram bósons de spin 1, carregados e 

massivos. A dinâmica dessas partículas é dada pela equação de Proca. Essa 

teoria é satisfatória para a descrição de processos como o decaimento do 

múon 

só podiam ser calculados em ordem mais baixa com troca de dois bósons, 

levando a integrais de loop quadraticamente divergentes no parâmetro de 

cut-off para altas energias. E quando se considera para um dado processo 

contribuições de ordem mais alta na série perturbativa, mais divergências 

aparecem. O cancelamento dessas divergências não pode ser feito com a 

adição de um número finito de contra-termos e portanto a teoria é não 

renormalizável. 

O propagador do W no espaço dos momentos é dado por 

e- + Ve + Vj^. [5.3.35] 

Todavia, processos como o espalhamento 

+ e- [5.3.36] 
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[5.3.37] ...aB.. . Í[-g“'*+ 
iDp^(k,mw) = ^ 2  

k - niw+ ei 

e, para o fóton, temos: 

iDf(k) 
k 2 + £Í 

[5.3.38] 

As dificuldades da IVB quanto a divergência vêm do termo k^k^/m^^ no 

propagador [5.3.37]. No caso do fóton esse termo é evitado usando-se a 

invariância de gauge.^* 

Construiu-se uma teoria de gauge com o produto direto 

SU(2)0U(1), sendo introduzido um bóson neutro que intermediava 

processos como o [5.3.36]. Obteve-se então uma teoria renormaiizável, 

porém para interações de curto alcance. 

A introdução de massa para os campos de gauge na teoria acima fez 

com que a invariância de gauge se perdesse, e consequentemente a 

renormalizabilidade. Esse modelo é conhecido como o modelo Glashow. 

Do modelo de Glashow para a teoria de Weinberg-Salam, a grande 

novidade é a quebra espontânea de simetria, cujos pontos principais 

exporemos a seguir. 

Simetrias exatas como a conservação da carga elétrica são raras na 

Natureza. Para uma teoria com interação, as simetrias aproximadas que 

existem são usualmente representadas assumindo que um.a parte da 

Lagrangeana viola uma particular simetria, enquanto que o resto 

permanece invariante. Dessa maneira temos que a interação forte conserva 

paridade, isospin e estranheza, enquanto que a interação eletromagnética 

viola isopin e a interação fraca viola isospin, estranheza e paridade. 

Uma outra situação de interesse físico ocorre quando a Lagrangeana 

possui uma simetria exata que não é compartilhada pelas soluções da 

equação do movimento, em particular, para o estado fundamental do 

sistema. Dá-se a esse caso o nome “quebra espontânea de simetria”. Um 

caso clássico bem conhecido é o de um ferromagneto. Apesar da 

Hamiltoniana ser rotacionalmente invariante, o estado fundamental não é, já 

que eles são alinhados ao longo de uma direção definida, porém arbitrária. 

Existem então infinitos estados fundamentais possíveis. Nos casos em que 

ocorre quebra espontânea existe um valor crítico de alguma quantidade 

(por exemplo, temperatura para o ferromagneto) que determina se a 

quebra espontânea ocorre ou não. 
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Em teoria de campos, o que se chama de quebra espontânea de 

simetria é o processo pelo qual se consegue atribuir massa a um campo de 

gauge sem a perda da simetria. Um fato interessante é que esse processo 

não atribui massa ao fóton na teoria de Weinberg-Salam. Para cada bóson 

de gauge não massivo ao qual queremos atribuir massa é necessário 

associar um campo escalar complexo (}), com a Lagrangeana 

L = dpi<j)5l^(j>* - p2(j) (j)* _ (j)*)2 [5.3.39] 

O potencial juntamente com o termo que possui sinal trocado na 

massa, levam a um mínimo da hamiltoniana que determina a ocorrência da 

quebra espontânea. 

O campo de gauge pode ser introduzido pelo acoplamento minimal.^^ 

O estado fundamental do sistema corresponde ao nunimo do potencial e 

para p2< o esse estado é degenerado. O campo ^ é reescrito em termos de 

outros campos, levando a uma outra Lagrangeana, invariante de gauge por 

um conjunto de transformações diferente do inicial. A escolha de um 

gauge particular (o gauge unitário) faz com que os campos não físicos 

desapareçam dando lugar a um campo escalar massivo (o higgs) e a uma 

componente longitudinal para o campo de gauge inicial, que adquire massa. 

Na teoria de Weinberg-Salam, o grupo de gauge envolvido é o 

produto direto SU(2)0U(1). Ainda que os propagadores dos mediadores da 

interação sejam do tipo [5.3.37], teorias de gauge com quebra espontânea 

de simetria são renormalizáveis. Isso se deve ao fato de propagador estar 

acoplado a correntes exatamente conservadas, que leva ao cancelamento 

exato das divergências ordem a ordem. A Lagrangeana do modelo é 

apresentada no gauge unitário e sua renormalizabilidade é demonstrada no 

gauge de t’Hooft.-^ 

5.4. Comparação com o modelo geométrico 

Comparemos inicialmento os acoplamentos fornecidos pela 

Lagrangeana de interação da teoria de Weinberg-Salam (excluído o setor 

leptônico) com os acoplamentos dados pela Lagrangeana do nosso modelo. 

A teoria de Weinberg-Salam prevê os seguintes os seguintes termos 

de interação:^ 

^ No apêndice B da referência (28) encontram-se os os gráficos de Feynmann para esses 
acoplamentos. 
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Bóson-bóson Bóson-higgs Higgs-hiass 

WWtZ WWtri 

WWtA 
z;jL 

WWtZ 
'y 'y 

Ajl 

WWtA WWt IL 

(WWt) 

WWtZA 

Os W são os bósons carregados, Z é o bóson neutro, A é campo de gauge 

correspondente ao fóton e t] é o higgs. 

No nosso modelo, a Lagrangeana escrita em termos dos campos 

físicos é dada por: 

L=i [fVf'''*'' - pvr'' - p ^ pv» ■ * pv 

Para a solução [5.2.26], temos: 

PV = + f^dhA'Wj, - 

- f heM^hef^vrM^hef^- f hef^vrf^^sO^c/, 

F' p,v = djxA' V ■ dyA' fA + f^heA' |j,A' v ~ í^hdf ve<^ A' |x + 

hdf^neO^A'\. 

[5.4.40] 

[5.4.41] 

Em termos gerais os acoplamentos previstos são: 

Bóson-bóson 

A' A' A' A’ 

A' A' A' 

o-bóson 

A' A' A' o 

A* A'g^ 

A' A' a 

0-0 

Na primeira coluna estão incluídas interações entre os campos com 

índice de SU(2), porém os acoplamentos entre esses campos e o "fóton" 

(entendido como o campo relacionado ao U(l)) estão excluídos. 

Na segunda coluna, o segundo e o terceiro termos podem representar 
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os acoplamentos bóson-higgs previstos pelo modelo padrão. Porém 

primeiro termo não é encontrado na teoria de Weinberg-Salam. Este 

problema, assim como a ausência de acoplamento com o "fóton", podem 

provir do tratamento ainda inadequado do ângulo de Weinberg. 

Quanto aos termo de interação o-o, esses coincidem com aqueles 

previstos pelo modelo padrão. 

No nosso modelo, se quisermos falar sobre algo semelhante a uma 

quebra de simetria, poderemos pensar no processo de escolha da nova 

“derivada covariante” na secção 3.1.3. Para nós este ponto é fundamental, 

uma vez que sem essa etapa não conseguimos a geração de massa para o 

novo campo físico. Correspondendo ao aparecimento do higgs, 

conseguimos que um escalar de Lorentz aparecesse obrigatoriamente 

quando reestabelecemos a geometria do produto direto. Quanto à simetria 

de gauge que permanece no processo de quebra espontânea, o mesmo 

ocorre em nosso modelo, o que dá sinais de possibilidade de 

renormalização; não temos correntes exatamente conservadas, todavia estas 

são covariantemente conservadas em [3.1.64]. 

Na teoria de Weinberg-Salam, o campo neutro possui massa 

diferente dos campos carregados; na geometria estendida isso aparece, 

como fator fundamental no estabelecimento da dinâmica para o novo 

campo físico. 

É bom lembrar que a quebra espontânea pode ser feita para o grupo 

U(l) do eletromagnetismo, atribuindo ao campo de gauge inicial uma 

massa.^"^ No modelo padrão não existe um critério para se saber quando se 

deve ou não acrescentar o campo escalar complexo que promove a geração 

de massa. O modelo geométrico consegue selecionar, entre os grupos de 

interesse físico, aqueles que podem descrever interações de curto alcance. E 

seleciona apenas um: o SU(2)0U(1). 
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6. Discussão Final 

Em termos gerais esse trabalho divide-se em duas partes principais. 

A primeira delas refere-se a um mecanismo geométrico de geração 

de massa, no qual a simetria de gauge não é perdida. Aparece naturalmente 

um critério de seleção de grupos de gauge para que possa haver geração de 

massa. Um segundo critério apresentado permitiu-nos selecionar somente o 

produto SU(2)®U(1). Da equação do movimento para A' temos que para as 

componentes de gauge com índice do setor abeliano não ocorre geração de 

massa. E mais, a massa atribuída ao novo campo físico depende de seu 

índice de gauge, não sendo a mesma para todas as componentes. 

No capítulo 3 o mecanismo geométrico apresentado corresponde a 

uma das soluções para a teoria geral das extensões. Note que essa solução 

foi obtida naturalmente com a separação da conexão de gauge. Temos então 

a possibilidade de escolha do par (C, P) que satisfaça as condições 

estabelecidas. Essa liberdade de escolha é limitada pela dinâmica através do 

sinal positivo no termo de massa na equação do movimento de A'. A 

condição de C ser invariante de gauge reestabelece o produto direto para a 

geometria estendida. Para esse caso, a dinâmica veta a escolha de B 

invariante, que daria um sinal negativo no termo de massa. Obtivemos duas 

soluções que levam a C invariante e que fornecem o bom sinal no termo de 

massa. Elas trazem consigo a introdução de campos invariantes de gauge, 

vetores de Lorentz e escalares de Lorentz, respectivamente. 

Quanto à segunda parte, ela refere-se a introdução do fator C que 

estabelece a quebra da independência local entre o espaço interno e o 

espaço-tempo. Com a introdução da aplicação H, mostramos que C se 

comporta como uma conexão do grupo linear. Vale ressaltar que a 

aplicação H, quando restringimos a teoria geral ao caso das translações, 

fornece o resultado esperado. Obtivemos as expressões usuais da curvatura 

e da torção para essa conexão. A curvatura tem sua origem na quebra da 

covariância de p. E interessante lembramos que para as translações 

obtivemos uma gravitação que se assemelha a um modelo de Einstein- 

Cartan com fonte. 

Com a condição de estabelecer um produto direto, temos que a 

conexão C é invariante de gauge. Isso implica em que todas as partículas 

observam a mesma gravitação. 

A curvatura depende da solução que se escolha para B. Por exemplo, 

na segunda solução apresentada a curvatura dependerá não só do campo 

físico A', mas também do campo a. Essa curvatura não se anula no vácuo. 

Podemos então dizer que a partir de uma teoria de gauge estendida obtem- 

se um modelo de gravitação. 
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o obtenção da extensão deve-se ao fato de existirem teorias que 

permitem a quebra da conexão. O origem última dessa quebra, que gerou o 

modelo gravitacional, seria a existência de 1-formas massivas, não- 

covariantes de gauge, que são campos físicos descrevendo interações de 

curto alcance. 

Tentemos retomar alguns pontos a que aludimos na introdução. 

Referimo-nos à ausência de um critério teórico que nos permita 

saber quando a quebra espontânea entra em ação. No caso do mecanismo 

acima apresentado, temos um critério: a dimensionalidade do grupo de 

gauge. 

A maior dificuldade do modelo parece estar na “metamorfose” dos 

índices internos em índices de espaço-tempo. índices do grupo linear, e 

mesmo uma conexão linear, simplesmente "aparecem". Uma explicação 

poderia vir da quase-universalidade das interações eletro-fracas. A 

universalidade da interação gravitacional, tal com descrita pela Relatividade 

Geral, é uma propriedade geralmente aceita. Não tem sido muito enfatizado 

o fato de a interação eletro-fraca ser quase universal. Somente os glúons 

parecem ser singletos do grupo eletro-fraco. Há uma diferença óbvia entre 

os dois casos: duas partículas pertencentes a multipletos diferentes, e com 

constantes de acoplamento diferentes, respondem à interação de modo 

diferente, mas são supostas responder de modo idêntico à interação 

gravitacional. O grupo linear GL(4,R) da Relatividade Geral é universal 

porque pertence à própria estrutura do espaço-tempo. O argumento 

ingênuo levando à idéia de "curvatura do espaço-tempo" vem disso: se toda 

partícula sente a mesma curvatura, então tudo se passa como se o espaço- 

tempo fosse, ele mesmo, curvo. Mas curvatura é propriedade de uma 

conexão. O que é universal, então, é a conexão da Relatividade Geral. No 

esquema que apresentamos, na medida em que a universalidade eletro-fraca 

valer, qualquer campo (exceto os gluons) responderá à curvatura R. Temos 

assim um efeito cuja universalidade vem da capacidade de interagir com 

tudo, exceto glúons. É verdade que afetará de modo diferente partículas 

pertencentes a multipletos diferentes, mas devemos lembrar que, no nível 

das partículas elementares, a universalidade "larga" da Relatividade Geral 

ainda aguarda evidência experimental. Uma análise detalhada da dinâmica 

da parte "gravitacional" do nosso modelo ainda está, no entanto, por fazer. 

Uma outra dificuladade do nosso modelo está na exclusão das 

interações dos campos físicos com o campo do fóton. Para podermos 

melhor analisar esse fato será necessário examinar o que ocorre com as 

constantes de acoplamento e conseqüentemente tentar identificar o ângulo 

de Weinberg dentro desse esquema. É válido lembrar que a introdução 

desse ângulo ocorre já no modelo de Glashow, deixando explícitos na 

Lagrangeana os termos correspondentes à interação eletromagnética e aos 

processos de corrente neutra. 
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Quanto às interações incluindo léptons, elas podem ser examinadas 

com a obtenção da derivada covariante em fibrados associados. Como a 

conexão que contribui para essa derivada covariante é aquela que contém o 

campo A', é provável que possamos prever os acoplamentos léptons- 

bósons. Porém os acoplamentos lépton-higgs existentes no modelo padrão 

não paracem ser previstos pelo nosso modelo, necessitando de investigação 

mais detalhada. 
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7. Apêndices 

Esse capítulo constitui-se de dois apêndices. O primeiro deles refere- 

se as definições usadas no texto principal e o outro contém as 

demonstrações das equações. 

7.1. Definições 

1. Álgebra de Lie. 

l.a) Dada uma função f de uma variedade M em outra variedade M’ e seus 

respectivos espaços tangentes Tp(M) e Tp(M’), a diferencial de f em p é a 

aplicação linear f^ de Tp(M) em Tp(M’) definida como segue: 

Para todo X E Tp(M), escolhe-se uma curva x(t) em M tal que X seja 

o vetor tangente a x(t) em p = x(to). Então f^(X) é o vetor tangente à curva 

f(x(t)) em f(p) = f(x(to)). 

l.b) Um grupo topológico ou um grupo contínuo é um espaço topológico G 

acrescido de uma estrutura de grupo de tal maneira que as aplicações m: 

GxG -> G dado por (g,h) -»■ g.h, e inv: G G dado por g g-1 são 

contínuas na topologia escolhida. 

Um grupo de Lie é um variedade C°° na qual uma estrutura algébrica 

é definida, de tal maneira que as aplicações 

f,(Xp) = df(Xp) = Xp(f) 

Seja g uma função diferencial em uma vizinhança de f(p), então: 

[f,(Xp)](g) = Xp(fog). 

GxG —* G, 

(g,h) g.h 

e 

G 

g 

são ambas C°°. 
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l.c) Denota-se La (Ra) ação à esquerda (à direita) de G induzida por um 

elemento a E G: Lah = ah (resp. Rah = ah) para todo h E G. Sendo La (Ra) 

um difeomorfismo, ele induz uma aplicação diferencial entre os espaços 

tangentes à h e à ah. Para um campo, a ação à esquerda (direita) é dada 

respectivamente por: 

La*Xh — Xah 

Ra*Xh — Xha 

para uma função qualquer f E R(G), 

(La*Xh)(f) = Xh(foLa) = Xah(f). 

l.d) A álgebra de Lie G’ de um grupo de Lie G é o conjunto de todos os 

campos invariantes à esquerda em G com as operações usuais de 

comutação, adição e multiplicação. Um campo invariante à esquerda ou à 

direita é sempre diferenciável. 

Seja X um campo invariante à esquerda 

La*X = X. 

Se h = e, (La*Xe) = Xae(f) = Xa;Xeé O valor de X na identidade do grupo. 

Assim os campos invariantes à esquerda são completamente determinados 

por seus valores na identidade do grupo e portanto 

La* : TeG G’ 

é um isomorfismo de G’ (como espaço vetorial) no espaço tangente ao 

grupo na identidade. 

Dada uma base {Xa} de G' de dimensão d(= dimensão de G), esses 

campos satisfazem 

(Xa, Xp] = f^apXy 

com f^ap sendo as constantes de estrutura da álgebra. 

2. Representação . 

Uma representação de um grupo G é um homomorfismo de G em outro 

grupo H; uma representação de uma álgebra de Lie G’ é um 

homomorfismo de G’ em uma outra álgebra fT. 

3. Representação Linear. 
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3.a) Um difeomorfismo de uma variedade M nela mesma é uma 

transformação. 

3.b) Dado um espaço vetorial V e o conjunto de transformações nele 

definido, de todas essas transformações, aquelas que são contínuas e 

diferenciáveis constituem o grupo linear em V, indicado por L(V). 

3. c) Uma representação linear do grupo G é uma função contínua T 

definida em G, tomando valores em L(V) e satisfazendo a condição de 

homomorfismo, 

T(gh) = T(G)T(h). 

O espaço V é o espaço da representação ou o espaço carregador. 

4. Representação Adjunta. 

4.a) Para a G G , ad a é o automorfismo interno de G definido por 

(ad a)x = axa"^ 

para todo x G G. 

4. b) A representação adjunta é uma representação de um grupo de Lie no 

espaço vetorial de sua própria álgebra de Lie. Sua diferencial é uma 

representação dessa álgebra de Lie nela mesma. A aplicação que caracteriza 

essa representação é (ad a) definida em 4.a. 

5. Inclusão. 

Dados dois conjuntos A e X tal que A C X, uma inclusão é uma aplicação 

i: A->X 

definida por i(a) = a para todo aGA. 

6. Centro da álgebra. 

E o conjunto de elementos da álgebra que comuta com todos os elementos 

dessa. 

7. Ação livre, ação efetiva e ação transitiva. 

7.a) A ação de um grupo G sobre uma variedade M é dita livre quando 

nenhum elemento além da identidade "e" de G preserva qualquer ponto de 

M, isto é, Rgp = p para algum pGM implica em g = e. 
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7.b) A ação de um grupo G sobre uma variedade M é dita efetiva quando a 

identidade "e" é o único elemento de G que preserva todos os pontos de M, 

i.e., quando Rgp = p, V p, implica em g = e. 

7. c) A ação de um grupo G sobre uma variedade M é dita transitiva 

quando dados dois pontos p e q de M, existe um elemento g em G tal que 

pg = q. Se g é único a ação é dita simplesmente transitiva.. 

8. Distribuição. 

Uma distribuição de dimensão r em uma variedade M é é uma atribuição a 

cada ponto p de M de um sub-espaço Sq de Tp(M). 

Tp(M) é o espaço tangente à variedade M no ponto P. 

9. Pull-back. 

Seja f um difeomorfismo entre duas variedades M e N. f induz as seguintes 

aplicações: 

i) f*, que é uma aplicação entre os espaços tangentes em um certo ponto p 

E M e f(p) E N usado por exemplo em (2.7) e 
3f: 4: 

ii) f que é uma aplicação entre os espaços cotangentes T nos ponto p e 

f(p), levando T em T p, a essa aplicação é que chamamos de pull- 

back. 

7.2. Demonstrações 

7.2.1.Equações do capítulo 2 

1) Equação [2.1.22]: 

K, Xjh = C^jXk 

CXi, [Xj, Xid] + [Xk, [Xi, Xj]] + [Xj, [Xk, Xi]] = 0 

PCi, CjkXr] + [Xk, CijXr] + [Xj, CfkiXr] = 0 

OjkPCi, Xr] + aij[Xk, XJ + CidlXj, Xr] = 0 

{C-jkC?ir + Cij c^kr + C^kiC^r}Xt= 0 

C jkCV + C^ij C*kr + C^kiCjr = 0* 

2) Equação [2.1.23]: 
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|Xi,[Xj, XJe] e + [Xa,[Xi, XjU E + [Xj,[Xa, XJeIe = 0 

- [Xi. Cl^^XidE + [Xa, C^jXiÜE + [Xj, C^aiXidE = 0 

- CkajPíi, XklE + C=ij [Xa, XiJe + C^ai [Xj. XJe = 0 

- Cl^ajC^kXr + aakC‘ijXr+ C'=aiC'jkXr= 0 

- C^ajC^ik + aakC^j + Cl^aiCjk = 0. 

3) Equação [2.1.24]: 

(XaXi - XiXa)^s = C*=ai(Xk)'s 

(Xa)‘'t (Xi)'s - (Xi)'t (Xa)‘s = C^alíXlO^s 

C^atC*is - C^itC^as = C^aiC^ks 

C*^at C*is * as C^^skC^^ai ~ 0 

C^is C^at + C^saC^it + C^aiC^^st = 0* 

4) Equação [2.1.25]: 

[Xi,[Xa, XblEl E + [Xb,[Xi, XM E + [Xa,[Xb, XíIeIe = 0 

PCi, f^abXc - ^abXjfe - [Xb, C*=aiXk]E + [Xa, C^biXkjE = 0 

IXi, f^abXclE - [Xi, piabXjlE - [Xb,C>'aiXk]E + [Xa, CkbiXkk = 0 

f^ablXi, Xch - pÍab[Xi, Xj]e - Cl^ailXb, XiJe + C^bi [Xa, Xkfe = 0 

- f^abC^dXk - ^abC=ijXk - C^aiCVXr + CSiC^akXr = 0 

{- f^abC^d - piabC^iJ - C“aiCbk + CSiC-ak}Xr = 0 

{- E^abC^d ■ ^abC^ij " C^aiC^bk + C^C5ak}Xr = 0 

{C'akC*Si - C^bkC^ai- f^abCci- PabC^ij }Xr = 0. 

5) Equação [2.1.26]: 

[Xa» Xb]E = abXc - P^abXj 

(Xa Xb - XbXa)^s = f^ab(Xc)^s - ^ab(Xj)^s 

(Xa)VXb)'s - (Xb)''t(Xa)‘s = f=ab(Xc)"s - pÍab(Xj)'s 

C^atC*bs ■ C^btC*as " f^abC^cs " í^abCjs = 0 

CVC^bi - C^bkC^ai - f^abC^d - piabC^i = <>• 

6) Equação [2.1.28]: 

[Xa» Xb]E = abXc - ^abXj 
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f^bcXd - P^bcXj] + [Xc, abXd - P^abXj] + [Xb, caXd - pjcaXj] = 0 

f^bcCXa, Xd] - ^bc[Xa» Xj] + ab[Xc» Xd] - P^ab [Xc, Xj] + f^ca [Xb, Xd] - 

^ca[Xb,Xj]=0 

f^bc{f^adXe - P^adXj} - P^bcC^ajXk + ab{í*cdXe - P^cdXj} - ^abC^^cjXk + 

f*ca{f^bdXe - pibdXj} - pÍcaC*S)jXk = 0 

adXe - f*^bcP|adXj - P^bcC ajXk + abf^cdXe - ab^cdXj - P^abC^qXk + 

caf^bdXe - caP^bdXj - P^caC^bjXk = 0 

{f^bcf^ad + abf^cd + caf^bd}Xe + {- f^bcP^ad “ P^bcC^aj ■ abP^cd ' 

P^abC^çj ■ caP^bd 'P^caC^bj}Xk = 0 

Usando a identidade de Jacobi dos coeficientes f%c, temos: 

{f^bcP^d + P^bcC^^ + abP^^cd + ^abC^cj + caP^bd + P^caC^j}Xk = 0 

Para qualquer Xk 

C^^qP^bc + C^cj^ab + C^jP^ca + abP^cd + caP^Sd + f^bcP^ad = 0> 

7) Equações [2.1.31] e [2.1.32]: 

Substituindo Xa = X a + a^aXi em 

[Xa, Xí]e = daiXj 

temos 

[X'a+a*=aXk, Xi]E = daiXj 

[X’a, XíIe + [al^aXk, Xí]e = daiXj 

[X'a, Xí]e = - [al^aXk, XÜE + daiXj 

= - a>=a|Xk, XíJe + daiXj 

= daiXj - Ct*^adki 

Definindo 

C-iai = dai ■ ct^a dki 

temos: 

[X’a,Xi]E= daiXj. 

8) Equações [2.1.33], [2.1.34] e [2.1.35]: 

Substituindo Xa = X'a + a*aXi em 

[Xa, Xb]E = abXc - P^abXj, 

[Xa, Xb]E = [X'a + ci*aXi, X'b + dbXj]E 

= [X'a, X'b + cdbXj]E + [a^aXi, X'b + dbXj]E 
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= [XV X’b]E+ [XV aJbXj]E+ [a‘aXi, X'bk + [a'aXi, albXj]E + 

= [XV X'bh+ ajb[XV Xj]E+ a'aCXi. X'bk + a^bCXi, Xjk 

= [XV X'bk+ akC^ajXk - aVC^iXk + rfaaJbC^ijXk 

Mas 

[XV X'bk + ajbC^ijXk - a‘aC\iXk + aVakC^ijXk = f^abXc - ^abXj 

Então: 

[X'a, X'b]E = f^abXc- ^abXj - ajbC‘^ajXk+ a^aC^SiXk - aWbCÍ^ijXk 

= f^abX'c + f^abCi^cXi - ^abXj - ajbC'^ajXk+ Ci*aC'^biXk - ct^aCt^^bC yXk 

= f^abX’c ■ {■ f^abCi^c+ P^ab + Cí*bC'^ai" ct^aC'^bi + Ct'aCt^bC'^ij}Xk 

Definindo: 

P'^ab= P*^ab- f^ab«^c+ a‘bC'*^ai- ctaC'\j + a‘aajbC'^j 

e mais 

K^ab = C'*^aiCt‘b - C'*^bia a - a*^cf^ab + C^^ya^aaJb 

E portanto: 

P'^b= P'‘ab+ KJab 

e 

[XVX'bk=f'abX'c-P'jabXj. 

9) Equação [2.1.38] e [2.1.39]: 

Aplicando Tg = h^^eTa em gClap. T'p3p = temos: 

[J<xp,hl*eT VIp = Tipeh*‘aT V - rictEhí‘pT V 

Jap(hl*e)T ^ + hMJap. T^k = tipeht‘aT- qashí^pT V 

ht‘a[Jap, TVk = qpehl^aT V - llaehl^pT ^ - Jap(h^)T V 

h^ph^dJap. T’o]p = qpeh'ph»*aT 'p - qaehVh>"pT 'p ' h'pJap(ht*e)T’p 

[Jap, T'p]p = [qpEh9„ - qaehi*p]hVT'p - h'pJap(ht‘e)T'p 

condição para haver produto direto: 

0= [ripah^a - tlaEhl‘p]h'pT 'p - h^JapCb^)! 'p 

Jap(h**r) = - [tipEh**a - T|aEhi‘p] 

que define a ação de das rotações sobre as tetradas. 

10) Equação [2.1.41], [2.1.42] e [2.1.43] fmalmente 
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[h'aT'e, h^‘pTV]p = 0. 

[h'aT'e, ht-pTVJp 

0 = h'aT'e(hl‘pT V) - h»*pTV(h'aT'e) 

hWe(ht‘p)TV+ h'a(h»‘p)T'eTV - hfpT V(h'a)T'E - hfph'aTVT'E = 0 

h'<xT’E(ht‘p)TV - ht*pT V(h'a)T'E + h'aht‘pT'ET V - h^ahl^pT'^T'e = 0 

h'aT’E(h>‘p)TV - ht*pT V(h'a)T'E + h'ah»*p{T’ET V - TVT’e} = 0 

h'aht‘p[T'E, Xy = - h‘aX'e(ht‘p)TV+ hí*pT V(h'a)X'E 

h“ôhPph'ah»*p[T'E, TV] = h“ôhPp {- h'aX'E(hl‘p)TV+ hM^pT V(h‘a)T'e} 

[T'ô, T’p] = h“ôhPp {- h'aX'E(hl‘p)TV+ h»‘pTV(h'a)T’E} 

= {- hPpT'ô(h'p)T'E+ h“6T'p(h'a)T'e} 

= {h'pT'ô(hPp)T'E - h'aT'p(h“ô)T’E} 

= {T'ô(hPp)- T'p(hPô)}h'pT’E 

E definindo C®ôp = {T'ô(h^p) - T'p(h^ô)}h'p temos 

[T'e, TV]=C'ôpT’E 

e se Tô(hPp) = 0, temos fmalmente 

[T’e, XVI = 0. 

11) Equação [2.2.4]: 

[Xi,[Xa, XblMlM + [Xb,[Xi, XalvilM + [Xa»[Xb, XíJmIm = 0 

PCi, f=abXc - piabXjlM - [Xb-Cl^aiXljM + [Xa, CVíXiJm = 0 

(Xi, f=abXclM - [Xi, piabXjjM - (Xb. Cl^aiXkjM + [Xa, CViXklM = 0 

f^abíXi, XcIm - ^abCXi, Xjk - C^aiPCb, XrJm + C‘Vi[Xa,Xk]M - Xb(C'‘ai)Xk - 

Xi(pÍab)Xj + Xa(C‘Vi)Xk = 0 

- f'abC‘dXk - ^abC^Xk - C^aiCVkXr + C‘ViC'akXr - Xb(C>'ai)Xk - 

Xi(^ab)Xj + Xa(C'Vi)Xk = 0 
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{" abC^^ci “ P^abC^^ij " C^aiC*^bk + C^akC^bi ■ Xb(C^ai) ~ Xi(P*^ab) + 

Xa(C‘-bi)}Xr = 0 

Xa(C^bi) - Xb(C-ai) + C*-akC‘^bi - C^bkC^^ai - Xi(P^ab) - ^abO-y - f^abC^-d = 0. 

12) Equação [2.2.6]: 

[Xa,Xb] = f^abXc-pÍabXj 

CXa,[Xb, Xc]] + [Xc,[Xa, Xb]] + [Xb,[Xc, Xa]] = 0 

IXa, f^bcXd - pibcXj] + [Xc, f^abXd - pJabXj] + [Xb, f*caXd - pícaXj] = 0 

f^bcíXa, Xdl - pibclXa, Xj] + f^abCXc, Xd] - ^ab[Xc, Xj] + f^ca [Xb, Xd] - 

pjca [Xb, Xj] - Xa(píbc)Xj - Xc(pÍab)Xj - Xb(píca)Xj = 0 

f^bc{f^adXe - P^adXj} - P*bcC*^ajXk + ab{í^cdXe - P^cdXj} - P^abC*^qXk + 

f^ca{f^bdXe- pjbdXj} - picaC^Xk - Xa(pÍbc)Xj - Xc(pjab)Xj - Xb(^ca)Xj = 

0 

f^bcf^adXe - f^bcP^adXj - P|bcC^qXk + abf^cdXe - ab^cdXj - P^abC^qXk + 

caf^bdXe - caP^bdXj - P^caC^jXk - Xa(P^bc)Xj - Xc(pjab)Xj - Xb(P^ca)Xj = 

0 

{f^bcf*ad + abf^cd + caf^bd}Xe + {- f^bcP^ad " P^bcC^aj “ abP^cd " 

^abC^^q - f^caP*h)d 'P^ca Aj}Xk - Xa(pjbc)Xj - Xc(pjab)Xj - Xb(^ca)Xj = 0 

Usando a identidade de Jacobi dos coeficientes f\c> temos: 

{" f^bcP^ad ■ P^bcC^aj " abP^cd ■ P^abC^q “ caP^bd “ P^caC^j - Xa(P^bc) " 

Xc(P>=ab) - Xb(P‘^ca)}Xk = 0 

Para qualquer Xk 

- {Xa(P*^) + Xc(P‘=ab) + Xb(P“ca) + CSjpica + C^gP^ab + C^ajpjbc + 

abP*^cd "b caP^Sd + P^P^ad} ~ 0- 

13) Equação [2.2.12]: 

[Xi,[Xj, Xal + [Xa,[Xi, Xjl + [Xj,[Xa, Xi]] = 0 

- [Xi, Cl^ijXid + [Xa, Cl^ijXid + [Xj, C^aiXid = 0 

- C“^[Xi, Xk] - Xi(C'‘^)Xk + C“ij [Xa, XkJ + Xa(C>‘ij)Xk + C^ai [Xj, X|J = 0 
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- Xi(C‘‘:y)Xk + Xa(C'<ij)Xk + Xj(C'‘ai)Xk - C^jCikXr + CfakC'ijXr + 

CkaiCjkXr=0 

Xa(C^ij) + Xj(aai) - XiCC^aj) - AjCik + C^akC^jj + Cl^aiCjk = 0 

Xa(C^ij) + Xj(Cai) - Xi(aaj) - C^ajC^ik + C^C^ij + Cl^aiCjk = 0 

7.2.2. Equações do capítulo 3 

1) Equação [3.1.5] : 

[X^, Xa]Z‘* = [3n - A‘^^Xc, Xa] = [3^, Xa] - [A‘’^Xc, Xa] = [A^Xc, Xa] = 

AVIXc. Xa] - Xa(AV)Xc 

Da covariância de Aji [3.1.10]; 

= A'/caXd - Xa(A“n)Xd = A"/caXd - f^caA^Xd = 0 

[X(„ Xa] = 0. 

2) Equação [3.1.7]: expressão para E^jxv 

[X^, Xv] = - F^jtvXa (1) 

= A^Xc (2) 

Xa(A°^) = f^baA'’n (3) 

Substituindo (2) em (1), temos 

[d^t - A^Xcadv - A^Xb] = - F^jtvXa 

[dji, dv] - [^^, A^Xb] - [A^^jtXc, dy] + [A^Xc, A^Xb] = - F^^vX; 

- djx(A v)Xb ~ A vXbd^ + A vXbdjx - A yiXcdy + dy{A. |x)Xc + A vXcdy + 

A‘"jiXc(A^)Xb + A^^^A^XcXb - A^Xb(A''^)Xc - A^A‘'^XbXc= - F^^vXa 

- dfi(A v)Xa + dy(A ji)Xa - A ^A v[Xc» Xb] + bcA ji,A yXa - 

cbA jiA yXa = - E^fivXa 

- dfx(A%)Xa+ dy(AV)Xa - A"^iAVcbXa= - F^^yXa 

F^fiV = djxA y - dyA cbA jxA y. 

3) Equação [3.1.11]: covariância de F^ny 

A partir da identidade de Jacobi 
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[Xa>[Xfi, Xv]] + [Xv,[ Xa, X|x]] + [Xfi,[Xv, Xa]] = 0 

Usando [3.1.4] e [3.1.5] 

[Xa» F fxvXc] — 0 

Xa(F |^v)Xc + F }iv[Xa, Xc] — 0 

Usando [3.1.3]: 

Xa(F"^v)Xc + f^adpVXc = 0 

LXa(F^^v) - f^daFVlXc = 0 

Xa(F"^v) = f^daF^ fAV- 

4) Equação [3.1.12]: identidade de Bianchi 

Identidade de Jacobi aplicada para [3.1.4]: 

[X^,[Xv, Xx]] + [Xx,[X^, Xv]] + [Xv,[Xx, X^]] = 0 

F%xXc 

[X^, F^vXXc] + [Xk, F^^vXcl + [Xv, F^X^Xd = 0 

X^(F^v)0 + X^(F^^v) + Xv(F"xh) = 0 

X[^F^v)i] + X[xF^^v] + X[vF^X(.] = 0. 

5) Equação [3.1.13]: relação entre os coeficientes de estrutura 

|X3.[X,, XJ] + ÍXJX^, X,]] + [X^.pc^. XJ] = 0 

(Xa. í"bcXd] ^ [Xc. f"abXdl + [Xb. í"cnXdl = <> 

f^bctXa. Xdl + ClXc. Xdl + C(Xb. Xdl = 0 

í^bcf"adXe+ f"abCXe+ f"^<"bdXe = <> 

{4f“ad+("abf*cd + í"cf'bd>Xe=0 

4f'ad+í"abCd + (^ca("bd=0. 

6) Equação [3.1.15]: 
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X^(F^vX) + Xx(F^jtv) + Xv(F"x^) = 0 

FV] - ^cd = 

- f^cd^\EP^^^¥%y + d^,zP^^^F\x - f^cdAVeP^P''FdvX + 

- f^cdA^eP^P^^F^Xn = 0 

dx F*^^ - f^cd A‘"xF*‘^P^ = 0 

ôxF^P-f^cdA^^xF^^^P =0, 

(à%dx - f%cA\) F^P = Xx F^P = J^. 

7) Equação [3.1.16]: 

De [3.1.15] vem: 

XvX^F^'' = XvJ^ 

Mas pCv, X^] = XvX^ - Xf,Xv 

XvXjiFP^' - XjiXvF^P^ = [Xv,Xfx]FP'' 

XvX^F^P'' - XvX^F^P = F^vXcF^P^' 

XvXjxF^P^ + XfxXvF^P'' = F^vXcF^P^ 

IXvXj.F^!''' = FFvx^FFv => XvX^F^Fv = i F^vXcíPí*'') 

=>XvJ^= jF^i.vXcCF^'') 

usando a covariância de FP”'' 

XvJ”= ^PdcF=tlvF^^v = 0 

XyJ“^ = 0. 

8) Equação [3.1.21] : 

Da definição [3.1.20] e da covariância de [3.1.10]: 

X a(A^fji) = - Xa(A^^) + caA*^^ = - caA^^ + caA^jx = 0. 

X*a(AV = 0. 
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9) Equação [3.1.22]: 

Da definição [3.1.20] e da covariância de F^|xv [3.1.11]: 

X*a(F^v) = - Xa(P=^v) + + f^caP|iv= 0. 

X*a(F(,v) = 0. 

10) Equação [3.1.23] :. 

De [3.1.20] vem: 

X*a(B V = - Xa(BV + f^ca B<=^, 

♦ u b 
usando [3.1.19] vem X a(B V = - C jxa> ® portanto: 

X*a(B V = cV- 

11) Equação [3.1.28]: X*a[G"d] = - Xa[G“’d] - f“daG‘'e + f°eaG°d 

X*a[G'dZ‘‘] = - Xa[G‘^dZ‘*] + f^eaíG^dZ"*] [pela definição (3.18)] 

= X*a[G^d]Z^ + G^dX*a[Z^] [supondo X*a uma derivação] 

X*a[GV“ + G"dX*a[Z‘b = - XalG^dZ""] + f'ea[G'dZ‘*] 

Usando [3.1.20]: 

X*a[G"d]Z‘* - gWz'*] + f^eaG^dZ"= - Xa[G'dZ''] + f"ea[G'dZ‘‘] 

X*a[G‘"d]Z‘‘ - G“'dXa[Z‘'] + f^eaG‘'dZ®= - Xa[G‘d]z‘‘ - G^dXa[Z‘^ + 

f‘ea[G'dZ‘‘] 

X*a[G’'d]Z‘‘+ f‘‘eaG''dZ'= - Xa[G‘"d]Z‘‘ + f"ea [G'dZ‘‘] 

X*a[G‘'d]Z‘‘ = - Xa[G‘"d]Z‘* + f''eaG'dZ‘‘ - f‘‘eaG‘'dZ“ 

X*a[G“'d]Z‘‘ = - Xa[G^d]Z‘* + f*'eaG®dZ‘' - f'daG‘'eZ‘‘ 

X*a[G‘'d] = - Xa[G‘’d] - f°daG% + feaG^d. 

12) Equação [3.1.24]: X*a[Zc] = -Xa(Zc) - f caZr 
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X^aP^^Zc] = - XaP^^Zc] - f^^fZc + fj"z^ 

= X*aP"]Zc + jVa[Zc] 

c c 
como J Zc é um escalar XaP Zd = 0, então: 

- f*J°Zc + f'acJ°Ze = X*aO'']Zc + /X*a[Zc] 

usando [3.1.20] novamente: 

j‘X*a[Zc] = - f^aej'Zc + f*ac/Ze - X*a[f]Zc 

j‘X*a[Z c] = - f‘"aaj'Zc + f®ac/Ze + XaP‘']Zc - f eaf Zc 

fX*aIZc] = - f^acj‘'Zr+ - XaPcJI*' - f^ca/Zr 

X*a[Zc] — ' í^acZr + f*^acZr - XaZc* f^caZr 

X*aIZc] = -Xa(Zc)-f'caZr. 

13) Equação [3.1.25]: X*a[G°c] = 0. 

De [3.1.28] temos: 

X*a[G‘'c] = - Xa[C“'c] + í"acG'e - f^aeG^^c 

= - Xa[C“'c] + f^acO*"» - f‘acG"e 

14) Equação [3.1.26]: [X*a.Xb] = 0. 

[X*a,Xb]z' = X*a (XbZ‘) - Xb (X*aZ') 

Aplicando [3.1.20], [3.1.25] e [3.1.3]: 

= X*a(XbZ') - Xb[- XaíZ*") + f*raZ"] 

= - Xa(XbZ") - l^haXeZ"" + f°caXbZ° + Xb(XaZ") - f®eaXb(Z') 

= Xb(XaZ") - Xa(XbZ‘) - f^baXeZ'' 

= - [Xa,Xb]z‘ - f*baXeZ 

= - f^abXeZ' - f^baXeZ' 

c 

= [- f*abXe+ í*abXe]Z' 

= 0 
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15) Equação [3.1.27]: 

[X*a, X^bKZ^') = f\bX*e(Z"). 

[X*a, X*b](Z") = X^alX^bCZ^^)] - x\[X*a(Z")] 

= - XalX*b(Z")] + f"abX*e(Z") - f"aeX*b(Z") - {- Xb[X*a(Z")] + 
6 ♦ c c ♦ e 

f baX e(Z ) - f beX a(Z )} 

= - Xa[- Xb(Z') - f‘^bdZ‘*] + f'ab[- Xe(z') - - f^aeí-Xbíz') - f'bdZ‘*] 

+ Xb[- Xa(Z‘) - f‘^adZ‘^ - f^^baí- Xe(Z'') - f'edZ‘‘] + f"be[- Xa(Z°) + f*adZ‘‘] 

= - XaXbíZ*") - f‘"bdXa[Z‘‘] + f'abXe(Z') + f'abf‘'edZ‘’ - f"adXb(z‘‘) - 

f°aef'bdZ‘‘ + XbXaíZ*") + f^adXbíZ"*] - f^haXeíZ*") - f'baf‘'edZ‘' + ^dXaíZ'*) 

+ f^bef^adZ"* 

= - [Xa,Xb](Z°) + 2f*abXe(Z') + 2f*abf‘edZ‘* - f®aef\dZ‘‘ + f‘bef'adZ‘‘ 
e c e c ecdcedced 

= - f abXe(Z ) + 2f abXe(Z ) + 2f abf edZ - f aef bdZ + f bef adZ 

= + f'abXe(Z‘') + fVedZ'* + f‘abf‘'edZ‘‘ - 0'bdZ‘‘ + fV^adZ** 

= + f^ab |Xe(Z‘') + f^edZ”*] +f*abf‘'edZ‘‘ - fV^dZ** + fV^adZ”* 

= f'abX%{z") - {f^abf^de + f"bdf"ae + fV"be}z“ 

Usando [3.1.13] para o último termo temos: 

s(! + C C ♦ C 
[X a, X b](Z ) = f abX e(Z ). 

^ ^ e ^ 
[X a, X b] = f abX e- 

16) Equação [3.1.32] : [X'j„ Xa] = - Xb 

[XV, Xa] = [X^ - B ^Xc, Xa] 

= [X^, Xal - B‘^[Xc, Xa] + XaíB^lXc 

= -B'(,f'caXe + Xa(BV)Xe 

= - [- Xa(BV) + bV f'ca]Xe 

De [3.1.19] e [3.1.23], vem: 
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= - [X aB ^lXe 

= - C VXb. 

17) Equação [3.1.34]; [X'f„ Xajz'’= 2cVXc(z‘’) 

[XV, Xaiz'’ = XVÍXaZ'’) - Xa(XVZ^ 

= (á^ - 2A’'^Xc)(XaZ^ - Xa([3(. - 2A'VXc]Z^ 

= Xadfi(Z ) - 2A’ ^Xc(XaZ ) - Xa^fiZ + 2Xa(A' ^XcZ ) 

= - 2A'‘(.Xc(XaZ'’) + 2Xa(A'VXcZ'’) 

= - 2A'VXc(XaZ’’) + 2Xa(A'V)XcZ'’+ 2A'VXa(XcZ^ 

= 2A’‘^^[Xa, Xciz’’ + 2Xa(A'V)Xc(z’’) 

= 2A’V‘‘acXdZ'’ + 2f^caA'VXd(z'’) + 2C%Xc(Z^ 

= 2CVXc(Z^ 

pC^,Xa]z'’ = 2C‘'f,aXc(Z^. 

18) Equação [3.1.35]: [YV, Xa]z‘’ = - 2cVXc(Z^ 

[YV. Xa]z” = YVÍXaZ’’) - XaíYVz'’) 

= (a^ + 2B'^Xc)(XaZ^ - Xa([a^ + 2B'’^Xb]Z^ 

= Xae(i(z'’) + 2B'j,Xc(XaZ'’) - Xaa^z'’- 2Xa(B°^XcZ'’) 

= 2BVXc(XaZ’’) - 2Xa(B‘"nXcZ'’) 

= 2B‘'nXc(XaZ'’) - 2Xa(B‘"^)XcZ'’ - 2B‘'^Xa(XcZ'’) 

= - 2B‘^^[Xa, Xc]Z*’ - 2Xa(BV)Xc(Z^ 

= - 2BV‘‘acXdZ'’ - 2f‘'<aB‘'^Xd(Z^ - 2C‘'^aXc(z'’) 

= - 2CVaXc(z'’) 

[YV, Xa]Z*’ = - 2C%Xc(z'’). 

19) Equação [3.1.36]: [XV, XV] = - FVXa 
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Essa equação segue de [3.1.4] com o uso de X'n = - B^j^Xa = dji - 

A'VXa 

= XV + B VXa 

[XV+BVXa,X'v+B\Xb]= - F^vXa 

[XV, X'vl + [XV, B^Xbl + [B^Xa, XV] + [B^Xa, B^Xb] = - P^vXa 

[XV, XV] = - {[XV, B\Xb] + [B^Xa, XV] + [B^Xa, B^Xb] + F^Xa} 

— ~ { X'|x(B V )Xb + B v[XV, Xb] - X'v(B ^)Xa + B ji,[Xa, XV] + 

B piXa(B v)Xb “ B vXb(B ji)Xa + B jxB v[Xa, Xb] + F^jxvXa} 

= " {X V(B V )Xa + B vC jibXa - XV(B ji)Xa - B vbXa + B jxXb(B v)Xa 

- B vXb(B fi)Xa + B ^B y f bcXa + jivXa} 

= " {X V(B V ) + B yC fib ■ X'y(B fi) - B ^.C yb + B jiXb(B y) - 

B yXb(B ^) + B jxB y f bc + F^Hv}Xa 

Define-se então: 

F'V^ {XV(B%) + BWb - XV(bV) - B^^,C%b + BVb(B%) - 

B^XbCB^) + B‘’^B%f^bc + Fjiv} 

e portanto: 

[XV, XV] = - F'V Xa. 

20) Equação [3.1.37]: F'%= d^A'% - dyAfdbA 

C ydA' jiXa + A' yC fib 

Usando [3.1.36] e XV = X^ - B j^Xa = dfi - A' j^Xa, temos: 

[XV, XV] = - F'VXa 

[X'jA, X'y] — [dfi - A' jiXa, dy - A' yXb] 

= [dji ,dy] - [d^. A' yXb] - [A' fiXa, dy ] + [A' |xXa, A' yXb] 
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—> ” F' (iv = " V + ôvA' jA - f^dbA' jxA' V + C vdA' fxXa - A’ yC 

=> F' jiv= ^|xA' V - dyA' |j, + f^dbA' jiA' v - C vdA' ^Xa + A' yC ^b- 

21) Equação [3.1.41]: 

— X'^(B y ) - X'y(B ja) - f^bcB V ~ — X^(B y) - Xy(B jx) + 

- B V\fi + f^bcB^^^B^y. 

A partir definindo P^jxy = F' jxy - F jxy 

PV= XV(B%) - XV(bV) + BVVb - B^^b + B‘’jxXb(B%) - 

B^Xb(BV) + BVvf^bc 

Usando [3.1.19] 

PV = XV(B%) - X'v(bV) + B^vC^nb - B'’^c“vb + B’’n{C\b + f^ebB%} - 

B v{C (ib + ebB ^} + bcB v 

= XV(B%) - X'v(bV + B^cf^b - B'’^cfvb + B'’(,cfvb + f^ebB^B^ - B^ 

[ib " ebB ^B V + f^bcB [iB v 

PV= XV(B“v) - X'v(bV) - f^bcB*’nB‘’ V» 

usando X'jx = Xfx - B (xXb na expressão acima e aplicando [3.1.19]: 

= X(,(b\) - B*’^Xb(B%) - {Xv(B“^) - B”vXb(B“n)} - fbcB'’^B% 

— X^(B v) ■ Xv(B ^) - B fiXb(B v) + B vXb(B ^) - bcB ^B v 

= X(,(B\) - Xv(bV) - B Vc“vb + f^ebB%) + B*’v(cVb + f^ebBV) - 

f“bcB*’^B% 

= X^(B^) - Xv(bV) - B'’„cfvb + f®bcB'’^B% + B'’vCfnb + f*'bcB'’^B‘'v - 

f^bcBV% 

= X^(b“v) - Xv(BV) + B VV - B Vb^ + f*bcB'’^B'v 

22) Propriedades das derivadas X'*jx 
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22.1) Definição: 

x'yz"] = xv(z^)-cVz^ 

22.2) É possível introduzirmos a derivada aplicada a um escalar L da 

álgebra: X'\[L] = 

X'V[L] = ? 

SejaL = j‘‘Gd 

X’%p‘‘GdZ‘’] = X'^(J‘‘GdZ') - cV‘‘GdZ“ 

X'*(,p‘‘Gd]z'' + j‘‘GdX’*n[Z‘'] = XVí/GdZ*") - C%/GdZ“ 

X'VP‘*Gd]z‘' + /Gd{XV(z') - cVz”} = XV(j‘*GdZ‘') - cV‘‘GdZ“ 

X’%p‘'Gd]z‘ + j‘‘GdXV(z‘') = XV(j‘‘GdZ') 

X'%p‘*Gd]z‘ + /GdXVíZ*") = Xyj'*Gd)z‘' + ^GdXVz'’ 

X'Vp'‘Gd]Z‘' = XV(j‘*Gd)z‘ 

X'%p‘‘Gd] = XV(j“Gd) = a/Gd 

Para um escalar L qualquer da álgebra: 

X’V[L] = XV(L) = djiL. 

22.3) É possível introduzirmos a derivada X'*^ aplicada a um sub-índice: 

X'VPc] = XV(Jc) + cVd- 

c c c 
Sendo Z Jc um escalar => X'*|x[Z Jd = d^[Z Jd, então: 

X'%[Z%] = X'*^,[Z% + Z^^X-^^LJd 

= [XV(Z') - cVz"Vc + z'X’*nPc] 

= [ô^z" - AV(z‘) - cVz*Pc + z‘"x'VPc] 

a ^[z%] = [a^z*" - A^íz*") - c^z^Pc+z'x'VPcl 

a |,[z"yc+ z°a ^pd = [a^z*" - av(z') - cVz*Pc+ z"x'VPd 

90 



z''a ^[Jcl = [- AV(z') - c^Jaiz*^+z'x’%[Jc] 

2"a ^.[Jc] = [AV(Jc) - c%Ja]z' + z‘"x'VlJc] 

z"X'\|Jc] = [Ô ^[Jc] - AV(Jc) + C%Ja]Z‘ 

X’V[Jc] = XVPcl + C%Ja 

22.4) É possível introduzirmos a derivada X'*^, aplicada a um índice 

covariante e a um índice contravariante: 

X’V[Z‘*Jc] = XV(Z‘‘jc) + C%z‘‘je - c\zX 

X'%[Z‘*Jc] = X'^^^ + z“x'V[Jc] 

= XVÍzV - c\z\+ z‘’xV(Jc) + zVcpJa 

= XV(Z‘‘jc) + c'c^‘‘je - C%Z% 

(7.1) é um caso particular de 22.3 para d = c: 

X'%(Z'*Jd] = XV(z‘‘jd) + cVz‘*Je - cVz'jd 

= X'^(Z%) + c\z% - C%z'jd = XV(Z‘*Jd) 

mas Xe(L) = 0 

x'V(z“jd] = a ^(z‘‘Jd). 

22.5) Como a derivada X'*^ modifica índices algébricos não é evidente 

que para objetos que possuam vários índices algébricos, inda que 

contraídos, essa derivada atue somente no índice não contraído. Isso pode 

ser verificado calculando X'*ja[X'vZ ] de duas maneiras diferentes: 

22.5.1) X'*n[X'vZ°] = XV[X’vZ°] - C%X'vZ^ pela definição. 

X'V[X'vZ"] = XV[X’vZ‘'] - c'apX’vZ“. 

22.5.2) X^^CXVZ""] = X’%[âvZ‘'- A'‘‘^XdZ‘'] 

Como dv não modifica os índices algébricos é natural que apliquemos a 

definição [3.1.43] 

= XVdvZ*'- cVavZ“- X’*t.[A'‘*vXdZ‘] 
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-'I* TAI^ irv .'tS AI^ Vt* 
= XVavZ~ - CV^vZ“ - X-VíA^JCXdZl - A'\X'V[XdZ"] 

= X’^dyZ" - C VvZ“ - X’%[A'‘*v]XdZ' - A’^ [XVÍXdZ*^) - C^XdZ" + 

CfdnXaZ" ] 

= XV^vZ"" - cVvZ“ - [XVA'‘'v - C%A'%JXdZ" - A'*‘v [X^ÍXdZ') - 

cVXdZ’ + C^d^XaZ'"] 

= XVôvZ'" - cV^vZ” - [XVA’‘‘v]XdZ" - c‘*a^A'%|XdZ‘'] - A''*v[XV(XdZ^) 

- C%XdZ% C^d^XaZ""] 

= XVâvZ''- cVvZ“- [XVA'‘'vPCdZ‘' - A'‘‘vX’n(XdZ‘^] - C%A’\pCdZ‘^] 

+ A'“‘v cVXdZ“ - A'‘‘v c“d|*XaZ' 

= XVâvZ' - X'n[A'‘‘vXdZ‘'] - c"an3vZ^ A'‘*vCfd|i[XaZ‘'] + C%A'‘'v XdZ“ 

- A'‘‘vCfd^XaZ' 

= X^xvz"" - C% [avZ“- A'‘‘vXdZ"] 

= XVX'vZ‘'-C'auX’vZ" 

que confere com o resultado calculado em (22.5.2). 

22.6) Para derivadas de um mesmo tipo, X'*|x enxerga somente o índice 
Q 

algébrico, mostraremos isso calculando X'*fi[X'*vZ ]: 

22.6.1) 

X?* rv* 7^1 Y'* rv 7^ r'^ 7^i filA J — av^ J 

= X'V[X'vZ°] - X'VíC^avZ"] 

= X'n[X'vZ"] - cVx'vZ^ - X'V[C‘'av]z“ - C''avX'V[z“l 

= XVÍXVZ"] - CVXVZ“ - {XVC"av - cVc“av + cVc‘'dv}Z‘‘ - 

C'avX’V[Z“] 

= X^ÍXVZ']- CVx’vZ“ - {XVC‘'av - c"d(.c‘'av+ c‘‘a^c‘'dv}z‘‘ - C''av 

[xvz“ - c Vz“] 

= XVÍXVZ"] - cVxVZ^* - {XVC"av - C%c‘'av + C%c"dv}z" - 

c a _c a d 
CavXVZ +CavCdíiZ 
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= xv[X'vZ°] - xv[c"av]z" - c^avXVZ^"- cVxvzV cVc“dvZ‘‘ 

22.6.2) 

X’V[X’*vZ'] = XV[X’*vZ"] - cV[X'*vZ“] 

= XV[X'vZ' - - CV[X’vZ“ - cVz‘‘] 

= XVIXVZ""] - XV[C“'avZ“| - cVx’vZ“ + cVc“dvZ‘‘ 

= XV[XVZ‘^] - XV[C'av]Z“ - c"avXVZ"- cVx'vZ% cVc^dvZ'* 

que confere com a expressão obtida em 22.6.1. 

23) Equação [3.1.45] e [3.1.46]: 

[X'V. X'*v]Z'= X'*^[X'*vZ'] - X'*v[X'%z‘'] 

Usando o resultado obtido em 22.6.1 

X'V[X’*vZ‘] = XV[X'*vZ‘] - C%[X'*vZ^ 

= XVÍXVZ"] - XV[C"av]Z“ - C^avXVÍZ"] - C%X'vZ% cVcfdvZ“ 

X'*v[X'Vz"] = X'v[X'(.z‘'] - X'v[cV]Z“ - cVx'v[Z^ - C\vXVZ% 

C'avCVz‘* 

=> [X'*^,X'*v]Z'= XVÍXVZ*^] - XV[C‘’av]Z‘‘ - c''avX'|,(Z^ - C^XVZ^ 

cVc^dvZ'* - X'v[X vz"] + X'v[CVjZ^ + C^X 'v[z‘^ + C‘'avX vz“ - 

C‘avC“dnZ‘‘ 

= XVÍXVZ'] - X'v[Xvz''] - XV[C'av]Z“ + X'v[C%]Z“ + cVc"dvZ‘‘ - 

C‘avC“d|iZ‘‘ 

= [XV,X'v]Z' - {XVlc"av]Z“- X’v[C%]Z^ c"dnC‘‘avZ% c‘^dvCVz“} 

= - F’VvXa[z‘] - {XV[C‘=av] - XV[CV] - c"d^C‘‘av + c"dvC%}Z“ 

Como Xa[Z°] = - X*a(Z'] + f^daZ** 
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[X'V, X'*v]Z‘^= - F’V{- X*a[Z"] + fV*} - {XV[C"avl - X'v[CV] 

C dfiC av + C dvC a^}Z 

,,a * „c, „.e „c „a 
= + F’>X’a[Z-] - F-VaeZ" - {XV[C'av] - X'v[CV] - C‘=<mC‘*av + 

C"dvC“aK}Z“ 

= F’Vx*a[Z"] - {XV[C"av]Z“- XVÍC^JZ^ cVc‘‘avZ% c'dvC%z“ 

F’Vf"<laZ"} 

Temos: 

[X'V, X'%]Z'' = F’>X\[Z1 - R-^Z 
.c „.a .C-. ^.c „a 

com 

R'V = XV[C"av]Z“ - X'v[CV]z” - C^djiC^avZ^ + c"dvC%z“ - 

f^daF^Z^ 

OU 

[X’%. X’*v]Z'= - F>Xa[Z') - RVvZ 
c, „a 

com 

R V = XV[C‘'av] - X'v[CVl - C“'d(.C‘‘av + C'dvC%. 

23) Equação [3.1.50]; [X^, XV] = - F’VvHa‘’x'p 

Substituindo [3.1.49] em [3.1.36] segue [3.1.50]. 

24) Equação [3.1.51]: C‘*pa = X*a(H“p) 

|HVXc,Xa] = CVXb 

H^lilXc, Xa] - Xa(HV)Xc = C V Xb 

rf(if‘‘caXd - Xa(H‘*p)Xd = Xd 

H"/ca - Xa(H‘*p) = C<*, ̂ a 
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C*^ = - Xa(H‘'^) + = X*a(H‘*^) = - Ta(H‘‘^). 

25) Equação [3.1.52]; X'%(Z<=) = - H‘‘^X*d(Z<0 - X,(H'|a)Z^ 

X'%(Z^ = XV(Z') - cvz^ 

X'%(z<0 = XV(Z<^) + CVaZ" 

X'%(Z“0 = Xd(Z'=) - + f"daH^^" 

X'%(Z<0 = H“n[Xd(Z<0 - f‘'adZ‘>] - Xa(HV)Z“ 

= H“^lXd(Z^ + f‘daZT - Xa(H‘'n)Z‘‘ 

= - h“^[- XdíZ-D + fadZT - Xa(HVZ“ 

= - H‘‘^X*d(Z‘=) - Xa(HV)Z“ 

.-. X'V(Z') = - hV*<i(Z') - Xr(H'^)Z^ 

equação [3.1.53] : X*d(Z‘=) = - Hd*‘X'*^(Z<=) - Hd‘*Xr(H%)Zf 

X'%(Z<0 = - hV*cI(Z') - Xr(HV)Z'. 

H^^X*d(Z“=) = - X'V(Z<0 - Xr{H‘^^)Z' 

X*a(Z“0 = - Ha'’X'*p{Z‘=) - Ha‘’Xr(H‘'p)Z''. 

26) Equação [3.1.54], [3.1.55] e [3.1.56]: 

2«.l) [3.1.54]: [X'*p, X'*v]z'= - F’VHa'’x'*p(Z<^ - {F’VvHa'’Xa(H‘'p) 

+ R'V>Z“ 

Usando [3.1.53] em [3.1.45] temos: 

[X’*p, X'*v]Z" = F’V {- Ha'’X’*p(Z') - Ha'’Xt(H‘'p)Z'-} - R'%vZ^ 

= - F’VH.'’x'*p(Z'=) - F’Vvlfe‘’Xr(HV)Z^ - R''apvZ" 

= - FVvHa^X^^ÍZ^ - F’VHe*’Xa(H'p)Z“ - R’%vZ“ 
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= - F’VHa'’x'*p(Z‘=) - {F’VvHe'’Xa(H"p) + R'V}z'‘ 

[X'V, X'*v]Z'= - F’VvHa'’X'*p(Z') - {F’VHe'’Xa(HV) + R'Vv}z‘’- 

26.2) Equação [3.1.55]; R‘apv= X’pC=av- XVC=ap - C=bpC>av+ 

C^bvCV + Hd^F^lpvC^pa 

Definindo R'apv em [3.1.54]: 

R V = X'pC^av - X'vC^ap - CVC’av + CVAp - f^daF V + 

FVvHe^Xaffl^p) 

= X'pO^av ■ X'vC^ap ■ C^bpC*^av + C^bvC^^ap ■** F^pv{- F<ia + Hd^XaíH p)} 

De [3.1.51] vem: 

^^afiv = X'^C^av ■ X'vC^afi " C%jxC\v + C^bvC\ji + F'^jxy{- Hd^C^^a " 

Hd^Xa(H°p) + Hd‘’Xa(H"p)} 

= X'pC"av - X'vC^ap - C^pCl^av + C%vCV - Hd^F^C^pa 

R^^apv = X'pO^av " X'vC5ap - C^bpf-*^av + C%yC*^ap " Hd^F'^pvO^pa 

= X'pC^av " X'vC5ap - C%pC^av + C^bvC^p + Hd^F'‘^pvC^ap 

26.3) Equação [3.1.56]: [X'*p, X'%]z‘'= - F’“pv Ha‘’x'*p(Z>=) - R^pv^* 

Da definição de R*^apv em [3.1.54] segue 

[X'*p, X'*v]Z"= - F’VH.‘’x'*p(Ze) - R%vZ^ 

27) Equação [3.1.57]: €% = - H x.*’F'\pFla'' + Ha''X'p(Hv^ 

Substituindo [3.1.49] em [3.1.38]: 
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[XV, Ha'’X'v] = - CV Xb 

H,''[XV, XV] + XvtóxV = - CV Xb 

Usando [3.1.50] e [3.1.47], temos: 

- Ha''F VHc‘’X'p + XvtóxV = - C^Xb 

- Ha''F VHc'’Hp‘‘x<i + XV(Ha'’)Hv‘‘Xd = - CVXb 

- Ha'’F VXc + XVtóHv^Xb = - CVXb 

- Ha''F'VXb + XVtóH v'’Xb = - C>apXb 

Para qualquer gerador Xb: 

- Ha'’F'V + XV(Ha'’)Hv'’ = - 0% 

cV = Ha'’F V - Hv'’XV(Ha'') 

CV = - F'>vpHa'' + Ha''xV(Hv'’) 

assumimos também que a aplicação H transforma índices de espaço-tempo 

em índices de álgebra e vice-versa; temos finalmente: 

C?>ap = - H ).'’F’Vh'' + Ha''x V(H 

28) Equação [3.1.59]; [X'%, Xa] z' = Xa[C'dp]z‘* 

[X'%. Xa]Z" = X’*p[XaZ"] - Xa[X'*pZ'] 

= XVÍXaZ*") + cVXaZ' - c"dpXaZ‘' - Xa[XV(Z°) - C^Z*^ 

= XV(XaZ“^) + cVXeZ' - c"dpXaZ‘‘ - Xa[X'p(Z")] + Xa[C"dpZ‘‘] 

= XVCXaZ') - Xa(XVZ') + C^XeZ' - c"dpXaZ“ + Xa[C^dpZ“] 

= [XV, Xa](Zc) + c'apXeZ' - c"dpXaZ‘‘ + Xa[C"dp]z“ + C"dpXaP'^ 

= - C^XdíZc) + c‘*apXdZ'' + Xa[CV]z‘‘ 

= Xa[cV]Z‘*. 

29) Equação [3.1.60]: X'*(pF'^),] = X'[pF*vM - C%F«vXl = 0. 

Fazendo-se a identidade de Jacobi para [3.1.36], temos: 
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[XV,[X'v, X'x]] + [X\,(XV, X’v]] + [X'v,[X'x,XV]] = 0 

[XV, PVXa] + [XV, FV Xa] + [XV, P^^XJ = 0 

F'\x[XV, Xa] + XV(F'V)Xa + F'V[XV, Xa] + XV(F V)Xa + 

F%[X’v, Xa] + X'v(F%)Xa = 0 

Usando [3.1.38] 

- P^xCVXb + XV(F*vx)Xb - PVvC>axXb + XV(F'V)Xb - 

F^Cl^avXb + X'v(F'V)Xb = 0 

- PVCV + XV(F'»v),) - FVvC>aX + XV(F'V) - F'\^C>>av + 

X'v(F'V)Xb = 0 

XV(F*vX) - F«vxCV + X'x(F’V) - FVC’aX + XV(F'V)Xb - 

F'\nC>av = 0 

Por [3.1.43], temos: 

X'VF''’v)^ + X'%F*vJ^+ X'VF*v>.= 0 

X'VF’V + XV'’v>-+ X'V'’vX = 0 

X'*[^F''>vX] = X'[^F''>vX] - C>a[nF'%X] = 0. 

30) Equação [3.1.61]: X•bC'a^ - X*aC=b(» + f^abO=d|* = 0 

Fazendo-se a identidade de Jacobi para [3.1.38], temos: 

[Xb,[XV, Xa]] [Xa,[Xb, XV]] + [XV,[Xa, Xb]] = 0 

[Xb, C VXc] - [Xa, C^bXc] + [XV, PabXc] = 0 

[Xb, C%Xc] - [Xa, C=(.bXc] + [XV, PabXc] = 0 

Xb(CVa)Xc + C^aCXb, Xc] - Xa(C<^^b)Xc - C^bCXa, Xc] + Pab[XV. XJ + 

XV(Pab)Xc = 0 

Xb(C<^^a)Xc + C^naPCb, Xd] - XaCC^blXc - CVlXa, Xd] + f*ab[XV, Xd] 

+ X V(f^ ab)Xc = 0 

Xb(C=(.a)Xc + C^naPbdXc - Xa(CVb)Xc - C‘‘(,bPadXc + f'ab[XV. Xd] = 0 

Xb(C<^(.a) + PbdC*na - Xa(e(,b) - PadC^b + f^abC^nd = 0 

Usando[3.1.24], temos: 

X*a[G"d] = - Xa[C"d] + f\dO"e - f^^aeG^d, 
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- K\y(C^^a) + ~ Xa(C^^b) " adC^^b} = 0 

- Xb(C®^a) + í^baC*^^d ~ í'^bdC^^la " {" Xa(C®(ib) + abC^Jld " f^^ab^^fld " 

adC^Hb} ~ 0 

- Xb(C^Ma) + f*baC=Kd - f^^bdCfia - {- XaíC^b) + f^abO=(.d - f^adClj.b} + 

P*abC=^ = 0 

X^bC^na - X*aC«nb + f^abC^nd = 0. 

31) Equação [3.1.62]; X*a[FVl = X*a[pVl = «'V + f^daF%. 

[Xa,(XV, X'v]] + [XV,[XV, XaJ] + [X'v,[Xa, X'^]] = 0 

- [Xa, FVXc] + [XV, C>vaXb] - [XV, C>naXb] = 0 

- Xa[F'^nv]Xc “ F'*^^víXa, Xc] + C*^va[XV, Xbl + XV[C^va]Xb ~ C^^a[X'v, 

Xb] - XV[C'’^a]Xb= 0 

"Xa[F'*^^v]Xc " F^adF'*^jivXc + C^vaC*^[ibXc + XV[C^va]Xb ■ C^naC*^vbXc ■ 

X'v[C=t«lXc= 0 

-Xa[F'*^^v] ■ f^adF'^^v + C^vaF^fib + XV[C%al ■ C^jiaC^vb ~ XVÍC^^ia] = 0 

-Xa[F’‘^(iv] + f^daF'*^[iv + C*^avC*^b(.i ■ XV[C^av] ■ C*^a[iC*^bv + XV[C^a(i] 0 

X*a[FVl - {XVEC^av] - XV[C=a^] - C^avC^bn + CVCVv} = 0 

X*a[FVl - {R"ativ + f^daF V> = » 

X*a[FV] = X*a(P’VI = RVv + F=daFVv. 

32) Equação [3.1.63]: X'*nF'“Fv = XVF'^Fv . ca^^p,duv^ jav 

De [3.1.60] 

X’*h(F“v>.) + X’*x(F“(.v) + X'*v(F^Xu) = 0 

x'p, . C^dfrF^Uv, = 

Xi^ePXuvpa^^ - eP^Fv CVF^Pv+ XVeP^P'’Pv). - CFdpeP'^P'’P‘vX+ 

XVeP’^''FV - CV«'’^^''F^>4‘ = 0 

XV F*^*" - CVF*‘*P^ = 0. 

XVF^P - CVF^’''’ = 0, 

adicionando-se a corrente fonte: 
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X'xF^P - C^dXF^^P = 

33) Equação [3.1.65] - [3.1.68]: 

[XV, X*v]Z = 

[XV, xV]z"=xVíxVz"] - x%[xvz"] 

= X^pCvZ"] - cV[X*vZ^ - XvPCVZ''] + C°av[X*|xZ"] 

= X(,[XvZ‘^ - c‘avZ^ - cVíXvZ^* - C^dvZ"*] - Xv[X|,z" - C^z"] + 

C'av[X^Z^ C^dnZ“] 

= X^[XvZ'] - X^[C‘avZ“] - C VXvZ"* + C Vcf dvz“ - XvCX^Z''] + 

Xv[C%Z*| + c"avX(.z“- c‘avCVz‘‘ 

= X^PÍvZ‘^1 - Xv[X(,z‘’] - X^íC^avlZ^* + Xv[C%]z“ + CdvZ** - 

C‘"avC“dnZ‘' 

= [X^,Xv]z' - {X(.[C‘av]Z“ - Xv[C V]Z“ - CdvZ“ + c‘avC'“d(.z‘‘} 

= F^^vXa(Z") - {Xt.[C''av] - Xv[C%] - C"dnC‘*av + C''dvC‘‘a(t} z“ 

= F“^vXa(Z') - rVz“ 

onde, novamente 

R ajAV = X^[C av] ■ Xv[C ajx] “ C dfxC av + C dvC a|x 

Então: 

[XV, X*v]z" = F*“^vXa(z') - rVz"- 

OU 

[XV, X*v]Z° = F“nvX*a(z‘) - R” Vz' 

onde 
.c 

R” afiv — Xja[C av] “ Xv[C aji] " C d^C av + C dvC afi" f daF Hv 

34) Equação [3.1.75]: [XV, XaJZ*" = - [XV, X*a]z" = C‘*a|.Xd[Z‘'] + 

Xa[C"d^]Z'* 

[XV, Xa]z‘ = XVlXaZ'"] - Xa|X Vz‘] 
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= X^ÍXaZ") + cVXeZ' - c\x^z'‘ - X^!X^(z‘) - €^2“] 

= X^ÍXaZ'") + cVXeZ'' - c\x^“ - Xa[X^(Z‘)] + Xa[cVz‘‘] 

= X^(XaZ') - XaíX^Z*") + CVXeZ*" - C^d^XaZ** + Xa[cVz“] 

= [Xn,Xa](Zc) + C VXeZ" - C^XaZ'’ + Xa[C V]Z‘* + C^d^XaíZ*^ 

= c‘'a^XdZ" + Xa[C Viz“ 

= C^a^XdlZ'] + XaíCVlz'*. 

IXV. X*a]z'= XV[X*aZ'] - X*a[XVz‘'] 

= X%[- XaZ‘ + f‘daZ‘‘ ] + XaPC%z‘] - f daX^z'* 

= - X%[XaZ'] + f'daXVZ‘‘ + XalX^Z'] - fdaX^Z** 

= - [XV,Xal 

= - c‘*a^Xd[Z‘'] - Xa[C‘dn]Z‘‘. 

35) Equação [3.1.70] : X*^(Z“0 = B^XaZ*: - H®^X*eZ'' - Xd(H'^)Z<* 

X*^(Z‘^ = BVXaZ'= + H“nXaZ'= + X*d(H'^)Z‘* 

= B^XaZ' + H^XaZ'' - Xd(H'^)Z‘‘ + f^edrf^Z'* 

= B“nXaZ' + H^IXeZ' + f'edZ‘*] - Xd(H‘’^)Z‘> 

= B“nXaZ“= - h'j,[- XeZ= + f*deZ‘‘] - Xd(H‘^)Z<* 

= BVXaZ<= - H^XV - Xd(HV)Z‘* 

36) Equação [3.1.71] : 

X%(Z<0 = B^XaZ'- XdCH^^jZ"* 

nX*eZ‘= = - X*^(Z“0 + B^^XaZ' - Xd(H'^)Z‘* 

X*eZ<'= - H^eX*n(Z<0 + H'*aBVXaZ<'- H'*eXd(H‘^)Z<*. 

37) Equação [3.1.72] e 

[3.1.73]: 

Substituindo [3.1.71] em [3.1.67] 
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IX V, X%]z'= F^^vX*a(Z") - R”Vz“ 

X*aZ‘^ = - H‘’aX*p(Z'0 + H'’aB‘‘pXdZ‘^ - H*’aXd(H'p)Z<* 

= F^pv [- H‘’aX*p(Z'^ + H’’aB‘‘pXdZ‘= - H‘’aXd(H'p)Z<'] - R” 

= - F“pvH^aX*p(Z<=) + fV |H'’eB“pXaZ‘^ - H’’eXa(H"p)ZT - R” VvZ“ 

= - F^pvH^aX^ÍZ*^ + fV ifeB^pXaZ" - [F^l/eXaOl^p) + R”V]Z" 

Definindo apv “ F pvH^eXa(H p) + R’ apv 

= FVrf’eXa(H"p)Z“ + Xp[C‘'av] - Xv[C\p] - C"dpC‘‘av + C'dvC“ 

F daF pv 

Usando [3,1.51]: 

"c „d 

a(i 

R" V = FVH^dXa(H'p) + Xp[C‘’av) - XvlC^] - C“'dpC‘'av + c'dvC‘‘ 

IHW + H'’dXa(H"p)]F“pv 

= F pvH^dXa(H°p)Z» + Xp[C‘av] - Xv[C"ap] - C%€ av + c"dvC ap 

rfdC"paF“pv - F“pvH^dXa(HV) 

= Xp[C"av] - Xv[C'ap] - c"dpC‘'av + c'dvC“ap + H^dC^FV • 

E finalmente: 

(XV, X%]Z‘^= - F“pvH^aX*p(Z') + fVH^eB‘‘pXaZ'= - R""apvZ“ 

a|x 

38) Equação [3.1.74]: [Xp, Xy] = - PpyHa^^Xp + Fpylt‘’B‘'pXc 

[Xp, Xy] = - PpyXa 

= -FpyWa'’X'p] 

= - Fpy |Ha% - Ha^B^pXc] 

= - P‘pyHa'’Xp + FpyHa^B^pXc 
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7.2.3. Equações do capítulo 4 

1) Equação [4.1.28]: 

[XV, Xal = - C^Xb 

IH^Xc, Xa] = C*>(u>Xb 

H^(i[Xc, Xa] - Xa(H ^)Xc = C*^^aXb 

Para um grupo abeüano: 

paXc — ■ Xa(H p)Xc 

C=tu. = - Xa(HV) = X*a(H‘‘^). 

2) Equação [4.2.12]: 

CV= h\{XVh*v- XVhV} 

~ h^aC%vh^H + h^^X 'vh^a 

= h>^aôbh\hV+ h“^X'vh\ 

= h^ah^H^b[^\' “ h^aX 

= h\{h>>(.ôbh% - X’vh=‘^} 

= h\{XVh"v - X'vhV> 

3) Equação [4.2.15] 

P forma: 

[XV, X'v]= - pVx'k 

[X’a,[XV, X'v]] + [X’v,[X'a, XV]] + [XV,[XV, XV]] = 0 

[XV, PVxV] + [XV, P^auXV] + [XV, P\aX'x] = 0 

PVv [XV, XV] + XV(PV)XV + P^an[X'v, XV] + XV(P> 

p\a[XV, XV] + XV(P\a)XV = 0 

XV(PV)X'o+ X’v(P°a^)XV+ XV(PV)XV- pVvP°a^X 

P^ai»P°vXXV - p\aP VX’o = « 

afi)X'>^ + 

I 
O “ 
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X'a(P^^v) + X'v0^a[i) + X'fi(P^va) ■ P^[ivP*^aX " P^a^P^vX" P^vaP^^X 

= 0 

X'a(P^fiv) + X'v(P^a(*) + ^'^(P*^va) + P^fxvP^Xa + P^auP^Xv + 

P^vaP^Xn = 0 

X '[aP^fiv] + P^o[aP*^^v] = 0* 

2* forma: 

xvF’^^] - cVf’^] = 0 

X’(^P^X1 - cVnpV] = 0 

Mas C^vn ■ - P^vt* ® P^jiv = H^aP^^iv 

CV = H\C Vffa + HPaX VH^p 

- -ííppPaplPa + HPaXVIÍp 

X'pp^vX + XVP^^pv + X'vP^Xp ■ C^apP^vX ■ C^aXp^pv " C*^avP\p == 0 

X'pP^vX + X'xP^pv + X vP^Xp + ppFopfF^aP%X “ HPaX'^H^pP%X + 

íípPPoXH^aPV - HPaX'xrf>pPV + H>’ppPovH°aP=Xp - HPaX'vl#pP\p = 

0 

X'pP*^vX + X'xp^pv + X'vP*^Xp + H*’ pP^opP^vX + pP^oXP^pv + 

H^pPPovP% - X'pfí>ppPvX - X'xíípPPpv - X’vrf’pPPXp = 0 

XVP^^pv = X'p |H\PVI = XVIH^^alPV + H\X'p[pVI 

rfbX'pP^X + H»bX'xpV + H»bX'vPV + rfblíppPopPV + 

H^bfípPPoXPV + rfblíppPovPV - H\X'p#pPPvX - H\X'xH^ppPpv 

- H^bXVH^pPPxp = 0 

H^bX'pP^X + H»bX'xpV + H®bX'vp\p + P%P°vX + P^oXPV + 

P®ovP“Xp + H>>pPPvxX'prfb + H>>ppPpvX\H»b + H>>ppPxpX’vH»b = 0 

{H\X'pP^X + P^xXVH^b} + {H\X'xPV + PVX'xH®b} + 

{H^bX'vP*^Xp + P^XpXVH^b} + P^opP^vX + P^oXP*^pv + P^ovP^Xp — 0 
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P^aXP^ixv + P^cfvP^X[í — 0 

X'[fiP^vX] + P^aínP^vX] = 0- 

3) Equação [4.2.17] 

X a(P°jiv) + X'v(P‘^a|x) + X'jx(P%a) + P^fivP^^Xa + + P^vaP^^Xfi = 

0 

usando P^^v — ■ 

XaíP^^fiv) " XVCC^^aft) " X ^(C^a) + C^fivC^Xa + C^ajxC^Xv + C^aC^^Xn 

= 0 

X^aCP^^nv) ■ X^(C^^an) + X'jx(C‘’av) + C^^vC^^Xa + C^a^C^Xv + C^vaC^Xp, 

= 0 

X^CP^^fiv) + Xy(C‘’Xv) " XVÍC^^x^) “ C^XpC^nv + C^pvC^Xp " C^ppC^Xv = 0 

X'x(PV) + XVCC^^Xv) - X'v(CV) - C^ppCPxv + C>CPxp + C-XpPVv = 0 

X'x(P‘’pv) + {XpCC^^Xv) " X'v(C‘^Xp) ■ C^^ppC^Xv + C^^pvC^Xp + C^XpP^pv} 

= 0 

X^CP^^pv) + R^^Xpv = 0- 

Com 

R^^Xpv = X'p(C‘^Xv) ■ XvCC^^Xp) " C^ppC^Xv + C^^pvC^Xp + C^XpP^pv- 

4) Equação [4.2.18]: 

De [4.2.11], vem: 

c\^ = H\cVlTb + HPbXVfPp 

ffxCVíTb = CV - HPbX'pIPp 

rfafPxCVH^bH^o = H^aC^bpíío - H\ HPbX VfPpH^a 

rò _ oô /^a, ub oô y ' ua ^ 0|x — n aV-opii o" n p“ o 

De [4.2.14], temos: C%p = HN,X'xlPp 

c*ap = H»a IH^X 'kH*p]H'>o - H*aX 'plPa 

— uô Y ’ ua uô Y' Ha — H a-^ oi* p ■ i» a-<'^ pri o 
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= H»aX VH“a - H»aX 

Então: X'fiH*'o - X'oH^^. 

Mas 

H^bX = C%(. =» X'oíP^ = H*>oC%^ 

PV = X'nrf>o - X’oH^^ = H»^CV - H»oC%n 

e podemos escrever: 

T% = - p%= - {X^H^a - X'atí>^+ rf>^CV - HW - P^} 

= X'ofí’,. - X VH^a - + C%^#a + P%- 

5) Equação [4.2.20]: 

P^a»[X'fi, X'v]] + [X'v,[Xa, X'fA]] + [X'fx,[X'v, XJ] = 0 

~ [Xa> db] - [X'v, C^jiaXc] + [X'^, C%aXc] = 0 

" [Xa, P^fAv db] " [X'v, C^^^aXc] + [X'ja, C%aXc] = 0 

- Xa(P^v)ab- X'v(C‘^fxa)Xc - CV[X’v,Xc] + XV(C%a)Xc + C%a [XV,Xc] 

= 0 

- Xa(P^jiv)^b " X'v(C^jia)Xc - C^^^aC^vcXe + X'jA(C%a)Xc + C%aC®^cXe = 0 

X*a(P^jAv)db ■ X'v(C^fia)Xc - C^^jAaC^vcXe + X'p,(C%a)Xc + C%aC®|j,cXe = 0 

Xa(pVv) + X\{C\a) - XV(C^a) + C^aC^c - C^aC^c = 0 

mas 

^^afiv — X'^C^av ■ X'vC*^a|i + C^afiC^cv - C^avC^cfi + P^fivC^ap 

então: 

Xa(P^fAv) + ■ P^pvC\p = 0. 

6) Equação [4.2.21]: 

Xa(P^pv) + R^apv “ C^^aaP^pv — 0 

H aX'o(P‘^p,v) + R^apv " C^aaP^pv = 0 

H^^aX-cXPV) + RV - H^^dC^aoP^pv = 0 

lPpH^aX'o(PV) + H^pRV - H^pH^dC^aaP^^pv = 0 
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X'p(PW + H^^pRVv - H^prf^dC^aapV = 0 

X'p(P*^pv) " dpP^pv + dpP^pv + H^pR*^apv " H^pH dO^aaP*^pv = 0 

X’*pPV + <^dpP‘*pv + H^^pRV - H^tfdC^aoPV = 0 

X'*p(H^oP^pv) + C*^dpP^pv + H^pR*^a(tv " H®pH dC*^aoP^pv = 0 

X'*p(H<=a)PV + H‘=oX'*p(pV) + C^dpP** jxv + H^pR^^afAv " 

M‘prf’dC=aoP‘‘pv = 0 

H"oX’*p(PV) + H^RV + X'*p(H"o)PV + C^P'* pv ■ H^pC^aoP pv 
= 0 

X'*p(PV) + H»clPpRV + H»cX'*p(H=a)PV + H»cC^dpPV - 

H»cíPpO=aaP V = 0 

X'*p(PV) + RVv + H*cX’p(H‘=a)PV - H^cPVC^apIPo + 

H®cO=dpP‘'pv - H»cp“pvC"aoH“p = 0 

X'*p(PV) + R%pv + H»cX’p(H'=o)PV - H»cpVC=ap + H^cPVC^ap - 

H^cfPpC^aoP pv — 0 

X'*p(PV) + R^ppv + H6cX'p(H'o)PV - HScIPpC=aoPV = 0 

C<^ao=H“aX'a(H'o) 

X'*p(PV) + R*ppv + H®cX'p(H'a)PV - H»cIPpH“aX’a(H<=a)P‘’pv = 0 

X'*p(PV) + R%pv +H®cX'p(H'o)PV-H»cX'p(H'^o)p‘’pv =0 

X'*p(pV) + R®ppv = 0 

gPM 

X'*^PV) + R%v = 0 

X'*f(p®pv) + R^v = 0, com R®v = R^V- 

7) Equação [4.2.23]: 

X'*pPV + C^dpP^v + H^pR'apv - H^H^dC^aoPV = 0 
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C^dpP*^(j.v + H^pR*^a(iv ■ H^pH dC*^aoP^pv — 0 

lícíC^dpP^v + H^pRVv - H“prf’dC=aaP‘*pv } = 0 

H^cC^dpP V + H^íPpRVv - H^cJPplf dC'aoP‘*pv = 0 

H cC*^dpP^pv + R ppv ■ H c^pH dC^aoP^pv= 0 

R®ppv = P‘*pvlíc{H“pH‘’dC<=aa - C>=dp} 

R*ppv = P‘‘pvH*c{H=‘pH°dH^aX’xfFa - H^dX'xíFp} 

rVv = P VH*c{H°dX 'pIFo - H°dX 'oIFp} 

= P‘‘pvfícH‘’d{X’pH=a- X'oIFp} 

mas — " h^a"{X'vh^ji, - X'jxh%} 

= pVH^{X'pfFa-X'aírp} 

— P pvP^pa 

T K. V “ A nrrl 
ap 

paA V 

7.2.4.Equações do capítulo 5 

1) Equação [5.1.3]: 

dF + [F, A] = 0 

A = A' - B 

F = F - p 

d(F - p) + [F - p. A' - B] = 0 

dF - dp + [F, A' - B] - [p. A’ - B] = 0 

dF - dp + [F, A'] - [F, B] ^ [p. A'] + [p, B] = 0 

dF + [F, A'] = dp + [F, B] + [p. A'] - [p, B]. 

2) Equação [5.1.4] e 

[5.1.5]: 

dF + [F, A'] = dp + [F, B] + [p. A'] - [p, B] 

P fxv = XjaB V " XyB p + dbB pB v " C vdB p + C pbB V 

F'V = 5pA'% - dvA'^ f^dbA- pA' v-C%dA' p + A' yC pb 
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dP - dp + [P, A] - [P, B] - [p. A’] + [p, B] = 0 

Aplicando a dualidade, temos: 

a) dF’ => dfiF' jivXa 

b) dp => djxP (ivXa 

c) [F', A'] => [F' ^vXb»A' fiXc] = F' fivXb(A' ji)Xa + f^bcF' uvA' ^Xa - 

A’VXc(F'V)Xa 

mas 

Xb(A' ji) = f^dbA' n + C fib 

e 

Xc(F' jAv) = Xc(P fiv) + Xc(F^|xv) = Xc(P pv) + f^dcF^fiv= Xc(P |xv) + 

dcF'‘^fiv" dcP^ pv 

[F' fivXb, A' ^.Xc] = F' fiv{f^dbA* jx + C ^b}Xa + f^bcF' pvA' |xXa - 

A' ji{Xc(P fiv) + f^dcF'^^,v" í^dcP^pv}Xa 

= {f^dbA' jxF’ jxv + C jxbF' + f^dcA' fiF' " A’ ^Xc(P ^,v) ■ 

f^dcA' (xF'^jxv + f^dcA' jxP^fiv}Xa 

= {C fibF' fxv " A' ^Xc(P fxv) + f^dbA' |xF' jiv + f^dcA' |xP^jxv}Xa 

d) [P, B] => [P^^jxvXb, B^Xc] = F’VXb(BV)Xa + f^bcF'VBVXa - 

BVXc(F'V)Xa 

= {C (ibF |xv ■ B nXc(P ^v) + f^dcB ^F'^^v ~ f^dcB nP‘^fxv}Xa 

= {C jxbF' fiv ■ B jxXc(P fiv) + f^dbB ^F' jxv + f^dcB nP^p,v}Xa 

e) [p, A’] —> [P (ivXb» A' jxXc] — P jxvC ^bXa - A' ^Xc(P n,v)Xa 

f) [P,B] => [P ^vXb, B ^Xc] = P (ivC fxbXa - B fxXc(P jxv)Xa 

Equação: 

dP - dp + [P, A] - [P, B] - [p. A'] + [p, B] = 0 

EQUAÇÃO DO MOVIMENTO 
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(xvXa- fivXa + {C ^bF' fxv " A' (xXcO ^v) ■ f^dcA' ^F'^jav + 

f^dcA' jiP^(iv}Xa" {C ^bF' ■ B jiXc(P ^v) “ f^dcB jiF'^p^v + 

f"dcBVP‘*^iv}Xa- {P^vC^bXa - A'VXc(pV)Xa} + {^\vC\bXa - 

B^XcO V)Xa} = 0 

^fxF' ■ f^dcA' fiF'^jAv + f^dcB fxF'^jiv “ fiv + C |xbF' |xv " 

A' |xXc(P ^v) + f^dcA' [xP^jxv ■ C ^bF' fiv + B |xXc(P jiv) ■ f^dcB 

P |xvC jib + A' ji,Xc(P fiv) + P fivC |xb ■ B ji,Xc(P ^v) = 0 

^fiF' fiv ■ ^nP nv ■ f^dcA’ (xF'‘^^v+ f^dcB ji,F'^jxv+ f^dcA' jtP^fiv" 

dcB fiP^jAv = 0 

Substituindo 

F' |iv= d^A' V " dyA' fi + f ebA' ji,A' \ - C veA' jx + A' vC |xe 

escrevemos: 

djxF' ■ ^fiP jiv " f^dcA' (iF'‘^^v+ f^dcB jx{dfxA' v " dyA' ^ + 

f ebA' |xA' V " C veA' ^ + A' yC jxe} + f^dcA' jxP^fiv" f^dcB fxP*^^v= 0 

dfxF' ^.v" ^^P nv ■ f^dcA' fiF'^fxv+ f^dcB fx{djj,A' v “ dyA' ^ + 

f ebA' ^A' y} - f^dcB ^P^^fxy + f^dcB jx{- C yeA' ^, + A' yC ^e} + 

dcA' ^P^J^y = 0 

3) Equações [5.2.11], 

[5.2.12] e 

[5.2.13] : 

^ Y' Tja Y’ R3 tjb DC 
P |XV — ^ y - A. yD - 1^x0 V 

P^^fiv = A'®fxXeB^y - A'%XeB^^ - f^beB’’^B% 

C^^ev = - XeB^y + f\eB\ 

= - XeB^jx + AeB^ 

djxF' fxv “ ^|iP fiv “ f^dcA' |xF'^jxy+ f^dcB fx{d|xA' y - dyA' (x + 

f ebA' fiA' y} - f^dcB fxP^p,v + f^dcB jx{- C yeA' jx + A' yC jxe} + 

dcA' jiP^jiy = 0. 
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Definindo U v — ■ f^dcB f^dcB |i{" C veA' ^ + A' yC (te} + 

f^dcA' 

U“v= - f^dcBV{A'VXeB<‘v - A'%XeB‘<^ - flbeB^BM + f^dcB^ÍÍ- 

XeB-iy + f^teB^]A’V - [- XeB<<n + AeBV]A'%} + f^dcA'^ {A-^X^BOy 

A^yXeB^- P'beB'>nB'y} 

= - f*dcBVA«^XeB<‘y + f^dcBVA’^XeB‘‘^+ f®dcB'f,f<S»B'>^B'y + 

f dcB ^{- A' fiXeB^y + f heA' (iB y + A' yXeB^^ - f heB ^A' y} + 

f“dcA'VVXeB‘‘y - f^dcA’‘'^A«yXeB‘*^ - f^f“dcA'VB'>nB'y 

= - f^dcBVA*(iXeB‘‘y - f^dcBVA'°^XeB‘'y + f*dcA’V't*XeB‘‘y + 

t^dcBVA*yXeB‘‘^ + f^dcBVA''yXeB<*^ - fdcA'VA"yXeB<‘n + 

f dcf heB ^B yA' ^ - f^*bef^dcB*^(iB®yA' (i- f hef^dcB (xB fxA' y + 

f^dcf^beB*^^B ^B% 

= - 2t^dcBVA'VXeB‘‘y + 2fdcBVA''yXeB‘*^+f^dcf‘*heBVB\A''n 

^‘ehf“deBVB''yA''^- def^dcB‘'|xB'‘nA'% + f“def*beB'>(.BVB'y+ 

f“dcA’VA*|iXeB‘*y- f*dcA'VA"yXeB‘‘n 

ífy = 2f^dcB“n{- A*^XeB<*y + A*yXeB^^} + f^dcf‘‘heB‘^B''yA'V 

f^^chf^deB^^B^^yA' n" f hef dcB ^B ^A' y + f^dcf^beB^^B ^B®y + 

f^dcA'^ VeB‘*y- f“dcA'‘'nA«yXeB<^^ 

O termo de massa é dado por: 

h% = 2fdcBV{A*yXeB<'(. - A*^XeB‘‘y} + f“dAeB‘,.B\A'V 

f^chf^deB*^(iB**yA' f hef^dcB |xB ^A' y. 

4) Equação [5.2.14]: 

Para os três últimos termos de h%, temos: 

M V = {f ehf cd + f chf ed}B pB yA' n - f ehf^cdB jaB jaA ' 

£ eh£ cd — £ eh^d c — oe Och * oecoh 
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d a d a a a 
£ ch£ ed = £ ch^d e = ^eh ■ ôceôh 

M V = {ôe ôch ■ ôecôh + àc ôeh - ôceôh }B j|,B yA' jj, - {ôe ôch - 

ôecôh }B jiB ^A' V 

= ôe ôchB [íB vA ' [i - ôecôh^ ^B yA' + ôc ôehB ^B yA' {x - 

ôceôh^ ^B yA' fi - ôe ÔchB jxB |xA' y + ôecôh B j^B jxA ’ y 

= B''|,B^A 'V - b'’hB’*vA + BVB^A - B^B^A \ - b\b V+ 

B'’^B‘‘^A’^ 

= B'‘^B^A’‘‘^+ BVB^A''’^ - b\b‘*vA'''h - b''^B%A'V - b‘’^b''hA'“v + 

bVbV'^ 

= B'’^B^A'‘‘^ + b‘‘hB\a'"^ - 2b‘‘^B%A’\ - bVbV'^ + B^VV 

m“v = b\b\a'“h + bVb''vA''‘^ - 2bVb%A''‘^ - B W'“v + 

B’'^BV^ 

para fixo e h j»í a, os índices em a não estão somados: 

M % = b“^b“vA'V + BVB^A'V + B^^.B^A'“^ + bVb\a''*^ - 

2bVb%A'V - 2B''^.B“vA■^^ - b“^bVA’%- b''^b''^A'% + b‘‘hBVa'% + 

B'’^BV^ 

para fixo e v p, os índices em v não estão somados: 

f % = b“vB%A'“v+ bVb%A'“^ + B^B^A'^ + B'*^B^A'“^, + B%B%A’\ 

+ B^hBV'^ + B^B^A^ + B^hBV'''^ - 2B%B%A’“v - 2bVb“vA'V - 

2B^B^A'^ - 2bVb\A'''^ - B%B%A'% - B^B ' B^B^A'^ - 

b\bV '% + B%b“vA + B ^B V'% + b\bV '“'v + b''^bVa '“'v 

A contribuição para o termo de massa é : 
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m“v = B^vB^A’^ + B^B^A'^ + bWvA’^ - 2B%b\a'% - b"vB“vA'\ 

- bVbVa'“v - B^B^A'^ - b''hBV'‘‘v + B%B%A'%+ bVbVa'% 

= 2B%B%A’”v - 2B’‘vB%A’”v + B^B^A'^ - B%B%A’“v + B^B^vA'^ - 

bVb“^A'“v + B^^bVa'^ - B^B^A'^ - B^B^A^v 

= - bVbV'V 

Para g\ o primeiro termo de h%: 

- fixandoa,e^ a 

G\ = 2f^dcBV®vXeB‘^fi - 2f^dcBVA'VXeB‘*v 

= 2f^dcB jiA '^XaB^^ji + 2f^dcB ^.A '®vXeB^jA - 2f^dcB jj,A '^^XaB^^v" 

2f®dcB‘'fiA'®fiXeB‘ív 

- para p ^ v 

G^v “ 2f^dcB vA'^v^aB^v **■ 2f^dcB ^A'^vXaB*^^ + 2f^dcB vA'^v^^B*^v + 

2f*dcBV'vXeB<<n - 2fdcB%A'%XaB<*v - 2f^dcBVA'VXaB‘*v 

- 2f“dcB%A’«vXaB<'v- 2fdcB‘^A*^XeB‘‘v 

= 2f*<)cBV^XaB''^ + 2fdcB‘'^A''vXeB<‘n - 2f^dcBVVXaB‘*v - 

2f*dcB‘'^A’VXeB‘'v 

A contribuição para o termo de massa é: 

g\ = 2f^dcBVXa(B VA'\. 

E o termo de massa é dado por 

[2fdcB^XaíB^ - b''^b''^]A'V 

5) Equação [5.2.18]: 

X*c(cV) - X*a(C%) + f^acCV = 0, 

de [3.1.24], vem: 

X*c(C ap) = ■ f acC ep + ecC ap 
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X*a(C cfi) — " f caC e|x + f eaC 

Então; 
e d d e e d d e r-b ^d _ 

" 1 ac'- efj. + I ec'- a^i + I ca'- e|x " i ea'- cfi + i ac'- bji — ^ 

f ecC an + f caC eji " f eaC cfj, = 0* 

ca 

6) Equação [5.2.19]: 

f ecC an + f caC eji " f eaC cfi = 0 

Xb(BV) = f‘"dbB‘‘nW + C‘"nb 

C a(i = ■ Xa(B ^) + f haB jt(x) 

= - Xe(B‘‘^) + AeB''(.(x) 

C% = - Xc(bV) + í^hcB^x) 

- AXa(B^ - f'ca Xe(B‘*^) + fA Xc(B'^) + f^ecf*haBV« + f” 

AeB"n(x) - f^ea f*hcB''(.(x) = 0 

- f ecXa(B (i) - f ca Xe(B ^) + f ea Xc(B (^) + {f ahf ce + f caf he + 

Acf“ae}BV>í) = 0 

Usando a identidade de Jacobi para o último termo temos: 

fAXa(BV) + f*acXe(B‘'n) + f^eaXcíB^ = 0. 

7) Equação [5.2.23]: 

[2f“dcMVXa(MV - 

= - mVm^h]A'\ 

. - mVm^^]A'% 

= M*’nM*'(,A'''v, para h^a. 

Exemplos: 

Componente A' v 

[2f'dcAlM‘^M'^ - M''^^/^]A'‘v 
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= [2f‘23f^3lM^^M^H+ 2f‘32f^2lM^^.M^^ - m''^k/h]A'‘v 

= [2M^X^ + 2m\m^^ - - M^^^í’^]A'^ 

- [M jiM^^ + M ^M^^]A' V 

2 
Componente A' v 

[2f^dcf‘'e2M'^M'^, - m''^M^h]A’\ 

= [2f^l3f‘32M^^M^^i+ 2f^31í^l2MVMV - m''^M^h]A'^v 

= + 2MVmV - MVmV - M^tiM^^]A'^ 

- [m^^m’(í+mVmV]A'^v 

Componente A’^v 

[2f^dcf^e3M'nM% - M''^^/^,]A'^v 

= [2f^I2f‘23M^^M^^ + 2f*2/l3MVMV - M^mV - M^^M^^]A'^ 

= [2u\í/y,+2MVmV - MVmV - mVm^|i]A'^v 

= [mVm^c+mVmV]A’^v 

8) Equação [5.2.25]: 

CjAb=tdl 

-f'bdKV. 

9) Equações 

[5.2.29], [5.2.30], [5.2.31] e [5.2.33]: 

F' jAv = ^p.A' V ■ OyA' ^,+ f^dbA' jiA' v ■ C vdA' ^ + A' yC fib 

para o vácuo: 

F' |xv — + l^db{M v + f jieCf M v + f vsO' M jj, + 

d -b s e a d d e a a b b e a 
I |ief vs^ O / - C vdM 1 C vd + C jxbM y i ve^ C jxb 

com C dado por [5.2.27]: 
c c d e 

Cnb=fbdf ^eO 
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c\d = f^deAsO 

cV=f^brf'^sa 

F' jj,v = ^■!■ ^dbM p,M v dbf M v + 

f^dbf^vsO^M^^H + dbf^^ef*’vsC^^O^ - fxef^átf\s0^o + 

^\xf[isOyty, + f*’ vef^ bef^fisO^a® 

= ve^fA^ ■ [Ae^v^ ■*■ dbM jxM v + dbf (ac^ M v “ dbf M v + 

_a -e s--d -a e s d d „a b se d ^a b se 
f def vs^y M jx - f def vs<^ M ^ + I jxef dbf vs^ O - I jxei dbf vs^J CT + 

f\ef\rf^ \isOct 

— ve^fA^' “ f^fAe^v^ ■!■ dbM fA^I y ■*■ f vef^brf^jas^ ^ 

F' = — f^ve^fA^ “ f^jAe^v^ f^dbM jxM v ■*" f vef brf^^s*^ ^ 

De [3.1.63], para o caso sem fonte: 

X'jxF'^''-C%F’‘íj"^=0 

XVF'^^^^=(5^-A'h^Xh)F'^^^^ 

= a,(0V - f^eâV + f^dbM‘"‘M'’'' + fVbrf'Vo') 

= V - f" V^ôV + f^/brf^^sô^íoV) 

XhF’“t*''= fdbXh(M‘*^M'’v) 

= dbM vXh(M u) + dbM ^Xh(M v) 

XaíM^) = f^ral/v 

= í^dbf V + f^dbf rhM ^M v 

X’j,F"“í*''= ea^aV - ^ef*brí^sa^íoV) - 

(MV + í^^eo') (f dbf‘‘rtiM'^M'” + f*dbf^hM‘‘^^^) 
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= eâ|iâ’*a' - - fdbM°n(f^rhM^M*^ + 

f^M'’**!^) + f"dbf“^ea\4hNTM'" + íW^m") 

C“dn = - f*def^ns^’* 

(?d|jF"*t"' = - f^dhf''nsa - f^Vo^+ f‘‘ebM'^M'^ 

-bv _d jji s e. Ji s ._dv _n e .dfi 
f ef bri sO a ) = - rdhi usa (f ^ ^ 

f^dhVebM^^MV 

eâV-f^W+fVbrf^Vo') 

Então: 

0^aV - f^e3^aV+ f^/brf^sôMoV) - f"dbM“^(f"rhM^M'^ + 

AhM‘‘^M") + f^dbf“tiea°(4hM^M'^ + t'’rhM‘‘'‘M") + 

f^dhf^KsO (f^^eôV - fVbrW) + f"dhf^^sf‘'ebM^'‘MV 

= 0 

f^eá^aV - f^ea^aV + féb^^Vrb^U^ + 

+ f^/brf^sa,(oV) + fÍbí^^.a^f^^ea V - f" Va*) + 

f‘”Arf^tf“dhf''(tsO®aa' - f^dbMVf‘'rhM^M'” + f^hM‘‘^^!") = 0 

Definindo: 

z"= - f^^3,aV+ f^/brf^sa^(oV) + f^dhf^^sO^f^^eâV - f^w 

+ fVbrf^/dhf^M.aVa' 

- fdbM“K(AhM'"M'^+ fAM" V) 

temos: 

O^aV + fdbf^neO^íf^rhM^^M*” + f*’rhM‘‘^lvr + f*’^ef‘‘rtM'^M'^) + 

2^. q“'' = 0 

10) Equação [5.2.34]: 

117 



Vimos acima que para o vácuo: 

F' ^v= + f^dbM v + f vef brí^nsCr a 

XhF'‘^'’= f“dbf'^rhM'(.M'’v + f*dbf'’rhM‘‘^^fv 

A equação [3.1.62], fornece: 

X*a[FVl = X*a[P’VI = R'Vv + f^daFV 

- Xa[F VI + ('eaFV = R'V + <*daF'^(,v 

R'V = - Xa[F'V] = - M‘‘Xv{fVre + f'’,af''db} 

R'^a^v = f drf abM 

11) Equação [5.4.40]: 

P(iv = X'|j,B V ■ X'vB p - f^heB jiB v 

XVB% = (an-A’Vh)B^ 

= (âf,B%-A'VhB%) 

Usando [5.2.24] 

= (í^vs^pCT ■ f^dhA' |xM ^) 

P|xv= (f^vsdjxCT - f^dhA' v) ■ (f^psdvCf - f^dhA' yM ja) - 

f he (M |x + f^)(M V + f vr<^ ) 

= f^vsdfiCT - f^dhA' jaM V “ f^jisdvCí + f^dhA' yM ja ■ 

- - Acfvr^iiO - Aef^jAsMV - Aef"vrf^psO O 

12) Equação [5.4.41]: 

F' |xy = d^A' y - dyA' ja + f^hcA' jaA' y - C yhA' ja + A' yC 

c^pb = f*^bdf^^eOr® 

Cfvh= hdf^veO® 

C^Hh = ^hdf^^eO® 

F' JAV = ^jaA' y - dyA' ja + f^hcA' |aA' y - C yhA' ja + A' yC jAh 

}. 

— ^jaA' y - dyA' |A+ f^hcA' |A A' y - f^hdf A' |a + f^hdf |XeC^ A 
e. .h 

V- 
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