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Resumo

Este trabalho tem como objetivo principal o calculo do grupo de homotopia de
alguns grupos cldssicos, como o grupo das rotagoes do espago euclidiano R, SO(n),
o grupo unitério U(n), seu subgrupo especial unitario SU(n) e o grupo simplético
Sp(n). Para esses cdlculos usaremos seqiiéncias exatas e propriedades relacionadas
a fibrados.

Palavras-chave: Seqiiéncias Exatas, Fibrados, Grupos Classicos, Grupos de
Homotopia.



Abstract

The main purpose of this work is to calculate homotopy groups of some classical
groups as the rotation groups of the euclidean space R", SO(n), the unitary group
U(n), your special unitary subgroup SU(n) and the symplectic group Sp(n). For
these calculus we will use exact sequences and properties relacionated to the fibre
bundle.

Keywords: Exact Sequences, Fibre Bundle, Classical Groups, Homotopy Groups.



Sumario

Introducao

1

Preliminares

1.1 Seqiiéncias Exatas de R-Médulos . . . . . . . . ..o Lo
1.2 Espacgos Solidos . . . . . ...
1.3 Posto de uma Aplicacao . . . . . . . ...
1.4 Espago Projetivo Real . . . . . . . .. . ...
1.5 Algebra dos Quatérnios . . . . . . ...
1.6 Homotopia . . . . . . . . .

Grupo de Homotopia

2.1  Grupo Fundamental . . . .. ... ... ... .
2.2 Grupos de Homotopia de Ordem Superior . . . . ... ... ... ... .....
2.3 Propriedades Elementares . . . . . . . . ... Lo

Fibrados
3.1 Seqiiéncia de Homotopia de um Fibrado . . . . . .. .. ... .. .. ... ...

Grupos Classicos

4.1 Grupo das Rotagoes do R™ (SO(n)) . . . . . . ... o Lo
4.2 Grupos Unitarios (U(n) e SU(nR)) . . . . . . o o e
4.3 Grupo Simplético (Sp(n)) . . .« .
4.4 Exemplos de Fibrados . . . . . . . ...
4.5 Algumas Propriedades dos Grupos Clédssicos . . . . . . . . .. .. .. ... ...

Calculo de Grupos de Homotopia dos Grupos Classicos

5.1 Grupo SO(n) . . . . . oo
5.2 Grupo U(n) e SU(n) . . . . . . .o
5.3 Grupo Sp(n) . . ..
5.4 Mais calculos de Grupos de Homotopia dos Grupos Classicos . . . . . . . . . ..
5.5 Resultados obtidos . . . . . . . ...

Referéncias Bibliograficas

Indice Remissivo

11
11
12
20

29
30

41
41
41
42
42
46

59
99
63
66
68
72

72

74



Introducao

A nocao de grupo fundamental de um espagco X com ponto base zy em X,
m (X, o), deve-se ao matemético francés Henri Poincaré (1854-1912) e é o invariante
topoldgico mais simples associado ao conceito de homotopia, que por sua vez é a
idéia mais importante da topologia algébrica. O grupo de homotopia de ordem
superior do espago X, usualmente denotado por m,(X,xg) n > 2, é, de certo modo,
uma extensao natural do conceito de grupo fundamental e sua defini¢ao foi dada nos
anos 1932-1935 por Eduard Cech (1893-1960) e Witold Hurewicz (1904-1956). Foi
Hurewicz quem deu a definicao mais satisfatoria para os grupos de homotopia de
ordem superior e provou as propriedades fundamentais. Ja o conceito de fibrados
ganhou espaco na matematica no periodo de 1935-1940 e sua primeira definicao

geral foi dada por H. Whitney.

Neste trabalho, mostraremos que a todo fibrado pode ser associado uma
seqiiéncia exata e, através de tal seqiiéncia, pode-se calcular o grupo fundamental
e o grupo de homotopia de ordem superior de um espaco topoldgico X. Aqui,
trabalharemos especificamente com os grupos classicos, isto é, o grupo das rotacoes
do espaco euclidiano R™, o grupo unitario e seu subgrupo especial unitario, além do

grupo simplético.

No capitulo 1 apresentaremos os pré-requisitos basicos para o desenvolvimento
deste trabalho. Dentre eles destacam-se a definicao de algebra dos quatérnios,
necessaria para definir o grupo simplético, bem como para mostrar algumas
propriedades dos grupos classicos, e o conceito de homotopia, em especial,

homotopia de caminhos fechados (lagos), de onde se define o grupo fundamental.

No capitulo 2 definiremos o grupo fundamental e o grupo de homotopia de ordem
superior. Relacionado ao grupo fundamental, definiremos o importante conceito

de espacos simplesmente conexos. Em relacao ao grupo de homotopia de ordem

Vil



superior, daremos énfase ao grupo de homotopia relativa e, através do operador
bordo e do homomorfismo induzido, definiremos a seqiiéncia de homotopia de uma
tripa (X, A, zg), sendo X um espago topolégico, A um subespago de X e zy o ponto

base de X. Mostraremos ainda que tal seqiiéncia é exata.

O capitulo 3 é inteiramente dedicado a fibrados. Nele, além da definicao,
mostraremos que a todo fibrado estd relacionado uma seqiiéncia exata de homotopia.
O principal resultado deste capitulo é o Coroldrio 3.1.1 que nos permite definir a

seqiiéncia de homotopia de um fibrado e em seguida provarmos que ela é exata.

No capitulo 4 estudaremos os grupos classicos, que sao eles: grupo das
rotacoes do espaco euclidiano R™, grupo unitario, grupo especial unitario e o grupo
simplético, denotados respectivamente por SO(n), U(n), SU(n) e Sp(n); e veremos
varias propriedades relacionadas a tais grupos, como por exemplo a existéncia de
um homeomorfismo entre o grupo U(n) e o produto cartesiano de seu subgrupo
SU(n) e a esfera S'. Também definiremos fibragoes localmente triviais e daremos

alguns exemplos.

Por fim, no capitulo 5 calcularemos o grupo fundamental e o grupo de homotopia
de ordem superior dos grupos classicos. Para o grupo de homotopia de ordem
superior até o nivel 3 faremos os cdlculos para todo n. Porém, quando o nivel varia
de 4 a 6, os calculos sao especificos para alguns grupos. Terminamos exibindo uma

tabela contendo todos os resultados obtidos neste trabalho.
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CAPITULO

Preliminares

1.1 Seqiiencias Exatas de R-Modulos

Seja R um anel comutativo com unidade.

Definicao 1.1.1 Uma seqiiéncia finita ou infinita

.—>XLYLZ—>...

de homomorfismos de R-mddulos, € dita uma seqiiéncia exata no R-modulo Y se a imagem do
homomorfismo f coincide com o Kernel do homomorfismo g (Im(f) = Ker(g)). A sequéncia
¢ dita simplesmente exata se isso acontece em todo R-mddulo.

Uma seqiiéncia exata do tipo
0—x-Ly-L 70

¢ dita uma seqiiéncia exata curta.

Definigao 1.1.2 Seja A um submaodulo de um R-médulo X . Diz-se que um submddulo Ay C X
¢ um suplementar de A se X = A® A;.

Um submédulo que admite um suplementar diz-se um somando direto de X.

Definicao 1.1.3 Uma sequéncia exata curta de R-modulos

0—x Ly Lz 0
cinde se X = Im(f) = Ker(g) é um somando direto de Y. Dai, Y = X & Z.

1



1.1 Seqiiéncias Exatas de R-Modulos

Definicao 1.1.4 Um R-mddulo M € livre se existe um subconjunto X C M tal que
(1) Dado m € M, existe x1,....,x, € X e Ay, ..., \, € R tal que

m=MNT1+ ...+ \Tp;
(2) Se x1,...,x. € X e A, ..., \r € R sao tais que
M1+ ...+, =0eM=> A =X=...=\,=0€R.
Em outras palavras, dizemos que, M é um R-maodulo livre se ele admite uma base.

Definicao 1.1.5 Uma familia {z;}ic; de elementos de um R-mddulo X diz-se livre se para
todo (\;)ic; € R tem-se

iel

Exemplo 1.1.1 anel Z dos niumeros inteiros é um Z-modulo livre.
Proposicao 1.1.1 Dada uma seqiiéncia exata curta de R-modulos

0—x v Lz o

se Z € livre, a seqiiéncia cinde. Entao Y = X & Z.
Demonstracao: ([6], Corolério 1, p. 65). |

1.2 Espacos Soélidos

Definicao 1.2.1 Um espagco Y ¢é chamado sdlido se, para quaisquer espaco mormal X,
subconjunto fechado A de X e aplicacio f : A — Y, existe uma aplicacao ' : X — Y

tal que a restrigao f' |a= f.

Observacgao 1.2.1 O Teorema da Extensao de Tietze (veja [8], p. 212) afirma que qualquer
intervalo de nimeros reais (aberto ou fechado) é um espago sélido. Dessa forma, o produto
topoldgico de uma familia de espagos solidos também é um espaco solido, basta estender cada
componente da funcao. Dai seque-se que o espaco euclidiano R™ e o cubo fechado n-dimensional
sao solidos. Assim, as n-células abertas e fechadas também sao solidos, por serem homeomorfas
ao R™ e ao cubo fechado n-dimensional, respectivamente, e pelo fato que ser solido é propriedade

topoldgica.

Varias propriedades estao intimamente relacionadas ao conceito de espagos sélidos. Para

enunciarmos a propriedade que nos interessa usaremos a seguinte



1.2 Espacgos Sélidos

Definicao 1.2.2 Sejam Z um espago topologico e Y um subespaco de Z. Uma aplicagao
continua r : Z — Y chama-se uma retra¢io quando se tem r(y) = y para todo y € Y,
ou seja, quando T |y= idy.
Quando existe uma retracao v : Z — 'Y o subespaco Y chama-se um retrato do espaco Z.
Um espago métrico compacto Y € chamado um retrato absoluto se for retrato de qualquer

espaco métrico separdvel que contém Y .

Propriedade 1.2.1 Para um espaco métrico compacto Y , ser retrato absoluto é equivalente a

ser solido.

Demonstragao: (Ver [9], p. 55). |

1.3 Posto de uma Aplicacao

Definicao 1.3.1 O posto de uma transformacao linear T : R™ — R™ é a dimensao de
sua 1magem T(R™), isto €, o numero mdzimo de vetores linearmente independentes entre
T(e1),....,T(en), onde {e1,...,em} € a base candonica de R™, ou, equivalentemente, o nimero

mdximo de colunas linearmente independentes da matriz de T.

Definicao 1.3.2 O posto de uma aplicagcao diferencidvel f : U — R™ num ponto x € U C R™

¢ o posto de sua derivada f'(x) : R™ — R™.

Quando o posto de uma aplicacao f é o mesmo, para qualquer ponto do aberto U a qual

estd definida, dizemos que f possui posto constante.

Definicao 1.3.3 Uma imersao do aberto U C R™ no espago euclidiano R™ é uma aplicagao
diferencidvel f : U — R™ tal que, para cada © € U, a deriwada f'(z) : R™ — R" € uma

transformacao linear injetiva.

Definicao 1.3.4 Uma aplicagao diferencidvel f : U — R", definida num aberto U C R™,
chama-se uma submersio quando, para cada x € U, sua derivada f'(x) : R™ — R™ € uma

transformacao linear sobrejetiva.

Uma imersao f : U — R", definida num aberto U C R™, tem posto m em todos os pontos

x € U e uma submersao tem posto n em qualquer ponto

Definicao 1.3.5 Seja U C R™ um aberto. Uma aplicagao f : U — R™ € dita localmente

injetiva se todo ponto x € U possui uma vizinhanga V' tal que f|y € injetiva.

Proposicao 1.3.1 Seja f : U — R" de classe C*, com posto constante no aberto U C R™.
Entao:
i) f € localmente injetiva se, e somente se, é uma imersao;

it) f € aberta se, e somente se, é uma submersdo.

Demonstracao: Vide [2], Corolario, p.301.



1.4 Espaco Projetivo Real

1.4 Espaco Projetivo Real

O espaco projetivo real n-dimensional é o espago quociente da esfera unitaria S™ pela relacao
de equivaléncia ~ segundo a qual, para cada ponto x € S, x ~ x ou x ~ —x, onde —z denota
o antipoda de z. Cada ponto a € P™ é portanto uma classe de equivaléncia a = [x] = {z, —z},
x € S". Logo,

isto é, P" = {[z] = {x, —z};2z € S"}.

Indicaremos por p : S — P™ a projecao natural, que associa a cada ponto z € S™ sua
classe de equivaléncia p(x) = {x, —x}.

A topologia de P™ é a topologia quociente, isto é, um conjunto A C P"™ é aberto se, e
somente se, sua imagem inversa p~'(A) é um subconjunto aberto da esfera S™.

Esta topologia torna a aplicacao quociente p continua. Ainda, o espaco P" é um espaco de
Hausdorff, o qual é compacto, por ser imagem do compacto S™ pela aplicacao continua p.

A propriedade fundamental da topologia quociente, neste caso, é a seguinte: se f : S” — Y
é uma aplicacdo continua tal que f(x) = f(—z) para todo z € S™, entdo existe uma tnica
aplicacao continua f : P* — Y tal que fop = f. A aplicacdo f diz-se obtida de f por

passagem ao quociente. Em outras palavras, temos o diagrama comutativo:

f

S Y

P’I’L

1.5 Algebra dos Quatérnios

Nesse trabalho usaremos a Algebra dos Quatérnios, criada pelo matemaético irlandes W.
Hamilton, com o objetivo de definir o Grupo Simplético Sp(n), bem como relacionar o Grupo
SO(3) com o plano projetivo real P3.

O conjunto dos quatérnios é o espaco euclidiano R?, munido da adicao usual e de uma
multiplicagao com propriedades interessantes.

Um quatérnio (w € R*) serd denotado da seguinte forma
w=t+x-i+y-j+z2-k.

Os vetores basicos 1, 7, 7, k sao chamados unidades. A unidaderealé1=140-9+0-j+0-k

e as unidades imagindrias sdo i, j, k. As operacoes de espaco vetoriais sao as usuais do R*.



1.5 Algebra dos Quatérnios

No espaco R* dos quatérnios destacam-se dois subespacos especiais:

e R: conjunto dos quatérinos reais t =t +0-i+0- 5+ 0-k (também visto como o conjunto
dos escalares);

e R3: conjunto dos quatérnios imaginarios puros z - i +y - j + 2z - k (também visto como o
conjunto dos vetores).

Observacao 1.5.1 R3 € o complemento ortogonal de R em relagdo ao produto interno canénico
de R*.

A multiplicacao de quatérnios fica definida, por bilinearidade, a partir do produto dos
elementos basicos, da seguinte maneira:

l-i=1-1=14,
l-y=7-1=y,
1-k=k-1=k

Em relacao a esta multiplicagao valem a distributividade, a associatividade, porém nao vale
a comutatividade, conforme tabela anterior.

O conjugado de um quatérnio w =t+z-i+y-j+2-k é definidoporw =t—z-i—y-j—z-k.
Dai, se w # 0, tem-se:

ww=t+zr-ity-jrz-k)-t—z-i—y-j—z-k)=t"+2+y*+ 2% =|jw|>

Entao, o _
w w
w-w = ||w|]* = w- —l=w'l=—
[|w][? [|w]]?
Portanto, todo quatérnio nao nulo w possui um inverso multiplicativo w=! = HwEHQ.
O médulo de um quatérnio satisfaz ||w-w'|| = ||w]|-||w'||. Assim, a esfera S* C R* (conjunto

dos quatérnios de médulo 1) é um grupo relativamente a multiplicacdo de quatérnios.

Neste caso, como ||w|| =1, w™! = w.

Denotamos o corpo dos quatérnios por H e, no espaco vetorial H", os elementos sao vetores



1.5 Algebra dos Quatérnios

v=(v1,...,0,) € W = (w1, ..., w,) de n quatérnios, cujo produto interno é
n
(v,w) = E Uy - Wy

r=1

Diz-se que os vetores v e w sdo ortogonais quando (v, w) = 0.

Lema 1.5.1 Se um quatérnio w comuta com todo imagindrio puro entao w € real. Se, além

disso, w € S3, entdo w = £1.
Demonstracao: Sejaw =a+0b-1+4+c-j+d- k. Por hipétese, w -7 =1 -w. Dai,

w-i=(a+b-itc-j+d-k)-i=a-i—-b—c-k+d-j

=c=d=0.
irw=1i-(a+b-i+c-j+d-k)=a-i—b+c-k—d-j
Logo, w=a+1b-1.
Mas, w-j = 7 - w. Entao
w-j=(a+b-i)-j=a-j+b-k
=b=0.
Portanto, w = a ¢é real.
Agora, se w € S3, ||w|| = 1, de onde se conclui que w = +1. [ |

1.6 Homotopia

Aplicagoes Homotodpicas: Sejam X e Y espacos topoldgicos. Duas aplicagoes continuas

f,g9: X — Y dizem-se homotdpicas quando existe uma aplicagao continua H : X x [ — Y,
onde I = [0, 1], tal que

H(z,0) = f(z) e H(z,1)=g(x),Vx € X.

A aplicacao H chama-se uma homotopia entre f e g.

Notacao: f ~gou H : f ~g.

Observacao 1.6.1 Dar uma homotopia H : f ~ g, € equivalente a dar uma aplicagao continua
Hy: X — Y, para todo t € I, definida por Hy(x) = H(z,t). Logo, dada uma homotopia H,
consequimos uma “familia continua a um parametro” (Hy)ier de aplicagoes de X em Y.
Note que, para t = 0 et = 1 temos, respectivamente, Hy(x) = H(z,0) = f(z) e Hi(x) =
H(z,1) = g(z), ou seja, Hy= f e H = g.

Em outras palavras, a homotopia H deforma a aplicacdo f continuamente na aplica¢ao g.



1.6 Homotopia

Para a prova da proposicao a seguir, usaremos o

Lema 1.6.1 (Lema da Colagem) Sejam X e Y espacos topoldgicos e A e B subconjuntos
fechados de X tais que AUB = X. Sejam f: A—Y eg: B — Y aplicagoes continuas
satisfazendo a condi¢ao: f(x) = g(x), para todo v € AN B. Entdo a aplicagio h : X — Y

h(x):{f(m) se veA

definida por

gx) s x€B

é continua.

Proposicao 1.6.1 Sejam X e Y espacos topologicos. A relagcao de homotopia, f =~ g, € uma

relacao de equivaléncia no conjunto das aplicacoes continuas de X em Y .

Demonstracao: Sejam f,g,h: X — Y continuas.
Reflexiva: Definamos H : X x I — Y por H(z,t) = f(x). Por f ser continua, H também
o é. Além disso,
H(z,0) = f(z) e H(z,1)= f(z),Vz € X.

Portanto,
f~Ff

Simétrica: Seja H : X x I — Y uma homotopia entre f e g. Entao
H(z,0) = f(z) e H(z,1)=g(z),Vz € X.

Definamos K : X x I — Y por K(z,t) = H(z,1 —t). K é continua pois H é continua.
Ainda,
K(z,0)=H(z,1) =g(z) e K(x,1) = H(z,0) = f(z),Vz € X.

Assim, K : g~ f.

Portanto,
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Transitiva: Sejam H : f ~ge K : g >~ h. Entao, para todo z € X,
H(x,0) = f(z) e H(,1) = g(x)

K(z,0)=g(x) e K(z,1) = h(x).

Definamos L : X x I — Y por:

Set:%,

H, 2%) — H(z,1) = g(x) ¢ Kl(x, 2% —1) = K(2,0) = g(z).

Assim, pelo fato de H e K serem continuas, segue pelo Lema 1.6.1 (Lema da Colagem) que

L é continua.

Como

L:f~h.
Portanto,
f~g e gh= f~h.
[

As classes de equivaléncia segundo a relacao de homotopia ~ sao chamadas classes de

homotopia. A classe de homotopia de uma aplicagdo continua f : X — Y é indicada por [f].

Homotopia de Caminhos

Vamos considerar um caso particular do conceito de geral de homotopia. Definiremos
homotopias de caminhos, isto é, de aplicagoes continuas a : I — X, definidas no intervalo
compacto I = [0, 1].

Na definicao de homotopia de caminhos exigiremos que, durante a homotopia, os extremos

dos caminhos sejam mantidos fixos. Assim, é necessario que os caminhos possuam as mesmas

extremidades.

Definicao 1.6.1 Dizemos que a,b : [ — X sao caminhos homotopicos quando existir uma

aplicacao H : I x I — X tal que, para todo s,t € I,

H(s,0) =al(s)
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Neste trabalho, consideraremos os caminhos fechados: aqueles em que a(0) = a(1), também
chamados de lagos.

Definicao 1.6.2 Dois caminhos fechados a,b : I — X sao homotopicos quando existe uma
aplicagao continua H : I x I — X tal que, colocando a(0) = a(1) = b(0) = b(1) = x¢ € X,

tem-se

H(s,0) =af(s)
H(s,1) = b(s)
H(0) = Hy(1) = xo

para quaisquer s,t € 1.

Indicaremos por a = [a] a classe de homotopia do caminho a : I — X, isto é, o conjunto
de todos os caminhos em X que possuem as mesmas estremidades que a e que sao homotopicos

a a, com extremos fixos durante a homotopia.

E indicaremos por e, o caminho constante, tal que e,(s) = x para todo s € I. Para sua

classe de homotopia, usaremos a notacao €, = [e,].



1.6

Homotopia

Definicao 1.6.3 Sejam a,b : I — X caminhos tais que o ponto final de a coincide com

o ponto inicial de b. Definimos a justaposicao dos caminhos a e b como sendo a aplica¢ao

ab: I — X dada por:
a(2t), se 0

b(2t — 1), se 5 <t

IA
IA

t
ab(t) =

IN

ol I

Como a(1) = b(0), a aplicagdo ab : I — X é bem definida e continua. Portanto, ab é um

caminho que comega em a(0) e termina em b(1).

afin =bio)

T

afo) b
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CAPITULO

2

Grupo de Homotopia

2.1  Grupo Fundamental

Nesta segao, consideraremos pares do tipo (X, xg), onde zg € X serd chamado o ponto base
do espaco topoldgico X. Os caminhos fechados a : (I,1) — (X, ) serdo chamados lacos

baseados em xy. O conjunto I é a fronteira de I, ou seja, I= {0,1}.

Definicao 2.1.1 O Grupo Fundamental do espaco X com ponto base em xq, denotado por
m1 (X, x0), € o conjunto formado pelas classes de homotopia de lagos baseados em xy, munido
da operagao “x” definida por [a]x[b] = [ab], sendo a e b lagos baseados em xq, e ab a justaposicdo

desses caminhos .

O elemento neutro é a classe de homotopia € = €,, = [e,,] do caminho constante no ponto
xo.

O elemento inverso de uma classe de homotopia a = [a] é definido por a™! = [a™!], onde

a~ ' é o caminho inverso do caminho a.

Exemplo 2.1.1 O grupo fundamental da circunferéncia S* € isomorfo ao grupo aditivo Z dos

mnteiros.
A demonstracao pode ser encontrada em [3], proposigao 4, p. 57.

Exemplo 2.1.2 Para n > 2, o grupo fundamental do espaco projetivo P"™ possui dois

elementos, portanto € isomorfo a Zs.

A demonstracao pode ser encontrada em [3], Corolario, p. 78.

Espagos Simplesmente Conexos

11



2.1 Grupo Fundamental

Definicao 2.1.2 Um espaco topologico X ¢é simplesmente conero quando €é conexo por

caminhos e m (X, z9) = {0} para todo xy € X.
Isto significa que, para todo laco a : I — X, baseado em zj, tem-se a >~ e,,.
Exemplo 2.1.3 Sen > 1, a esfera S™ ¢ simplesmente conezxa.

Veja [3], Proposigao 7, p. 44.

Observamos que, no caso em que n = 1, a circunferéncia nao é simplesmente conexa, visto

que seu grupo fundamental nao é o trivial.

2.2 Grupos de Homotopia de Ordem Superior

A defini¢ao do n-ésimo Grupo de Homotopia de um espago X, 7,(X, zg), é estritamente
andloga a do Grupo Fundamental. Substituimos o intervalo I = [0, 1] pelo cubo n-dimensional
I™ constituido dos pontos t = (t1,...,t,) pertencentes ao espago R" tais que 0 < t; < 1 (i =
L,...,n).

Uma (n-1)-face do cubo I™ é obtida fazendo-se um ou mais ¢t; = 0 ou ¢; = 1. A uniao das
(n-1)-faces forma o bordo I™ de I".

Considerando as aplicacoes de I" em X que levam I em z, 0s elementos de (X, zg) sdo
as classes de homotopia de tais aplicagoes.

Definamos a operacao “+ " entre duas aplicacoes f; e fy por

o
IN
=
IN

1217 25 -y ln);
i+ ey = Tt

(2.1)
f2(2t1 - 17 t2a R} tn)a

—_ NI

N =
IA
=+
IN

e assim temos a seguinte definicao:

Defini¢ao 2.2.1 Sejam X um espago topoldgico e xo € X. m,(X,z0) € 0 conjunto das classes
de homotopias de aplicagées f - I" — X, tais que f(I") = {zo}. Esse conjunto, munido
da operagao “+7 definida por [f] + 9] = [f + g], € um grupo, chamado o n-ésimo Grupo de
Homotopia do espaco X.

Um elemento de 7, (X, zq) serd denotado por [f].

Observacao 2.2.1 Se o bordo de um cubo n-dimensional € identificado a um ponto, obtemos
uma configuracdo topologicamente equivalente a da esfera S™ e um ponto referencial sg em S™.
Dai seque-se que um elemento de m,(X, xo) pode ser visto como uma classe de homotopia de

uma aplicagao de S™ em X, com sg sendo levado em xy.

12



2.2 Grupos de Homotopia de Ordem Superior

A (n-1)-face inicial do cubo I", denotada por I"~!, é definida fazendo-se t,, = 0.
A unido de todas as (n-1)-faces restantes de I"™ é denotada por J" 1.
Entao,

I'n _ ]n—l U Jn—l

Z"nfl — [nfl N Jnfl'

Quando n = 2,

Vamos definir o Grupo de Homotopia Relativa de X moddulo A.
Sejam X um espago, A um subespaco de X e xy um ponto pertencente a A.
Uma aplicacao
fom gl — (X, A, 20) (2.2)

é uma aplicacao continua de I" em X, que leva I" ! em A e J" ! em x.

Em particular, f leva I" em A e 1" em .

Denotaremos por F"(X, A, zy) o conjunto de todas as aplicagoes f : (I™, ["7 J* 1) —
(X, A, xy). Quando nao houver dividas sobre o espago, subespago e ponto bésico que estamos
trabalhando, denotaremos F"(X, A, xy) apenas por F™.

Quando f; e fy pertencerem a F™, a soma f; + fo serd definida de acordo com a equagao
2.1.

Assim, sen >2et; = %, ambas fungoes se reduzem a xy. Dal, f; + fs pertence a F™ quando
n > 2. Quando n =1, fi + fy pertence a F™ se A = {xo}.

Com isso, podemos definir:

Defini¢ao 2.2.2 Duas aplicagées fi, fo pertencentes a F"(X, A, xg) sao homotdpicas em
F™"(X, A, xg) (e denota-se f1 ~ fy) se existir uma aplicagao H : I" x I — X tal que, para

todo t pertencente a 1",
H(t70) :fl(t)> H(tal):f2<t>

e para cada T pertencente a I, a aplicacio H, : I — X definida por
H.(t) = H(t,T)

13



2.2 Grupos de Homotopia de Ordem Superior

pertence a F"(X, A, x).

Com uma adequada Topologia de Espacos de Fungoes em F™, podemos dizer que f; e fo
sao ligadas por uma curva em F™.

Sejam f,g € F"(X, A, xg). A relagdo de homotopia ~ é:

Reflexiva: Defina H : I" x I — X por H(t,7) = f(t). H ¢é continua pois f ¢ continua.
Além disso, para todo t € I" e todo 7 € I,

H(t>0) = H(tvl) = f(t)’

H(I") = f(I"™) C A,
H-(J"71) = f(J"7) = {xo}.

Logo,
[~

Simétrica: Seja H : f ~ g. Entao, H(t,0) = f(t), H(t,1) = g(t), H,(I"') C A e
H.(J" ') = {x0}, para todo t € I" e todo 7 € I.
Consideremos K : [" x I — X, K(t,7) = H(t,1 — 7). Temos que K é continua e, para
todot € I[" etodo 17 € I,
K (t,0) = H(t, 1) = g(1),

K(t,1) = H(t,0) = f(t),
KA(I"Y) = Hi_(I"") C A,
K(J" Y =H_(J"") = {zo}.

Dali,
f~~g=g9~f

Transitiva: Sejam H : f ~ge K : g ~ h. Dali,

H(t,0) = f(t), H(t.1)=g(t), H.(I""")C A H(J"") = {z0}

K(t,0) = g(t), K(t,1)=h(t), K.(I"") CA K(J"") = {ao},

para todo t € I" e todo 7 € I.
H(t,2T1), se 0
K(t,2r — 1), se % <7<

IN
IN

_ NI

-
Definamos L : I"™ x I — X por L(t,7) =

14
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Pelo Lema da Colagem 1.6.1, a aplicacao H ¢é continua e estd bem definida pois, se 7 = %,
H(t,1) = K(t,0) = g(t), para todo t € I".
Além disso, para todo t € I" e todo 7 € I,
L(t,0) = H(t,0) = f(1),
L(t,1) = K(t,1) = h(t),
Lh0< <
L") = ( 0T = = L(I"") C A
K.(I"Y), $<0<7
. H.(J"1), 0<7 <3 .
L. (J"7 ) = = L, (J") = {zo}.
K (J"Y, 3<0<7
Portanto,
f~2geg~h= f>~h.
Desse modo, definimos
F’n
T (X, A, o) = —.
Se fi ~ fl (i = 1,2) em F™, podemos combinar as duas homotopias para obter uma

homotopia f; + fo ~ f{ + f4. Sendo assim, se a, § s@o elementos em 7, com f; € ae fo € (3,
todaa as somas f; + fo pertencem a uma tunica classe de homotopia v de m,. Desta forma,
definimos a adicao em m, por a + (3 = 7.

Com relagao a essa adigao, m, é um grupo. A lei associativa é demonstrada exibindo uma
homotopia (f1 + f2) + fs =~ f1 + (f2 + f3). Tal homotopia é baseada na homotopia do eixo t;,

onde alongamos o intervalo [0, 1] , 3], transladamos [1, 1] [L)3] e contrafmos [, 1] em
[2,1].

47 2 274 27
4

O zero do grupo ¢ a classe de homotopia da aplicagao constante: fo(I™) = {xo}. A relagao

em [0

fo+ f ~ f para toda f é provada deformando-se o intervalo I do eixo ¢; de forma que [0, %]

reduza a 0 e [3, 1] dilate para [0, 1].
Além do mais, uma aplicacao f € F™ com imagem contida em A representa o zero.
Isso pode ser visto do seguinte modo: seja H a homotopia de I™ sobre si mesmo, a qual

contrai I™ na face onde t,, = 1. Tal homotopia é dada por
H(t,7)= (t1,....tn_1, (L = 7)t,, + 7).
Tomando t = (ty,...,t,) € I",

H(t,0) = (t1, ..., tn_1,tn) =1,

15
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2.2

H(t, 1) = (ty, ..., tn_1,1) € JL.
Entao, H'(t,7) = f(H(t,7)) é uma homotopia em F"™ de f em fy, pois
H'(t,0) = f(t),
H/(t, ].) = f(tl, --wtn—l; ].) = Ty = fo(t),
H(I"™Y) = f(H(I"") C f(I") C A
H (J"7) = f(H-(J"7Y) € f(I"7Y) = {zo},
para quaisquer t € [" e T € I.
Se f € ™, entao

)= f—tita, . t0)

também estd em F™. E f+ f, f + f sdo ambas homotdépicas a uma aplicacdo constante. Desde

que f = f, para ver isto é suficiente considerar f + f.

Temos
. F(2t1, b, s t); 0<t; <1
(F+DHH =17 e
f(2t1 — 1,t2, ,tn), 5 S tl S 1
f(2t17t27"'7tn); Ogtl S %
Considerando H(ty,...,t,,7) = (T ta, i tn); I<t;<1-72 ,tem-se
f2t1 =1 to, . ty);1 =2 <t < 1

f(o,tg, ,tn), set] = 0
H(t1, s, 0) = S F(0,tg, ..., t,); se 0<t; <1 = H(t,0) = o,

F(0,ta, ... t,); set; =1

H(ty, o tny 1) = F(Ltg, oo ty); set; =1

pois, se t; = %, F2.L =1ty t,) = f(1,tg, ..., 1,).

16
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Além disso,
H.(I"hHcA

H(J" 1) = {x0}.

Dessa forma, tomando G(ti,...,t,,7) = H(t1,...,t,, 1 — 7), obtemos uma homotopia entre

f + f e uma constante.

Definicao 2.2.3 O conjunto m,(X, A, xy), formado pelas classes de homotopias das aplicagioes
f e F(X,A xy) e com a operagio “+”, € um grupo chamado o Grupo de Homotopia Relativa

n-dimensional de X mod A com ponto base x.

Tal grupo ¢ definido para n > 2. No caso em que A = {z¢}, 0 grupo também ¢é definido para
n = 1 e coincide com o grupo fundamental 71 (X, zg). Em geral, quando A = {x¢}, escrevemos
(X, o).

A notagao aditiva tem sido usada porque 7, (X, z¢) é abeliano para n > 1, e m,(X, A, o)
¢é abeliano para n > 2. A idéia da demonstracao para o caso n = 3 esta apresentada abaixo e

pode ser visualizada na figura seguinte:

Escolhemos um homeomorfismo ¢ entre o cubo de dimensao 3 e um cilindro, cujo plano
t, = % ¢ um plano diametral. Uma rotacao do cilindro em 180° permutara suas duas metades.
A menos de homeomorfismo, a rotacao anterior corresponde a “rotacao” do cubo. Se f é uma
aplicacao do cubo, a composicao de f e a rotacao do cilindro é uma homotopia de f na aplicacao

f". Como a rotacao permuta as duas metades do cilindro, obtemos, para fi, fo € F",

fitfhx=(h+f) =fL+fl=f+fi

17
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que ¢ o resultado desejado.

Quando n = 2, a homotopia de rotacao ndo mantém o conjunto J"! em z,. No entanto,
a homotopia de rotagdo se move em A. Mas se A = {xy}, 0 mesmo argumento mostra que
mo(X, xg) é abeliano. A demosntragao para n > 3 é a mesma,; visto que a rotagao serd no plano

(t1,t2) e as varidveis restantes nao entram na construgao.

Observagao 2.2.2 Observe que f : (I, 1", J" 1) — (X, A, xg) satisfaz f(I"') C A e
FIY = {xo}. Mas, [" =T""1UJ" ! exye A. Logo, f(I") C A.

Desse modo, a aplicacao f também pode ser vista da sequinte maneira:
[ I T — (X, A, x0).

Desde que .
I I gt

(Gt Fomt o) ® (D", 8", 50),

uma defini¢ao alternativa para os elementos do grupo m,(X, A, x¢) € a classe de homotopia de
aplicacoes f: (D", S 1 s9) — (X, A, x¢), onde D™€é o disco n-dimensional e so um ponto em
Snt,

Observacao 2.2.3 Para os calculos do capitulo 5 necessitaremos do conhecimento dos grupos
de homotopia da esfera S™, 1 < n < 6, para os niveis de homotopia de 1 a 6.

(Os resultados abaizo podem ser vistos em [1], p.339 e [7], p.215).

7 (S™)

k
nil1|2|3 5 o
1\Z| 0|0 0 0
C\ 201 0|\Z |Z | Zo | Lo | Zas
31 0| 0|Z|Zs | Zy | Zio
4010100 Z |Zyo | Zs
51 01010 Z | Zo
61 00| 0 0| Z

o m(S™) =0, Yk < n;
o 1, (S™) =17, Vn;
o m(SY) =0, Vk > 1.

O Operador Bordo: é um homomorfismo

0 (X, A xg) — mo1(A, x0) (2.3)

18
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definido escolhendo uma aplicacao f representando a em 7,(X, A, zo) e restringindo f a face
inicial I"~! de I"™.
Temos f(J" 1) = {xo}. Mas I"' = "1 N J" ! entéo f(I"') = {x}.

Como I"! = [""2U J"2, f restrita & face I"~! é uma aplicacao

Sf (I 172, ") — (A, 20, 20).

A homotopia de fy em f;, em F™, restrita & I"~! x I fornece uma homotopia de ¢ fy em 6 fi,

em F" YA, zy). Portanto, f — ¢ f induz uma aplicagao de classes de homotopia. E,

6(f1+ f2) = 0f1 +dfa

A aplicacao 2.3 estd bem definida e é um homomorfismo.
Desse modo, §([f]) = [0f].

O Homomorfismo Induzido: Seja h: (X, A, z9) — (Y, B, ) uma aplicagao continua.

Para toda f pertencente a F™(X, A, xy) a composigao h o f pertence a F"(Y, B, y).

Desse modo, h define uma aplicacao
hy : (X, A, 0) — (Y, B, yo)
por h.([f]) = [ho f], que é um homomorfismo, chamado homomorfismo induzido por h.

Proposicao 2.2.1 O grupo de homotopia de um produto cartesiano X X Y € isomorfo ao

produto cartesiano dos grupos de homotopia de X eY .

Demonstracao: Consideremos os espacos X, Y e xg, 3 seus respectivos pontos base.
Consideremos também as aplicacoes projecoes ¢; : X XY — X e gy : X XY — Y dadas
respectivamente por ¢i(x,y) = = e q2(z,y) = y.

Definimos 7 : m,(X X Y, (zo,y0)) — T (X, x0) X 7, (Y, 10) por n([f]) = (q1:([f]), @2«([f]))-
Sendo [f], [g9] € mn(X X Y, (20, y0)), a aplicacdo n estd bem definida pois

U=l = fago d@of=nes Jloel=laed 0 0.
@of~qog [Q2of]:[Q209]

Além disso,
n([f] + [9]) = (que([f] + [9])s @« ([f] + [9]) = (qua([f]) + @1 ([g]); G2« ([f]) + q2:([g])) =

= (@1:([f]), @2 ([f1)) + (qr([g]), 22+([9])) = n([f]) + n([g)),

o que torna 17 um homomorfirsmo.
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2.2 Grupos de Homotopia de Ordem Superior

Tem-se também

n([f]) = n(lg]) = (@([f]), @2 ([£]) = (a1:([9]). a2-([9])) = : =

[q10 f] =g 09 N qpof~qog
[Q20f]):[Q2Og] @of~qpog

= f~g=1[f]=lg]

Desse modo, 7 ¢ injetiva.

Tomando ([f],[g]) € mn (X, x0) X T(Y, 90), temos [f] € m, (X, z0) e [g] € m.(Y,yo). Entao
fiI" — X étal que f(I") = {xo} e g: I" — Y é tal que g(I") = {yo}.

Com isso, definimos h : I" — X x Y por h(t) = (f(t), g(t)), onde h(I") = {(z0,y0)}.

Logo, [h] € m,(X XY, (z0,%0)) €

n([P]) = (qr([h); g2« (A1) = (lar © 1], [g2 0 h]) = ([f], l9);

pois ¢1 o h(t) = f(t) e gy 0 h(t) = g(t), para todo t € I™.
Entao n é sobrejetiva.

Nessas condigoes, 1 é isomorfismo. [ |

2.3 Propriedades Elementares

O grupo 7, e os dois tipos de homomorfismos ¢ e h,, possuem algumas propriedades basicas.

Para enunciarmos uma das propriedades que necessitamos, precisamos da seguinte definicao:

Defini¢ao 2.3.1 Sejam i : (A,x0) — (X, x0) e j : (X, z0,20) — (X, A, 20) as aplicagoes
inclusoes.

A seqiiéncia infinita de grupos e homomorfismos
.. i) 7-"71(*’47',170) l_*> 7T'TL()(a xO) L 7T'n()(a A7 xO) L}
Wn_l(A,J]0> 7'—*> L) WQ(X,A,I0> L 7T1(A,l‘0) Z—*> 7T1<X, [Eo)
¢ chamada a seqiiéncia de homotopia da tripla (X, A, x).

Para mostrar que a seqiiéncia acima ¢é exata, necessitaremos da seguinte:

Proposigao 2.3.1 (Critério da Compressao) Uma aplicagio f : (D™, 8" ! s5) —
(X, A, xy) representa o zero em m,(X, A, xo) se, e somente se, f € homotdpica relativamente a

S 4 uma aplicacao que possui imagem contida em A.
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Demonstragao: (=) Suponhamos que f : (D" S" ! sq) — (X, A, zo) representa o zero em
(X, A, z9), ou seja, [f] = 0. Entao existe uma homotopia entre a aplicagdo f e uma aplicac¢do
constante em xy.

Seja F': D™ x I — X tal homotopia. Dali, para todo x € D",
F(z,0) = f(z) e F(x,1) = xo,
e para todo t € I e todo u € S"!,
Fi(u) € A e Fi(sg) = xo.

Observe que existe uma familia de n-discos (a menos de homeomorfismos) em D™ x I,
iniciando em D" x {0} e terminando em D™ x {1}US™™ x I, a saber, F = (D?);c;, dados por

D = D" x {t}US"' x [0,t].

[lustrando para o caso n = 2.

Note que 653} = S ! x {0} € D" x I, para todo t € I, ou seja, todos os discos dessa

familia possuem o mesmo bordo e D" x I = U lN)f
tel
Definamos uma homotopia F': D" x I — X, onde F' = F' | £ .

F(x,0) = F |# (2,0) = F(z,0) = f(x),Vz € D".

Definamos g(z) := F(x, 1).

g(D") = F(D" x {1}) = F |5 (D" x {1}) = F(D" x {1}) = {zy} C A.

Entao
g(D") C A.

Além disso, para todo t € I e para todo u € S" 1,

F(u,t) = F |r (u,t) € A

F(807t) =F |.7: (807t) = Zo-
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2.3 Propriedades Elementares

Nessas condigoes, f é homotdpica a uma aplicagao g em F™(X, A, zy), onde g possui imagem
contida em A.

(<=) Suponhamos que f : (D", S" s5) — (X, A, x¢) seja homotdpica & uma aplicagao
g: (D", 8"t s0) — (X, A, x9) em F"(X, A, ) e tal que g(D") C A.

Sendo H : D™ x I — X tal homotopia, temos

H(z,0)= f(z) e H(x,1)=g(x),Yx € D",
e para todo t € I,
H,(S" ) =H(S" ' xI)C A e Hy(so) = H({so} x I) = {x}.
Afirmagao 2.3.1 [g] =0 em 7,(X, A, z0).

De fato, como D" é convexo, entao definamos uma aplicacao continua F' : D™ x [ — D™ por

F(x,t) = (1 —t)so + tx (segmento ligando sy & x).
F(z,0) =(1—=0)sg+0so =50 ¢ F(z,1)=(1—-1)sg+ lo =z =idpn(x),

para qualquer x € D".
Tomemos a aplicagao F’: D™ x I — X dada por F'(x,t) = go F(x,t).

F'(2,0)=go F(x,0) = g(so) =20 e F'(z,1)=go F(z,1) = g(x),
para qualquer z € D". E para todo t € I,

F/(S" Y =F(S"!'xI)=goF(S"'xI)Ccg(D")CA

F/(s0) = go F(sg) = g((1 —1t)so+tso) = g(so — tso + tso) = g(s0) = wo.

Portanto,
g ~ cte(zg) = [g] = 0.

Nessas condigoes,

Logo,
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2.3 Propriedades Elementares

A propriedade que necessitamos é a seguinte:
Propriedade 2.3.1 A sequéncia de homotopia da tripla (X, A, zg) € exata.

Demonstracao: Mostremos que Im(j.) = Ker(d) em m,(X, A, xo).

(X, 20) 25 7o (X, A, 20) —= i (A, 7o)

Sejam « € m,(X,x0) e f € F"(X, ) tal que o = [f]. Dali,

f:I"— X
™) = a0}
FI"Y) = {ao}

Como j : (X, xg,z9) — (X, A, 20), tem-se

jof:I"— X
jof(I"Y ={z} C A
jo (") = {xo}

Entao
Ji(e) =1[jo f].
Assim,

0(jx(@)) = d([j o f]).
Mas, pela definicao de 9,

o(lj o f1) = (o f) lim—] = [z = 0.

Logo,
(j«(a)) = 0= ju(a) € Ker(9).

Portanto,
Im(j.) C Ker(9).

Sejam agora f: (I", "', J"71) — (X, A, z) tal que §([f]) =0 € m,_1(A, x0).
Entao, f |1~ g, g: (I 1772 J"72) — (A, 10) e g(I"1) = {xo}.
Seja H : I"! x I — A tal homotopia. Entdo,

H(z,0) = f |1 (),
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2.3 Propriedades Elementares

H(z,1) = g(x) = o,
Hy(I"?) = {m},
H,(J"%) = {z0}.

Estenderemos H a uma aplicacao H' da seguinte forma:

H(x,t), se (z,t) e I" P x I
H'(x,t) =9 f(z), se (x,t) € I" x {0}
T, se (z,t) e J"M x T
Dessa forma, H' passa a ser definida em E = (I" x {0}) U (I" x I) e é continua.
O conjunto E é exatamente uma n-célula sobre o bordo da (n + 1)-célula I™ x I. Dessa
forma, pela observacao 1.2.1, E é um sélido.

Além disso, E é um espaco métrico compacto. Entao, pela propriedade 1.2.1, E é um retrato

absoluto. Dessa forma, existe uma retragao r : [" x [ — FE.

<1 gt x

Da composicao entre a homotopia H' e a retracao r resulta uma homotopia H'or : I"x I —
X.

Consideremos uma aplicacio f' : I" — X, de forma que f/(I") = {x}. Como I[" =
Ity Jr ! tem-se

famty=A{zy e fI) ={ao},

ou seja,
/e F"(X, ).

Compondo j com f’, obtemos a aplicagao jo f': (I", "' J" 1) — (X, A, x¢), e vamos
defini-la por jo f'(x) = H or(z,1). Entao,
H' or(z,0) = H'(z,0) = f(x),
H or(z,1)=jo f'(x),

. | Hor(I™'xI)CA
H'ore F"(X, A, x), pois
Hor(Jv P x1T)={x}

Logo,
o fT=11=3.(f]) = [f] = [f] € Im(j.).

Portanto, Ker(d) C Im(j.).
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2.3 Propriedades Elementares

Nessas condigoes,
Ker(d) = Im(j.).

Exatidao em m, (X, z¢).
Seja f : (D", 5" sy) — (A, z9) uma aplicagao de forma que [f] é um elemento em

(A, o). Compondo as aplicagdes 7, i e f, obtemos a aplicacao
Jjoto f . (Dna Snila 80) - <X7A7:C0)'

Mas,
f(D") C A= joio f(D") C A,
ou seja, joio f ~ joiofem F"X A xzg) e joiof(D") C A. Logo, pelo Critério da

Compressao, [j oio f] representa o zero em m,(X, A, zg). Assim,

[joiof]=0= j.oi([f])=0.

Portanto,
Im(i,) C Ker(j.).

De maneira analoga, seja f : (D", 5" sq) — (X, x9) tal que j.([f]) = 0 em 7, (X, A, o),
ou seja, [j o f] = 0. Pelo Critério da Compressao, jo f ~ g, g: (D" 8" 1 s0) — (X, A, z0) e
g(D™) C A. Entao, existe H : D™ x I — X de forma que

H(%O):jof(x)

H(z,1) = g(x)
H.(S" 1 cA
HT(‘SO) = Xop-

h(z) = g(z), se x € Int(D™),

Consideremos h : (D", S""! sy) — (A, z) definida por _
h(z) = x9, sex € D= S""1

Compondo h com a aplicacio 4, obtemos i o h : (D™, 8" ! s5) — (X, z).
Observe que, se x € Int(D"™),

ioh(x)=1iog(x)=g(z).

EsexcS™ 1,
0 h(z) = £(2) = g(z) = 70
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2.3 Propriedades Elementares

. H(z,t), se x € Int(D"),
Vamos definir K : D" x [ — X por K(z,t) =

rg, sex € S"L
Dessa forma,

H(z,0)=jo f(z) = f(x), se x € Int(D"),

o = f(x), se x € "L

K(z,0) =

Kz, 1) = H(z,1) =g(z) =ioh(x), sex € Int(D"),
| zo =i 0 h(x), se ¢ e §n1
KA(5) = {oo)
K. (s0) = {x0}.

Assim, f é homotdpica a i o h, de onde resulta que

[i o h] = [f] = i[h] = /],
ou seja,
Ker(j.) C Im(i.).

Logo,
Ker(j.) = Im(i,).

Exatidao em 7, (A, zo).

Seja [f] € moy1(X, A, 20), onde f: ("1 1", J") — (X, A, x).

Temos que 6([f]) = [f |i=], e f |n: (I, 171, J" 1) — (A, zp). Compondo com a aplicagio
iyi0 f |p: (I", 171 J71) — (X x0).

Consideremos g : (1", "', J" 1) — (X, x¢) a aplicagao constante em zq (g(z) = x9,Vz €
).

Definimos H : I" x I — X por

H(x,7) = H(ty,....tp,7) =d0 f | (1 =7)t1 + 7, (1 = 7T)ta, ..., (1 — 7)t,),

sendo x = (ty, ..., ty).

Com isso,
H(xz,0) = H(t1,...,t,,0) =i 0 f |n (t1,te,..cstp) =10 f | ()

H(z,1) = H(t1,....,tn, 1) =1i0 f | (1,0,...,0) = 2o = g(2)

H(I" Y =iof|m (I"") = {x0}
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2.3 Propriedades Elementares

Ho(J" ) =io f | (J"7) = {zo}.
Dessa forma, i o f ;> g. Entao, [io f |;»] = 0.
Dali,
b2 0 8(f1) = ial(f ) = i f |1x] = 0.

Portanto,
Ker(i.) C Im(9).

Tomemos agora, [f] € Ker(i,), f: (I", 1", J" ) — (A, z0). Dai, i.([f]) = [io f] =0
em 7,(X,zg). Pelo critério da compressao, io f ~ g, onde g : (I",I""!, J" 1) — (X, 1) e
g(I") = {xo}.

Sendo F': I" x I — X a homotopia entre i o f e g, temos
F(z,0) = g(x) = zq

F(z,1) =1io f(x)
Fr(I") = {ao}
Fo (") = {xo}

quaisquer que sejam x € ["eT € [.

Consideremos as aplicagoes h : (I"T1 I J") — (X, A, xq) definida por h(z,t,41) =
Aty costn,tnr) = F((t1,ontn), 1 — the), e g« (I, 171 J"7) — (A, z0) definida por
g'(z) = g(z).

Note que h(I") C A e h(J") = {zo} . Além disso, Im(g) = {x¢} entdo Im(g') C A. Desse
modo, h e g sao bem definidas.

De acordo com as definigdes de h e g, temos que h |;n= ¢, de onde resulta que 6([h]) =
[ ] = 9]

L f(tx), se x € Int(I"),
Assim, definimos a aplicacdo H : I"™ x [ — A por H(x,t) = )
xo, sewx € lm,

Dali,
0)=x0=¢(x), se x € Int(I"),
oy = [ 10 =20 = @), se z € 1nr(r)
rg=¢(x), sexel
x), sex € Int(I"),
. EC (1

zo = f(x),se x € I,
H(I""1) = {xo}

H(J" 1) = {x0}.

27



2.3 Propriedades Elementares

Logo,
f=d=1f=1d],
e assim
o([n]) = [f]
Portanto,

Ker(i.) C Im(9).

Nessas condigoes,
Ker(i,) = Im(9).
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CAPITULO

3

Fibrados

Definicao 3.0.2 Um fibrado B consiste do sequinte:

i) Um espago topoldgico B chamado de espaco fibrado;

it)Um espago topolégico X chamado de espago base;

i11)Uma aplicagdo continua p : B — X chamada de projecdo;

w)Um espago Y chamado de fibra.

O conjunto Y, = p~(z) é chamado de fibra sobre o ponto x de X. E exigido que Y, seja
homeomorfo a'Y, para qualquer x € X.

E mais, que para todo v € X, existe uma vizinhanca V de x e um homeomorfismo ¢y :
V xY — p~Y(V) tal que

poov =py

onde py : VXY — V € a projecao na primeira coordenada. Nestas condicoes dizemos

que p € uma fibracao localmente trivial com fibra tipica Y, ¢y € uma trivializagcao local e

B ={B,p, X,Y} éum fibrado sobre X.

Para a demonstragao do coroléario 3.0.1 abaixo necessitamos do

Lema 3.0.1 Sejam p: B — X wuma fibracao localmente trivial, a : J — X um caminho, com
J = [s0,81] € 29 € B um ponto tal que p(zo) = a(so). Entdo existe um caminho a : J — B tal

que poa =a e a(sy) = 2.
Demonstragao: Vide [3], p.82 |

Corolario 3.0.1 Seja p : B — X wuma fibracao localmente trivial. Se a base X e a fibra

tipica Y sao conexas por caminhos entao o espaco total B também é conexo por caminhos.
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Demonstracao: De fato, dados x,y € B, existe um caminho em X ligando p(z) a p(y). O
levantamento desse caminho a partir de x liga este ponto a um ponto z € p~!(p(y)). Como a
fibra tipica é conexa por caminhos o mesmo ocorre com p~(p(y)), logo z pode ser ligado a y
por um caminho nesta fibra sobre p(y). Justapondo estes caminhos, obtemos um caminho em

B ligando x a y. |

Definicao 3.0.3 Um espaco X € um C,-espaco se X for normal, localmente compacto e

qualquer cobertura de X por abertos admite uma subcobertura enumerdvel.

Definicao 3.0.4 Uma homotopia H' : X x I — Y € estacionaria com H : X x I — Z
se, para cada t € X e para cada T € I tal que H(t,T) € constante, entao H'(t,T) também é

constante.

Teorema 3.0.1 (Teorema de Convergéncia de Homotopia)

Seja B = {B,p, X,Y} um fibrado sobre X.

Sejam X' um C,-espaco, fo: X' — B uma aplicagiao e H : X' x [ — X uma homotopia
iniciando em p o fo. Entdo existe uma homotopia H' : X' x I — B de fy revestindo p o fy
(isto é, po H' = H), ou seja, H ¢é um levantamento da homotopia H. Além disso, H' ¢é

estaciondria com H.
Demonstracao:([9], Teorema 11.7, p. 54). |

3.1 Seqiiencia de Homotopia de um Fibrado

Teorema 3.1.1 Teorema Fundamental
Seja B um fibrado sobre X, A C X, By = p Y(A), yo € By e g = p(yo). Entdo

Ps = Tn(B, Bo,yo) = mp (X, A, x9), n>2.

Demonstracao: Desde que p : (B,Bg,yo) — (X, A,x9) é continua, entdao p,
(B, By, yo) — mp(X, A, 29) é um homomorfismo.
Suponhamos p.(«) = 0, onde « € 7, (B, By, o) e seja f € F™(B, By, yo) 0 seu representante.
Entao,
fm 1 g — (B, By, yo)

fam Y c By e f(J) ={wo}

Compondo a aplicagao p com f temos po f: (I", I"!, J" 1) — (X, A, z0)
po f(I" ) =p(f(I"™") Cp(By) C A= po fI"!) C A
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3.1 Seqiiéncia de Homotopia de um Fibrado

po f(I") =p(f(J" ) = p({yo}) = {zo} = po f(J") = {0}

Entao, po f € F™"(X, A, xy).
Mas,
pe(a) = pu([f]) = [po f1 = 0.

Logo, existe uma homotopia H : I™ x I — X entre po f e a contante x, tal que, para
todo t € I",
H(t,0) =po f(t), H(t1)=um

H.(t) = H(t,7) € F"(X, A, z0),V7 € 1,

ou seja,
H.: (I, 1" J" Y — (X, A, x0)

H(I"YWcCcAvVrel=HI"'xI)CA

H (J" Y ={xo},Vr €I = H(J" ' x 1) = {x0}.

m -t . B
po]\ /p
X

Pelo Teorema 3.0.1 de Convergéncia de Homotopia, existe uma homotopia H' : " X[ — B
que é um levantamento da homotopia H (isto é, po H' = H), onde H'(t,0) = f(t) e H' é
estaciondria com H.

Temos,

ot =t

p(H'(I" ' x 1)) =po H'(I"* x I) H(I"' xI) C A,

ou seja,

H'(I"' x I) C By.

Ainda, como H(J" ' x I) = {x¢} e H' é estaciondria com H, temos que H'(J" ! x I) ¢
constante, ou seja,
H'(t,7) =kt 1) J" x 1,

onde k ¢ a constante.
Mas, em particular, para todo ¢ em J"7 ', H'(t,0) = f(t) = k e, como f(J" ') = {yo},
temos f(t) = yo.
Logo,
k=yo= H'(J"' xI)={y}.
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3.1 Seqiiéncia de Homotopia de um Fibrado

Assim, H' é uma homotopia em F"(B, By, o).
Consideremos a aplicacao f': (I", I"™', J"™1) — (B, By, yo), definida por f'(t) = Hj(t).

Entao, H' é uma homotopia entre f e f’ pois, para todo t € I™,
H'(t,0) = f(t) e H'(t,1) = H{(t) = f'(¢).

Portanto,
f=f.

Agora, vamos definir K : I x [ — I™ por

K(t,T) = K(tl,...,tn,T) = (tl,...,tnfl, (1 - T)tn —|—7')

K(t,O) — K(tl, ,tn,O) — (tl, ...,tnfl, (1 - O)tn + 0) = (tl, ...,tn,btn) - t
K1) = K(ty, o tn, 1) = (t1, s tper, (1= Dtp + 1) = (L1, oo tpy, 1).

Entao, K é uma homotopia de I"™ sobre a sua prépria face (¢, = 1). Tal face estd contida
em J" ! visto que t, # 0.
Definimos entdo a homotopia K’ : I" x [ - In . B por K'(t,7) = f' o K(t, ).

Entao,
K'(t,0) = f'(K(t,0)) = f'(t).

K'(t,1) = f/(K(t, 1)) = yo, pois K(t,1) € J" e f/(J" ') = {y}.

Ainda, para todo 7 € I,

K(I"Y=K{I"'x{th) cK'(I" ' xI)=f(K{I" " x 1)) c f/(I") C By

pois po f'(I") =po H{(I") =po H'(I" x {1}) = H(I" x {1}) = {xo} C A, e
K (") = K'(J" < I) = f((K(J" < 1)) C f/(J"7") = {y}.

Logo, K’ é uma homotopia em F"(B, By, o) entre f’ e a constante em yq.
Mas,

f=f e [ ~cte(y) = f = cte(yo).

Portanto, a = 0, ou seja, Ker(p,) = {0}.

Assim, p, é um monomorfismo.
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Agora, sejam [ € m,(X,A,z9) e [ seu representante em F"(X, A zq). Entao, [ :
(1", "1, J71) — (X, A, x), onde

farhHcAe f(JY = {x}.

Seja K a mesma homotopia definida anteriormente e consideremos a aplicagao H : I" X1 —
X dada por

H(t,7) = f(K(t,T)).

Entao

H(t,0) = f(K(£,0)) = f(1)

H(t,1) = f(K(t,1)) = f(t1, s tn-1,1) = 0,
pois K(t,1) € J* L e f(J" 1) = {xo}.
Assim, H é uma homotopia entre f e a aplicacdo constante em x.

Note que, em geral, H nao é uma homotopia em F"(X, A xy) pois, tomando t =
(tla "'7tn7170) € I'n,—l’

Ho(t) = H(E,7) = f(K(E,7) = f(t1, o tn1, T)

e pode acontecer de (ty,...,t,_1,T) nao pertencer a [" !,

Mas, mesmo assim, para todo 7 € I,
H-(J") = H(J" x {1}) = f(K(J" > {1})) € f(J"71) = {zo} =

= H,(J"") = {0}

Consideremos a aplicacao f': I" — {yo}.
Entao

po f'(t) =p(f'(t)) = p(yo) = w0, Vt € I".
Logo, po f'(t) = H(t,1) = Hy(t), para todo ¢t em I™.
1" L {0}

pOf\ /p
X

Como H é uma homotopia entre f e po f’, pelo Teorema 3.0.1 de Convergéncia de Homotopia,
existe uma homotopia H' : I"™ x I — {yo} de f’ revestindo H (isto é, po H' = H), de forma

que H'(t,1) = f'(t), e que seja estacionaria com H.
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Seja f” : I — B tal que f"(t) = H'(t,0).

Para qualquer ¢ em ™,
pof//(t) :poH’(t70) = H(t,()) — f(t) :pOf” _ f

Tomando t € I" 1,

po f'(t) = f(t) € A= ["(t) € p~(A) = Bo.

Logo, f"(I"™1) C B,.
Além disso,
FI = Ho(J"h) = {yo} = (") = {wo}-
Nessas condigoes, f” € F™(B, By, yo) e é o representante de o em m,(B, By, yp). A saber,

a=[f"].
Dali,
p(@) =p([f"]) = [po f']=[f] =5
Portanto, p, é um epimorfismo.

Logo, p, é um isomorfismo. [ |

Tomando A = {x¢}, como By = p~'(A) e Yy = p~'({0}), obtemos By = Yj.

Entao, do Teorema Fundamental segue o seguinte Corolario.
Corolario 3.1.1 p, : m,(B, Yo, v0) = mu(X, 20), n > 2.

Sequéncia de Homotopia de um Fibrado.
Sejam B = {B,p, X, Y} um fibrado, Y; a fibra sobre x5 em X e y, pertencente a Yj.
Sejam 7 : (Yp,yo) — (B,yo) e j: (B,yo) — (B, Yy, yo) as aplicac¢oes de inclusao.

Entao, a seqiiéncia de homotopia de (B, Yy, y0) é:
7,'* ‘* )
o ﬂ—n(yba yD) — Wn(Ba yO) j—) Wn(Ba YE)ayO) — 71—n—l(YE)a yO)
— ... — m (B, o).

Como 1, € o ponto base dos espacos B e Y), podemos escrever a seqiiéncia da seguinte forma:

= (Vo) 5 mo(B) 25 1 (B, Yy) =5 11 (Yo) — ... — m(B).

Na seqiiéncia acima, § é o operador bordo que restringe a aplicacdo f & face inicial I"7!,
sendo [f] = a € m,(B,Y)).

Consideremos a aplicacao p; : (B,Yy,y0) — (X,z0) a restricdo da aplicagdo p
(B, Bo, yo) — (X, A, xo).
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3.1 Seqiiéncia de Homotopia de um Fibrado

Pelo Corolario 3.1.1, p1. : m,(B, Yo, %) — (X, 20) é um isomorfismo, para n > 2.
Consideremos entao

pl_*l : Wn(Xa xO) E— ﬂ-n(Ba}/O7y0)'

Dai, obtemos

,*1 6
7Tn()(a :UO) p1—> 7Tn(87 YE)a?/O) — anl(YvOa yO)

Denotaremos por A a aplicacdo 6 o py,! : mn (X, 20) — mp_1(Yo, ¥o)-
Consideraremos sempre 1y, € xg os pontos bases dos espacos B e X, respectivamente.
Portanto, vamos omitir tais pontos das notagoes de seqiiéncias exatas.

Assim, temos a seguinte defini¢ao.

Definicao 3.1.1 A sequéncia
. — m(Yo) ., o (B) LN Tn(X) 4, Tn1(Yy) — ... — mo(X) A, m1(Yo) ., m1(B)

=5 m(X)

¢ chamada sequéncia de homotopia do fibrado B com base em yj.

Teorema 3.1.2 A sequéncia de Homotopia de um fibrado € exata.

Demonstracao: De fato, pela propriedade 2.3.1, a sequéncia de homotopia de (B, Yy, y,) é
exata.

Substituimos os termos 7, (B, yo) da seqiiéncia de homotopia de (B, Y, yo) pelos termos
(X)) e acrescentamos 71 (X) ao final da seqiiéncia. Substituimos também os homomorfirmos
correspondentes aos grupos substituidos, e incluimos o homomorfismo que corresponde ao termo
novo da seqiiéncia. Dessa forma, obtemos a seqiiéncia exata de homotopia de um fibrado B.

Entao, tinhamos a seqiiéncia:
o T (B) L5 1 (B, Yy) = i (Yo) — ...
onde Ker(d) = Im(j.) e, ap6s as substituigoes, passamos a ter:
o Ta(B) 25 (X)) 25 1 (Vo) — .
Note que o homomorfismo p, pode ser obtido pela seguinte composicao:
T(B) L5 7,(B, Yo) 25 m,(X),

ou seja, P1x © Jx = Px-
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3.1 Seqiiéncia de Homotopia de um Fibrado

Lembremos que o homomorfismo A foi construido através da composi¢ao

.. — m(B) P Tn(X) A, mno1(Yo) — ...

Seja a € Im(p,). Entao, existe § € m,(B) tal que p.(8) = a.
Mas,
Ala) = d(pr (@) = 8(8)
visto que

prt(a) =p;t(e) =8

pois p; é a restricao da aplicagao p.

Como
Bem(B) e juB)=p€m(B Yo),
entao
B € Im(j.) = Ker(d).
Logo,
Aar) =6(8) =0
Portanto,
a € Ker(A).
Assim,

Agora, seja a € Ker(A).

Temos, usando a definicao de A, que

Ala) = é(pr. (@) = 0,

onde pp!(@) € m,(B, Yp).
Seja 3 = p, (a).
Dai,
pl*(ﬁ) = Q.

Mas,
p1(B) = p.(B) = .
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3.1 Seqiiéncia de Homotopia de um Fibrado

Entao, a € Im(p.).
Logo,
Ker(A) C Im(p.).

Assim, temos Ker(A) = Im(ps).
A exatidao em 7,(B), n > 2.
A seqiiéncia

.. — m(Y0) LN Tn(B) RLIN Tn(X) — ...

pode ser vista como

o ma(Yo) =25 ma(B) 25 1o (B, Yo) 25 mp(X) — ..
Se a € m,(Yp), entao
iv(a) € Ker(j.), pois Im(i.) = Ker(j).

Dai,
J(is()) = 0.

Agora,
P1x(Js(ix())) = 0 = pra 0 Ju 0dy(0) = 0 = p, o iu(a) = 0.

Portanto, I'm(i.) C Ker(ps).
Seja agora 3 € Ker(p,).

Entao, como p;, é isomorfismo,

p«(B) =0 = pr. 0 ji(B) =0 = 5.(8) = pi, (0) = 0.

Assim, § € Ker(j,) = Im(iy).

Portanto, Ker(p.) C Im(i,).

Nessas condigoes, Ker(p,) = Im(iy).

Vejamos entao a exatidao no termo m,(Yp), n > 1.
A seqiiéncia

o T (X) =2 (Vo) -5 7o (B) — ..

pode ser vista como

—1 .
o T (X) 25 1 (B, YY) = (Vo) 2 m0(B) — ..
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3.1 Seqiiéncia de Homotopia de um Fibrado

Tomando a € m,41(X), temos
i o Aa) = i, 08 0 prl(a).

Mas, 6 o py. () € Im(8) = Ker(i,).
Entao,

i 080y (a) = 0.

Logo, Im(A) C Ker(iy).
Seja 0 € Ker(iy) = Im(9).
Entao existe a € m,41(B, Yp) tal que §(a) = B.
Como py,! é isomorfismo, portanto sobrejetora, existe v € 7m,41(X) de forma que p;,} (y) = .
Dai,
Sopit(y) =B= A(7) =B =B € Im(A).

Assim, Ker(i,) C Im(A).
Logo, Ker(i.) = Im(A).

Portanto, a parte da seqiiéncia de homotopia do fibrado B

o T (Vo) = ma(B) 25 0 (X) 25 0 (Vo) — .

. (X)) 2 m(Ye) - m(B)

é exata.

Verifiquemos ent@o a exatidao no termo m(B) devido a inclusao do termo m (X).

L m(Yy) 25 m(B) 25 m(X).

Para o acréscimo de tal termo, utilizamos o homomorfismo p, que, como ja vimos, pode ser

obtido pela composicao pix © J. = ps.

(Vo) =5 m(B) 25 m(B,Yy) 25w (X)

Seja f : I — Yy um lago baseado em yq. Entao, [f] € m1(Y0).
Dali,

poi([f]) = pu([i 0 f]) = pre0gullio f) = pru(lfoio f]) = [projoio f].

Mas, como Im(f) C Yo,

iof(I)CYy=joiof(I)CYy=piojoiof(I)={wo},
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3.1 Seqiiéncia de Homotopia de um Fibrado

pOiS b1 <B7Y07y0> I (X7 l’(]).
Assim,
[projoio f] = [x] = 0.
Portanto, p, oi.([f]) = 0, ou seja, Im(i,) C Ker(p.).

Consideremos agora C' um lago em B baseado em 7, de forma que [C] € Ker(p,). Entao,
p«([C]) =0=[poC] = [zo) = poC =~ xy.

Existe entao uma homotopia H : I x [ — X tal que
H(t,0)=poC(t), H(t,1)=x¢ e H(0,7) = H(1,7) = xo,

para todo t, 7 em 1.

Pelo Teorema 3.0.1 de Convergéncia de Homotopia, existe uma homotopia H : [ x [ — B
tal que po H' = H, H'(t,0) = C(t) para todo t em [ e H' é estaciondria com H.

Vamos definir f : I — B por f(t) = H'(t,1).

Consideremos agora a aplicacio f : [ — Yy (Yo = p~*({m0})), onde f(t) = f(t), para todo
tem [.

Temos que, para qualquer ¢ pertencente a I,
pof(t)=pof(t)=poH'(t,1) = H(t,1) = xy,

0 que nos mostra que f estd bem definida.

Além disso,
F(0) = f(0) = H'(0,1) e f(1) = f(1) = H'(1,1).

Mas, como H' é estacionaria com H, tem-se que, para todo 7 em I,
H'(0,7)=H'(1,7) = yo.

Logo,

F(0)=F(1) =y = [f] € m(Y).

Note que f: I — B, f: I — Yy ei:Yy — B, ouseja, f =10 f.
Dai,

Portanto, Ker(p.) C Im(i.).
Nessas condigoes,
Ker(p.) = Im(i).

Com isso, concluimos que a seqiiéncia de homotopia de um fibrado B é exata. |
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3.1 Seqiiéncia de Homotopia de um Fibrado

Proposicao 3.1.1 Seja B = {B,p,X,Y} um fibrado. Se a fibra tipica Y € conexa por
caminhos, se a base X € simplesmente conera e se, além disso, me(X) = 0 entdo o grupo

fundamental de B € isomorfo ao grupo fundamental de Y .

Demonstracao: Dada a seqiiéncia exata
L m(X) S (V) 2 m(B) S m(X)

e sendo X simplesmente conexa, temos, por hipdtese, ma(X) = m(X) = 0.
Entao,

0 — (V) 2 1 (B) — 0

o que torna 7, um isomorfismo.

Logo,

Il

7T1(B) 7T1(Y).

Proposicao 3.1.2 Seja B = {B,p, X, Y} um fibrado. Se a base X ¢é simplesmente conexa e a
fibra tipica Y € conexa por caminhos, entdo o grupo fundamental de B € isomorfo a um grupo

quociente do grupo fundamental de Y .
Demonstracao: Consideremos a seqiiéncia exata
L m(Y) 25 m(B) 25 m(X).

Como a base X ¢é simplesmente conexa, entao m(X) = 0.

Dai, temos a seqiiéncia exata

L m(Y) 5 m(B) 25 0.

Logo, Im(i.) = Ker(ps) = m(B), ou seja, i, é um epimorfismo. Pelo Teorema do
isomorfismo,
m(Y)
B)® ———.
mi(B) Ker(iy)
]
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CAPITULO

4

Grupos Classicos

4.1 Grupo das Rotagdes do R™ (SO(n))

Definigao 4.1.1 O grupo das rotagoes do espaco euclidiano R"™, denotado por SO(n), €
formado pelas transformacoes lineares T : R* — R"™ que preservam produto interno, ou
seja,

(T(z), T(y)) = (z,y)

para quaisquer x,y € R™ e, além disso, det(T) = 1.

A multiplica¢do (composigao) de transformagoes lineares faz de SO(n) um grupo.
Os elementos do SO(n) também podem ser vistos como matrizes reais ortogonais n x n,

com determinante 1.

Observacao 4.1.1 Analisando tais matrizes como solugoes do sistema de equagoes quadrdticas
X - XT = I, podemos provar, com o Teorema das Fungoes Implicitas, que SO(n) é uma
superficie compacta de dimensio n(n — 1)/2 no espaco R das matrizes n x n. (Veja [2],
p. 313).

4.2 Grupos Unitérios (U(n) e SU(n))

Defini¢ao 4.2.1 O Grupo Unitdrio, denotado por U(n), € o conjunto de todas as
tansformacoes lineares T : C* — C™ que preservam produto interno, ou seja, que cumprem a

condi¢ao (T(z),T(w)) = (z,w), para quaisquer z,w € C".

Identificando 7' com sua matriz relativa a base canonica de C", podemos considerar U(n)
como o conjunto das matrizes complexas n X n cujas colunas (e linhas) tém comprimento (ou

norma) 1 e sdo duas a duas perpendiculares (matrizes unitarias).
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4.2 Grupos Unitérios (U(n) e SU(n))

A descrigao por meio de matrizes mostra que U(n) é um subconjunto limitado e fechado de

C™ (ou R?™), logo é compacto.

Defini¢ao 4.2.2 O grupo especial unitdrio, SU(n), € o subgrupo de U(n) formado pelas

matrizes unitarias que tém determinante igual a 1.

Como subconjunto fechado de U(n), o grupo SU(n) é compacto.

4.3 Grupo Simplético (Sp(n))

Definicao 4.3.1 O grupo simplético Sp(n) € o grupo cujos elementos sGo matrizes n X n cujas

colunas (e linhas) sao vetores em H™, unitdrios e dois a dois ortogonais.

Para cada n € IN, Sp(n) é um conjunto limitado e fechado em H™ = R, logo é compacto.

4.4  Exemplos de Fibrados

Exemplo 4.4.1 B = {SO(n),p, S" ', SO(n—1)} é um fibrado sobre S"~*, onde p : SO(n) —
St n > 2, € definida por p(T) = T(ey), para toda T € SO(n), sendo e; o primeiro vetor da

base canonica B do R™.

Observemos que, identificando T como a matriz da transformacao linear relativa a base
canonica B, p(T') é a primeira coluna da matriz 7.

Consideremos o aberto V' C S"~!, formado pelos vetores unitdrios x = (1, x9, ..., T,), com
x> 0.

Sendo B = {e;, e, ...,e,}+ a base canonica do R™, consideremos a matriz
) b ) b

I 0
o)
[z,e9,...,e,] = | 23 O
z, 0 O 1

Calculando seu determinante, obtemos:
det[z, eq,...,e,] =21 >0,

ou seja, determinante de [z, ey, ..., e,] > 0, para todo x € V.
Como x; > 0, o conjunto {z, es, ..., €, } é linearmente independente e assim, podemos aplicar
o Processo de Gramm-Schmidt para obtermos uma base ortonormal B’ = {wy, wy, ..., w, }.

De acordo com o Processo de Gramm-Schmidt,

T

E

=z, pois ||z ||= 1.
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4.4 Exemplos de Fibrados

i1
Assim, B = {x,ws, ..., w, }, onde w; = Ji com f; =e; — Z(ei,wj)wj,i =2,...,n.

1]
Dessa forma, a matriz [z, ws, ..., w,] é uma matriz ortogonal tendo como primeira coluna
. Ty .
o vetor x e mais, det[x,ws, ..., w,| = — > () e portanto deve ser igual a 1.
LTIz
i=2
Logo,

[z, wa, ..., w,] € SO(n).

Denotaremos [z, wy, ..., w,| por o(z). Assim, podemos definir uma aplicagao que depende
continuamente do vetor z, 0 : V. — SO(n), onde para cada x em V associamos a sua matriz
o(x) construida da forma anterior.

Mas,

plo(z) =2 €V =o(x)cp (V).

Entao podemos definir o : V. — p~1(V).
A partir de o, definimos uma aplicacao continua

oy VxS0 —1) — p (V)

pondo ¢y (z, M) = o(z).M, onde a matriz M € SO(n — 1) é vista em SO(n) acrescentando a
sua primeira linha e primeira coluna o vetor (1,0, ...,0) € R™.
As matrizes o(x) e M sdo ortogonais, entao [o(z)]™! = [o(z)]' e M~ = M*.
Dali,
[o(x).M] ™ = M [o(z)] ' = M'.[o(2)]" = [o(z).M]

det[o(z).M] = det[o(x)].det M = 1.1 = 1.

Além disso,
plo(x).M) = x.

Logo, a(z).M € p~*(V), o que nos mostra que ¢y estd bem definido.

Observemos que sendo py : V x SO(n—1) — V a projegao da primeira coordenada, temos:

pV(SE7M) :x:pogov(a;’,M),

ou seja

poyy =Dpy.

Portanto, oy é uma trivializagao local cujo homeomorfismo inverso ¢ 1y : p~1 (V) — V X
SO(n — 1), dado por ¢y (T) = (z,0(z)"* - T), onde z = p(T).
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4.4 Exemplos de Fibrados

O aberto V é uma vizinhanca de e; em S"!. A fim de obter trivializacoes locais sobre
vizinhangas dos demais pontos, tomamos, para todo y € S"~!, uma transformacao T € SO(n)
de forma que T'(e;) = y. Entdo, sendo W = T(V) a vizinhanca aberta de y, definimos a
trivializacao local

ow W x SO(n —1) — p H(W)

pondo pw (w, M) = T.o(T~ (w)).M, visto que p(T.c(T~ (w)).M) =w € W.
Temos, portanto, que p é uma fibragao localmente trivial com fibra tipica SO(n — 1) e
B = {SO(n),p,S" 1, SO(n — 1)} é um fibrado sobre S"!.

Exemplo 4.4.2 B = {SU(n),p,S* 1, SU(n — 1)} é um fibrado sobre S*"~', onde p :
SU(n) — S?"'n > 2, é definida por p(T) = T(e1), para toda T € SU(n), sendo e; o

primeiro vetor da base canonica B do C".

Considere o aberto V' C §**~! formado pelos vetores unitdrios z = (21, 22, ..., 2,), com z; # 0.
Dai, B ={z,es,...,e,} C C" é uma base.
Aplicando o Processo de Gramm-Schmidt, obtemos uma base ortonormal B' = {z, vs, ..., v, },

pois
z

v = =2z (pois || z|=1).

=

Consideremos a matriz [z, vs, ..., v,| e suponhamos que seu determinante seja A. Entao a

v2

R, 0p) € tal que

matriz [z

v 1 1
det|z, Z27 U] = Z.det[z,vg, e U] = Z.A =1.

Seja 0(z) a matriz [z, %, ...,v,]. Entao tal matriz ¢ unitaria (pois suas colunas sao duas a
duas ortogonais) e possui determinante igual a 1.

Dai, podemos definir uma aplicacdo continua ¢ : V — SU(n) (0 dependendo
continuamente do vetor z) onde para cada z em V' associamos a sua matriz o(z) construida da
forma anterior.

Mas, como o(z) possui o vetor z como primeira coluna,
po(z))=2z€V =0(2) € p (V).

Assim podemos definir o : V — p~1(V) dada por z — o(z).

A partir dai, definamos
oy VxSUM—1) — p (V)

pondo ¢y (z, M) = o(z).M, onde a matriz M € SU(n — 1) é vista em SU(n) acrescentando a

sua primeira linha e primeira coluna o vetor (1,0,...,0) € C".
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As matrizes o(z) e M sdo unitdrias, entdo [o(z)]™' = [o0(2)]t e M~! = M.
Dai,

[0(2).M]™' = M~ o(2)]! = Mt[o(2)]t = Mt.[o(2)]! = [0(2).M]t

det[o(2).M] = det[o(2)].det M = 1.1 = 1.

Além disso,
plo(z).M) = z.

Logo, o(z).M € m~1(V'), o que nos mostra que ¢y estd bem definida.
A aplicacao continua
Yy i p (V) — V x SU(n —1),

definida por
bv(T) = (2,0(2)"" - 1),

onde z = T'(ey), é a inversa de @y, logo ¢y é um homeomorfismo.

Sendo py : V x SU(n — 1) — V a projegao da primeira coordenada, temos:

pV(ZaM) ==z :pOSOV(ZaM)a

ou seja
poyyv =Dpv

e portanto ¢y € uma trivializagao local.

Como no caso de SO(n), para cada y € S?"~1, consideramos uma transformacao 7' € SU(n)
tal que T'(e;) = y. Entdao, W = T(V) é uma vizinhanca de y em S**~! sobre a qual definimos
a trivializacao local

ow W x SU(n —1) — p Y (W)

pondo @y (w, M) =T.o(T (w)).M.
Portanto p é uma fibragdo localmente trivial com fibra tipica SU(n — 1) e B =

{SU(n),p, S, SU(n — 1)} é um fibrado sobre S~ 1.

Exemplo 4.4.3 Analogamente aos exemplos anteriores, B = {Sp(n), p, S~ Sp(n—1)} é um
fibrado sobre S~ onde p : Sp(n) — S Y n > 2, é definida por p(T) = T(e;), para toda

T € Sp(n), sendo e, o primeiro vetor da base candnica B do RY™ (H").

Observacao 4.4.1 A definicao das fibracoes localmente triviais dos exemplos anteriores
sao dadas aplicando-se a transformacao linear no primeiro wvetor da base canonica do
respectivo espaco. Porém, tais aplicagcoes também poderiam ter sido definidas aplicando-se

as tranformacades lineares em qualquer outro vetor da base canonica.
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4.5 Algumas Propriedades dos Grupos Classicos

Propriedades do Grupo SO(n)

Proposigao 4.5.1 O grupo SO(2) ¢é isomorfo a S' (grupo multiplicativo dos niimeros

complexos de mddulo 1).

a —c
Demonstracgao: Inicialmente observemos que se M € SO(2) entao M = ( ) . De fato,
c a

b
se M = ( ¢ J > € SO(2), temos que
c

det(M)=1=ad —bc=1.

a b T a b ) _
() ()0 () omin

para quaisquer (z1,%1), (z2,y2) € R? ou equivalentemente,

Além disso,

(a® 4 *)a129 + (ab + cd)x1ys + (ab + cd)yrzo + (b7 + d*)y1yo = 1102 + Y192

para quaisquer (z1,y1), (r2,%2) € R%.

Dali,
(a2 +c2=1
ab+cd =0
ad —bc=1
\b2 +d*=1
Considerando as trés primeiras equacoes do sistema acima obtemos b = —c e d = a como
queriamos.

Agora, definamos uma aplicacio ¢ : SO(2) — S!' que associa a cada matriz M =
—c
€ SO(2) o nimero complexo z = a +ci € S* .
c a

_ / _ A
Entao, sendo M = @ M = ¢ ¢ € 50(2),
c a d d

aa' —cd —ac —d'c

ca' +ac ad —cc

d(M.M') = gb(( )) = (ad'—cd)+(ca'+ad)i = (a+ci).(a'+c'i) = ¢(M).p(M').
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4.5 Algumas Propriedades dos Grupos Classicos

Dessa forma, ¢ é um homomorfismo.

10 —
TambémKer(ng):{(O 1>}pois¢(<a C)):1:>azlec:06portanto¢é
c a

injetor.
a —c

Ainda, dado 2 = a4+ ci € S! tome M = (
c a

) € SO(2). Entao ¢(M) = z e

¢ é sobrejetor. Assim ¢ define um isomorfismo entre SO(2) e S'. De fato, ¢ define um

homeomorfismo entre SO(2) e S*. [
Proposicao 4.5.2 SO(n) é conexo por caminhos, para todo n.

Demonstragao: Provemos por inducao.

Paran =1,
S0(1) = {1},
que é conexo por caminhos.
Para n = 2,
SO(2) = S,

que também é conexo por caminhos.
Suponhamos o resultado verdadeiro para n — 1, isto é, SO(n — 1) é conexo por caminhos.

Entao para n, consideremos a aplicagao
p:SO(n) — S" 1.

Pelo Exemplo 4.4.1, p é uma fibracao localmente trivial com base B = S™! conexa por
caminhos e fibra tipica F' = SO(n — 1) conexa por caminhos pela hipdtese de indugao. Assim,

pelo Corolario 3.0.1, temos que F = SO(n) é conexo por caminhos. |

Para o que segue, R* denota o conjunto dos quatérnios, R denota o conjunto dos quatérnios
imagindrios puros, R denota o conjunto dos quatérnios reais, S® denota o conjunto dos

quatérnios de médulo 1 e “-” denota a multiplicacao de quatérnios.

Proposigao 4.5.3 Existe um homomorfismo continuo sobrejetivo ¢ : S* — SO(3), cujo
nicleo € {1,—1}.

Demonstragao: Seja u € S3. Consideremos a aplicagao ¢/, : R* — R* dada por ¢/, (w) =
w-w-ut weRY
Entao ¢!, é um operador linear. De fato, sejam w, w;,w, € R* e A € R.

o @l (wy +wy) =u- (wy +wy) - ut = (u-wy +u-wy) - u”

@ (wr) + ¢, (wa).

1 1

:u~w1~u_1+u~w2~u_ =
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4.5 Algumas Propriedades dos Grupos Classicos

o (Aw)=u-Aw-u! AER Mu-w-u™) =\, (w).

Além disso,

el = llu-w -] = [Jul] - [Jw]] - [Ju™ || = [w]

: ~1 3
pois u,u”" € 5.
Desse modo, o operador ¢/, é um operador ortogonal.

1

Ainda, ¢/ (1) =u-1-u™t =wu-u"' =1. Assim, para qualquer w € R

Puw) = ¢ (wl) =w-g(1) =w-1=w.

Portanto ¢/,(R) C R. Logo, ¢!, torna o subespago R invariante.
Como R3? é o complemento ortogonal de R em R*, ¢! também deixa R? invariante.
Restringindo ¢/, ao subespago R3, obtemos um operador ortogonal ¢, : R? — R?, definido

por p,(w) = ¢, (w) =u-w-ut, Yw € R, o qual estd bem definido pois ¢, (R?) C R3.

1 1

A matriz de ¢, em relagao a base {i, j, k} de R? tem como colunas os vetores u.i.u™', u.j.u~
e u.k.u™!, que dependem continuamente de u € S®. Temos det(p,) = £1 para todo u € S3.
Como S® é conexa, e para u; = 1, vale det(p,,) = 1, segue-se que det(p,) = 1 para todo
u € 53, pois se existesse ug € S® tal que det(p,,) = —1 entao a aplicagao g : S* — {—1,1}
dada por g(u) = det(y,) seria uma aplicagao continua e sobrejetora de S® em {—1,1}, o que
acarretaria S® desconexa (absurdo).

Logo ¢, € SO(3), qualquer que seja u € S*, o que nos d4 uma fungao continua ¢ : S —
SO(3), onde a cada u € S* associamos o operador ortogonal ¢, : R® — R3 definido acima.

Desde que para todo w € R3 e u,v € S3,

-1 -1

Puo(w) = (u-v)w- (uv) ™ =u-(vewv)uT = (o)) uTh = pulps(w)) = puopu(w),

temos ©,., = @y © Y, € portanto ¢ é um homomorfismo de grupos.

Calculando o Ker(y), temos
Ker(p) ={u € S ¢(u) =idps} = {u € S*;u-w-u' =w,Vw € R*}.

Assim,
Ker(p) = {u e S%u-w=w-u,Vw € R},

ou seja, u comuta com todo w € R3, em particular, comuta com todo imagindrio puro e além

disso u € S3. Entao, pelo Lema 1.5.1, u = 1. Logo,

Ker(p) ={-1,1}.
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Em outras palavras, dados z,y € S3,

p(r) = p(y) & p(@)o(p(y) ™! = idps & p(2)op(y™") = ides & p(ry™') = idps & zy ™ = £1

&y =t

Em particular, ¢ ¢ localmente injetiva. Para concluir a demonstragao, resta-nos apenas
provar que ¢ é sobrejetiva. Como S® é compacta e SO(3) é conexo, basta mostrar que ¢ é
uma aplicagdo aberta. De fato, como S® é compacta e ¢ é continua, ¢(S%) é compacto em
SO(3). Como SO(3) é um espago Hausdorff, segue que ¢(S?) é fechado em SO(3). Por outro
lado, se ¢ é uma aplicagao aberta, p(S%) é um subconjunto aberto de SO(3). Logo ¢(S53) é um
subconjunto nao vazio, aberto e fechado de SO(3). Como SO(3) é conexo entao ¢(S?) = SO(3)
e ¢ ¢é sobrejetiva.

Mostremos agora que ¢ é uma aplicagao aberta. Comegamos observando que ¢ é uma
aplicacao de classe C° pois para cada u € S®, os elementos da matriz de ¢, sdao funcoes
infinitamente diferenciaveis de u. Como ¢ é um homomorfismo de grupos, seu posto é constante.

Pela Proposicao 1.3.1, ¢ é uma imersao (visto que ¢ é localmente injetiva), logo seu posto
¢ maximo, isto é, igual a 3, visto que pela observacao 4.1.1, SO(3) é uma superficie compacta
de dimensao 3. Em particular ¢ é uma submersao e portanto pela Proposi¢ao 1.3.1, ¢ é uma

aplicacao aberta. [

Do fato que Kerp = {—1,1} e portanto dados w,w' € S3,
p(w) = p(u') & w = tuw',
e ainda ¢ ¢é sobrejetiva, obtemos uma bem definida bijecao continua
7P =S5/{-1,1} — SO(3)

dada por ((1]) = ¢().
Como P? ¢é compacto e SO(3) ¢ Hausdorff, entao ¥ ¢ um homeomorfismo. Daf resulta o

Corolério 4.5.1 O espago topolégico SO(3) é homeomorfo ao espago projetivo P3. [ |
Proposigao 4.5.4 O espaco topoldgico SO(4) é homeomorfo ao espago topolégico SO(3) x S3.

Demonstragao: Seja h : SO(4) — SO(3) x S? a aplicagao continua que associa a cada
operador ortogonal 7' : R* — R* em SO(4) o par (T",w) € SO(3) x S3, onde w = T(1)
é o quatérnio de médulo 1 (imagem do quatérnio 1 por T'), e T" : R® — R3? ¢ dada por
T'(v) = T(v) - w™! (multiplicagao de quatérnios) para todo v € R3.

Como T'(1) = 1, entao T"(R) C R. Logo, T'(R3) C R?.
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Além disso, w = T(1) € R* e ||T(1)|| = 1, ou seja, w € S3.

17" ()l = [|T(v) - w™ ] = |7 ()] [Jw™ || = [Jvl]

e portanto 7" ¢ uma isometria de R3. Como T"(0) = T'(0) - w™ = 0 entdao T’ é um operador
ortogonal do R3. Ainda, desde que detT = 1 segue que det[w, T'(z),T(j),T(k)] = 1 e portanto
det[1,T(i) - w™,T(j) -w™, T(k) - w™'] = 1, ou equivalentemente, det[1,T"(i),T"(j), T’ (k)] = 1.
Logo det[T"(i), T'(j),T'(k)] = 1 e portanto T" € SO(3).

Assim h estd bem definida.

Dados T, U € SO(4),

Como T'(1) = U(1), tem-se T'= U. Logo, h ¢ injetora.
Agora, dado (T",w) € SO(3) x S3, definamos T : R* — R* por

T =w, T@)=T(0) -w, T(H)=T'() weT(k)=T'(k) w
e estendamos por linearidade para todo R*. Assim, é facil verificar que para todo x € R*,
T ()] = ],

pois T" € SO(3) e w € S5.

Como T'(0) = 0 entao T' é um operador ortogonal do R*. Por outro lado temos detT =
det[w, T'(7) - w, T'(j) - w, T'(k) - w] = det[1,T"(2), T"(j), T"(k)] = det[T"(z), T"(j), T"(k)] = 1 e
assim 7' € SO(4).

Como h(T) = (T",w), h é sobrejetora.

Ainda, b~ : SO(3) x S% — SO(4) dada por h"Y(T',w) = T onde T : R* — R* é definida

como acima, é a inversa continua de h. Portanto A é um homeomorfismo. [ |

Grau de wma Aplicacdo

Para a definigdo seguinte usaremos a homologia da esfera S™(veja [4], p.38).

Definicao 4.5.1 Para uma aplicacao g : S™ — S™ com n > 0, a aplicacdo induzida g, :
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H,(S™) — H,(S™) é um homomorfismo de um grupo ciclico infinito nele prdoprio e assim deve
ser da forma g.(a) = da para algum inteiro d dependendo somente de g. Este inteiro d é

chamado o grau de g, e serd denotado por deg(g).

Alguns resultados do grau de uma aplicagao de S™ — S™ sao:

a) deg(f o g) = deg(f).deg(g);

b) a aplicacao antipoda a : S™ — S™, definida por a(x) = —z para todo x € S™, tem grau
(=1

¢) Se i, denota a identidade de S™, deg(i,) = 1;

d) f,g: 5™ — S™ sdo homotdpicas se, e somente se, deg(f) = deg(g).

Observagao 4.5.1 Para cada v € S", seja f(x) a reflezdo de R™' sobre o hiperplano
ortogonal a x. FEntao f : S™ — O(n + 1) é continua e, considerada como uma aplicagdo
de S™ no espago das fungoes F(S™,S™), f tem uma adjunta f : S™ x S* — S™, dada por
fz,y) = f(2)().

Lema 4.5.1 A aplicagao f: S"x S" — S™ € do tipo (1 — (—=1)",—1); isto é, f |snxy tem

n

grau 1 — (=1)" e f|m><5n tem grau —1, para cada x,y € S™.

Demonstragao: Veja [10], p. 197. |

Se f(z) denota a reflexao de R™"! sobre o hiperplano ortogonal & z, considere f, ; =
fulS™1 8"t — SO(n), onde f, : S" — SO(n + 1) é definida por f,(z) = f(z) o f(ep),
onde ey é o primeiro vetor da base canonica do R"*! e S"~! ¢ visto como o conjunto de pontos
(20, Z1, .oy Tp_1,0) € S™.

Teorema 4.5.1 A aplicagio f,_1 : S"' — SO(n) representa o elemento (—1)""w, , €

Tt (SO(n)).

Demonstragao: Para cada x € S™, seja f(z) a reflexdo de R™*! sobre o hiperplano ortogonal
ax.

Vamos ilustrar para o caso n = 1:
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4.5 Algumas Propriedades dos Grupos Classicos

Os vetores x e § — y sao paralelos, entao y —y = Az, A € R.
Dai,
_ _ xeS™ ,_

Seja 0 o angulo entre os vetores z e y. Entdo (7 — ) é o angulo entre z e 7.
Observe que

{y, 2) = [lyll.[|z[[cost = |[y||cos®,

(@, 2) = |[glll|z]|cos(m — 8) = |[g]|cos(m — 6).
Mas, ||y|| = ||7]| e cos(m — 8) = —cosf. Logo,

(@, 2) = [lyl|(=cost) = —|lyl|cosd = —(y, z).
Assim,
= <y7 *7:) - <y,fE> = —(y,iC) - (y,x> = —2<$,y>.

Como §j — y = Az,

y—y=—"2@x,yr=y=y— 2,y

Desse modo, para qualquer y € R™"*!,

Com isso, dados y,z € R"", 2 € S" e A € R,
f@)y+2)=y+2z=2x,y+2)z=(y — 2z, y)z) + (2 — 2(z, 2)z) = f(z)(y) + f(z)(2),

f(@)(A\y) = Ay — 2(z, Ay)z = Ay — 2(z, y)x) = Af(z)(y),
e, além disso,
(f(@)(), [(2)(2)) = ((v—2(x,y)x), (2 — 2(x, 2)x))

(y,2) — 2(x, 2)(y, z) — 2(z, y)(x, 2) + Kz, y)(z, 2)(z, z) ,
= (y,2)

ou seja, obtemos uma aplicacao continua f : S™ — O(n+ 1) (O(n+ 1) é o grupo ortogonal
constituido de todas as transformacoes lineares 7' : R*"*! — R"*! que preservam produto

interno), onde a cada x € S™ associamos a reflexao f(x).
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Como, para cada x € S™, f(z) preserva produto interno, a aplicacao estd bem definida.
Considerando f : 8" — F(S™,S™) definida por

f(@) = f(z) |sn,
pela Observacio 4.5.1, f possui uma adjunta f : S® x S —» S". dada por f(x, y) = f(z)(y).
Entao, dados x = (xg, 21, ..., 2,) € S™ e {eg, €1, ..., €, } a base canonica de R,

n

f(x)(e;) = e;—2(z, e;)x = e;— 2z, = e;—2x; Za:jej = ei+Z(—2xix]~e]~) = Z(éij—inxj)ej,

§=0 5=0 §=0
. 1, sei =3
t=0,...,n, onde 0;; =
0, sei#j
Desse modo, a matriz de f(x) é
1—212 —2mmg ... —2m,70
—2xox1 1-— 23:% .. 2T,
[f(@)] =
—2x0r, —2r1%, ... 1—222

Definamos f,, : 8™ — SO(n + 1) pondo f,(z) = f(z) o f(ep), sendo ey o primeiro vetor da
base canonica de R" .
Observemos que det[f(z)] = 1 — 2||z||* = —1 para todo z € S™.

Calculando o determinante da matriz [f(eo)]:

—eg, set =0

fleo)(ei) = i — 2(eq - ei)eg =

e, sei#0
Assim,
-1 0 ... 0
0O 1 ... 0
[f(@o)] = . - . )
0 0 1

e det[f(eg)] = —1.

Desse modo,

det([f(x) o f(eo)]) = det([f(2)]). det([f(eo)]) = (=1)(=1) =1,
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ou seja,

f(z)o f(eg) € SO(n+1).

Sejam E" o hemisfério norte da esfera S™ e S"~! o seu bordo, fazendo z, = 0. A aplicagio
fo |gn envia (E%, S*71) em (SO(n 4 1), 50(n))).
De fato: f,,(S™) C SO(n+ 1) entdo f,(E7) C SO(n+1).

Ainda, se x € S"7!, z = (29,21, .., Tpn_1,0),

1— 222 27179 ... —2Tp_17o O Lo
—2x07 1—222 ... —2x,.171 O -
o o e 0 1 ...0
@) = [f@efle)] = | T I =
—20 0T =21 Tpq ... 1—222_, 0 o
ot ot nt 0 0 ...1
0 0 . 0 1
-1+ Qx(z) —2r129 ... —2Tp_179 O
2x0x1 1-— Qxf . —2x,171 O
200Tp—1 —2X1%Tp-1 ... 1— QxELfl 0
0 0 . 0 1

Logo, fn(S™1) C SO(n).

fn‘ n
Obtemos entao E7 7 SO(n + 1) -2+ S™, de forma que, dado = € E?, po f, lep (2) =
(f(x)o f(eo))(en)( vide Observacao 4.4.1).

Tem-se que

fleo)(en) = e, — 2(eq, en)enq = €y.
Logo,
po fuley (x) = f(x)(en) = en — 2(z, €n).
Definamos g : S® — S™ por

g(x) = f(x)(—e,) = —e, + 2(x, e,)x.

Dai, g [gn-1: S" 1 — {—e,}.
De fato, se v € S™1,

g(ﬁ) = —e, + 2<$, €n>$ = —e, + 2<($0, ey L1, 0), (0, ey O7 1)>£L‘ = —e,.

Considere gy [pr= g |pp € g+(E") = {—ex}, sendo E” o hemisfério sul de S™.
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Desde que g, (z) # —x para todo x € S", g, : 8™ — S™ é homotépica a identidade via a

t 1-1
homotopia G : 5™ x [ — 5™ definida por G(z, ) = Hti i 21 t%?giill
— )9+
Estenda p o f,, sobre toda S™ pondo po f,(E™) = {e,}.

Assim, po f, = —g, =aog,,onde a:S" — S™ é a aplicagdo antipoda.

e portanto deg(g;) = 1.

Dai, po f, : S* — S™ é tal que
deg(po fn) = deg(ao gy) = deg(a)deg(gy) = (—=1)"'1 = (=1)"*+".

Seja i, : 8™ — S™ a aplicagao identidade. Entao, [i,] é um gerador de 7, (S™) = Z.

Logo, ([in]) = mn(S").

Na seqiiéncia de homotopia do fibrado B = (SO(n + 1),p,S™, SO(n)) considere o
homomorfismo 7, (S™) =, Tn-1(S0(n)) e faga A([in)) = w1 € m—1(SO(n)).

Observe que fnfl = fn |S"—1 € [po fn] = [p © fn % Zn] = (po fn)*([zn]) = deg(po fn>[zn} =
(1)1,

Dali,

woe1 = A([in]) = (1) sy = (1) A([ia]) TE™ A1) in]) = Alpo fa]) =

A=dop; !

dop.t opu([ful) = 8([fu]) = [fu lsn1] = [fu-a]-
Portanto, f,_; : S" ' — SO(n) representa o elemento (—1)"*'w, ; € m,_1(SO(n)). A
Segue do Lema 4.5.1 que a aplicacdo po fn,_1 : S" ! — S"! tem grau 2 se n é par. Isto
é equivalente a dizer que [p o f,—1] = 2[in—1]. Logo p.([fn-1]) = 2[in—1]. Pelo Teorema 4.5.1,
[fo1] = —wp—1 € m1(SO(n)). Assim, po(w,—1) = —2[in—1] onde [i,—1] é¢ um gerador de

Tn—1 (Sn_l) =7.

Portanto, se n é par, {(w,_1) = p; ' ({(—2[i,_1])) e daf temos o

Corolario 4.5.2 Se n € par entao w,_1 gera um subgrupo ciclico infinito de 7, _1(SO(n)). W

Propriedades dos Grupos U(n) e SU(n)

Proposicao 4.5.5 Para todo n, o espago topoldgico U(n) é homeomorfo ao espago topoldgico
St x SU(n)

Demonstragao: Definamos a aplicagao continua

f:S8' x SU(n) — U(n)
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por f(u,T) = R, onde R é a matriz obtida multiplicando-se a primeira coluna de T por u e
mantendo fixa as demais.
Sejam v € St e T € SU(n).

Identificando a matriz T por [vy, ve, ..., v,], temos que det(T) =1 e

1, sei =3
(vi, v;) = bij = o
0, sei#J
Assim,
f(u, T) = R = [uvy, vg, ..., v,].
Como

(uvy,v5) = u(vy, v;) = 0,

para todo j =2,...,n, e

[lwv]| = [uf*lJor]] = 1,

temos que R é uma matriz unitaria. Logo f é bem definida.

Agora definamos a aplicacao continua
g:U(n) — S' x SU(n)

dada por g(R) = (det(R),T’), onde T" é obtida de R dividindo-se a primeira coluna de R por
det(R).
Assim, sendo R = [wy, wy, ..., w,], entdo T = [#&%),wg, ceey W)

Uma vez que
w1 1

Fetm ) = denm)

<w17wj> =0,

para todo j =2,...,n, e
! |||

Hdet(R)H " [ det(R)|2

temos que T é uma matriz unitaria. Além disso,

=1,

det(T) = ﬁ(R)det(R) = 1.

ou seja, T € SU(n).

Por outro lado, como R ¢ unitéria, sendo I,, ¢ a matriz identidade de ordem n, temos

R.R' = I, = det(R). det(R?) = 1 = det(R).det(R!) = 1 = det(R).det(R) = 1 =

|det(R)| =1 = det(R) € S".
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Assim g é bem definida.
Verifiquemos agora que g é a inversa de f.
De fato, dados T = [vy, va, ..., v,] € SU(n) e u € S, temos:

go f(u> T) = g(f(uv [U1>U2> ’Un]))
g([uvy, v, ..., v,])

= (det[uvl, V2, .uny ’Un], [m, Vo, ..., Un])

Como det[uvy, ve, ..., v,] = u det|vy, va, ..., v,]) = u det(T) = u, pois det(7T") = 1, segue que

go f(u,T) = (u, [v1,v2, ..., v,]) = (u,T).

Analogamente, sendo R = [wy, w, ..., w,] € U(n),

w1 wq
R) = f(det(R), | —— vy Wy]) = [det(R) ———=, wa, ..., w,| = (w1, ws, ..., w,] = R.
f 0 9(R) = F(Aet(R). [t s o tn]) = [et(R) g, wor o wn] = oo 0,0
Nessas condigoes, temos que f é um homeomorfismo. |

Proposicao 4.5.6 SU(n) é conexo por caminhos, para todo n.

Demonstracgao: Provemos por inducao sobre n.
Paran =1,

SU(1) = {1}

que é conexo por caminhos.

Para n = 2, consideremos a fibragao localmente trivial
p:SU((2) — S

que possui base S? e fibra tipica SU(1) ambas conexas por caminhos. Pelo Coroldrio 3.0.1,
tem-se que SU(2) ¢é conexo por caminhos.
Suponhamos que o resultado seja valido para n—1, ou seja, SU(n—1) é conexo por caminhos.

Entao, para n consideremos a fibracao localmente trivial
p:SU(n) — S¥ 1,

Como a base B = S?"~! é conexa por caminhos e a fibra tipica F' = SU(n — 1) é conexa
por caminhos pela hipdtese de indugao, de acordo com o Corolario 3.0.1, SU(n) é conexo por

caminhos. [
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Proposigao 4.5.7 O espago topolégico SU(2) é homeomorfo a esfera S3.

Demonstragao: Consideremos a fibracio localmente trivial p : SU(2) — S* dada no

d —c
Exemplo 4.4.2. Observemos que 7' € SU(2) pode ser vista como uma matriz do tipo ( y )
c

d
com ¢,d € Ce |c]*+|d|* = 1. Entao p(T) = T(1,0) = ( > Logo, p~' : S% — SU(2) definida
c

r =y

por pt(z,y) = (
Y

De fato, dado (z,y) € S®, temos

> é a inversa continua de p.

Portanto p é um homeomorfismo. [ ]
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CAPITULO

5

Calculo de Grupos de Homotopia dos Grupos

Classicos

5.1  Grupo SO(n)

Grupo Fundamental

O grupo SO(1) = {1} é formado por um tnico elemento. Logo
m(SO(1)) = 0.

Pela Proposicao 4.5.1, SO(2) = S1, entao 71 (SO(2)) = m1(S') o que implica
m(SO(2)) = Z.

Pelo Corolario 4.5.1, SO(3) é homeomorfo ao espaco projetivo P3. Portanto, segue do
Exemplo 2.1.2 que
m(SO(3)) = Zs.

Como conseqiiéncia da Proposi¢ao 3.1.1 temos o
Corolario 5.1.1 Para n > 4, tem-se m(SO(n)) = Zs.

Demonstracao: Faremos a prova por indugao sobre n.

Para n = 4, consideremos a aplicagao
p:S0(4) — S3
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5.1 Grupo SO(n)

dada no Exemplo 4.4.1.

A aplicagdo p é uma fibracio localmente trivial com espaco total SO(4), base S? e fibra
tipica SO(3).

Como SO(3) é conexo por caminhos, S* ¢é simplesmente conexa e m(S®) = 0 (vide

Observagao 2.2.3), entao, pela Proposigao 3.1.1,

Suponhamos o resultado vélido para n — 1 > 4, isto é, m (SO(n — 1)) = Zs.

Provemos para n > 5. Temos a fibracao localmente trivial
p:SO(n) — S"1

dada no Exemplo 4.4.1. Esta fibragdo possui espago total SO(n), base S"! simplesmente
conexa e fibra tipica SO(n—1) conexa por caminhos, com m2(S"~!) = 0 (vide Observagao 2.2.3).
Entao

m(SO(n)) = m(SO(n — 1)) = Zo.

Portanto,
m(SO(n)) = Zy, n > 4.

Grupos de Homotopia de Ordem Superior

Célculo do Grupo de Homotopia de SO(n) no nivel k = 2:

e O grupo SO(1) possui somente o elemento neutro. Logo,
m(SO(1)) = 0.

e Pela Proposicao 4.5.1, tem-se que SO(2) = S'. Dai, m(SO(2)) = m2(S'). Entao, de
acordo com a Observagao 2.2.3,
m(SO(2)) = 0.

e Para o grupo SO(3), usaremos a seqiiéncia exata do fibrado dado no exemplo 4.4.1
. — m(S0(2)) <5 m(SO(3)) L5 my(5?) 25 1 (SO(2)) — m (SO(3)) 25 m1(S52).
Como 7(S?) = 0, entao p, é o homomorfismo nulo, de onde resulta que i, é epimorfismo.

Logo, Im(i.) = m(SO(3)).
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Pelo Teorema do Isomorfismo,

m(SO(2)) -
Ker(i,) 1(SO@)).
Mas m1(SO(2)) = Z, m(SO(3)) = Zy e Ker(iy) = Im(A). Assim,

Z
Im(A)

Desse modo, A : m5(S?) — m(SO(2)) (A : Z — 7)) é monomorfismo. Logo, Ker(A) =
{0}. Entao I'm(p.) = {0}. Portanto p, é o homomorfismo nulo.

Entao temos a seqiiéncia exata
. — m(SO(2)) =5 m(SO(3)) 250 — ...

Como m(S0O(2)) =0,
m(S0(3)) = 0.

e Para n = 4 temos a seqiiéncia exata
. — m(SO(3)) 25 my(SO(4)) 25 (S — ..
Como m3(SO(3)) = 0 e m(S?) = 0 segue que
m(SO(4)) = 0.
e Para n > 5, consideraremos a seqiiéncia exata
(ST 25 1 (SO(n — 1)) —5 m(SO(n)) 25 mp(S77) — ..

Pela Observagao 2.2.3, mo(S"!) = m3(S™™1) = 0 sempre que n > 5.
Assim,
W 025 (SO — 1)) <5 1(SO(n)) — 0 — ..

o que nos fornece m(SO(n — 1)) = m(SO(n)), n > 5, ou seja,
0=m(SO4)) = m(SO(5)) = m(S0(6)) = ...

Desse modo,
m(SO(n)) =0, n > 5.

Calculo do Grupo de Homotopia de SO(n) no nivel k = 3:
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5.1 Grupo SO(n)

e Grupo SO(1) = {1}:
m3(SO(1)) = 0.

e Grupo SO(2): Pela Proposi¢ao 4.5.1, m3(SO(2)) = m3(S'). Portanto, pela Observagao
2.2.3:
m3(S0(2)) = 0.

e Para o grupo SO(3), consideremos a seqiiéncia exata
. m(SO(2)) = my(SO(3)) L my(5?) -2 m(SO(2)) — ...

Como 73(SO(2)) = m(SO(2)) = 0, resulta que 73(SO(3)) = 73(S?).
Mas pela Observacao 2.2.3, m3(S?) = Z. Logo,

m3(SO(3)) = Z.
e Grupo SO(4): Consideremos a seqiiéncia exata
L m(S%) <5 m(SO(3)) 5 m(SO(4)) £ (%) < m(SO(3)) — ..
Temos m(SO(3)) = 0 e 73(S3) = Z (vide Observagao 2.2.3).
Além disso, por m4(S?) = Zy (vide Observagao 2.2.3) e m3(SO(3)) = Z, temos a aplicagao
A Zy — 7.

Mas, Zy = {0,1} e por A ser homomorfismo, A(0) =0 € Z.
Seja A(1) = z, para algum x € Z. Dali,

T+T1=0=A0+D)=A0) YL AD)+AD)=0=2+2=0=22=0= 2 =0.

Portanto A é o homomorfismo nulo.

Desse modo, a seqiiéncia exata passa a ser
0 — Z -y (SO4) B Z — 0 — .
e sendo Z livre (Exemplo 1.1.1), a seqiiéncia cinde. Entéao
m3(S04)) =Z D 7.
e Para o grupo SO(5), consideremos a seqiiéncia exata

o m(8Y) 25 m3(SO(4)) - m3(SO(5)) 2 ms(SY) — ..
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5.1 Grupo SO(n)

Como 73(S*) = 0, p. ¢ 0 homomorfismo nulo. Portanto, Ker(p,) = m3(SO(5)) = Im(i.).

Aplicando o Teorema do Isomorfismo,

m3(SO(4))

m3(50(9)) = Ker(is)

Mas, m3(S0(4)) =Z & Z e Ker(i,) = Im(A). Logo

YASY/

Agora, pelo Coroldrio 4.5.2, temos I'm(A) = (w3) e ws = A([i4]), sendo ig : S* — S* a
aplicacao identidade.

Mas, ([i4]) = 74(S?*) = Z, entao Im(A) = (ws) = Z.

Dai,

e Para o grupo SO(n), n > 6, consideremos a seqiiéncia exata

o (ST 25 my(SO(n — 1)) 5 my(SO(n) 2 my(SmY) — .
Da Observagao 2.2.3, m3(S" 1) = m4(S" 1) = 0se n—1 > 5. Entao temos a seqiiéncia exata

= 0 — m3(SO(n — 1)) =5 13(SO(n)) — 0 —> ..

de onde se conclui que m3(SO(n — 1)) = 73(SO(n)), sempre que n > 6.
Logo, Z = m3(S0(5)) = m3(S0(6)) = m3(SO(7))

Portanto,

I
12

m3(SO(n)) =Z, n > 6.

5.2 Grupo U(n) e SU(n)

Grupo Fundamental

Segue da defini¢do do grupo SU(1) que ele s6 possui o elemento neutro, assim, SU(1) = {1}.
Entao

Como conseqiiéncia da Proposicao 3.1.2 temos o

Corolario 5.2.1 Para todo n, SU(n) é simplesmente conexo e m(U(n)) = Z.
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5.2 Grupo U(n) e SU(n)

Demonstragao: Inicialmente, observemos que para todo n, SU(n) é conexo por caminhos
(vide Proposigao 4.5.6).

Temos que SU(1) = {1} é simplesmente conexo, pois SU(1) é conexo por caminhos e
™ (SU(1)) = 0.

Para n = 2, consideremos a fibragao localmente trivial
p:SU(2) — S,

dada no Exemplo 4.4.2, que possui base S simplesmente conexa e fibra tipica SU(1) conexa
por caminhos. Pela Proposi¢ao 3.1.2 tem-se que o grupo fundamental de SU(2) é isomorfo a

um grupo quociente do grupo fundamental de SU(1). Mas m1(SU(1)) = 0. Logo
m(SU(2)) = 0.

Suponhamos agora que SU(n — 1) é um espago simplesmente conexo para n —1 > 2, isto é,
SU(n — 1) é conexo por caminhos e m (SU(n — 1)) = 0.
Provemos para n > 3. Para isto basta mostra que 71 (SU(n)) = 0. De fato, consideremos a

fibragao localmente trivial

p:SU(n) — S¥1

com base $?"~! e fibra tipica SU(n — 1), dada no Exemplo 4.4.2.

Como S?"~! ¢ simplesmente conexa (vide Exemplo 2.1.3) e SU(n — 1) é conexo por
caminhos, segue pela Proposigao 3.1.2 que m(SU(n)) é isomorfo a um grupo quociente do
grupo fundamental 7 (SU(n — 1)) = 0 (hipdtese de indugao).

Portanto

m1(SU(n)) = 0,Vn.

Como, pela Proposicao 4.5.5, para todo n, temos
U(n) = S* x SU(n)

entao

m(U(n)) = 7 (SY) x m(SU(n)) = m(U(n)) = Z x {0}.

Portanto,
m(U(n)) = 2.

Grupos de Homotopia de Ordem Superior
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5.2 Grupo U(n) e SU(n)

Célculo do Grupo de Homotopia de SU(n) no nivel k = 2:

e Como o grupo SU(1) possui somente o elemento neutro,
m(SU(1)) = 0.

e Pela Proposigao 4.5.7, SU(2) é homeomorfo a S3, assim m5(SU(2)) = m5(S5?). Como, pela
Observagao 2.2.3, m(S%) = 0 segue que

m(SU(2)) = 0.
e Para o grupo SU(n), n > 3, consideremos a seqiiéncia exata
o (ST By (SU(n — 1))~ m(SU(n)) 25 mo(S21) — .

Como 2n —1 > 5, m3(S*" 1) = my (5%~ 1) = 0 (vide Observacao 2.2.3), e portanto obtemos

a seqiliéncia exata
=0 — m(SU(n — 1)) =5 m(SU(R)) — 0 — ...
de onde resulta que
mo(SU(n — 1)) = m(SU(n)), n > 3.

Logo,
0=m(SU(2)) = m(SU(3)) = m(SU4)) = ...

Portanto,
m(SU(n)) =0, Vn.

Calculo do Grupo de Homotopia de SU(n) no nivel k = 3:
e Como SU(1) = {1}:

m5(SU(1)) = 0.

e Pela Proposicao 4.5.7, SU(2) ~ S e, pela Observacgao 2.2.3, w3(S?) = Z. Logo

e Para o grupo SU(n), n > 3, consideremos a seqiiéncia exata

o (SN B i (SU(n — 1)) =5 m3(SU(n)) 25 (S — ..

Como 2n—1 > 4, sempre que n > 3, pela Observacao 2.2.3 tem-se m4(S*" 1) = 73(5?"~1) =
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5.2 Grupo U(n) e SU(n)

Sendo assim, obtemos a seqiiéncia exata
=0 — m3(SU(n — 1)) =5 73(SU(R)) — 0 — ...

Dessa forma, m3(SU(n)) = m3(SU(n — 1)), n > 3.
Portanto,
m3(SU(n)) =Z, n > 3.

Para o calculo do Grupo de Homotopia de U(n), lembramos que, conforme Proposic¢ao 4.5.5,

U(n) ~ St x SU(n), para todo n. Logo, m,(U(n)) = m1,(S*) x mx(SU(n)), para todo k.

Calculo do Grupo de Homotopia de U(n) no nivel k = 2:
e Como 73(SU(n)) = 0 para todo n e my(S?) = 0,

mo(U(n)) =0, Vn.

Calculo do Grupo de Homotopia de U(n) no nivel k = 3:
e Tem-se que m3(SU(1)) = 0 e m3(S') = 0 (vide Observagao 2.2.3). Logo,

m3(U(1)) = 0.
e Agora, m3(SU(n)) = Z para todo n > 2 e m3(S') = 0 (vide Observagao 2.2.3). Portanto,

73(U(n)) = Z, Yn > 2.
5.3 Grupo Sp(n)

Grupo Fundamental

e Inicialmente observemos que o grupo Sp(1) pode ser identificado com a esfera S? pois, se
M € Sp(1), M = [w], com w € R* e ||w|| = 1. Entdao Sp(1) = S3. Como 7;(5®) = 0 (vide
Observagao 2.2.3), entao
m(Sp(1)) = 0.

e Para o grupo Sp(n), n > 2, consideremos a seqiiéncia exata
o (S B 1 (Sp(n — 1)) =25 1 (Sp(n)) 2= (S,
Sempre que n > 2, tem-se 4n — 1 > 2. Logo, da Observagao 2.2.3, 7;(S4"71) = my(S4~1) =
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5.3 Grupo Sp(n)

0.
Portanto,
m1(Sp(n)) 2 m(Sp(n —1)) =0,Vn > 2.
Assim
0 = m(Sp(1)) = 7 (Sp(2)) = m(Sp(3)) = -+
Portanto,

m1(Sp(n)) = 0, Vn.

Grupos de Homotopia de Ordem Superior

Calculo do Grupo de Homotopia de Sp(n) no nivel k = 2:
e Desde que Sp(1) = 53 e my(S3) = 0 (vide Observacao 2.2.3), entao

72(Sp(1)) = 0.
e Para o grupo Sp(n), n > 2, consideremos a seqiiéncia exata
(ST 25y (Sp(n — 1)) 5 mo(Sp(n)) 25 m(ST) —

Temos que 4n — 1 > 3, sempre que n > 2. Assim, 73(S4"71) = mp(S4 1) = 0 (vide
Observagao 2.2.3). Logo,

mo(Sp(n)) = ma(Sp(n — 1)), Vn > 2.

Portanto,
mo(Sp(n)) =0, Vn > 2.

Calculo do Grupo de Homotopia de Sp(n) no nivel k = 3:

e Desde que Sp(1) = 53, segue que m3(Sp(1)) = 73(5%). Entao, conforme Observagao 2.2.3,
m3(Sp(1)) = Z.
e Para o grupo Sp(n), n > 2, consideremos a seqiiéncia exata
. — (S =, m3(Sp(n — 1)) LN m3(Sp(n)) 2= my (ST —
Como, para todo n > 2, 4n — 1 > 4, m, (S 1) = m3(54"~1) = 0 e portanto,

m3(Sp(n — 1)) = m3(Sp(n)), n > 2.
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5.3 Grupo Sp(n)

Logo,
m3(Sp(n)) = 7Z, Yn > 2.

5.4 Mais céalculos de Grupos de Homotopia dos Grupos Classicos

Nesta se¢ao faremos mais alguns calculos de grupos de homotopia dos grupos classicos SO(n),

SU(n), U(n) e Sp(n) para alguns valores de n.

Célculo do Grupo de Homotopia de SO(1) no nivel k = 4:
Como SO(1) = {1}, entao

m.(SO(1)) = 0.

Célculo do Grupo de Homotopia de SO(2) no nivel k = 4:
Como SO(2) = S* (vide Proposigao 4.5.1), m4(SO(2)) = m4(S'). Logo,

7(SO(2)) = 0.

Calculo do Grupo de Homotopia de SO(3) no nivel k = 4:

Considerando a seqiiéncia exata

. — m(SO(2)) N m4(SO(3)) 25 my(S?) 2, m3(S0(2)) — ...
Como m4(SO(2)) = m3(SO(2)) = 0, obtemos a seqiiéncia exata
0 — m4(SO(3)) L5 my(57) — 0
de onde se conclui que p, é isomorfismo. Mas, pela Observagao 2.2.3, m4(S?) = Zs, portanto
m4(SO(3)) = Zs.
Calculo do Grupo de Homotopia de SO(4) no nivel k = 4:

O grupo SO(4) é homeomorfo a SO(3) x S? (vide Proposicao 4.5.4). Como 74(SO(3)) = Z,
e m4(S®) = Zy (vide Observagao 2.2.3), entao

11(SO(4)) = Zy @ L.

Calculo do Grupo de Homotopia de SO(1) no nivel k = 5:
Como SO(1) = {1}, entao

5(SO(1)) = 0.

Calculo do Grupo de Homotopia de SO(2) no nivel k = 5:
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5.4

Mais calculos de Grupos de Homotopia dos Grupos Cléssicos

Pela Proposi¢ao 4.5.1, SO(2) = St e m5(S') = 0 (vide Observagao 2.2.3). Entao
m5(SO(2)) = 0.

Célculo do Grupo de Homotopia de SO(3) no nivel k = 5:

Consideremos a seqiiéncia exata
. — m(S0(2)) <5 m5(SO(3)) 2 m5(S2) = m(SO(2)) — .
Como 75(S0(2)) = m4(SO(2)) = 0, obtemos a seqiiéncia exata
. — 0 — 7m5(S0(3)) 25 m5(S?) — 0 — ...
Pela Observacao 2.2.3, m5(5?%) = Z,, e como p, é isomorfismo, segue que
75(SO(3)) = Zs.

Calculo do Grupo de Homotopia de SO(4) no nivel k = 5:

Temos que SO(4) ~ SO(3) x S? (vide Proposi¢ao 4.5.4).
Pela Observagao 2.2.3, 75(S%) = Z,, entdo

75(SO(4)) = Zs @ Zo.

Calculo do Grupo de Homotopia de SO(1) no nivel k = 6:

Como SO(1) = {1}, entdo

Calculo do Grupo de Homotopia de SO(2) no nivel k = 6:

Pela Proposicao 4.5.1, SO(2) = S' e 7(S') = 0 (vide Observagao 2.2.3). Entao
76(S0(2)) = 0.

Calculo do Grupo de Homotopia de SO(3) no nivel k = 6:

Consideremos a seqiiéncia exata
. — 16(S0(2)) < 76(SO(3)) L5 76(5%) <= w5(SO(2)) — ...
Como 76(SO(2)) = m5(SO(2)) = 0, obtemos a seqiiéncia exata
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5.4 Mais calculos de Grupos de Homotopia dos Grupos Cléssicos

Além disso, m6(S?) = Zio (vide Observacio 2.2.3), entao
76(SO(3)) = Zya.
Calculo do Grupo de Homotopia de SO(4) no nivel k = 6:

Temos que SO(4) ~ SO(3) x S (vide Proposicao 4.5.4).
Pela Observacao 2.2.3, ms(S?) = Z5, entao

76(SO(4)) = Zag @ Zns.

Calculo do Grupo de Homotopia de SU(1) e U(1) no nivel k = 4:
Temos SU(1) = {1}. Portanto,

T (SU(1)) = 0.

Como U(1) ~ S' x SU(1) (vide Proposicao 4.5.5) e my(S') = 0 (vide Observagao 2.2.3),
entao
m(U(1)) = 0.

Calculo do Grupo de Homotopia de SU(2) e U(2) no nivel k = 4:
Temos que SU(2) ~ S? (vide Proposigao 4.5.7) e m4(S%) = Z, (vide Observagao 2.2.3).

Portanto,

7T4(SU(2)) = ZQ.

Como m4(S') = 0, segue da Proposicao 4.5.5 que
7T4<U(2)) == ZQ.

Célculo do Grupo de Homotopia de SU(1) e U(1) no nivel k = 5:
Temos SU(1) = {1}. Portanto,

Como U(1) ~ S' x SU(1) (vide Proposicao 4.5.5) e m5(S') = 0 (vide Observagao 2.2.3),
entao
75(U(1)) = 0.

Célculo do Grupo de Homotopia de SU(2) e U(2) no nivel k = 5:
Temos que SU(2) ~ S* (vide Proposicao 4.5.7) e m5(S?) = Z, (vide Observagao 2.2.3).

Portanto,

75(SU(2)) = Zs.
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5.4 Mais calculos de Grupos de Homotopia dos Grupos Cléssicos

Como 75(S') = 0, segue da Proposigao 4.5.5 que

Célculo do Grupo de Homotopia de SU(1) e U(1) no nivel k = 6:
Temos SU(1) = {1}. Portanto,

76(SU(1)) = 0.

Como U(1) ~ S' x SU(1) (vide Proposicao 4.5.5) e mg(S') = 0 (vide Observagao 2.2.3),
entao

m6(U(1)) = 0.

Célculo do Grupo de Homotopia de SU(2) e U(2) no nivel k = 6:
Temos que SU(2) ~ S? (vide Proposigao 4.5.7) e m(S3) = Zo (vide observagao 2.2.3).

Portanto,

WG(SU(2)) = Zlg.

Como 76(S!) = 0, segue da Proposigao 4.5.5 que
7T6<U(2)) = 212.

Célculo do Grupo de Homotopia de Sp(1) no nivel k = 4:
Como Sp(1) = 83 e m4(S?) = Zy (vide Observagao 2.2.3), tem-se que

7T4(Sp(1)) = Zg.

Calculo do Grupo de Homotopia de Sp(n), n > 2, no nivel k = 4:

Consideremos a seqiiéncia exata
. — ms(SP) 2, m4(Sp(n — 1)) SN m(Sp(n)) 2= my (S —

Como n > 2, entdao 4n — 1 > 5, de onde resulta que 75(S5*"!) = 14(S*"~1) = 0. Dessa
forma,
ma(Sp(n)) = ma(Sp(n — 1)), n > 2.

Portanto,
7r4(Sp(n)) = ZQ, n > 2.

Calculo do Grupo de Homotopia de Sp(1) no nivel k = 5:
Como 5(S53) = Zy (vide Observagao 2.2.3) e Sp(1) = S? segue que

7T5(Sp(1)) = ZQ.
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5.4

Mais calculos de Grupos de Homotopia dos Grupos Cléssicos

Calculo do Grupo de Homotopia de Sp(n), n > 2, no nivel k = 5:

Consideremos a seqiiéncia exata

(SN B s (Sp(n — 1)) =5 m5(Sp(n))

Como n > 2, entao 4n — 1 > 6, e assim concluimos que 7g(S*"™1) = 75(S1"~1) = 0 (vide

Observagao 2.2.3). Logo,

D=

m5(Sp(n — 1)) = m5(Sp(n)), n > 2.

Portanto,

m5(Sp(n)) = Zg, n > 2.

Célculo do Grupo de Homotopia de Sp(1) no nivel k = 6:

Desde que Sp(1) = S3, ms(Sp(1)) = m6(S?). Como ms(S?) = Zy» (vide Observagao 2.2.3)

segue que

m6(Sp(1)) =

5.5  Resultados obtidos

Zlg.

= (ST — L

Finalmente, apresentamos uma tabela com os resultados obtidos :
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X k=1 | k=2 | k=3 k=4 k=5 k=6
SO(1) 0 0 0 0 0 0
S0(2) Z | o 0 0 0 0
SO(3) Z, | 0 | z Zs Zs oo
SO(4) Ly 0 |ZBL | LoD Ly | LoD Ly | Zng D Lo
SOn),n>5| Zs 0 Z

SU(1) o o o 0 0 0

SU(2) 0 0| z Z Zs Z1s
SUMn),n>3| 0 0 Z

U(1) Zz | ol o 0 0 0

U(2) Zz | o] z Z Zs o
Un),n>3 Z 0 4

Sp(1) 0 0 7 Ty Zs YAD
Sp(n),n>1 0 0 Z Zs Zs
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