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RESUMO Sao calculadas e analisadas fungoes de Wannier de elétrons num poten-
cial periédico com énfase nas funcgoes de Wannier generalizadas de méxima localizacao.
A maxima localizacao das fungoes calculadas é a sua propriedade mais relevante para as
aplicacoes em Ciéncia dos Materiais. Inicialmente, é apresentado um procedimento ana-
litico para calcular funcoes de Wannier generalizadas de localizacao méxima em cristais
unidimensionais com simetria de inversao. O método consiste em combinar linearmente
as fungoes de Bloch de duas bandas consecutivas com o intuito de se obter quase fungoes
de Bloch. As fung¢oes de Wannier generalizadas sao obtidas através do valor médio das
quase funcoes de Bloch sobre a primeira zona de Brillouin. Sao apresentados resulta-
dos analiticos e numéricos para um modelo diatomico do tipo Kronig-Penney. A fim de
verificar os resultados analiticos, sao apresentados também os resultados numéricos con-
seguidos através do método do operador de posicao projetado nas bandas consideradas.
Posteriormente, fungoes de Wannier de localizagao maxima de super-redes diatomicas com
simetria de inversao sao calculadas e analisadas. As fungoes de Wannier de cada banda
sao obtidas mediante a classificagao das bandas de energia segundo a simetria das fungoes
de Bloch nos pontos de simetria do cristal. Investiga-se também como a largura de uma
das camadas da super-rede influencia na classificacao das bandas de energia e na esco-
lha apropriada da fase das fungoes de Bloch. As funcoes de Wannier de bandas simples
sao comparadas com as fungoes de Wannier generalizadas, e suas relagoes com orbitais
moleculares e atomicos sao discutidas. Finalmente, sao apresentadas expressoes concisas
e gerais que permitem obter fung¢oes de Wannier de localizagao méxima de elétrons em
sistemas com diferente dimensionalidade e periodicidade. Para cristais de chumbo e de
silicio, o cédigo computacional wannier90 ¢ utilizado no calculo e anélise de fungoes de

Wannier tridimensionais.

Palavras chave: Funcao de Wannier generalizada, Fun¢ao de Bloch, simetria, loca-

lizagao e decaimento exponencial.
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ABSTRACT The Wannier functions of an electron in a periodic potential are in-
vestigated, with emphasis on the generalized Wannier functions of maximal localization.
The maximal localization of the calculated functions is their most important property for
applications in Materials Science. We first present an analytical procedure to calculate
maximally localized generalized Wannier functions in one-dimensional crystals with in-
version symmetry. The method consists in linearly combining of Bloch functions of two
consecutive bands, in order to obtain quasi-Bloch functions. The generalized Wannier
functions are obtained by the mean value of quasi-Bloch functions over the first Brillouin
zone. We present analytical and numerical results for the a diatomic Kronig-Penney mo-
del. In order to verify the analytical results, we also present numerical results obtained
using the method of the band-projected position operator. Then, maximally localized
Wannier functions of diatomic superlattices with inversion symmetry are calculated and
analyzed. Wannier functions of each band are obtained by classifying the energy bands
according to the symmetry of the Bloch functions at the symmetry points of the crystal.
It is also investigated how the width of one of the layers of the superlattice influences
the energy-band classification and the appropriate phase choice for the Bloch functions.
We compare the Wannier functions of simple bands with generalized Wannier functions,
and discuss their relations with molecular-like and atomic-like orbitals. Finally, we pre-
sent concise and general expressions for the calculation of maximally localized Wannier
functions in systems presenting different types of dimensionality and periodicity. For the
cases of crystalline lead and silicon, we make use of the wannier90 computational code to

calculate and analyze those functions.

Key words: Generalized Wannier function, Bloch function, symmetry, localization

and exponential decay.
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Capitulo 1

Introducao

As fungoes de Wannier foram introduzidas no contexto da Fisica do Estado Sélido
num trabalho sobre niveis eletronicos excitados em materiais isolantes, publicado pelo
fisico suigo Gregory Hugh Wannier em 1937 [1]. No referido trabalho, o autor apresenta
uma base completa de fungoes ortogonais como uma alternativa as fungoes de onda ato-
micas. A vantagem do uso de fungoes de Wannier neste trabalho da-se, justamente, pela
ortogonalidade das mesmas, uma vez que os orbitais de atomos vizinhos nao possuem
essa propriedade. Slater utilizou essas funcoes num trabalho tedrico sobre ferromagne-
tismo que publicou, também, em 1937 [2]. Uma curiosidade interessante neste fato é que
o artigo de Slater foi publicado logo em seguida ao artigo de Wannier, no mesmo exemplar
da revista.

Embora tenha auxiliado Slater [2, 3] e também Lowdin [4] nos respectivos trabalhos,
a pesquisa realizada por Wannier praticamente nao ganhou destaque entre 1937 e 1958.
Em 1958 e 1959, Walter Kohn publicou, respectivamente, uma nota e um artigo completo
sobre as propriedades analiticas de funcoes de Wannier de bandas simples em cristais
unidimensionais com simetria de inversao [5, 6]. Nestes trabalhos, Kohn demonstrou
que para cada banda existe uma funcao de Wannier real, simétrica ou anti-simétrica em
relacdo a um dos pontos de simetria do cristal e que a mesma decai exponencialmente
com a distancia. Em 1964, Eilenberger apresentou um trabalho onde calculou e analisou
funcoes de Wannier para potenciais sem simetria de inversao. Além de estender a teoria
desenvolvida por Kohn em 1959, o autor também calculou fungoes de Wannier de bandas
compostas, ou seja, grupos de bandas. Apesar de discutir importantes propriedades das

funcoes de Bloch e fungoes de Wannier, Eilenberger nao apresentou um método para



calcular fun¢oes de Wannier de localizagao méxima.

Em 1997, Marzari e Vanderbilt apresentaram um método para calcular fungoes de
Wannier de bandas compostas de localizagdo méxima para materiais tridimensionais [7].
O método apresentado consiste em minimizar, numericamente, a soma das variancias das
funcoes de Wannier de um grupo de bandas. Esse método, posteriormente, foi base para
um trabalho ainda maior: a elaboragao de um coédigo computacional para calcular fungoes
de Wannier tridimensionais, conhecido por wannier90 [8]. O wannier90 é um conjunto de
rotinas escritas e compiladas em Fortran, utilizando o sistema operacional Linux, e as
funcoes de Wannier obtidas podem ser visualizadas mediante o software livre XCrySDen
[9].

He e Vanderbilt, em seu trabalho de 2001, destacaram a existéncia de um decaimento
em lei de poténcia no comportamento assintético das funcoes de Wannier de localizacao
maxima. Entao, além do decaimento exponencial predito por Kohn em 1959, existe um
decaimento em lei de poténcia com expoente —3/4.

Embora possa parecer que os trabalhos sobre funcoes de Wannier estao distanciados
por um longo periodo de tempo, essa rapida viagem sobre a histéria das fungoes de Wan-
nier nao descreve todos os trabalhos, mas sim os principais. Muitos outros trabalhos
relevantes foram publicados desde 1937. As func¢oes de Wannier generalizadas, historica-
mente, comegaram a ser analisadas por volta dos anos 60 com des Cloizeaux [10], Brown
[11] e Kohn e Rehr [12]. No Brasil, um dos pioneiros nos calculos de fun¢oes de Wannier
¢ Nelson de Jesus Parada. Em 1969 publicou um trabalho sobre Funcoes de Wannier em
cristais [13]. Em 1970, Parada e Ferreira discutiram como a escolha de fase das fungoes
de Bloch influencia na localizagao das fungoes de Wannier [14]. Atualmente, alguns tra-
balhos brasileiros utilizam fungdes de Wannier em diferentes contextos, por exemplo, na
investigagao de propriedades de estados eletronicos de sistemas de elétrons definidos sobre
a rede Apoloniana [15] e também como uma maneira equivalente de se escrever fungoes de
onda para investigar emaranhamentos quanticos [16]. Os gréficos de fun¢oes de Wannier
comecaram a surgir com maior frequéncia nos anos 90, nos trabalhos de Pedersen et al.
[17] e Guerrero et al. [18]. A Figura 1.1 mostra fungbes de Wannier de um potencial
periodico composto por uma delta de Dirac por periodo. Nesse trabalho, Pedersen et
al. calculam fungoes de Wannier para diferentes escolhas de fase das funcoes de Bloch e

discutem a influéncia da escolha na localizacao das fungdes de Wannier [17]. A Figura



1.2 apresenta dois graficos do trabalho de Guerrero et al. [18]. Sao fun¢oes de Wannier
de um potencial periédico com simetria de inversao composto por duas barreiras e dois

pocos quanticos por periodo, dispostos alternadamente.
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Figura 1.1: Fungoes de Wannier das duas primeiras bandas de um potencial periddico

com simetria de inversao, calculadas e apresentadas por Pedersen et al. [17].

z/d

Figura 1.2: Funcoes de Wannier da primeira banda de um potencial periédico com simetria
de inversao composto por duas barreiras e dois pogos quanticos por periodo, reportadas

por Guerrero et al. [18].



10

Para termos uma ideia a respeito do uso das fungoes de Wannier no decorrer da
historia, basta observar os dados apresentados no grafico da Figura 1.3. Trata-se do
nimero de citagoes feitas ao trabalho inicial de Wannier [1] em cada década. Pode-se
notar o crescente interesse do publico académico nessas funcgoes, seja para contribuir no
desenvolvimento da teoria das mesmas, seja para contribuir com aplicagoes das fungoes

de Wannier nos mais diversos ramos da Fisica.

Figura 1.3: A curva em vermelho representa o nimero de artigos publicados citando a

Referéncia [1], agrupados por década. Fonte: http://prola.aps.org, em 21/10/2012.

Por volta do ano 2000, as aplicacoes das fungoes de Wannier tiveram um aumento con-
sideravel nas diversas areas da Fisica, tais como: cristais fotonicos [19, 20], propriedades
de semicondutores e propriedades de transporte [21, 22].

A Figura 1.4 mostra as fungoes de Wannier de localizagao maxima das seis primeiras
bandas num cristal fotonico bidimensional formado por cilindros dielétricos, imersos em
ar e dispostos em uma rede quadrada, reportada por Busch et al., em 2003 [19]. Para
obter as fungoes de Wannier de localizacao méaxima, os autores utilizam a mesma ideia
sobre minimizacao da soma das variancias estabelecida por Marzari e Vanderbilt em 1997

[7]. Sobre a figura apresentada, os autores destacam que a fungao de Wannier da segunda
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Figura 1.4: Fungoes de Wannier das seis primeiras bandas de um cristal fotonico bidimen-

sional [19].

banda é centrada no intersticio entre os cilindros, contrastando com as funcoes de Wannier
das outras bandas apresentadas. As cores azul e vermelha indicam o sinal da funcao de
Wannier, conforme indicado na barra vertical ao lado de cada painel.

Em 2010, Maria C. Romano et al. investigaram funcoes de Wannier de localizacao
maxima, magnéticas e elétricas, de cristais fotonicos unidimensionais e com simetria de
inversdo [23]. As fungbes de Wannier calculadas tém simetria definida nos centros de
simetria do cristal. Além disso, os autores analisaram também o decaimento exponen-
cial das funcoes. Na Fig. 1.5 estao representadas as funcoes de Wannier magnéticas de
localizagao maxima das quatro primeiras bandas de frequéncia de um cristal fotonico. O
cristal fotonico unidimensional é composto por camadas de materiais A e B, com diferen-
tes permissividades, dispostas de maneira alternada. A regiao sombreada corresponde ao
material A. A linha vermelha pontilhada corresponde ao centro da funcao de Wannier de
localizagao maxima. Esse trabalho e sua aplicagao no estudo de defeitos no cristal fazem
parte da Dissertagdo de Mestrado da primeira autora [24].

Ainda sobre fotonica, na Figura 1.6 sao mostrados os resultados de Stollenwerk et
al. [20] publicados em 2011. Nesse trabalho os autores usaram uma base de fungoes de
Wannier de localizagao maxima para descrever modos localizados em cristais fotonicos.

A figura mostra o médulo quadrado das fungoes de Wannier de localizagao maxima para
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Figura 1.5: Funcoes de Wannier magnéticas das quatro primeiras bandas de frequéncia de
um cristal fotonico unidimensional com simetria de inversao. A linha vermelha pontilhada
corresponde ao centro da funcao de Wannier de localizacao maxima e as faixas verticais

em cinza (branco) correspondem ao material A (B) [23].

Figura 1.6: Mdédulo quadrado das funcoes de Wannier de localizacao maxima para di-
ferentes cristais fotonicos. Na esquerda, modulo quadrado das funcoes de Wannier de
um cristal fotonico formado por cilindros de ar imersos em meio dielétrico e dispostos
em uma rede quadrada. Na direita, médulo quadrado das fungoes de Wannier de um
cristal fotonico formado por cilindros dielétricos imersos em ar e dispostos em uma rede
quadrada. As cores indicam o valor do médulo quadrado, conforme indicado mediante a

barra vertical na lateral de cada painel [20].
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diferentes cristais fotonicos. No painel da esquerda esta o modulo quadrado das fungoes
de Wannier de um cristal fotonico formado por cilindros de ar imersos em meio dielétrico
e dispostos em uma rede quadrada. No painel da direita esta o médulo quadrado das
funcoes de Wannier de um cristal fotonico formado por cilindros dielétricos imersos em ar
e dispostos em uma rede quadrada. O valor de IM esta relacionado com a maximizagao
das fungoes de Wannier. Quanto maior o valor de IM mais localizada é a funcao de
Wannier.

Por outro lado, em 2004, Calzolari et al. apresentaram uma abordagem para calcular
propriedades de transportes de cadeias atomicas unidimensionais a partir de primeiros
principios [21]. Para estudar a condutancia quantica de sistemas estendidos, os autores
calcularam func¢oes de Wannier de bandas emaranhadas. A Figura 1.7 é composta por
dois painéis: o da esquerda para cadeias atomicas lineares de Aluminio e o da direita
para cadeias lineares de C. Nos dois painéis temos: em (a) e (b), respectivamente, a
superficie de nivel das fungdes de Wannier tipo o e tipo 7 [21]. Em (c¢) apresenta-se uma
comparagao entre a estrutura de bandas obtida por primeiros principios (pontos cinzas)

e a obtida usando fung¢oes de Wannier. O painel (d) mostra a condutancia quantica.

Figura 1.72 Em (a) e em (b) s@o apresentadas as superficies de nivel das funcoes de
Wannier de cadeias atomicas unidimensionais de Al (painel esquerdo) e C (painel direito)
reportadas por Calzolari et al.. Em (a) e (b) estao as superficies de nivel das fungdes de
Wannier das cadeias. Em (c) apresenta-se uma comparagao entre a estrutura de bandas
obtida por primeiros principios (pontos cinzas) e a obtida mediante fung¢oes de Wannier

(linhas continuas). O painel (d) mostra a condutancia quantica [21].
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Em 2011, Shelley et al. apresentaram um método para determinar condutancia quan-
tica em sistemas quase-unidimensionais. Alguns desses resultados estao apresentados na
Figura 1.8. O painel da esquerda mostra as bandas do grafeno interpoladas por funcoes
de Wannier (linhas continuas) e a estrutura de bandas exata (circulos vermelhos). O
painel da direita mostra, respectivamente, a estrutura de bandas, a condutancia quantica
e a densidade de estados para o silicio (linhas pretas continuas) e para o Si/Ge (linhas

vermelhas tracejadas).

Figura 1.8: O painel da esquerda apresenta o grafico da estrutura de bandas do grafeno
obtidas usando fungoes de Wannier. As linhas sélidas (pontos vermelhos) representam as
bandas interpoladas (exatas). O painel da direita apresenta, respectivamente, a estrutura
de bandas, a condutancia quantica e a densidade de estados para o Si (linhas continuas)

e para o Si/Ge (linhas tracejadas) [22].

Em semicondutores, Benson et al. utilizaram fungoes de Wannier de localizagao ma-
xima quando reportaram uma andalise detalhada da estrutura de bandas e da ligacao
quimica de compostos bindrios como ZnSb e ZnAs [25]. Na Fig. 1.9 estao reproduzidos
graficos desses autores para uma funcao de Wannier de localizacao maxima no ZnSb. Em
(a) estd representada uma superficie de nivel de uma fun¢do de Wannier de localizagao
maxima, onde o vermelho é para valores positivos e o azul, para valores negativos. Em
(b) temos mapas de contorno de uma fun¢ao de Wannier de localiza¢do méxima.

Em 2012, O’Regan et al. publicaram um trabalho em que usam fungoes de Wannier de
localizacao méaxima para calcular propriedades dielétricas a partir de primeiros principios
[26]. Nesse trabalho, os autores também exploram a relagao entre as fungoes de Wannier
generalizadas nao ortogonais e as ortogonais de localizacdo maxima, e mostram que as

funcoes de Wannier nao ortogonais otimizadas podem ser usadas para calcular a pola-
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Figura 1.9: Em (a), uma superficie de nivel de uma fungdo de Wannier de localizagao
méxima do ZnSb. Em (b), mapas de contorno para fungdes de Wannier de localizagao

maxima [25].

rizacao com precisao razoavel, quando comparadas as fungoes de Wannier ortogonais de
localizagao méxima. A Fig. 1.10 mostra uma fungao de Wannier nao ortogonal (esquerda)

e funcao de Wannier de localizacdo méxima (direita).

Figura 1.10: Uma fungao de Wannier nao ortogonal (esquerda) e uma funcao de Wannier

de localizagdo méxima (direita) [26].

Recentemente, Marzari et al. empenharam-se em num longo e importante trabalho
sobre fungdes de Wannier [27]. O referido trabalho passa por tépicos como: revisao sobre
a teoria das funcoes de Wannier, andlises da ligagdo quimica, relacao entre as fungoes
de Wannier e outros orbitais localizados, polarizacao elétrica, fungoes de Wannier usadas
como uma base completa, entre outros. A Fig. 1.11 mostra resultados desse trabalho e
ilustra a estrutura de bandas do Si na forma cristalina (esquerda) e uma das correspon-

dentes fungoes de Wannier de localizagao méxima.
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Figura 1.11: Estrutura de bandas do Si na forma cristalina (esquerda) e uma das corres-

pondentes fun¢oes de Wannier de maxima localizacao [27].

Com a expectativa de fazer contribuicoes nesta area da Ciéncia de Materiais, em 2005
comecamos a calcular e analisar funcoes de Wannier de localizagao méxima de bandas
simples para diferentes sistemas unidimensionais, podendo estes apresentar ou nao sime-
tria de inversao. O procedimento apresentado permite obter a fase das fungoes de Bloch
que produz funcoes de Wannier de variancia minima. Isso foi feito mediante minimizacao
do funcional da variancia por meio de técnicas de Célculo Variacional [28]. Nesse trabalho
também foi analisado o comportamento assintético das func¢oes de Wannier, com o intuito
de verificar e estender as conclusoes obtidas por He e Vanderbilt [29] sobre o decaimento
adicional em lei de poténcia. Apresentamos também resultados numéricos das fungoes
de Wannier de elétrons de conducao em super-redes formadas por camadas de materi-
ais semicondutores: GaAs e (Ga,Al)As. Foram considerados dois tipos de super-redes:
uma com e outra sem simetria de inversao. Todos os resultados desse trabalho fizeram
parte da dissertacao de mestrado apresentada ao programa de Pés-graduacao em Ciéncia
e Tecnologia de Materiais da Universidade Estadual Paulista “Julio de Mesquita Filho”,
como requisito a obtencao do titulo de Mestre, sob a orientagao do professor Dr. Alexys
Bruno Alfonso [30]. Os principais resultados da dissertagao foram publicados, na forma
de artigo, na revista Physical Review B [31].

Com o objetivo de contribuir mais para os avancos das funcoes de Wannier e notando
a caréncia de métodos analiticos para a obtencao de funcoes de Wannier generalizadas,
mesmo para sistemas mais simples como sistemas unidimensionais, decidimos trabalhar
nesse tema. Nesta tese de Doutorado sao apresentados os resultados mais relevantes

do trabalho realizado. No Capitulo 2 apresenta-se um método para calcular funcgoes de
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Figura 1.12: Em (a), diagrama de uma super-rede semicondutora sem simetria de inversao
e representacao do potencial efetivo correspondente, com periodo a = 100 A. Em (b),
fungdes de Wannier, em unidades de 1/4/a, da primeira banda do potencial apresentado
em (a). A linha tracejada representa a fungdo de Wannier sem otimizar. A linha azul
continua representa a fungao de Wannier de localizagdo méxima. Em (c) observa-se a
probabilidade, P,,, de um elétron ser encontrado na regiao (m—1/2)a < x < (m+1/2)a,
em funcao de m, para as diferentes fungdes de Wannier apresentadas em (b). Em (d),
metade do logaritmo natural da razao entre a probabilidade de um elétron ser encontrado
na +m-ésima e na £(m + 1)-ésima célula em funcdo de In(1 + 1/m). Os quadrados
(diamantes) sdo para o sinal + (—) e mostram o comportamento assintético das fungoes

de Wannier para a direita (esquerda) [30].

Wannier generalizadas de pares de bandas consecutivas. O método consiste em combinar
linearmente fungoes de Bloch de bandas simples e consecutivas para obter quase funcoes
de Bloch. As fungoes de Wannier obtidas através do valor médio das quase fungoes de
Bloch sobre a zona de Brillouin sao as fungdes de Wannier generalizadas. O principal
objetivo do método é conseguir fungoes de Wannier que, em soma, sejam mais localizadas
que as de bandas separadas. O método tratado nesse capitulo conta com uma abordagem
analitica e os resultados obtidos através dessa sao comparados com os resultados obtidos

mediante diagonalizacao do operador de posicao projetado nas bandas. Os resultados
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apresentados nesse capitulo foram publicados na revista Physical Review B [32]. Além
disso, os resultados foram também apresentados no March Meeting 2012, congresso re-
alizado pela American Physical Society em Boston, Massachusetts, Estados Unidos da
América.

No Capitulo 3, calculamos fungoes de Wannier de localizacao méxima de super-redes
semicondutoras periddicas com simetria de inversao. O potencial peridédico para um elé-
tron de conducao possui duas barreiras e dois pocos quanticos por periodo. Mostramos
como a classificacao das bordas das bandas de energia depende da largura de uma das
barreiras. Além disso, calculamos as fungoes de Wannier generalizadas dessas super-redes.
Isso é feito utilizando a teoria desenvolvida no Capitulo 2. Parte do contetido do Capi-
tulo 3 foi apresentada no XXXIII Encontro Nacional de Fisica da Matéria Condensada,
realizado em Aguas de Lindéia - SP, em 2010.

Os conceitos basicos sobre fungoes de Wannier de bandas simples e fungoes de Wan-
nier generalizadas para sistemas com periodicidade em D dimensoes sao apresentados
no Capitulo 4. A teoria apresentada nesse capitulo é importante pois permite calcular
funcoes de Wannier de localizagao maxima de cristais fotonicos bidimensionais ou de ca-
deias atomicas unidimensionais e periddicas. Além disso o capitulo apresenta também
andlises e resultados obtidos mediante a utilizagdo do software wannier90 para materiais
como chumbo e silicio. Para o silicio mostramos também que as fungoes de Wannier de
localizagao maxima podem assemelhar-se a orbitais moleculares ligantes ou anti-ligantes
ou podem parecer orbitais atomicos hibridos. Parte deste capitulo foi apresentada no X
Encontro da SBPMat, em Gramado - RS, em 2011.

No Capitulo 5 apresentamos as consideragoes finais deste trabalho e as perspectivas
para trabalhos futuros. Nos Apéndices, apresentamos demonstragoes e informagoes com-
plementares. E importante destacar que durante o trabalho, foi utilizado um computador
com processador Intel(R) Core(TM)2 Duo CPU de 2 GHz, 64 bits, adquirido com a reserva
técnica da bolsa de Doutorado concedida pelo CNPq. Para os Capitulos 2 e 3, todo o de-
senvolvimento analitico e numérico foi implementado utilizando o Wolfram Mathematica

7, enquanto que no Capitulo 5 utilizamos o c6digo computacional wannier90 [8].



Capitulo 2

Funcoes de Wannier generalizadas

numa dimensao

2.1 Introducao

Durante o centenéario de Gregory Hugh Wannier, quase uma centena de publicagoes
mostrou que as fun¢oes que levam seu nome sao ferramentas computacionais fundamen-
tais em muitas dreas de pesquisa tais como isolantes [33], magnetismo [34], metais [35],
fotonica [20], polimeros [36], semicondutores [25, 37], supercondutividade [38] e transporte
eletronico [22]. E claro que as aplicacgoes estimularam as pesquisas basicas onde as fungoes
de Wannier sao o assunto principal [39] e os livros-texto dedicam atencao a essas fungoes
[40, 41, 42, 43, 44]. Desde sua introdugao em 1937 [1], as propriedades das fungoes de
Wannier desafiaram a comunidade da Fisica do Estado Sélido [45, 46, 47]. Isto ocorre
por conta da sua falta de unicidade, que é uma caracteristica herdada das fungoes de
Bloch. De fato, as fungoes de Bloch eletronicas sao autofungoes comuns do Hamiltoniano
e do operador de translagao que sao convenientemente escolhidas como fungoes periddicas
no espago reciproco. Entao, levando em conta a normalizacao, a variagao do argumento
complexo de cada funcao de Bloch com a posicao fica determinada. Isto significa que é
possivel adicionar uma fase que dependa apenas do vetor de onda. Além disso, devido a
sua periodicidade, a funcao de Bloch de cada banda pode ser representada por uma série
de Fourier, onde os coeficientes sao as funcoes de Wannier da banda.

Contrastando com a natureza estendida das fungoes de Bloch, as fungoes de Wannier

sao localizadas no espaco real e sua falta de unicidade deixa aberta a possibilidade de

19



20

otimizar a localizacao. O caso de um elétron num cristal unidimensional com simetria de
inversao foi investigado por Walter Kohn em seu trabalho de 1959 [6]. Ele demonstrou
que a fase das funcoes de Bloch pode ser escolhida apropriadamente, a fim de produzir
funcoes de Wannier reais simétricas ou anti-simétricas e exponencialmente localizadas.
A existéncia de um decaimento adicional em forma de lei de poténcia foi demonstrado
em 2001 por He e Vanderbilt [29]. Essa teoria foi estendida em 2007 para tratar com
fungoes de Wannier de localizagao maxima de casos nao simétricos [31]. Nesse trabalho, a
localizagao é medida através da variancia, um critério que foi usado com sucesso em 1997
por Marzari e Vanderbilt [7] para calcular fungoes de Wannier de cristais tridimensionais.
Outros pesquisadores da drea de Quimica Tedrica ja utilizaram com éxito esse critério
[48]. Além disso, embora nao sejam simples, as equagoes que levam a méxima localizagao
das funcoes de Wannier permitem encontrar solugoes analiticas para o problema. Outro
motivo pelo qual justifica-se a escolha deste critério de medir a localizacao das fungoes de
Wannier é que, mesmo em Mecanica Quantica, é usual medir o grau de localizacao das
particulas utilizando o desvio padrao do operador de posicao [49].

O objetivo deste capitulo é calcular e analisar funcoes de Wannier generalizadas, oti-
mizando analiticamente a variancia total para duas bandas consecutivas de um cristal
unidimensional com simetria de inversao. As fungoes de Wannier generalizadas de locali-
zagao maxima obtidas dessa maneira sao reais. Os coeficientes da localizacao exponencial
das funcoes de Wannier generalizadas sao preditos e a relacao entre fungoes de Wannier
generalizadas e orbitais atomicos ¢ ilustrada. Na Secao 2.2, revisamos a construcao de
funcoes de Wannier e a localizacao maxima das fungoes de Wannier generalizadas. O
problema matematico é resolvido para o caso de duas bandas consecutivas na Secao 2.3 e
os resultados numéricos e discussoes sao dados na Se¢ao 2.4. Na Secao 2.5, verificamos os
resultados obtidos na se¢ao anterior utilizando o método do operador de posicao projetado

nas bandas de interesse. As consideragoes finais sao apresentadas na Segao 2.6.

2.2 Conceitos basicos e equacoes

Primeiramente, vamos recordar as ideias bésicas sobre fungoes de Wannier de um
cristal unidimensional. Denotaremos a funcao de Bloch da banda j e do vetor de onda k

por ; (). Essa familia de funcoes satisfaz, respectivamente, a equacao de Schrodinger,
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a condicao de Bloch! e a condicao de ortonormalizacao, ou seja,

ﬁ%,k(%) = Ej(k)Y;r(x), (2.1)
Vin(r+a) = e () (2.2)
e
2
(Wiktbirw) = — 86k — k), (2:3)

onde a é o periodo da rede, k e k' sdo vetores de onda na primeira zona de Brillouin, e
(...) refere-se a integragao sobre todo o eixo x. Além disso, se ¥, pyox/a(x) = V;k(x), as

funcoes de Bloch sao dadas pela seguinte série de Fourier:
Yin(@) =D wjn(x) e*, (24)

onde o coeficiente w;,(z) é a fungdo de Wannier da j-ésima banda e da n-ésima célula.

Este grupo de fungoes é ortonormal sobre o eixo x e satisfaz w;,(z) = w;(x — na), com

w/a
a _
wj(x) = o Vi p(x)dk = ¥ 1(), (2.5)
T J_x/a
onde a linha acima da expressao indica o valor médio sobre a zona de Brillouin. Nao
perdemos generalidade ao supor que as fun¢oes de Wannier de cada banda sao reais [31],

isto é, que as funcoes de Bloch satisfazem a condicao

bj—k(x) = 54 (2). (2.6)

Além disso, supomos que tais funcoes de Wannier apresentam maéaxima localizagao, isto
é, que ja foram otimizadas e, por isso, a funcao de Wannier de cada banda apresenta
variancia minima [7]. J& tratamos sobre diferentes métodos para obter fun¢oes de Wannier
de localizacao méaxima de bandas simples e os resultados do trabalho foram apresentados
na Dissertacao de Mestrado [6, 30, 31].

A fim de tratar com fungoes de Bloch de um grupo de J bandas, vamos considerar um
vetor linha W) com J componentes, cuja j-ésima componente é 1); . A ortonormalizagao

das fungdes de Bloch é dada por [27]

(Wi o) = %ﬂé(k — KNI (2.7)

!Para o caso unidimensional, esse problema foi tratado inicialmente por Gaston Floquet (1947-1920),

por isso é comum encontra-lo com o nome de Teorema de Floquet, ou Teorema de Bloch-Floquet.
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Além disso, introduzimos o vetor W = ¥, com J componentes, onde cada componente é
a funcao de Wannier da j-ésima banda. Sua normalizacdo é escrita na forma (W1W) = I.

Os centros das fungoes de Wannier sao os elementos diagonais da matriz

(WTaW) = <x\If_L\If—k/> = / Zei(k’—k)”“(:ﬂ + na) WU da. (2.8)
0

neL

Fazendo uso das Egs. (A.5) e (A.6) do Apéndice A, obtemos

o [° a AU
Whawy = % [20(k' — k) — 00" (K — )|V Wy do = / Uy 4 z\y;d—k’“ dx
0 0
“ du S
— uf— dr = X(k 2.9
/0 tua dkf z ( )7 ( )

com
X(k) = z/ u' udr (2.10)
0
sendo a conexao de Berry [33]. Aqui u = exp(—ikz)¥y é a parte periddica de ¥y e o ponto
sobre a variavel indica a diferenciacao em relacao a k. Mais explicitamente, o centro de
w;(x) é dado por
x; = (WhaW),; = X;,; (k). (2.11)
Pode-se mostrar que X(k) é Hermitiana e satisfaz X(k + 27 /a) = X(k).

Para encontrar a variancia das funcoes de Wannier, definimos a matriz

(Wix?W) = <:172\IJ_L\II—;€/> = / Zei(k'—k)”“(x + na)2V Updz. (2.12)
0 nez

Através das Egs. (A.5), (A.6) e (A.7), obtemos

(Wiz2W) Q;T Oa [226(K' — k) — 2izd' (K — k) — 6" (K — k)| UL U dx
_ /0 2200, + 22'9:\112‘21];’“ - Ld;:;’“ dx
= /Oa—lﬂfl:;dx = Y(k), (2.13)
onde
Y (k) = /O u' ude (2.14)

¢ uma matriz Hermitiana que satisfaz a condi¢ao Y(k +27/a) = Y(k). Entao, a variancia

de w;(z) é dada por

of = (Wia?W),; —a? =Y (k) - (Xj,j(k))z- (2.15)

J
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Nesta expressao, o; é o desvio padrao de w;(x).
Pode-se construir um grupo de J fungoes de Bloch multi-bandas @Z;m(x), realizando
uma combinagao linear de J funcoes puras v; (). Para isso, introduzimos a matriz J x J,

U(k), tal que [7]

J
Vik() =D ya(x) Uy (k) (2.16)
=1
¢é valida para 7 = 1,...,J. Estas sao também chamadas de quase funcoes de Bloch,

uma vez que elas satisfazem a condicao de Bloch mas nao sao autofungoes do operador
Hamiltoniano [50, 51].
Introduzindo o vetor linha de J componentes Uy, com a J-6ésima componente sendo

&j,k, podemos reescrever a Eq. (2.16) na forma
Uy = U, Uk). (2.17)
Como
(Ul 0,) = 2ma™t 6(k — k) Ut (k)U(K), (2.18)

as fungoes de Bloch permanecem ortonormalizadas sempre que a matriz U(k) é unitria,
isto é,
U'(k)U(k) =1L (2.19)

Além disso, a periodicidade de Uy em k, com periodo 27 /a, leva a
U (k + 27 /a) = U(k). (2.20)

Portanto, as funcoes de Wannier generalizadas siao dadas por W = \iTk e satisfazem a
condicao de ortonormalizacao (W W) = 1.

O centro da j-ésima funcao de Wannier generalizada é

B = (WiaW);; = X (k) (2.21)

em que

X(k) = z/ U'(k)uf aU(k) dx+i/a Uf(k)utuU(k) dz
= U (k)X(k)U(K) + 1 U (k)U(k) (2.22)

¢ uma matriz Hermitiana. Além disso, a variancia de w;(x) é dada pela expressao

57 = (WId*W), 5 — &5 = Y(k) — (Xj,j(’f))Q 7 (2.23)

J
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onde
Y(k) = /O U(k)% j—ZU(k)dx+/oa Ut (k)u T;lZU(k)dx
+/ UT(k)%uU(k:) dx+/a Ut (k)u' uU(k) dz

= U (k)Y(R)U(K) + Ut (k)U(k) + (Ut (k)X (k)U () — Ut (k)X (k)U(K)]
= UM(k)[Y(k) — X2(E)UK) + X (k)X(k). (2.24)

A fim de melhorar a localizagao das fungdes de Wannier generalizadas, minimizamos

a soma das variancias das fungoes de Wannier, que é dada pelo funcional [7]

Q=) 6 =T[Y(k)] - > i (2.25)

j=1 j=1

Uma vez que matrizes similares tém o mesmo tracgo, o funcional toma a seguinte forma:

J
Q = Tr[Y(k) — X2(k) + Xf(k Z il
- QO+ZZ|X”| +Z{ — X; 2], (2.26)
g
onde
Qp = TrY — X2 (2.27)

nao depende de U.

O segundo e o terceiro termos na segunda linha da Eq. (2.26) sdo ndo-negativos.
Portanto, 29 € uma cota inferior para a variancia total. O segundo termo se anula quando
X(/{:) é uma matriz diagonal. O terceiro termo se anula quando o valor médio do quadrado
de cada X;;(k) se iguala ao quadrado do valor médio de X ;(k), e isso acontece quando
X;.;(k) é constante. Entdo, se Qy é o minimo, X(k) deve ser uma matriz diagonal, cons-
tante e real. De acordo com a Eq. (2.22), o problema de minimizagao se reduz a encontrar

uma transformacgao unitdria U(k), tendo a periodicidade da rede reciproca, que resolve a

seguinte equagao diferencial de primeira ordem:
Uk) =i [X(k)U(k) — UK) X] (2.28)

em que X(k) ¢ diagonal, constante e real. Além disso, as fungoes de Wannier generalizadas

de localizacao maxima sao reais quando satisfazem a condigao

U(—k) = U*(k). (2.29)
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Notamos que a separagao na segunda linha da Eq. (2.26) se assemelha com uma
abordagem anterior que foi publicada na Ref. [7], embora aqui limitamo-nos ao caso
unidimensional. Apés algum trabalho algébrico, é possivel mostrar que as Egs. (14), (19)
e (20) da Ref. [7] correspondem ao primeiro, segundo e terceiro termos, respectivamente,
da segunda linha da Eq. (2.26). Contudo, aqui somente os elementos das matrizes finitas
Y(k), X(k) e X(k) estdao envolvidos, a invariancia do primeiro termo é mais evidente e a
variancia minima é dada em termos de Y (k) e X(k). Além disso, para o caso de um cristal
unidimensional, mostra-se que as autofungoes do operador de posicao projetado sao as
fungoes de Wannier generalizadas de localizagdo maxima [7]. Portanto, a diagonalizagao
do operador de posi¢ao projetado levaria a uma matriz U(k) que minimiza 2. Na proxima
segao, a matriz U(k) é obtida resolvendo a Eq. (2.28) e as solugoes analiticas sao dadas
para duas bandas consecutivas de um cristal unidimensional com simetria de inversao.
Depois disso, as solugoes sao comparadas com aquelas obtidas mediante diagonalizacao
do operador de posicao projetado.

Antes de entrar nos detalhes da resolugao, convém ressaltar que a nossa primeira
tentativa foi baseada no uso de ferramentas do Célculo Variacional [28]. Considerando
a primeira variacao da soma das variancias das funcoes de Wannier generalizadas, Eq.
(2.26), procuramos, numericamente, pelos elementos da matriz U(k) que anulariam a
derivada variacional de 2. Nao obtivemos sucesso nessa primeira abordagem, pois a
convergéncia do método era lenta demais e o funcional 2 dependia de varias fungoes,
o que encarecia o trabalho. No entanto, gracas a essa primeira abordagem, pudemos
vislumbrar uma solucao analitica para o problema. A matriz obtida anula as derivadas
variacionais. Entao foi realizado um esfor¢o para provar que ela correspondia a um minimo
local. Isto envolveu o calculo das variagoes de segunda ordem. Finalmente, a necessidade
de provar que se trata do minimo global e o estudo minucioso da referéncia [7] levou a

resolucao apresentada a seguir.

2.3 Equacoes para duas bandas

Agora vamos nos limitar ao caso de duas bandas, isto é, J = 2. Uma vez que U(k) é
unitaria, temos

det[U(k)] = ™™, (2.30)
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onde 7(k) é uma fungao real. Além disso, obtemos

Uip = —Us ™, (2.31)
Uy = Up ™™ (2.32)

[§
|det[U]| = |U1,1|2+|U271’2:1. (233)

Assim, existem funcoes reais 0(k), ¢11(k) e B(k), tais que

U, = cos(f)e (2.34)

e
Uyy = sen(f)e!®1atd), (2.35)
Uma vez que |Usa| = |Uya], denotamos a diferenga de fases entre Uy o e Uy ; como a(k).

Dai, a matriz U pode ser escrita como:

cos(f)  —sen(f) e s 0
sen(f) ¥ cos(f) 0 e%

U=e?
(2.36)

Consideramos que a fungao de Wannier de cada banda simples ja foi otimizada. Con-
sequentemente [31], X;; = 21 € Xo5 = x5. Também, uma vez que X(k) é Hermitiana,
os termos da diagonal principal sao reais, enquanto os termos nao diagonais satisfazem
Xig = Xil, com

X1 = C(k) e ™), (2.37)
onde C(k) e y(k) s@o fungoes reais. Entao, assumindo que U(k) leva ao minimo global
Qg, temos Xl,l = Iy, XZQ = Z9 € X1,2 = X2,1 = 0. Dessa forma, a soma das variancias

das fungoes de Wannier generalizadas de localizacao maxima é
Gl4 62 =0 =0+ 02 —2C2 (2.38)
Além disso, a Eq. (2.28) leva ao seguinte sistema de equagoes diferenciais:

T = (f[)l + {['2) — (i‘l + ZZ‘Q), (239)
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0 = C sen(f — ), (2.40)
& =Ax— Az —2C cos(f — ) tan(6) (2.41)

e
B=Az+2C cos(f— ) cot(20), (2.42)

onde Ax = x9 — 17 €

AT =%y — 31 = Ax—2Ccos(f—)tan(d) — %[a(ﬁ/a) —a(—m/a)]. (2.43)

A periodicidade de U(k) leva as condigoes

. (k: + 2;) = (k) + 210, (2.44)
g (k + 2;) — (< 1)R0(k) + 7o, (2.45)
a (k: + 25) = (k) + 27 pta (2.46)

8 (k " 2—”) — B0k + T (2.47)

onde fi;, g, Lo € [t SAO inteiros, com p, — fir € fp tendo a mesma paridade. Também

deve-se notar que a Eq. (2.29) implica:

T(—k) = —7(k)+ 270, (2.48)
0(—k) = (=1)"0(k) + e, (2.49)
a(=k) = —a(k)+ 27y, (2.50)

B(—=k) = —p(k)+ mvg, (2.51)

onde v;, vy, V, € Vg sao inteiros, com v, — v, e 1 tendo a mesma paridade.

A resolugao da Eq. (2.39) com as correspondentes condigoes de contorno leva a

7(k) = apk + wv,, (2.52)



28

com i, = |[(x1 + x9) — (Z1 + To)|/a. Entao, tomando pu, = 0, obtém-se
X1+ Ty = i’l -+ .f'g, (253)

isto é, a soma dos centros das fungoes de Wannier é conservada. Ainda, escolhendo v, = 0,
7(k) é identicamente nulo. Em outras palavras, a matriz U(k) pertence ao grupo especial
unitério SU(2). E claro, em acordo com essas escolhas, 4 € fg devem ter a mesma
paridade. A mesma coisa se aplica a v, e vg.

Agora restringiremos a discussao ao caso de cristais unidimensionais com simetria de
inversao e de duas bandas consecutivas denotadas por j =1 e j = 2. Como demonstrado

no Apéndice B, é possivel escolher
v(k) = k Az + s /2, (2.54)

onde s = 0 (s = 1) quando as paridades de wi(x) e wq(x) sdo diferentes (iguais). Con-
sequentemente, C'(k) é par (impar) quando s = 0 (s = 1). Além disso, C'(k) é periédica
(anti-periddica) sobre a rede reciproca, quando n = 2Az/a é um inteiro par (impar).
Nesse ponto notamos que as funcoes de Bloch nas bordas das bandas tém diferentes pa-
ridades [52]. Portanto, o caso s = 1 e n par nao ocorre para bandas consecutivas.

Uma vez que ¥ = Az, as Egs. (2.40), (2.41) e (2.42) podem ser reescritas como

0 = C sen(€), (2.55)
& =2C cos(§) tan(d) —2C cos(§) tan(0) + apg (2.56)
£ =2C cos(€) cot(20), (2.57)

respectivamente, onde £ = § — 7. Combinando as Eqs. (2.55) e (2.57), demonstra-se que
cos(§) sen(20) = A, onde A é uma constante que satisfaz a condigao —1 < A < 1. Para
resolver o problema de duas bandas consecutivas, considerar os casos A = —-1e A=10¢
suficiente 2.

Por um lado, A = —1 resolve o problema desde que §(k) = —7/4, & = 2(C' = C) + apiq
e {(k) = 0, isto ¢, B(k) = v(k). Além disso, pup = [(—1)" — 1]/4, pg = n = 2Az/a,

2 Analisar outros possiveis valores de A poderia trazer informacoes adicionais a respeito da unicidade

das solugoes.
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vp = [(—1)® — 1]/4 e vg = s. Portanto, essa solugao ¢ somente para s = 0 ¢ n par, com
pg = vp = vg = 0. Além disso, tomando j, = v, = 0, com a mesma paridade de py e vy,

obtemos a forma explicita de o como

a(k) =2 /0 (C(x) — O] dr, (2.58)

onde C' é o valor médio de C'(k). Além disso, AZ = Az +2C levaa &) = 2, — C e

T9 = 29 + C. A matriz de transformacao é

U 1 1 e—inka/2 e~ (2 59)

N \/5 _ einka/Q 1 0 6% ' )
Por outro lado, A = 0 resolve o problema para valores impares de n = 2Az/a, se
0=—C,pg=v9=0,&=au,e (k)= —m/2, isto é, B(k) = v(k) — 7/2 com pug =n e
vg = s — 1. Como p, e v, devem ser pares, tomamos ji, = v, = 0, que leva a a(k) =0

para todo k. Além disso, )
smT/a
ok) — / C(r) dr, (2.60)
k
¢ fmpar (par) para s = 0 (s = 1), e a diferenga entre os centros é preservada, isto é

Az = Az. Como o mesmo acontece com a soma dos centros, os centros permanecem

inalterados (Z; = z1 e Ty = x2). A matriz da transformacao é

cos(6) —i'=% sen(f) e~"ka/2
U= ' . (2.61)
i*~1 sen(f) eimka/? cos(f)
Vale a pena notar que obtivemos as formas da matriz U(k) que levam & matriz X(k),
diagonal, real e constante. Isso foi feito para duas bandas consecutivas, nas trés combi-

nacoes de simetrias de interesse. Isso garante que {2 alcancga seu minimo global, o qual é

dado pela Eq. (2.38).

2.4 Resultados numéricos e discussoes

Para sermos concretos, vamos trabalhar com uma versao diatomica do modelo de

Kronig-Penney [17, 53, 54] onde uma particula de massa m tem energia potencial dada

o= (o) s (amna- )] o

por
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V(X)

Figura 2.1: Diagrama do potencial V' (z) composto por duas deltas de Dirac por periodo.

O indice inteiro n varia de —oco até 400, v > 0 caracteriza a intensidade da interagao
representada pelo potencial, b < a é uma distancia interatomica e ¢ é a funcao delta de
Dirac. Um esquema para ilustrar o potencial pode ser visto na Figura 2.1.

Utiliza-se aqui a técnica de matriz de transferéncia. Conhecendo o valor da funcao de
onda e da sua derivada em um determinado x = xy pode-se obter o valor da funcao de

onda e da sua derivada para qualquer z. Assim,

k( (
L ol B (2.63)
©jk() ©jk(o)
onde p;(7) = ay},(v) e T(E;x,70) é a matriz que transfere os valores de 7o para z.

Para qualquer intervalo de comprimento Az em que o potencial vale zero, a matriz de

transferéncia é denotada por T'(F; Ax), e é dada por

cos[¥E Al % sen[ Y= Az
T(E; Ax) = “ c “ , (2.64)
—e sen[%Az] COS[%AZE]
em que ¢ = 2ma® E/R?.
Nos pontos em que o potencial é infinito, ou seja, em x = b/2, em © = —b/2 e suas

c6pias em outras células unitdrias, a funcao ¢, (z) é descontinua, e por isso utilizamos a

. _
Pik (g ) — Pjk (g ) = —20Y;k (g) : (2.65)

em que os super-indices — e + indicam, respectivamente, os valores a esquerda e a direita

igualdade

de b/2. Com isso, a matriz que transfere os valores através da delta de Dirac em = = b/2
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¢ dada por
T (E; 9+, é) = Lo . (2.66)
22 20 1
A fim de classificar e obter as bandas de energia, precisamos destacar a obtencao de
duas matrizes de transferéncia especificas: a matriz S(E) e a matriz M (E) que transferem
os valores da funcao de onda e sua derivada em, respectivamente, meio periodo e um
periodo completo. A matriz S(E) é obtida a partir das matrizes de transferéncia ja

citadas:

a a bt bt b b~
E:T(E;—,):T EX2Vr(E2 2 V7 (E 2 0), 9.
enquanto que a matriz M (E) = T(FE;a,0) é dada por [30, 52]:

M(E) B S11522 + 591512 2511512 (2 68)
2592591 S11522 + 591512

As bandas de energia sao obtidas a partir de cos(ka) = pu(e), onde

ue) = B ValB) (2.69)
(1 B v;) cos(VE) - 20 sen(,/¢) N v?cos[(1 — Qb/a)\@]. (2.70)

NG €

Uma vez que o potencial apresenta centros de inversao em multiplos inteiros de a/2, a

fase das funcoes de Bloch pode ser escolhida apropriadamente, a fim de obter a funcao de
Wannier de localizacao méxima para cada banda simples [52]. Os resultados numéricos
abaixo correspondem aos parametros v = 4 e b = 3a/8. Além disso, as energias e as
funcoes de Bloch sao calculadas para 400 vetores de onda uniformemente espacados na
primeira zona de Brillouin. A Fig. 2.2 mostra o grafico da fungao u(e) obtido a partir
da Eq. (2.69). Os valores de u(e) entre —1 e 1 sao utilizados para obter as bandas de
energia, enquanto os valores £1, € e €3 sao zeros de /(). A Fig. 2.3 apresenta as bandas
de energia do modelo diatomico de Kronig-Penney. Ambas as figuras sao obtidas para os
valores dos parametros v e b acima citados.

Os painéis (a) e (b) na Figura 2.4 mostram as fun¢oes de Wannier das duas primeiras
bandas. Essas funcoes sao identificadas pelo super-indice (1,2). Nota-se que as fungoes
de Wannier de bandas simples assemelham-se aos orbitais moleculares, com a primeira
(segunda) banda correspondendo ao caso ligante (anti-ligante) [55, 56]. As duas fungoes

estao centradas na origem do eixo z, isto é, x1 = x5 = 0, e a primeira (segunda) fungao
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Figura 2.2: Gréafico da funcao p(e) na Eq. (2.69).

100}

50} X3

Vetor de onda

Figura 2.3: Estrutura de bandas do modelo diatomico de Kronig-Penney para os parame-
tros v =4 e b= 3a/8.
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Figura 2.4: Fungoes de Wannier da (a) primeira e (b) segunda bandas e (c,d) fungdes de
Wannier generalizadas para o par de bandas (1,2). Os circulos vermelhos representam as

posicoes atomicas.
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é par (fmpar). Isto corresponde ao caso s = 0 e n = 0 da Secao 2.3. Além disso, o
desvio padrao das fungoes de Wannier para a primeira (segunda) banda é oy ~ 0.2579 a
(09 =~ 0.3323a). Essas fungoes decaem exponencialmente com coeficiente que pode ser
dado em termos dos valores h; = a~'arccos[u(g;)], onde €; é a j-ésima raiz de p/(g) = 0.
Para os parametros da figura, temos h; ~ 0.9969a™! e hy ~ 1.3542a7'. Dai [6], o
decaimento das fungdes de Wannier da primeira (segunda) banda é dado pelo minimo
entre hy e hy, ou seja, hy. Isso corresponde a distancia do eixo Re(k) até o ponto de
ramificacdo mais préximo de €;(k). E claro, um decaimento adicional, na forma de lei de
poténcia, com expoente 3/4, também ocorre [29].

As fungoes de Wannier generalizadas para as duas primeiras bandas sao calculadas

pela matriz da Eq. (2.59). Como n = 0, a matriz U(k) tem a forma

Uk) = — y 2, (2.71)

onde a(k) é uma funcdo fmpar. Os painéis (c¢) e (d) na Figura 2.4 apresentam os resul-
tados para os mesmos parametros dos painéis (a) e (b). Os centros dessas fungoes sao
1 ~ —0.21125a e Z5 ~ 0.21125a. Além disso, elas apresentam o mesmo valor para
o desvio padrao 6, = g9 &~ 0.1516a. Isso significa que a variancia total diminuiu em
aproximadamente 74%. Vale a pena notar que essas funcoes de Wannier generalizadas
nao sao simétricas nem anti-simétricas. Na verdade, a simetria do cristal se manifesta no
sentido que wgl’” (x) = wil’”(—x), ou seja, uma funcao é a imagem especular da outra.
Como apresentado no Apéndice C, isso segue das escolhas da Eq. (2.71) e das escolhas [6]
Uy p(—x) = 1 —k(x) e Yop(—x) = —1hy _i(z). Nota-se também que, por conta do cardter
diagonal da matriz X(k), a condicao <7IJ§1’2) | x| 1115172)) = 0 deve ser valida. A relagao de

simetria entre as funcoes de Wannier generalizadas também leva a esse resultado, de fato,

@ | 2| o) = / r5(?(2) i () du
= / z i\ () o\ (—2) do = 0, (2.72)

" (172) 7 (172) A e
uma vez que w; "~ (x)w; " (—x) é uma funcao par.
Analisando agora o comportamento assintético das fungoes de Wannier generalizadas,

. . . ~(1,2 .
a simetria nos permite focar somente em wi )(a:) Notamos que tanto o coeficiente de

decaimento exponencial quanto o decaimento em lei de poténcia podem ser determinados
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Figura 2.5: Pontos de ramificagao da primeira banda, devidos ao primeiro gap.

Figura 2.6: Pontos de ramificagao da segunda banda. Em azul (vermelho), estao aqueles

devidos ao primeiro (segundo) gap.

a partir de uma lista de probabilidades da particula ser encontrada dentro de cada célula
unitaria [29, 31]. Para as fungoes da figura, obtivemos parametros idénticos para x — —oo
e r — 00. Além disso, o coeficiente de localizacao exponencial é consideravelmente maior
para estas fungoes de Wannier generalizadas do que para as fungoes nos painéis (a) e (b), e
o coeficiente de localizacao encontrado é, hy &~ 1.3542a~!. Isso é devido ao cancelamento
dos pontos de ramificagao comuns entre os termos de 11 e Y5 na combinagao linear,
enquanto o ponto de ramificagao mais afastado de 15 sobrevive. Pode-se compreender
melhor a situacao através das Figuras 2.5 e 2.6, onde, na primeira, observa-se os pon-
tos de ramificacao que influenciam no decaimento exponencial da funcao de Wannier da
primeira banda de energia, ou seja, os pontos de ramificacao referentes ao primeiro gap.
Na segunda, observa-se, em azul e vermelho, os pontos de ramificacao que influenciam no
decaimento exponencial da fungao de Wannier da segunda banda de energia, ou seja, os
pontos de ramificacao referentes ao primeiro e segundo gap, respectivamente. Os pontos
de ramificacao em azul, referentes ao primeiro gap sao cancelados, e os pontos de ramifica-
¢ao que influenciam no decaimento exponencial das fungoes de Wannier generalizadas sao
relativos ao segundo gap. O decaimento em lei de poténcia igual a 3/4 também ocorre.
Quando o procedimento de minimizacao da variancia total é aplicado ao par de bandas
(2,3), os resultados sdo bem diferentes. Isso ocorre porque as simetrias das fungdes de

Wannier da segunda e terceira bandas sao diferentes, enquanto a distancia entre seus
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centros é um multiplo impar da metade do periodo. De fato, fica evidente nos painéis
(a) e (b) da Fig. 2.7 que z; = 0 and 23 = a/2. Além disso, o desvio padrdo e o
coeficiente de localizacao exponencial para a segunda (terceira) bandas sdo o1 ~ 0.3323 a
e hy = 0.9968a7! (0o ~ 0.3468a e hy = 0.7994a~'), respectivamente. Esse caso é
caracterizado pelos parametros s = 0 e n = 1 da Segao 2.3. Dal, a transformacao na Eq.
(2.61) é usada para obter as fungoes generalizadas mostradas nas Figuras 2.7 (c¢) e (d).
Comparando as funcgoes de Wannier e as funcoes de Wannier generalizadas, observamos
que os centros e as simetrias sao conservadas, enquanto a variancia total diminui. Por um
lado, as propriedades ﬁ)f’g)(—x) = —g*? () e 05V (a — 2) = QD(2’3)(Q:) sao mostradas
no Apéndice C. Por outro lado, os valores do desvio padrao de @\*® (x) e Wi (x) sdo
o1 ~ 0.3157a e 09 ~ 0.2108 a, respectivamente, correspondendo a uma diminuicao da
variancia total em aproximadamente 37%. Além disso, ambas as funcoes de Wannier
generalizadas decaem exponencialmente com o mesmo coeficiente hy = 0.7994 a1, Para
entender isso, deve-se notar que o primeiro, o segundo e o terceiro gaps com coeficientes hq,
ho e hg sdo relevantes para o par de bandas (2,3). Além disso, mesmo se o cancelamento
do ponto de ramificagao do segundo gap ocorrer, min(hy, h3) = hy dominard o decaimento.

Finalmente, comentaremos de forma breve os resultados para o par de bandas (3,4).
Conforme mostrado nas Figuras 2.8 (a) e (b), agora as fun¢oes de Wannier de bandas
simples tém a mesma paridade e seus centros sao separados por metade do periodo (s = 1
en = —1). Além disso, a transformagao na Eq. (2.61) leva as fun¢oes de Wannier
generalizadas de localizagdo méxima apresentadas nos painéis (c) e (d) da Figura 2.8.
Claramente, os centros e as simetrias sao preservados novamente. Além disso os valores
do desvio padrao das fungdes de Wannier (o; = 0.3468 a, 0o = 1.1982a) e das fungoes
de Wannier generalizadas (6; = 0.6915a, 65 = 0.9618 a), indicam uma diminui¢ao da
variancia total em aproximadamente 10%. E interessante notar, na Fig. 2.8, que uma
fungao torna-se mais ampla [(a)—(c)] enquanto a outra se estreita [(b)—(d)]. Ao mesmo
tempo, a primeira funcao diminuiu seu decaimento exponencial. De fato, o decaimento

exponencial das duas fungoes de Wannier generalizadas do par (3,4) é hy =~ 0.0545a7L.
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Figura 2.7: Fungdes de Wannier da (a) segunda e (b) terceira bandas e (c,d) fungdes de
Wannier generalizadas para o par de bandas (2,3). Os circulos vermelhos representam as

posicoes atomicas.
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Figura 2.8: Fungoes de Wannier da (a) terceira e (b) quarta bandas e (c,d) fungoes de
Wannier generalizadas para o par de bandas (3,4). Os circulos vermelhos representam as

posicoes atomicas.
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2.5 O método do operador de posicao projetado nas
bandas

Com o objetivo de verificar os resultados apresentados na secao anterior, as fungoes
de Wannier generalizadas sao calculadas novamente, agora, através da diagonalizagao
do operador de posicao x projetado nas bandas de energia consideradas. As funcoes de
Wannier generalizadas de maxima localizacao podem ser escritas mediante combinagao

linear das fungoes de Wannier de localizacao maxima de bandas simples

w(x) = Z Z CjnWijn (). (2.73)

Além disso, as funcgoes de Wannier generalizadas de méxima localizagao também sao

autofuncoes do operador de posicao projetado nas bandas, ou seja,

J
Z § :x(j,n),(j’,n/) Cjt ! = T Cj.- (2.74)
jJ'=1n'€’

Convenientemente, este operador é representado em termos de fungoes de Wannier w; ,,(z),

com j = 1,...,J e n percorrendo os inteiros. Como demonstrado no Apéndice D, os

elementos matriciais de x nessa base sao dados por
L), () = (Wi | T [ W) = Xjjrw—n + 1@ 8j50n 0, (2.75)

com

Xj,j'm = exp(—inak)Xj,j/(k) (276)

sendo o n-ésimo coeficiente de Fourier de X j/(k). Claramente, a matriz é Hermitiana, e
seus autovalores  sao os centros das fungoes de Wannier generalizadas de localizacao ma-
xima. Vale a pena notar que o espectro de x é periddico, com periodo a, e os autovetores
correspondentes sao as coordenadas das fungoes de Wannier generalizadas na base de fun-
¢oes de Wannier de bandas simples. Portanto, é suficiente determinar os autovalores entre
—a/2 e a/2. Com isso em mente, pode-se calcular os autovalores de forma aproximada
através do truncamento da base, tomando n = —N,1 — N,...,—1,0,1,..., N, para N
inteiro e suficientemente grande. A matriz truncada tem dimensao J(2N+1) x J(2N +1),
e a precisao dos resultados pode ser melhorada aumentando o valor de N. Os resultados

dessa analise sao apresentados nas Figuras 2.9, 2.10 e 2.11.
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A Figura 2.9 apresenta os dois autovalores relevantes para o par de bandas (1,2), em
fungao de N. De fato, o menor (maior) autovalor na Figura 2.9(a) [Figura 2.9(b)] converge
rapidamente para o centro de w;(x) [wy(x)] quando N aumenta. Deve-se destacar também
que os autovalores para N = 0 coincidem com os correspondentes valores limites. Isto esta
de acordo com o desenvolvimento analitico apresentado na Secao 2.2, onde mostrou-se que

Ty e Ty sdo, respectivamente, 11 —C e xo+C, com x1 = w3 = 0 e C' = 2(1,0),(2,0) = T(2,0),(1,0)-

~0.2106 0.2114
[
(a) @ =mmmmmmmama @o---0---0---0
~0.2108" 0.2112" .
®© 7 © 7
% —0.2110: < 0.2110
~0.2112 ‘. 0.2108"
[ CEEEEEEEETEY FEE 0---0---0
i . (b)
—0.2114 s U
0123456 % 153456
N N

Figura 2.9: Os dois autovalores do operador de posi¢ao, dentro do intervalo —a/2 < x <
a/2, quando projetado sobre as fun¢oes de Wannier w; ,(z), com j =lou2en = —N,1—
N,...,N. Os pontos denotam o menor (maior) autovalor, com N = 0,1,...,6. As linhas
horizontais tracejadas correspondem aos centros das fungoes de Wannier generalizadas da

Figura 2.4.

As Figuras 2.10 e 2.11 apresentam os autovalores relativos aos pares de bandas (2, 3)
e (3,4), respectivamente. Nesses casos, os centros das fun¢oes de Wannier generalizadas
sao conservados e, novamente, verificamos que os autovalores convergem rapidamente para
esses centros (linhas pontilhadas).

Para o par de bandas (1,2), conferimos a convergéncia das fungoes de Wannier ge-
neralizadas obtidas através da combinacao linear de J(2N + 1) fungoes de Wannier de
bandas simples, com coeficientes sendo os correspondentes autovetores. Para os parame-
tros considerados, o produto escalar entre as fungoes de Wannier generalizadas obtidas
analiticamente e as obtidas através da combinagao linear é superior a 0.99, para todos
os valores de N. E, aparentemente, a convergéncia para 1 é bastante rapida. Isso pode
ser observado na Fig. 2.12, onde os painéis (a), (c), (e) e (g) mostram a convergéncia da

primeira fun¢do de Wannier generalizada do par de bandas (1,2) em relacao ao valor do
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truncamento da base N e os painéis (b), (d), (f) e (h) apresentam a mesma func¢ao, mas
em escala logaritmica, a fim de destacar a convergéncia também no decaimento exponen-
cial. As linhas azuis tracejadas (vermelhas continuas) representam a fungao de Wannier
obtida de forma analitica (diagonalizando o operador de posigao projetado nas bandas).
Observamos que um bom acordo entre os decaimentos exponenciais pode requerer grandes

valores de .

0.02 0.56
7 (b)

0.00r---w-=-0---e---e---0-=-e (054,
£ -002 $ 052

—0_04, 0_50:-----O----o---o----o----o----o
@ :

_0.06‘ ‘ ' ! ' ! ! 1 L 1 I I L L

O 1 2 3 4 5 6 O'480 1 2 3 4 5 6

N N

Figura 2.10: Como na Figura 2.9, mas para o par de bandas (2,3), cujas fungoes de

Wannier generalizadas estao apresentadas na Figura 2.7.

056 0.02
@
0.54| 0.00--+=;-=~0=--@=--0---0---
S 052 $ —0.02
0.50-----2---8mmm0m0ammanne —0.04]
. (b)
048" ~0.06

012 3 45 6
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Figura 2.11: Como na Figura 2.9, mas para o par de bandas (3,4), cujas fungdes de

Wannier generalizadas estao apresentadas na Figura 2.8.
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Figura 2.12: Os painéis (a), (c), (e) e (g) mostram a convergéncia da primeira fungao
de Wannier generalizada do par de bandas (1,2) em relagdo ao valor de N, que deter-
mina a quantidade de fung¢oes de Wannier envolvidas no calculo. Os painéis (b), (d), (f)
e (h) apresentam a mesma fun¢ao, mas em escala logaritmica. As linhas azuis traceja-
das (vermelhas continuas) representam a funcdo de Wannier obtida de forma analitica

(diagonalizando o operador de posi¢ao projetado nas bandas).
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2.6 Conclusoes do capitulo

A variancia total das funcoes de Wannier generalizadas de duas bandas consecutivas
num cristal unidimensional com simetria de inversao foi minimizada através de uma abor-
dagem analitica. Essa minimizacao levou a funcoes de Wannier generalizadas reais e de
maxima localizagao. Diferentes expressoes foram obtidas para os casos onde a distancia
entre os centros das fungoes de Wannier de bandas simples é um multiplo par ou impar da
metade do periodo do cristal. Resultados numéricos foram apresentados para as quatro
primeiras bandas de uma particula sujeita a um potencial diatomico de Kronig-Penney.
Para o primeiro par de bandas, as fun¢oes de Wannier de bandas simples (generalizadas)
assemelham-se a orbitais moleculares (atomicos), e estas, as fun¢oes de Wannier gene-
ralizadas, apresentaram um aumento na localizacao exponencial. Além disso, os centros
mudam e as funcoes generalizadas nao sao nem simétricas nem anti-simétricas, mas pode-
se dizer que uma ¢ a imagem especular da outra. Em vez disso, para o segundo e terceiro
pares de bandas consecutivas, as funcoes de Wannier conservam os centros e a simetria
de inversao, enquanto o decaimento exponencial ndao aumenta. As mudancas no coefici-
ente de decaimento exponencial foram explicadas em termos de pontos de ramificacao das
funcoes de Bloch de cada banda.

As expressoes explicitas da matriz que transforma funcoes de Bloch em quase funcgoes
de Bloch simplificam consideravelmente o calculo de fungoes de Wannier generalizadas,
tornando-as disponiveis de uma maneira mais ampla. Além disso, a convergéncia dos
procedimentos de truncamento e métodos iterativos pode ser testada. Isso foi feito para
o problema de autovalores do operador de posicao projetado nas bandas de interesse. Ao
mesmo tempo, propriedades interessantes de simetria e decaimento foram explicadas.

No proximo capitulo empregaremos o método visto aqui para obter fungoes de Wannier
generalizadas de localizagao maxima em super-redes semicondutoras periddicas, unidimen-
sionais e com simetria de inversao. Vale lembrar que durante o trabalho de mestrado ja
estudamos fun¢oes de Wannier de bandas simples de super-redes semicondutoras compos-
tas apenas por uma barreira e um pogo quantico [30]. A andlise que serd apresentada
também ¢ uma extensao do trabalho de mestrado, uma vez que a super-rede agora ¢é

composta por duas barreiras e dois pogos quanticos por periodo.



Capitulo 3

Funcoes de Wannier de super-redes

semicondutoras diatomicas

3.1 Introducao

Nesse capitulo calculamos e analisamos funcoes de Wannier de localizacao méaxima
para um elétron em super-redes semicondutoras. As super-redes comecaram a ser estu-
dadas a partir de 1970 por Esaki e Tsu [57] e s@o estruturas periédicas formadas pelo
crescimento alternado de camadas de diferentes materiais semicondutores [58, 59|, como
apresentado na Figura 3.1 (a) [60]. Dessa forma, os elétrons sao submetidos a um potencial
unidimensional com a periodicidade da super-rede cujo diagrama é apresentado na Figura
3.1 (b) [61]. As super-redes tém importantes aplica¢oes em dispositivos optoeletronicos,
tais como lasers e fotodetectores infravermelhos [62].

As funcoes de Wannier de localizacao maxima de bandas simples sao calculadas usando
o método utilizado por Bruno-Alfonso e Hai [52]. A célula unitdria possui dois pogos
e duas barreiras, como na Figura 3.1 (b). Os pocgos quanticos tém a mesma largura,
enquanto as barreiras tém a mesma altura. Uma vez que os pocos quanticos podem
ser vistos como atomos, este tipo de estrutura é chamado de super-rede diatomica [18].
Analisamos a influéncia da largura das barreiras na escolha de fase das fungoes de Bloch
e como isso afeta o coeficiente de decaimento exponencial das fungoes de Wannier. Por
ultimo, utilizando a teoria desenvolvida no Capitulo 2, calculamos e analisamos fungoes
de Wannier generalizadas de localizagao maxima dessas super-redes e as comparamos com

as fungoes de Wannier de bandas simples.

44



45

Figura 3.1: Em (a), um exemplo de super-rede composta por camadas alternadas de
GaAs e AlAs [60]. Em (b), diagrama de uma super-rede cujo periodo é composto por

duas camadas de GaAs e duas camadas de Al,Ga;_,As crescidas alternadamente [61].

O capitulo é organizado da seguinte maneira. A Secao 3.2 dedica-se especificamente
as funcoes de Wannier de bandas simples. Inicialmente, revisamos os conceitos sobre as
funcoes de Bloch e matriz de transferéncia num cristal unidimensional. Logo em seguida,
apresentamos um método para obter as bandas de energia e classificar as bordas das
mesmas, usando a simetria das func¢oes de Bloch nos pontos de simetria da super-rede.
Na Secao 3.3 calculamos e analisamos fungoes de Wannier generalizadas das super-redes
diatomicas, usando a teoria desenvolvida no Capitulo 2. Por tultimo, apresentamos as

conclusoes do capitulo na Secao 3.4.

3.2 Funcoes de Wannier de bandas simples

3.2.1 Bandas de energia e fungoes de Bloch

Os estados eletronicos de conducao sao estudados mediante a aproximagao de massa

efetiva [63], com operador Hamiltoniano
H=——————+V(2), (3.1)

onde m*(z) e V(z) sdo, respectivamente, a massa efetiva e o potencial efetivo. Considera-
se uma super-rede periddica com 4 camadas homogéneas por periodo. Supode-se que as
camadas sao crescidas na direcao do eixo z. A largura da n-ésima camada é d,,, enquanto

a massa efetiva e o potencial nessa camada valem, respectivamente, m,, e V,,.
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4

O periodo da super-rede é representado por a, onde a = > _,

d,, e os pontos de
simetria de inversao sao dados por ¢; = dj + d2/2 € ¢3 = a — dy4/2. A fim de manter a
simetria de inversao da super-rede, considera-se dy = d3, Vi = V3 e Vo = Vj. Isso pode
ser melhor visualizado na Fig 3.2, onde estao representados o diagrama da super-rede

semicondutora e o potencial correspondente. As retas verticais correspondem aos pontos

de simetria do potencial.
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Figura 3.2: Acima: diagrama da super-rede semicondutora composta por duas barreiras e
dois pogos quanticos por célula unitaria. Abaixo: potencial periédico para um elétron de
conducao na super-rede apresentada acima. As linhas traco e ponto vermelhas destacam

os dois centros de simetria numa célula unitaria primitiva.

As fungoes de Bloch )y, (z) satisfazem

Ui (2 + a) = ey (), (3.2)

e sao obtidas mediante a técnica da matriz de transferéncia [52]. Para isso, define-se o
vetor-coluna ¢ (x), com componentes ¥y () e @i (x) = moa ¥, () /m* (z), onde my ~
9.109 x 1073 kg ¢ a massa do elétron. Essa fungao vetorial é continua e satisfaz ¢y, () =
T (x,x0) ¢x (xo), onde T (x,z0) é a matriz de transferéncia. Particularmente, para zq e

na n-ésima camada, T (x, o) = T, (x — zo) com

T (AZL‘) _ cos (Qn Al‘) My SeN (qn Al‘) / (mOGQn) (3 3)
! —moaq, sen (¢, Azx) /m, cos (g, Ax) ’
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onde ¢, = ”W'

Considerando a simetria, convém introduzir a matriz

dy

S(E) =T (cs,c1) = Ty (5) Ty (dy) - T (%) , (3.4)

que satisfaz ¢y (c2) = S(E) ¢r (c1). As funcoes de Bloch vy, (z) tém paridade definida
para k = 0 e k = 7/a, pontos que correspondem as bordas das bandas de energia. Cada
o () tem simetria 'y ou I's, onde T'; (I'y) significa par (impar) em ambos os centros
de simetria. Também, cada 1./, (z) tem simetria X; ou Xy, onde X; (X5) significa par
(impar) em ¢; e fmpar (par) em cy. Entdo, a borda de cada banda de energia com fungao

de Bloch de simetria I'1, I'y , X7 ou X5 é encontrada como solucao de
821 = 0, Slg = 0, SH =0 ou 522 = O, (35)

respectivamente [52]. Além disso, a equacao para os niveis de energia pode ser escrita

CO1mo

p(E) = cos (ka/2) = 51152 + S21512, (3.6)

e cada banda de energia pode ser classificada como I'y — X7, I's — X5, 'y — X5 ou I'ys — X7,
de acordo com a simetria das funcoes de Bloch das suas bordas. As fun¢oes de Bloch sao

normalizadas a 1 sobre a célula unitaria.

3.2.2 Funcoes de Wannier de localizacao maxima para bandas
simples

Para a j-ésima banda de energia, a funcao de Wannier da n-ésima célula é definida
como wj, () = w; (r — na), com
w/a

Yk (z) dk. (3.7)

—7/a

w; (x) = %
A fim de obter fungoes de Wannier de localizacao maxima, as fungoes de Bloch sao esco-
lhidas como fungbes analiticas em k, satisfazendo: (1) periodicidade no espago reciproco
com perfodo 2m/a, ou seja, Yrior/a () = Ui (x), (2) a condicdo Y_i (x) = ¥j (z), que
garante que w; (z) seja real e (3) a condicao de simetria para cada banda de energia [52],

segundo a Tabela 3.1. Essa escolha de fase é baseada na teoria de Kohn [6] e os valores de

() e pr(x) garantem a normalizagdo das fungoes de Bloch [52]. A fun¢ao de Wannier
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de localizacdo méxima resultante, w (x), para uma banda de energia I'y — Xj, 'y — Xo,
'y — X5 ou 'y — X é, respectivamente, par em x = ¢q, impar em x = ¢y, par em & = ¢

ou fmpar em z = ¢, [6, 52].

Classificagao da banda | 1y (cq1) wr(cr) w(r)
=X \/—Téf” O‘gi’éﬁ;) par em ¢
Fy—Xo %’“S(fll) \/% fmpar em ¢;

Classificacao da banda | ¢y (c2) or(e2) w(z)
=X, \/—Tb‘:” O‘;K’“éfj) par em ¢y
Iy—X4 %’g(f) \/% fmpar ¢,

Tabela 3.1: Escolhas de fase das funcoes de Bloch normalizadas para cada classificacao

de banda, onde ay, = i sen (ka) /2 e By = R*u' (Ey) / (2mpa) . A simetria das fungoes de

Wannier é predita na quarta coluna.

Como dito anteriormente, as fungoes de Wannier de localizagao méxima sao exponen-

cialmente localizadas e o coeficiente de localizagao exponencial é dado por [6, 29, 31, 52]:

_ hi, se j =1,
h; = (3.8)
min(h;, hj_1), sej>1,

hy = aveeoshlul5)] = 5 n (1B + i () = 1) (39)

com E; sendo o j-ésimo extremo local da funcao p(E). Em outras palavras, E; é a j-ésima

onde

raiz da equagao p'(E) = 0.
Para facilitar a compreensao da localizacao das fungoes de Wannier, pode ser usada a

funcao

a/2
P, = / \w(z + ma)|” d, (3.10)
—a/2

onde P,, a probabilidade de encontrar o elétron entre (m — %) ae (m + %) a.
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3.2.3 Resultados numeéricos

Consideramos estados de condugao em super-redes semicondutoras periédicas. A cé-
lula unitaria da super-rede é composta por quatro camadas de Al,Ga;_,As empilhadas
na direcao do eixo x. Assumimos que a concentracao de Al, x, é 0 para camadas im-
pares e, 0.35 para camadas pares. A largura d, de cada camada vale 31 A, 31 A e 62
A para n = 1,3 e 4, respectivamente. Com a intencao de analisar as funcoes de Wan-
nier e a classificagao das bandas de energia quando o cristal passa do caso dy < d4 para
0 caso dy > dy, diferentes valores de dy serao considerados: primeiro dy = 36 A e de-
pois com dy = 99 A. Além disso, a massa efetiva e o potencial em cada camada com
concentragao = de Al sdo determinados, respectivamente, pelas seguintes expressoes [64]
my, = m*(z)/mo = 0.067 + 0.083 = e V,, = 944 x meV. Um potencial desse tipo ja foi
estudado por Guerrero et al. em 1995 [18], e os valores de dy utilizados nesta se¢ao foram
escolhidos de acordo com o trabalho desses autores, a fim de compararmos os resultados
obtidos. Vale destacar que nos calculos numéricos deste capitulo, consideramos 50 pontos

na zona de Brillouin.

Funcoes de Wannier de localizagcao maxima da super-rede com d, = 36 A

A simetria das fungoes de Wannier de localizagdo méaxima de bandas simples esta
vinculada a classificagdo das bandas de energia. Fazendo uso da Eq. (3.6), obtemos as
quatro primeiras bandas de energia e as classificamos através das equagoes apresentadas

m (3.5). Como pode ser visto na Fig. 3.3, a classificagao das quatro primeiras bandas de
energia quando dy = 36 Aé =X, I —Xo, I —Xoel'1 — X7 .

Usando a técnica da matriz de transferéncia, obtemos as fungoes de Bloch. Através da
Tabela 3.1, a fase das fungdes de Bloch é ajustada e a Eq. (3.7) leva a fungoes de Wannier
de localizacao maxima. A Figura 3.4 mostra as fungoes de Wannier das quatro primeiras
bandas de energia do potencial diatomico com dy = 36 A. As linhas pontilhadas verticais
representam os centros de simetria das funcoes de Wannier. J4 as faixas verticais brancas
(verdes) representam as camadas impares (pares) da super-rede, onde a concentragao = de
Al 60 (0.35). Vale ressaltar que o centro e a simetria das fungoes de Wannier apresentados
na figura estao de acordo com os preditos pela Tabela 3.1. Nessa mesma figura, em cada

painel, esta destacado o coeficiente de decaimento exponencial da funcao de Wannier.
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Figura 3.3: Estrutura de bandas do potencial diatomico com dy = 36 A. Os sfmbolos Iy,

I's, X7 e X5 indicam o tipo de funcao de Bloch em cada extremo de banda.

Este coeficiente é obtido através das Egs. (3.8) e (3.9).

Figura 3.4: Funcoes de Wannier de localizacao maxima das quatro primeiras bandas de

energia da super-rede com dy = 36 A.

O decaimento exponencial de cada fungao de Wannier de localizagao maxima apresen-

tada na Figura 3.4 estd a ilustrado na Figura 3.5, onde m representa uma determinada
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célula unitaria e P, a probabilidade de encontrar o elétron entre (m—1/2)a e (m+1/2)a.
Uma maior inclinagao no grafico indica uma maior localizagao nas fungoes de Wannier. Os
valores para o decaimento exponencial, Bj, da funcao de Wannier de cada banda simples,
quando a espessura da segunda camada vale 36 A, sdo hy ~ 1.7975a ' ~ 0.0112 Al cho &
17975071 ~ 0.0112 A~ | by ~ 0.605a"" ~ 0.0038 A~' ¢ hy ~ 0.17a"" ~ 0.0011 AL,
Nota-se que os decaimentos exponenciais das funcoes de Wannier da primeira e segunda
bandas de energia sao iguais. Isso pode ser explicado através da Eq. (3.8), onde podemos
concluir que o decaimento exponencial da funcao de Wannier de uma dada banda é igual

ao menor decaimento exponencial definido pelos gaps vizinhos.

0 @ .8, d,=36A |
’ 0ol0® BOO
S10f 000000 5000 000, ]
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Figura 3.5: Decaimento exponencial das quatro primeiras fungoes de Wannier de locali-

zacao maxima da super-rede diatomica com dy = 36 A.

Funcoes de Wannier de localizagao maxima da super-rede com dy = 99 A

De forma anéloga, calculamos as bandas de energia e as fungoes de Wannier da super-
rede com dy = 99 A, ou seja, uma super-rede em que a largura da segunda camada
vale 99 A. A Figura 3.6 representa a estrutura de bandas dessa super-rede. Comparando
as Figuras 3.3 e 3.6 percebemos que as bandas ficam mais planas quando aumentamos
a largura das barreiras. Isso acontece porque com barreiras mais largas o acoplamento
entre os atomos é menor.

A classificacao das quatro primeiras bandas de energia é 'y — X5, I'o— X7, ' — X e 'y —
X,. Fixando a fase das fungoes de Bloch segundo a Tabela 3.1, calculamos as fungoes de
Wannier das quatro primeiras bandas da super-rede em questao. Esses resultados podem
ser vistos na Figura 3.7. Assim como no caso anterior, as linhas pontilhadas verticais

representam os centros de simetria das funcoes de Wannier e as faixas verticais brancas
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Figura 3.6: Estrutura de bandas do potencial diatomico com dy = 99 A. Os sfmbolos Iy,

I's, X7 e X5 indicam o tipo de funcao de Bloch em cada extremo de banda.

(verdes) representam as camadas fmpares (pares) da super-rede, onde a concentracao x

de Al é 0 (0.35).

Figura 3.7: Funcoes de Wannier de localizacao maxima das quatro primeiras bandas de

energia da super-rede com dy = 99 A.

Ao comparar as Figuras 3.4 e 3.7, notamos que os centros das fungoes de Wannier de
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Figura 3.8: Decaimento exponencial das fungoes de Wannier de localizagao maxima das

quatro primeiras bandas de energia da super-rede diatomica com dy = 99 A.

localizacao méaxima mudam quando dy passa de 36 A para 99 A. Interpretando os pocos
quanticos do potencial como dtomos, como dito anteriormente, podemos entender que a
molécula diatomica sera formada por um par de atomos mais proximos, ou seja, o centro
da molécula estara na barreira mais estreita.

A Fig. 3.8 apresenta o decaimento exponencial das fungoes de Wannier da super-rede
com dy = 99 A. Os valores para o decaimento exponencial, ﬁj, das fungoes desta super-rede
30 hy ~ 2.55a71 ~ 0.0115 A~! Iy &~ 255471 & 0.0115 A~1, hy ~ 1.06 4~ ~ 0.0048 A1
e hy =~ 0.66a! ~ 0.003 AL Comparando estes valores com os obtidos na sec¢ao anterior,
concluimos que, em unidades do periodo da rede, as funcoes de Wannier da super-rede
com dy = 99 A s3o mais localizadas do que as fungoes de Wannier da super-rede com
dy = 36 A.

Analisando também as diferentes estruturas de bandas e as respectivas classificagoes
nas Figuras 3.3 e 3.6, notamos uma mudanca na classificacao das bandas de energia.
Isso motiva uma analise mais detalhada sobre como a classificacao de bandas depende da

espessura da camada ds.

Analise da classificagao das bandas de energia e do decaimento exponencial

em funcao de d;

Com o intuito de entender como a classificacao das bandas de energia muda quando
a espessura da segunda camada da super-rede varia de dy = 36 A para dy = 99 A,
determinamos o tipo de simetria das fungoes de Bloch das bordas de cada banda quando

dy varia de 10 A até 110 A. O resultado dos célculos estd apresentado na Figura 3.9, onde
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temos as energias e as classificacoes das bordas das bandas para cada valor de dy. As
linhas tracejadas (continuas) em azul correspondem as bordas com classificagdo X; (X3).
Ja as linhas tracejadas (trago e ponto) em vermelho correspondem as bordas classificadas
como I'y (I'y). As linhas verticais destacam os dois valores de dy considerados nas segoes
anteriores, isto é, dy = 36 Ae dy = 99 A. Conforme visto anteriormente, a classificacao
das quatro primeiras bandas para d, = 36 A (de =99 A) el — X, I — X5, 1 —Xs e
=X, (I —Xo, = Xp, I = Xy eIy — Xo).

Figura 3.9: Valores de energia e classificacao das bordas das bandas apresentadas em
fungao do parametro dy. As linhas pontilhadas (continuas) em azul representam a simetria
tipo X7 (Xs), enquanto as linhas vermelhas tracejadas (traco e ponto) representam a
simetria tipo I'y (I'2). As linhas verticais representam os dois valores de dy estudados

anteriormente.

Vale a pena destacar que a figura evidencia a mudanca na classificagao das bandas de
energia quando a espessura da camada dy da super-rede passa por 62 A, e consequente-
mente, sugere uma mudanca no ajuste da fase das funcgoes de Bloch. Interpretando os
pocos quanticos do potencial como atomos, percebemos que quando dy = dy = 62 1&, nao
somente os dois pogos quanticos sao iguais, como também as duas barreiras sao idénticas.
Dessa forma, a célula unitaria minima da super-rede nao é mais formada por dois pocos e
duas barreiras. A melhor escolha para a célula unitaria é apenas um poco quantico e uma

barreira. Isto corresponde a um regime monoatomico, onde os dtomos sao igualmente
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espacados por barreiras de 62 A.O periodo minimo, que na estrutura diatomica é 186 A,
na estrutura monoatomica seria 93 A. Assim, a estrutura de bandas do caso diatomico
pode ser obtida mediante dobradura das bandas do caso monoatomico!. Isso explica a
anulacao dos gaps de indice impar.

A importancia da anélise da classificacao de cada banda em funcao da espessura da
segunda camada fica evidente quando analisamos o trabalho de Guerrero et al. [18].
As figuras apresentadas por esses autores para a primeira e segunda bandas de energia
quando a espessura d, vale 36 A estdo reproduzidas na Figura 3.10. Nesta figura as
funcoes de Wannier nao possuem localizacao maxima. Isso é facilmente percebido quando
comparadas com as fungoes de localizacdo méxima apresentadas nas Fig. 3.4 (a) e (b).
A justificativa para as diferencas observadas é que as funcgoes apresentadas na Figura
3.10 foram obtidas sem considerar a classificagao das bandas de energia. No trabalho
de Guerrero et al., a escolha de fase utilizada para as funcoes de Wannier quando ds
vale 99 A, é utilizada também para obter as funcoes de Wannier quando d, vale 36 A.
Dessa meneira, sem levar em conta a classificacao das bandas, esses autores nao garantem
a obtencao de fungoes de Wannier de localizagdo maxima. Apesar disso, esse trabalho
é uma contribuicao relevante no tema da pesquisa e motivou parte dos calculos aqui

apresentados.

Figura 3.10: Funcgoes de Wannier apresentadas por Guerrero et al. no estudo de super-

redes diatomicas [18] .

Além do estudo da classificacao das bandas de energia em funcao da espessura da
segunda camada, analisamos a localizacao exponencial das funcoes de Wannier de locali-

za¢do maxima em funcdo de dy (ver Figura 3.11). As linhas verticais pontilhadas estao

INa literatura em lingua inglesa, o procedimento é chamado de zone folding.
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Figura 3.11: Coeficiente de decaimento exponencial, Bj, das quatro primeiras fungoes de
Wannier de localizagdo méxima de bandas simples em fungao de dy. Em (a) temos os
valores de h; e em (b) os valores de h;, ambos unidades de . Em (c) temos os valores
de h; e em (d) os valores de h;, ambos em A~1. As linhas verticais representam super-redes

em que do =36 A, dy =62 A edy =99 A .

posicionadas em dy = 36 Aedy,=99 A, espessuras para as quais o coeficiente de decai-
mento exponencial ja foi analisado nas se¢oes anteriores, e dy = 62 A, espessura em que
temos dy = d4. Vale ressaltar a perda da localizacao exponencial quando dy = 62 A. Na
Fig. 3.11 (a) estdo os valores de h; e na Fig. 3.11 (b) estdo os valores de h;. O valor de h;
corresponde ao decaimento exponencial da fungdo de Wannier da j-ésima banda. Alguns
trechos da Fig. 3.11 (b), em que os coeficientes de decaimento exponencial das fungoes

de Wannier de bandas vizinhas s@o iguais, justificam-se pela Eq.(3.8): o decaimento ex-
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ponencial para uma dada banda é determinado pelo menor dos coeficientes h; associados

ao gaps vizinhos.

3.3 Funcoes de Wannier generalizadas de super-redes
semicondutoras diatomicas

Nesta secao calculamos e analisamos fungoes de Wannier generalizadas de localizagao
maxima de pares de bandas consecutivas de super-redes semicondutoras diatomicas. As
super-redes tratadas sao as mesmas das se¢oes anteriores deste capitulo, ou seja, sao super-
redes periddicas em que a célula unitaria é composta por quatro camadas alternadas de
Al,Ga;_,As onde as camadas fmpares (pares) tém concentragao de Al dada por z = 0
(x = 0.35). Com a intengao de comparar as fungoes de Wannier generalizadas com as
funcoes de Wannier de bandas simples, calculadas na Secao 3.2, as espessuras das camadas
da super-rede serao as mesmas ja consideradas, ou seja, primeiro dy = 36 A e, em seguida,
dy = 99 A. Para o cdlculo das funcoes de Wannier generalizadas fazemos uso da teoria

desenvolvida no Capitulo 2.

3.3.1 Funcoes de Wannier generalizadas da super-rede com ds =

36 A

Iniciando pelo par de bandas (1,2), temos, a partir da se¢do anterior, que as fungoes
de Wannier de bandas simples tém simetrias opostas e sao centradas em c¢;, ou seja, em
0.30625 a, ou ainda, 49 A. Essa observacao faz-se necessaria pois, para a obtencao da
matriz U(k), é preciso conhecer os valores n = 2Az/a e s. O valor de s é igual a 0 (1)
quando as fungdes de Wannier de bandas simples possuem simetrias diferentes (iguais).
Logo, no caso do par de bandas (1,2), temos n = 0 e s = 0 e a matriz responsavel por

misturar apropriadamente as fungoes de Bloch fica

oy A (3.11)

onde a(k) = 2 fok [C(k) — Cldk é a funcio fmpar ilustrada na Figura 3.12 (a). Conforme
predito no Capitulo 2, para os atuais valores de n e s, a fun¢ao C(k) é uma funcao par e

periédica, como na Figura 3.12 (b).
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Figura 3.12: Funcoes a(k) e C(k) da super-rede com dy = 36 A para o par de bandas
(1,2).

Através da Eq. (2.16), temos as quase fungoes de Bloch dadas por:

ia(k)

e 2

1;11@(33) = 5 [V1,k(2) — o p ()], (3.12)

ia(k)
e 2

V2

As fungoes de Wannier generalizadas sao obtidas a partir das quase fungdes de Bloch

5

o k() (1 k() + ()] (3.13)

acima. A Fig. 3.13 apresenta as fungoes de Wannier relativas a super-rede com dy = 36 A.
Nos painéis (a) e (b) estao as fungoes de Wannier de localizacdo maxima de bandas
simples. Nos painéis (c) e (d), encontram-se as fungdes de Wannier generalizadas. As
linhas verticais vermelhas tracejadas representam os centros das funcoes de Wannier e as
faixas verdes e brancas novamente sao utilizadas para diferenciar os pocos e as barreiras da
super-rede. O super-indice (1,2) é utilizado para identificar as fungdes, quanto as bandas

de energia consideradas.

(1,2) | zj/a | Zj/a | oF/a® | &7/a®

j=110.30625 | 0.0958 | 0.0516 | 0.007

J=210.30625 | 0.5167 | 0.0581 | 0.007

Tabela 3.2: Centro e variancia das funcoes de Wannier de bandas simples e generalizadas

para o par de bandas (1,2) da super-rede com dy = 36 A.

A Tabela 3.2 contém as principais informagcoes das fungoes de Wannier para o par
de bandas (1,2). Vale destacar que os centros das fungoes de Wannier generalizadas
mudam de posicao em relagao aos centros das fungoes de Wannier de bandas simples.

Conforme dito anteriormente, quando temos s = 0 e n par, os centros das funcgoes de
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Figura 3.13: Fungoes de Wannier de bandas simples, em (a) e (b), e fungdes de Wannier

generalizadas, em (c) e (d), referentes ao par de bandas (1,2) da super-rede com ds = 36

o

A,

Wannier generalizadas sao dados por #; = 21 — C e Iy = 9 + C. Como o valor médio de
C(k) é C(k) ~ 0.21049 a, os centros das fungdes de Wannier generalizadas ficam em 7 ~
0.09576 a e 5 =~ 0.51673 a. A soma das variancias das duas fungoes de Wannier das bandas
investigadas, ou seja, o} + o3, vale, aproximadamente, 0.109695a?. Em comparagao, a
soma das variancias das funcoes de Wannier generalizadas, 67453, vale, aproximadamente,
0.013951 a®. Isso significa um decréscimo de aproximadamente 87%. Vale lembrar que,
também neste caso, as funcoes de Wannier de bandas simples assemelham-se aos orbitais
moleculares, enquanto que as funcoes de Wannier generalizadas parecem com orbitais
atomicos.

Para o par de bandas consecutivas (2,3), a partir das fun¢oes de Wannier de bandas
simples, temos n = 1, pois Az = a/2 e s = 0 (as fungdes de Wannier das bandas 2 e 3
possuem simetrias diferentes). Dessa forma, a matriz U(k), responséavel pela combinagao

linear das funcoes de Bloch, é:

k) — cos[@(k)]- —i sen[f(k)]e e/ | (3.14)
—i sen[0(k)]er/? cos[0(k)]
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em que (k) = fko C(k)dk. As fungoes (k) e C'(k) sao exibidas na Fig. 3.14. Vale destacar
que, para os valores de n e s discutidos aqui, a fungao 6(k) deve ser impar e a fungao

C(k) der ser par e anti-periddica.

0.3
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Figura 3.14: Fungoes (k) e C(k) da super-rede com dy = 36 A para o par de bandas
(2,3).

Figura 3.15: Fungoes de Wannier de bandas simples, em (a) e (b), e fungdes de Wannier
generalizadas, em (c) e (d), referentes ao par de bandas (2,3) da super-rede com dy = 36

o

A.

A Fig. 3.15 apresenta as fungdes de Wannier de bandas simples (generalizadas) em (a)
e (b) [(c) e (d)]. Pode-se notar, comparando as fun¢oes de Wannier de bandas simples

com as respectivas fungoes de Wannier generalizadas, a conservagao dos centros e das
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simetrias. Para o decaimento exponencial das fun¢oes de Wannier generalizadas do par
de bandas (2,3), é preciso levar em conta hy, hy e hs. Isso, porque esses sdo os coeficientes

associados aos gaps vizinhos as bandas consideradas.

(2,3) | xj/a Ijja | of/a® | &7/a®
7 =110.30625 | 0.30625 | 0.05806 | 0.05847
7 =210.80625 | 0.80625 | 0.10403 | 0.09044

Tabela 3.3: Centro e variancia das fungoes de Wannier de bandas simples e das fungoes

de Wannier generalizadas do par de bandas (2,3) quando dy = 36 A.

Usando a Tabela 3.3 podemos ressaltar a minimizacao da soma das variancias das fun-
coes de Wannier das bandas envolvidas. Numericamente, o} + 03 ~ 0.16209 a® enquanto
que, 63 + 53 ~ 0.14891 a?. Isso corresponde a uma redugao de, aproximadamente, 8% na
soma das variancias. Vale notar ainda que a soma das variancias das fungoes de Wannier
generalizadas diminuiu seu valor total, mesmo com a variancia da funcao de Wannier
generalizada de j = 2 tendo aumentado individualmente.

Para o par (3,4), os resultados nao sao muito diferentes. Como n é impar e s =1, a

matriz U(k) tem a forma

cos|0(k)]
sen[0(k)]e"Fa/?

— sen|[0(k)]e?ka/?
cos|0(k)]

U(k) = (3.15)

onde f(k) é uma funcao para dada por 0(k) = kw/a C(k)dk apresentada na Fig. 3.16 (a).
A Fig. 3.16 (b) mostra a fungao C(k), que, de acordo com o capitulo anterior, deve ser

impar e anti-periodica.

0.7 1.0
0.6f (@
0.5 0.5

(b)
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01}
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- 0 bis - 0 bis

ka ka
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Figura 3.16: Funcoes (k) e C(k) da super-rede com dy = 36 A para o par de bandas
(3.4).
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A Fig. 3.17 apresenta as fungoes de Wannier de bandas simples do par de bandas (3, 4),
em (a) e (b), comparadas com as fungdes de Wannier generalizadas em, (c) e (d). Através
desta figura, associada a Tabela 3.4, verificamos que os centros da fungoes de Wannier
generalizadas permanecem os mesmos que os das fungoes de Wannier de bandas simples
correspondentes. Sobre as variancias, temos 0% + 03 ~ 0.55143 a® e 6% + 53 ~ 0.35890 a?,
o que significa uma reducao de aproximadamente 35% na variancia total, mesmo havendo

um aumento individual na variancia da fungao de Wannier de j = 1.

(3,4) | x;/a Ijfa | oi/a® | G7/a®
7 =110.80625 | 0.80625 | 0.10403 | 0.12906
7 =210.30625 | 0.30625 | 0.44739 | 0.22983

Tabela 3.4: Centro e variancia das funcoes de Wannier de bandas simples e generalizadas

do par de bandas (3,4) quando dy = 36 A.

Figura 3.17: Fungbes de Wannier generalizadas referentes ao par de bandas (3,4) da

super-rede com dy = 36 A.

Em resumo, a soma das variancias das funcoes de Wannier generalizadas dos pares de

bandas (1,2), (2,3) e (3,4) sofreu uma reducao de, aproximadamente, 87%, 8% e 35%,
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respectivamente. O par (2,3) é o caso de menor diminuigao na variancia total das fungoes
de Wannier generalizadas. Isso pode ser justificado comparando as Figuras 3.12 (b), 3.14
(b) e 3.16 (b), onde temos a fungao C'(k) relativa aos pares de bandas em questao. A fungao
C'(k) esté relacionada com a sobreposi¢ao das fungoes de Bloch. Entao, comparando as
figuras, notamos que a fungao C'(k) toma valores consideravelmente menores para o par de
bandas (2,3) do que para pares de bandas (1,2) e (3,4). Em outras palavras, as bandas
dois e trés estao afastadas demais uma da outra, e as funcoes de Bloch deste par nao

acoplam apreciavelmente.

3.3.2 Funcoes de Wannier generalizadas da super-rede com d; =

99 A

Nesta secao calculamos e analisamos fungoes de Wannier generalizadas da super-rede
com a segunda camada de espessura 99 A. Para o par de bandas (1,2), ambas as fungoes
de Wannier de bandas simples sao centradas em co, que para essa super-rede vale 192 A,
ou, 0.860987 a.

Para o par (1,2), temos n par e s = 0. Através da Eq. (2.16) obtém-se a matriz U(k).
E com a matriz U(k) e as quase fungdes de Bloch obtidas com essa matriz, consegue-se as
funcoes de Wannier generalizadas para o primeiro par de bandas consecutivas. O resultado
pode ser visto na Fig. 3.19. Em (a) e (b) encontram-se as fungoes de Wannier de bandas
simples. Em (c) e (d), as fun¢bes de Wannier generalizadas. Neste caso, assim como
para o primeiro par de bandas consecutivas da super-rede com dy = 36 A, os centros das
funcoes de Wannier generalizadas, em relacao as funcoes de Wannier de bandas simples,
mudam de posicao. O centro de cada uma das funcoes é deslocado em valor igual ao valor
médio da fungdo C(k), para mais, e para menos. A Fig. 3.18 apresenta a funcao «a(k)
no painel (a), funcao utilizada para calcular as quase fungdes de Bloch, e, no painel (b) a
funcao C(k).

A Fig. 3.19, juntamente com a Tabela 3.5, apresenta o deslocamento do centro das
funcoes de Wannier generalizadas em relacao as de bandas simples. Sobre a minimizacao
da soma das variancias do par de bandas, temos o7 +03 ~ 0.09590 a? e 52+73 ~ 0.00736 a*.
Isso implica em uma reducao na soma das variancias de, aproximadamente, 92%.

Para o par de bandas consecutivas (2,3), temos n impar e s = 0. Neste caso a fungao

6(k) é impar [ver Fig. 3.20 (a)] e a soma e a diferenga entre os centros sdo preservadas.
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Figura 3.18: Fungoes a(k) e C(k), respectivamente, em (a) e (b), de uma super-rede com

dy = 99 A para o par de bandas (1,2).

Figura 3.19: Fungoes de Wannier generalizadas referentes ao par de bandas consecutivas

(1,2) da super-rede com dy = 99 A.

(L,2) | zj/a zj/a Y
J=110.86098 | 0.65238 | 0.04730 | 0.00367
7 =210.86098 | 1.06959 | 0.04859 | 0.00367

Tabela 3.5: Centro e variancia das funcoes de Wannier de bandas simples e das funcoes

de Wannier generalizadas para o par de bandas (1,2) quando dy = 99 A.
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Ou seja, os centros permanecem nos mesmos lugares, em comparagao com as fungoes de
Wannier puras. Para os valores de n e s citados, a fun¢ao C'(k) é par e anti-periddica,

como podemos observar na Fig. 3.20 (b).
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Figura 3.20: Funcgoes (k) e C(k), respectivamente, em (a) e (b), de uma super-rede com

dy = 99 A para o par de bandas (2,3).

A Fig. 3.21 apresenta as func¢oes de Wannier da super-rede em que dy = 99 Ae para
o par de bandas (2,3). Com a Tabela 3.6 e com a Fig. 3.21, podemos verificar que, de
fato, os centros das fungoes de Wannier nao se deslocaram. Além disso, a tabela também
permite notar uma pequena diminuicao da variancia das funcoes de Wannier envolvidas.
Mais precisamente, o7 4+ 03 ~ 0.10196 a* e 73 + 5 ~ 0.09871a% Isso representa uma
diminuicao de cerca de 3%. Para dy = 994 as fungoes de Wannier generalizadas do par
de bandas (2,3) também ¢ o par com a menor diminui¢do na soma das varidncias. A
justificativa para isso é analoga a apresentada para o caso em que dy = 36 A. Trata-se de

um acoplamento fraco entre as bandas consideradas.

(2,3) | zj/a zj/a orja® | &3/a
7 =110.86098 | 0.86098 | 0.04859 | 0.04822
J=210.36098 | 0.36098 | 0.05336 | 0.05049

Tabela 3.6: Centro e variancia das fungoes de Wannier de bandas simples e das fungoes

de Wannier generalizadas para o par de bandas (2,3), quando ds = 99 A.

Para o par de bandas (3,4) temos n fmpar e s = 1. Dessa maneira, a funcdo 0(k)
é par e a funcao C(k) é impar e anti-periédica, ver Fig. 3.22 (a) e (b), respectivamente.
Com a Tabela 3.7 verificamos que os centros das fungoes de Wannier generalizadas nao se

deslocam, em relagao aos centros das respectivas fungoes de Wannier de bandas simples.
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Figura 3.21: Fungoes de Wannier puras [painéis (a) e (b)] e generalizadas [painéis (c) e
(d)] referentes ao segundo par de bandas consecutivas (bandas 2 e 3) da super-rede com

dy =99 A .

Isso pode ser confirmado ao observar a Figura 3.23. O porcentual de reducao da soma
das variancias das fungdes de Wannier generalizadas do par de bandas (3,4) também
pode ser extraido da Tabela 3.7. Temos que 02 + 03 ~ 0.19620 ¢, enquanto que 5> +
o3 ~ 0.09532a®. TIsso representa uma redugao de, aproximadamente, 51% na soma das

variancias das fungoes de Wannier do par de bandas (3,4).
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Figura 3.22: Fungoes 0(k) e C(k), respectivamente, em (a) e (b), de uma super-rede com

dy = 99 A para o par de bandas (3,4).



3.4) | zj/a | E/a | of/a* | &7/a?
J=110.36098 | 0.36098 | 0.053366 | 0.031418
J=210.86098 | 0.86098 | 0.142836 | 0.063900
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Tabela 3.7: Centro e variancia das fungoes de Wannier de bandas simples e das fungoes

de Wannier generalizadas para o par de bandas (3,4), quando dy = 99 A.

Figura 3.23: Fungoes de Wannier puras [painéis (a) e (b)] e fun¢bes de Wannier generali-

zadas [painéis (c) e (d)] referentes ao par de bandas consecutivas (3, 4) da super-rede com

dy =99 A.

3.4 Conclusoes do capitulo

Apresentamos um método para classificar as bandas de energia, a fim de obter fungoes

de Wannier de localizagao maxima em super-redes diatomicas com simetria de inversao.

As fungoes de Wannier de localizagao maxima foram calculadas e analisadas. As larguras

das camadas da super-rede correspondentes aos pogos quanticos (d; e ds) sao escolhidas

iguais, para que o potencial tenha simetria de inversao. Dessa forma, as larguras das

camadas correspondentes as barreiras (ds e dy) nao influenciam na simetria do potencial,
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no entanto, afetam a classificagao das bandas de energia. Interpretando os pogos quanticos
como atomos e as barreiras como a regiao interatomica, chamamos essa super-rede de
super-rede diatomica. As funcoes de Wannier obtidas para essas super-redes sao reais,
simétricas ou anti-simétricas e exponencialmente localizadas. Calculamos essas fungoes
para diferentes valores da camada de largura ds, e também analisamos a influéncia de
ds na classificacao das bandas de energia. O resultado foi uma mudanca na classificagao
das bandas quando a largura da segunda barreira passa do regime dy < d4 para o regime
dy > dy. Ainda verificando a influéncia de dy no sistema, investigamos o decaimento
exponencial das funcoes de Wannier de bandas simples em funcao de dy. O resultado foi
a auséncia de decaimento exponencial quando dy = dy. Isso justifica-se pelo fato de que
com dy = dy a super-rede considerada tem duas barreiras e dois pocos quanticos idénticos,
de forma a ficar com o periodo duplicado. A consequéncia disso é a anulagao dos gaps
impares.

Adicionalmente, calculamos e analisamos funcoes de Wannier generalizadas para as
super-redes diatomicas. Isso foi feito utilizando a teoria desenvolvida no capitulo anterior.
Neste caso também estudamos dois casos especificos de potencial, ou seja, calculamos
funcoes de Wannier generalizadas para dy = 36 Ae para ds = 99 A. Em ambos os
casos houve uma diminuicao da variancia total das fungoes de Wannier. Para o par de
bandas (1,2), tanto no caso em que dy = 36 A como no caso em que dy = 99 A, é
possivel notar que as funcoes de Wannier de bandas simples assemelham-se a orbitais
moleculares, enquanto que as funcoes de Wannier generalizadas assemelham-se a orbitais
atomicos. Ainda sobre o par (1,2) constata-se que a fungdo de Wannier generalizada de
Jj = 2 é a imagem especular da fungao de Wannier generalizada de j = 1. Ja para os
outros pares de bandas, concluimos que o método detalhado no Capitulo 2 é eficiente
na minimizacao da variancia total, mesmo quando a variancia de alguma das fungoes de
Wannier generalizadas envolvidas aumente.

Vale destacar que tratamos um potencial com simetria de inversao e parametros especi-
ficos, tais como a altura do potencial e a largura dos pocos quanticos. Muitas contribuicoes
para esse assunto ainda estao por fazer, tais como: analisar como a variancia das fungoes
de Wannier depende da altura do potencial; obter um método analogo ao aplicado neste
capitulo para tratar super-redes sem simetria de inversao; e, também, obter um método

que permita conseguir funcoes de Wannier generalizadas mediante combinacao de mais



69

do que apenas duas bandas simples.

Além disso, as fungbes de Wannier constituem uma base 1util para a expansao de
estados localizados produzidos por defeitos, e pela aplicagdo de campos elétricos [65] e
magnéticos em super-redes. Nesse sentido, as fungoes generalizadas que investigamos
revelam-se muito mais convenientes, devido a sua maior localizacao.

No préximo capitulo trataremos a respeito da teoria das funcoes de Wannier para
cristais com periodicidade em D dimensoes. Isso permitira lidar com materiais tridimen-
sionais e também auxiliard a compreensao dos resultados produzidos por softwares que
calculam funcgoes de Wannier de materiais. No préoximo capitulo também faremos uma
rapida apresentacao do software wannier90, calculando e analisando funcoes de Wannier

tridimensionais de cristais de chumbo e de silicio.



Capitulo 4

Funcoes de Wannier nao

unidimensionais

4.1 Introducao

Com o crescente interesse em calculos de funcgoes para diversos tipos de materiais,
neste capitulo, vamos apresentar duas secoes que tratam sobre este tema. Inicialmente,
na Secao 4.2, apresentamos a teoria das fungoes de Wannier, andloga a apresentada no
Capitulo 2, mas escritas para cristais com periodicidade em D dimensoes. Nesta secao
apresentamos diferentes situagoes de periodicidade e dimensao. A vantagem de escrever
a teoria dessa forma é poder calcular diretamente fungoes de Wannier generalizadas de
localizagao maxima para cristais fotonicos bidimensionais ou para cadeias atomicas uni-
dimensionais e periédicas. Na secao 4.3 apresentamos o software wannier90 como uma
importante ferramenta, nao s6 para calcular fungoes de Wannnier de localizagao maxima
de cristais tridimensionais, como também para calcular a estrutura de bandas e até a
superficie de Fermi de determinados materiais. Consideramos para andlise cristais de
chumbo (Pb) e de silicio (Si). Na se¢ao 4.4 apresentamos as conclusoes parciais referentes

a este capitulo.

70
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4.2 Funcoes de Wannier que dependem de varias co-
ordenadas

Nesta segao, a teoria é desenvolvida em analogia ao Capitulo 2. Porém, considera-
se que as funcgoes de Bloch dependem de V' coordenadas e que o sistema investigado
apresenta periodicidade num subespaco que corresponde as D primeiras coordenadas. As

trés situagoes mais comuns sao aquelas em que D = V:

e D =V =1 ¢ o caso é puramente unidimensional, ja tratado no Capitulo 2. A
Figura 4.1 apresenta um diagrama para este caso e, embora o sistema tratado seja
tridimensional, o movimento do elétron nas direcoes y e z pode ser desacoplado do
movimento do elétron na direcao x. Fazendo assim, o problema resume-se ao caso

unidimensional.

Figura 4.1: Diagrama que representa o caso unidimensional puro. Figura retirada da

Ref. [23].

e D =V = 2éo caso bidimensional puro e corresponde aos cristais fotonicos bidimen-
sionais descritos no capitulo introdutorio e com uma ilustragao na Figura 4.2. Neste
caso, o movimento na direcao paralela a direcao dos fios é que pode ser desacoplada
do movimento perpendicular aos mesmos. Dessa forma o problema é bidimensional

e possui periodicidade em duas dimensoes.

e D =V = 3 é o caso tridimensional puro que ja foi investigado por Marzari e

Vanderbilt em 1997 [7] e estd ilustrado na Figura 4.3.
Ha outros trés casos de interesse na Ciéncia de Materiais:

eV =2¢e D =1, quando as funcoes de Bloch dependem de x e de y e decaem

exponencialmente para |y| — oo. Esta situagao ocorre, por exemplo, quando fios



72

Figura 4.2: Diagrama que representa o caso bidimensional puro. Figura retirada da

Ref. [66].

Figura 4.3: Diagrama que representa o caso tridimensional puro. Figura retirada da

Ref. [27].

quanticos sao arranjados numa fileira periédica, assim como apresentado na Figura

4.4.

Figura 4.4: Diagrama que representa o caso em que a funcao de Bloch depende de duas
variaveis enquanto que a periodicidade do material acontece apenas em uma diregao.

Figura retirada da Ref. [67].

eV =3e D =1, quando as fungoes de Bloch dependem de z, y e z e decaem
exponencialmente para /y?+ 22 — oo. Este caso tem interesse porque permite

lidar com cadeias atomicas periédicas, como ilustrado na Figura 4.5.

e V =3e D =2, quando as funcoes de Bloch de dependem de x, y e z e decaem
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Figura 4.5: Cadeia unidimensional de carbono. Exemplo de materiais em que a fungao

de Bloch depende de trés variaveis mas a periodicidade é apenas em uma dimensao.

exponencialmente para |z| — oo. Este caso permite lidar com arranjos atomicos

planares como o grafeno (ver Figura 4.6).

Figura 4.6: Plano de grafeno. Exemplo de materiais em que a funcao de Bloch depende
de trés variaveis mas a periodicidade é apenas em duas dimensoes. Figura retirada da

Ref. [68].

A fungao de Bloch da j-ésima banda para o vetor de onda k é denotada por 1, x(r),
em que r é a posicao do elétron. Por sua vez, o valor de energia correspondente ¢ denotado

por E;(k). As funcoées de Bloch satisfazem a equac@o de Schrodinger, ou seja,

Hpji(r) = Ej(k)v;u(r), (4.1)
com operador Hamiltoniano
. B2
H=——V*+V(r). 4.2
QmV +V(r) (4.2)

Aqui, V(7) é o potencial periédico, o qual satisfaz
V(ir+R)=V(r), (4.3)

em que R representa qualquer vetor da rede cristalina. Isto quer dizer que existem D

nimeros inteiros my, ..., mp e D vetores linearmente independentes a4, ..., ap, tais que

D
R=) ma,. (4.4)
=1
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Convém notar que r tem V' coordenadas, enquanto R tem D coordenadas. Na soma da
Eq. (4.3) opera-se como se R tivesse V' coordenadas e as tultimas V' — D delas fossem
nulas.

Como visto no Capitulo 2, além da equacao de Schrodinger, as fungoes de Bloch

também satisfazem a condicao de Bloch, isto é
Vik(r + R) = ™oy (r), (4.5)
e a condicao de ortonormalizacao
(V] Yjrar) = Vg 0550 0 (k — k), (4.6)

para quaisquer k e k' na primeira zona de Brillouin. Aqui (...) refere-se a integragao
sobre o espaco correspondente a todas as V' coordenadas de 7.
Pode-se escolher as funcoes de Bloch de maneira que elas sejam periédicas na rede

reciproca, ou seja, que satisfacam

¢j,k+K("‘) = 1/)j,k('r)7 (4.7)

em que K representa qualquer vetor da rede reciproca. Isto significa que existem D

nimeros inteiros ni,...,np tais que

D
K = Z nlbl, (48)
=1

em que os D vetores by,...,bp sao os vetores geradores da rede reciproca. Suas coorde-

nadas Cartesianas formam as colunas respectivas da matriz
B=2rA! (4.9)

enquanto as coordenadas Cartesianas dos vetores da rede cristalina formam as filas da
matriz A [42].
Devido a sua periodicidade no espagco reciproco, as fungoes de Bloch podem ser escritas

como uma série de Fourier:
V() =Y wjn(r) e* (4.10)
R

onde o coeficiente w; g(r) é a funcdo de Wannier correspondente a j-ésima banda e ao
ponto R da rede cristalina. Ao considerar todos os valores de j e k, forma-se um conjunto

de fungoes que é ortonormal no espaco real e satisfaz

w;,r(r) = wi(r — R), (4.11)
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com

w;i(r) = Yjk(r), (4.12)
onde a linha acima da expressao indica o valor médio em k sobre a zona de Brillouin.

Convém notar que nao perdemos generalidade ao supor que as fungoes de Wannier de

cada banda sao reais [46], isto é, que as funcoes de Bloch satisfazem a condigao

Uj-n(T) = PjR(r). (4.13)

Além disso, supomos que tais fungdes de Wannier apresentam maxima localizacao, isto é,
que ja foram otimizadas e, por isso, separadamente, apresentam variancia minima [7, 44].

A fim de tratar com funcgoes de Bloch de um grupo de J bandas, vamos considerar um
vetor linha Wy com J componentes, cuja j-ésima componente ¢ ;. A ortonormalizacao

das fungoes de Bloch é expressa na forma [27]
(Ul Up) = Vi 6(k — k)L (4.14)
Analogamente ao Capitulo 2, o vetor
W =1, (4.15)

tem J componentes, onde cada componente é a funcao de Wannier da j-ésima banda, ou
seja,

1
W =T, = —/ Uy dPk. (4.16)
Vi JzB

Sua normalizacao é escrita na forma (WTW) = L.
A [-ésima coordenada Cartesiana do centro da j-ésima funcao de Wannier é o j-ésimo

elemento diagonal da matriz
(W Wy = <xl\17gﬁ> = X, (k), (4.17)

ou seja,

zy = (Wia W), = Xu,(k), (4.18)

em que a matriz X; tem formas diferentes nos casos | < D e D <[ < V. Vale destacar
que a posic¢ao do elétron é dada pelo vetor r = (x1,...,2p,Tps1,...,2y). De acordo com

as Equagoes (A.8) e (A.9), quando [ < D, a matriz é dada por

Xy (k) = i /W S uL(r)alg“k(lr) d'r, (4.19)
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enquanto, para D <[ <V, a forma da matriz é

X, (k) = /W L ub (r) ug(r) dV'r. (4.20)

Aqui ug(r) = exp(—ik - r)Ug(r) é a parte periédica de Vg (r). As matrizes X;(k) sao
Hermitianas e satisfazem X;(k + K) = X;(k). Vale destacar aqui que WS ¢é a célula de
Wigner-Seitz do sistema. Além disso, para os casos em que D < V a célula de Wigner-Seitz
é infinita, em pelo menos uma dire¢do. Citando como exemplo o grafeno (ver Figura 4.6),
a célula primitiva serd um prisma hexagonal de altura infinita.

A fim de obter a variancia das funcoes de Wannier, calculamos a matriz

—_— V .
(W2 = <r2 il ﬂ> =Y Wi(k), (4.21)
=1
em que ;
ou,, Oug,
Y, (k :/ A% 4.22
(k) Ok Ok (4.22)
paral < D e
Yy(k) = / 22l () we(r) &V (4.23)
WS

para D < < V. Cada matriz Y;(k) ¢ Hermitiana e satisfaz a condi¢ao Y,(k+K) = Y, (k).

Entdo, a variancia de w;(r) é dada por

v 2
o= {Yl,j,j(k?) - (Xl,j,j(k)) } : (4.24)
1=1

Pode-se construir um grupo de J funcoes de Bloch multi-bandas ijk(r), realizando
uma combinagao linear de J funcées puras 1), (7). Para isso, introduzimos uma matriz
J x J, U(k), tal que [7]

J
Ui(m) =Yy l(r) Uy (k) (4.25)

j'=1
vale para j =1,...,J.
Introduzindo o vetor linha de J componentes Ty, com a j-ésima componente sendo

@Zj,k, podemos reescrever a Eq. (4.25) na forma

Ty (1) = T (r) Uk). (4.26)

Como

(U}, Ur) = Vi 6(k — k) U (k)U(K), (4.27)
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as fungoes de Bloch permanecem ortonormalizadas sempre que a matriz U(k) é unitéria,

isto é,
U'(k)U(k) = 1.

Além disso, a matriz U(k) também respeita a condigao
Uk + K) =U(k).
Portanto, as funcoes de Wannier generalizadas sao dadas por
W=,
e satisfazem a condicao de ortonormalizacao

WiW) =1

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

A [-ésima coordenada Cartesiana do centro da j-ésima funcao de Wannier generalizada

é dada por
Ty = W) = Xij,(k),
em que
Xi(k) =U'(k)X,(k)U(k) +iU (k)ajﬂ(k)
paral < D, e

Xi(k) = U (k)X (k)U(k)

para D <1 < V. Além disso, a variancia de w;(r) é dada pela expressao

em que
~ T
k) = URVRIU0) + 0 5 )
T
I ) (k) 5 () — T (0% ()UK
— UIR)Yi(k) — X (R)U(K) + K] (k)X ()
paral < D, e

para D <[ < V.

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)
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A fim de melhorar a localizagao das fungoes de Wannier generalizadas, minimizamos

a soma das variancias das funcoes de Wannier, que é dada pelo funcional

52 =3 | Te[Yu(k)] ZJ: 3]]. (4.38)

1 =1 j=1

0=

J
]:

Uma vez que matrizes similares tém o mesmo traco, o funcional toma a forma

2 =2

=1

Te[Y (k) — X2(k) + X] (k) ZXW ]

\%4

>

J
Tl" Yl Z 1.j ]

I=D+1 j=1
- v o J _ 9
- Qo+zz|xhj,f|2+zz[ b~ ¥ | (49)
=1 j/=1 =1 j=1
J'#3
onde
V e —
=) Tr[Y, — X3 (4.40)

nao depende de U. O segundo e o terceiro termos na segunda linha da Eq. (4.39) sao
nao-negativos. Portanto, )y é uma cota inferior para a variancia total.

E importante ressaltar que o valor () seria o minimo global de €2 se existisse U tal que
todas as matrizes X fossem diagonais e constantes. No entanto, para o caso tridimensi-
onal, Marzari e Vanderbilt [7] advertiram que isso equivale a diagonalizagdo simultanea
de matrizes que nao comutam, o que é impossivel. Para uma tnica banda, o problema
pode ser resolvido analiticamente (ver Ref. [44] e Apéndice E). J4, ao considerar vérias
bandas, Marzari e Vanderbilt tratam o caso tridimensional mediante um procedimento
numérico iterativo que faz parte do pacote wannier90. Na proxima secao apresentamos as
fungoes de Wannier de localizagao maxima do chumbo e do silicio, ambas obtidas a partir

do software citado.

4.3 Resultados obtidos mediante o pacote wannier90

Com o crescente interesse em cédlculos de fungoes de Wannier de localizagao maxima
para materiais tridimensionais, na década de 1990, surgiu o wannier90. Trata-se de um
codigo computacional, constituido inicialmente por rotinas escritas em Fortran77 e cuja

finalidade ¢ calcular funcoes de Wannier de localizacao méaxima para materiais metalicos
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ou isolantes, utilizando o método de Marzari e Vanderbilt [7]. As primeiras ideias a
respeito do codigo surgiram no periodo em que Nicola Marzari realizou estagio de Pods-
Doutorado sob supervisao do professor David Vanderbilt na Universidade de Rutgers,
entre 1996 e 1998. Em 1999, Ivo Souza se envolveu no projeto, ajudando a estender o

codigo para tratar também o caso de bandas degeneradas.

Figura 4.7: Criadores do wannier90. A esquerda: Nicola Marzari, atualmente professor
da Escola Politécnica Federal de Lausanne (EPFL), Suica. A Direita: David Vander-
bilt, desde 1991 é professor no Departamento de Fisica e Astronomia da Universidade
de Rutgers, Estados Unidos da América. As imagens foram divulgadas na internet pelos

organizadores do evento CECAM 2007.

Em 2006, o cédigo foi reescrito em Fortran90, por Arash Mostofi e Jonathan Yates, na
época, pesquisador da Universidade de Cambridge e pés-doutorando no grupo de Marzari,
e Souza, respectivamente. Apos isso, Stefano de Gironcoli e Malgorzata Wierzbowska
fizeram a interface entre o wannier90 e o Quantum-Espresso [7, 8]. Desde entdo, fungoes
de Wannier de localizagao maxima calculadas através do wannier90 tém sido amplamente
utilizadas.

Com a pretensao de compreender o calculo de fungoes de Wannier de materiais tri-
dimensionais, instalamos o codigo wannier90. A instalacao do cédigo compreende ter
um ambiente Linux, com as bibliotecas BLAS e LAPACK devidamente instaladas. A
visualizacao das funcoes de Wannier geradas pelo wannier90 ¢é feita através do software
XCrysDen. Os valores das funcoes de Bloch necessarios para a obtencao das fungoes de
Wannier de localizagao maxima sao obtidos através dos pacotes do PWSCF, instalados

juntamente com o Quantum-Espresso.
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Calculamos e analisamos funcoes de Wannier para cristais tridimensionais de chumbo
(Pb) e silicio (Si). Os procedimentos computacionais foram guiados pelo tutorial dispo-

nivel no endere¢o www.wannier.org/doc/tutorial.pdf.

4.3.1 Funcoes de Wannier do chumbo

O chumbo é o elemento quimico de nimero atomico 82, seu simbolo é Pb e forma
uma estrutura cristalina ctibica de face centrada. Pertencente ao grupo IV A da Tabela
Periédica dos Elementos e com configuracao eletronica 1s? 2s% 2p° 352 3p°® 452 3d'°0 4p°
552 4d'0 5p5 652 4 5d'Y 6p?, o chumbo é um elemento conhecido e utilizado desde a
antiguidade. Atualmente é bastante usado na construcao civil, em revestimentos de cabos
elétricos e em ligas metalicas para produgao de soldas, no entanto, seu uso vem declinando
por conta de sua toxicidade [69)].

Nesta secao, apresentamos o wannier90 como uma ferramenta eficiente no célculo de
estrutura de bandas de energia, superficies de Fermi e func¢oes de Wannier de localizagao
maxima de cristais tridimensionais, neste caso, especificamente, o chumbo.

Os arquivos de entrada e os comandos para a obtencao da estrutura de bandas de
energia, superficies de Fermi e fun¢oes de Wannier sao apresentados no Apéndice F.

A Figura 4.8 apresenta a estrutura de bandas do chumbo. Na figura verifica-se que
o material possui a segunda e a terceira bandas parcialmente preenchidas, portanto, o
chumbo é um metal. A linha horizontal vermelha representa a energia de Fermi do ma-
terial, que esta em 5.2676 eV. A linha horizontal tracejada estd colocada no minimo da
segunda banda de energia para servir como referéncia.

A Figura 4.9 apresenta a superficie de Fermi do chumbo cristalino. A primeira zona de
Brillouin possui alguns pontos de simetria, mostrados no painel Figura 4.9(a). A superficie
de Fermi é uma superficie de energia constante, da primeira zona de Brillouin do material,
que separa os orbitais ocupados dos orbitais desocupados. Logo, na Figura 4.9 (a), a parte
da superficie de Fermi devida a segunda banda separa estados ocupados, situados entre a
superficie apresentada e a fronteira da primeira zona de Brillouin, de estados desocupados,
situados no interior da primeira superficie. Isso pode ser confirmado através da Figura
4.8, em que o ponto I' esta desocupado por corresponder a uma energia acima do nivel
de Fermi. Além disso, L, K e X estao na fronteira da primeira zona de Brillouin. Estes

pontos, no grafico da estrutura de bandas, possuem energias abaixo da energia de Fermi,
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Figura 4.8: Estrutura de bandas do chumbo. A linha horizontal vermelha indica o nivel

de Fermi.

e por isso, referem-se a estados ocupados.

A mesma anédlise pode ser feita para a terceira banda, com o auxilio da Figura 4.9(b).
Neste caso, o volume limitado pela superficie de Fermi (face azul) e a zona de Brillouin
refere-se aos estados ocupados. Os pontos K, W e U pertencem a esta regiao. No entanto,
através da Figura 4.8 s6 podemos verificar o caso do ponto K, e a energia deste ponto esta
abaixo do nivel de Fermi, o que de fato corresponde a um estado ocupado. Ja os pontos
[', L e X correspondem a energias acima do nivel de Fermi (ver Fig. 4.8) e, portanto,

correspondem a estados desocupados.

Figura 4.9: (a) Primeira zona de Brillouin de uma rede cibica de face centrada [68]. Em
(b) e (c), as contribuigoes da segunda e terceira bandas, respectivamente, para a superficie

de Fermi do chumbo cristalino.

Na Figura 4.10 apresentamos superficies de nivel das funcoes de Wannier de localizagao
maxima relativas as quatro bandas mostradas na Fig. 4.8. As superficies mostradas nos

quatro painéis sao idénticas, exceto por possuirem diferentes orientacoes. As cores azul
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e vermelha indicam o sinal da fungdo de Wannier. Por toda a superficie vermelha (azul)
a fungdo de Wannier de localizacdo maxima vale 0.2 (—0.2). As superficies de nivel das
fungoes de Wannier sao visualizadas com o auxilio do software XCrySDen, e o mesmo
permite plotar as superficies de nivel para outros valores diferentes de 0.2, desde que

estejam entre o minimo —1.2307 e o maximo 2.694.

Figura 4.10: Superficies de nivel das funcoes de Wannier generalizadas de localizacao
maxima do chumbo calculadas para as bandas mostradas na Fig. 4.8. Sobre a superficie

vermelha (azul) o valor da fun¢ao de Wannier de localizagdo maxima é 0.2 (—0.2).

4.3.2 Funcoes de Wannier do silicio

O silicio é o elemento quimico de niimero atomico 14, simbolo Si e configuracao ele-
tronica 1s? 252 2p% 3s? 3p?. Pertencente ao grupo IV A da Tabela Periédica, seu arranjo
cristalino é semelhante ao do diamante, que é cibico de face centrada, com base de dois
atomos idénticos, como mostrado na Fig. 4.11. Sabe-se que sua energia de gap a 300 K

vale 1.12 eV e possui quatro elétrons na camada de valéncia formando quatro ligacoes
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covalentes com os outros atomos. O silicio é amplamente utilizado na indtstria eletronica

para a fabricagdo de transistores e circuitos integrados [69].

Figura 4.11: Diagrama da estrutura cristalina do silicio, que é semelhante a do diamante.

Fonte: http://en.wikipedia.org.

Nesta secao, calculamos com o auxilio do wannier90, a estrutura de bandas e as fungoes
de Wannier de localizagao maxima dos estados de valéncia do Silicio. Os arquivos de
entrada tais como os autovalores das funcoes de Bloch em cada ponto k, as matrizes de
sobreposicao e outros, sao usualmente obtidos mediante o pacote computacional PWSCEF.
Aqui, para fazer isso, usamos os arquivos ja oferecidos pelo tutorial do wannier90. Os
comandos para a obten¢ao das bandas de energia e das fungoes de Wannier sao analogos
aos apresentados no Apéndice F.

Na Figura 4.12 apresentamos a estrutura de bandas do silicio. Pode-se observar um
gap de energia de largura 0.53 eV. As linhas horizontais auxiliam na visualizagao do gap
e deixam evidentes as bandas de valéncia e as bandas de condugao. A energia maxima da
banda de valéncia é 6.23 eV, e acontece no ponto de simetria I'. J& o minimo da banda de
conducao acontece no ponto de simetria X e tem energia igual a 6.73 eV. Como o maximo
da banda de valéncia e o minimo da banda de conducao nao ocorrem para o mesmo valor
do vetor de onda k, dizemos que o silicio tem um gap indireto. A diferenca para a largura
do gap, entre o valor apresentado pela Fig. 4.12 (0.53 eV) e o valor citado acima (1.12
eV) é bastante comum. Isso justifica-se pelo fato de que os métodos ab initio utilizados
pelo software sao melhores para determinar a forma das bandas de energia do que para
determinar a largura do gap [70].

A Figura 4.13 apresenta as superficies de nivel das funcoes de Wannier de localizacao
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Figura 4.12: Estrutura de bandas do silicio. As linhas horizontais servem para destacar o

gap entre as bandas de valéncia e as bandas de conducao.

maxima do Silicio das quatro bandas de valéncia. Neste caso, também, as fun¢oes de Wan-
nier consideradas diferem somente quanto a orientacao [27]. O valor maximo (minimo) é
3.3953 (—0.5182). As cores azul e vermelha indicam o sinal da fungdo de Wannier. Sobre
a superficie vermelha (azul) a fun¢do de Wannier de localiza¢do maxima vale 0.2 (—0.2).

Fazendo uma analogia ao caso unidimensional apresentado no Capitulo 2, as funcoes de
Wannier do silicio cristalino das quatro bandas de valéncia, apresentadas na Figura 4.13,
correspondem aos orbitais moleculares ligantes [56]. Ja as fun¢oes de Wannier do silicio
das quatro bandas inferiores de conducao, serao correspondentes aos orbitais moleculares
anti-ligantes (ver Figura 1.11). E, combinando as bandas de valéncia e quatro das bandas
de conducao para obter as funcoes de Wannier generalizadas, os resultados assemelham-
se aos orbitais atomicos hibridos sp®, gerados a partir dos orbitais 3s e 3p do silicio,
como apresentado na Figura 4.14 [27]. Esse resultado justifica-se pelo fato de termos
comprovado que ao misturar um estado s com varios estados p, a maxima localizagao
ocorre quando a mistura corresponde aos orbitais hibridos do tipo sp™. Essa afirmagao
¢ argumentada no Apéndice G, onde mostramos que os orbitais hibridos do tipo sp, sp?
e sp® sao combinacoes lineares reais e ortogonais, de orbitais s e p, cuja localizacao é

maxima.
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Figura 4.13: Superficies de nivel das fung¢oes de Wannier de localizagao maxima corres-

pondentes as bandas de valéncia do silicio cristalino.

Figura 4.14: Fungao de Wannier do Si envolvendo 4 bandas de conducao e 4 bandas de

valéncia. Figura retirada da Ref. [27].
4.4 Conclusoes do capitulo

Neste capitulo apresentamos as principais equacoes para se obter fung¢oes de Wannier
de localizacdo maxima num cristal com periodicidade em D dimensoes. Assim, fornece-

mos uma base tedrica consistente para tratar casos em que a periodicidade do cristal é
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diferente do nimero de coordenadas V' da funcao de Bloch. Em resumo, apresentamos
uma abordagem unificada, que permite que permite calcular funcoes de Wannier generali-
zadas de cristais uni, bi ou tridimensionais. Até onde sabemos, esse tratamento unificado
é novo, e reduz-se as expressoes conhecidas para o caso unidimensional (ver Capitulo 2) e
para o caso tridimensional [7].

Na Secao 4.3 apresentamos um pouco da historia do pacote computacional wannier90,
utilizado com eficiéncia para calcular funcoes de Wannier de localizacao méaxima de dife-
rentes materiais. Mediante o software mencionado, calculamos e analisamos a estrutura de
bandas, as superficies de Fermi e as fungoes de Wannier de localizagao maxima referentes
a quatro bandas de energia do chumbo cristalino. Para o silicio cristalino, calculamos a
estrutura de bandas e as func¢oes de Wannier de localizacdo maxima para quatro bandas
de valéncia. Além disso, compreendemos que essas fungoes assemelham-se aos orbitais
moleculares ligantes. Ressaltamos que as fungoes de Wannier de localizacao maxima das
quatro bandas de condugao assemelhar-se-ao aos orbitais moleculares anti-ligantes. E, por
fim, explicamos porque as funcoes de Wannier generalizadas produzidas por oito bandas,

quatro de valéncia e quatro de conducao, parecem com os orbitais atomicos hibridos sp?.



Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas

Atualmente, as fungoes de Wannier sao consideradas extremamente titeis no ambiente
de Cieéncia e Tecnologia de Materiais. As mesmas sao utilizadas com sucesso em célculos
de estrutura eletronica, no estudo de cristais fotonicos, na teoria de polarizagao de dielétri-
cos e em varias outras aplicagoes na Fisica. Para tais aplicacoes, a maxima localizagao das
funcoes de Wannier é a sua propriedade mais importante. Neste trabalho, foram calcula-
das e analisadas fungoes de Wannier de elétrons em potenciais periddicos. No Capitulo 2
apresentamos um método analitico para minimizar a soma das variancias das fungoes de
Wannier generalizadas de pares de bandas consecutivas de cristais unidimensionais com
simetria de inversao. Os resultados numéricos apresentados foram calculados para uma
particula submetida a um potencial diatomico de Kronig-Penney. Para o primeiro par de
bandas consecutivas, ou seja, para o par de bandas (1,2), as fungoes de Wannier genera-
lizadas resultantes sao idénticas, exceto por uma transformagcao especular. Além disso, a
variancia total reduziu em aproximadamente 74 % e seus centros foram deslocados. Ja o
segundo e terceiros pares de bandas consecutivas conservaram os centros e as simetrias de
inversao quando comparadas com as fungoes de Wannier de bandas simples, enquanto que
a variancia total teve uma reducao de, aproximadamente, 37 % e 10 %, respectivamente.
Ainda no Capitulo 2, a fim de verificar os resultados obtidos com o método analitico
apresentado, calculamos as fungoes de Wannier generalizadas mediante diagonalizacao do
operador de posicao projetado nas bandas e os resultados obtidos estao de acordo com os
apresentados anteriormente. Vale destacar que os aspectos mais relevantes do Capitulo
2 foram apresentados no March Meeting da APS, em 2012, e foram publicados recente-

mente na revista Physical Review B [32]. Neste sentido, o mérito principal do trabalho
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apresentado no capitulo consiste em ter apresentado, pela primeira vez, expressoes ana-
liticas que permitem obter fungbes Wannier generalizadas de maxima localizagdo. As
expressoes podem ser aplicadas para tratar o caso de super-redes semicondutoras e de
cadeias atomicas, por exemplo. Além disso, permitem prever propriedades das fungoes
investigadas e verificar a convergencia de métodos alternativos.

No Capitulo 3 calculamos e analisamos funcoes de Wannier de bandas simples e gene-
ralizadas de super-redes semicondutoras diatomicas peridédicas. As camadas da super-rede
sao escolhidas de maneira tal que seja garantida a simetria de inversao da estrutura. As
funcoes de Wannier de localizacao maxima de bandas simples sao obtidas através de uma
prévia classificacao das bandas de energia. Classificamos as bandas de energia e calcula-
mos as fungoes de Wannier das quatro primeiras bandas de energia para diferentes valores
da espessura da segunda camada, ou seja, para dy = 36 Ae para ds = 99 A. As funcoes
de Wannier obtidas sao reais, simétricas ou anti-simétricas e exponencialmente localiza-
das. A classificacao das bandas também foi analisada em funcao da largura da segunda
camada (dz). Concluimos que a classificagdo muda quando dy passa do regime dy < dy
para o regime dy > d4. Vale destacar que quando dy = dy o potencial tem dois pogos
e duas barreiras idénticas, uma vez que d; também é igual a d3. Mais do que isso, in-
terpretando os pocos quanticos como atomos e as barreiras como a regiao interatomica,
quando dy passa de dy < d4 para dy > dy a molécula deixa de ser formada na regiao da
segunda camada para ser formada na regiao da quarta camada. Ainda no Capitulo 3,
fizemos uso do método apresentado no Capitulo 2 para calcular as funcoes de Wannier
generalizadas da super-rede periédica em questao e as comparamos com as fungoes de
Wannier de bandas simples. Os resultados foram semelhantes aos obtidos no capitulo
referente ao potencial de Kronig-Penney. Deve-se ressaltar que para todos os pares de
bandas houve uma diminui¢ao, em maior ou menor grau, da soma das variancias. Este
capitulo merece destaque por ser o primeiro calculo de fungoes de Wannier generalizadas,
obtidas mediante um método analitico, para super-redes diatomicas. Também, a discus-
sao apresentada permite superar limitacoes de um calculo anterior, reportado por outros
autores, das fungoes de Wannier de bandas simples.

No Capitulo 4 apresentamos uma abordagem das funcoes de Bloch e das funcgoes de
Wannier generalizadas que permite tratar cristais periédicos uni, bi e tridimensionais, com

periodicidade em uma, duas ou trés dimensoes. Além disso, essa mesma teoria é capaz
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de tratar casos menos comuns como aqueles em que o cristal nao é periédico em todas
as dimensoes em que o elétron pode mover-se. A generalizagao da teoria possibilita o
calculo direto de funcoes de Wannier de materiais tridimensionais, de cadeias atomicas
lineares, do grafeno e de cristais fotonicos bidimensionais. O mérito fundamental do
trabalho apresentado no capitulo consiste na abordagem unificada, que até onde sabemos
¢ inédita, do problema de achar fungoes de Wannier de localizacao maxima para sistemas
com diferentes dimensionalidades e tipos de periodicidade. Além disso, mostra funcoes
de Wannier de localizacao maxima, para chumbo e silicio cristalinos, obtidas mediante a
utilizacao do software wannier90. No caso do silicio verificamos que as bandas de valéncia
(inferiores de condugao) produzem fungdes de Wannier generalizadas do tipo ligante (anti-
ligante), e vimos que os resultados para a mistura de bandas de valéncia e conducao devem
parecer com orbitais hibridos do tipo sp?.

Como possiveis aplicagoes de fungoes de Wannier podemos citar magnetismo, trans-
porte quantico, polarizacao de dielétricos, estudo de cristais fotonicos, entre outras. Além
disso, recentemente Modugno e Pettini publicaram um trabalho em que calculam fungoes
de Wannier generalizadas de maxima localizagao para atomos ultrafrios em potenciais
unidimensionais periédicos com dois pogos por periodo [71]. Nesse trabalho, os autores
combinam funcoes de Wannier de bandas simples de pares de bandas e obtém as fungoes
de Wannier generalizadas de forma numérica. Neste sentido, acreditamos que o trabalho
desenvolvido nesta Tese deve ser relevante para os pesquisadores que atuam na &area, os
quais podem dispor de métodos analiticos.

Como perspectivas imediatas deste trabalho podemos citar:

(i) Elaborar um método para calcular fun¢oes de Wannier generalizadas de duas bandas

consecutivas de cristais unidimensionais sem simetria de inversao;

(i) Resolver os mesmos problemas (com ou sem simetria de inversao) para mais de duas

bandas consecutivas;

(iii) Aplicar o método para calcular fun¢oes de Wannier generalizadas para super-redes

semicondutoras de células complexas como super-redes de Fibonacci;
(iv) Calcular fung¢oes de Wannier generalizadas de cadeias atomicas periddicas e lineares;

(v) Aplicar as ideias para calcular fungdes de Wannier de cristais fotonicos.
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(vi) Ao relacionar fungdes de Wannier de localizagdo maxima com orbitais hibridos pode-
mos investigar como expressar as funcoes de Wannier em termos de orbitais atomicos

e discutir a ocorréncia de hibridizacao parcial.

Além disso, convém lembrar que as fungoes de Wannier foram introduzidas e sao
investigadas devido as suas possiveis aplicacoes na Ciéncia dos Materiais. Elas sao muito
lteis, por exemplo, na justificativa da aproximacao de massa efetiva [63] e no célculo de
estados localizados em cristais com defeitos ou na presenca de campos externos. Nesse

sentido, como perspectivas adicionais da pesquisa, podemos citar:

(vii) Verificar a possibilidade de propor correcoes simples para a aproximagao de massa

efetiva;

(viii) Utilizar fun¢oes de Wannier generalizadas para calcular estados localizados devidos
a defeitos estruturais em cristais, com interesse especial em estados de impurezas

em materiais semicondutores;

(ix) Utilizar fungoes de Wannier generalizadas para calcular estados localizados produ-

zidos pela aplicacao de campos elétricos e magnéticos externos.



Apeéendice A

Coeficientes de Fourier da delta de

Dirac

Para deduzir expressoes relevantes para o Capitulo 2, consideramos uma funcao de
periodo 27 /a, que tem a forma:
27 27
k)= — —m== '
F(k) aZé(k ma) (A1)
meEZ
Esta funcao é um pente de Dirac e pode ser representada pela seguinte série de Fourier:
f(k) =) Fue*n, (A.2)
nez
sendo que os coeficientes de Fourier sao dados por:
a [

_ ¢ —ikna —
Fo=oe | flR)e™ di =1, (A.3)

—7/a
Entao, é valida a seguinte expressao:
, 2 2
ikna
e = — olk—m—|. A4
NI (e (A4)
nez meZ
Neste trabalho basta considerar —27/a < k < 27 /a, e isso permite escrever:
4 2T
D et = Z25(k). (A.5)
nez a
Além disso, derivando termo a termo no membro esquerdo da Eq. (A.5), obtemos as

seguintes identidades:

> (na)etm = —@5'(@ (A.6)

a
nez

91



92

> (na)*e = —2%5"(1@). (A7)

nez

De maneira analoga, pode-se provar que sobre uma rede cristalina formada pelos ve-

tores R, valem as seguintes férmulas:

> e* R = Vg 6(k), (A.8)
R
: D6
ik-R __ .
> Rie* R = —iVyp 6—kl(k) (A.9)
R
(§
2
Z Rl2 Gik.R = _VZB a—i(kﬁ), (AlO)
— Ok

em que Vzp € a extensao da zona de Brillouin.



Apeéndice B
Termo nao-diagonal X5 (k)

Nesta segao demonstra-se as propriedades das fungdes C'(k) e y(k), ambas reais, tais

que Xy1(k) = C(k)e""™®. Partindo da Eq. (2.10), temos:

Xo1(k) = i/oa uzk(x) Uy p(2)de = Oa%k,k(iﬂ) [7, wlk(a:) + x 9y ()| da. (B.1)

Se w;(z) obedece w;(x) = s; w;(2x; — x), entdo ela é par (Impar) em = = x;, quando

s; =1 (s; = —1). A funcdo de Bloch correspondente satisfaz

Vie(r) = 5505 (215 — 1) = 5507, (225 — 7). (B.2)

Levando em conta a condi¢ao de Bloch e a ortogonalidade das fungoes de Bloch, temos

211 .
XQ’l(k) = 51 82/ lpgyk(zl’g — I‘) [l wik(Qxl - l’) + $¢ik(2$1 - SL’):| dx
2

Tr1—a

= s [, z¢r,k<x>+<2x1—x>w;k<x>} dr
— _8182621kAxX* (B3)

Além disso, podemos escrever
efikA:pXZl(k) — (_1)3 [efikAmXZl(k)}* 7 (B4)

onde (—1)* = —s189, e s = 0 (s = 1) quando wy(x) e wy(x) tém simetrias diferentes
(iguais). No primeiro (segundo) caso, e*22X, (k) é real (imagindrio puro) e pode ser

escrito como C(k) [i C'(k)]. Esses resultados podem ser resumidos na seguinte expressao:
Xp1(k) = C(k)e"™, (B.5)
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onde C'(k) é real e y(k) = k Az + sm/2.

Partindo da Eq. (B.1) podemos obter propriedades de simetria de inversao da fungao
C(k). De fato, uma vez que Xp(—k) = X5,(k), obtém-se C(—k) = (—1)°C(k). Isso
significa que C'(k) é par (Impar) para s = 0 (s = 1). Além disso, como X, (k) tem a
periodicidade da rede reciproca, C(k) satisfaz a condi¢ao C'(k+27/a) = (—1)" C(k), com

n = 2Ax/a. Isto é C(k) é periddica (antiperiédica) quando n é par (impar).



Apéndice C

Simetria e funcoes de Wannier

generalizadas

A fim de obter uma relacao de simetria entre as fungoes de Wannier generalizadas de
um par de bandas tendo fungoes de Wannier centradas em x = 0 com a primeira (segunda)
sendo uma func@o par (impar), levamos em conta as condigoes 1 x(—x) = ¢ _(z) e

Yo p(—x) = —1hy i (z). Partindo da Eq. (2.71), temos

_ia(k)
7(1,2) _ e =z _ T
¢1,1<; () = V2 [V1,1(7) — Yo p ()] (C.1)
~ ¢ 6ia2(k)
P (@) = [r1(2) + Pog()] (C.2)

V2

Além disso, de acordo com a Eq. (2.58), a(k) é uma fungdo impar e obtemos

_ia(=k)

B2 () = \/5 o, 4(—2) — i _x(—2)] = D2 (—a), (C.3)

T R ; 1,2 ~1,2
Levando em conta o valor médio sobre a zona de Brillouin, obtém-se wy”(x) = @y (—x).

Agora, vamos demonstrar que os centros e as simetrias de w;(z) e wy(x) coincidem
com os centros e as simetrias de wy(x) e wy(x), respectivamente, quando n = 2Az/a e
fmpar. Como exemplo, consideramos o par (2, 3) na Segao 2.4, onde 9g x(—x) = —thy 1 (2)
e Ys3p(a —x) = 13 _i(z). Notamos que s = 0 (simetrias opostas), 6(k) é impar e n = 1.

Entéao, da Eq. (2.61), temos
ika

P2 (x) = cos (O(k)) Yop(w) — i e’F sen (0(k)) s (x) (C.4)
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ika

W) () = =i e % sen (B(k)) () + cos (B(k)) v x(x). (C.5)
De acordo com a condicao de Bloch, isto leva a

—ik

P (—x) = —cos(—0(—k)) Yo i(x) —ie 2" sen (—0(—k)) vs _(x)
= —cos (0(—k)) tho_p(x) +ie =" sen (B(—k)) s ()
W) = —dw) (C.6)

IS a—z) = $8)(@). (C.7)

Entao, apds calcular o valor médio de cada lado das Eqs. (C.6) e (C.7), sobre a zona de
Brillouin, os resultados sao u??’?’)(—x) w§2 3)( ) e u~)§2’3)(a — 1) = oY (2).

A conservagao da simetria para o par (3,4) na Segao 2.4 pode ser provada da mesma
maneira. Para fazer isso, as condi¢bes ¢3,(a — ) = V3 k() € Yyr(—2) = Yy _i(2)

devem ser levadas em conta. Além disso, notamos que s = 1 (mesma simetria), 6(k) é par

en=—1.



Apeéndice D

Elementos matriciais do operador de

posicao

Quando o operador de posicao considerado no Capitulo 2 é representado na base das

funcoes de Wannier, os elementos matriciais tém a seguinte forma:

TGy = (Win()| 2lwjw (@) = (w;(z — na)| z|wy (z — n'a))
= (wj(z — (n —n')a)|z + n'alw;(z))

(wj(z = (n —n)a)| zwy(2)) + (n'a) (wj(z — (n — n)a)wy(x))
= (wj(z + (0" = n)a)| z|wy (x)) + (n'a) &4 On—wno

== Xj,j’,n’—n “+ na 6j,j’ 6n,n" (Dl)

com

Xjgn = (wj(z +na)| xlwy () = (@ 1(z + na)| 2|y p(2))
= (yr(@)| @ exp(—ikna)ly p(2)), (D.2)

em que as linhas horizontais acima da expressao indicam os valores médios nas variaveis
k e k' sobre a primeira zona de Brillouin.

O valor médio em £’ pode ser simplificado da seguinte forma (ver Apéndice A):

(Vjk()] 2 exp(—ikna)|iy p (2))
= exp(—ikna) Z/ z +ma) expli(K' — k)malys, (2)Y w(z) do

meZ

= %rexp( zkna)/o [26(K' — k) —id' (K — )|} (@) p () d
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= exp(—ikna) /0 Vi k() [z k() + Z@Z)j/k(x)] dx
= exp(—ikna)i /a u} () Uy () dv = exp(—ikna) X ;(k), (D.3)
0

onde aparece um dos termos da matriz X(k) definida pela equacao (2.10). Entao, substi-

tuindo a ultima expressao na Eq. (D.2), obtemos

X, jon = exp(—ikna) X, ;s (k), (D.4)

que coincide com a Eq. (2.76).



Apeéendice E

Funcoes de Wannier de localizacao

maxima para uma banda

A equagao (4.39) pode ser usada para obter fungoes de Wannier de localiza¢ao maxima
no caso de uma banda de um cristal com periodicidade em D dimensoes. Nesse caso, o

segundo termo da Eq. (4.39) é nulo, enquanto o terceiro termo toma a forma
V T~ T2
f:Z(Xf—Xl). (E.1)
=1

Como U(k) é 1 x 1 e unitaria, podemos escrever

U(k) = e'*®), (E.2)
e obtemos
s X -2 se 1<1<D
X, = i (E.3)
X, se D<I<LV

Entao, o termo pode ser separado da seguinte maneira:
Y2 _ X Y2 _ v 2
f=1X2-X |+ E X —X,), (E.4)
I=D+1
em que X = X — V¢ é um vetor com D componentes e o segundo termo nao depende
de ¢.

Agora introduzimos técnicas do Célculo Variacional [72]. Para minimizar f, conside-
ramos uma variagao 0¢ que se anula na fronteira da zona de Brillouin, e procuramos as
condigoes em que primeira variagao de f é nula. Essa primeira variacao tem a seguinte
forma:

5f =2X -0X —2X - 6X. (E.5)
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E possivel verificar que o segundo termo dessa expressao é nulo. Para isso utilizamos a

seguinte identidade da Andlise Vetorial [72]

J[[vaav =[] sas. (E.6)

em que 0T é a fronteira de T orientada para fora de T. Com isto em mente, obtemos:

6X = —0Vp=-V = VZB///V&p = VZB//ZBa(/)ds_o (E.7)

Portanto,

5f:—2X'-V(5¢):—2lV~<X§¢)—6¢V-X], (E.8)

onde o termo V - <X' (5q§> é nulo. Isto justifica-se pela condicao de fronteira para d¢ e

pelo Teorema da divergéncia [72]. Com isto, a variagao de f adota a seguinte forma:
Sf =260V -X. (E.9)

A condicao necessaria para que f atinja valor minimo local é que a sua primeira
variacao seja nula para qualquer d¢ suficientemente pequena. Por sua vez, isto leva a
seguinte condicao:

V-X =0, (E.10)

ou seja,
Vip=V-X. (E.11)
Como X ¢ conhecida, trata-se de uma equagao de Poisson para ¢ [72]. Isto coincide com
a equagao (8.61) do livro “Condensed Matter Physics’, de autoria de M.P Marder [44]

(ver pagina 225). A equagao de Poisson deve ser resolvida com as seguintes condigoes de

fronteira:

ok + b)) = o(k) + 2, (E.12)

em que cada b; ¢ um vetor primitivo da rede reciproca e cada p; é um inteiro.



Apeéndice F
Alguns comandos do wannier90

Os arquivos de entrada tais como os autovalores das funcoes de Bloch em cada ponto
k, as matrizes de sobreposicao e outros, sao obtidos com o uso do pacote computacio-
nal PWSCF. No entanto, utilizamos os arquivos de entrada fornecidos pelo tutorial do
wannier90. Para o caso do chumbo cristalino !, estes arquivos sao: lead.win, lead.mmn,
lead.amn, lead.eig, que correspondem, respectivamente ao arquivo mestre, o arquivo das
matrizes de sobreposigao (overlap), o arquivo das fungoes de Bloch e o arquivo dos auto-
valores. Para obter a estrutura de bandas do chumbo é necessario, inicialmente, compilar
o wannier90 com o comando wannier90.z lead e acrescentar no arquivo mestre lead.win
os seguintes comandos:

restart = plot

bands plot = true

Apés isso, deve-se compilar novamente o wannier90 com o comando wannier90.x lead e
visualizar a estrutura de bandas com o software para visualizar graficos do Linux, gnuplot,
com os comandos

myshell> gnuplot

gnuplot> load ‘lead_band.gnu’

Para obter as superficies de Fermi da segunda e terceira bandas do chumbo com o
auxilio do wannier90, basta adicionar no arquivo lead.win o seguinte texto:

restart = plot

fermi_surface_plot = true

No entanto, as superficies de Fermi devem ser visualizadas utilizando o software

'Em Inglés, o termo usado para o chumbo é lead.
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XCrySDen, através do seguinte comando:
xcrysden —bxsf lead.bxsf
Para calcular as fungoes de Wannier de localizacao maxima do chumbo deve-se acres-
centar no arquivo lead.win a seguinte linha:
wannier_plot = true
As fungoes de Wannier também sao visualizadas no XCrySDen, com o comando
xcrysden —xsf lead_00001.xsf

onde o nimero 00001 é relativo ao indice da fungao de Wannier generalizada.



Apéndice G
Localizacao dos orbitais hibridos

O objetivo deste apéndice é mostrar que os orbitais hibridos do tipo sp, sp? e sp?
sao combinagoes lineares reais e ortogonais cuja localizacao total é maxima. Isto permite
explicar por que, em alguns materiais, as funcoes de Wannier generalizadas com localizagao
maxima sao similares a orbitais atomicos hibridos.

O grau de localizacao de cada funcao de onda serd medido pela variancia. Quanto
maior for a primeira, menor sera a segunda. A expressao da variancia para a funcao de
onda 1 é:

= (Y[r®[) = (lr[y)*. (G.1)

Os orbitais da forma sp™ sao n + 1 combinacoes lineares de um orbital s e n orbitais

p ortogonais. Podemos expressar esses estados hibridos da seguinte maneira:

n

¢j =Cj08 + Z Cj.k Pk, (GQ)
k=1
com j = 1,...,n+ 1 e os coeficientes c;; sendo reais. Esse estado estard normalizado
desde que
n

2 2

Cio+ Z cip =1 (G.3)
k=1

Além disso, do ponto de vista fisico, podemos supor que ¢;o > 0 paratodoj =1,...,n+1.

Levando em conta a simetria dos estados s e p, verifica-se que a variancia desse estado

¢é dada por:
0l =0l + 0 Z]k—éle QOZM’ (G.4)
em que o2 e O'g sao as variancias dos estados s e p, enquanto
X = (s|z1|p1)- (G.5)
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Convém notar que a expressao fica mais simples se utilizarmos a condicao de normalizacao

em (G.3). O resultado é:

032‘ = o’ C?,o + ‘712) (1- Cio) - 4X20?,0 (1- 6?70)

= oo+ (0l -0l —4X?)E +4X7 (G.6)

A variancia total dos estados hibridos é dada por:

n+1
Q = Z 0]2-
j=1
n+1 n+1
= (n+)os+ (02 —0op—4X") Y S +4X° D ¢y (G.7)
j=1 i=1

Essa expressao pode ser simplificada se levarmos em conta que os orbitais hibridos devem
ser ortogonais. Isto significa que para cada par (j,5'), com 1 < j < j' <n+ 1, vale:
n
C5,0Cj' 0 + Z CikCj' k= 0. (GS)
k=1

Assim, as condigoes expressas pelas equagoes (G.3) e (G.8) representam condigoes para a
minimizacao de ) em relagao as variaveis ¢y, .. ., Cpt1,0-

Para resolver o problema de extremos condicionados convém introduzir os vetores
v; = (¢j1,.-.,Cn), com j=1,....n+ 1. Assim, as condigdes de normalizacdo tomam a
forma:

V; - V; = 1-— C?,O’ (G9>

enquanto as condigoes de ortogonalidade podem ser escritas assim:
V; -V = —Cj0Cj 0, (GlO)

com j' > j.

Estamos lidando com n + 1 vetores de n componentes. Portanto, sabemos que esses
vetores sao linearmente dependentes. Isto significa que existe um vetor nao nulo de n + 1
componentes, a = (ay,...,a,+1), tal que

n+1

> ajvy=0. (G.11)
i'=1

Entao, multiplicando por v; obtemos

n+1

Z V; - Uy Qg = O, (G12)
/=1
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ou seja,

W(n+1)><(n+1) a = 0, (Gl?))

em que W; i = v; - vy. Como a # 0, a condigao procurada ¢

det(W) = 0. (G.14)
Pode-se demonstrar que para todo n vale det(W) = 1 —Z?:ll ¢ - Portanto, a condigao
para otimizacao de €2 em termos dos coeficientes c; g, ..., chy1,0 €
ntl
d gy =1 (G.15)
j=1

Isto permite simplificar a expressao para a variancia total:

n+1
Q=0l+nol—4X>+4X>) i, (G.16)

j=1
A determinacao dos extremos condicionados pode ser feita mediante o método dos

multiplicadores de Lagrange, o que leva as equagoes:

A
<C§70 - 5) Cjo = 0. (G17>

Convém notar que as solucoes sao simples, mas as diferentes combinagoes devem ser

2 A1

consideradas. De fato, considerando 1 < m < n + 1, cada solugao é tal que ¢;, = 5 = -
para m valores de j, enquanto c;o = 0 para os n + 1 — m valores de j restantes. Em tal
caso, o valor de 2 é dado por:

1
Qm=a§+na§+4<——1) X2 (G.18)

m

Portanto, o valor minimo de €2, ocorre para o maior valor de m, ou seja, para m = n+ 1.
Isso corresponde ao caso em que cjo = \/%H para todo j e o valor minimo da variancia
total é:

4n
2 2
o X

(G.19)

Quin =02 +n0
n+1

Voltando aos vetores v;, eles devem satisfazer:
n

= — G.20

il =\ (G.20)

— (G.21)
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para j' > j. Isto significa que o angulo entre os vetores v; e v;, com j' > j, é

8, = 0, = arccos (—l) . (G.22)

n

Assim, para determinar os orbitais hibridos basta escolher n+ 1 vetores de n componentes
com norma /-5 e formando, dois a dois, o angulo 6,,.

E importante notar que cada combinacao linear de orbitais p ortogonais é um novo
orbital p, mas com norma multiplicada pela raiz quadrada da soma dos quadrados dos

coeficientes. De outra maneira, o segundo termo na Eq. (G.2) é:

n

Z Cjk Pk = |Vj| Do, (G.23)

k=1
em que o novo orbital tem o eixo de revolucao paralelo ao vetor v;. Portanto, o orbital

hibrido correspondente toma a forma:

_ 8+/nDpy,

vn+1

Assim, devido a isotropia do estado s, concluimos que os n + 1 orbitais hibridos tém a

Y, (G.24)

mesma forma, que é de revolucao. As diferencas entre eles sao de diregao e orientagao, as

quais sao definidas pelos vetores v;.

G.1 Hibridizacao sp

Neste caso os vetores v; e vy sao unidimensionais, tém norma e formam angulo

S

0, = arccos(—1) = 180°. Podemos escolher v; = (%) e vy = (— ). Além disso, os

S

orbitais hibridos sp de localizacao total méaxima tém a forma:

_s+p
v="7 (G.25)

G.2 Hibridizacao sp”

Neste caso os vetores v1, vy € v3 sao bidimensionais, tém norma \/g e formam angulo
0, = arccos(—3) = 120°. Entdo, definindo o versor e, = (cos(a),sin(e)), que forma
angulo o com o eixo 1, medido em sentido anti-horario no plano x;xs, podemos escolher
v = \/geo, Vg = \/geg,r/g e vy = \/ge,gﬂ/g. Além disso, os orbitais hibridos sp? de

localizacao total maxima tém a seguinte forma:
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s+\/§p

7 (G.26)

P =

G.3 Hibridizacao sp’®

Neste caso os vetores vy, vo, v3 € vy sao tridimensionais, tém norma \/g e formam

angulo 3 = arccos(—3) = 109.471°. Podemos escolher vy = (3, 3,3) e determinar o valor

3
2+a?

de a tal que vy = (%, —%, —%) forme o angulo #3 com v;. Observamos que esses

vetores estao no plano xo = x3. A solucao é a = 1, portanto, vy = (%, —%, —%) Por sua
vez, os vetores v3 e vy sao aqueles de norma \/g e que formam angulos de valor #5 com
1

v e vy. As solugoes sao v = (—%, %, —5) e vy = (—%, —%, %) Além disso, os orbitais

hibridos sp? de localizacao total méxima tém a seguinte forma:

p— ST VP ;/gp (G.27)

G.4 Representacao grafica de orbitais hibridos

A Figura G.1 mostra os orbitais hibridos sp, sp? e sp® resultantes dos orbitais 2s e
2p de um atomo de Carbono. Os orbitais puros 2s e 2p sao aproximados por aqueles de
um elétron em interacao com caroco de carga +4e. Os comprimentos estao em unidades
do raio de Bohr. Na Figura G.1 observa-se que o maximo da funcao de onda ocorre na
origem. A razao entre o valor minimo e o maximo é —0.446, —0.587 e —0.697, para
os orbitais sp, sp? e sp?, respectivamente. Observa-se que os orbitais hibridos tem dois
l6bulos. Além disso, os maiores valores da densidade de probabilidade ocorrem no lébulo

menor.
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Figura G.1: Curvas de nivel, no plano z; = 0, da funcao de onda de cada orbital hibrido.
Em vermelho (azul) estdao sombreadas a regides em que a funcdo de onda é positiva

(negativa). A intensidade da cor é maior nos pontos de maior densidade de probabilidade.
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