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“Busque o caminho, ndo um dedo que te aponte ele...
(Emicida.)



RESUMO

No presente trabalho analisamos o conteudo fisico de teorias de campo livres através da técnica de
decomposi¢cao em varidveis de helicidades, que consiste em obter os graus de liberdade propagantes e
ndo propagantes da teoria utilizando as chamadas varidveis de Bardeen sem a necessidade da fixacao
de um calibre (gauge). Inicia-se com estudos em teoria de campos revisando conceitos fundamentais, e
posteriormente, dirige-se ao estudo de teorias que descrevem particulas de spin-1 e spin-2 nao massivas

€ massivas.

PALAVRAS-CHAVE: Decomposi¢do em varidves de Helicidade. Varidveis de Bardeen.



ABSTRACT

In the present work we analyze the physical content of free field theories through the technique of
decomposition in helicities variables, which consists in obtaining the propagating and non-propagating
degrees of freedom of the theory using the so-called Bardeen variables without the need of a gauge. It
begins with studies in field theory reviewing fundamental concepts, and later, it is directed to the study

of theories that describe non-massive and massive spin-1 and spin-2 particles.

KEYWORDS: Decomposition in helicity variables. Bardeen’s variables.
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1 INTRODUCAO

Iniciamos o estudo com os pilares da teoria de campos com a transi¢do de um sistema discreto
para um sistema continuo com infinitos (incontdveis) graus de liberdade com a abordagem de campos.
Um campo fisico pode ser considerado como a atribui¢do de uma quantidade fisica em cada ponto do
espago e do tempo.

No capitulo 2 come¢amos estendendo o formalismo unindo duas bases s6lidas, a mecéanica cldssica
e arelatividade, para construir a teoria cldssica de campos. O principio variacional (principio de minima
acdo) também € um ferramental muito importante nesse estudo. Ao longo do trabalho utilizaremos
frequentemente a acdo para determinar as equagdes de movimento ou encontrar simetrias de teorias.
Um dos teoremas fundamentais da mecanica classica € o teorema de Noether que diz respeito a
quantidades conservadas e simetrias do sistema fisico em questdo, por exemplo, se temos simetria por
translagcdo implica na conservacdo do momento linear.

No capitulo 3, no contexto dos campos classicos estudamos 0s campos vetoriais massivos e nao
massivos. Para cada um destes deduzimos as equagdes do movimento (equagdo de Klein-Gordon,
equacdes de Proca e a simetria de gauge) e estudamos essas teorias para podermos atacar os problemas
dos campos tensoriais de forma mais suave. E ainda, buscamos entender as simetrias de gauge por tréas
de cada teoria.

No capitulo 4, estudamos a interagdo gravitacional que ¢ mediada por gravitons, particulas
elementares de spin-2, aparentemente sem massa ou de massa muito pequena (inferior a 10~22¢V em
unidades de ¢?, onde c representa a velocidade da luz). Embora muito pequena, essa massa pode ser a
chave para explicarmos a aceleracio do universo, constatada experimentalmente em 1998 através de
explosdo de supernovas. Gravitons massivos poderiam dispensar a introdu¢do da chamada energia
escura ou diminuir sua propor¢ao no universo.

Os novos modelos de gravitagdo massiva sdo baseados no modelo linearizado de Fierz-Pauli (FP)
para particulas massivas de spin-2, (1939) (FIERZ; PAULI, 1939). Para entendermos tal modelo,
iniciaremos com a relatividade geral de Einstein que estende a descri¢do de fendmenos fisicos para
sistemas ndo inerciais, em que a gravidade é encarada como uma propriedade geométrica do espago-
tempo.

No capitulo 5, fazemos uma breve introducao aos conceitos de teoria quantica de campos afim de
entendermos de maneira rigida sobre as polarizagdes e os autoestados de helicidade.

O capitulo 6, destinamos para andlise do conteido fisico dos modelos propostos. O método € a
decomposicao em helicidades que consiste em determinar os graus de liberdades propagantes e os
nao propagantes. Para teorias de gauge(ou de calibre) temos que fixar uma condicdo de gauge para
que possamos eliminar graus de liberdades espurios do modelo. Neste método nio precisamos de
tal condic¢do, ao invés disso identificamos os graus de liberdades invariantes de gauge utilizando as
varidveis de Bardeen. Como exemplo deste caso faremos a decomposi¢do do modelo de Maxwell.
Em seguida faremos a decomposicao do modelo de Maxwell- Proca , que descreve fétons massivos

(modelo com campo vetorial), para que possamos comparar com o modelo tensorial que também



11

descreve fétons massivos, porém através de um tensor simétrico de rank-2.

Estaremos utilizando o sistema de unidade naturais onde ¢ = A = 1. Indices latinos denotam
componentes espaciais e indices gregos denotam componentes temporais e espaciais e assinatura da
métrica de Minkowski, diag 1, = (—, +, +, +).
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2 TEORIA CLASSICA DE CAMPOS

As primeiras nocdes de campos surgem a partir das ideias de estudiosos antigos que procura-
ram explicar os efeitos produzidos pela magnetita ou pelo ambar atritado. Muitos outros cientistas
desenvolveram ideias de que alguns objetos na fisica estariam sendo circundados por uma nuvem
ou gds invisivel. Até mesmo Isaac Newton na construgdo da lei da Gravitagao universal Newton
explica como os corpos materiais interagem, mas ndo explica o mecanismo pelo qual esses corpos o
fazem, permitindo apenas suposi¢do de que as interagdes entre os corpos era do tipo a¢do a distancia
sem precisar de um meio para interagdes. Na mesma época alguns fisicos, na tentativa de entender a
gravidade, eletricidade e magnetismo, ndo acreditavam na descri¢do de um sistema fisico por acao a
distancia até que Michael Faraday (1791-1867), em suas pesquisas, surgiu com o conceito de linhas
de for¢a no eletromagnetismo (conjunto de linhas imagindrias) e James Clerk Maxwell (1831-1879)
formulou matematicamente o eletromagnetismo com o conceito de campos e no¢des de mecanica dos
fluidos. A partir dai tem-se desenvolvido cada vez mais o conceito de campos na Fisica, sendo um dos

artificios fundamentais na descricao da fisica de particulas.

2.1 TRANSICAO DO DISCRETO PARA O CONTINUO

A ideia central € partirmos de um sistema discreto, descrito na mecénica cldssica por um conjunto
de coordenadas generalizadas ¢;(t) e generalizarmos para um sistema continuo descrito por campos
q(z,t) que possui um niimero infinito de graus de liberdade. Vamos fazer essa transi¢éo através do
formalismo lagrangiano para uma corda unidimensional. Vamos comecar com um caso mais simples e
depois generalizamos para o caso quadridimensional. A corda consiste em um conjunto discreto de
atomos que interage um com o outro, de maneira que um atomo vizinho perturbe o outro e assim a
onda se propaga. Composta por 4tomos que no estado de equilibrio estdo uniformemente espacados
por uma distancia a. Veja (FELSAGER| 2012) e (LEMOS, 2007) .

A corda vibrante € um sistema simples no qual podemos entender essa transi¢ao do discreto para o
continuo. Suponhamos que n massas iguais estejam ligadas por fios de massa desprezivel. A evolugao

dindmica da corda € descrita pelas fungdes:

¢ =q(t); i=..,-2,-1012, .. 1)
A energia cinética do i-ésimo dtomo sera:

1 .,
K; = §qu‘ (2)
A energia potencial associada ao ¢-ésimo e o (2 + 1)-ésimo atomo para esse sistema serd do tipo

quadratico:

1
U, = §m/U2<Qi+1 - %)2 3)
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Onde v € a velocidade de propagacdo da corda. A lagrangiana serd dada por:

“+oo
1 . 1
L= i_zoo (§WQi2 - §m02(q1‘+1 - %)2) “)
Utilizando a equacdo de Euler-Lagrange:
oL d oL
— — ——=0 =1,2,3,.. 5
Temos,
mg; = mv* (qir1 — 2¢; + Gi-1) (6)
A solugdo geral serd dada por:
qi(t) = Acos(kz, —wt) (7

Que representa uma onda se propagando. Substituindo (7)) em (6], temos a relagdo de dispersao:

w? = 20*(1 — cos(k.a)) )

Note que para valores pequenos de k (comprimentos de onda longos) podemos expandir o cosseno

em séries:

w~ +uva.k 9)

Esperamos tomar o limite continuo a — 0 e m — 0 de maneira que a densidade linear permaneca
finita. Ao invés de representarmos os deslocamentos da corda por uma fungdo discreta g;(t) vamos
representd-la por uma fungdo continua ¢(x,t) que representa a posi¢do do dtomo em equilibrio na
posicao x.

Vamos fazer uma suposi¢ao sobre v, a velocidade no limite de baixos comprimentos de onde é

dado por:

w
— =wa 10
Assumimos que ela se aproxima de uma constante c, a velocidade de uma onda propagando no

continuo:

va — ¢ quando a—0 (11
Com isso podemos analisar a lagrangiana, come¢amos pelo termo cinético:
+oo

1 1
K= 3 gmilt)= 3 5 d (b
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— lm Ll
= Z §—q2(xn,t)Axn—>/ §pcj2(xn,t)dw (12)

Para a energia potencial, comecemos calculando:

0q(x,,t
Gir1(t) — qi(t) = q(zit1,t) — q(z4,1) ~ a% (13)
Temos entao:
+oo +o0o
_ Lo 2 Im , o [0q(wn,t)
U= ZZOO émv (Gir1(t) — qi(t))* ~ x:zoo 5;1} a B a
+oo 400
L= 2a 83: C or

De tal forma que a lagrangiana fica:

+oo
1 . 1
L= Z (§qu'2 - émUQ(Qi—H - %)2) -

1=—00

1 [T dq dq
o f ol ) e ()] a

Agora a lagrangiana, num sistema continuo, € expressa por uma integral espacial cujo o integrando

€ identificado como uma densidade de lagrangiana L.

L—/Oodﬁ( 8758) (16)

Para o caso da corda vibrante temos a seguinte densidade de lagrangiana[]

8q dq 1 dq 3q
— — 17
£ ( "9t O ) [ (at ar a7
Do modelo discreto temos a seguinte equacao de movimento:

Gi(t) = v*(giv1 — 20 + i-1) = v [(Gi1 (1) — Gi(7n 1)) — (6i(@n, 1) — Gica (70, 1))]

N R TN Gt 1) B C) as)
ox ox N ox?

E comum no 4mbito da fisica denominarmos a densidade de lagrangiana simplesmente como lagrangiana, bem como

neste trabalho.

1
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Assim temos,

2 20%q(wn, t) 20%q(xn, 1)

ou ainda,
10% 0%
2R~ 0a2 20

Chamada de equagdo de onda. Como anteriormente, no caso discreto, podemos procurar por uma

solucdo de onda progressiva:

q(z,t) = Acos(kxr — wt) (21)

Substituindo em (20)), temos:

w?Acos(kx — wt) = —c*k* A cos(kx — wt) (22)

o que implica na seguinte relacdo de dispersao:
w = *ck (23)

2.2 PRINCIPIO VARIACIONAL

Agora vamos fazer uma descri¢io mais profunda onde o campo ¢(Z, t) esta definido ao longo do
espago-tempo. O valor do campo em um determinado ponto, digamos 1z, corresponde a ¢(Zo, t).

A lagrangiana mais geral possivel fica,

L= L(¢,0u9,1) 24)

Antes de definirmos a acdo segue um pequeno adendo sobre funcional:

“Um funcional é uma fungdo real cujo dominio é um espaco de funcoes. Mais
explicitamente, um funcional associa um niimero real a cada fungcdo de um certa classe de
fungées para as quais o funcional estd definido.” (LEMOS, 2007).

Definimos a agdo como um funcional do campo ¢(Z, t) o qual associamos a cada conjunto de

campos um unico valor:

szjﬁﬁu@@@:/d%a@@¢w 25)

t Q

onde €) é uma regido quadridimensional definida entre os hiperplanos ¢; e .

Para encontrarmos as equac¢des de movimento vamos extremizar a agao .S, que é um funcional
do campo ¢(Z,t), de modo que a trajetdria real da particula entre os instantes t; e ¢, é aquela que
minimiza a acdo 0.5 = 0. Buscamos encontrar ¢(, t) que extremiza a agdo e isso nos leva as equagdes

de movimento para os campos.
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Supondo que ¢(7, t) extremiza a acdo, consideremos um campo

O(Z,t) = ¢(Z,t) + 6p(T, 1) (26)

Sendo d¢(Z,t) = en(Z,t) e n(Z,t) satisfaz a condi¢do de extremos fixos, isto é, n(Z,t;) =
n(Z,ty) = 0, ou ainda, 0¢(Z,t;) = dp(Z, t) = 0.
Pelo Principio de Hamilton temos,

§S = / d*z [—w +— oL (@Lqﬁ)} 27)
9(9.9)
Devido a comutatividade da variacdo o com a derivada. No segundo termo de podemos
escrever:
oL oL oL
—0(0,0) =0, | ==—=d¢ | — O 9. (28)
30,579 =0 (,7) =2 (305,37 )

Assim temos,

oL oL oL
5= [ i [a—¢ O (MH o [ v (a@cb) 5¢> | @

O segundo termo € um termo de derivada total que avaliado nos extremos com 0¢ (7, t;) =

dp(Z, t2) = 0 se anulard, de modo que ficamos com:

oL oL
5S=/d4 { a(—)}a. 30
50~ \a@,9)] " 0
Impondo 45 = 0, temos a equacdo de Euler-Lagrange para campos escalares.
oL oL
— =0, | === =0 (31
g " (8(3u¢)>
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2.3 TEOREMA DE NOETHER PARA CAMPOS

Em (LEMOS! 2007) e (GREINER; REINHARDT, [2013)) nos mostra que simetrias globais da
lagrangiana nos levam a constantes de movimento, isto é, grandezas fisicas conservadas. O teorema de
Noether relaciona esses dois conceitos importantes na Fisica, dos pontos de vista conceitual e pratico.

Por exemplo:

Homogeneidade do espaco <= Conservacdao do momento linear
Simetria temporal <= Conservagao de energia

Isotropia espacial <= Conserva¢do do momento angular

Consideremos uma ac¢ao como o funcional dado em @]), fazendo uma transformacao infinitesimal

no espago-tempo € nos campos, isto é:

at — at =t + ozt (32)
¢(x) = o(&) = () + d¢(x) (33)
Impondo que a variacdo da acdo seja nulaE] sob essas transformacdes de simetriarf] :
S = / d'zL — / d'zL =0 (34)
Q Q
Sabendo que, 0L = £ — £, a equagdo acima se torna:
55:[d4j£+/d4g:~52—/d4x£=0 35)
Q Q Q
Calculando a variagdo da medida de integracao:
ox®
o L
dz® = D dx (36)
Usando a equagéo (32)), ficamos com
di® = [07 + 9,02 da® = M da" (37)

Podemos obter o jacobiano da transformacao até a primeira ordem através de

45 = (det M)d'z" (38)

Onde M ¢é dado por
M7 = o5+ 9uox” (39)

2 ouno médximo igual a uma integral de derivada total, mas consideremos o campo nulo ¢ (%) = 0 quando Z — cc. Pelo

teorema do divergente a integral se torna zero.
3 Por simplicidade £ = L(¢(2)0,0(Z), T,)
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Usando:

detM = eTm(nM) (40)

Expandindo em primeira ordem obteremos o seguinte,

detM =14 0,6x" 41)

Com o jacobiano da transformagdo em maos teremos que

d'i* = (1 + 0,02")d"x" 42)
Notemos que as regides de integracao Q e Q) serdo aproximadamente iguais. A equacao se
tornara,
0S8 = / d'z [6L + 0,027 L] (43)
Q

ou ainda’]

68 = / d*z { (62°056 + 0¢) + (a,c 5.0 §0a + oL ——— 6o + 0,027L (44)
o E[E

Definimos uma transformagdo apenas nos campos (varia¢do na forma funcional de ¢(x)),

0¢(r) = ¢(x) — ¢() (45)

Se pegarmos a equagdo (33)) e expandirmos até primeira ordem z# = x* 4 dz* para dx* pequenos,

teremos:

66 = p(at + d2t) — p() (46)

0p = 02°05¢ + d(x) 47)

De forma andloga podemos encontrar que

5(0at) = 0a(Z) — Da(z) = 627 050a¢ + Dadd (48)
Substituindo (7)) e {8)) em (@4) e rearranjando teremos apés o uso das equagdes de Euler-Lagrange
@1:
oL -
S = / d*z 0 { 0 + Loz (49)
o O 50,00

oL

4 Note que Spas € refere a dependéncia explicita da lagrangiana nas coordenadas.
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Impondo que temos uma simetria: S = 0 para uma regido € arbitrdria, conclui-se que para

manter a acdo invariante pelas transformacoes (32)) e (33) o integrando tem que ser nulo

oL«

Sendo f* o termo entre colchetes, temos

6S:/fx@ﬂ:0 51)
Q

Usando o teorema de Gauss e utilizando a condi¢do de que os campos vao a zero quando as

coordenadas tendem a infinito tem-se a quantidade conservada G = 0 abaixo:
G = / &z f, (52)
vol
Que ¢ o resultado essencial do teorema de Noether.
1. Invaridncia sob translaciao

Seja uma translacdo infinitesimal global (0,¢* = 0):

at —at =at 4 € (53)

Desde que a forma dos campos nao mude, com d¢ = 0,

() = o(x) (54)

Ap6s uma expansao implicard em

0¢ = ¢(z) — d(z) = —€"0, ¢ (55)

Ap6s calcularmos a variagdo da acdo impondo que seja nula sob essa transformagcao infinitesimal

(53), concluiremos que:

oL
mo_ L0 H 56
f 3(3u¢)68¢+£6 (56)
Na equacio (49)), substituindo esse f*,
oL
6S = [ d*z0, | —=——0,0 + “”L‘] , =0 57
Definindo o termo entre colchetes como,
oL
e = 0" — ML 58
Eoortated &
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Este é denominado tensor energia-momento. Para um pardmetro arbitrario e,

9,0 =0 (59)

Com mais alguns cdlculos a constante de movimento,(52), resultard em:

G — / 0™ (60)
vol
Parav =0:
G'=F = / dx (8_£¢ + ﬁ) = constante (61)
vol a¢
A energia se conserva. Para v = ¢:
G'= / >z (62)
vol
G=P= / dx <%§¢) = constante (63)
vol

O momento linear ? se conserva.

2. Transformacao de Lorentz infinitesimal

Seja a transformacao de Lorentz infinitesimal,

ot =" + 0wz, (64)

E possivel demonstrar que dw*” = —dw"*, ou seja, os parametros da transformacgdo sdo

antissimétricos. A transformagdo nos campos, segue:

30(7) = 00(2) + 00 (T)ra6:(2) (65)

onde [, sdo 6 geradores inﬁnitesimaisﬂ da transformagao.

Pelo teorema de Noether, concluiremos que a quantidade com quadri-divergéncia nula ser4,

1
fu = 50" My (66)
Sendo,
oL
M;w)\ = @u)\xu - @;wx)\ + W(L&)rs@bs (67)

. e . ~ D(D-1 :
> Para uma matriz antissimétrica em D dimensdes temos % componentes indepedentes.



obteremos a grandeza conservada. Com . = 0, como visto em (52)), temos

Myy = / B Moy
1%

onde o M, € o tensor momento angular. Podemos dividi-lo em duas partes

sz = L,’j + Sij

onde,

Lij = / de (I’Z'@Qj — l'j@ol‘)
vol
€ o momento angular orbital e

oL
Sij = /wl dg%m(—’ij)rsﬁbs@)

€ o momento angular intrinseco, ou spin.

21

(68)

(69)

(70)

(71)
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3 CAMPOS DE SPIN-1

No capitulo 6 de (GREINER; REINHARDT, 2013) € abordado a formulagdo covariante da teoria
de Maxwell, teoria de Maxwell-Proca, transformacao de gauge, quantidades conservadas, momento

angular, spin, helicidade, entre outros aspectos fisicos. Discutiremos os mais relevantes.

3.1 EQUACOES DE MAXWELL

Em um sistema de unidades naturais (¢ = 1 = h), temos as equacdes de Maxwell:

? . ﬁ =p (lei de Gauss) (1)
V-B=0 @)

Vx B - %—é — 7 (lei de Ampére — Maxwell) 3)
? X ﬁ = —aa—é (lei de Faraday) %)

Podemos escrever o campo elétrico e o0 magnético em termos de potenciais. Devido a auséncia de

monopdlos magnéticos podemos definir um potencial vetor;

B-Vx4 5)

Vale a pena ressaltar que ele é apenas um ferramental matematico, ndo € um observédvel. Usando a

equacdo (5) na lei de Faraday podemos definir um potencial escalar:
oA
E=-V.¢-2 6
ey (6)
onde X € o potencial vetor e ¢ é o potencial escalar. Definimos um quadri-potencial A* = (¢, Z)

Introduzimos o tensor (antissimétrico) eletromagnético F'*” para uma formulacdo manifestamente

covariante das quatro equagdes de Maxwell, ou seja,
Fr = orAY — 9" A¥ (7)
Em termos matriciais,

=g g o @ ®)

~E* B> -B' 0
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As equacdes de Maxwell na formulacao covariante, sdo:

O = —j )

OFM + 0" F* + O F" =0 (10)

Note que se tomarmos uma quadri-divergéncia 0, em (9) teremos a equagdo da continuidade numa

forma covariante:

0," =0 (11)
sendo j* = (p, 7).
Se substituirmos (7)) em (9), teremos:
OA” — 0"(0,A") = —j (12)

Podemos reescrevé-la:

OA - V@+vV-A)=—7 (13)

v2¢+%(?-2) _ (14)

Temos um conjunto de equagdes diferenciais de segunda ordem acopladas. Como dito, o potencial

vetor A, ndo é um observédvel como veremos a seguir.

3.2 TRANSFORMACAO DE GAUGE

Temos interesse no comportamento dos campos elétrico e magnético e ndo dos pontenciais,
pois podemos realizar transformagdes no potencial tal que ndo alteremos os campos. Esse tipo de
transformacdo nés chamamos de transformacgao de gauge.

Fazemos uma transformacao local como segue,

AP (z) = A*(x) + 0"A(z) (15)

Aqui A(z) é uma fungdo arbitraria. Essa tranformac@o ndo altera os campos E e § em outras
palavras, a equagdo (7)) ¢ invariante sob (I5). Através dessa invaridncia podemos escolher ou impor

certas condi¢des que chamamos de condicdes de gauge. Os mais populares sdo:

Gauge de Lorenz: 0, A" =0
Gauge de Coulomb: ? . X =0
Gauge temporal: A° =0
Gauge axial: A% =0
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Vamos enfatizar o gauge de Lorenz, pois € menos trabalhoso e € o tinico que se apresenta na forma
covariante. Utilizando 9, A* = 0 retiramos um grau de liberdade.
Voltando em (I2) e usando esse gauge, se ndo tivermos corrente (j* = 0), ficamos com:

A" =0 (16)

Vemos que A* satisfaz a equac@o de onda. Voltando em vemos que

0, A" = 9,A" =0 (17)

se,

OA =0 (18)

Para fungdes que satisfazem a equacdo da onda, chamamos de fun¢cdo harmoénica. Com A

satisfazendo a equacdo de onda (/5)), vemos que

OA" = JA* =0 (19)

Portanto temos uma simetria de gauge residual podemos retirar mais um grau de liberdade. Ao
final das quatro componentes de A* temos apenas dois graus de liberdade o que condiz com o féton ter

apenas dois graus de liberdade independentes, possuindo helicidade{] +1.

3.3 SIMETRIA DE GAUGE

Para entendermos melhor a simetria de gauge, consideremos a lagrangiana de Maxwell com fonte:

1 ,
Ly = _ZF’“’FW + Atj, (20)

Escrevemos a lagrangiana na forma, A*G,, A", usando , teremos o operador

G, =100, =0, — 0,0, 21

Para analisar o propagador da teoria temos que utilizar a inversa de (G,,,,, mas devido ao fato de

800
0

ns

que o coeficiente de w,, (definido como ,onde [J = 0“0, ) é nulo, ou seja, ndo existe a inversa de

G, ndo podemos usar essa relacao.
Se fizermos uma transformagdo de gauge (I3)) nessa teoria, para que o termo de fonte ndo se altere

perante essa transformacao, isto €, com

Sfonte = /d4$Auj'u (22)

Ap6s a transformagdo, e integracao por partes

58 fonte = — / d*zAd, " (23)

Helicidade € a projecdo do spin na direcdo do momento linear.

1
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Se 0.5 tonte = 0 chegaremos a equagdo da continuidade, havendo a conservagdo da carga elétrica:

" =0 (24)

Com isso, mostra-se a invariancia de £, sob transformacdo de gauge, e como A(x) é diferente
em cada ponto do espaco-tempo, define-se uma simetria local ou simetria de gauge. Havendo simetria
local, temos na nossa teoria graus de liberdade espurios. Vamos adicionar o termo de fixacao de gauge

de Lorenz, o qual depende de um pardmetro arbitrario A, tal que:

A
Loauge = 5(6’%“)2 (25)
Temos entdo,
1 v A 12 2 Mg v 7
L= _ZF’”’F + 5(8 A+ Ay, = AG"A, + AV, (26)
O operador ficard como
G, =10, — \w,, 27)

Agora pode ser invertido e ao final a dependéncia de A, desaparece. Podemos entio prosseguir

com a determinagdo do espectro da teoria de Maxwell, que descreve particula de spin-1 sem massa.

3.4 TEORIA DE MAXWELL-PROCA

Vamos analisar também a teoria de Maxwell- Proca, que € a teoria de Maxwell acrescentando um
termo quadratico do campo A* acompanhado de massa. Essa teoria descreve particulas massivas de

spin 1.

1 124 m? B B
Lor = — 7 FuF" — - A, AN + AV, (28)

As equacodes de Euler-Lagrange nos levam a,

" — mPAY = 7, (29)

podendo ser reescritas em termos dos campos A*

DAY — 8”(9.A) — m?A” = 5, (30)

Esta é chamada de equacdo de Proca.

Tomando a quadri-divergéncia e, rearranjando os termos temos

O,A" = ——0,5" (31)
m
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Assumindo que m # 0. Na auséncia de fontes,

0,A” =0 (32)

O campo A, satisfaz automaticamente a condi¢do de transversalidade, mas agora isso ndo é uma
escolha e sim uma imposi¢do da teoria. Substituindo esse resultado em (30) vemos que essa teoria
satisfaz a equacdo de Klein-Gordon na auséncia de fontes, que € a equacdo de movimento relativistica

para particulas massivas:

(O—-m?)A* =0 (33)

Um ponto importante € que o termo de massa quebra a simetria de gauge. E também, quando
escrevemos a lagrangiana de Proca da forma £ = A, G/, A, o operador G}, poderd ser invertido

sem a necessidade de fixar um gauge, pois a teoria ndo possui simetria.

3.5 CAMPO DE SPIN 1 VIA TENSOR SIMETRICO

No capitulo 4 de (SANTOS, 2012) pode ser vista a descri¢do de particulas de spin 1 via tensor
de rank-2. A partir da teoria de Maxwell-Proca pode-se fazer um mapeamento dual via um tensor
simétrico. Escrevendo uma acdo mestra, em 4 dimens@eﬂ € uma a¢do mais geral que nos permite

estabelecer equivaléncia entre modelos, com um campo auxiliar W, simétrico para o caso massivo,

1 2
SMestra = /d4x <WWW“” + §W +2WH 0, Ay — %AMA“ + j A" + WWT’“”’) (34)

Completando o quadrado no campo W,,,, isto €, desacoplando os campos obtemos 0 modelo de

Maxwell-Proca e se completarmos o quadrado no campo A,, obtemos o modelo dual Sy, . Para j, = 0

temo:

2 2
Sy = / P [(@WWV + (WWW“” - W?)] (35)

As equagdes de movimento nos fornecem,

1
0,0°W o + 0,0°W,0 +m? (577,“,1/[/ - WW> =0 (36)
Se aplicarmos 7,,,,, temos:

m2 W
2 3
2 E possivel generaliza-la para D dimensdes, (SANTOS) 2012)) e (DALMAZI; SANTOS, [2011).

3 Vale salientar que para m = 0 para o modelo tensorial nio temos dindmica, ou seja, para massa nula niio temos
conteudo fisico para o modelo.

W, = 37)
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Atuando 0" em e usando (37)) obteremos

D(0Wye) — 0,(0%0°Wsa) — m*(0°W,) = 0, (38)

que é equivalente a equagio de Proca (30). Aplicando 9” em (38) obtemos

MW, =0 (39)

Assim (38) se torna,

(O — m?)d"W,, = 0 (40)

Vamos decompor o tensor de rank-2 em uma parte tranversa e outra longitudinal,

W;w = aufu + al/f,u + W,;.,:/ (41)

Como a derivada em GMWZJ = (), substituindo |b em 1} conclui-se facilmente que W = 0.
Podemos concluir que o trago de IV, € apenas um campo auxiliar, também substituindo esse resultado
em 1| tiramos que W#TV = 0, ou seja, o campo W, € totalmente longitudinal.

A equagdo de movimento, apds essas consideracdes tornou-se:
0,0 W 4+ 0,0°Wyq — m* Wy, = 0 (42)
Substituindo a relagao em mostra-se que Wlﬂ, = ( e, por outro lado, sabendo que os
campos sao nulos no infinito e alguns célculos extras, obtemoﬂ
(O—m?)f, =0, (43)

e que 0" f, = 0, pois W = n*W,, = 0. Conclui-se que o campo W, descreve particulas

massivas de spin 1.

4 Vide (SANTOS, 2012) e (MENDONGA, ) e para um estudo mais aprofundado, a partir de primeiros principios, sobre as

condig¢des extra que os campos tensoriais devem satisfazer (chamadas as condi¢des de Fierz-Pauli) segue a referéncia
(KOENIGSTEIN; GIACOSA; RISCHKE] [2016)
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4 CAMPOS DE SPIN-2

4.1 A TEORIA DE EINSTEIN-HILBERT

Em 1915, Einstein construiu as equacgdes que governam o campo gravitacional (relacionando a
curvatura do espago-tempo com a matéria e radiagdo) e, posteriormente, Hilbert desenvolveu, por
métodos variacionais, uma acao para teoria de Einstein, ficando conhecida como a a¢do de Einstein-

Hilbert. Na auséncia de fontes é dada por:

1
Senlgw] = =— / d*z/=gR, (1)

2K2

onde, g, € o tensor métrico do espaco-tempo, g o determinante do tensor métrico, k = /327G,
G € a constante gravitacional e R € o escalar de Curvatura.

Expandindo a métrica no limite de campo gravitacional fraco (SANTOS, 2015), isto é:

G = N + h,u,u (2)

Em que A, € a flutuagdo da métrica. Note que a inversa, g"” pode ser obtida através de g"* g, =
0¥, dada por:
g =" — Y 4 hE R — hhaghP + O(RY) 3)

Para o determinante utilizaremos:
g = detg,, = ") )

Vejamos que,

1 1
() = tn(ny + hy) = B = Ehuahay + ghuahaﬁhﬁu —O(h") )
ou ainda, . )
Tr(in(g,w)] = h — 5h,wh“” + ghwhaﬁhﬁﬂ —O(n*) (6)
Portanto,
—g=1+h— L + L2 + e hn — Ly + Ly +O(hY) (7
2 2 3 e B 9 6
Assim temos,
1 1 v 19 3
\/—_g:1+§h—zh,wh“ +§h + O(Rh?) (8)

Com isso podemos reescrever o tensor de Einstein, G, = R, — % g1, em termos da flutuag@o
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da métrica que até em segunda ordem (SANTOS| 2015)), sera:
1

G = 5 (= Oy + Qu0N, + 0,000, = 8,0, + D = 1,0 0a05h° ) +

1 1 1
+Zakh(aum,, + Oyhay) — ZaAth‘?*h — ia"h{,(auhw + O, ha )+

1 1 1 1
+§6Ahu,,8"hAa - §8Ah,wé?"h*y + §8Ahwé)*h"y + Zaufﬁ“aymﬁ

1 1 1 1 1
5 = Shu0udsh® + ShasOadsh + Shasd,d, i = Sh(0,05hay + 0, 0ha)+

1 3 1 1 1
+nuy(zakhaﬁaﬁhm — 0N 0oy — SONRDyh 4 20 Ok + SONK ho +

1 1
=S h g — Sh0,05h + h0 0,0 has) + O(Y) ©)

A lagrangiana de Einstein- Hilbert, em ordem quadratica de h, é dada por:

1
(V=9R),, = =50 G (D) (10)

onde,

1
Gl (h) = R (h) = S RO (h) =

2
1
— 5( — Ohyy + 0,0y + 0,0™hy, — 0,0,k + O b — 1,0,05h°7) (11)
1
GU)(h) = Ri)(h) = Smu RO (h) =
1
= 5( — Ol + 8,0 by, + 8,0 by, — 0,0,h + Onph — 1, 0,050°7) (12)

Com isso temos que a acdo de Einstein-Hilbert (I)) linearizada (Note que a métrica € plana, isto €,

N que € responsdvel por abaixar e/ou subir os indices de h,,,.). Redefinindo A, — kh,, temos:

Seurlh] = 2%2/6145”(\/—_93)%

1 1 1 1
_ / B (= L0uhasH LD — MO+ SO D) (13)
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Realizando a variacdo da acdo e desprezando termos de derivadas totais, teremos:
Ohy + 0,0,k — 0“0uhay, — 0*0yhay + 1 (0%0°hag — OR) = 0 (14)

Por outro lado, a agdo (I3)) € invariante sob a transformagao de gauge:

5h;w = ,ufz/ + 8V£/.L (15)

Devido a arbitrariedade de §,,, com p = 0, 1, 2, 3, significa que existem 4 graus de liberdade espu-
rios no modelo, entdo podemos fixar 4 condicdes de gauge, escolheremos o gauge de “de Donder"(ou
gauge Harmonico):

1
0" hyy — Q&,h =0 (16)

Esse gauge pode ser fixado escolhendo 4 parametros §,, que satisfazem,

1
06 =~y + 50, (17)

nos permitindo eliminar 4 graus de liberdade redundantes da teoria.
Substituindo (16) em (14), teremos:

Uy — %nw,[]h =0 (18)
Aplicando 7" na equagdo acima (I8§), teremos:
Uh =0 (19)
Com este resultado em (I8§)), obteremos:
Uhy =0 (20)

Mas note que a condi¢do de gauge ndo fixa h,, completamente. Podemos fazer uma
transformacgdo de gauge residual com o parametro v, satisfazendo a [y, = 0, que deixa (I6) e
(20) invariantes, permitindo eliminar mais 4 graus de liberdade.

Uma vez que em D dimensdes um tensor simétrico tem D(D + 1)/2 graus de liberdade, entdo
em D = 3 + 1, teremos para o tensor simétrico /,,, 10 graus de liberdade. Com a fixagdo do gauge
eliminamos 4 graus de liberdade e a fixa¢do do gauge residual mais 4 graus de liberdade espurios,
resultando em apenas 2 graus de liberdade, com contetdo fisico que corresponde as helicidades 2 do

graviton.
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4.2 A TEORIA DE FIERZ-PAULI

A teoria de Fierz-Pauli, (FIERZ; PAULIL, [1939), descreve o graviton massivo com a ag¢do dada

pela a acdo de Einstein-Hilbert mais um termo de massa que quebra a invariincia de gauge da teoria.

2
—mT(h,whW — 1?) @1

SFPZSEH+/d4$|:

A teoria linearizada fica:

1 1 1 1
Spp = / d4x[2—ﬁ2( — 2 Ouhas? ™ + 20,h0"h — SO,hO,h+
1 Qv m2 4
50D B ) = - (s — 1) 22)

A variacdo da acdo resultaré:

5SFP 1 o o
S hHv = 5 th,z/ + aﬂa’/h -0 3#ha,, —0 al/ha,u,_'_
m2
1 (0°0% g — Dh)] + (= ) = 0 (23)

Atuando com 0" em (23)), teremos:

m2

2

u , atu u , :
Por outro lado, atuando com n** em e usando teremos

(0"l — Oyh) =0 = "y, = O,h (24)

h =0 (25)

Substituindo (23) em (24), temos:

9" Ry =0 (26)

Com essas trés condi¢des (conhecidas como condigdes de Fierz-Pauli), (24), (25) e (26) em (23))
obtemos a equac¢do de Klein-Gordon:

(O = m)h =0 27)

A condig¢do de transversalidade nos permite eliminar 4 graus de liberdadeem D =3+ 1, a
condi¢do (25)) nos permite eliminar 1 grau de liberdade. Sendo que para um tensor simétrico em 4
dimensdes temos 10 graus de liberdade independentes e com essas condi¢des teremos apenas 5 graus
de liberdade independentes o que estd de acordo com a regra de que para teorias massivas possui 2s + 1
graus de liberdade em que s € o spin. Portanto, para o caso de spin 2, isto €, s = 2 temos 5 graus de

liberdade independentes.
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4.3 PARTICULAS DE SPIN 2 MASSIVO A PARTIR DE TENSOR DE RANK-2

Na teoria de Fierz-Pauli, tratada na sec¢do anterior, notamos que é construida a partir de um tensor
simétrico h,,,. Por outro lado, (DALMAZI, 2013) trata a descri¢do de particulas massivas de spin 2
para o caso mais geral em que o tensor que descreve tais particulas ndo possui simetria. Além do mais,
possui como caso particular a teoria de Fierz-Pauli ajustando um parametro.

Existem duas familias de modelos propostos em (DALMAZI, 2013), L(a1) e 0 L,rp(c), que é
um caso particular de £(a;) quando a; = —1/12e ¢ = —1 . O modelo L(a;) é dado por:

1 1
L(a) = =50uhap0"h® + (‘“ - 1) 0"e[due — 20%hap] + [0%hap]*+

2

+ <a1 — i) [8aea5]2 — %(ewe”" —e?) (28)

As equacdes de movimento vao nos levar as condi¢des de Fierz-Pauli (uma andlise mais precisa

das equacdes de movimento pode ser vista em (FORTES, |2018))), isto é:

0"eu =0 e=0 e[ = 0 (29)

e a equacdo de Klein-Gordon,

(O —m*)equ) =0 (30)

O que resulta em 5 graus de liberdade independentes correspondentes a regra de 2s + 1 graus de

liberdade. Quando fazemos a; = —1/4 retornamos ao modelo de Fierz-Pauli.
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5 TEORIA QUANTICA DE CAMPOS

5.1 PRELIMINARES

Na mecanica cldssica um dado estado de um sistema pode ser definido por um conjunto de coor-
denadas canodnicas {¢;, p;} (em que i é a i-ésima coordenada) e a hamiltoniana determina a dindmica
deste sistema. Em um sentido restrito, para transicdo da mecanica cldssica para a quantica (chamada
de primeira quantizacdo) basta promovermos essas coordenadas para operadores (transformando
parénteses de Poisson para comutadores), veja (GREINER; REINHARDT, 2013) e (FELSAGER,
2012), tal que]

Agora os estados fisicos, diferentemente dos estados na mecanica cldssica, sdo determinados por
vetores de estado no espago de Hilbert.

Em certo momento a mecanica quantica ndo era mais capaz de explicar certos fendnomenos
quanticos havendo uma necessidade de uma teoria que lidasse com a varia¢ao do nimero de particulas
de um dado sistema e uma teoria que conciliasse a mecanica quantica e a relatividade especial. Com
isso surge a teoria quantica de campos com o objetivo de explicar esses fenomenos, em que a ideia
fundamental é quantizar os campos (conhecida também como segunda quantizagao).

Para determinar o estado deste sistema em um dado momento precisamos dizer o valor do campo
em todos os pontos e seu momento candnicamente conjugado (¢(Z,t), 7(Z, t)) transformando-os em

operadores e impomos que:

[(Z,0),0(Z, )] = [7(Z,1), #(&F, )] = 0 /(& ¢), $(&,1)] = i6°(T — 7', t)

[lustraremos como exemplo a quantizagcdo canénica do campo de Maxwell-Proca a qual temos

um grande interesse para compreendermos as helicidades de um campo vetorial massivo.

5.2 FORMULACAO LAGRANGIANA

A teoria de Proca € descrita por um campo vetorial massivo, dada pela seguinte densidade de
lagrangiana:
1 2

Lp =~ FuF" - m?A#A“ + A, (1)

Lembrando que estamos em sistema de unidades naturais, entdo h=1.

1
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Ja vimos que as equagdes de Euler-Lagrange sdo:
O, F* — mPAY = " @)
Sabendo que F* = o' AY — 9" A*, teremos a chamada equagao de Proca:
OA4Y — 9"(9,A") — m*A”Y = —j" (3)
Tomando a quadri-divergéncia desta equacdo com respeito a v, obtém-se:

m?*9,A” = —0,5" “)

Uma vez que m # 0 e que a densidade de corrente é conservada (d,,7* = 0) temos a condicio de

transversalidade para a teoria de Proca:

0,A" =0 5)

Com isso, voltando na (3)), teremos:

(O—m*)A” = —j" (6)

Assim quatro componentes do campo vetorial de spin 1 satisfazem automaticamente a equagao de
Klein-Gordon e (5)) . Notemos que sem o termo de massa em (I)) temos a teoria de Maxwell que possui
simetria de calibre, (ou simetria local) descrevendo fétons sem massa. Acrescentando o termo massivo,

a simetria € quebrada, ou seja, a teoria de Proca ndo é invariante sob transformagoes de calibre.

5.3 EXPANSAO EM ONDAS PLANAS DO CAMPO VETORIAL

Podemos decompor o campo vetorial A* em ondas planas, onde :

Au(lg, \x) = Nke_i(“’“t_gj)eu(lg, A) (7

Em que, wy, = V k2 + m? é a relagdo de dispersdo, N}, € uma constante de normalizaco, eu(l; )
representam o conjunto em quatro dimensdes de vetores de Lorentz, o vetor de polarizacdo e )\ denota
as componentes do tipo tempo (A = 0) e do tipo espaco (A = 1,2, 3). Como estamos trabalhando com
um vetor de Lorentz esperamos que sejam linearmente independentes e que sejam trés componentes
do tipo espago e uma componente do tipo tempo. Podemos definir o vetor de polarizacio na dire¢do do
momento nos levando a particulas com estados de helicidade bem definida.

Os vetores de polarizagdo satisfazem as seguintes relacdes de ortonormalidade:

6#(12, )\)EH(E, )\,> = gry (8)

sendo goo = —1 € g11 = g22 = ¢33 = 1 e os remanescentes sdo nulos.
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Para construirmos o conjunto de vetores de polarizacao fixamos um referencial na onda plana que
se propaga com momento k. Podemos fixar um referencial com dois vetores de polarizacio transversos

a direcao do momento:
Impondo que

e sendo A\ = 3 a componente longitudinal a0 momento k, usando (3)) determinamos e‘(lg, 3) tal que:

Ke,(F.3) = 0 ©)

Tomando eu(l;, 3) e a equacdo de normalizacdo @i para A = )\ = 3 podemos encontrar as

componentes do vetor de polarizacdo longitudinal, que seré:
. E ok k —
eu(k,3) = (—, - —°> - k= Vkk (10)
m' k m
Essas componentes tipo espago formam uma base e somente as trés componentes espaciais no sao

invariantes sob transformagdes de Lorentz, com isso para completar uma base no espaco de Minkowski

a componente tipo tempo (A = 0) é dada por:

€u(k,0) =

3 [

(1)

Com isso teremos um conjunto de vetores do tipo espaco ortogonais e um do tipo tempo longitudial:

— —

eu(k, 1) k' = e, (k,2) k" = €,(k,3) k" = 0 (12)

—

e, (k,0) k* =m (13)

Pode-se mostrar que os quadri-vetores de polarizacao satisfazem a seguinte relacdo de completeza:

3
D gamenlk, Ve (k, ) = g (14)
A=0

Percebe-se que através da condicao de transversalidade para uma teoria livre, temos
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QA" =0 = ke, (k,\) =0 (15)

Essa restricdo implica que o campo vetorial massivo tem apenas trés estados de polarizacdo
(A=1,2,3.). E acomponente A = 0 ndo estd de acordo com e (15)), portanto ndo pode ser usada
para descrever uma particula.

No entanto, temos que observar que os trés estados de polarizacao “fisica"por si s6 nao formam um

conjunto completo no sentido matematico. Assim teremos um termo extra na relacdo de completeza

(14), como segue:

> eulk, Ney(k,A) = — (g;w - k“k”) (16)

3
m?2
A=1

5.4 SEGUNDA QUANTIZACAO

Comecando com a formulagdo Hamiltoniana encontrando os momentos canonicamente conjuga-
dos:
oL

- — _fOu 1
" T 0(0nA,) 4

Como o tensor eletromagnético € antissimétrico e F'% = E*, obtem-se:

=0 #=—FE (18)

Nio podemos determinar a componente A° pois ela nio possui um momento candnico conjugado
70, desde que a lagrangiana ndo contenha termos com derivadas temporais de Ay. No entanto, usando
a condi¢do de transversalidade podemos eliminar Ay em termos de A; tornando-a uma variavel
dependente.

A dinamica do campo serd dada apenas por Ae 7 = E, determinando estes podemos determinar

Ay, pois hd uma relagdo entre eles através da equacio de Proca (3). Com p = 0 e j, = 0:

1 - -
PUSSRES &5 (19)

m
Mostrando que Ay ndo é uma varidvel dindmica independente. A densidade Hamiltoniana do
campo de Proca é dada por:
1 2

H=m A = L = Fo At + F, P + m?AMA“

1 . 2

— B A- S(E? = B?) + T (= Al 4+ A
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Por outro lado,

E=—-A—-VA, (20)
tal que: '
E*=-E.A* -~ EVA, (21)
sendo:
ENAy=V.(EA)) — Ay(V.E) = V.(EAy) + m?A> (22)

entio, —E.A = E2 + ﬁ.(EAO) +m? A3, tal que:
Com isso, .
H = 5(E2 + B2+ m2A? + m2A2) + V.(EA) (23)

Para obtermos a Hamiltoniana integramos no volume em todo espaco. O termo de divergéncia
em (23) pode ser descartado usando o Teorema de Gauss e sabendo que os campos tendem a zero no
infinito. Assim, temos a Hamiltoniana em termos de A e E definida positiva:

3, L (72 = 12 o7 7. L e
H= dx§ EF+(Vx A +m A A+ —(V.E) (24)
m

Seguindo com o procedimento de quantiza¢do promovemos 0S campos € seus momentos canonica-

mente conjugados, impondo que:

~

[AYZ,t), B (7, 1)] = i676%(% — Z) (25)

[Al(Z,1), A(&,t)] = 0 = [E'(Z,t), B (2, t)] (26)

A hamiltoniana também terd uma versio quantizada, com os operadores A e F satisfazendo as

equacoes de movimento de Heisenberg:

A~ A~
-,

4 2 1 o - & 4 5 oo 5
A=—-E+ ﬁV(V.E) E=-V*A+V(V.A)+m?A
E ainda usando o vinculo (19) podemos reescrever as relacdes de comutacdo na forma covariante,
uma vez que:
~ 1 - =&
Al=—-—V. E
m

Podemos mostrar que satisfazem as seguintes relacdes:

~

5 1 -
[A(Z,t), A2(& )] = iﬁw?'(f — )

~

[A%(Z, 1), A(Z, 1) = 0 (27)

Por conta das componentes espaciais e temporal de A serem tratadas diferentemente, a quantizago

ndo aparece na forma covariante. No entanto, das relagdes acima com (25)) e (26)), podemos construir
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relacoes de comutacdo covariantes:

[Ar(z), A (2))] = —i (g“” — %8“8”) Az — 1) (28)

Onde, A(z — '), é a fungéo invariante de Pauli- Jordan-Schwinger dado por:

A(x—x’):—/(dk sin k(z — ')

27‘(’)3 Wi

Este € o processo de quantizacdo candnica para um campo vetorial de spin-1 massivo.

5.5 DECOMPOSICAO DE FOURIER PARA O OPERADOR DE CAMPO DE PROCA

Buscamos uma solug@o geral em uma certa base especifica. Note que podemos decompor o
operador de campo em partes de frequéncias positivas e negativas usando a expansdo em ondas planas ,

veja :

3
Ab(z) = /d%z <d,;AA“(E, Na) +al AR, A;x)) , (29)
A=1

ou ainda, usando (7)) com N = (2w;(2m)3)~ /2, teremos:

Por construcdo o operador AM ¢ hermitiano, o qual na teoria cldssica equivale a um campo de valor
real. Relembrando que a expansdo soma sobre as duas componentes transversas A = 1,2 e uma
componente longitudinal a0 momento A = 3, pois 9, A" =0 e e“(lg, 0) ndo é transversal e ndo deve
fazer parte de A*. X

Podemos trabalhar com o potencial vetor e obter o operador E,

e AT ik.x
Az +ale ) 31)

k A) (a e ke
/ \/ 2wk (2m)3 Z A
Usando (20)) promovendo os campos para a forma de operadores iremos obter:

3
e ~ o —itkx _ AT ikax
-/ WZ ) iy = ™)

Reforcando que para descrever a polarizacao linear planar, esses vetores podem ser escolhidos de

E(x (32)
forma real, isto €, ¢** = ¢* onde,

1
Wk

kel (33)

€ —

AR
Il
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Usando a condi¢do de transversalidade (I5)), temos:

k
W

ke (34)

€ —

M2
Il

El

Com o auxilio da relacao de dispersao, temos a seguinte propriedade:
o Kk - 2
F.é= (1 = —2> Fe="ke (35)

RELACOES DE COMUTACAO

At R L L

Esperamos que (., € gy desempenhem o papel de operadores de criacio e de aniquilacdo para
bdsons de spin-1. Para verificar as relacdes de comutacdo expressamos em termos da “transformada
inversa de Fourier” e escrevemos em termos dos campos A(z) e F(z). Definindo o produto escalar de

dois vetores de Proca:
(A(z), A'(x)) =i / Pz [ATO A, — A0 A™] (36)
Calculando o produto escalar de duas ondas planas obtém-se:

(A(/Z', N), A(K, A)) = B — ke (k, N e, (k, \) 37)

(AR X), AR, \)) = 6°(F' = F)ga (38)
E ainda, de forma andloga podemos ter os seguintes produtos:

(AR ), A% (R, ) ) = =8 (K = B)gann (39)

(A*(E’, N), A(E, A)) —0= (A(E’,X),A*(E, A)) (40)

Para encontrar os operadores de criagdo e aniquilagcdo podemos usar o produto escalar de forma
que:

i, = (AE N A@) =i [ P [AE VA, ~ 4,004 (F )] (1)

Substituindo (7)), abrindo o campo A* em componentes espaciais e temporal, verifica-se que o

operador de aniquilacdo € dado por:

iz, = (A(/Z, )\),A(x)) Y <wk

42
2wy (2m)3 “2)

MR
o,
A~
—
|
~
™y
=
—~
8
S—
N————
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Sendo de forma andloga para o operador de criacdo:

it = (A(k N,

( 2A( )+¢a§(x)) 43)

_l/ \/ka (2m)3

Isso nos permite obter os comutadores entre esses operadores,

[ dﬁ, AT ] /d3xld3x eik T efik.x
Ex e V2w (27)3 /2wy (27)3

x Juog & Ay - i@ E'(x), wp & . Alw) + ie.E (@) (44)

Usando as relagoes de comutagio (23), teremos:

e (wyr —wi ) t—i(k' —k).Z 5 5
~ AT _ d3 -/ — —/
[ g, a~/\] = x : (W €'.€ 4+ wr€'.€)

k 2(27?)5\/@9/@%

Com a defini¢do integral de delta de Dirac, obtém-se:

5 . Lgm o (212, =12
[ CLE')\” al'%)\] = 553<k/ — k) <€ /.6 + € /.€> (45)
Note que se usarmos (33):
- - . . . 1 s o
e'e= ek, N).elk,\) = ek, N).elk,\) — w—eo(k, Nk.elk, ), (46)
k

=e(k, \).e(k,\) (47)
Assim,
&€=y (48)
Voltando em (#3)), teremos:
Lagy, Gl ] = 8% (K — k)dxa (49)

De forma similar podemos mostrar que:

[dﬁ/}\/, d’;)\] - 0 - [d% d};» (50)

5.6 HAMILTONIANA

A Hamiltoniana pode ser escrita em termos dos operadores. Vamos escrevé-la em termos dos

operadores de cria¢do e aniquila¢do através do operador nimero de particula nj; , = d%/\d,a dos modos



41

dos campos individuais multiplicado por fwwy. Para eliminar possiveis divergéncias da contribuicdo do

vacuo tomamos o ordenamento normal, tal que:

= /d3 ( (VX AP +mPA A+ iﬁ.ﬁ) : (51)

Entdo, ao substituirmos (31]) e (32) em (51)) manipulando a expressdo mantendo o ordenamento

normal iremos obter que a Hamiltoniana para um campo massivo de spin 1 serd dada por:

H= Z/d kwkaq ak/\ (52)

Também podemos determinar o operador momento linear tendo em vista que:

~

ﬁ:/d% (ﬁxé—mQAO,i), (53)

nos levando a:
3

P= Z/d% kal g, (54)

Portanto, o campo vetorial carrega quanta de energia wy € momento k.

OPERADOR DE SPIN

Como o campo vetorial € dotado de um momento angular intrinseco, € esperado que haja um
operador de spin tal que o operador momento angular total seja a soma do operador de spin e o operador
momento angular orbital. Através do Teorema de Noether e da Teoria Classica, temos que o operador

de spin serd dado por (ja em ordenamento normal):
5:/d3xzﬁ></_f: (55)

Substituindo (31]) e (32)), mantendo o ordenamento normal, temos:

~

S = /d3k Z [ e(/;, A) (&%Adlg)\ )= d;%)\/&,b\)] +

AN =1

+ &R N) % &R, ) (@ gyage ot —al  al e) (56)

O momento angular orbital e o spin, em geral, ndo sdo operadores diagonais para campos vetoriais,
no entanto, podemos definir uma outra quantidade a helicidade, A = Sk, que € a projecdo do
spin ao longo do momento linear sendo uma quantidade bem definida. Nao temos a contribui¢do da

componente longitudinal e para as componentes de polarizagdo transversa temos que é’(E ,A) = € (E, A),
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para a segunda contribui¢do em lb renomeamos as variaveis A «— \ e k +— —k, assim:

A— % / Pk Y @ndlk X)) x @k, N (&,%Adzzw - d%xd%k) oD

Sendo &k, 1), &k, 1) e & = k/ | k | uma base ortonormal, de maneira que:

A [ Brlat o — ot an
A=i / d* (@l i, — al ap,) (58)
Nota-se que o operador helicidade ndo € diagonal, isto é, o operador ndo consiste na forma do
operador nimero de particulas n;, = &;ﬂ\&ﬁk' Assim sendo, os estados do tipo d%/\ | 0 > ndo sdo

autoestados do operador de helicidade. Entretando, para contornar esse problema, se escolhermos um

novo conjunto de operadores:

~ I U P P
Y%y =5 (a5, — idg,) .

~ 1 (a  a

ar_ = 5 (A +idg) (59)
g = QE3s

ap = \/Li (&EJr + dl}!) g
gy = 5 (A, — az_) (60)
Iy = A

De forma analoga para o operador a'. Apds a mudanca de base vemos que as relagdes de

comutacdo ndao sao alteradas,
gy, al ] = [ag_,al | = [ag,,al ] = 6°(k — &) (61)

Portanto, os quanta do campo sd@o particulas de spin-1 circularmente polarizada, temos agora o

operador helicidade diagonal:

A= / @’ (al, ag, —al a; ) (62)
Descrevendo as helicidades (na dire¢do do eixo z) +1, —1 para as componentes trasnversas e

0 para a longitudinal (unidades de /2, mas estamos em unidades naturais). Podemos reescrever a

hamiltoniana em termos da nova base, de modo que teremos:
. 5 o
H= Y / d’key af g, (63)
o=—,0,+

Os vetores de polarizagdo circular( ou vetores helicidades) sao dados por:

. 1
et (k

+) =
(k,0) = *(

(GM(E, 1)+ iet(F, 2))
,3)

S

(64)

T
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5.7 AUTOESTADOS DE HELICIDADE

Como dito anteriormente, a helicidade € a projecdo do spin na direcio do momento, para

compreendé-la um pouco mais vamos usar a equacdo (6) no espago dos momenta:
k k" AY = m?®AY (65)
No referencial de repouso, k* = (m, 0,0, 0). Podemos expandir em onda planas, bem como ({7)):

Ay = €™ 4 efem (66)

Ao introduzirmos (66) em (63) no referencial de repouso (como as componentes de (66) sdo

independentes cada coeficiente tem que ser nulo), teremos:
Ao =0=mep=0=¢ =0 (67)

Com isso temos apenas as componentes €1, € € €3. Para interpretar as componentes do vetor de

polarizagdo, consideremos uma rotagdo em torno do eixo-z:
eib = R,%€, (68)

Ou ainda, matricialmente (Em que ¢ € o angulo azimutal enquanto que 6 € o angulo polar.)

€ _ 0 cqsﬁ sinf 0 €1 7 69)
€ 0 —sinf cosf 0 €2
€l 0 0 0 1 €3
teremos:
€0 = €0
6:1 = cos.ﬁel + sin fes 70)
€y = —sinfe; + cos fey
€5 = €3

Combinando-os de forma que possamos escrever um novo vetor que satisfaca a equacao de
autovalor:
/ 16
€; = e"€; (71)

Encontramos que:

¢ =€ +icy=¢€ =e e (72)
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De forma similar,

! ./ /0
€, =€ —l€g => €, =€ € (73)
Analisando momento angular, mais especificamente a componente 2 do momento angular:

~

L, =—i(xd, — y0,) (74)

Podemos mostrar que em coordenadas esféricas essa componente sera:

A

L.=—id, (75)

Para um autoestado qualquer ¥, temos:

LV =1V (76)
Substituindo em (76)) e resolvendo a equagdo diferencial de primeira ordem obteremos:

U(p) = Ae'l=? (77)

Em que A € uma constante arbitrdria, para efeitos praticos vamos fazé-la igual a 1 e realizando

uma transformagao do tipo:

b= ¢ =d+ Ao (78)

Teremos que o estado ¥ muda por uma fase,
U = eA0w (79)

Podemos identificar o termo multiplicado por iA¢ como sendo o autovalor da helicidade uma vez
que

S:=5, (80)

Com isso temos uma maneira pratica de determinar as helicidades. Voltando em (70)), (72) e (73),

€ =e Ve_ ¢, =e, € = €3 (81)

Segundo a regra temos helicidades +-1 e 0 para a descri¢ao de particulas massivas de spin-1.
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6 DECOMPOSICAO EM VARIAVEIS DE HELICIDADE

Esse método nos permite obter o contetudo fisico de uma dada teoria analisando e identificando os
graus de liberdade propagantes e ndo propagantes e, ainda, para teorias de gauge podemos determinar
esses graus de liberdade sem a necessidade de fixar um gauge. Identificamos os graus de liberdade
invariantes de gauge usando as varidveis de Bardeen,(BIAZOTTI, 20135) . Iniciamos com o proce-
dimento para a teoria de Maxwell (descrevendo fétons sem massa), pois € um modelo simples para

aprendermos a técnica de decomposicao.

6.1 DECOMPOSICAO EM V.H. PARA A TEORIA DE MAXWELL

Para a teoria de Maxwell na presenca de fontes:

1 :
Ly = _ZFWFW - j"A, (1)

onde, F,, = (0,A, — 0,A,). Esta é invariante sob a transformagao de gauge:

A, — A=A, —09.0 2)

A equacdo de Euler-Lagrange, sera:
O F"* = —j 3)

Vamos fazer a decomposi¢do em helicidades do campo A,

Ao =19
A, = 4

O indice T na varidvel v; indica que € transversa, isto &, *v] = 0. E para a corrente realizamos a

mesma decomposi¢ao,
, Jo=p
Ju=19 . )
g { ji =S+ 0;S
A auséncia de derivadas temporais € uma caracteristica fundamental da decomposi¢do em helici-

dades o que nos assegura que o contetido das equacdes de movimento e a estrutura candnica da teoria

nao sdo alterados. Como consequéncia imediata, segue que:

§Ay = 6 = —6 (6)
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Assim temos,
o = —6 svl =0 o\ = —0 (8)
Podemos definir uma varidvel de Bardeen invariante de gauge:
W= ©)

Temos entdo, em D = 3 + 1, um grau de liberdade de ¥, dois graus de liberdade de v e um grau
de liberdade (puro gauge) de \.
Uma opcao € trabalharmos com as varidveis nao locais, isto €, varidveis que nao dependem ponto

a ponto do espaco, para isso podemos usar diretamente (4):

1 7
A= i (10)
e, 1
v; = Az — ﬁ&ajA] (11)

Observe que o operador laplaciano pode ser invertido, uma vez que os campos podem ser
expandidos em ondas planas (transformada de Fourier). Pode-se mostrar que seus autovalores sao
negativos. Através do uso da equacdo de conservagdo, ou seja, 05, = 0 e da decomposigio (4) e
podemos reescrever (1)) em termos da decomposicdo (@) e (5)):

£ﬁec — [azlllﬁzlll — 8“1%8”2}7:} + [qu - Szvq (12)

1
2
As equacdes de Euler-Lagrange sdo:

V2 = p (13)

O(")" = (59" (14)

Em D = 3+ 1 temos dois graus de liberdades propagantes devido ao campo v; e um vinculo, pois
(13)) ndo envolve derivada segunda no tempo. Investigando mais a fundo vemos que (I3) corresponde a
lei de Gauss e corresponde a lei de Ampere do eletromagnetismo. Esses dois graus de liberdade
propagantes estdo relacionados com as duas helicidades do féton, por isso denominamos v; variaveis
de helicidade.

6.2 DECOMPOSICAO EM V.H. PARA A TEORIA DE PROCA

Como mencionado nas sec¢do anterior a teoria de Proca descreve fétons massivos, dada pela

lagrangiana (I)) e satisfaz a equagdo de Klein-Gordon (6). A decomposicao serd a mesma do modelo
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de Maxwell, porém temos um novo termo de massaﬂ Reescrevendo a lagrangiana de Proca (com
Ju = 0) em termos da decomposi¢do em helicidades (no vdcuo), teremos:

2

Lpee = 5 [0 = 9,0:0"0'] + - [07 = 900N — o] 0] (15)

1
2

As equacdes de Euler-Lagrange sdo:

(O—m?)v! =0 (16)
VA +m2\) = V%) (17)
V2 — m?p = VA (18)

Veja que a equacao (17 pode ser escrita da seguinte forma:

VA +mPA—4) =0 (19)

Pelas condi¢des de contorno em que os campos vao a zero no infinito, vamos ter que A+m2\ —¢ =
0, assim temos:
A+ mP\ =1 (20)

Usando (I8) e (20), obtemos a equagdo de Klein-Gordon:

(@O - m?A=0 @1
Resumindo temos,
(O —-m*v] =0 (22)
(O —m?)A =0 (23)
AVAR
= @

Dois graus de liberdade propagantes do campo transverso v, um grau de liberdade propagante do
campo longitudinal A e um vinculo que nos permite eliminar 1) em termos de . Entdo, para a teoria

do f6ton massivo temos trés graus de liberdade propagantes correspondentes as helicidades +1 e 0.

6.3 DECOMPOSICAO EM V.H. PARA O MODELO TENSORIAL

Uma forma alternativa de descrever uma teoria de spin-1 massiva € utilizando tensor de rank-2,
veja (SANTOS, 2012) e (DALMAZI; SANTOS, 2011). Para nos assegurar disso temos que garantir

1

Note que embora o termo de massa quebre a simetria de gauge, por simplicidade, mantemos as varidveis de Bardeen
para facilitar os célculos.
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que haja o mesmo conteudo fisico que a teoria de Proca. Como temos o objetivo de estudar particulas
de spin-2, que geralmente sdo descritas por um tensor rank-2, é cabivel iniciarmos com esse modelo,
pois hd menos termos na lagrangiana e facilitard o entendimento da decomposi¢do. J4 vimos que o
modelo tensorial com tensor de rank-2 simétrico € dual a teoria de Proca:

2

W2
Ly = 0, WH W, m4—2 (wgngw—7;> (25)

A equagdo de Euler-Lagrange nos fornece:

1
0,0°W o + 0,0°W, 0 +m? (5

nw/W - W,uz/) =0 (26)

Desta equacao podemos obter:

(O-m*)0"W,, =0 27

MW, =0 (28)

W =n, W =0 (29)

0y0°W o + 0,0°W, 0 — m*W,,, = 0 (30)

Para analisarmos o conteddo fisico deste modelo, temos a seguinte decomposi¢do para o tensor de

rank-2 simétrico:
)
Woo =

W, =4 Wo=8]+0dn 31)

Wi; = ¢di; + (8:0; — VA + = (ae +ajez)+W§T

O indice T nas varidveis f3; € ¢;, i = 1,2, 3, significa que sdo transversos, isto &, 98] = 0 e
d'e] = 0 e os indices em Wi significam que W;" é transverso, O'W[;" = 0 = "W]T e ainda que
néo possui trago, 0 W™ = 0.

Em D = 3+1ha 16 componentes para o tensor simétrico WV, com 10 componentes independentes.
E na decomposicao temos, um grau de liberdade devido a ¢, dois de @T ,um de v, um de ¢, um de A,
dois de ¢! e dois de WZ?T, resultando 10 graus de liberdade independentes.

Podemos reescrever (25) em termos da decomposigao:

. 2
Che = (b VP 4 (50 - 5T 406 =)0 - 9) +

2

o (%w?—w?)?—<am>2+§<v2x>2+w¢ SOV (0 )+ <W5T>2) (32)

As equagdes de movimento em relacdo a cada campo sdo:
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. 2 2
20 — 2V + m? (gw + ¢ - §V2)\> =0 (33)
b~ V2 — $+ 5+ mPy =0 4
—2V%¢ + 2V + mP = 0 (33)
2
§V2(V2)\ — ) =0 (36)
B e gl <o @7
1 2
By — §V2€¢T + m?Q =0 (38)

Para a parte vetorial segue imediatamente que derivando (38) em relagdo ao tempo e substituindo

em (37) temos:
1
Bl =& (40)

(2 (2

Substituindo (@0) em (37), obtém-se:
(O-—m?)p =0 @1

Devido as condi¢des de contorno em que os campos vao a zero no infinito, a partir da equacao

(36), temos:
VN =1 (42)

E entdo, substituindo (@2)) em (33)), teremos:
2 — 2V + m2p =0 (43)

A partir de (34), (35) e (43) temos um sistema de equagdes:

b=V — ¢+ +mPy=0 (44a)
—2V2¢p + 2V +m?*h =0 (44b)
2 — 2V + m2p = 0 (44c)

Note que se realizarmos as seguintes manipulagdes:

—20,V? <¢ ~ Vi —d+5+ m27> =0 (45a)

02 (—2V2¢ + 2V*y + m*p) =0 (45b)



v? (2;2} — oV 4 m2¢) — 0

E as somarmos, teremos:
m2(V3—2V% +14) =0 = ) =—-V2p+2V%
Podemos substituir (¢6) em (33):
—2V2p + 2V + m?¢p =0
Com isso, subtraindo de (33):

m(W—¢)=0 = v=9¢

Assim, substituindo esse resultado em (44a) e (44b) teremos, respectivamente:

(O=m*)y=0

2V? :
V= <2V2 —m2> 7
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(45c¢)

(46)

(47)

(48)

(49)

(50)

Logo, temos trés graus de liberdade que se propagam, um devido ao campo longitudinal e dois

devido ao campo transverso:

O—-m?)y=0 ; (O-m?)p =0

e graus de liberdade nao propagantes, pois envolvem no maximo uma derivada temporal, ou seja, sao

vinculd?t

1 2V2 . T 1'T
V=10 ; )\—ﬁ?/f, ¢—(m>’7a @—561' ;

6.4 DECOMPOSICAO EM V.H. DA TEORIA DE EINSTEIN-HILBERT

Vamos iniciar introduzindo um termo de fonte a acdo (13)) de Einstein-Hilbert,

1/ 1 1
Spirinh] = / dz [2—#( — Ouhas?"h7 + 20,h

1 1 1
—S0uhO W + §8uh“°‘8”hw> + gthW]

2
m # 0.

Tr __
Wi =0

61y

Com m = 0 para a teoria de Proca, vide a equacgio , de onde tiramos a condicdo de transversalidade impondo que



51

O campo h,,,, pode ser decomposto da seguinte maneira JACCARD; MAGGIORE; MITSOU,
2013):

(oo = 2

hw =< hos = B + Oy (52)

hij = _2¢6ij + AU)‘ + 8(26}; + Bij

\
Em que
1 , .
Aij = 818] — géijVQ (‘WﬁlT =0 aZElT =0
e ﬁij [e um tensor simétrico transverso e sem traco:

8%1] - O 8jhij — O (Sijilij - 0

Para analisarmos as varidveis de Bardeen serd necessdrio decompor o parametro da transformacao

de gauge %

So=A
= 53
¢ { & =Bl +0,C ©9)
Assim teremos:
. 1 )
S = A 5¢=—§v20 Sy=A+C S\ =20
opl = B oel = 2BT hij =0

Com essas varidveis podemos escrever combinagdes invariantes de gauge, as chamadas varidveis

de Bardeen:
| -
d=—¢— EV A (54)
.
V=9 -+ ) (55)
T r L.
O, =05 — 5%’ (56)

Entdo, a nivel da teoria linearizada teremos 6 quantidades invariantes. Sendo 2 componentes do
tensor h;; (que € transverso e sem trago), 2 componentes do vetor ©; que é transverso, 1 componente

de @ e 1 componente de W. Isso pelo fato de &, eliminar 4 graus de liberdade.
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De maneira andloga vamos decompor o tensor energia-momento 7,,,,

( Too = p

L T;‘j = P(S” + AijO' + 0(10';1; + O'Z'j,
onde,

i T . il _ (. i Q- /P
d'o; =0; J'S; =0; 0'oi; =0; 0“0 =0 (58)

A parte isotrépica de T;; é PJ;;, onde P € a pressdo. A parte anisotrépica de 7;; depende dos
pardmetros escalar o, do vetor transverso o; € do tensor transverso e sem traco o;;. Assumiremos que
S, o, V2o e o sdo nulos no infinito.

Através da conservacdo do tensor energia-momento, J,7"" = 0, obtemos equagdes auxiliares:

0,T" =0 = VS=) (59)
j 1 2 i ¥ i - 2 2
0,T" =0 :>§VU—S+8(—S+P+§VU):O (60)
Atuando com 0;, teremos:
2 - 2 2
V(—S+P+§VU):0 (61)
ou: 9
Vif=0, f:S+P+§V20 (62)

Impondo as condi¢des de contorno, ou seja, que o tensor energia-momento se anula no infinito,
teremos a equagdo de Laplace, V2f = 0 para a condi¢io de contorno de que f = 0 no infinito. Isso

implicard que f = 0, em todo o espago, assim teremos sobre S, P e o

. 2
~S+P+ §V20 =0 (63)
Com esse resultado em (60)), temos:
V3ol =287 (64)

Para o termo de interacdo em (51)) abrindo a soma de h,,, 7", utilizando as equacdes (61)), (63) e

(64) e as varidveis de Bardeen podemos escrever:

1 1.
ShuwT" =3P +Wp — 67 ST + Shijo" (65)
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Enquanto que Sgpy(h) em termos das varidveis de Bardeen ficara:

Spwr(h) = % / d*x [ — 1202 + 49,D9'D — 89; DIV + 9,0,0'07 +

1 - -
5Ol 0 (66)

Portanto, com interag:éo temos:
1 . ) ) o
Spui(h) = — / d%[ — 1202 + 49,00'® — 89,00'V + ;0] 0’6’ +
K

L5 s S
_§auh”a“hlji| +/d4$|:3(1)P—|—\pr—@zTSZT—|—§h”0'l]:| (67)

Para obtermos as equacdes de movimento vamos realizar a variacao da acdo que depende apenas

das combinag¢des invariantes de gauge. A variacdo em relacdo a P:

249 — 8V*® + 8V = —3x°P (68)
A variagdo em relagdo a V:
V2P = —k?p (69)
A variagdo em relagdo a ©;:
o267 — — k257 (70)
A variagdo em relacio a h;;:
2D}3U = —/€2O'ij (71)

Substituindo em (68)), teremos:

S| ArG
b+ VU = —%(p +3P) (72)
Note que usando a equacao derivada duas vezes no tempo V2P = —x2 p e usando a relagdo
li obtemos 8V2® = —x2V2S e usando as condi¢des de contorno sobre os campos (equacdo de
Laplace), teremos:
8P = —k*S (73)

Substituindo (73)) em (72)), teremos:

VU = —47G(p + 3P — 35) (74)
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E ainda podemos reescrever usando , 3P — 35 = —2V?0. Resumindo teremos:

V20 = —47Gp (75)
V20 = —47G(p — 2V?0) (76)
v2e!l = —167GST (77)
Ohy; = —167Goy, (78)

Observe que a pertubagdo escalar e vetorial obedecem a equacao de Poisson e ndo representam
graus de liberdade propagantes, enquanto que a pertubacao tensorial obedece uma equacio dinamica
com dois graus de liberdade propagantes que corresponde as helicidades +2 do graviton . Podemos

rearranjar as equacdes (/5] e reescrevendo como:
V(@ — V) = —-87GV?%0 (79)
E se a parte anisotropica do tensor 7;; for nula, implicard que ® = W. E na auséncia de matéria,

teremos ® =V =0 = 0.

6.5 DECOMPOSICAO EM V.H. DA TEORIA DE FIERZ-PAULI

Com a mesma decomposi¢do para a teoria de Fierz-Pauli, uma vez que o termo cinético € o0 mesmo
que da teoria de Einstein-Hilbert linearizada, mas o termo de massa quebra a invariancia de gauge da

teoria de Fierz-Pauli. Vamos considerar o termo de massa

2

S = == (B — 1) (80)

A componente tensorial fica:
m2~ ~ ..

Sh = /d4x [—Thijw} (81)

A componente vetorial fica:
2
vV o_ 4_&_ITz‘T1‘TijT
Sm_/dx[ 4( 267 87 + 50i€] e )} (82)

Agora a componente escalar dada por:

E_4_m_2_Ai_2222_
S, = | duz 1 20;70'y — 24¢ —|—3V AVAN = 240 (83)
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Por conveniéncia vamos reescrever (83]) em termos das varidveis de Bardeen (54) e (53):

m

2
SE — / d'z {—mj (12@2 + 4DV + 070"y — 120P — 2W2A)1 , (84)

tal que:
Sk, = / d%[ — 1202 4 49;D9'D — 80; D) + 80; DD + 4DV \+
£ m2(1202 + 4DVEN + Oy — 120D — 2w2A)} (85)
[ R 7 18.Tai-jT 1'Tv2 iT 1@ T 5i giT m? T iT mQa T 5T 86
o= [ die[ QG0 - SHIVT 4 a0 Tl - SpacoeT] e

T 4 1, - 7 ij m? - 7 ij
SFP = d*x _Za,uhijﬁuh J Thz]h J (87)
Para a parte escalar a variacdo em relacdo a vy, ¥ e A, serd respectivamente:

4d

V8D —2m?y) =0 = = — (88)
4
8V2P — 12m*® — 2m* VA =0 = VA= —V’d —6d (89)
m
. ) ) 2 .
20 4+2m" e —m* Y =0 = ¢Yp=-—P+20 (90)
m
Substituindo (88), (89) e (O0) em (83), teremos:
SE, = /d%[—lZ(@HCI)a“CI) +m*®?)) 1)
Isso nos leva a seguinte equacdo de movimento:
0SEp 2
= O — ¢ = 2
5 =0 = O-m*)® =0 92)
Para a componente vetorial a variacdo em relacdo a [3; e ¢;, serd respectivamente:
1
§v2e,.T — V28l +m*Bl =0 (93)
o 1o gsr  m 2T _
(VI = SV + v = (94)

Derivando (93) em relagdo ao tempo e subtraindo de (94)), obtém-se:

1 . .
m? (§V2EZT — B ) =0 = 28 =V 95)
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Com este resultando em (93)), temos:

O -m*)pf =0 (96)

E para a componente tensorial a variacdo da a¢do com respeito a h% serd:

(O—m*)hy; =0 (97)

Resumindo temos:

(O-m)®=0 |, O-m?pr =0 (O —m*)hy; =0

(2

Sendo que ® possui um grau de liberdade independente, 37 dois graus de liberdade independentes
(pois € um vetor transverso) e ﬁij possui dois graus de liberdade independentes (pois € um tensor

transverso e sem traco), o que resulta nos 5 graus de liberdade do graviton massivo.

6.6 DECOMPOSICAO EM V.H. DO MODELO £L(a,)

A decomposicao da parte simétrica serd similar a do modelo de Fierz-Pauli,

( hoo = A

h,ul/ = hOz‘ = V;T + azL (98)

T3
a decomposicdo é a mesma do modelo tensorial visto anteriormente.E a parte antissimétrica serd dada

por:
Boi = v + il
B, = (99)
Bij = eijpuyt + €ijp0" N

Sendo que e, = () + B

(
600:14

e =4 eoi = (Vid+v)' +0i(L+1) (100)

61']' = E(SZ] + AZ]F + a(ZG% + 711‘]‘ + 5ijkuk T + ajkakN

\

O modelo L(a;) € invariante sob:

deu = 0u&y + 0% Njayu) (101)
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que possui decomposicao:

§u = (102)

(nv]

O* Ny = AL, = ) (103)

Em termos do campo e decomposto, temos:

6A = 1) S(L+1) =75 S(L—1)=1

6E:%V27 §F =~ SN =0
0(Vi+wvi) =Bl +pl 3(Vi —vi)" = —p]

6GT =247 sul =0 Shi; = 0

Com isso podemos construir varidveis de Bardeen:

Wy = A— (i —i) (104)
Wo=L41-F (105)

1 2
Wy =B - SVF (106)
zl = (Vi+u)" + (Vi — o) - %GT (107
Y = (Vi —0)" + eiju0jui (108)

Atualmente estamos reescrevendo a lagrangiana £(a;) em termos destas varidveis. Temos o
objetivo de encontrar os 5 graus de liberdade propagantes do modelo £(a;) correspondentes as
helicidade £2, 1 e 0 do graviton massivo. Apods estudarmos esses modelos e realizar a decomposigdo
em helicidades podemos prosseguir estudando primeiramente a teoria de Einstein-Hilbert no espaco
curvo, JACCARD; MAGGIORE; MITSOU, 2013)), e posteriormente podemos aplicar a decomposi¢ao
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em helicidades para essas familias de lagrangianas, £(a;) e L, rp, que descrevem o graviton massivo

via tensor de rank-2 sem simetria.
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7 CONCLUSAO

A andlise do conteudo fisico de teorias de campo, tanto de spin—1 quanto de spin—2, via varidveis
de Bardeen foram realizadas com sucesso. Encontramos para cada teoria seus respectivos graus de
liberdade propagantes através da decomposi¢do em varidveis de helicidade.

Iniciamos revisando toda a teoria cldssica de campos e ferramentais basicos para o estudo, bem
como principio variacional para encontrarmos as equa¢des de movimento e o Teorema de Noether para
encontrarmos as simetrias e as leis de conservacao dos modelos.

Revisitamos ideias bdsicas da teoria quantica de campos para compreendermos a propagacio do
campo e as helicidades para prosseguirmos com a decomposi¢do das variaveis de helicidade.

Quanto a anélise do contetido fisico por decomposicao em helicidade encontramos para a teoria de
Maxwell dois graus de liberdade propagantes correspondentes as helicidades -1 do f6ton. Para teoria
de Proca encontramos trés graus de liberdade do f6ton massivo. Para o modelo tensorial de spin—1
com tensor simétrico verificamos os mesmos trés graus de liberdade. Isso estd de acordo que para
particulas massivas bosonicas de spin s vale a regra de 2s + 1 graus de liberdades. E ainda, os modelos

e (1) sao fisicamente equivalentes diferindo apenas nos graus de liberdade ndo fisicos.

Para particulas de spin—2, descritas por tensores de rank — 2, estudamos o modelo de Einstein que
descreve o graviton sem massa. Encontramos dois graus de liberdade correspondentes as helicidades
42 do graviton. Analisamos também o modelo de Fierz-Pauli e os modelos de (DALMAZI, 2013)),
encontramos as varidaveis de Bardeen para os tais modelos, mas encontra-se em andamento o célculo
das equacdes de movimento, que possuem o de Fierz-Pauli como caso particular descrevendo o graviton
massivo. Que possuem cinco graus de liberdades correspondentes e encontramos 5 graus de liberdade,
que correspondem as helicidades 0, =1 e +2 do graviton massivo.
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