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RESUMO

Esta pesquisa estd inserida no contexto filoséfico da Ldégica, com énfase
nos aspectos dos quantificadores e nos seus modelos ou interpretagoes. O
objetivo deste trabalho é um aprofundamento das nocgoes de quantificagao
dentro do aspecto das légicas moduladas. Para tanto, aborda-se a ldogica
modulada do plausivel, que procura formalizar o quantificador da ubiquidade. O
texto apresenta uma proposta, introduzida por Paul Halmos, de interpretacao
da légica quantificacional cldssica em modelos algébricos e, como contribuicao
original, estende este modelo para um modelo algébrico para a légica do

plausivel.

Palavras-Chave: quantificadores; légicas moduladas; légica algébrica;

ubiquidade.



ABSTRACT

This research is inserted in the context of Philosophy of Logic, with em-
phasis on aspects of quantifiers and their models or interpretations. The aim of
this paper is a deepening on notions of quantification in the environment of
modulate logics. For that, this Dissertation approaches the modulate logic of
plausible, which seeks to formalize the quantifier of ubiquity. The text presents
a proposal, of Paul Halmos, to interpret the classical logic quantification into
algebraic models. As an original contribution, it is extended this model to an

algebraic model for the logic of plausible.

Key Words: quantifiers; modulate logics; algebraic logic; ubiquity.
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Introducao

Nao se tem muito claro quais sao, exatamente, os objetos de estudo da-
queles que se comprometem em investigar sobre a Légica. Mas, alguns autores
ainda tentam explicitar, pelo menos, quais objetos foram e estao sendo estuda-
dos.

Desse modo, segundo Scabia (1976, p. 9), os temas légicos podem agru-
par-se da seguinte maneira:

(i) problemas relacionados com o estudo das inferéncias validas e a andli-
se dos conceitos de demonstracao e defini¢ao; (ii) problemas que hoje chamamos
de semanticos, ligados a andlise dos conceitos de significado e verdade; (iii) and-
lise dos paradoxos l6gicos, que se apresentam em diferentes ambientes tedricos;
(iv) estudo de alguns conceitos, que podem ser denominados de criticos.

Estes 1ltimos, por sua vez, tratam dos conceitos de quantidade, nimeros,
infinito, etc.

Estas ideias apresentadas por Scabia e por outros autores, nos parece
uma caracterizacao ainda atual e, obviamente, para alguns casos, insuficiente.

Sabemos que, tradicionalmente, os sistemas légicos atendem preferenci-
almente as assertivas (i) e (ii). Pois, ao se conceber um sistema légico, é neces-
sdrio que exista uma determinada sintaxe e uma interpretacao para aquela.

Usualmente, a Légica que nos é apresentada inicialmente é aquela que
chamamos de légica proposicional cldssica, que possui uma linguagem especifica,

tendo no seu alfabeto os seguintes conectivos: — (negagdo), A (conjungao), V

(disjungao), — (condicional), intuitivamente se isso, entdo aquilo, < (bicondi-



cional), intuitivamente, isso se, e somente se, aquilo, e, também uma semantica
que explicita os aspectos Booleanos da légica proposicional cldssica.

A Légica tem como um de seus objetivos, desenvolver reflexdes sobre o
raciocinio humano, isto é, como é que de um conjunto de informagoes ou infe-
réncias deduzimos uma conclusao. No entanto, cabe a seguinte pergunta: o tra-
tamento dado por esta légica, com estes conectivos, nao é simplista demais? Nao
existem outras formas de raciocinio além dessas?

Esta pergunta e, claramente, algumas outras, motivaram a ideia das
chamadas légicas modais, as quais inserem um novo operador nao definido a
partir dos conectivos cldssicos para tratar das modalidades.

Estendendo-nos nesta linha de raciocinio podemos entao nos lembrar da
légica cldssica de primeira ordem que, por sua vez, possui os quantificadores
cldssicos universal - V, e existencial - 3.

E sabido que néo existem somente os quantificadores classicos. Todavia,
serd que ha uma conceituacao clara do que é um quantificador? A apresentacao
usual para os quantificadores cldssicos é tnica?

Na procura de respostas para estas perguntas é que se localiza o cerne
deste trabalho. Esta dissertacao pretende apresentar algumas reflexoes sobre
quantificadores, cldssicos e nao classicos, suas formalizacoes e interpretacoes se-
manticas.

Para tanto, no Capitulo 1, apresentaremos algumas nocoes sobre quanti-
ficadores, com alguns critérios, encontrados na literatura, para que possamos

refinar as primeiras nogoes sobre eles.



Em particular, trataremos de um quantificador modulado, nao cléssico
que, portanto, nao pode ser definido a partir dos quantificadores cldssicos, como
por exemplo, o quantificador da ubiquidade, que serd apresentado no Capitulo
2, com sua respectiva interpretacao semantica.

No Capitulo 3, apresentaremos uma forma distinta de interpretacao de
quantificador, como um operador numa &lgebra de Boole. Este conceito serd
apresentado num ambiente algébrico, a partir das funcoes proposicionais e, por
fim, das [dgicas e dlgebras monddicas. Nos tltimos resultados do Capitulo 3, de-
monstramos que tal versao é adequada & l6gica de primeira ordem e, desse mo-
do, equivalente aos modelos usuais para a légica cldssica de primeira ordem.

Como elemento original deste trabalho, apresentaremos, no Capitulo 4,
uma interpretagao algébrica do quantificador da ubiquidade que estende as &l-

gebras monddicas do capitulo anterior.
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1. Quantificadores

Neste primeiro capitulo, apresentamos algumas motivacoes e

desenvolvimentos sobre os estudos dos Quantificadores.

1.1 Aspectos historicos e motivacoes

H& quase que um consenso de que Aristételes nao apenas inventou a
Logica, com o desenvolvimento da base da ldgica tradicional, mas também

introduziu o estudo de quantificagao como uma parte daquela.

Para Aristoteles, os estudos sobre quantificadores consistia do estudo dos
enunciados categdricos que, por sua vez, possuem uma forma muito particular

de escrita, na forma sujeito-predicado.

Ou seja, a quantificacao resumia-se no estudo formal do significado das

quatro expressoes bdsicas de quantificacao categérica ou aristotélica:

(A) Afirmagao Universal: Todo S é P.

(E) Negagao Universal: Nenhum S é P.

(I) Afirmagao Particular: Algum S é P.

(O) Negagao Particular: Algum S nao é P.

As letras A, E, I e O sao designadas para denotar as afirmacoes e negagoes

e advém, respectivamente, das palavras latinas affirmo e nego.
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WA

Obviamente, os dois termos vinculados pelo verbo de ligacao “é”, nos
enunciados categoéricos, possuem diferentes status. O primeiro combina com o
quantificador, tornando-se o sujeito da expressao, enquanto o segundo ocorre no

predicado.

Dessa maneira, um sujeito é, de fato, um conjunto dentre conjuntos de
individuos, ou seja, quando dizemos alguns cachorros, tomamos um conjunto

dentro do conjunto dos cachorros que, por sua vez, deve possuir algum cachorro.

Como estas expressoes quantificadas possuem dois termos, elas podem ser

encaradas como relacoes bindrias. Ambas sintdtica e semanticamente.

Agora, dado que os termos representam conjuntos de individuos, a
expressao algum, por exemplo, pode significar a relacao de intersec¢ao nao vazia
entre estes conjuntos, ji a expressao todo significa a relacao de inclusao total.
Estas relagoes nao sao entre individuos, mas entre conjuntos de individuos, ou

seja, sao relagoes de segunda ordem. Falaremos destas relacoes mais adiante.

Aristételes ainda analisou formas de negagcdo combinadas com as
expressoes quantificadas. Esta andlise pode ser resumida no quadrado das
oposigoes (Feitosa e Paulovich, 2005), elaborado no periodo medieval, em que

temos o seguinte:

(i) As sentengas categéricas A e O, assim como E e I, sdo contraditorias.

Isto significa que nao podem ser, simultaneamente, verdadeiras, nem falsas.

(ii) As sentengas categéricas A e E sdo contrdrias. Isto significa que nao
podem ser ambas verdadeiras, entretanto podem ser ambas falsas.
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(iii) As sentengas categéricas I e O sao subcontrdrias. Isto significa que nao
podem ser ambas falsas, porém podem ser ambas verdadeiras.

(iv) Por fim, as sentengas categéricas A e I, e, E e O sao chamadas de
sentencas subalternas. Isto quer dizer que se A ou E é verdadeira, entao I ou O,

respectivamente, também é verdadeira.

Segundo Feitosa e Paulovich (2005) os argumentos categéricos estao
divididos nestas Figuras e podem ser classificados nestas quatro formas, de
maneira que as trés primeiras foram tratadas por Aristételes e a tltima foi
desenvolvida posteriormente.

Estes estudos culminaram ao que chamamos de silogismos categoricos, que
¢ o estudo dos argumentos categoéricos validos. Um argumento categorico é
composto por trés enunciados, duas premissas e uma conclusao. Tanto as
premissas quanto a conclusao sao sentencas categéricas e estas sao constituidas

a partir das seguintes estruturas bésicas:

Figura 1: M - P, S - M, S --- P;

Figura 2: P -—- M, S - M, S - P;

Figura 3: M - P, M --- S, S --- P;

Figura 4: P -—- M, M --- S, S - P.

Nesta estrutura, os dois primeiros itens, separados por virgulas, sao as

premissas e o tltimo, sublinhado, é a conclusao do argumento.

Contudo, por mais que estes silogismos tenham contribuido para as

investigacoes sobre a quantificacao, considerara-se que sao, em certo sentido,
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limitados. Principalmente, quando utilizados para expressar algumas sentencas
quantificadas da linguagem natural, bem como alguns raciocinios matematicos.

Para enfrentar esta limitagao, busca-se introduzir esquemas inferenciais
distintos dos silogismos. Mais especificamente, esquemas inferenciais que
envolveriam os quantificadores das sentencas categéricas, porém com a meta de
ir além das formas apresentadas por Aristételes.

Segundo Westerstahl e Peters (2002) existem muitos destes esforgos que
vao além, em pelo menos uma das seguintes maneiras:

(i) Os nomes dos individuos jogam um papel importante no processo
inferencial, j& que nao sao apenas nomes de propriedades, mas também nomes
de relagoes bindrias;

(ii) A quantificagdo pode ocorrer tanto no sujeito quanto no predicado.

Dessa forma, Westerstahl e Peters (2002) acreditam que uma ldgica que
nao seja capaz de lidar com estes tipos de inferéncias, nao serd capaz de
explicar, por exemplo, a estrutura das provas utilizadas na geometria elementar,

como as de Euclides.

Krause (2009) destaca que Gottfried Leibniz (1646-1716) percebeu que a
teoria dos argumentos categéricos seria insuficiente para uma boa parte das

inferéncias usadas pelos mateméticos.

Leibniz foi influenciado por outro matemadtico que se dispdés a tal
formalizacdo: Thomas Hobbes (1588 - 1679). Segundo Hobbes, uma relagao

muito forte entre a légica e a matemdtica é a dada por: raciocinar é o mesmo
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que calcular. E, portanto, cabe a légica determinar quais regras podem ser

utilizadas nestes célculos.

Hobbes, por sua vez, pretendia, com tal linguagem, que a légica viesse a
sistematizar e organizar a forma de uso da linguagem dos seres humanos.

Assim, Leibniz entendeu que um caminho razodvel para enfrentar tais
situagoes estaria na formalizacao da linguagem natural, sendo pioneiro neste
propésito. Apresentou tal caminho por meio da sua lingua philosophica, que
tentou representar o pensamento humano, utilizando-se de uma linguagem e de
um célculo para deduzir conclusoes através de premissas universais. A sua
contribuicao de uma lingua universal ficou mais como uma proposta, um
projeto, pois nao conseguiu dar seguimento ao proposto.

Ainda refletindo sobre os silogismos, mas agora num outro sentido,
chegamos na segunda maior contribuicao para os estudos em quantificacao, dada
por Gottlob Frege (1845 - 1925), tomado por muitos como o pioneiro da légica

contemporanea.

Uma das motivacoes para a abordagem de Frege seria o abandono da
forma sujeito-predicado de Aristételes. Para tanto, passou a trabalhar com as

nocgoes de funcao e argumento.

Frege acreditava que as relagoes légicas nao se estabeleciam entre as
oracoes e férmulas, mas entre o que as oracoes e as féormulas dizem. Com isto,
na mesma linha de Leibniz e Hobbes, introduziu a linguagem da légica de
predicados, com conectivos sentenciais, identidade e os quantificadores classicos,

J e V, como dispositivos de ligacao entre os operadores. Apresentou também a
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nocgao abstrata de um quantificador como uma relagao de segunda ordem, ou
como ele mesmo denominava de conceito de sequndo nivel. Por fim, procurava
uma forma de definir todos os quantificadores de Aristételes em termos de V e

operadores sentenciais.

Sendo assim, apresentou o seguinte:

(i) Todo A é B, pode ser reescrito por Vx (Ax — Bx);

(ii) Algum A é B, por sua vez, por =Vx (Ax — —Bx).

Portanto, para Frege, em linguagem légica, quantificar expressoes significa

criar meios de ligacao entre os operadores.

Assim, por exemplo, 3 é o operador familiar tal que numa férmula Ix(yp),

Jx se liga com todas as ocorréncias livres de x em .

Devemos entao ressaltar alguns pontos importantes sobre a teoria de

Frege:

(i) Frege, com tais nogoes, gerou uma considerdvel variedade de
quantificadores légicos partindo, como ja dito, do para todo, V, como seu
quantificador 16gico bésico. Dentre eles o Algum, nem todo, eratamente um, no

minimo n e no mdximo n, para qualquer nimero natural n;

(ii) ofereceu uma interpretagdo sistemédtica de prefixos de multiplos

quantificadores e outras espécies de quantificadores.
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Atualmente a linguagem cldssica da matemadtica utiliza-se muito destes
quantificadores, bem como a linguagem de muitas ciéncias sao expressas usando

estes quantificadores.

Conclui-se entao, segundo Frépolli Sanz (2007), que a teoria da
quantificacao, tal qual a conhecemos, surge principalmente com Frege, na obra

Conceptografia (1972).

De acordo com Hintikka e Sandu (1994, p. 113) as expressoes
‘quantificadores’ e ‘l6gica de primeira ordem’, aparecem apenas com Peirce em
1883. As diferencas entre as abordagens de Frege e Peirce, referem-se ao fato de
que Frege desenvolveu uma formalizagao com a intencao de criar uma linguagem
universal da matemédtica, de maneira que nao apresentasse as ambiguidades e
imperfeicoes das linguagens naturais. Ja Peirce pensou nos quantificadores e na

notagao envolvida como dispositivo 1égico.

Abaixo apresentaremos, resumidamente, uma possivel divisao atual do
estudo da quantificagdo. Tal divisdo, proposta por Hintikka e Sandu (1994),
pode ser feita em trés diferentes caminhos, segundo sejam usados em linguagem

formal e linguagem natural:

(i) Quantificadores como predicados de ordens mais altas: da andlise de
uma sentenga com o quantificador existencial, da forma: 3x(Sx), observa-se que
tal sentenca significa apenas que o predicado Sx é nao vazio. Esta abordagem é
a mais natural, interpretada inicialmente por Frege. Desenvolvendo esta teoria,
chegamos & teoria chamada de quantificadores generalizados, que trataremos

mais adiante, e que nos dias atuais é o caminho dominante nos estudos da
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quantificacao. Esta teoria é normalmente desenvolvida com algumas nocgoes

introduzidas por Tarski, tais como a sua definicao de verdade.

(ii) Interpretacoes de substituicio de quantificadores: ainda na expressao
JIx(Sx). Esta expressao ¢é explicada em termos do conjunto das diferentes
substitui¢oes instanciais das varidveis livres da férmula Sx. Basicamente, a
motivacao da interpretacao sobre substituicoes concerne na declaragao de uma
genuina seméantica para quantificadores. Portanto, a declaracao de qualquer
semantica para a linguagem. Muitos autores consideram tal abordagem morta.
No entanto, autores importantes possuem trabalhos segundo tal abordagem, tais

como Quine e Saul Kripke.

(iii) Quantificadores interpretados por funcgées de escolha: esta abordagem
pode ser encarada como a mais intuitiva, pois trata da existéncia de uma
entidade, ou de uma espécie de entidade, que pode ser expressa
linguisticamente, através de uma tradugao bastante literal, ao responder &
seguinte questao: Pode-se encontrar isto? Neste ponto de vista, os
quantificadores codificam func¢oes adequadas de escolha universal. As visoes das
formas gerais deste tipo foram guiadas pelos trabalhos de David Hilbert e sua

escola, nas décadas de 1920 e 1930.

Feito isso, chegamos aos estudos mais recentes e mais utilizados

atualmente, sobre os quantificadores generalizados.

1.2 Quantificadores Generalizados
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Nesta secao apresentaremos algumas nocgoes sobre os quantificadores

generalizados.

1.2.1 No caminho da generalizagao

O termo ‘quantificador generalizado’ reflete exatamente o que estas
entidades pretendem introduzir na légica, uma generalizacao dos quantificadores

cléssicos da légica moderna, 3 e V.

Em linhas gerais, 4 e V sao tomados, neste sentido, como duas instancias
de um ou mais conceitos gerais de quantificadores, tornando-se assim o termo
‘generalizado’, em certo modo, supérfluo. Assim, simplesmente nao se aplica o

termo para d e V.

Mas entao como seria uma generalizacao de tais quantificadores?

A légica de predicados moderna fixa o significado do quantificador
universal - V, e do quantificador existencial - 4, com as respectivas cldusulas na
definigao de verdade, para o modelo M = (M, I), em que M ¢ o universo e I a

funcao de interpretacao.

(i) M = Vx(x, by, ..., b)) se, e somente se, (que, a partir deste momento

denotaremos por see), para todo a € M, M & {(a, by, ..., b,);

(ii) M = Ix{(x, by, ..., b,) see, para algum a € M, M = {(a, b,, ..., b,).

Tais cldusulas especificam indutivamente quando uma férmula ¢(y,, ..., y,)

é satisfeita pelos correspondentes elementos do modelo.

- 19 -



Agora, para introduzirmos outros quantificadores, basta modificarmos as
cldusulas acima. Primeiramente consideramos que toda férmula 1)(x) com uma
varidvel livre denota, no modelo, um subconjunto do universo M, o conjunto de

individuos em M que satisfazem {(x).

De modo mais geral, tomando (y,, ..., y,) = [y], temos que se b(x, y, ...,
v.) = U(x, [y]) e ¥(x, [y]) possui no maximo as varidveis livres mostradas e [b] =
b, ..., b, sdo elementos de M, entdao consideramos a extensio V(x, [y]) em M

relativo & by, ..., b,, como o seguinte:

b(x, [b)) #* = {a€ M: ME ¥(a [b])}.

Agora, podemos reformular (i) e (i) como segue:
(iii) M = vx(x, [b]) see V(x, [b])M* = M;

(iv) M = Ixi(x, [b]) see V(x, [b])M* # &.

Nota-se que as condicoes da direita emergem como propriedades dos
conjuntos P(x, [b]). Assim, de fato, podemos pensar nos quantificadores 3 e V

como denotando estas propriedades.

Caminhando neste sentido e estendendo as nocoes um pouco mais,
chegamos & definicao de quantificador generalizado, que essencialmente pretende
capturar as nogoes de Mostowski. Lindstrom (1966, p. 186), introduz a tipagem
encontrada nesta definicao e, por fim, tem sua formulacao geral dada por

Westerstahl (2005, p. 5).
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Defini¢ao 1.1 Um quantificador generalizado Q do tipo <1> é:

(i) Sintaticamente, uma varidvel de ligacdo entre os operadores, tais que se
¢ € uma férmula, entao Qxyp também é, e Qx liga todas as ocorréncias livres de

X em ;

(ii) Semanticamente, um mapeamento dos universos arbitrérios (conjuntos
nao vazios) M por um conjunto Q, de subconjuntos de M, que interpreta

férmulas do tipo Qxy de acordo com a cldusula seguinte:

M = QxU(x, [b]) see V(x, [b))M* C Q.

Aqui usamos o mesmo simbolo para o quantificador e o mapeamento que
estes significam ou denotam. Assim, V agora denota o quantificador universal,

em que o mapeamento é dado por:

Yy = {M}, para todo M.

Similarmente, 3 denota o mapeamento definido por:

I, ={ACM:A+0)}.

Assim, os quantificadores segundo Mostowski sao, sobre cada M, relacgoes

undrias entre subconjuntos de M.

Ante ao exposto, o que difere os quantificadores de Mostowski e Lindstrom

estao nos tipos de relacoes.
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Agora temos uma nocao precisa de um quantificador generalizado, em que

V e d sao instancias de uma colegao.

Vimos acima que a generalizacao é possivel. Primeiro tomamos Q para
ligar uma varidvel em duas ou mais férmulas. Posteriormente, podemos

simultaneamente ligar duas ou mais varidveis em algumas destas férmulas.

No entanto, o que significa a tipagem apresentada no quantificador acima?
E mais, existem quantificadores com tipagens distintas desta apresentada por

Mostowski?

Para responder a tais questoes, apresentamos a seguinte definigao.

Definicao 1.2 Um quantificador Q é de tipo <n,, ..., n,>, quando este é

aplicado para k férmulas, e liga n, varidveis na i-ésima férmula.

De maneira que: cada n; € um nimero natural com n; > 1.

Trivialmente é visto o porqué consideramos os quantificadores acima de

tipo <1>.

Num caso mais geral, uma férmula que se inicia com ) possui a forma:

Q[Xi]a ceey [Xk](('pla A ('pk)
em que sao escolhidas varidveis distintas x;, ..., X,; = [x] para 1 <i <k, e
todas as ocorréncias livres de x,,, ..., X;,;, em ¢, se tornam ligadas.
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Agora, (Q associa com cada universo M uma relacao k-dria Q,; entre as
relagoes sobre M, de modo que o i-ésimo argumento é uma relagao n-aria entre

individuos.

Desse modo, a correspondente cldusula na definicao de verdade é como se

segue:

Definigdo 1.3 M = Q[x], .., [x]J(Ui([x.], [b]), ..., di([x], [b])) see

Qubn([x], D) M, by ([x], [b])MF).

em que U, ([x], [b]) € uma férmula em que no méximo as varidveis livres [x|]
aparecem, [b] é uma sequéncia de elementos de M correspondente a [y], e {;([x],
[b]) M ¢ a extensdo de y([x], [b]) em M relativo & [b], ou seja, o conjunto de

n-uplas [a] tais que M = ([ay], [b]).

Esta tltima definigao foi introduzida inicialmente por Lindstrom (1966) e,
por isso, estes quantificadores sao chamados, por alguns autores, de
quantificadores de Lindstrom. Neste caso, fixando M para o universo que contém

tudo, temos essencialmente a nogao de Frege de um conceito de segundo nivel.

Abaixo uma definicao muito utilizada nos textos sobre o tema e que, mais

adiante, nos serd 1til.
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Definigao 1.4 Q é dito monddico se Q é do tipo <1, ..., 1>. Caso contrario

é dito poliddico.

Por exemplo, segundo Westerstihl e Peters, um quantificador <1, 1>

associa com cada universo M uma relacao bindria.

Assim, os quantificadores mencionados por Aristételes sao relagoes bindrias

do tipo <1, 1>:

1. Todo AéB < A C B;

2. Algum A ¢ B < AnB # J;

3. Nenhum A é B < AnB = ;

4. Algum A nao é B< A ¢ B.

Aqui, mais alguns quantificadores do tipo <1, 1>:

5. No minimo 5 de A sdo de B < |[AnB| > 5 (em que |A| representa a

cardinalidade do conjunto A);

6. Exatamente 3 de A sdo de B < |[AnB| = 3;

7. Infinitamente muitos de A sao de B << ANB ¢ infinito;

8. Maioria de A é de B < |[AnB| > |A-BJ;

9. I (A, B) & |A| = |B| (quantificador de Héartig).

Y



Com quantificadores monddicos usa-se apenas uma varidvel.

Dessa maneira, como Q liga a mesma varidvel em cada uma das férmulas,
podemos dizer que “a maioria de A nao é de B”, por exemplo, e também

podemos dizer que “a maioria de Ax nao é de By”.

Agora, alguns exemplos de quantificadores poliddicos:

10. Tipo <2>: W(R) < R ¢é uma boa ordem de M, este quantificador vem

da légica e da teoria dos conjuntos;

11. Tipo <n>: (Q,")(R) < existe um conjunto infinito A C M tal que A"

C R, idem ao acima;

12. Tipo <k, k>: Res*(R, S) < |RNS| > |R-S|, jd este é a retomada da
nocao de matoria para k-uplas. Estes quantificadores denotados por Res sao os

quantificadores chamados de quantificadores (ou operadores) de Rescher;

13. Tipo <1, 2>: RECIP(A, R) < para todos a, b distintos com a, b € A,
existen > 1 e ¢, ...., ¢, tais que ¢, = a e c, = b e ¢Rec,, parai < n, usado na

interpretacao de certas sentencas em linguagem natural.

1.2.2 Formalizacao

Neste item, apresentaremos uma formalizacao mais precisa e matematica

de quantificadores generalizados.
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Para tal exporemos apenas as defini¢oes e resultados e, também, o faremos
em duas vertentes: primeiramente segundo Mostowski (1957) e, posteriormente,

segundo Barwise e Cooper (1981).

(i) Segundo Mostowski (1957):

Definicao 1.6 Seja I um conjunto arbitrario. Chamamos de produto
cartesiano de T ao conjunto de todas as sequéncias X = (x,, X, ...), com x; € [ e

i=1,2, ... Denotamos isto por: T*.

Neste caso, convencionamos que indicaremos os valores de verdade, falso e

verdadeiro, por L e T, respectivamente.

Defini¢ao 1.7 Uma fungao proposicional F em I é uma fungao de I* em {T,
1}, tal que existe um conjunto finito de inteiros A e se X € I*, Y € I* e x, = y,,

para todo i € N, entao F(X) = F(Y).

Claramente, a definicao acima mostra que F depende de um conjunto

finito de argumentos. Dai, chegamos & préxima definicao.
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Definigao 1.8 O menor conjunto K segundo a descrigao da Defini¢ao 1.7 é

chamado de suporte de F.

Definicao 1.9 Seja A uma funcao bijetiva de I sobre um conjunto I’, nao
necessariamente distinto de I. Se X € I*| entao denotamos por A(X) a sequéncia
(A(xy), A(xy), ...). Se F é uma fungdo proposicional em I, entdo denotamos por

F, a fungdo proposicional em I’ tal que F,(A(X)) = F(X).

Definicao 1.10 Uma funcao QQ é chamada de quantificador limitado para 1
quando atribui um dos elementos do conjunto {T, L1} para cada fungao

proposicional F em I com um argumento e que satisfaz a seguinte cldusula:

(i) Q(F) = Q(F,), para toda funcao F e toda permutacao A de I.

Consideremos agora (mg, n.) uma sequéncia finita de todos os pares de
nimeros cardinais que satisfazem a equagao m + n. = |I|, em que |I| denota o
cardinal de I. Agora, para toda funcao T que atribui um dos valores verdade
para cada par (m, n.), temos: Q(F) = T([F'(L1)], |[F'(T)|). Com isto chegamos

a alguns resultados.

Definicao 1.11 Um quantificador ilimitado, ou simplesmente um

quantificador, ¢ uma funcao que atribui um quantificador Q;, limitado para I,
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para cada conjunto I e que satisfaz a seguinte condigao: Q(T) = Q,(T,) para
cada funcao proposicional T em I com um argumento e para cada funcao

bijetiva de I em I'.

Teorema 1.1 Q; é um quantificador ilimitado para I.

Demonstragao: Cf. Mostowski (1957), p. 13. [ |

Teorema 1.2 Para todo quantificador ilimitado para I, existe uma funcao T

tal que Q; = Q.

Demonstragao: Cf. Mostowski (1957), p. 13. [ |

Definigao 1.12 Um quantificador é chamado de dual do quantificador Qr,

quando este é determinado por T*, com T* = ~T(m,, n,). Denota-se o dual por

Q.

Definigao 1.13 Chamamos de quantificador a uma fungao que atribui um
quantificador ilimitado QQ em I, para todo conjunto I, e que satisfaz a seguinte
condicao:

(i) Q(F) = Q(F,), para toda fungdo proposicional F em I com um

argumento e para toda funcgao bijetiva de I em I’.

Para Mostowski o termo quantificador pode ser substituido pelo termo

quantificador ilimitado, termo este utilizado por ele.
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Considerando tal definicao chegamos ao ponto mais alto desta exposigao,

ou seja, temos uma definicao clara de um quantificador.

Agora, como ficam os quantificadores V e 3 nesta nova abordagem?

Abaixo a definicao de tais quantificadores a partir dos conceitos

apresentados.

Definigao 1.14 Chamamos de quantificador existencial, denotado por 4, ao

quantificador limitado para I, que satisfaz o seguinte:

(i) {T(m¢, n)) = T} = {m,= 0}.

Definicao 1.15 Chamamos de quantificador universal, denotado por V, ao

quantificador limitado para I, que satisfaz o seguinte:

(i) {T(m¢, n)) = T} = {n.= 0}.

Para outros exemplos de quantificadores, conferir em Mostowski (1957).

(ii) Segundo Barwise e Cooper (1981):

Diferentemente de Mostowski, que pretendia formalizar conceitos

matemdticos, Barwise e Cooper pretendiam a aproximacao da légica com a
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linguagem natural. Considera-se tal aproximacao muito conveniente, pois pode
interessar nao somente aos légicos e matematicos, mas também aos linguistas e

cientistas da computacao.

Abaixo apresentaremos a caracterizacao de uma légica, segundo Barwise e

Cooper, com quantificadores generalizados, que serd denotada por L(QG).

Definigao 1.16 Os sfmbolos 16gicos de L(QG) sao os seguintes:

(i) A, V, ~ s@o os conectivos proposicionais;

(ii) x, y, 2, X, ... SA0 as varidveis;

(iii) thing um termo de conjuntos distinguido;

(iv) (, ), [, ], ~ s@o simbolos auxiliares;

(v) = simbolo de igualdade;

(vi) todos, existe, nenhum, ambos, 1, 2, 3, ..., 1,12, 13, ..., 01, 0s 2, 0s 3,

Na semantica de £(QG), thing denota o conjunto E de todos os elementos
do modelo, ou seja, o conjunto dos elementos do dominio de discurso. Ja a
distincao entre 3 e !3 e os 3, se dd pelo fato de que 3 significa que pelo menos
trés elementos satisfazem certa propriedade, enquanto que !3 significa que

exatamente trés satisfazem tal propriedade e os 3 somente terd significado
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naqueles modelos em que existam exatamente trés elementos, pois os 3 significa

0S unicos trés.

E mais algumas definigoes.

Defini¢ao 1.17 Os simbolos nao légicos de L(QG) sao os seguintes:

(i) ¢, d, ... sdo os simbolos de constantes;

(ii) R, S, ... sdo simbolos relacionais;

(iii) Dy, D,, ... determinantes nao légicos e podem incluir muitos, poucos,

maioria e etc.

Definigao 1.18 As expressoes de L(QG) sao dadas pelas seguintes

clausulas:

(i) todo simbolo de predicado é um termo de conjunto;

(ii) se A é uma férmula e u é uma varidvel, entdo 4[A] é um termo de

conjunto;

(iii) se D é um determinante e 1 um termo de conjunto, entao D(rn) é um

quantificador;
(iv) se R é um simbolo de relagao n-drio e ty, t,, ..., t, sG0 constantes ou
varidveis, entao R(t;, t,, ..., t,) € uma férmula. Da mesma forma, se n é um

termo de conjunto e t uma constante ou varidvel, entao n(t) ¢ uma férmula;
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(v) se Q é um quantificador e m um termo de conjunto, entdao Q(mn) é uma

férmula;

(vi) se A e B sdo férmulas, entdo AAB, AVB e ~A s@o férmulas.

Notoriamente as expressoes de L(QG) sao divididas em trés tipos: termos

de conguntos (i) e (i), quantificadores (iii), formulas (iv), (v) e (vi).

Abaixo apresentamos a semantica para esta légica.

Defini¢ao 1.19 Um modelo para a légica £(QG) ¢ um par M = (E, || ||),
em que E é um conjunto nao vazio e || || é uma fungdo que interpreta as
expressoes da linguagem da seguinte forma:

(i) M interpreta thing por um conjunto nao vazio E, isto ¢, ||thing|| = &;

(ii) M interpreta todo simbolo S por ||S|| de modo a satisfazer as regras de
(S1) & (Se):

(S;) Se t ¢ uma constante ou varidvel, entao ||t|| € E;

(S,) |[thing|| = E;

(S) [I=]] = {(a, a) : a€E}

(S,) Se R é um simbolo de relagao n-drio, entdo ||R|| € ExEx...
xE (n vezes). Da mesma maneira, se U é um termo de conjunto bdsico, entao
U] € E;

(Ss) Seja |Y| a cardinalidade do conjunto Y, entéo:
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a) |lalgum|| é uma aplicacdo que designa para todo A C E a familia
||lalgum||(A) = {X C E: XnA = J};

b) ||todo|| é uma aplicagdo que designa para todo A C E a familia
ltedol[(A) = {X CE: X C A}

c) ||nenhum|| é uma aplicagdo que designa para todo A C E a familia
||nenhum||(A) = {X C E : XnA = J};

d) Para todo nimero natural n, ||n||, ||!n|| e ||os n|| sdo aplicacoes

definidas por: |[n|[(A) = {X C E : |XnA| > n}; ||!n]|[(A) = {X C E: |[XnA| =

n}; [los n||(A) = ||todo||(A), se |A| = n e, indefinido caso contrario;
e) |lambos||(A) = |los 2[|(A);
f) ||nenhum dos dois||(A) = ||nenhum||(A), se |A| = 2 e, indefinido

caso contrdrio.
(Ss) Se D é um simbolo de um determinante nao légico, entao ||D|| designa

para todo conjunto A alguma familia de conjuntos que vive em A.

Definigdo 1.20 Dado um modelo M = (E, || ||). Dizemos que um
quantificador @Q wvive em um conjunto A C E se Q é um conjunto de

subconjuntos de E com a seguinte propriedade:

(i) para todo X C E, X € Q see (XNA) € Q.

Claramente || || é a interpretagdo dos objetos, ou seja, esta é a seméntica
de L(QG).
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Agora, apresentaremos, para finalizar, a definicio de ||S||*, dada por
recursao nas expressoes de L£(QG), simultaneamente, para todo modelo M, em

que ||S||* denota S com respeito a M.

Definigao 1.21 ||S||M é definido recursivamente sobre as expressoes de
L(QG), dadas pelas seguintes cldusulas:

(S;) Se R é um simbolo relacional n-drio, entao:

[|R(ty, .oy t)]| = 1, s, <||ty]], -y |[t]|> € ||R]| €, O caso contrério.

Da mesma forma, se 1 é um termo de conjunto, entao:

IIm(t)|| = 1, se |[t]| € ||n]| e, O caso contrario.

(Sg) Se D é um determinante e m é um termo de conjunto, entdo o
quantificador D(m) denota o resultado da aplicagdo da denotagdo de D na
denotagao de m, isto é, ||[D(n)|| = ||D]||(||n|]). Esta ¢ uma familia de conjuntos
que vive em ||n]].

(Sy) Se Q é um quantificador e { é um termo de conjunto, entdao QU
denota verdade ou falsidade dependendo da denotacao de U ser ou nao um dos
subconjuntos de Q, ou seja, ||QU|| = 1, se ||[V]| € ||Q]| e, 0 caso contrario.

(S,,) Para os operadores usuais, as regras utilizadas sdo as mesmas:

|AAB|| = 1, se ||A|| = ||B|| = 1 e, 0 caso contrério;

[|AVB|| = 1, se ||A|| = 1 ou ||B|]| = 1 e, 0 caso contrério;

l|~Al|l = 1, se ||A]|| = 0 e, 0 caso contrério.

1.2.83 Uma Critica
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Nesta secao, apresentaremos alguns exemplos, com suas respectivas
ponderagoes, introduzidas por Hintikka e Sandu (1994), a fim de realizar certa
critica sobre a formalizacao de quantificadores generalizados, principalmente
quando h&d alguma dependéncia e independéncia entre os quantificadores e as

varidveis apresentadas.

Entendemos que o termo critica que estd sendo utilizado como titulo e no
corpo do texto nao deve ser entendido de maneira pejorativa, ja que os autores
de tais ideias estiveram preocupados em mostrar alguns pontos em que podem

surgir problemas no estudo dos quantificadores generalizados.

A teoria de quantificadores generalizados pode ser encarada como uma
teoria de quantificadores a la Frege, ou seja, quantificadores como predicados de

segundo nivel.

Para Frege, um quantificador é uma expressao relacional de segundo nivel

em que os argumentos sao preenchidos por predicados de primeiro nivel:

“As palavras todo, qualquer, nenhum, algum sao prefixos para palavras-
conceito. Em sentengas universais e particulares afirmativas e negativas
estamos apresentando relagbes entre conceitos. Usamos as palavras
apenas para indicar um tipo especial de relagao” (Frege apud. Hintikka e

Sandu (1994, p. 48)).
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Para Hintikka e Sandu (1994, p. 122) os quantificadores s@o definidos como
relagoes entre os conjuntos do universo, do modelo e sua respectiva linguagem.

Por exemplo, nas sentencas:

1. Os homens, em sua maioria, sao sdbios;

2. Todos os cisnes sao pretos;

3. Trés homens transportam uma mala;

4. Algum homem estd bébado.

Os quantificadores maioria, todos, trés e algum sao relagoes bindrias no
universo M, em que os simbolos de predicado recebem uma interpretacao do

modo usual.

Em (4), notamos que o quantificador algum corresponde a uma relagao
entre o conjunto denotado por homem e outro denotado por bébado. Esta relacao

vale se e, somente se, a interseccao destes dois conjuntos é nao vazia.

Agora, sintaticamente, as sentengas de (1) a (4) podem ser representadas

por:

5. Maioria x (homem(x), sédbios(x));

6. Todo x (cisnes(x), pretos(x));

7. Trés x (carregam(x), algum y(mala(y), carregam(x, y)));

8. Algum x (homem(x), bébado(x)).
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Jé em linguagem formal, as relagoes de (1) a (4) podem ser representadas

por:

9. Maioria = {(X,Y): X e MAY € M A |XNY]| > |X-Y]|};

10. Todo ={(X,Y): X e MAY e MAXCY};

11. Tres = {(X, Y) : X e MAY € M A [XNY| = 3};

12. Algum = {(X,Y): X e MAY € M A XnY=T}.

Estamos considerando |A|, como a cardinalidade do conjunto A.

Segundo Hintikka e Sandu (1994), se passarmos a considerar algumas
sentencas, tais como estas, que envolvem certas dependéncias e independéncias

de quantificadores, os problemas comecam a emergir.

Abaixo uma anafora que exemplifica muito bem tal situacao:

13. Cada menino que possui um cao o chuta.

Cada, neste caso, é um quantificador generalizado que possui uma relagao

entre o conjunto denotado por garoto que possui um cachorro e outro o chuta.

Sintaticamente, este é um quantificador generalizado monddico que relata

a relacao entre os dois conjuntos da seguinte maneira:

14. Cada x (garoto(x) A algum y (cachorro(y), possuir(x, y)), chutar(x,

7))-

em que, neste momento nao conseguimos notar claramente a ligacao entre

chuta e a varidvel y, por isso o simbolo ‘?’ utilizado na notagao acima.
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Para alguns autores a forma de se representar esta andfora sintaticamente,

utilizando um quantificador generalizado monddico, pode ser dada pelo seguinte:

15. Cada x ((garoto(x) A algum y (cachorro(y), possuir(x, y))), (cada y

(cachorro(y) A possuir(x, y), chutar(x, y)))).

Que semanticamente traduz o seguinte:

16. Cada garoto que possui um cao chuta cada cao que possui.

Contudo, claramente 16 estd distinta da sentenca apresentada em 13.

Outra forma de se interpretar tal situagao é a seguinte:

17. Cada xy ((garoto(x) A cachorro(y) A possuir(x, y)), chutar (x, y))

Em que é logicamente equivalente a uma férmula de primeira ordem da

seguinte maneira:

18. VxVy ((garoto(x) A cachorro(y) A possuir(x, y)) — chutar(x, y))

Entretanto, novamente a dependéncia funcional dos dois quantificadores
das expressoes, todo garoto e um cachorro, respectivamente, é perdido. E como
estes ha muitos outros exemplos que nao podem ser completamente bem

representados.

1.3 Quantificadores Logicos
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A légica cldssica de primeira ordem trata dos quantificadores universal (V)
e existencial (3). Por meio destes quantificadores, podemos definir varios outros
quantificadores, como por exemplo, o quantificador existe um inico:

1. Existe um dnico: J!xA(x) =4 IxA(x) A Vy(A(y) — x =y).

E mais, é possivel, na légica cldssica de primeira ordem, definir um dos
quantificadores a partir do outro. Por exemplo, se considerarmos o quantificador
V, podemos definir o quantificador 3 da seguinte maneira:

2. XA (x) =4 VxA(X).

No entanto, existem varios quantificadores que nao podem ser definidos
através destes quantificadores. Barwise e Cooper (1981) argumentam que h&
pelo menos quatro aspectos em que os quantificadores da légica de primeira
ordem nao sao suficientes para tratar das sentencas quantificadas na linguagem
natural. Sao eles:

(i) Sintaxe: as estruturas sintdticas das sentengas quantificadas nas
linguagens naturais e na légica de primeira ordem sao diferentes;

(ii) Seméantica: existem sentengas quantificadas nas linguagens naturais que
nao podem ser expressas pelos quantificadores da légica classica de primeira
ordem;

(ili) Ambiente légico: segundo os autores, os quantificadores somente
podem ser construidos em ambientes 16gicos;

(iv) O ultimo aspecto refere-se a nogdo de que os quantificadores
determinam um conjunto de familias.

Considerando tais pontos Barwise e Cooper (1981) classificam os

quantificadores como [ldgicos e nao-ldégicos.
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Ainda segundo Barwise e Cooper (1981), os quantificadores légicos sao
aqueles que podem ser definidos em termos dos quantificadores V e 3. Enquanto
que os quantificadores nao légicos sao aqueles que nao podem ser definidos a
partir destes. Por exemplo, os quantificadores matoria, muitos, poucos e boa
parte sao tidos como nao légicos.

Assim, quantificadores generalizados sao considerados, segundo este
critério, nao légicos. Para uma compreensao melhor de tal afirmagao, basta
lembrarmos da Definicao 1.17 do presente texto.

Ainda segundo Barwise e Cooper, os quantificadores nao 16gicos podem
variar de um modelo para outro. Por exemplo, afirmam que a diferenca entre
todos os homens e muitos homens é dada pela interpretacao dos termos: muito e
homens num respectivo modelo, entretanto, a interpretacao de todos é igual em
todos os modelos.

Para transpor tal obstdaculo, a teoria dos quantificadores generalizados foi
criada, em decorréncia dos fatos de que os quantificadores generalizados sao
relagoes entre subconjuntos de um conjunto determinado, ou seja, as férmulas
quantificadas com quantificadores do tipo muitos, poucos, maioria ou boa parte
variam de acordo com o tamanho do universo utilizado. Por exemplo, “12 alunos
ausentes numa sala” é muito em um total de 20 alunos, mas nao é muito
pensando em uma sala com 80 alunos.

Dessa maneira, os quantificados generalizados surgiram na légica para
representar operadores quantificacionais que nao podem ser definidos a partir

dos quantificadores universal (V) e existencial (3).
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Ja vimos anteriormente que a histéria dos quantificadores generalizados
comeca com Mostowski em 1957, o qual sugere que poderfamos generalizar a
no¢ao comum de quantificadores 16gicos ao longo de duas dimensoes: sintdtica e
semantica:

(i) Sintaticamente: um quantificador légico é um operador de ligagao légica
que gera novas férmulas a partir de outras;

(ii) Semanticamente: um quantificador 16gico sobre um universo M é uma
funcao de cardinalidade sobre conjuntos de M para um valor verdade, que
satisfaz certas condigoes invariantes.

Como exemplo, tomamos os quantificadores existencial e universal sobre
M, 4, e V. Estes sao fungoes que, dado um subconjunto A de M, satisfazem o
seguinte:

1. 3y(A) = T see |A|>0;

2. Vy(A) = T see |[A-B| = 0, em que B é o complemento de A.

Para analisarmos tais quantificadores, é necessdrio que apresentemos as

defini¢oes seguintes.

Definicao 1.21 Um quantificador Q sobre M ¢é invariante sobre todas as
permutagoes de M quando, para todos A, B e B’, em que A é um conjunto nao

vazio e B, B’ sao subconjuntos de A:

(i) se B’ é obtido por B pelas mesmas permutagoes de A, entdo: Q,(B) =

Q.(B’);
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(ii) se existe uma permutagao p de A tal que p*(B) = B’, entdo Q,(B) =

Qa(B).

em que uma permutacao de A é uma bijecao p: A—A e p* a funcao nos

subconjuntos de A induzidos por p.

Para Sher (2012), os quantificadores V,, e d,, por exemplo, sao

quantificadores invariantes sobre todas as permutacoes sobre M.

Generalizando tais nocgoes, Mostowski mostra o seguinte critério para

quantificadores 16gicos:

Definigao 1.22 (Critério para quantificadores l6gicos de Mostowski) Um
quantificador Q é dito ldgico se para cada conjunto nao vazio A, Q, é invariante

sobre todas as permutacoes de A.

De modo similar Lindstrom (1966) generalizou tal nogdo de Mostowski em

duas diregoes, que sao as seguintes:

(i) Estendeu a ideia para predicados de primeira ordem de todos os tipos,

por exemplo, ‘¢ vermelho’ e ‘¢ igual’;

(ii) Estendeu para quantificadores de primeira ordem ou predicados de
segunda ordem de todos os tipos, por exemplo, ‘¢ uma relacao entre os

humanos’ e ‘é simétrico’.
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Assim, o critério de Lindstrom (1966) para quantificadores légicos e

predicados pode ser formulado como se segue:

Definigao 1.23 (Critério para quantificadores l6gicos de Lindstrém) Um
quantificador Q é ldgico se para qualquer Q-estrutura §, Q é invariante sobre

todos os isomorfismos de .

Em que: uma Q-estrutura §' é um (n+1)-upla da forma (A, 3,, ..., 3,) e A é
um conjunto nao vazio chamado de universo de § e B3, ..., 3, sao elementos de

estruturas de elementos de A do mesmo tipo que correspondem aos argumentos

de Q.

Ou seja, para Lindstrom (1966), um quantificador é entendido como uma
classe Q de estruturas relacionais de tipo ¢t € W" para algum n > 0, tal que Q é

fechada sob isomorfismo.

Para entendermos, portanto, tal critério é necessario que apresentemos

mais algumas definigoes.

Definigao 1.24 Seja §= (A, B, ..., B,) e §’= (A", 3, ..., B’,). Dizemos que
as estruturas § e §’ sao isomdrfas quando existe uma bijecao fentre §e §’, tal

que f4(B;) = f(B), com f*induzida por f.
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Definicao 1.25 Um quantificador Q ¢é invariante sobre todos o0s

isomorfismos da Q-estrutura § se para as Q-estruturas S, §’, temos:

(i) Se § ¢ isomorfa a §7, entao Q,(B,, ..., B,) = Qu (B}, ..oy B7).

Apresentamos, neste item, trés critérios para classificacao dos

quantificadores em [dgicos e nao ldgicos.

A seguir mergulhamos num particular quantificador nao légico ou

generalizado.
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2. A Légica da Ubiquidade

Nesse capitulo, apresentaremos primeiro de maneira intuitiva e, depois, de

modo formal, uma légica modulada, a saber, a ldgica do plausivel.

2.1 Versao Axiomdtica

Mas afinal, o que vem a ser uma légica modulada? Bem, uma légica
modulada é uma extensao conservativa da légica cldssica de primeira ordem,
dada pela inclusao de um novo quantificador, nao definivel a partir dos

quantificadores cldssicos, universal V e existencial 3.

Para a légica do plausivel, inclui-se um novo quantificador na linguagem
da légica classica de primeira ordem, denotado por U, denominado de
quantificador do plausivel ou quantificador da ubiquidade, que assim o

chamaremos nesta dissertagao.

Este quantificador tem a motivacao intuitiva de capturar proposi¢oes da
linguagem natural da forma ‘uma boa parte’. Para isso, a autora proponente
desta l6égica modulada, Gracio (1999) introduziu como uma interpretagao deste
quantificador uma estrutura matemadtica denominada de espaco pseudo-

topoldgico, a qual serd detalhada numa préxima secao deste capitulo.

Desse modo, uma sentenca quantificada como UxAx significa que “uma
‘boa’ parte de x, satisfaz a propriedade A” ou também que “h& suficientes x tais
que Ax”, com o significado que um conjunto considerado suficiente, ou razoavel,

de evidéncias, ou individuos, mas que nao é necessariamente grande, satisfaz a

- 45 -



condicao A. Argumentos desta forma representam proposicoes plausiveis de uma

base de conhecimento, ou também, “vale em quase toda parte”.

Dessa maneira, independente do pardmetro de grandeza adotado e do grau
de certeza que temos sobre algumas proposicoes, existe um conjunto de
proposicoes no qual acreditamos, valendo-nos das experiéncias ou evidéncias
favoraveis e que denominamos proposicoes plausiveis. Podemos, entao, considerar
que tais proposicoes representam, de algum modo, argumentos préximos aqueles
usados em inferéncias estatisticas, na qual o conjunto de evidéncias, a amostra,
é considerado suficiente para o estabelecimento das conclusoes, e este pode ser

pequeno, com relagao ao conjunto universo.

Desse modo, o conceito aqui apresentado estd desvinculado da nogao de
cardinalidade do conjunto de confirmacoes ou evidéncias, mas estd associado a
noc¢ao de “suficiéncia de evidéncias” atribuida as proposicoes, fornecida por uma

quantidade de evidéncias que julgamos satisfatéria para o seu estabelecimento.

Alguns exemplos da linguagem natural de tal quantificador poderiam ser:
“uma boa parte das pessoas gosta de flores”, “uma parte significativa dos

europeus gosta de café”.

Obviamente, como dito anteriormente, nao podemos afirmar nada, de
maneira comparativa, sobre a cardinalidade desses conjuntos, pois queremos
considerar tal quantificador como “Ax é ubiquo”, no sentido de que embora o
conjunto de evidéncias nao seja ‘grande’, quando comparado com o dominio, hé
individuos por toda parte que satisfazem tal propriedade, ou seja, hd individuos

suficientes tais que Ax.

- 46 -



Um exemplo desta nocao de ubiquidade pode estar no dominio do conjunto
dos nimeros reais, R, e uma relacao Qx tal que Q signifique ‘x é um nimero
racional’. Claramente, ‘uma boa parte’ dos niimeros reais sao nimeros racionais.
Porém, no que tange & cardinalidade desses dois conjuntos, os nimeros
racionais, Q, nao tém uma grande quantidade de elementos, quando comparados

com a quantidade de nimeros reais.

Desta nocao de ubiquidade e com o conceito de espagos pseudo-
topolégicos, o qual definiremos adiante, caminhamos para uma formalizacao

desta légica, bem como a obtencao de modelos para a mesma.

Consideremos que L é a logica cldssica de primeira ordem com identidade,
como em Feitosa e Paulovich (2005). A 16gica do plausivel £(U) é determinada a

partir de £ do seguinte modo (Grécio, Carnielli, 2008):

Definigao 2.1 L(U) é determinada por todos os axiomas de L acrescidos

dos seguintes axiomas especificos para o novo quantificador U:

(Ax,) (UxAx N UxBx) — Ux(AxABx)

(Ax,) (UxAx A UxBx) — Ux(AxVBx)

(Ax;) VxAx — UxAx

(Ax,) UxAx — dxAx

(Ax;) (Vx(Ax < Bx)) — (UxAx < UxBx)
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(Ax,) UxAx — UyAy, quando y ocorre livre para x em A.

- As regras de deducao sao as seguintes:

Modus Ponens (MP): A, A—B + B

Generalizagao (Gen): A FVx A

Os axiomas (Ax,) a (Ax,) sdo especificos da légica do plausivel, £(U), ja os
outros dois axiomas estao ai dispostos para cumprirem uma funcao importante
de possibilitar a adequacgao da légica no componente sintdtico com o modelo

correspondente e compoem cada légica modulada.

Intuitivamente, o que esses axiomas traduzem é a ideia de que:

(Ax,) Se A é plausivel e B é plausivel, entdo AAB ¢é plausivel.

(Ax,) Se A é plausivel e B é plausivel, entdo AVB ¢é plausivel.

(Ax;) Se para todo x vale Ax, entdao A é plausivel.

(Ax,) Se A é plausivel, entao existe x para o qual vale Ax.

As definigoes sintdticas usuais para L(U) como sentenga, demonstragao,
teorema, consisténcia, entre outras, sao definidas da mesma forma que na légica

classica de primeira ordem.

Abaixo apenas apresentaremos alguns resultados desta légica.
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Teorema 2.1.1 As férmulas abaixo sao teoremas de L(U).
(i) Ux (Ax V =Ax);

(ii) UxAx A UxBx — Ix(Ax A Bx);

(iii) UxAx — —Ux—Ax.

Demonstragao: Em (Gracio e Carnielli 2008). |

Teorema 2.1.2 O célculo de predicados L(U) é consistente.

Demonstragao: Andloga a demonstracao para a légica cldssica £, mudando

apenas a definicao da funcao esquecimento, h, por meio da inclusao da condicao

h( UxAx) = h(Ax). [

Teorema 2.1.3 (Teorema da Dedugao) Seja I' U {A, B} um conjunto de
féormulas de L(U). Suponhamos que I' U {A} ~ B, e que x; é uma varidvel livre
de A e que, na demonstracdo de B a partir de I' U {A}, a regra Gen nao é

aplicada em nenhuma férmula A, que dependa de A. Neste caso, ' = A — B.

Demonstragao: Em (Grécio e Carnielli 2008). [

Teorema 2.1.4 Seja I' um conjunto de férmulas de L(U). Entao T' é

consistente see todo subconjunto finito I'; de I' é consistente.

Demonstragao: Em (Grécio e Carnielli 2008). |
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Teorema 2.1.5 Sejam I' um conjunto de férmulas e A uma sentenca de

L(U). Entao I' U {A} é inconsistente see I' = —A.

Demonstragao: Em (Gracio e Carnielli 2008). |

Teorema 2.1.6 Se I' ¢ um conjunto de férmulas de L(U) consistente

maximal e A, B sdo sentengas de £(U), entao:

(i) T+ Asee A €T,

(ii)) A € T'see =A € T}

(iii) AANBeI'see A, BeT.

Demonstracao: Andloga ao caso clédssico. [

Teorema 2.1.7 Todo conjunto consistente de sentengas de L(U) estd

contido em um conjunto consistente maximal.

Demonstracao: Similar o Teorema de Lindenbaum. [ |

Apresentaremos, na se¢ao seguinte, a estrutura utilizada para interpretar

tais elementos.

2.2 Espacos Pseudo-Topolégicos
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Nesta secao apresentamos os espacos pseudo-topoldgicos, que sao

ambientes matemadticos para a interpretacao do quantificador da ubiquidade.

Gréacio e Carnielli (2008), na tentativa de formalizar o novo quantificador
U, procuraram uma estrutura matemdtica que pudesse modelar o seu novo

quantificador.

O conceito de espagos pseudo-topolégicos foi introduzido exatamente com
esta finalidade. Estamos aqui discorrendo sobre uma estrutura matemaética

advinda dos espacos topoldgicos.

Ha de se tomar cuidado com este fato, pois, apesar da semelhanca

conceitual, sao estruturas distintas.

Definigao 2.2.1 Um espago pseudo-topoldgico é um par (E, ), em que E é
um conjunto nao-vazio e 2 um subconjunto de PE). Cada membro de Q é

denominado um aberto de (E, 2), de maneira:

(i) se A, B € 2, entdo A N B € Q;

(ii) se A, B € Q, entao A U B €

(iii) E € Q;

(iv) @ ¢ Q.
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Um subconjunto F de E é fechado em (E, 2) quando seu complementar é
um aberto em (E, ), isto é, o complementar de F, denotado por F, pertence &

Q,F°e Q.

Abaixo daremos alguns exemplos de espagos pseudo-topolégicos

interessantes do ponto de vista matemaético.

Exemplo 2.2.1 Seja E = & e tomemos 2 = {E}.

Certamente @ ¢ ), mas E € Q. As condigoes (i) e (ii) sao trivialmente

satisfeitas. Entao, (E, 2) é um espago pseudo-topolégico.

Exemplo 2.2.2 Seja E # &. Para a € E, seja Q = {B € E: a € B}.

Entao, de modo 6bvio verificamos que & ¢ E, mas E € Q. E, dessa forma,

(E, Q) é um espago pseudo-topolégico.

Segue da definicao de pseudo-topologia, que nao existem dois abertos
disjuntos, pois neste caso a sua interseccao &, também seria um aberto segundo

(i), o que contradiz (iv).
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Usualmente, uma topologia caracteriza uma operagao de interior. Nao
tratamos com qualquer topologia, mas apenas com pseudo-topologias. Assim,

temos uma particular definicao de interior.

A definicao abaixo é apresentada originalmente neste trabalho, a fim de
que as relagoes algébricas apresentadas posteriormente possuam uma

interpretagao nos espacos pseudo-topologicos.

Defini¢ao 2.2.2 Seja (E, 2) um espago pseudo-topolégico. O interior de A

< Q é denotado por T(A) e definido por:

omaior D € Q:D c A, se existe tal D

J, se nao existe D.

Segue desta definigao que Y(A) < A, para todo A € PE).

Definigao 2.2.3 Seja (E, ©2) um espaco pseudo-topolégico. Um conjunto A

c E é aberto em (E, Q) se A < T(A).

Se A ¢é aberto entdo YT(A) = A. Além disso, o interior de um conjunto é

um conjunto aberto ou é o conjunto vazio.
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Proposi¢ao 2.2.1 Se (E, ) é um espago pseudo-topoldgico, entao: A < B

— T(A) c Y(B).

Demonstragao: Se T(A) = &, entao T(A) < T(B). Se T(A) é um aberto D,
entdo D < A < B. Logo, T(A) < T(B), pois T(B) é um aberto maior que D ou o

proéprio D. [

Proposi¢ao 2.2.2 Se (E, Q) é um espago pseudo-topoldgico, entao: A < B

= T(A) < T(B) é equivalente a T(A) < T(A U B).

Demonstragao: (=) Como A < A U B, entado, pela hipétese, T(A) < T(A

U B). (<) Se A< B, entdo A uB =B. Dai, Y(A) cT(AuB)=7(B). &

Proposigao 2.2.3 Se (E, ) é um espago pseudo-topolégico, entao: T(A) N

Y(B)  T(A N B).

Demonstragao: Se T(A) = & ou T(B) = I, entdao & = T(A) n T(B) <
T(A N B). Agora, se T(A) # D e T(B) # &, T(A) e T(B) sdo abertos. Logo,
T(A) N Y(B) é um aberto e T(A) N T(B) < A n B. Por outro lado T(A n B) é

o maior aberto contido em A N B. Assim, T(A) n T(B) < T(A n B). [ |

Faremos uma pequena apresentacao para deixarmos claro qual é a

estrutura que usaremos para a interpretacao da légica do plausivel.
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Definigcao 2.2.2 Seja A4 uma estrutura cldssica de primeira ordem com
universo A. Dizemos que uma estrutura pseudo-topolégica K para a légica do
plausivel £(U) consiste da estrutura usual de primeira ordem, 4, acrescida de

uma pseudo-topologia (A, ), sobre o domfnio de 4.

Defini¢ao 2.2.3 Na estrutura K, a relagao de satisfacao de L(U) é definida
de modo recursivo, no caminho usualmente utilizado, adicionando as seguintes

cldusulas:

- Seja A uma férmula cujas varidveis livres estao contidas em:

{x} Uiy, Vo V3 - 5 Yub € @ = (@, ay, a3, ..., a,) uma sequéncia de

elementos de A.

Entao Kk Ux Alx, ] < {be A: K EAb, ']} € Q.

Como usualmente, para a sentenca UxAx, temos: K E UxAx < {a € A :

KE A(a)} € Q.

Outras nocoes semanticas como modelos, validade, consequéncia
semantica, entre outras, para L(U), sao definidas de modo semelhante a légica

classica de primeira ordem.

Utilizando-se desta estrutura, Grécio e Carnielli (2008) mostraram que a

légica L(U) é correta e completa com respeito as estruturas pseudo-topolégicas.
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Como o objetivo de tal dissertagao é a apresentacao de modelos algébricos
para o quantificador da ubiquidade, entendemos que o leitor deve estar bem
familiarizado com tal quantificador. Para tal, apresentaremos a seguir o
ambiente proposicional em que o mesmo foi interpretado. Mais especificamente,

definiremos uma légica proposicional do plausivel.

2.3 Uma légica proposicional do plausivel

Nesta se¢ao, apresentamos uma versao da [dgica proposicional do plausivel,
apresentada inicialmente por Feitosa, Nascimento e Gracio (2009) e modificada

posteriormente em Boza (2010). Aqui denotaremos tal légica por L(V).

Esta logica, de cardter modal, adiciona um novo operador V, nao definido
a partir dos outros operadores cldssicos na linguagem da légica cldssica

proposicional. Logo, £(V) é uma extensao conservativa da légica proposicional
classica. A sua linguagem serd denotada por L(—, V, V), ou seja, apenas

adicionamos o novo operador V.

Dessa maneira, a légica proposicional do plausivel é determinada por:

- Axiomas:

Os axiomas da ldgica proposicional cléssica (LPC), como em Feitosa e

Paulovich (2005), acrescidos dos axiomas:

(Ax;) (VA A VB) — V(AAB)

(Ax,) (VA V VB) — V(AVB)
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(Ax,) VA — A

(Ax,) V(AV-A)

- Regras de deducao:

(MP)A,A — B /B

(RV) F (A < B) / (VA < VB).

De maneira intuitiva, podemos entender os axiomas (Ax1) a (Ax4) como:

(Ax,) Se A é plausivel e B é plausivel, entao AAB ¢é plausivel;

(Ax,) Se A é plausivel ou B é plausivel, entdo AVB é plausivel;

(Ax;) Se A ¢é plausivel, entao A vale;

(Ax,) Todo teorema é plausivel.

Jé a regra (RV) nos garante que, se é o caso que duas proposigoes sao
equivalentes, entao é equivalente a plausibilidade das duas proposicoes. Esses
axiomas e a regra (RV) tentam resgatar as ideias introduzidas no contexto

tedrico dos espagos pseudo-topoldgicos.

Teorema 2.3.1 Nenhuma contradicao L é plausivel.

Demonstragao: Em (Feitosa, Nascimento e Gracio 2009). [ |
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Teorema 2.3.2 H A = + VA.

Demonstragao: Em (Feitosa, Nascimento e Gracio 2009). [ |

As teoremas abaixo foram apresentados e demonstrados originalmente por

Boza (2010).

Teorema 2.3.3 - VA — V(AVB) & + (VAVVB) — V(AVB).

Demonstragao: (=) Queremos mostrar que a seguinte implicagao é valida:
VA — V(AVB) = (VAVVB) — V(AVB). Sendo assim, temos como hipétese o
fato de que VA — V(AVB) é vilido, mas como temos que VB — V(AVB)
também é vélido, segue que (VAVVB) — V(AVB) ¢é vilido. (<) Agora,
queremos mostrar que a seguinte implicagao é valida: (VAVVB) — V(AVB) =
VA — V(AVB). Desse modo, temos que ¢ vilido (VAVVB) — V(AVB) e, da
l6gica proposicional cldssica temos que vale a seguinte férmula VA —

(VAVVB). Logo, por transitividade, é vilido VA — V(AVB). [ |

Teorema 2.3.4 (i) - A — —V-A;

(ii) F VA — =V-A;

(iii) F V=A — VA,

- 58 -



Demonstragao: (i) Como uma instancia do (Ax,) temos que F V-A — —A|
e pela sua reciproca da contréria, segue que  =—-A — =V—-A, que é equivalente
a expressao: - A — —V—A. (ii) Pelo item (i) temos que vale H A — =V-A e
como uma instancia do (Ax;) temos VA — A agora, por transitividade (SH),
vem que F VA — —=V-A. (iii) Pelo item (ii), -+ VA — —V-A, pela sua
reciproca da contréria, temos o seguinte F =——V—-A — =VA, que por sua vez, é

equivalente & formula F V-A — —VA. [ |

2.4 Algebra do Plausivel

Trataremos, de maneira sucinta, da &algebra do plausivel, apresentada
inicialmente Feitosa, Nascimento e Grécio (2009), daremos uma demonstra¢ao
da correcao e completude, isto é, a adequagao, da légica proposicional do

plausivel relativa a seus modelos algébricos.

Defini¢ao 2.4.1 A dlgebra do plausivel é uma T-upla P = (P, 0, 1, A, V, ~,
#), em que (P, 0, 1, A, V, ~) é uma &lgebra de Boole e # ¢é o operador do

plausivel, de modo que valham as seguintes condigoes:

(i) #a A #b < #(anb);

(i) #a VvV #b < #(aVb);

(iii) #a < @

(iv) #1 < 1.
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Definigao 2.4.2 Um elemento a € P, tal que a # 0, é plausivel quando #a =

Poderfamos concluir que #0 = 0, mas, por definicao, 0 nao é plausivel.

Definicao 2.4.3 Uma &lgebra é nao-degenerada quando seu universo tem

pelo menos dois elementos.

Teorema 2.4.4 Para cada &lgebra do plausivel P = (P, 0, 1, A, V, ~, #),

existe um monomorfismo h de P em um espaco pseudo-topolégico de conjuntos

definidos em ®(P(P)).

Demonstragao: Em (Feitosa, Nascimento e Gracio 2009). [ |

Teorema 2.4.5 Se P = (P, 0, 1, A, V, ~, #) é uma élgebra do plausivel e a,

b € P, entao #a < #(aVb).

Demonstragao: Em (Feitosa, Nascimento e Gracio 2009). [ |
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Teorema 2.4.6 Se P = (P, 0, 1, A, V, ~, #) é uma édlgebra do plausivel e a,

be P, entao a < b= #a < #b.

Demonstragao: Em (Feitosa, Nascimento e Gracio 2009). [ |

2.5 Adequacao Algébrica

Nesse item trataremos das propriedades de correcao e completude para a
l6gica proposicional do plausivel, segundo os modelos algébricos das dlgebras do

plausivel.

Usaremos as seguintes notacoes:

- o conjunto de varidveis proposicionais de L(V) serd indicado por Var

L(V);

- o conjunto das férmulas de £(V) serd indicado por For £(V);

- uma dedugao de uma férmula A a partir de I': ' = A; e quando T" é

vazio, apenas por = A. Nesse caso, a férmula A é um teorema de L(V).

Defini¢ao 2.5.1 Uma férmula A € For L(V) é refutdvel em I', quando vale

I' = —=A. Caso contrario A é irrefutdvel.
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Definigao 2.5.2 Uma wvaloragdo restrita é uma fungao v~ : Var L(V) — P,
que interpreta cada varidvel de L(V) em um elemento de uma algebra do

plausivel P.

Definigao 2.5.3 Uma valora¢do é uma fungao v: For £(V) — P, que estende

a funcao v~ da seguinte forma:

(iii) w(AVB) = v(A)Vo(B)

(iv) o(A>B) = ~o(A)Vu(B)

(v) v(VA) = #uv(A).

Como usual, os membros a esquerda sao os operadores légicos e aqueles a

direita representam os operadores algébricos.

Definicao 2.5.4 Seja P uma &dlgebra do plausivel e v uma valoracao v: For
L(V) > P. A slgebra P é um modelo para o conjunto I' € For L(V) quando
v(A) = 1, para cada férmula A € I'. Em particular, a valoragao v: For L(V) =

P satisfaz a férmula A € For £(V) quando v(A) = 1.
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Definigao 2.5.5 Uma férmula A é vilida em uma &dlgebra do plausivel P

quando cada valoracao v: For £(V) - P é um modelo para a férmula A.

Definicao 2.5.6 Uma férmula A é vélida, o que serd denotado por I= A,

quando esta ¢é vilida em todas as dlgebras do plausivel.

Consideremos agora (For L(V), V, —, =, V, 0, 1) a dlgebra das férmulas
de For L(V), tal que V e — sao operadores bindrios, = e V sao operadores

undrios, 0 e 1 constantes e A — B =, -AVB.

Definiremos uma relagao de equivaléncia = dada por:

A=B=;+HA—-BerB—-A

Esta relacao =, mais do que uma relagao de equivaléncia, é uma

congruéncia, dada pela regra (RV):

A=B& HFA~B=+VA<VB&VA=VB

Para cada A € For L(V), denotamos a classe de equivaléncia de A médulo

= por: [A] = {B € For L(V) : B= A}.
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Definigao 2.5.7 A dlgebra de Lindenbaum de L(V), denotada por A(L(V)),

é a algebra definida por: A(L(V)) = (For L(V)/_, 0, 1, A_, V_, =_, V_), de tal

modo que:

(i) [A]v_[B] = [AVB];

(i) [AJA-[B] = [AABJ;

Teorema 2.5.8 Em A(L(V)) ¢é vélido que [A] < [B] < + A — B.

Demonstragao: Em (Feitosa, Nascimento e Gracio 2009). [ |

Teorema 5.9 A algebra A4(L(V)) é uma algebra do plausivel.

Demonstragao: Em (Feitosa, Nascimento e Gracio 2009). |

Segundo Feitosa, Nascimento e Gracio (2009), a dlgebra A(L(V)) é um

modelo canoénico de L£(V).
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Coroldrio 2.5.10 Seja A € For L(V). Entao se + A, entdao [A] = 1, ¢ a

unidade, no modelo de 4(L(V)). A férmula A ¢ irrefutdvel se [A] # 0.

Demonstragao: Em (Feitosa, Nascimento e Gracio 2009). [ |

Desse resultado, temos que: (i) [A] = 1 see - A e (ii) [A] = 0 see F —A.

Teorema 2.5.11 (Corregao) As dlgebras do plausivel sdo modelos corretos

para a l6gica L(V).

Demonstragao: Seja P = (P, 0, 1, V, -, #) uma 4algebra do plausivel.
Queremos mostrar que os axiomas de L(V) sdo vilidos em P e que a regra

(RV) preserva a validade, desse modo, temos:

(i) Para (Ax,): v( VAAVB)—=V(AAB) = 1, pois #v(A)A#v(B) < #v(AAB);

(ii) Para (Ax,): v (VAVVB) — V(AVB)) = 1, pois #uv(A)V#u(B) <

#u(AVB);

(iii) Para (Ax;): "(VA>A) = ~#u(A)Vu(A) = ~#u(A)V(#v(A)Vu(A)) =

(~#Fu(A)V#u(A) V(A) = 1V u(A) = 1;

(iv) Para (Ax,): o(V(AV-A)) = #v(AV-A) = #1 = 1;

(v) Para (RV): v(A—=B) =1 = v(A) = v(B) = #v(A) = #v(B) = v(VA)

= 9(VB) = y(VA-VB) = 1. [
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Corolario 2.5.12 A légica proposicional £(V) é consistente.

Demonstragao: Em (Feitosa, Nascimento e Gracio 2009). |

Teorema 2.5.13 Seja A € For L(V). As seguintes assergbes sao

equivalentes:

(i) = A

(ii) IE A;

(iii) A é vélida em toda algebra plausivel de uma subgebra de um espago
pseudo-topolégico (E, Q);

(iv) v*2(A) = 1, em que v* é a valoragao do modelo canonico.

Demonstracao: (i) = (ii): segue diretamente pelo Teorema da Correcao;
(i) = (iii): segue diretamente pelo Teorema 2.5.1; (iii) = (iv): basta
observarmos que toda &dlgebra plausivel é isomoérfica & uma subgebra de um
espaco pseudo-topolégico (E, Q) e que A(L(V)) é uma dlgebra do plausivel, logo
o resultado se verifica; (iv) = (i) Se A € For L(V) e nado ¢é derivavel em L(V),
pelo Corolario 5.3, [A] nao coincide com a unidade de A(L(V)), assim v*4(A) =

1. Dessa forma, A nao é uma férmula vilida. |

Coroldrio 2.5.14 (Completude) Para cada férmula A € For L(V), se A ¢é

valida, entao A é derivével em L(V).
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Demonstracao: Segue imediatamente do resultado obtido acima.
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3. Légica algébrica

Neste capftulo apresentaremos alguns conceitos sobre a [dgica algébrica,
segundo as motivagoes de Paul R. Halmos, mediante os textos: Algebraic logic
(1962), Algebraic logic, I. Monadic boolean dlgebras (1956), Logic as algebra

(1998), The concepts of algebraic logic (1956).

No nosso caso, a motivacao de tal capitulo se dd pela apresentacao de
Halmos de uma interpretacao em modelo algébrico dos quantificadores cldssicos,
V e d. Posteriormente, apresentaremos uma versao algébrica para o

quantificador da ubiquidade, apresentado no capitulo anterior.

Para a apresentacao de resultados referentes a este capitulo e, ao capitulo
posterior, utilizam-se os conceitos de ideais, filtros e homomorfismos booleanos.

Apresentamos, sucintamente, estes conceitos no apéndice desta dissertagao.

3.1 Funcoes Proposicionais

Nesta secao, pretendemos apresentar as fungoes proposicionais em que a
interpretagao algébrica de uma proposicao é um elemento de uma &algebra de

Boole.

Abaixo, a definicao formal de funcées proposicionais.
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Definigao 3.1.1 Seja X um conjunto nao vazio, denominado dominio, e B
uma &algebra de Boole. Consideremos o conjunto B* de todas as funcoes de X em

B, e as seguintes operacoes. Se p, ¢ € B* e € X, entdo:

(i) O supremo de p e g, denotado por pVg, é definido por: (pVg)(x) =

p(z)Vq(x);

(ii)) O infimo de p e ¢, denotado por pAgq, é definido por: (pAq)(z) =

p(z)Aq(x);
(iii) O complemento de p, denotado por p’, é definido por: p’(z) = (p(z))".

(iv) O zero e a unidade de B* sdo, respectivamente, as funcoes constante

iguais a 0 e a 1.

Proposicao 3.1.2 P = (B*, 0, 1, A, V, ’) & uma Algebra de Boole.

Demonstragao: (Halmos e Givant 1998). |

Assim, uma fung¢ao proposicional é uma funcao para a qual seus elementos
sao os elementos de uma dalgebra de Boole. Por exemplo, se p, é a sentenca “6 é
par” e p(r) é “x é par”, entdao p é uma funcdo proposicional que toma o valor p,

quando = = 6.
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Segue entdo que existe uma ordem parcial natural de B*, dada por: p < ¢
se, e somente se, pAq = p. Claramente, p < ¢, em B, ¢ justamente o caso em

que, para todo z € X, p(z) < q(z), em B.

Abaixo, mais algumas definicGes.

Definicao 3.1.3 Se A = B*, entdo a subgebra constante A, consiste das
fungoes finitamente valoradas p de A, isto &, Ay = {p: p(x) = p(y), para todos =,

y e X}

Esta definicao nos dd a nocao de que o tnico valor de cada funcao é um
elemento de B, ou seja, existe uma correspondéncia natural e univoca entre A, e
B. Esta correspondéncia é o isomorfismo que assume para cada funcao

constante, de A,, seu unico valor em B.

Num sentido inverso desta observacao, podemos dizer que este isomorfismo
assume para cada elemento p, de B a funcdo p em A,, definida por p(z) = p,,

para todo z € X.

O interessante sobre B* é que esta dlgebra pode ser considerada mais que
uma Algebra de Boole, pois temos a possibilidade de associar cada fungio p de

B* & um subconjunto de B, tal como na definicao abaixo.

- 70 -



Definicao 3.1.4 Seja B* como acima, o subconjunto R(p) de B, em que

R(p) = {p(x) : z € X}, é denominado de a imagem da fungao p.

Definigao 3.1.5 Se A = B*, a subgebra A, consiste das funcoes finitamente

valoradas com p fungoes constantes em A.

Nota-se que, neste caso, se p é uma fungao constante, entdo R(p) é
unitdrio, pela Defini¢ao 3.1.3, de modo que R(p) é um subconjunto finito de B

para todos z, y € X. E mais, é facil ver que A, C A,.

Como uma proposi¢ao (sempre) diz algo, uma funcao proposicional
constante diz a mesma coisa sobre tudo. Jd& uma funcao proposicional
finitamente valorada diz apenas um nidmero finito de diferentes coisas sobre
tudo.

Deste modo, faz sentido falarmos do supremo de todos os valores de f

(finita).

Definicao 3.1.6 Se p € A,, chamamos de supremo dos valores de p,
denotado por VR(p), ao elemento de B, dado por: VR(p) = p,Vp,V... Vp,, em
que p,, P, ..., p, sao todos os diferentes valores, em B, que a funcao

proposicional p, de A,, assume.
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A fim de nao causar muitas confusoes simbdlicas, a partir deste momento,
usaremos uma notagdo mais neutra para VR(p), neste caso, denotaremos por
VR(p) = Q,(r) = Q@p, para todo z € X. Vale observar que @p € A, e, ainda

mais, @p € A,. Note que Q,(z) ¢ um elemento de B e nao uma fungao B*.

Notagao 3.1.7 Denotamos por @) a funcao, de A, em A,, que associa cada p

a sua respectiva funcao constante @p.

E agora, algumas propriedades desta funcao Q:

P,) @ é normalizado, ou seja, Q0 = 0;

P,) Q é crescente, ou seja, p < Qp;

P,) Q é distributivo sobre V, ou seja, Q(pVq) = QpV Qg;

P,) Q é idempotente, ou seja, Q(Qp) = Qp;

P;) Relagao entre o complemento e Q: Q(Qp)’ = (Qp)’;

P;) Outra relagdo entre o complemento e @: Q(p’) = (Qp)
P.) @ é quase multiplicativo sobre A: Q(pAQq) = QpAQg;
Py) Relagao entre @ e A: Q(pAq) = QpAg;

Nota-se que nas propriedades acima, o complemento ((p)’ significa o

complemento de @Qp e Q(p’) representa apenas o complemento em p.

O



As demonstracoes destas propriedades podem ser encontradas nos textos

de Halmos, principalmente em (Halmos e Givant, 1998).

Destas propriedades, ressaltamos um resultado particular da propriedade
P,, quando obtemos que @1 = 1. E de um resultado particular da propriedade
P,, obtemos que @p € A,, para todo p € A,, isto ji era claro da prépria

defini¢ao de @p. J4 a propriedade Py é uma consequéncia da propriedade P..

3.2 Algebras monddicas funcionais

Nesta secao, apresentaremos algumas definicoes e alguns resultados que
podem ser encontrados nos textos descritos no inicio do presente capitulo. Mais

especificamente, em (Halmos e Givant, 1998)

Consideremos o conjunto, R(p), definido no item anterior. Podemos entao
considerar que temos dois caminhos 6bvios para associarmos um elemento de B:

podemos tentar formar o supremo e o infimo de R(p).

O problema que surge neste caso é que a nao ser que B seja completa, no
sentido usual da teoria dos reticulados, esta condicao pode nao ser aceita, ja que
podem nao existir supremos e infimos em B e, do ponto de vista das aplicacoes
pretendidas, a afirmacao de que B é completo é importante. A solucao é dada

entao pela definicao abaixo:
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Definicao 3.2.1 Denomina-se dlgebra monddica funcional a qualquer
subgebra, C de B¥, tal que para toda funcao p € C o supremo, VR(p), e o
infimo, AR(p), existem em C. Entao, Jp e Vp sdo definidos por: dp(z) = VR(p) e

Vp(z) = AR(p).

A definicao de AR(p) é andloga a definicdo dada para VR(p), no item

anterior, apenas trocando as ocorréncias de V por A.

Toda &lgebra monddica funcional é formada por uma &dlgebra monddica

funcional B-valorada com dominio X.

A razao para o termo ‘monddica’, nesta defini¢ao, se dd pelo fato de que o
conceito de uma &lgebra monddica pode ser definido como um caso especial do
conceito de dlgebras poliddicas. Este caso especial é caracterizado pela

imposi¢ao na estrutura Booleana de exatamente um operador adicional.

Definicao 3.2.2 Os elementos dp e Vp sao denominados de quantificador

existencial funcional e quantificador universal funcional.

Temos as seguintes observacoes a serem feitas e que nos ajudam a

justificar a denominacao dada as defini¢coes acima.
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Seja X um conjunto nao vazio e B uma &dlgebra Booleana de todos os
subconjuntos de X, e consideremos a &dlgebra funcional B*. Nesta situacao se = €

X e p € B, entao p(z) C X.

Deste modo, a dlgebra Booleana B* é naturalmente isomorfa a todos os
subconjuntos do conjunto X x X, conjunto dos pares ordenados dos elementos
de X. Este isomorfismo é dado por uma funcio que atribui para cada p € B* o

conjunto Y, que é&: Y = {(z, y) : y € p(2)}.

A nocao intuitiva deste conjunto Y corresponde & proposicao: “y depende

de p(2)”.

Neste conjunto, a imagem, R(p), de um elemento p em B*, é uma colegao
de subconjuntos de X e, assim, o supremo desta imagem, em B, é a uniao desta
colecao, tal qual aquela definida na Teoria de Conjuntos. Disto segue que, cada

valor de Jp corresponde & “existe um z tal que y pertence a p(z)”.

Mais especificamente, podemos dizer que @)p é a funcao constante em que
para cada z € X atribui-se a unido dos conjuntos da imagem de p, VR(p). Desta

maneira o conjunto p, no isomorfismo descrito acima, é:

Qp = {(=, y) : existe um z tal que y € p(z2)}.
Isto é, este é o conjunto dos pares, de elementos em X, em que a primeira

coordenada é um elemento z, e a segunda coordenada do par é dada por VR(p).

Agora, um quantificador, neste caso existencial, pode ser definido como se

segue.
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Definigcao 3.2.3 Um quantificador existencial funcional, 3, € uma funcao de

uma algebra Booleana em si mesma que satisfaz as seguintes propriedades:

(i) 3 é normalizado, i.e., 30 = 0;

(ii) 3 é crescente, i.e., p < dp;

(iii) 3 é quase multiplicativo A, i.e., I(pAdq) = IpATq.

Por estas razoes, o operador d, numa &lgebra monddica funcional, é
chamado de quantificador existencial funcional. E, analogamente, segue a

justificativa para o quantificador universal funcional.

Para estes quantificadores valem as seguintes dualizagoes: Vp = (dp’)’ e dp
= (Vp’)". E assim, a definigdo de V é similar as propriedades duais daquelas

descritas para J.

Definicao 3.2.4 Um quantificador universal funcional, ¥V, € uma funcao de

uma algebra Booleana em si mesma que satisfaz as seguintes propriedades:
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Abaixo, demonstramos alguns resultados destes quantificadores.

Teorema 3.2.5 Para o quantificador existencial funcional 3, vale o seguinte:

J1=1.

Demonstragao: Basta considerarmos que 3 é crescente, condi¢ao (ii) da

Definigcao 3.2.3 e p = 1. |

Lema 3.2.6 O quantificador existencial funcional, 9, é idempotente.

Demonstragao: 3(3p) = I(INIp) =31 A dp=1 A Ip = Tp. |

Teorema 3.2.7 Se p < dgq, entao dp < dq.

Demonstragao: Por hipétese temos que p A ¢ = p, disto segue que:

dp = I(pAdg) = Ip A F¢= Tp < Fq. [ |

Teorema 3.2.8 O quantificador existencial funcional, 9, é mondtono, isto é,

se p < q, entao dp < dg.

Demonstracao: Por hipétese p < ¢ e como ¢ < dg, pois d é crescente, daf é

s6 aplicar o Teorema 3.2.7 e, obtemos:
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p<dg= dp<dq ]

Teorema 3.2.9 Para o quantificador existencial funcional, 4, vale o

seguinte: 3(dp)’ = (Ip)".

Demonstragao: (1) (Ip)’ < I(Ip)’, imediata pois 3 é crescente; (ii) Pela

algebra Booleana sabemos que (dp)” A dp = 0, disto segue que:

0=3(3p)’Adp) =33p)" A Ip= 3F3p)’ < (Ip)” De (i) e (ii) segue a

igualdade. [ |

Lema 3.2.10 Uma condicao necessaria e suficiente para que um elemento p

de A = B* pertenca & imagem de 3, isto é, que p € I(A), é que Ip = p.

Demonstragao: Se p € 3(A), entdo para algum ¢ € A, p = dg, entdao dp =
ddq = dq, pois 34 é idempotente, conforme Teorema 3.2.6. Portanto, dp = p. Isto

prova a necessidade; ja a suficiéncia é trivial. |

Teorema 3.2.11 A imagem de 3, 3(A), é uma sub-édlgebra Booleana de A =

B*.

Demonstragao: Se p e q estao em 3(A), entao pelo Lema 3.2.10, temos que
dp = p e d¢g = ¢. Como 3 é quase multiplicativo, segue que p A ¢ = dp A dq =
I(pAdq). Isto prova que 3(A) é fechado para a formacao de infimos. Agora, se p
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€ J(A), entdo novamente pelo Lema 3.2.10, p = dp, e pelo Teorema 3.2.9,
obtemos p’ = (dp)” = I(Ip) . Isto prova que I(A) é fechado para a formacao de
complementos. Como 30 =0 e 31 = 1, entdo 0 € 3(A) e 1 € J(A). Logo, I(A) é

Booleana. |

Teorema 3.2.12 O quantificador existencial funcional, 4, é disjuntivo, ou

seja, I(pVq) = Ip V Jq.

Demonstracao: Lembremos que p < pVg e ¢ < pVq. Dai, como 3 ¢
monétono, segue que dp < I(pVq) e ¢ < I(pVq) e, portanto, IpvVIq < F(pVq).
Para provar a desigualdade reversa, observemos primeiramente que ambos dp e
g pertencem a 3(A) e, pelo Teorema 3.2.11, temos JpVdq pertence & 3(A). Dai,
pelo Lema 3.2.10, temos que 3(IpVvdg) = IpvIq. Assim, p < dpVq, pois I é
crescente e, similarmente, ¢ < dpVvdq. Com isso, pVq < dpvdq e como I é

monotono, entao I(pVe) < I(Tpvdg) = IpVvig [

Tomemos aqui as seguintes operagdes Booleanas p-¢ = pAq¢’ e p+q = (p-

q)V(¢p). Os resultados abaixo e suas respectivas provas sao simples.

Teorema 3.2.13 Para o quantificador existencial funcional, d, valem as

seguintes propriedades: (i) Ip-I¢ < I(p-¢); (i) Ip+3I¢ < I(p+q).
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Demonstragao: De fato, pvqg = (p-q)Vq. Pelo Teorema 3.2.12, segue que
dpvaq = I(p-q)vVIq. Formando o infimo em ambos os lados da equacgdo com
(3q)’, obtemos Ip-q = I(p-¢)-Iq <3(p-¢q). O resultado para a adigdo Booleana

segue pela aplicacao do resultado para complementagao relativa. [

Quando, para um quantificador vale o item (ii) deste resultado, dizemos o

quantificador é aditivo.

Agora, chegamos a definigao culminante desta secao.

Definigao 3.2.14 Um operador de fecho topoldgico em uma dlgebra Booleana

A ¢é uma funcao ), de A em A, que satisfaz as seguintes condigoes:

(i) @ é normalizado;

(ii) @ é crescente;

(iii) @ é idempotente;

(iv) @ é aditivo.

Como pudemos observar, o operador 3 satisfaz todas as condigoes descritas

acima. Assim, 9 é um operador de fecho topolégico.
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Teorema 3.2.15 Se 3 é um operador de fecho topolégico numa Algebra

Booleana A, entao as seguintes condicoes sao equivalentes:

(i) 3 é um quantificador;

(ii) A imagem de 3, 3(A), é uma sub-dlgebra Booleana de A;

(iii) 3(3p)” = (Ip)’, para todo p € A.

Demonstragao: (i) = (ii): é apenas uma instancia do Teorema 3.2.11; (ii)
= (iii): Notemos primeiramente, pelo Lema 3.2.10, que p € 3(A) see dp = p.
Isto segue que (iii) é equivalente a assercao que (3p)” € I(A), para todo p, e
isto, por sua vez, é uma consequéncia imediata, via (ii), do fato que dp € J(A),
para todo p. (iii) = (i): Dai, somente nos falta provar que se (iii) é satisfeito,
entdo J é quase conjuntivo, i. e., IpAdq < J(pAdq). Assim, pAdq < p < dp,
disto segue que I(pAdq) < Fdp = dp, pois I é um operador de fecho. Em
particular, aditivo e mondétono. Similarmente, obtemos pAdq < dg, isto segue
que I(pAdq) < Tq e, assim, que I(pAdq) < IpAJq. Para provar a inequacao
reversa, notemos que p = (pAI@V(pA(q)) < (pAIg)V(Fq)’ e que, dp <
I(pAdq)V(Jq)’, aqui por (iii), formando o infimo de ambos os lados desta relagao
com g, obtemos, finalmente, IpAdq < J(pAIg)ATq < I(pAJq), e a prova é

completa. [ |

Segundo Halmos (1956, p. 224), existem certas semelhangas entre

homomorfismos Booleanos e quantificadores. Um homomorfismo, neste caso, é
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uma funcgao que satisfaz certas condicoes algébricas, para uma dlgebra Booleana
em outra. J4 um quantificador, no nosso caso, é uma funcao que satisfaz certas

condicoes algébricas de uma &dlgebra Booleana nela mesma.

Um homomorfismo, por exemplo, determina, de modo 1nico, um
subconjunto de seu dominio denominado kernel, ou nicleo do homomorfismo.
Neste contexto, pelo teorema do homomorfismo, todo ideal préprio é um nicleo,
que pode ser visto como uma caracterizacao de mnicleos. Ou seja, este teorema
nos mostra que um subconjunto de uma &algebra Booleana é o niicleo de um
homomorfismo se, e somente se, este é um ideal, ou seja, a dlgebra é o niicleo do

homomorfismo nulo.

Como uma analogia entre estes conceitos e os quantificadores, podemos
dizer que um quantificador determina um subconjunto de seu dominio, no nosso
caso, chamado de imagem. Abaixo, mostraremos que a imagem, de modo tnico,
determina o quantificador e, assim poderemos caracterizar as possiveis imagens

dos quantificadores.

Definigao 3.2.16 Seja A uma &algebra Booleana e B uma subgebra Booleana
de A. A &lgebra B é relativamente completa se, para todo p € A, o conjunto
B(p), definido por B(p) = {q € B : p < ¢ }, possui um menor elemento, neste

caso, um infimo.

Sendo B uma dlgebra de Boole, entao 1 € B(p), portanto B(p) = &.
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Segundo Halmos (1956, p. 224), podemos dizer que as relagbes entre as
sub-dlgebras relativamente completas e os quantificadores, sao compardveis
aquelas relagoes entre os filtros ideais para os homomorfismos. Assim,

mostremos o seguinte.

Teorema 3.2.17 Se 3 é um quantificador numa &dlgebra Booleana A e B é a
imagem de 4, entao B é uma sub-dlgebra relativamente completa de A. E mais,

se B(p) = {q€ B:p<q}, entdo Ip = AB(p), para todo p € A.

Demonstracao: O fato de que B é uma sub-dlgebra relativamente completa
de A segue imediatamente do Teorema 3.2.11. Agora, consideremos ¢ € B(p).
Entao segue, pela definicao, que p < ¢. E mais, pelos Teoremas 3.2.8 e 3.2.10,
obtemos que dp < g = ¢. Assim, dp € B(p) e disto segue que B(p) possui um

menor elemento e que este menor elemento é Jp. |

Teorema 3.2.18 Se B é uma sub-dlgebra relativamente completa de uma

dlgebra Booleana A, entao existe um unico quantificador em A, com imagem B.

Demonstragao: Tomemos, para cada p € A, dp = AB(p), este conjunto
existe, pois B(p) = @. Vamos verificar que 3 ¢ um operador de fecho e concluir,
pelo Teorema 3.2.15, que 3 é quantificador em A. Para (i) Se p = 0, entao B(p)
= B, pois 30 = 0 e, portanto, 3 é normalizado; (ii) Sempre que existir ¢ € B(p),

segue que p < AB(p) = Tp; (iii) Se p € B, entdo p € B(p) e mais, Ip = AB(p) <
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p. Disto e pelo item anterior segue que, dp = p, sempre que p € B. Assim, dp €
B, para todo p € A. Este resultado implica que 3 é idempotente, ou seja, ddp =
dp, sempre que p € A; (iv) Se p, e p, estdo em A, entdao dp, e Ip, estdo em B e,
assim, B é uma dlgebra Booleana, pois B é uma sub-dlgebra relativamente
completa. Agora, pelo item (ii), p,Vp, < 3Ip,vV3Ip, deste modo, Ip,vVIp, €
B(p,Vp,). Com isso, 3(p,Vp,) = AB(p,Vp,) < Ip,V3p, De outra forma, podemos
dizer que p, < I(p,Vp,) e p, < I(p,Vp,). A definigdo de I implica que dp, <
A(p,Vp,) e Ip, < A(p,Vp,). Desta maneira, obtemos que Ip,VIp, < I(p,Vp,); (v)
A imagem de 3 estd inclusa em B pela defini¢ao de 3, jé o item (iii) implica a
inclusao reversa. Logo 3(A) = B. Nos itens (i) a (iv) vimos que 3 é um operador
de fecho. Pelo item (v), a imagem de 3 é uma &algebra Booleana. Pelo Teorema
3.2.15, 4 é um quantificador e, portanto, a prova da existéncia estd completa, ja

a unicidade é dada por uma consequéncia imediata do Teorema 3.2.17. W

3.3 Algebras Monddicas

Nesta secao, apresentaremos as nocoes de dlgebra monddica que, no nosso
caso, é o item que iremos nos aprofundar e apresentar, posteriormente, uma
dlgebra monddica da ubiquidade, ou seja, uma dlgebra monddica estendida por

um operador que busca capturar as nocoes do quantificador da ubiquidade.

Definigao 3.3.1 Uma dlgebra monddica é uma algebra Booleana A acrescida

de um quantificador funcional 4 em A.
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Abaixo apresentaremos dois exemplos de dlgebras monddicas.

(1) Qualquer &lgebra Booleana com a funcao identidade como o
quantificador é wuma &algebra monddica. Chamamos este quantificador de

discreto.

(2) Qualquer dlgebra Booleana com a funcao 3, definida por 30 = 0 e dp =
1, para todo p = 0, como o quantificador é uma &lgebra monddica. Este

quantificador é chamado de simples.

Aqui, precisamos seguir, minimamente, os mesmos passos e defini¢oes
dadas acima, ou seja, apresentaremos as defini¢oes para as dlgebras monddicas

dos conceitos que discorremos acima.

Definicao 3.3.2 Um subconjunto B de uma &dlgebra monddica A é uma sub-
dlgebra monddica de A se este determina uma sub-dlgebra Booleana de A; e é

uma dlgebra monddica com relagao ao quantificador de A.

Em outras palavras, B é uma sub-dlgebra monddica de A se, e somente se,

dp € B, sempre que p € B.
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Definicao 3.3.3 Um homomorfismo monddico € uma funcao f de uma
algebra monddica em outra, tal que fé um homomorfismo Booleano e f(dp) =

3(A(p)), para todo p.

Definicao 3.3.4 O nicleo (kernel) de um homomorfismo monddico é

definido por ker(f) = {p : f(p) = 0}.

O kernel de um homomorfismo monddico é também chamado de ideal

monddico.

A Definigao 3.3.4 nos diz que o nicleo, ker(f), é um ideal Booleano em A,
tal que dp € ker(f), sempre que p € ker(f). Similarmente, um filtro, F, em A ¢é

um filtro Booleano em A, tal que Vp € F, sempre que p € F.

Definicao 3.3.5 Uma relacio de congruéncia monddica, =, em A é uma

relagao de congruéncia Booleana em A, tal que: p = ¢ = dp = dq.

Sejam A uma dlgebra monddica e I é um ideal monadico em A, formemos
a dlgebra Booleana quociente, B = A/I, e consideremos o homomorfismo
Booleano canénico f de A em B, que leva cada elemento p na sua respectiva

classe de equivaléncia, [p] médulo I. Segundo Halmos e Givant (1998, p. 118),
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existe um unico caminho para converter B numa &algebra monddica, de forma

que fseja um homomorfismo monddico com niicleo 1.

Para tal, definimos 3[p] = [Ip], em que J[p] € B e [Ip] € A. Para
mostrarmos que este quantificador existencial estd bem definido em B,
suponhamos p, e p, estdo em A e que [p,| = [p,]. Entdo, p, + p, estd em I, e
mais, 3(p,+p,) também estd, pois I é um ideal monddico. Disto segue que, Ip, +

dp, € I, pois Ip, + Ip, < I(p,+p,), donde vem que [Ip,] = [Ip,).

Assim, chegamos a mais algumas defini¢oes.

Definigao 3.3.6 Uma algebra monadica A é simples se {0} é seu unico ideal

préprio.

Definicao 3.3.7 Um ideal monddico I é maximal quando I é um ideal
monddico préprio que nao é um subconjunto préprio de qualquer outro ideal

monddico préprio de A.

Neste caso, a conexao entre os ideais maximais e as dlgebras simples se d&
pelo fato de que o nicleo de um homomorfismo é um ideal maximal se, e

somente se, sua imagem é uma algebra simples.
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Deste modo, a conexao entre simplicidade e quantificadores fica clara, uma
vez que uma dlgebra é simples se, e somente se, seu quantificador nao é trivial,

mas é simples.

Lema 3.3.8 Uma dlgebra monddica é simples se, e somente se, é nao trivial

e seu quantificador é simples.

Demonstragao: (=) Seja A simples e p € A, com p = 0. Tomemos o
seguinte conjunto I = {¢: ¢ < Ip}. Assim, I é um ideal monddico nao trivial e,
desse modo, I = A. Em particular, 1 € I. Isto implica que dp = 1, sempre que p
= 0. (<) Suponhamos que 31 = 1, sempre que p = 0 e, mais, que I é um ideal
monddico em A. Se 1 € I, entao I = A, isto é, todo ideal nao trivial em A é nao

préprio, ou seja, A é simples. [ ]

Lema 3.3.9 Toda sub-dlgebra de uma dlgebra monddica simples é simples.

Demonstracao: Tomemos a dlgebra Booleana simples de dois elementos,
denotada aqui por O. Esta dlgebra é constituida pelo conjunto de todas as
fungoes caracteristicas em X. Uma dlgebra monddica é simples se, e somente se,
seu quantificador é simples e, assim o quantificador da &lgebra monddica
funcional O* é simples. Deste modo, temos que O* é uma &lgebra monddica

simples sempre que X é nao vazio. [ |
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A partir deste momento tomaremos O = {0, 1}, como a dlgebra Booleana

simples de dois elementos.

Este lema nos garante que toda sub-dlgebra de O, que neste caso equivale
a toda dlgebra monddica funcional O-valorada, ou 2-valorada, com um dominio
X nao vazio, é também simples. Nota-se também que esta é uma sub-dlgebra
relativamente completa, de toda dlgebra Booleana, ou seja, o lema anterior nos
remete a que uma &dlgebra monddica é simples se, e somente se, a sub-dlgebra
relativamente completa associada com este quantificador é igual a O, ou em

outras palavras, se, e somente se, a imagem deste quantificador é uma &dlgebra

Booleana simples.

Teorema 3.3.10 Uma dlgebra monddica A é simples se, e somente se, A é
isomorfa & uma &dlgebra monddica funcional O-valorada com um dominio nao

vazio.

Demonstragao: (=) Se A é uma algebra monddica funcional O-valorada
com dominio X, e se p € A, com p = 0, entdo p(x,) = 1, para algum ponto z, €
X. Disto segue que 1 € R(p) e que VR(p) = 1. Da defini¢do de quantificador
funcional, temos que dp = 1. Isto prova que dp = 1, sempre que p = 0, isto é,
que 3 é simples, aplicando o Lema 3.3.8. (<) Neste caso, utilizaremos o
Teorema de Stone referente a representacao de Algebras de Boole. Se A é uma
dlgebra monddica simples, entao A é, em particular, uma &dlgebra Booleana, na

qual o Teorema de Stone se aplica. Disto segue que existe: (i) um conjunto X;
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(ii) uma sub-dlgebra Booleana B de O%, e (iii) um isomorfismo Booleano fde A
em B. Assim, pelo Lema 3.3.8, o quantificador de A é simples e, ainda pelo
Lema 3.3.8 e a primeira parte desta prova, o quantificador de B é simples, ou
seja, f preserva a quantificagdo. Assim, f é um isomorfismo monddico entre as

dlgebras monddicas A e B. [ |

Abaixo mostraremos alguns resultados sobre os ideais nas 4dlgebras

monadicas.

Teorema 3.3.11 Seja I um ideal Booleano de A e I' o conjunto de todos os

elementos p € A em que Ip € I. Entdo, I' é um ideal monadico e I' C L.

Demonstracdo: Se p € I', entdo Ip € I. Como I é um ideal e p < Ip, entdo
pel Assim I' C I. De fato, se p e g estdo em I', entdo Ip e Iq estdo em I, por
definicao. E mais, dpVdq estd em I, pois I é um ideal Booleano. Como 3 é um
quantificador distributivo, temos que 3(pVq) € I, logo pVq € I'. Agora, se p € A
e ¢ € I', entdo 3¢ € I, bem como IpAdg € I. Como 3 é modular, temos que
d(pAdq) € I e, mais, como 3 é crescente, obtemos que 3(pAq) € 1. Logo, pAq €
I Se p € T, entdao dp € I. Como 3 é idempotente obtemos que IIp € I,

portanto, Ip € I'. [ |
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Teorema 3.3.12 Se I é um ideal maximal Booleano de A, entdo I' é um

ideal monadico maximal.

Demonstra¢ao: Suponha que M é um ideal mondadico obtido pela extensao
de I'. Se I' = M, existe um elemento p em M, tal que p € I". Como M é um
ideal monddico, entao M contém o elemento dp. Obviamente, dp nao estd em I,
pois do contrdrio p estaria em I'. Agora, I é um ideal maximal e, desse modo, o
elemento (3p)” estd em I. Mas isto significa que 3(Ip)’ € I, ou seja, (Ip)’ € I" e,
portanto, em M. Assim, M contém ambos elementos, dp e (Ip)’, ou seja, M é

nao proprio. [ |

Em suma, o que os resultados acima nos dizem é que ao tomar cada ideal

* ~ . . . .
Booleano I e I', a funcao do conjunto dos ideais Booleanos de A no conjunto dos
ideais monddicos de A, preserva a inclusao e leva ideais maximais em ideais

monddicos maximais.

Teorema 3.3.13 (Teorema dos Ideais Maximais para as 4lgebras
Monddicas) Todo ideal monddico préprio numa &lgebra monddica pode ser

incluido em algum ideal monadico maximal.

Demonstragao: Se I, ¢ um ideal monddico préprio de uma algebra
monddica A, entao I, ¢ um ideal Booleano préprio e, assim, pode ser estendido a

um ideal maximal Booleano I. Pelo mesmo procedimento acima, podemos
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. . * . L 1.

tomar, sem perda de generalidade, o conjunto I como o ideal mondadico
. * * * ~ * . . . 1.

maximal e I, C I'. Como, I, = I, entao I' é um ideal maximal monddico que

estende I, [ ]

O teorema da existéncia de ideais monddicos maximais segue do teorema
da existéncia de ideais maximais, assim como é realizado para as &lgebras

Booleanas.

Teorema 3.3.14 (Teorema da existéncia para as dlgebras monddicas) Se A ¢
uma algebra monddica, entao para todo elemento p,, com p, = 0 e p, € A, existe

um homomorfismo fde A sobre uma &dlgebra monddica tal que f(p,) = 0.

Demonstracao: Por causa da relacao entre ideais maximais e dalgebras
monddicas simples, o teorema da existéncia pode ser reescrito da seguinte forma:
existe um ideal maximal monddico I em A tal que p, ¢ I. Pelo Teorema 3.3.13,
existe um ideal monddico maximal I, em que para todos os elementos p € A,
temos p < (dp,) . Se p, € I, entdo o elemento p,v—dp, € I e, assim, também
teremos o seguinte 3(p,v—Ip,) € I, pois I é fechado para a quantificagdo. Mas,
este elemento coincide com dp,V—dp, Deste modo, 1 € I e I é nao proprio.

Portanto, p, € L. [ |
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Notemos que existe um ideal monddico maximal I tal que dp, ¢ 1. Logo,

segue um coroldrio.

Corolario 3.3.15 Se A é uma &dlgebra mondadica, entao para todo elemento
Py, com p, = 0 e p, € A, existe um homomorfismo f de A sobre uma &lgebra

monddica tal que f(p,) = 1.

A demonstracao deste coroldrio é imediata.

3.4 Logicas Mondadicas

Neste item apresentaremos as Ldgicas Monddicas com suas respectivas

definicoes.

Definigao 3.4.1 Uma [dgica monddica é um par (A, I), em que A é uma

dlgebra monddica e I é um ideal monddico em A.

Neste ponto surge uma questao interessante: quais propriedades parecem

ser razodveis para que um subconjunto I de A seja refutdvel?

Halmos, segue o seguinte caminho:
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(i) se p e g sdo refutdveis, entao pVq sao refutdveis;

(ii) se p é refutdvel entdao pAq deve ser refutdvel.

Assim, I deve ser, no minimo, um ideal em A. No entanto, isto nao é

suficiente, ja que precisamos que a seguinte condicao seja verdadeira:

(iii) se p é refutdvel, entdao dp é refutdvel.

A fim de solucionar tal questao segue a definicao.

Definicao 3.4.2 Os elementos p € I sao chamados de elementos refutdveis

da logica (A, I). Se =p € I, entao p é demonstravel.

Definigao 3.4.3 Um modelo é uma légica monddica (A, I), em que A é uma

algebra monddica funcional O-valorada, O = {0, 1}, e I o ideal trivial {0}.

Definigao 3.4.4 Uma interpretacao de uma légica monadica (A, I) é um
modelo (B, {0}) em que hd um homomorfismo monddico f de A em B para o

qual f{p) = 0, sempre que p € 1.
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Defini¢ao 3.4.5 Todo elemento refutdvel é dito falso na interpretagao. Se,
um elemento p € A é falso em toda interpretacao, entao p é denominado

universalmente invdlido.

Definicao 3.4.6 Se todo elemento universalmente invalido é refutédvel,

dizemos que a légica é semanticamente completa.

Definigao 3.4.7 Dizemos que um elemento p é universalmente vdlido se f(p)

= 1, para toda interpretagao f, isto é, p é verdadeiro em toda interpretacao.

3.5 Semisimplicidade

Neste tltimo item apresentaremos o conceito de semisimplicidade. Tal
conceito se justifica pelo fato de que a completude seméntica demanda uma

légica (A, I) em que o ideal I deve ser relativamente grande.

Se, em particular, I é muito grande, isto é, I = A, entao a ldgica ¢é

semanticamente completa, pois todo elemento p € A é refutével.

Agora, se I = A, entdo tomemos a slgebra quociente A/I. O problema de
decidir se a légica (A, I) é semanticamente completa se reduz & questdo sobre a
dlgebra A /1.

Para tal, necessitamos da seguinte definigao.
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Defini¢ao 3.5.1 Uma &dlgebra monddica A é semisimples se a interpretagao

de todos os ideais maximais em A ¢ {0}.

Agora podemos concluir que as &lgebras monddicas constituem uma
generalizagao das dlgebras Booleanas. O teorema seguinte, em particular, mostra
que toda &lgebra Booleana é semisimples. Esta consequéncia é conhecida, pois é
uma consequéncia imediata do Teorema da Representacao de Stone e, este é o
mais importante passo na prova do préximo teorema. A prova da presente
generalizagao pode ser dada por uma imitagao monddica de qualquer uma das
usuais provas dos casos especiais Booleanos. A prova a seguir adota o

procedimento alternativo de deduzir a generalizacao para o caso especial.

Teorema 3.5.2 Toda dlgebra monddica é semisimples.

Demonstragao: Queremos provar que se A é uma dlgebra monddica e se p,
¢ um elemento, p, = 0 e p, € A, entao existe um ideal maximal monddico I em
A tal que p, € I. Fazendo uma analogia para o caso estritamente Booleano,
temos que mostrar que existe um ideal maximal Booleano I, em A, tal que p, €
I,. Se I é o conjunto de todos os elementos p em A para os quais dp € I, entao
pelo Teorema 3.3.12 I é um ideal monddico e que p, € I,, A prova da
semisimplicidade pode ser completada mostrando que I é monddico maximal.

Tal prova segue ainda pelo Teorema 3.3.12. |
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3.6 Adequacao

Neste item apresentaremos uma demonstracao para os resultados de

correcio e completude com relacio a Légica Monddica e Algebra Monddica.

Teorema 3.6.1 Uma légica monddica (A, I) é semanticamente correta se ela
tem uma interpretagao, isto é, se existe um homomorfismo f (A, I) — (B, {0}),

tal que se p € I, entao f(p) = 0.

Demonstracio: E uma consequéncia do Teorema 3.3.14 que (A, I) é correta
apenas no caso em que o ideal I é préprio. De fato, se I nao é préprio, entao ele
contém 1, e nenhum homomorfismo com uma imagem nao trivial pode atribuir
0 e 1. Por outro lado, se I é préprio, entao existe um ideal maximal monddico J,
tal que, I ¢ J. O homomorfismo canodnico f¢é definido de (A, I) em (A/J, {0}).
Além disso, considerando que A/J é simples, pois J é maximal, entdo (A/J, {0})

é isomorfo a um modelo (B, {0}), Portanto, f ¢ uma interpretagao. |

Teorema 3.6.2 (Corregao) Se p ¢ demonstravel em (A, I), entdo p é vélido

em (B, {0}).

Demonstracao: Se p € demonstrével em (A, I), entdao p’ € 1. Dai f(p’) = 0

e, entao, fip) = 1.
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Teorema 3.6.3 (Completude) Toda légica monddica é semanticamente

completa.

Demonstragao: Desde que cada interpretagdo de (A, I) num modelo (B,
{0}) induz, de forma natural, um homomorfismo de A/I em B e como a tnica
restricao sobre B é que seja uma dlgebra simples, entao a questao da completude
seméantica torna-se em mostrar que A/I é semisimples. Dai, segundo o Teorema
3.5.2, toda dlgebra monddica é semisimples e, dessa maneira, toda légica

monddica é semanticamente completa. [ |

Corolério 3.6.4 Se p ¢ vélido em (B, {0}), entdo p é demonstravel em (A,

Demonstragao: O teorema anterior mostra que se p é refutdvel em (A, I),

entdo p nao é valido em (B, {0}). |

No préximo capitulo, estenderemos estes resultados para o operador da

ubiquidade.
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4. Um modelo algébrico para o quantificador da ubiquidade

Neste capitulo apresentaremos o elemento original de nosso trabalho, ou
seja, uma interpretagao algébrica do quantificador da ubiquidade, tal qual

apresentamos no capitulo anterior para os quantificadores cldssicos.

4.1 Quantificador funcional da ubiquidade

Neste item pretendemos apresentar um caso particular das fungoes
proposicionais, neste caso, a funcao proposicional da ubiquidade que aqui

denominaremos por quantificador funcional da ubiquidade.

Definicao 4.1.1 Um quantificador funcional da ubiquidade ou operador da
ubiquidade, denotado por T, é uma operacao de uma &dlgebra monadica M em si

mesma tal que:
(i) Tp A Tq < T(pAg);
(ii) Tp < T(pVg);

(iii) Vp < Tp < Jp.

As condigoes acima introduzem as caracteristicas do quantificador do
plausivel no contexto das dlgebras monddicas. A expressao Yp indica o interior
do conjunto que interpreta p. Os itens (i) e (iii) correspondem aos axiomas da

légica do plausivel e a condigao (ii) a Proposi¢ao 2.2.2.

Abaixo mostraremos alguns resultados deste quantificador funcional.

Teorema 4.1.2 Para o operador da ubiquidade T, vale o seguinte: T1 = 1.
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Demonstracao: Basta lembrarmos que V1 = 1 = 31. Dai, pela condigao (iii)

da Definicao 4.1.1 eparap=1,1=V1 <Y1 <31 = 1. Portanto, Y1 = 1.1

De modo semelhante, verificamos que Y0 = 0. No contexto algébrico, a
condicado T1 = 1 indica que o universo é um conjunto aberto é verdadeiro,

enquanto que YO = 0 indica que o vazio é um conjunto aberto é falso.

Teorema 4.1.3 Para o operador da ubiquidade Y, vale o seguinte: Tp A Tgq

< I(pAg)-

Demonstragio: Da condigao (i) da Defini¢ao 4.1.1, obtemos que Tp A Tq <
Y(pAq) e pela condigao (iii), ainda da Defini¢ao 4.1.1, obtemos que Y(pAq) <
I(pAq). Desse modo, Tp A Tq < J(pAg). [ |

Lema 4.1.4 Para o quantificador funcional da ubiquidade Y, vale o

seguinte: Tp A Tp’ = 0.

Demonstracao: Lembremos que 30 = 0. Do Teorema 4.1.3 obtemos Tp A
YTp’ < A(pAp’). Mas, como pAp’ = 0, entdo Tp A Tp’ < 30 = 0. Como nao

temos o caso em que Tp A Tp’ < 0, entao Tp A Tp’ = 0. |

Teorema 4.1.5 Para o operador da ubiquidade Y, vale o seguinte: Tp <
(Tp)"

Demonstragao: Como M é, em particular, uma algebra de Boole, entao Yp’

A (Tp’)”= 0. Pelo Lema 4.1.4, Tp’ A Tp = 0. Logo, Tp < (Tp))". [
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Teorema 4.1.6 Para o operador da ubiquidade Y, vale o seguinte: Y(pVp)

=1.
Demonstracao: Basta lembrarmos que pVp’ = 1. Dai, pelo Teorema 4.1.2,
temos Y(pVp) = T1 = 1. |
Como instancias do resultado acima, temos: T(pAp’) = 0, (Y0)" = 1 e
(Y(pAp)) = 1.

Teorema 4.1.7 Para o quantificador funcional da ubiquidade Y, vale o

seguinte: Se p < ¢, entao Tp < Tq.

Demonstragao: Se p < ¢, entdo ¢ = p v ¢q. Logo, Yq¢ = Y(p v ¢), o que nos
daTp <T(pvq =Tq [

Teorema 4.1.8 Para o quantificador funcional da ubiquidade Y, vale o

seguinte: Tp A Tqg < Tp VvV Tq < T (pVg).

Demonstragao: Por instancias da condi¢ao (ii) da Definicao 4.1.1, Tp <

T(pVg) e Tq < T(pVg). Logo, Tp A Tq < Tp vV Tq < T(pVg). u

Teorema 4.1.9 Para o quantificador funcional da ubiquidade Y, vale o

seguinte: T(pAgq) < Tp.

Demonstragao: Como pAq < p, entdo, pelo Teorema 4.1.7, T(pAq) < Tp. B

Coroldrio 4.1.10 Para o quantificador funcional da ubiquidade T, vale o

seguinte: Y(pAq) = Tp A Tq.
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Demonstracao: Pela condigao (i) da Definigao 4.1.1 temos que Tp A Tq <
Y (pAq). Sendo assim, basta-nos mostrar que Y(pAq) < Tp A Tq. Pelo Teorema

4.1.9 obtemos que Y(pAg) < Tpe T(pAg) < Tq Logo Y(pAg) < Tp A Tqg B

4.2 Algeb'ra Mondadica da Ubiquidade

Neste item apresentaremos as nocoes e alguns resultados de uma dlgebra
monddica da ubiquidade, ou seja, uma dlgebra monddica que é estendida por um
operador para capturar as nogoes do quantificador da ubiquidade, no nosso caso

o quantificador funcional da ubiquidade.

Definicao 4.2.1 Uma dlgebra monddica da ubiquidade, U, é uma &lgebra

monddica M acrescida do operador da ubiquidade Y.

A préxima definigao apenas relembra definicao do capitulo anterior

Definicao 4.2.2 O operador 3 é simples quando 30 = 0 e Ip = 1, sempre

que p = 0.

Poderfamos tentar definir o operador da ubiquidade T como simples seY0
=0e YTp = 1, sempre que p = 0, mas como vale Vp < Tp < Ip, para ideais

maximais nao terfamos informagoes sobre elementos maiores que Tp.

Seguiremos, de perto, os mesmos passos e definicoes dadas anteriormente,

agora para esta algebra.
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Definicao 4.2.3 Um subconjunto B de uma 4&lgebra monddica da
ubiquidade U é uma sub-dlgebra monddica da ubiquidade de U se: p € B = Tp €
B.

Definigao 4.2.4 Um homomorfismo monddico da ubiquidade é uma funcao f
de uma dalgebra monddica da ubiquidade em outra, tal que f é um

homomorfismo mondadico e (Tp) = Y(fp), para todo p.

Definicao 4.2.5 O nucleo (kernel) de um homomorfismo monadico da

ubiquidade f¢é definido por ker(f) = {p : f(p) = 0}.

Definicao 4.2.6 Um ideal monddico da ubiquidade I é um ideal mondadico I

tal que: pe I = Tp e L

Teorema 4.2.7 Todo ideal monddico é um ideal monddico da ubiquidade.

Demonstracao: Seja I um ideal monddico. Se p € I, entao dp € I e como

Tp < Ip, entao Tp € 1. |

Assim, o kernel de um homomorfismo monddico da ubiquidade é um ideal

monddico da ubiquidade.

Neste trabalho, assim como fizemos no capitulo anterior, trataremos

apenas dos ideais.
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Definicao 4.2.8 Uma relacao de congruéncia monddica da ubiquidade, =,

em U é uma relagao de congruéncia monddica em U, tal que Tp = Ygq, sempre

que p = q.

Se U é uma &algebra mondadica da ubiquidade e I é um ideal monddico da
ubiquidade em U, formemos a dlgebra Booleana quociente, B = U/I, e
consideremos o homomorfismo Booleano canénico f de U em B, que leva cada
elemento p € U na sua respectiva classe de equivaléncia [p] médulo I. Assim,
como feito anteriormente, sabemos que existe um tnico caminho de converter B
numa &lgebra monddica da ubiquidade, de forma que f torna-se um

homomorfismo monddico da ubiquidade com kernel I.

Para tal, temos que Y[p] = [Yp], em que Tp é um elemento de U. Para
mostrarmos que este quantificador estd bem definido em B, suponhamos p,, p, €
U e que [p,] = [p,). Entéo, p, v p, estd em I e, mais, T(p,vp,) também estd, pois
I ¢ um ideal da ubiquidade. Disto segue que, Yp, v Tp, € I pois Tp, v Tp, <

T(p,v p,), donde vem que [Yp,] = [Tp,.

Assim, chegamos a mais algumas defini¢oes.

Definigao 4.2.9 Uma algebra monddica da ubiquidade U é simples se {0} é

o unico ideal monddico da ubiquidade préprio de U.

Definicao 4.2.10 Um ideal monadico da ubiquidade, I, é mazimal quando I
¢ um ideal préprio que nao é um subconjunto préprio de qualquer outro ideal

monddico da ubiquidade préprio.
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Com este resultado garantimos que quase todos os Teoremas e Lemas
apresentados para os ideais mondadicos no capitulo anterior sao vilidos, agora,
para os ideais monddicos da ubiquidade. Desse modo, apenas apresentaremos
versoes modificadas dos enunciados destes resultados introduzindo os ideais

monddicos da ubiquidade ao invés dos ideais monddicos.

Lema 4.2.11 Uma &dlgebra monddica da ubiquidade é simples se, e somente

se, seu quantificador 3 é simples.

Demonstracao: (=) Consideremos que U é simples, p € U e p = 0.
Tomemos o seguinte conjunto I = {gq: ¢ < 3Jp} o qual sabemos ser um ideal
monddico para o qual 3 é simples. Agora, como todo ideal monddico é mondadico
da ubiquidade, entao I atende o enunciado. (<) Suponhamos que 30 = 0 e Ip =
1, sempre que p = 0, e mais, que I é um ideal monddico da ubiquidade em U.
Assim, se p € I, entao dp € I, e para p = 0, entao 1 € I. Logo, I = U. Em
outras palavras, todo ideal monddico da ubiquidade nao trivial em U ¢é

impréprio, ou seja, U é simples. |

Lema 4.2.12 Toda sub-dlgebra de uma &lgebra monddica da ubiquidade

simples é simples.

Demonstracao: A tnica algebra Booleana simples é a algebra de dois
elementos, denotada aqui por O. Como uma &dlgebra monddica da ubiquidade é
simples se, e somente se, seu quantificador 3 é simples, entdao O* ¢ uma dlgebra

monddica da ubiquidade simples sempre que X é nao vazio. |

Teorema 4.2.13 Uma &lgebra monddica da ubiquidade U é simples se, e

somente se, U é isomorfa & uma algebra monddica funcional O-valorada.
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Demonstragao: (=) Ja foi mostrado que toda dlgebra O-valorada funcional com
um dominio ndo-vazio é simples; (<) Neste caso, nos utilizaremos novamente do
Teorema de Stone referente & representacao de dlgebras Booleanas. Se U é uma
algebra monddica da ubiquidade simples, entao U é, em particular, uma &algebra
Booleana, na qual o Teorema de Stone é aplicdvel. Disto segue que existe: (i) um
conjunto X; (ii) uma sub-dlgebra Booleana B de 0%, e (iii) um isomorfismo
Booleano f de U em B. Assim, pelo Lema 4.2.11, o quantificador 3 de U é
simples e pelo Lema 4.2.12 o quantificador 3 de B é simples, ou seja, f preserva
todos os elementos e é automaticamente um isomorfismo monddico da

ubiquidade entre as dlgebras monddicas da ubiquidade U e B. [ |

Os resultados seguintes, sobre os ideais e as dlgebras monddicas, sao

semelhantes aos apresentados no Capitulo 3.

Teorema 4.2.13 Se I ¢ um ideal Booleano de U e I" é o conjunto de todos
os elementos p € A tais que Yp € I, entdo I' é um ideal monddico da

ubiquidade.

Demonstragao: J& tinhamos visto ser um ideal monddico. A condigao adicional

assegura ser um ideal monddico da ubiquidade. [ |

Teorema 4.2.14 Se I ¢ um ideal maximal Booleano de U, entdo I' é um

ideal maximal monddico da ubiquidade.
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Demonstra¢ao: Ja tinhamos visto ser um ideal maximal monddico. Como todo

monddico é da ubiquidade, entao vale o enunciado. [

Teorema 4.2.15 (Teorema dos ideais maximais) Todo ideal préprio numa
dlgebra monddica da ubiquidade estd incluso em algum ideal maximal monéddico

da ubiquidade.

Demonstracao: J4 vimos que todo ideal monddico préprio estd incluso num ideal
maximal monddico. Como todo monddico é da ubiquidade, entao vale o

enunciado. [

Teorema 4.2.16 (Teorema da existéncia) Para todo elemento p,, p, = 0 e p,
€ U, em que U é uma 4dlgebra monddica da ubiquidade, existe um

homomorfismo f de U sobre uma &dlgebra monddica da ubiquidade simples tal

que f(p,) = 0.

Portanto, podemos concluir que todo ideal monddico da ubiquidade
préprio numa &algebra monddica da ubiquidade estd incluso em algum ideal

maximal monddico da ubiquidade, tal qual concluimos acima.

4.3 Logicas Mondadicas da Ubiquidade

Neste item, apresentaremos as légicas monddicas da ubiquidade.
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Defini¢ao 4.3.1 Uma ldgica monddica da ubiquidade é um par (U, I), em
que U é uma &lgebra monddica da ubiquidade e I é um ideal mondadico da

ubiquidade em U.

Definigao 4.3.2 Os elementos p € I sao os elementos refutdveis da légica. E,

se p’ € I, entao p é provdvel.

Definigao 4.3.3 Modelo é uma légica monddica da ubiquidade (U, I), em
que U é uma dlgebra monddica funcional da ubiquidade O-valorada e I o ideal

trivial {0}.

Definicao 4.3.4 Uma interpretacao de uma légica monddica da ubiquidade
(U, I) num modelo (B, {0}) é um homomorfismo monddico f de U em B tal que

fp = 0, sempre que p € L

Definicao 4.3.5 Todo elemento refutdvel é dito falso na interpretagao. Se,
um elemento p € U é falso em toda interpretagao, entao p é denominado de

universalmente invdlido.

Definicao 4.3.6 Se todo elemento universalmente invalido é refutédvel, entao

a légica é semanticamente completa.

Definicao 4.3.7 Um elemento p é universalmente vdlido se fp = 1, para

toda interpretacao f, isto é, p é verdadeiro segundo toda interpretacao.
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4.4 Semisimplicidade

Neste tltimo item, apresentaremos o conceito de semisimplicidade para
uma #lgebra monddica da ubiquidade. As observagoes feitas no inicio do item

3.5 deste trabalho se aplicam, obviamente, aqui também.

Definigao 4.4.1 Uma &dlgebra monddica da ubiquidade U é semisimples se a

interpretagao para qualquer ideal maximal de U é {0}.

Dado um elemento qualquer p de U, se ele estd em algum ideal maximal,
entdo a sua interpretagdo em (B, {0}) tem que ser dada por um homomorfismo f
tal que f(p) = 0, isto é, os elementos refutdveis devem tomar valor 0. Isto
também é equivalente a dizer que se para algum homomorfismo f, fip) # 0,

entao existe um ideal maximal I de U tal que p ¢ I

Teorema 4.4.2 (Teorema da semisimplicidade) Toda dlgebra mondadica da

ubiquidade é semisimples.

Demonstracao: Precisamos mostrar que se U é uma dlgebra monddica da
ubiquidade, p, € U e p, = 0, entao existe um ideal maximal monddico da
ubiquidade I de U tal que p, ¢ I. Como U é uma &lgebra de Boole, entao existe
um ideal Booleano maximal I, tal que p, ¢ I,. Seja I o conjunto de todos os
elementos p € U para os quais dp € I,. Entao I é um ideal monddico e,
portanto, monddico da ubiquidade e tal que p, ¢ I A prova da
semisimplicidade precisa ser completada mostrando que I ¢é maximal.
Suponhamos que J é um ideal monddico, tal que I C J (inclus@o prépria). Dai,
existe p € J tal que p ¢ I. Como J é monddico, entao que dp € J. Por outro

lado, desde que p ¢ I, entao dp ¢ I, e como I, é um ideal maximal Booleano,
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entdao (dp)’ € I,. Dai, 3(3p)’= (Ip)’ € I, e, portanto, (Ip)’ € I C J. Logo 1 €
J e, desse modo, J = U. [ |

4.5 Adequacao

Neste item apresentaremos os teoremas de correcio e completude com
relacao a uma [dgica monddica da ubiquidade e uma dlgebra monddica da

ubiquidade.

Fundamentalmente, precisamos mostrar que a dlgebra da légica do

plausivel é uma algebra mondadica da ubiquidade.

Teorema 4.5.1 A dlgebra de Lindenbaum da légica do plausivel é uma

dlgebra monddica da ubiquidade.

Demonstragao: Como estamos tratando com uma éalgebra de Lindenbaum
de uma extensao conservativa da léogica de primeira ordem, devemos recordar
que vale o seguinte: - A — B < E [A] < [B], a transferéncia de elementos
dedutivos para conceitos algébricos da ordem Booleana. J4 sabemos que a

dlgebra de uma légica de primeira ordem monddica é uma dlgebra monéddica.

Precisamos verificar que valem as seguintes condigoes: (i) [YTp] A [Tq] <

[Y(pAq)]; (ii) [Tp] < [Y(pV); (iil) [Vp] < [Yp] < [Fpl.

A condigao (i) segue do (Ax;) (TxAx A TxBx) — Tx(Ax A Bx), a

condigao (iii) dos (Ax;) VxAx — TxAx e (Ax,) TxAx — IxAx.

A légica do plausivel é correta e completa para os modelos pseudo-
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topoldgicos, conforme mostrou Gracio (1999). A Proposi¢ao 2.2.2 afirma que o
interior de A estd contido no interior de AUB. Assim, a condigao (ii) vale em
todo espago pseudo-topldgico e, portanto, vale a sua versao correspondente na

l6gica do plausivel.

Desse modo, a dlgebra de Lindenbaum da légica do plausivel tem as

propriedades que definem uma dlgebra monddica da ubiquidade. [ |

Teorema 4.5.2 Uma légica monddica da ubiquidade (U, I) ¢é
semanticamente correta se ela tem uma interpretacao, isto é, se existe um

homomorfismo f (U, I) — (B, {0}), tal que se p € I, entao f(p) = 0.

Demonstragao: Andloga aquela dada no Teorema 3.6.1, fazendo as

permutas de M por U e I ideal monddico por I ideal monddico da ubiquidade.ll

Corolirio 4.5.3 Se p ¢ demonstravel em (U, I), entdo p é vélido em (B,

{0}).

Demonstragao: Se p é demonstravel em (U, I), entdo p’ € I e dai f(p’) =0

e, portanto, f(p) = 1. [ |

Teorema 4.5.4 (Completude) Toda légica monddica da ubiquidade é

semanticamente completa.

Demonstracao: Desde que cada interpretagdo de (U, I) num modelo (B,
{0}) induz, de forma natural, um homomorfismo de U/I em B e como a tnica
restricao sobre B é que seja uma &dlgebra simples, entao a questao da completude

seméntica restringe-se em mostrar que U/I é semisimples. Mas, segundo o
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Teorema 4.4.2, toda &lgebra monddica da ubiquidade é semisimples e, dessa

maneira, toda légica monddica da ubiquidade é semanticamente completa.ll

Corolario 4.5.5 Se p é valido em (B, {0}), entdo p é demonstravel em (U,

I).
Demonstracao: O teorema anterior mostra que se p é refutdvel em (U, I),
entdao p nao é vélido em (B, {0}). [
Com isto concluimos que a légica monddica da ubiquidade é correta e
completa.

Como o Teorema 4.5.2 mostra que toda dlgebra de Lindenbaum da légica
do plausivel é uma é&lgebra monddica da ubiquidade, entao temos também a
adequacao da légica do plausivel segundo os modelos algébricos das dlgebras

monddicas da ubiquidade.
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Consideracoes Finais

O presente trabalho mostrou um modelo algébrico do quantificador da
ubiquidade, que foi apresentado inicialmente em versao modulada, ou seja, para
sua semantica foi dada como uma estrutura de primeira ordem acrescida dos
espacos pseudo-topolégicos.

Nos primeiros capitulos fizemos uma reflexao sobre o tema dos quantifi-
cadores. Como uma continuacao a estes estudos, discorremos, sucintamente,
sobre a légica da ubiquidade, que introduz o quantificador modulado da ubiqui-
dade, objeto de estudo desta Dissertacao. A légica da ubiquidade foi inicialmen-
te apresentada por Gracio (1999) e Gracio e Carnielli (2008).

Prosseguindo, procuramos entender as motivagoes dos modelos algébricos
apresentados nos textos de Paul Halmos, a saber, as dlgebras e légicas mondadi-
cas.

E por fim, estendemos tais nocoes para os elementos particulares da 16gi-
ca da ubiquidade através de modelos algébricos no estilo de Halmos. Para tanto,
trabalhamos apenas com uma versao de légica monddica

Contudo, obviamente nao temos claro que seja o unico, nem o melhor
modelo algébrico para esta légica.

As ideias em modelos algébricos usa com bastante frequéncia as nocoes de
filtros e ideais, no nosso trabalho decidimos por utilizar os ideais por ser um
caminho mais usual.

No entanto, esse trabalho torna possivel verificar se uma férmula A é ou
nao um teorema da légica da ubiquidade, através de um modelo puramente al-
gébrico.
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Podemos dizer que um dos intuitos deste trabalho seria a obtencao de um
modelo para a légica da ubiquidade um pouco mais préoximo & nossa intuicao,
pois a medida que tentamos capturar as nogoes de quantificador a partir de
conceitos algébricos, tomando por exemplo, o quantificador existencial (3) como
uma generalizagao da disjuncao (V), ou seja, uma disjun¢ao infinita, parece-nos
entao que, esta abordagem aproxima-se do que intuitivamente pensamos ser um
quantificador.

Ao apresentarmos tais conceitos, mostramos a corre¢ao e completude des-
te modelo algébrico.

E exatamente neste ponto que vemos a maior vantagem nesta aborda-
gem, pois mostramos a adequacao sem sequer sairmos do ambiente algébrico o
que nos permite certa facilidade na abordagem com relacao aos métodos tradi-
cionais.

Portanto, podemos dizer que o presente trabalho pretendia mostrar um
novo modelo, no caso algébrico, para o quantificador da ubiquidade e este obje-

tivo foi alcancado.
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Apéndice
Neste apéndice apresentaremos sucintamente o conceito de ideais, filtros e

homomorfismos booleanos.

Definicao Um Ideal Booleano I em uma &dlgebra B é um subconjunto de
B, tal que:

(i) 0 € I;

(ii) Se p € I e g € I, entao pvg € I;

(iii) Se p € I e ¢ € B, entdao pAg € 1

O conceito complementar ao conceito de ideais chamamos de filtros.

Definicao Um F'iltro Booleano F em uma &dlgebra de Boole B é um sub-
conjunto de B, tal que:

(i) 1 € F;

(ii) Se p € F e q € F, entao pAq € F;

(iii) Se p € F e ¢ € B, entao pvq € F.

Definicao Um homomorfismo booleano é uma fungao f de uma algebra de
Boole B em uma outra dlgebra de Boole A, tal que:

(i) fleng) = fip) A fq)

(i) fipvg) = flp) v flg)

(iif) fi=p) = —f(p)
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Abaixo algumas observagoes sobre estes homomorfismos.

(i) Quando esta funcdo é injetiva temos um monomorfismo;

(ii) Quando esta fungao é sobrejetiva temos um epimorfismo;

(iii) Quando esta fungao é bijetiva temos um isomorfismo.

(iv) Quando B = A e temos um isomorfismo dizemos que existe um au-

tomorfismo.

Definigao O conjunto I = {f(p) = 0, Vp € B} é chamado de nicleo de

um homomorfismo booleano f.

Claramente vemos que o conjunto I se trata de um caso de ideal.

E, por fim, algumas defini¢oes de ideais que foram tratados neste texto.

Definicao Um ideal é dito prdéprio se este nao contém o elemento 1.

Definicao Um ideal é dito imprdprio se este contém os elementos 0 e 1.

- 116 -



Referéncias Bibliogrdficas

BARWISE, J.; COOPER, R. Generalized quantifiers and natural language.

In: Linguistics and Philosophy, vol. 4, p. 159-219, 1981.

BENTHEM, J. V.; WESTERSTAHL, D. Directions in Generalized

Quantifier Theory. In: Studia Logica, vol. 55, p. 389 — 419, 1995.

BETH, E. W. The fundations of mathematics. Amsterdam: North Holland,

1959.

BOZA, T. A. S. Tableaur para uma Ldgica Proposicional do Plausivel.

Relatério de Pesquisa. Orientador: Hércules de Araujo Feitosa. Bauru, 2010.

BOZA, T. A. S. Semdntica Relacional para uma Légica Proposicional do
Plausivel. Relatério de Pesquisa. Orientador: Hércules de Araujo Feitosa. Bauru,

2011.

- 117 -



BOZA, T. A. S.;; FEITOSA, H. A.; NASCIMENTO, M. C. Algebraic
Aspects of the Plausible Logic. In: 8th Conference Brazilian on Dynamics,

Control and Applications - DINCON'09, Archimedes Series, vol. 8. Bauru, 2009.

BULL, R.; SEGERBERG, K. Basic modal logic. In: Gabbay, D.;
Guenthner, F. (Eds.) Handbook of philosophical logic, vol. II. Dordrecht: D.

Reidel, p. 1 — 88, 1984.

CARNIELLI, W. A.; EPSTEIN, R. L. Computabilidade, funcoes
computdveis, légica e os fundamentos da matemdtica. Sao Paulo: Editora

UNESP, 2006.

CASTRUCCI, B. Elementos de teoria dos conjuntos. Sao Paulo: G.E.E.M.,

1967.

CHELLAS, B. F. Modal logic: an introduction. New York: University Press,

Cambridge, 1999.

CORREA DA SILVA, F. S.; FINGER, M.; MELO, A. C. V. de. Ldgica

para computacao. Sao Paulo: Thomson, 2006.

- 118 -



EPSTEIN, R. L. The semantic foundations of logic, vol. 1: propositional

logics. New York: Oxford University Press, 1995.

FEITOSA, H. A.; NASCIMENTO, M. C.; BRUNO-ALFONSO, A. Teoria
dos conjuntos: sobre a fundamentacao matemdtica e a construcao de conjuntos

numéricos. Rio de Janeiro: Editora Ciéncia Moderna, 2011.

FEITOSA, H. A.; NASCIMENTO, M. C.; GRACIO, M. C. C. 4
propositional version of the plausible logic. In: Cezar Mortari e Luiz Henrique
Dutra. (Org.). Simpésio Internacional Principia — Rumos da Epistemologia.

Florianépolis: NEL/UFSC, vol. 9, p. 185 — 196, 2009.

FEITOSA, H. A.; PAULOVICH, L. Um prelidio & légica. Sao Paulo:

Editora Unesp, 2005.

FRAPOLLI SANZ, M. J. Cuantificadores. In: Frépolli Sanz, M. J.

(Coord.) Filosofta de la légica. Madrid: Tecnos, p. 151 - 178, 2007.

- 119 -



FREGE, G. Conceptografia, 16s fundamentos de La aritmética: otros es-
tudos filoséficos. Tradugao de: Hugo Padilla. In: Fernando Salmerén. Colegao:

Filosofta Contempordnea. Série: Textos Fundamentales, 1972.

GENTZEN, G. The collected papers of Gerhard Gentzen. North Holland

Publishing Company: Amsterdam — London, 1969.

GOLZIO, A. C. J. Elementos algébricos para a mo¢io de 'poucos' e sua
formalizacao em  sistemas [dgicos dedutivos. Dissertagao de Mestrado.

Orientador: Hércules de Araujo Feitosa. Marilia: UNESP, 2011.

GONZALEZ, M. E. Q.; HASELAGER, W. F. G. Raciocinio abdutivo,
criatividade e auto-organizacao. Cognitio: Revista de Filosofia, nimero 3, p. 22-

31, 2002.

GRACIO, M. C. C. Ldgicas moduladas e raciocinio sob incerteza. Tese de
Doutorado, Institute of Philosophy and Human Sciences, State University of

Campinas, 1999.

GRACIO, M. C. C.; CARNIELLI, W. A. Modulated logics and flexible

reasoning. Logic and Logical Philosophy, volume 17, p. 211 — 249, 2008.

- 120 -



HALMOS, P. R. Algebraic Logic. New York: Chelsea Publishing Company,

1962.

HALMOS, P. R. Algebraic Logic, I. Monadic boolean algebras. In:

Compositio Mathematica, p. 217-249, 1956.

HALMOS, P. R. The basic concepts of Algebraic Logic. In: The American

Mathematical Monthly, vol. 63, p. 363-387, 1956.

HALMOS, P. R.; GIVANT, Steven. Logic as Algebra. In: The

Mathematical Association of America, 1998.

HINTIKKA, J.; SANDU, G. What is quantifier? In: Synthese, vol. 98, n°1.

Symposium in Honor of Alastair Hannay and Dagfinn, p. 113-123, 1994.

KRAUSE, D. Capitulo 4: Légica e Ontologia, 2009. Disponivel em:

<http://www.cfh.ufsc.br/~dkrause/pg/cursos/Ontologia/LogOnto(LaTeX)

.pdf.A>. Acesso em: 28 janeiro de 2013.

- 121 -



KRAUSE, D. Introdu¢ao aos fundamentos axiomdticos da ciéncia. Sao

Paulo: EPU, 2002.

LINDSTROM, P. First order predicate logic with generalized quantifiers.

In: Theoria: A swedish journal of Philosophy and Psychology, vol. 32, p. 186-195,

1966.

LIPSCHUTZ, S. Teoria dos conjuntos. Tradugao Fernando Vilain Heusi da

Silva. Rio de Janeiro: Ao Livro Técnico, 1967.

MENDELSON, E. Introduction to mathematical logic. Princeton: D. Van

Nostrand, 1964.

MIRAGLIA, F. Cadlculo proposicional: uma interacao da dlgebra e da

l6gica. Campinas: UNICAMP /CLE. (Colegao CLE, vol. 1), 1987.

MORTARI, C. A. Introducio a ldgica. Sao Paulo: Editora UNESP:

Imprensa Oficial do Estado, 2001.

MOSTOWSKI, A. On a generalization of quantifiers. In: Fundamenta

Mathematice, vol. 44, p. 12-36, 1957.

- 122 -



NASCIMENTO, M. C., FEITOSA, H. A. As algebras dos operadores de
conseqiiéncia. In: Revista de Matemdtica e FEstatistica, vol. 23, nimero 1, p. 19-

30, Sao Paulo, 2005.

PINTER, C. C. Algebraic logic with generalized quantifiers. In: Notre

Dame Journal of Formal Logic, vol. XVI, nimero 4, p. 511 — 516, 1975.

PRIEST, G. An introduction to mon-classical logic. United Kingdom:

University Press, Cambridge, 2001.

RODRIGUES, A. P. Sobre quantificadores: wma formalizacio do
quantificador ‘quase sempre’. Dissertacao de mestrado, programa de Mestrado
em Filosofia da Mente, Epistemologia e Lbgica, Faculdade de Filosofia e

Ciéncias, Universidade Estadual Paulista. Marilia, 2011.

SALMON, W. C. Ldgica. Traducao de Leonidas Hegenberg e Octanny

Silveira da Mota. Zahar Editores S. A.: Rio de Janeiro, 1963.

SCABIA, M. L. D. C. Ldgica: temas de filosofta. Editora Labor, S. A.

Barcelona, Cataluna, 1976.

- 123 -



SHER, G. Logical Quantifiers. In: The Routledge Companion to Philosophy
of Language, edited by Gillian Russell e Delia Graff Fara. New York: Routledge,

p- 979 — 595, 2012.

SHOENFIELD, J. R. Mathematical logic. Addison-Wesley Pub, 1967.

SILVESTRINI, L. H. da C. Um sistema de Tableaur Analiticos para a

Légica do Plausivel. Volume 6, nimero 2, p. 57 — 71. ISSN: 1807-8281, 2007.

SMULLYAN, R. First-order logic. Amsterdam: North-Holland, 1971.

VAANANEN, J. Generalized Quantifiers, an introduction. In: Bulletin of
the European Association for Theoretical Computer Science, vol. 1754, p. 1 — 17,

Springer, 1999.

WESTERSTAHL, D. Generalized quantifiers. In: Stanford Encyclopedia of
Philosophy, 2005. Disponivel em:

<http://plato.stanford.edu/entries/generalized-quantifiers/>. Acesso em:

18 de janeiro de 2013.

- 124 -



WESTERSTAHL, D.; PETERS, S. Quantifiers. Cap. 2, 2002. Disponivel
em:

<http://www.stanford.edu/group /nasslli/courses/peterswes /PWbookdraft2-

3.pdf>. Acesso em: 18 de janeiro de 2013.

- 125 -



