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RESUMO

Neste trabalho serdo estudados os conceitos de teoria de grupos e representacdes de grupos, principal-
mente grupos de Lie, com o foco no desenvolvimento de uma fundamentagdo matematica necessdria
para se estudar as representacoes irredutiveis do grupo de Poincare; também serd visto de forma con-
sistente um desenvolvimento em primeiros principios (seguindo o formalismo de Weinberg presente
em [[15]]) do conceito de campo quéntico; por fim serd feita uma aplicagdo dos conceitos previamente
desenvolvidos na tentativa de se encontrar um possivel candidato para preencher as chamadas classes

nao-usuais de Wigner.

PALAVRAS-CHAVE: Simetria; Poincare; Lorentz; Teoria Quantica de Campos; Weinberg; Wigner;
ELKO; classes ndo usuais de Wigner; Método de Classificagao de Wigner.



ABSTRACT

In this work we will study the concepts of the groups theory and representations theory of groups, Lie
groups mainly, focusing in the development of the main mathematical tools to study the irreducible
representation of Poincare group; also we will show a develompment at first principles (following
Weinberg’s formalism in [[I5]]) about quantum field; finally we will try to find a good candidate to reach

so-called non-standart Wigner’s classes.

KEYWORDS: Symmetry; Poincare; Lorentz; Quantum Field Theory; Weinberg; Wigner; ELKO;

non-standart Wigner classes; Wigner Classification Method.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho tem por objetivo expor o desenvolvimento de minha pesquisa no mestrado em fisica
do programa de p6s-graduacdo da UNESP (campus de Guaratinguetd), como parte obrigatdria para a
obtencdo do titulo de mestre.

A ideia por tras desta pesquisa € buscar informacdes fundamentais em teoria quintica de campos
para que, de alguma maneira, possa ser feito alguma inferéncia de cunho fisico. Portanto boa parte
deste trabalho representa uma leitura critica sobre alguns aspectos candnicos da teoria quantica de
campos (TQC), mas deve-se ressaltar que o formalismo escolhido para tal pesquisa é fortemente
baseado nas ideias presentes em [[T5]], [1§], e [20].

Um aspecto mais pratico que motivou a busca por tais informac¢des fundamentais, de primeiros
principios, foi o trabalho desenvolvido em [23]], em que se faz uma analise simples sobre como elencar
certo tipo de campo a um candidato a descrever particulas que por sua vez estariam relacionadas a
matéria escura, dada a natureza nao usual do campo em questao.

Em TQC, ha muito se sabe, gracas a trabalhos como de Wigner e Bargmann, por exemplo, que é
possivel se classificar tipos de particulas de acordo com seu comportamento mediante a atuacdo de
certas simetrias, como por exemplo as simetrias de paridade, reversdao temporal e conjugacdo de carga
(simetria interna). Wigner em [21]] mostrou explicitamente que podemos classificar as particulas em
quatro grupos, a depender de como o estado pelo qual elas sdo representadas reage mediante a atuagao
de P?, T? e (CPT)>.

No entanto, desde entdo, sabe-se que a maioria das particulas pertence ao mesmo tipo. Na verdade,
praticamente toda TQC € construida levando-se em conta apenas a mesma classe, desconsiderando
ou reduzindo outros tipos ao caso mais usual. Acontece que recentes descobertas de possiveis novos
campos, ou mesmo de possiveis novas particulas, abriram novas oportunidades de se revisitar essa
classificacdo, como por exemplo no trabalho sobre o ELKO [24]].

[23]], fez-se o seguinte questionamento: é sabido que na TQC candnica néo se pode esperar novas
particulas a serem classificadas pelas classes nao-usuais (ou nao-standart) de Wigner que se comportam
da maneira usual, mas e se por um acaso estas novas particulas niao responderem de maneira usual as
simetrias discretas? Poderiam elas serem classificadas nas classes ndo usuais? Poderiam elas estar
associadas a campos também nao usuais? Caso possam, que tipo de fisica elas representam?

Para que todas estas perguntas sejam ao menos bem compreendidas se faz necessario o estudo
sistematico dos fundamentos da teoria quantica de campos que se estd querendo questionar.

Por isso, neste trabalho veremos no capitulo 2 as bases matemaéticas necessdrias para se entender
o conceito por tras de particulas, estados e representagdes dos grupos de Poincare e Lorentz; no
capitulo 3 veremos aplicacdes consistentes do ferramental visto no capitulo anterior, bem como as
ideias necessdrias para se construir a no¢do elementar de uma particula para que se possa chegar na
ideia de campo; no capitulo 4 veremos como a ideia de campo pode se originar sem que se faca,
necessariamente, referéncia a uma fisica lagrangeana, tudo de forma bastante consistente e autocontida;

por fim, no capitulo 5 serd feita uma verificagdo de uma forma geral para o operador 7' no caso com
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degenerescéncias além do spin, proposta no Apéndice C de [[15]], assim como uma breve investiga¢ao
sobre algum bom candidato para que sejam alcancadas as classes ndo-usuais de Wigner; no capitulo 6
temos a conclusdo.

Em prol de uma leitura mais fluida, optou-se por deixar para os apéndices [A]e B] respectivamente,
uma demonstra¢cdo do Lema de Schur (e dois corolérios), uma demonstracdo de uma proposicao sobre

a natureza das representacdes de um grupo de Lie ndo-compacto.
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2 NOCOES DE TEORIA DE GRUPOS E TEORIA DE REPRESENTACOES

Das vérias maneiras possiveis de se trabalhar com teoria de grupos, foi-se escolhida, para este texto,
aquela que permite um estudo bastante satisfatério da ideia de simetria em fisica. Sendo mais preciso,
estamos interessados em uma noc¢ao que seja mais conveniente para a teoria quantica de campos (TQC)
do que € uma simetria. Dessa maneira podemos dizer que uma simetria é uma caracteristica de um
sistema fisico que se preserva diante de uma transformagcdo nesse mesmo sistema. Uma no¢ao mais
geral sobre simetria pode ser consultada em [[I]], uma obra do matemético Hermann Weyl dedicada
exclusivamente a esse tema. Imbuidos dessa ideia de simetria podemos fazer uma associagdo da
nog¢do de grupos com a fisica; podemos entender um grupo como sendo um ente matemdtico capaz de
descrever as simetrias de um dado sistema fisico.

Como dito anteriormente, assim como na teoria de grupos, a teoria de representacdoes também
possui vdrias abordagens, algumas que sequer se relacionam a fisica, mas aqui preferimos lidar com a
ideia de uma representacdo de grupo, ou seja, de uma maneira simples, uma ferramenta que € capaz
de expressar um grupo, em alguns casos, literalmente representar a no¢do abstrata de um grupo de tal
forma que seja possivel a manipulacdo matematica dessas representacdes € posteriormente a extragdao
de algum significado fisico.

Neste capitulo veremos com mais clareza as ideias de grupos e de representacdes de grupos.

2.1 GRUPOS

Comecemos com a definicdo de um grupo, mas antes facamos algumas pré-defini¢des, sempre na

busca de uma ideia bastante precisa do que é um grupo; segundo [2]]:

I) Uma operagdo bindria o sobre um conjunto GG € uma fun¢do o : G X G — G. Paratodo a,b € G

temos a o b para o(a, b);

IT) Dizemos que uma operacdo bindria o sobre o conjunto G € associativa se para todo a, b, c

pertencentes ao conjunto G tivermos a o (boc) = (aob) oc;
III) Seja o uma operacdo bindria sobre GG e sejam a e b elementos de G, podemos dizer que os
elementos comutam se a o b = b o a. o (ou GG) € dito ser comutativa (ou comutativo) se para todo a, b

elementos de (G tivermos ¢ o b = b o a.

Com as defini¢des acima podemos dizer que um grupo é o par ordenado (G, o) em que é G um

conjunto de elementos e o € uma operacao bindria que respeita trés axiomas:

I)(aob)oc=ao(boc),paratodoa,b,c € G, ou seja, o é associativa;
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II) Existe um elemento e em G, chamado identidade de G, tal que para todo g € G temos

goe=eog=y;

III) Para cada g € G existe um elemento g~! de GG, chamado inversa de g, tal que go ¢! =

g log=e.

De imediato se pode concluir que o segundo axioma garante que todo grupo € um conjunto nao
vazio; um grupo no qual G € um conjunto finito é chamado de grupo finito e o nlimero de elementos de
um conjunto € conhecido como ordem.

Podemos definir um tipo especial de grupo, para o qual todos os seus elementos comutam entre si,
ou seja, (G, o) € dito ser abeliandl|se V a,b € G temos a o b = b o a.

Usualmente, a operagdo bindria necessdria para que se defina um grupo é também chamada de
regra de composi¢cdo do grupo, ou ainda, produto associado ao grupo. Para o caso em que tivermos um
grupo formado por matrizes, por exemplo, essa operacio bindria € a regra usual de multiplicacdo entre
matrizes. Outra sutileza em relag@o a notagdo € que geralmente, ao se referir ao grupo em questao,
usa-se a notagdo (& para se referir ao grupo ao invés da nota¢do mais completa (G, o), principalmente
quando a regra de composi¢ao for bem conhecida.

Podemos destacar quatro exemplos conhecidos de grupos (para outros exemplos ver [[2]] e [3]]):

i) Z: € um grupo em relagio a operagdo de adigdo usual + sendo e = 0 and g~! = —g¢, para todo g
€ Z;

ii) R — {0}: forma um grupo em relagio & operagdo de multiplicagdo usual x sendo e = 1 e
1
g =-Vg eR-{0}
9
iii) U(V) e SU(N): U(N) para N > 1 € o conjunto de todas as matrizes N x NN unitdrias U com
relagdo a regra de multiplicagdo usual de matrizes. SU(V) para N > 2 é o subconjunto de matrizes U

com det U = 1, também em relag@o a regra de multiplicacdo de matrizes;

iv) O(N) e SO(N): o conjunto de todas as N x N matrizes reais e ortogonais O (para N > 2)
¢ conhecido por O(N )E], O subconjunto dessas mesmas matrizes com det O = 1 é conhecido por
SO(N ) ambos os conjuntos formam grupos com relag@o a multiplicacio usual de matrizes.

Outras duas defini¢cdes sobre grupos sdo importantes para que possamos entender um pouco melhor

a nocdo de uma representacio e sua relacio com um grupo, sdo elas:

Definicao 1: Seja G um grupo e SG um subconjunto de GG que satisfaca todos as propriedades que
fazem G ser um grupo, entdo SG € chamado de subgrupo de GG, note que para SG ser um subgrupo de

O grupo SO(2) é um exemplo de grupo abeliano.

Em alguns textos a nomenclatura desse grupo pode aparecer como O (N, R) para ressaltar o fato de serem matrizes
reais.

Tanto para os casos em iii) quanto para os casos em iv) a letra S vem da palavra special pelo fato do determinante das
matrizes ser 1.
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G ele deve necessariamente conter o elemento identidade de G.

Definicao 2: Seja SG um subgrupo de G, se paratodo g € G e s € SG tivermos
g o s o gt € SG, entdo dizemos que SG é um subgrupo invariante de G, ou seja, a acdo
de um elemento de G sobre um elemento de SG ainda € um elemento de SG e portanto SG € invari-

ante mediante a acdo de um elemento de G.

2.2 REPRESENTACOES

Para que possamos definir com precisdo o que € uma representacdo, devemos antes entender
trés outros conceitos, o primeiro deles sendo homomor fismo. De uma forma genérica, em dlgebra
abstrata, um homomorfismo € uma relacdo entre duas estruturas algébricas de um mesmo tipo, de
maneira que as operagdes (e.g. uma operacado bindria) dessas mesmas estruturas sejam preservadas.
Por exemplo, sejam N e () dois conjuntos com a mesma operagdo bindriaoe h : N — @), h é dito

ser um homomorfismad se
h(ny ong) = h(ny) o h(ny) 2.1

para h(njony) € N e h(ny)oh(ne) € @ ,comn; ,ny € N.Parauma discussdo mais profunda
em homomorfismos ver [2]], [4] e [5]l.

Os outros dois conceitos, necessdrios para que se tenha uma definicao precisa de uma representagao,
sd0: o conceito de anel e o conceito de corpoE] Para apreciarmos tais conceitos seguiremos as no¢oes
presentes em [2]]. Em dlgebra abstrata, dado um conjunto R munido de duas operagdes bindrias +

e X (adi¢do e multiplicacdo), podemos chamar R de anel se esse conjunto respeita os seguintes axiomas:
i) (R, +) é um grupo abeliano;
ii) x € associativa, ou seja, para elementos a, b e ¢ de R temos: (a X b) X ¢ = a X (b X ¢);

iii) Vale a regra distributiva: (a +b) x c=(axc)+(bxc) e ax (b+¢)=(a xb)+ (axc)

paraa,be cem R.

Um anel R pode ter outras duas caracteristicas importantes, ser comutativo (caso a operagao de
multiplicacdo seja comutativa) e possuir uma identidade (se existe ] € Rtalqueax1=1xa=a
para a € R). Com isso em mente podemos definir um corpo qualquer F' como sendo um anel

comutativo, que possui uma identidade, no qual todo elemento ndo-nulo possui uma inversa.

4 Para o caso em que uma relaciio linear entre os conjuntos seja nio somente sobrejetiva, mas também injetiva (ou

seja, bijetiva) essa relacdo ganha o nome de isomorfismo; caso o homomorfismo seja injetivo (relagdo um para um) a
representacdo € dita ser fiel.

O termo em inglés para corpo é field; embora menos comum, uma traducao literal desse termo pode ser ser feita e o
termo em portugués passa a ser campo.
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De posse dessas trés ideias, a saber, homomorfismo, anel e campo, podemos enfim definir uma

representacdo, de acordo com [2]|:

Definicao 3: Sejam GG um grupo finito, F' um campo, V' um espago vetoria]ﬂ sobre F', e GL(V) 0
grupo de transformagdes lineares inversiveis de V' em V', entdo podemos dizer que uma representagdo

linea de G é qualquer homomorfismo h de G em G'L(V'), mais explicitamente
h:g € G— h(g) e GL(V), (2.2)

isso € o mesmo que dizer h(g1)h(g2) = h(g192) (equacdo [2.1])).

Como dito anteriormente, grupos sio entes matematicos abstratos bem como suas representacgdes.
Com uma perspectiva voltada para a TQC, faz sentido pensar em representacdes de grupos, sendo
mais especifico pensar em grupos como sendo a estrutura matemdtica que relaciona as transformacoes
de simetria de um dado sistema fisico. Consequentemente as representacdes desses tipos de grupo
seriam uma espécie de "realizacdo" dessa ideia matemdtica; uma das maneiras mais Uteis para a fisica
de se estudar representagdes € através das representagdes matriciais, mas como uma representacao
definida acima se relaciona com uma matriz? Pois bem, caso escolhamos um espaco vetorial V' de
dimensao finita n sobre o campo F' e fixemos uma base de V' podemos identificar o isomorfismo
GL(V) =2 GL,(F) que estabelece uma relacdo de um para um do grupo de transformagdes lineares
inversiveis de V (GL(V')) para com o grupo de matrizes inversiveis n x n (GL(n)).

Com o discutido acima podemos estabelecer varias definicdes importantes com relagdo a teoria das
representacdes (de grupos), por exemplo as representagoes irredutiveis € as representagoes unitdrias,

mas antes vejamos o conceito por tras das representacoes equivalentes.

Definicao 4: Duas representacdes sdo ditas equivalentes se elas puderem se relacionar através de

uma transformac¢do de similaridade, explicitamente:

’

h(g) = S'h(g)S, (2.3)

para h sendo uma representacdo de dimensao n de um grupo qualquer G com g € G e S uma matriz

nao singulalﬂ n x n. Podemos checar se de fato a equacdo (2.3)) é mesmo vilida
I (gs) = W' (g1)l (92) = S~ h(g1)SS ™ h(g2)S = S h(g1)Th(g2)S = S h(g192)S = ' (g162),

para g1, g2, g3 € GG e I sendo a matriz identidade.

Neste contexto podemos definir um espago vetorial V' pela quadrupla (V, F,+,-) emque + : V x V — V é a adi¢do
de vetorese - : F' x V' — V' ¢é a multiplicagdo escalar.

T TV V.

Em termos de notacdo, na maioria dos casos, quando um texto utiliza a palavra representacdo na realidade ele estia
fazendo referéncia as representacées lineares.

Uma matriz quadrada ndo singular, para nosso contexto, ¢ 0 mesmo que uma matriz inversivel.
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Vamos supor que uma representacao h, de dimensao n, de um grupo G possa ser escrita da forma

h(g)ii h(9)i2

h(g) N 021 h(g)22

, (2.4)

com h(g);; sendo ny X nqy, h(g)12 sendo ny X ny, h(g)e sendo ny X ngy, 0z; sendo ny X ny para
n = ni + ne. Uma representacdo € dita ser redutivel se ela for equivalente a uma representacao da

forma da equac@o (2.4)), consequentemente:
Definicao 5: Uma representacao € dita ser irredutz’ve se ela ndo for redutivel.

Existe uma relagdo mais profunda entre as representacdes redutiveis e as representacoes irredutiveis
que vai além dessa defini¢do quase tautologica. Ao olharmos com atengdo para a equagao (2.4) podemos
perceber que as representacdes que constituem h(g) também podem, elas préprias, serem redutiveis,
mas nesse caso sempre serd possivel atuarmos com uma transformacao de similaridade em cada uma
dessas representagdes de maneira que a forma final da representacao seja (utilizando a equagdo (2.3) e
a defini¢do de redutibilidade):

hy1(9) h,12<9) hys(g . hllk:(g)
hlzz(g) h/23(9 . h;k(g)

h(g)=S5"h(g)S=| 0 0 huslg) .. hale) |, (2.5)
0 0 0 . hi(9)

com as representacdes h’ (9)ij parai = je j =1,2,3,..., k sendo representagdes irredutiveis. Indo
além, para o caso em que seja possivel transformar todas as representacdes h’ (g)ij parai # j em

matrizes nulas, teremos uma representacao na forma

hy(g) O 0o ... 0
0 hay(9) O ... 0
h'(g) = 0 0 hglg) ... 0 (2.6)
0 0 0 ... hyulg)

~ " . . o~ . L . .

e nesse caso todas as representagdes h,;;(g) para i = j serdo irredutiveis. Com isso podemos ver que os
"blocos" construtores das representacdes redutiveis sdo as representacdes irredutiveis. Representagdes
equivalentes as representacdes escritas na forma da equacao (2.6) sao ditas serem representagées

completamente redutiveis. Por fim, vejamos como podemos definir uma representacdo unitaria:

Defini¢do 6: Dado um grupo GG uma representac@o h € dita ser unitdria se todas as matrizes h(g)

10" Podemos pensar na irredutibilidade de uma representacdo de outra maneira, associando a ideia de subgrupos invariantes;
sendo assim, uma representacgdo sera dita irredutivel se os tinicos subgrupos invariantes sdo o préprio grupo G e o vazio.
’ ~ ~ ’ ’ ’ ’ ’
1" 1'(g);; sdo representagdes n,; X n; de tal forma que d = ny + ny +n3 + .. + k.
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forem unitériaﬁ para todo g € G.

Apesar de ndo ser tdo comumente apresentado, o seguinte teorema (e seus coroldrios) sao sempre
citados em textos sobre fisica e sdo fundamentais na apreciacdo da teoria de representacdes, sua
demonstragdo pode ser apreciada parcialmente em [[6]], parcialmente em [[7]e [[§]l, tanto a disposigdo

do teorema quanto de seus coroldrios estdo baseadas em [[6],, [7]] e [[§]] (ver demonstragdo no apéndice[A):

Teorema 1 (Lema de Schulle): Sejam h; e hy duas representagdes irredutiveis (reais ou com-
plexas) de um grupo G atuando em dois espagos vetoriais V; e V5 respectivamente. Suponhamos a
existéncia do mapeamento linear ¢ : V; — V5, ¢; é chamado de um mapa de entrelagamentoﬁ] de

representacdes se

¢(h1(g)v1) = ha(g)d(v1), 2.7)

parag € Gewv; € Vi.

Parte 1): Sejam h; e hy duas representagdes irredutiveis (reais ou complexas) de um grupo G
atuando em dois espagos vetoriais V; e V5 respectivamente, € ¢ um mapa de entrelacamento, entdo ¢ é

um isomorfismo ou ¢ = 0;

Parte 2): Seja h uma representacdo complexa irredutivel de GG atuandoem V e sejam ¢ — ¢ e ¢ 0

mapa de entrelacamento ¢ : V' — V, entdo ¢ = kl para k € C;

Parte 3): Sejam h; e hy duas representacdes complexas irredutiveis de GG atuando em V; e Vs,

respectivamente e sejam ¢; # 0 e ¢o # 0 dois mapas de entrelacamento ¢y, ¢o : Vi — V5, entdo
¢1 = koo para k € C.

Corolario 1: Seja h uma representagdo h : G — GL(V') em que V' é um espaco vetorial complexo,
se C'éum subgrupoE] de G formado pelos elementos de G que comutam com todos os elementos de
G entdo h(C') = kI, para k € C.

Corolario 2: Se G é um grupo abeliano entdo todas as suas representacoes irredutiveis sobre

espagos vetoriais complexos sdo 1-dimensional;

Com isso podemos avancgar para a ultima parte do ferramental matematico deste trabalho que é
definirmos grupos de Lie, dlgebras de Lie e como esses dois conceitos se relacionam entre si € com as

representagoes.

Uma matriz U complexa é dita ser unitria se UUT = UTU = I em que I é a matriz identidade e U é o transposto
conjugado.

Em matematica a palavra lema costuma aparecer para fazer referéncia a um teorema que serve, geralmente, para provar
outras afirmacgdes. No entanto, essa classificagc@o é arbitrria e aparece aqui apenas por tradi¢c@o de escrita.

Mapa de entrelacamento € o nome dado a um mapa equivariante quando aplicado a teoria de representacdes.

As vezes esse subconjunto é também chamado de centro de G.
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2.3 GRUPOS DE LIE

Como argumentado em [§] e [[7]] € possivel se falar de grupos de Lie de varios angulos diferentes.
Um grupo de Lie deve certamente respeitar os axiomas que formam a defini¢do de um grupo qualquer,
mas também deve respeitar certas caracteristicas de espagos topoldgicos, assim como de variedades
analiticas. Como dito anteriormente, a maioria dos grupos de interesse na fisica (e neste trabalho) sao
grupos de matrizes, assim como suas representacdes o sao, mais ainda sdo grupos lineares de matrizes,
portanto faz mais sentido que trabalhemos com a no¢ao de grupos de Lie que melhor se enquadra
nessas caracteristica. Mas apesar dessa escolha, podemos deixar, por uma questdo de completeza, uma

defini¢cdo mais genérica de grupos de Lie:

Definicao 7: Um grupo de Lie é uma variedade suave dotada das propriedades de um grupo, das

quais a regra de composi¢do e a operagdo de inversdao sdo mapas suaves.
Dentro do contexto deste texto, definiremos um grupo de Lie da seguinte maneira:

Definicao 8: Seja G um grupo de Lie (de matrizes), G é um subgrupo do grupo G L(n,C) com a
propriedade de que se tivermos qualquer sequéncia A,, € G de matrizes convergind para alguma

matriz A, ou A € G ou A ndo é uma matriz inversivel ]

Mesmo estando interessado nas propriedades dos grupos de Lie que decorrem da defini¢ao acima,
¢ importante notar que os grupos Lie s3o comumente associados a algumas de suas caracteristicas
topoldgicas. E estas mesmas caracteristicas serdo importantes para nosso texto na classificacao de

alguns grupos, por conseguinte, vejamos quais € como elas podem ser definidas.

Definicdo 9: Um grupo de Lie € dito ser compacto se os parametros associados ao grupo em
questdo variam em um intervalo fechado. Utilizando a defini¢do acima como referéncia, tem-se que
para toda sequéncia A,, € G que converge para A teremos A € G e vai existir uma constante qualquer
K de maneira que para todo A € G teremos |A4;;| < K el <1i,j < n,com G sendo subgrupo de
GL(n,C).

Definiciio 10: Um grupo de Lie é dito ser conexo se para quaisquer elementos de G, digamos ¢ e

g tivermos um caminho ¢'(t) continuo (a < t < b) em G de maneiraque g'(a) =g e g (b) =g .

Definicao 11: Um grupo de Lie € dito ser simplesmente conexo se puder contrair continuamente

todo caminho continuo e fechado em G para um ponto em G'.

16 Uma sequéncia A,, de matrizes complexas ¢ dita ser convergente para uma matriz A se cada entrada em A,,, converge
para a respectiva entrada em A.

17" Vale notar que se GG é um subgrupo de G'L(n, C) entdo necessariamente o produto de duas matrizes quais de G'L deve
pertencer a G bem como a inversa de G L.



21

Os grupos O(n), SO(n), U(n) e SU(n) sdo exemplos de grupos compactos; os grupos G'L(n, C),
SL(n,C),U(n) e SU(n) paran > 1 sdo exemplos de grupos conexos; o grupo SU(2) é um exemplo

de grupo simplesmente conexo.

2.4 ALGEBRA DE LIE

Um importante objeto nos estudos dos grupos de Lie € a estrutura matemaética abstrata conhecida
como algebra de Lie. Vejamos como podemos entendé-la e associd-la a um grupo de Lie de matrizes.

Uma defini¢do abstrata de dlgebra de Lie se da da seguinte maneira:

Definicao 12: Uma dlgebra de Lie, real ou complexa, dimensionalmente finita € um espago vetorial
também dimensionalmente finito a munido de uma operacdo bilinear [ , |:a x a — a, tal que

para quaisquer A, B,C' € a as relagdes abaixo sao satisfeitas:

[A, B] = —[B, A] = [A, A] =0, antissimetria; (2.8)

[[4, B], C]+[[B, C], A] +[[C, 4], B] =0, identidade de Jacobi. (2.9)

Dois elementos de uma édlgebra de Lie comutam se [A, B] = 0, caso para todo A, B € a tivermos
[A, B] = 0 a dlgebra em questao ¢ dita ser comutativa. A operagdo bilinear [ , ] é também
conhecida como uma operagdo de colchetes sobre a ou colchetes de Lie.

Estamos préximos de encontrar uma relagao direta entre grupos de Lie matriciais e dlgebras de Lie

do mesmo tipo, para tanto vejamos algumas outras defini¢oes:

Definicdo 13: Seja X uma matriz n x n, a exponencial de X (e* ou exp X) é definida através da

série de poténcias:
oo Xm
X _
€ = E o (2.10)

m=0

em que X" é a matriz identidade e X™ para m > 2 € o produto da matriz X por ela mesma m-vezesm

Definiciio 14: Uma fungdo A : R — G L(n, C) é chamada de subgrupo paramétrico ou subgrupo
1-paramétrico de GL(n,C) se

I): A é continua;
II): A(0) =1,
II): A(t + s) = A(t)A(s) para s,t € R.

18 E importante ressaltar que a equacio || converge para todo X € M, (C) e eX é uma fungio continua de X, a
demonstragdo dessa afirmacdo pode ser encontrada em .
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Com o que definimos até 0 momento podemos fazer uma associa¢ao entre um grupo de Lie de

matrizes e uma dlgebra de Lie de matrizes da seguinte maneira:

Definicao 15: Seja G um grupo de Lie de matrizes, a dlgebra de Lie g associada a G € o conjunto

de todas as matrizes X tal que !X € G paratodot € R.

Mais forte que associar uma dlgebra a um grupo, podemos garantir que essa associagcdo € tnica

para o caso de grupos de Lie matriciais.

Teorema 2: Seja A(-) um subgrupo 1-paramétrico de G L(n, C), existe uma tnica matriz n X n
complexa X tal que
A(t) = . (2.11)

A demonstracdo desse teorema pode ser encontrada em [[7]].

Vamos explorar as caracteristicas dos subgrupos 1-paramétricos para melhor enxergar uma relacdo
entre essas caracteristicas e os grupos de Lie e as dlgebras de Lie (o processo desenvolvido aqui é
semelhante ao desenvolvido em [9] e [I0])).

Dado um subgrupo 1-paramétrico A(-) de um grupo (G, vamos assumir a existéncia de um elemento
A desse grupo e que esse elemento seja caracterizado por um nimero finito de pardmetros a', a?, ..., a"
formando um conjunto {a}; o grupo A(-) serd um grupo de Lie conexo se seus elementos estiverem re-
lacionados a identidade através de sequéncias continuas de elementos do grupo; obviamente, elementos
distintos desse grupo corresponderdo a conjuntos distintos de valores para os parametros. Suponhamos,
por exemplo A(a) e A(b), podemos dizer que os elementos do grupo dependem de maneira suave
dos parAmetros a’, por ser um grupo a lei de composicdo entre dois elementos do grupo deve ser
A(a)A(b) = A(c) tal que

¢ = ¢'(a,b), (2.12)

em que ' sdo funcdes suaves de a e b e valha

I) (associatividade):

¢'(a, (b, c)) = ¢'(p(a,b),c); (2.13)
II) (identidade):
©'(a,a0) = ¢'(ag,a) = a’; (2.14)
(com A(ag) = A(0,0, ...,0));
III) (inversa):
cpi(a, a) = gpi(d, a) = af) =0, (2.15)

(com A(a) tendo sua inversa em A(—a)).
As matrizes associadas ao grupo de Lie em questido dependem suavemente dos parimetros a’, o

que permite a expansao de cada elemento de cada matriz em uma série de Taylor em torno do ponto
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a' = 0, em termos da matriz A:

- 0A 1 .. 0%A . 1 . .
_ i Q] = X iaJ Y
A(a)-l—l—a ( ai>a:0—|—2!aa ( " aj)azo—i—..._l—i—le—l—2aaXU—|—... . (2.16)

—10A
da’
de um grupo € um objeto pertencente a um conjunto que em alguns casos pode ser combinado aos

As matrizes X; = ( ) sdo chamadas de geradores do grupo. Por definicdo um gerador
a=0

elementos de um grupo de maneira a gerar todo o grupo, quando isso € possivel podemos exprimir um
elemento genérico do grupo através do uso dos geradores, desde que sejam especificados o conjunto
de parametros que o caracteriza. Vejamos como.

Podemos expandir em série de Taylor a lei de composi¢c@o dos parametros (:

k — k i 7 ]
¢"(a,b) = ¢7(0,0) +a (8ai >a:b:0 +b ( o' ) s + 20"\ 9aivai a=b—0

2.17
Ly (22 + L (22 + o
2! oo ) _,_o 2! a0’ ) ,_, o
Donde valem as relagdes
$"(0,0) =0;  ¢"(a,0) =a"  "(0,0) =" ¢(a,—a) =0, (2.18)
implicando
Dt Ok
(a(pi) B (aii ) o &1
4"/ a=b=0 a=b=0
¢ 2k 2k
09 _ (22 = 0. (2.20)
da'da’ ) ,_,_, ovov ) _,_,
©*(a, b) pode ser escrito como
1 o
©"(a,b) = a® + b* — §ijalbf + .. (2.21)
com o
Chalt) = — ( ki ) , (2.22)
J 0a'obl ) _, o
(2.18) e (2.21)) nos fornece .
0=d"—a"+ §ijfziaj +... (2.23)

que satisfaz Cfa’a’ = 0. Escrevendo C¥ como Cf = (CE + CF) + 2(CE — CF) = b + [,
ko ko fk _ _ fk —
percebe-se que ¢;; = 0, consequentemente C7: = fi% = — f;:. Com (2.16) em A(a)A(b) = A(p(a,b))

ficamos com

4 1. . 1.
(2.24)

(1 +ip*(a,0) X; + 590’(@, b)¢’ (a, b) X;; + ) :
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Substituindo (2.21)) em (2.24)), igualando os coeficientes de a'b’ dos dois lados da equacio e

lembrando que X;; € simétrico, temos:
) ) . 1 . .
—d"V X, X; = —% fii Xid" b + E(aklﬂ + a?bF) Xy (2.25)
Trabalhando (2.25)) temos

(@ V) (X5 X} — (@ — )X, X =

i . oo - 1 o - (2.26)
—Zf,szi(a bV —adb") + iij(a v+ a’b").
Ao comparar os coeficientes encontramos
1
Xy = =3{X0, X} 2.27)
e
(X, Xj] = ify; X (2.28)

Com isso, definimos f,ﬁ ; como sendo as constantes de estrutura e para encontrarmos a forma de um
elemento genérico do grupo trabalhemos a expressio de A(y(a, b)); ao substituir a expressdo para X;;
ficamos com

) 1 . ;
Alipla, b)) = 1+ (a, )X, — 5 (a, D) (0, B Xi X+

i ‘ (2.29)
_ng(a’ D)’ (a,b)¢"(a, b)) X; X; X...
A equacdo (2.29) equivale a expansdo em série de Taylor para a fun¢do exponencial, ou seja,
Alp(a, b)) = exp(iv'(a, b) Xi), (2.30)

com ¢'(a, b) dependendo de a’, b’ e das constantes de estrutura e sendo determinado ordem a ordem.

Para o caso especifico em que b* = 0
A(a) = exp(ia'X;), (2.31)

a equacao (2.31)) € vélida na vizinhanca da identidade de cada elemento do grupo e para o caso de um
grupo de Lie compacto e conexo ela € a representacdo de um elemento genérico do grupo.

Com o que foi trabalhado acima podemos estabelecer uma relagdo mais explicita entre os grupos
de Lie e as dlgebras de Lie além do que ja foi definido até aqui. Para o caso dos grupos de Lie conexos
encontramos

(X, X;] = ifE Xy, (2.32)
algebra associada ao grupo. Podemos definir um objeto importante no estudo de grupos, o chamado

em que f;2’s sdo as constantes de estrutura, os X;’s os geradores do grupo e | , ] os colchetes de Lie da
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operador de Casimir, um operador obtido através da dlgebra de Lie associada ao grupo, que tem a
propriedade de comutar com todos os geradores do grupo.

Para finalizar este capitulo vejamos os enunciados de trés teoremas importantes no estudo de
teoria de grupo e representagdes que por vezes sdo utilizados em fisica, ainda que nao enunciados

explicitamente.

Teorema 3: Sejam N e () dois grupos de Lie matriciais e n e q suas respectivas dlgebras de Lie

associadas, se IV e () s@o localmente isomorficos entdo n e q sdo localmente isomorficas.

Teorema 4: Sejam N e () dois grupos de Lie matriciais e n e q suas respectivas dlgebras de Lie

associadas, se n e q sdo localmente isomorficas entdo N e () s@o localmente isomorficos.

Os Teoremas 3 e 4 também sdo conhecidos em alguns textos como Primeiro e Segundo Teorema
Fundamental de Lie, respectivamente. Existe ainda um Terceiro Teorema Fundamental de Lie, mas
foge do escopo deste texto. E importante pontuar que existem muitas formas de se enunciar os trés
teoremas fundamentais e provavelmente a maioria delas difere dos teoremas originais propostos por
Sophus Lie em suas trés principais obras Theorie der Transformationsgruppen I (1888), Theorie
der Transformationsgruppen 11 (1890) e Theorie der Transformationsgruppen III (1893). Os dois
teoremas acima foram enunciados de acordo com [[I1]], onde o leitor pode encontrar suas respectivas
demonstracoes.

Uma aplicacdo bastante comum do estudo da élgebra de Lie de um grupo de Lie na fisica € a
tentativa de se encontrar uma relacdo entre a dlgebra de Lie estudada com uma algebra de Lie conhecida
e a partir dai encontrar o grupo de Lie relacionado a dlgebra de Lie desconhecida e por fim encontrar o
grupo de Lie conhecido que é homomorfico ao grupo de Lie desconhecido, tendo esse homomorfismo
sido induzido pelo homomorfismo entre as dlgebras de Lie. Esta estratégia € bastante vidvel quando ndo
se conhece bem a estrutura de um determinado grupo de interesse. No entanto € importante ressaltar
que geralmente os teoremas que permitem esse tipo de estudo sdo mais restritos com relagdo ao tipo de
grupo de Lie em questio; é comum que esses grupos tenham que ser simplesmente conexos para que
seja possivel estabelecer um homomorfismo entre os grupos induzido por um homomorfismo entre as
dlgebra (a volta desse raciocinio também € valida para casos de grupos de Lie simplesmente conexos);
comparando os teoremas que estabelecem homomorfismos entre grupos de Lie simplesmente conexos
gracas a homomorfismos entre dlgebras de Lie com os teoremas 3 e 4 expostos acima, observamos que
o vinculo entre dlgebras de Lie e grupos de Lie pode ser mais forte e genérico se nos restringirmos a
regides nas vizinhangas da identidade de cada grupo bem como de cada élgebra. Por isso é possivel
estabelecer um isomorfismo ao invés de um homomorfismo, mas restrito as condicdes ditas locais; em
suma se diz que ao menos localmente uma dlgebra de Lie isomorfica a outra dlgebra de Lie garante a
existéncia de um isomorfismo entre os grupos de Lie relacionados as respectivas dlgebras de Lie, o

raciocinio no sentido oposto também € vélido.

A tltima propsi¢@o deste capitulo € um importante resultado da teoria das representacdes de grupos
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de Lie, ele estabelece quais tipos de representa¢des unitarias sdo possiveis para grupos de Lie simples

e ndo compactos, vejamos.

Proposicao: Seja G um grupo de Lie conexo, ndo-compacto, simples e 7 uma representagao
unitdria 7 : G — GL(n, V), Im(w) C U(n) de G atuando no espaco de Hilbert (real ou complexo),

‘H, de dimensao finita n € N, entdo 7 é sempre a representagdo trivial.

Uma possivel demonstragdo dessa proposigio pode ser vista em [Apéndice [B]]. Um grupo bastante
conhecido na fisica e de suma importancia para este texto € o grupo de Lorentz Ortécrono Préprio
SO(3,1)" (também conhecido como grupo de Lorentz "restrito"). Este grupo é um grupo de Lie
simples, ndo compacto e portanto ndo possui representacdes unitdrias de dimensao finita que ndo sejam

a representacdo trivial, mas possui representacdes de dimensao finita que nao sio unitrias.
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3 NOCOES DE PARTICULAS

Uma das mais interessantes manifestacdes da teoria de grupos de Lie e de suas representacoes
surge quando se une a teoria da mecanica quantica com a teoria da relatividade restrita. Esta unido
se d4, primeiramente, pelo reconhecimento de quais sdo 0s grupos responsiveis por representar as
simetrias da relatividade restrita, assim como pelo reconhecimento das ferramentas necessdrias da
mecanica quantica para a implementagdo dessas simetrias.

Pois bem, um primeiro passo € reconhecer que o espago vetorial em que se constrdi a mecanica
quantica € um espaco vetorial complexo, H, conhecido por espago de Hilbert. A seguir vejamos

algumas caracteristicas desse espaco.

3.1 ESPACO DE HILBERT

Talvez seja valioso comegar a descri¢ao sobre o espaco de Hilbert alertando o leitor de que muitas
vezes, na fisica, ao se mencionar a expressao espaco de Hilbert esta se fazendo referéncia, na realidade,

ao chamado espaco pré-Hilbert.

Definicao 16: Um espago pré-Hilbert, H, ¢ um espaco vetorial sobre o campo C (ou R) dotado de

um produto escalar

HxH— C
O X = (¢,7)
de maneira que
(9.9) = (¥, 9)7, (3.1)
(¢, ntp1 + athy) = a9, Y1) + (@, ), (3.2)
(101 + agda, ) = af (@1, ¥) + az(d2, V), (3.3)
(¢, ) > 0, com (¢, ¢) = 0, se, e somente se, ¢ = 0. (3.4)

Como H € um espaco pré-Hilbert munido de um produto interno podemos definir uma norma:

9l =V (, 9), (3.5)

com essa norma € possivel se definir uma disténci

(¢, 9) = |6 = |- (3.6)

Note que d é o menor valor possivel desta norma.

1
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Seja H um espaco de pré-Hilbert que possui uma norma induzida pelo seu produto interno. Dizemos
que H € um espaco de Hilbert se ele for completo com relacdo a norma induzida pelo seu produto
interno. Neste caso a no¢do de completeza estd relacionada a convergéncia de Cauchy, ou seja,
qualquer sequéncia de Cauchy de vetores de H vai ter um limite que pertence a H, mais precisamente,
segundo o critério de convergéncia de Cauchy, dado um ¢ para ¢ > 0 existe um nimero C' tal que
paran,q > C temos d(¢,, ¢,) < €. A sequéncia que converge segundo o critério anterior é conhecida
como sequéncia de Cauchy.

A necessidade da noc¢ao de completeza acima € sutil, mas bastante importante para a fisica, uma
vez que a mecanica quantica, bem como a TQC (no contexto deste texto) precisam de um espaco de
dimensao infinita. No entanto, as operagdes realizadas em espagos de dimensio finita (principalmente
as operacdes que dependem de certos limites e convergéncias) ndo sdo necessariamente satisfeitas em
espacos vetoriais de dimensdo infinita como sdo em espacos de dimensio finita. E sabido que todo
espaco vetorial normado de dimensao finita € completo, mas o mesmo nao se pode afirmar de espacos
vetoriais normados de dimensao infinita. Por isso é importante que o espago em questdo seja, de fato,
um espaco de Hilbert, ou seja, um espacgo vetorial sobre o campo dos complexos, normado e completo,
podendo, entdo, ser de dimensao infinita. Mais discussdes acerca da natureza dos espacgos de Hilbert
podem ser encontradas em [[12]], [[13]] e [[T4]].

Podemos definir funcdes sobre o espaco de Hilbert de bastante valor para fisica, os chamados

operadores. Dada a relagdo
O - H—H

¢ — Oo.

O é chamado de operador e pode ser classificado em algumas categorias importantes, como 0s
operadores lineares
O(a1¢1 + azgs) = 41091 + 2202 (3.7)

e os operadores antilineares
O(o1¢1 + azgs) = ajO¢1 + 250, (3.8)

O adjunto de um operador linear e de um operador antilinear é definido, respectivamente, por:

(¢,0%) = (O, ) (3.9)

(¢, OT) = (06, 9)* = (1, 09). (3.10)

Os operadores conhecidos por hermitianos sao definidos como

O =0" (3.11)

2 Como pode ser visto em [[15]], esta forma é necessaria para que nio se gere uma contradi¢io na linearidade da forma

usual de se definir hermeticidade, como na equagéo (3.9).
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Por fim, temos os chamados operadores unitarios

(U1, Uds) = (¢1, p2) 3.12)
€ 0s antiunitarios
(Upr, Uga) = (¢1, ¢2)", (3.13)
com
UU'=U'U =1, ouseja, Ut = UT. (3.14)

A conexao das ideias desenvolvidas neste capitulo com a mecanica quantica pode ser feita, como

em [[9], notando que:

I): Estados fisicos sdo representados por raios no espago de Hilbert, sendo um raio um conjunto de
. . . / . ’
vetores normalizados, ou seja, (¢, ¢) = 1, dizemos que ¢ e ¢ pertencem ao mesmo raio se ¢ = c¢

comce Celc| =1,

II): Em geral, utilizam-se operadores Hermitianos para representar observaveis fisicos, uma vez

que os autovalores dos operadores Hermitianos sao reais;

I1I): Para um observavel fisico representado pelo operador O, o estado representado pelo raio R
tem um valor definido 1) se os vetores ¢ que pertencem ao raio R sdo autovetores de O com autovalores
0:

O¢ = V¢, (3.15)

para ¢ em ‘R; seja um sistema fisico descrito por ¢, dizemos que a probabilidade de que uma medida

do observavel O fornecer o valor ¥ é
P(R — %) = (¢, 01)%, (3.16)

para ¢ em R e ¢; em K.
Assim, definimos as operagdes de simetria (como em [[9]]) como sendo as transformagdes globais

do espaco de Hilbert que preservam as probabilidades
P(R — MR,) = PR — N). (3.17)

O teorema fundamental sobre o assunto é um teorema provado por Wigner (ver [I6]) que afirma:
para toda transformacio & — SR’ podemos associar um operador U no espago de Hilbert de maneira
que se ¢ estd em 9 temos U em DR, neste caso U serd linear e unitério ou serd antilinear e antiunitario;
de uma outra maneira podemos dizer que o teorema garante "que toda transformacdo de simetria pode
ser representada no espaco de Hilbert por um operador que serd, necessariamente, ou unitario e linear
ou antiunitdrio e antilinear". Uma demonstracao desse teorema pode ser encontrada em e [[IQ].

Como apontado em [[I5]], sempre podemos encontrar uma transformagao de simetria que seja trivial,



30

representada pelo operador identidade U = I, que € unitdrio e linear, por isso, em gera]E], notamos
que simetrias que podem ser feitas por mudangas continuas nos parametros a partir da trivial sdo
representadas por operadores unitdrios e lineares, enquanto simetrias discretas estardao associadas a
operadores antiunitarios e antilineares. Uma transformacdo de simetria que infinitesimalmente préxima
a identidade pode ser representada por um operador linear e unitdrio que também € infinitesimalmente
préximo a identidade como:

U=1+1T, (3.18)

com ¢ sendo real e infinitesimal. U € unitario e linear, entdo 7" deve ser Hermitiano e linear, isso nos
permite colocar 7' como um candidato a observavel; observaveis fisicos como momento angular e
momento linear aparecem dessa forma através de transformacgdes de simetrias. A relacdo anterior
nos estimula a buscar representagdes unitdrias de transformacgdes no espago de Hilbert induzidas por

transformacoes de simetria, € o que faremos na préxima secao.

3.2 GRUPO DE POINCARE E GRUPO DE LORENTZ (NA MECANICA QUANTICA)

Temos, até o0 momento, os elementos para podermos caracterizar o espaco no qual se trabalha a
mecanica quantica, assim como temos boas noc¢des de grupos, representagcdes de grupos e boas nocoes
de simetria. Passemos entdo para a préxima etapa: a aplicacao dessas ideias através do estudo do
grupo que representa as simetrias da relatividade, juntamente com o grupo das translacdes, tudo isso
no espago em que se constrdi a propria mecanica quantica.

Como exposto em [[I0] a relatividade restrita pode ser sintetizada em dois postulados:

- A velocidade de propagacdo de uma onda eletromagnética no vdcuo é independente de qualquer

referencial inercial, ou seja, assume um valor constante para qualquer observador;
- As leis da fisica sdo vdlidas para qualquer referencial inercial.

Uma consequéncia destes postulados é que

(&= 20)" +(y —40)* + (2 = 20)? = At —10)* = (2 =)+ ( —p)* + (' — %)’ = (' —1)* = o,

(3.19)

em que « € uma constante e as coordenadas “sem linha” indicam os eventos em um referencial inercial

da mesma maneira que as coordenadas “com linha” indicam os dois eventos no outro referencial
inercial.

A equagdo (3.19) descreve um intervalo entre dois eventos que deve se manter invariante (segundo

os postulados da teoria) e esse intervalo pode ser escrito como ds? = c2dt? — dx? — dy* — dz?, ou ainda,

. . Ze% 18
ds* = n,,dxtdz”, mas como ele é invariante temos ds? = 7, dz'"dz"" = 1,5 %2 - %Zv dztdx’ =

Nuwdxtdr” = ds*. Uma transformagdo linear de coordenadas z# — z'* que satisfaca a equagio

3 Talvez a excegio mais famosa (para o caso de estados de uma particula) seja a paridade, que mesmo sendo uma simetria

discreta € associada a uma representa¢do unitdria e linear.
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anterior (assim como a equacao (3.19))) ¢ uma transformac@o linear da forma
o = A2V + at, (3.20)
com a* uma constante arbitraria e A*, uma matriz constante que satisfaca
M = TagA% A, (3.21)

A equagio [[3.21]] € conhecida como condigdo de Lorentz e pode ser escrita como

A'nA =7, (3.22)
em que
1 0 0
0 -1 0
= Nw) = 3.23
n (nu ) 0 0 -1 0 ( )
0 0 0 -1

Transformagdes do tipo da equagio (3.20) sdo conhecidas como transformagées de Poincaré. Duas

dessas transformagdes respeitam uma regra de composicao tal como abaixo

x/“ - (Al)'uuxy + a"ib - P(Ah al)lﬂ% (324)

" = (AQ)MV{L'/V + a,g = P(AQ, CLQ)I',M. (3.25)
Substituindo (3.24)) em (3.25)) ficamos com
2 — (AzAl)Mywy + (AQ)MVGT + ag — P(A2A17 Asa; + ag)x“, (3.26)

em que P(A,a) = P(Ay,a1)x* P(Ay, a3) = P(AyAy, Asaq + ay) é uma transformacdo de Poincaré.
Estas mesmas transformacdes P (A, a) formam um grupo chamado Grupo de Poincaré ou Grupo de
Lorentz Inomogéneo. Caso tenhamos a* = 0 na equagao (3.20) a parte das transformacdes de Poincare
referente as translagdes no espaco vai desaparecer e ficaremos apenas com as matrizes A, responsaveis
pelos chamados boosts e pelas chamadas rotacdes, com isso o conjunto de todas as matrizes A, 4 x 4,
que satisfazem a condi¢@o de Lorentz também formam um grupo, este chamado de Grupo de Lorentz
ou Grupo de Lorentz Homogéneo.

O grupo de Lorentz pode ser dividido em alguns subconjuntos, desde que analisemos o determi-

nante e variemos os indices da equacdo (3.21)). Esses subconjuntos séo:

1. O subconjunto das transformagdes de Lorentz préprias ortcronas, com detA = 1e A% > 1,
sendo representado pelo simbolo L;



32

2. O subconjunto das transformagdes de Lorentz préprias ndo-ortocronas, com detA = 1 e

A% < —1, sendo representado pelo simbolo LY

3. O subconjunto das transformagdes de Lorentz impréprias ortécronas, com detA = —1e A% > 1,

sendo representado pelo simbolo L',

4. O subconjunto das transformagdes de Lorentz impréprias ndo-ortécronas, com detA = —1 e

AO0 < 1, sendo representado pelo simbolo Lf;

Obviamente dos quatro casos apenas um forma um subgrupo, o caso 1, uma vez que é o tnico
subconjunto que possui o elemento identidade. Mesmo ndo fornecendo um subgrupo, os outros

subconjuntos fornecem outras transformagdes relevantes como a transformacao de inversao espacial

(ou paridade),
1 0 O
0 -1 0
P = , 3.27
0 . (3.27)
0 0 -1
que pertence a L', e ainversio temporal
-1 0 0 0
0 100
T = , (3.28)
0 010
0 001

que pertence a L* . Podemos escrever qualquer transformacdo de Lorentz, pertencente a qualquer
subconjunto do grupo, através do produto de A € Ll com P, T ou PT. Por exemplo, suponhamos
A € LT, sabemos que PP = P2 = I, entio A = P24 = P (PA). Por hipétese A% > 1,
entdo (PA)% = 1A% > 1. Como det (PA) = (detP)(detA) = (—1)(—1) = +1 concluimos que
(PA) € L.

O grupo de Poincaré é um grupo de Lie, portanto podemos estudé-lo através de representacdes que
sao0 induzidas por transformacdes infinitesimais, mais do que isso, vamos associar as transformagdes
de Poincare a operadores unitdrios no espaco de Hilbert de maneira que as representacdes sejam

adequadas. E esperado que os operadores unitarios herdem a regra de composicio do grupo
U(Al,al)U(A2,a2) = U(Ag,ag), (329)
infinitesimalmente falando

U(A,a) = U(l +w,e) ~ T+ %wngpa — ie,P". (3.30)
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Da equagdo acima podemos identificar os geradores do grupo
(Jr) =g, (PP =Pr, JP7 = ], (3.31)

e deles extrair informacdes através do estudo dos pardmetros de transformacgdes que eles geram.
Quando w,, = 0 e e, # 0, perceba que teremos z'* = z# 4 £/, ou seja, translagdes em R' 3. As
translacdes temporais serdo realizadas por P° e as translacdes espacias geradas por P!, naturalmente
interpretaremos P° = H como uma hamiltoniana e P* como o momento linear uma vez que sio essas
as definicdes destas mesmas grandezas.
Com wg, = 0 e e, = 0 teremos 2”° = 2° e 2" = 2’ + w";27, jd que w'; = —w,’. Transformagdes
como a anterior sdo transformagdes de Lorentz que preservam uma forma quadrética tridimensional,

> (x")? =37, (2")? isso nos leva a interpretar os geradores
Ji=3 Zk WL (3.32)
j

como 0s momentos angulares.
As transformacgdes restantes serdo relacionadas aos boosts, em que wy; # 0 e todos os outros
pardmetros sdo nulos, estas transformagdes relacionam o espaco e o tempo 20 = 2° + w%z? e temos

2" = 2’ 4 Wi z°. Os geradores correspondentes sdo escritos como

K, = JV. (3.33)

Podemos estudar muito de um grupo de Lie pela sua dlgebra de Lie associada, mas antes notemos
que em uma transformacao de simetria ¢ — U ¢, o valor esperado de um observavel relacionado ao

operado O respeita:
(6,09) = (Up,0U¢) = (¢,UTOU¢) = (¢,U'OU¢), (3.34)

consequentemente as propriedades da transformac¢do de simetria podem ser encontradas em valores
esperados através de
O — U 'oU. (3.35)

Trés propriedades importantes das transformagdes de similaridade devem ser elencadas: estas trans-
formagdes preservam as propriedades algébricas, ou seja, NQ — (U 'NU)(U'QU) = U"INQU,
caso O¢ = J¢ entdo ¥ é preservado por U1 ¢; por fim, dado U = I+ ieT o operador O se transforma

por similaridade como:
O —=U10U =1 —ieT)OI + ieT) = O + ieOT — icTO + O(£?), (3.36)
em que O(&?) representa termos de segunda ordem, ou seja,

O — 0 —ie[T, 0] (3.37)
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O resultado anterior nos diz que uma transformacgdo de simetria em qualquer operador infinitesimal
pode ser escrito em funcao das relagdes de comutagdo dos geradores da transformagdo em questao,
portanto este € o vinculo que utilizaremos para encontrar a dlgebra de Lie associada ao grupo de
Poincare.

Comecemos com uma conjugacdo de uma transformagdo de Poincare com uma transformacgado

unitdria infinitesimal como

UA,a)U(1+w,e)U YA a) = U1+ AwA™, Ae — AwAa), (3.38)
expandindo os termos da igualdade e usando (A~1)* = A/, passasse a ter, apds organizar os termos,
a equacao

?

U(Ava’)(H + %wpm]pa - Z'e’:“ppp)Ufl(A,a> =1+ 5

Woo (A PAS[T™ 4 20" PH]) — ie, AL P*. (3.39)

Podemos comparar termos proporcionais a w e a € nos dois lados da equagdo (3.39). Lembrando
PN PR — 1 PAT _ APA N (g¥ PH — ot PV 5 A
que wpe A LA a" P* = 1wpo(ALA — ALAT)(a” P* — a/P”) e uma vez que w e ¢ S0 pardmetros

independentes e geradores ndo dependem dos parametros, ficamos entdo com

UAN,a)J”U (A a) = ALPAS(JM — a'P” + a” P*) (3.40)

U(A,a)PPU (A a) = AJP*. (3.41)
Considerando A = 1+w como sendo infinitesimalmente préximo a identidade, a* = ", e substituindo
em (3:40) e A1)

1
ilgwuw I = e P*, J7) = w I W I — P74 7P (3.42)

1
ilgewpu " — euP*, PP = wP", (3.43)

substituindo w,/ JH + w ] JPH = %wuy(n””ﬂ” — P JVT 4 PO JPH — pho JPV) em li e lD
conseguimos encontrar a dlgebra de Lie associada aos geradores do grupo de Poincaré:

QTR JPO] = (P JHT — P VT 4 JPHR — e TPV

i[P*, JP7] = 0" P7 — 1" P?; (3.44)
[P¥, P] = 0.
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Em uma notacao tridimensional, as equagdes expressas em (3.44) se tornam:

[Ji, J;] = ieiji i, i, K| = ieii K, (K, K| = —icijuJg,
), H] = [P, H) = [H,H =0, [K;H =iP.

Vale notar que as quantidades que comutam com a hamiltoniana sdo constantes de movimento, portanto
0 mesmo vale para o caso dos geradores acima, por isso as quantidades conhecidas como estados de

uma particula,, , serdo uma base comum de autovetores de certas constantes de movimento

Puqvbp,a = pﬂ¢p,m (346)

com o sendo um rétulo para possiveis casos de degenerescéncias. Para encontrarmos tais esta-
dos e seu significado, primeiramente notemos que uma transformagdo de Poincare pode ser escrita

como uma transformagio de Lorentz seguida de uma transla¢@o, uma vez que U(A,0)U(1, A" a) =
U(A, AN ta+0) = U(A, a) temos

U(A,a) = U(A,0)U(1,A " a), (3.47)

0 que nos permite estudar as representaciao do grupo de Poincareé de maneira separada, primeiramente
estudando uma representacao para a atuacdo do operador unitdrio representando uma translagcdo e
posteriormente como um estado de uma particula reage a um operador unitario que representa uma
transformacao de Lorentz. Acontece que as translacdes, neste espago, estdo representadas de maneira

direta por

U(l,a)yy s = exp(—ia, P* )y = (I —ia,P") + .. )Yy, =

" (3.48)
= (I —iaup") + ..)Ypo = € P 1)y, 5,

o que nos leva a buscar representagdes para o caso U(A,0) = U(A) das transformagdes de Lorentz;
como todo o grupo de Lorentz pode ser montado via uma transformagdo do ortécrono proprio com
P, T ou PT, para representarmos o grupo de Poincar¢ devemos buscar as representagdes para as

simetrias discretas também. Ao comecar pelo ortécrono proprio, notamos que

PHUM o) = Ap"(U(N)¢po), (3.49)
ou seja, (U(A),,,) € autovetor de P* com autovalor A*p”, pois

PH(U(Mpe) = UMNUATPU Ny,
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mas UPPU! = A P P*, portanto prUt = AMPU*IP“, com isso, temos
- —1 1y k -1 _(A-1\ K
PP = APUTIPIU = (A™Y) FAPU-PRU = (A7) FPP,
entdo com U~ ' P*U = (A™") fP? ou U~'P*U = A" PP, teremos

PHU (M) pe) = (UM, PPy 0,

consequentemente,
PHU A Ype) = Ap" (U(A) o).
Podemos entdo escrever

77Z)pcf Z Ocr o A Y wAp,cr ) (350)

uma vez que
P'LLU 7~/Jpcr chra A p ypywAp,a’ - AHVPV(U(A)%),U)- (351)

Podemos notar que os C’s ndo fornecem uma representacéo do grupo, para vermos isso, realizemos

duas transformagdes sucessivas € notemos que

U(AI)U<A2)77/Jp,J Z CO’ 0' A27 )wAgp ol — Z CU”U Ala A2p)00 O’(A27 )1/}A1A2p ol

o’

(3.52)

Para que tenhamos uma representagio deveriamos ter U(A1)U(Az) = U(A1A,), mas

(A A2 77Z}p<7 ZOJ”G Ai Ao, )77Z)A1A2p o (3.53)

0.//

e concluimos que

> Coror (A1, 030) Corn (B2, 2) = Cora (A, ), (354

0 que a equagdo anterior nos mostra é que a dependéncia dos C’s por A;A; viola um requisito basico
da necessidade de se ter uma representagdo, a correspondéncia biunivoca que respeita a regra de
composi¢do do grupo; o maximo que seria possivel fazer é encontrar alguma forma de fazer com
que as matrizes expressas pelos C’s fossem bloco diagonal e portanto representagdes redutiveis, mas
procuramos pelos componentes mais basicos da teoria, procuramos por representacdes irredutiveis.
Neste caso uma maneira de resolver o problema € sugerir que C’s ndo dependam do momento e af sim
termos Y _, Cyryr(A1)Coro(Ag) = Cprg(A1A2) = Cyrp(As3), no entanto para que se possa normalizar
os estados 1/, , de maneira a ser transformar adequadamente por transformagoes de Lorentz, essa
dependéncia deve se manter.

Sabendo dessas consideragdes a estratégia escolhida para encontrarmos as representacdes ade-
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quadas serd a seguinte: vamos encontrar caracteristicas importantes do subgrupo de Lorentz Ll e
definir uma nova base para os estados munidos dessas caracteristicas; esse método foi desenvolvido
por Wigner e é conhecido como o método de classificagdo dos Grupos de Isotropia. Pois bem, para que
possamos executar o método dos grupos de isotropia devemos primeiro perceber que as transformacoes
pertencentes a Ll tem como caracteristicas preservar a norma de um vetor (p’“pL =p'p, = mz) €
também o sinal da componente zero (p'® > 0se p° > 0 e p”® < 0se p < 0). Observamos também que
U(A) associa 1, , a autovetores de P* relacionados a Ap, assim percebemos que o grupo de Lorentz
pode ser representado dentro de espacos com p? e p¥ fixos. Vetores com a mesma norma podem ser

escritos como o efeito de uma transformacao de Li aplicada a um vetor £* como

p = L% (p)k" [ (3.55)

2

em que p? = k* = m? e o sinal de p° é o mesmo de £°.

Dessa forma, ao atuarmos com o operador unitdrio temos

1 -
P) ko = ZCM O (3.56)

em que o fator N (p) é obtido através da normalizagacf} notemos que k* = LA kY . LF = 0¥, =
N(k) = 1.
Sendo assim, a nova base para os estados sera definida como ¢, , = N(p)U(L(p))i» € 0 efeito

de uma transformacao unitdria nesse novo estado é dado por

U(A) e = N(p)U(L(Ap))U(W (A, p))ro, (3.57)

emque W (A, p) = L' (Ap)AL(p). Uma caracteristica notdvel de W ¢ W (A, p) k = L~ (Ap) A L(p) k
L~ (Ap) A p = LY (Ap) L(Ap) k = k, portanto W (A, p)k = k; W (A, p) é um elemento de L. O
conjunto de todos os W’s que mantém um vetor k invariante ¢ um subgrupo de L1 conhecido como

Grupo de Isotropiaﬂ de k. A atuacdo de TV no espaco de Hilbert se d4 através de
U(W<p))wk,a = Z DU’U(W(Aap)> k)wk,a’ (358)

e neste caso sim, os D’s podem ser representagdes ja que

U(WI)U(W2)wk,U - U(Wl) Z DU’U(W27 k)1/}W2k,cr’ -

0./

- Z D W17 W2k>D0'/O'<W27 k>¢W1W2k,UN - Z D W17 D(T’G(W27 kl)wk,cr”a

(3.59)

Dy = 77me kv . p“p = LMK Nya LO‘ kY =LK L% A Mpa kY EY = 0 kY EY = kL k"
Ver as referenc1as e [EI]

6 Também chamado de little group.
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enquanto

U(Wl W2 wk o Z D W27 1/% o'y (360)

a-//

levando a
ZD 16/ (W1, k) Dyro(Wa, k) = Dgn (Wi Wo, k). (3.61)

Ap6s a normalizagdo a forma final dos estados sobre a atuacdo dos operadores serd

UMy = Z Doro(W (A, p))¥npor- (3.62)
Como exposto em [[I5]l, [T7]L.[O] e para a classificagdo dos casos dos grupos de isotropia temos

que uma transformacgao nesse grupo se faz infinitesimalmente como
WHE =68 4+ ot (3.63)
Da condi¢ao que define I temos
WHEE” = (68 + o)k = EH, (3.64)

o que implica o, k" = 0 ou «,, k" = 0. Como podemos perceber € claro que determinar W depende
da escolha que ¢ feita para k*.

Os Unicos casos sao:

1. Caso: k* = (£m,0,0,0), k> = m?. Neste caso temos momento do tipo tempo, associado a
energias positivas ou negativas, a depender do sinal da componente zero. As condic¢des de vinculos
estabelecidas para esse caso apés andlise das equagdes e sd0 ag, k¥ = 0 que é aidentidade
€ o = Qg = azg = 0.

Para esse caso teremos uma transformac¢do do grupo de isotropia parametrizada por a2, a3, (a3
como U(W) =1+ Lay;J%.

Lembrando que J; = J%, J, = J¥ e J; = J2 e que [J;, J;] = igyjiJi, temos, apds definir
0" = a3, 02 = oz e 07 = o, U(W) = 1+ £6,;J;. O vetor escolhido se mantém invariante pelo

grupo SO(3), e a representacdo para esse grupo de isotropia é dada por:
D, (W(A.p)) = [eap(iB(A.p) - Dlavo. (3.65)

Vemos que a dlgebra de Lie associada a este grupo de isotropia € a mesma que a dlgebra de Lie
associada ao SO(3), estamos no referencial de repouso da particula, entdo a maneira mais natural de
se interpretar o 0 € como uma projecao de um momento angular intrinseco, conhecido como spin.
Portanto pode-se dizer que o estado z/jpﬂ representa a situagdo fisica na qual estamos tratando de uma

particula com momento p*, massa pp, = m?, spin j e proje¢do de spin o.
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Vamos aproveitar este momento para falarmos sobre uma classe de operadores que comutam
com todos os elementos do grupo, os operadores de Casimir. No grupo de Poincaré podemos cons-
truir dois importantes operadores de Casimir, um deles é dado pelo quadrado do momento, ou seja,
PP, = P? e o outro é dado por W*W, = W? com W, sendo o vetor de Pauli-Lubanski, definido
como W, = %awpo J"P P?. Neste caso os dois Casimir sdo construidos com os geradores do grupo de
Poincaré P e J, esses dois operadores de Casimir ajudarao a rotulalﬂ a particula em questao. Como
escolhemos um referencial adequado, o de repouso, o autovalor associado a P? = m? ¢ a massa da

particula e no caso de W? = —m?J? o autovalor associado a .J? é o spin da particula.

2. Caso: k* = (+k,0,0, ), k* = 0. Sdo os momentos tipo luz, também associados a energias
positivas e negativas como no caso anterior. O grupo de isotropia encontrado € o grupo euclidiano em

duas dimensdes, ou também /SO(2). A forma da representagdo desse grupo de isotropia é dada por
Dyie(W) = exp(ic0)dyre. (3.66)

E possivel associar o vetor escolhido com uma particula de massa zero, em que se define os autovalores

relacionados ao operador

J- P

Jy=J - P="—_
| P|

(3.67)
como sendo a helicidade. Este operador € obtido no processo de se encontrar os geradores do grupo de

isotropia, desde que o vetor escolhido tenha momento na dire¢d@o p, do contrério, .J; se torna apenas Js.

3. Caso: k* = (0,0,0,0), k* = 0. Todo o grupo de Lorentz (SO(3,1)) mantém esse grupo
invariante. Como esse grupo € ndo compacto, devemos tomar uma solugao trivial para podermos ter
uma representacdo unitaria com dimensao finita, com isso a representacao escolhida € a representacao

trivial do grupo de Lorentz

U(A)o = tho. (3.68)

Esta situagdo estd associada a ndo termos nenhuma particula presente, e usualmente € chamda de

vdcuo. E considerado invariante de Lorentz e tomado como sendo normalizado (¢, ¢) = 1.

4. Caso: k* = (0,0,0,m), k* = —m?. Neste caso temos rotagdes em torno do eixo 2, boosts
nas dire¢des & e g, que define SO(2, 1), particulas descritas com essas caracteristicas sdo conhecidas

como tdquions.

7 Este fato é garantido pelo Lema de Schur e seus respectivos coroldrios; como o operador de Casimir comuta com

qualquer representacdo dos geradores da dlgebra do grupo, ele deve ser um multiplo da identidade, ou seja, os
"valores" dos Casimir podem ser utilizados para rotular as representagdes do grupo. Mais do que isso, para o caso das
representacdes unitdrias, é garantido que os autovalores associados aos Casimir serdo reais. A demonstracio deste
Lema e de seus corolarios pode ser vista no apéndice@
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Um fato importante, sobre os casos do grupo de isotropia, dd-se justamente pela proposi¢ao
demonstrada no apéndice [B| sobre as representacdes de grupos de Lie ndo-compactos. Para o primeiro
caso, como SO(3) é um grupo de Lie compacto, é possivel termos representagdes unitdrias de
dimensao finita que ndo sejam as triviais, mas para o segundo caso, como /.SO(2) é um grupo de Lie
nao-compacto, suas representacdes unitdrias ndo triviais devem ter dimensao infinita. Esse problema
€ contornado ao se tomar as representacdes unitarias de dimensao finita desse grupo, que serdo as
representacdes unitdrias triviais.

Para finalizar a descri¢do do grupo de Poincare vejamos algumas informagdes sobre as simetrias de
paridade e de reversdo temporal.

Em relacdo a quadrivetores do tipo z*, as transformacgdes de paridade e reversdao temporal sao

descritas, respectivamente, por:

1 0
0 —1
P— 7 (3.69)
0 0 -1
0 0 —1
€
~100 0
0 10 0
T = (3.70)
010
001

Note que P? = T2 = 1. Os operadores P = U(P) e T = U(T) que representam, respectivamente, P

e T devem satisfazer:

PU(A,a)P~! = U(PAP™!, Pa),
TUN, )T =U(TAT !, Ta). (3.71)

Supondo A e a infinitesimais, para o caso de P, temos
PU(1+w,e)P' =UP1+w)P !, Pe) =U(l +PwP !, Pe) (3.72)
e trabalhando a equagdo (3.72)) chegamos a

PU(1+w,e)P ' =P {1 + %wpm]p” = iapP”} pt=
| (3.73)
=1+ §wpUP(in")P*1 —e,P(iPP)P~".
Da (3.72) temos

U(1+PuP™,Pe) = 1+ 2(PwP ™), J* = i(Pe), P, (74
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mas
(Pe)y = (Pe) fep, (3.75)
(Pwp_l)uu = (ng)upwpa(lpg_l) v ('Pg) (PE) Woa s
portanto

Ul+PwP 1 Pe)=1+ = (735) P(Pe)) wpe " —i(Pe) le,P". (3.76)

Comparando os coeficientes encontramos:

P@uJ” )P~ =iP /P,
(3.77)
PP )P~ =iP P,
0 mesmo processo vale para o caso 7 de modo que
T@EJP7)T =iT,” 7;”J‘”’
(3.78)
T(P)T™ =iT,"P
Ao olharmos para a componente zero do momento percebemos que
P(iP°)P~' = iP/P" = iP° (3.79)
ou seja,

P(iH)P™ =iH, (3.80)
caso P fosse anti-unitdrio, teriamos PH = —H P e consequentemente, ao atuarmos em um auto-estado
1 de H com energia F, ficariamos com

H(Py) = —iPHY = —E(Pv). (3.81)

O estado P seria um autoestado de H com energia negativa, o que implicaria em nao ter um limite
inferior que por sua vez implicaria na impossibilidade de defini¢do de um estado de vacuo. Como
a existéncia de um estado de menor energia € essencial para um sistema fisico ser estivel podemos
aceitar, por este raciocinio, que a representacdo de P deve ser linear e consequentemente unitaria.

Caso facamos um raciocinio semelhante para 7' veremos que
TGEH)T™' = —iH, (3.82)

o que implica a necessidade da representacdo de 7’ ser antilinear e consequentemente antiunitéria.

Com isso podemos estabelecer que a dlgebra satisfeita por P e 1" é

PJP'=J PKP'=-K, PPP!=—-P, PHP ! = H;

(3.83)
TIT'=-J TKT ' =K, TPT ' = -P, THT ' = H.
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Vejamos como essas transformacgdes se comportam atuando em estados de uma particula; é importante
ressaltar que essa atuagdo € dividida em dois casos, para quando a massa € diferente de zero e para
quando a massa € igual a zero. Como para o nosso texto estamos interessados apenas no caso em que a
massa € diferente de zero este serd o Unico caso desenvolvido aqui (para informagdes a respeito do
caso em que a massa é nula ver [[15])).

Comecemos a andlise observando que P comuta com H e J3, mas anticomuta com P. Sendo
assim, assumindo que ndo haja degenerescéncias, os estados v, , sdo autoestados simultneos de P,
H,J;ePe

Poyo = Nop,0- (3.84)

Precisamos saber se a fase 7, depende de 0. Ora vejamos que atuando com Jy = J; £ i.J5 sobre 9, 4,

(Ji i) o = /(G F0)(j 0+ 1) osr.

Com [P, J] = 0, temos
(J1 £iJ2) Py, = P(J1 £ iJ2)p 0

= N, (J1 £iJ2)Vko = Not1 ViFo)jto+ D)k oa1

770\/(.7 + U)(j to+ 1)”¢k,ai1 = Waﬂ\/(j + U)(j to+ 1)wk,ai1
= No = Nox1 = 1,

concluindo que a faseﬂn ¢ independente de 0. Vejamos como P atua sobre um estado com um momento
genérico. Para tanto, notemos que utilizando a equagdo para P de (3.71) (com A = L(p)ea =0) e
multiplicando pela direta com P teremos PU(L(p))P~'P = U(PL(p)P~')P = U(PL(p)P~'P),

entao

P, , = gP(U(L(p))@Z)k,U

- \/grf(m(p)r*mm

— (3.85)
- VPP P,
- n\/glf(%(p)?l)wk,o.
Como PL(p)P~'k = PL(p)k = Pp = L(Pp)k, ficamos com
Py = n\/zon (L(Pp))¥r.c = mbpp,o- (3.86)

8  Esta fase é conhecida como paridade intrinseca.



43

Para o caso de 7" temos que comuta com H e anticomuta com J3; € P, mas os autovalores de P sdo
nulos quando o estado em questdo € 1, ,, entdo
P(ka,a) = _TPwk,a =0
H(TYy o) = m(Tro) (3.87)
']3(ka,0) = —U(ka,a),

portanto
Tk = CoWk,—o- (3.88)

Procendo da mesma maneira que no caso anterior

T(Jl + iJQ)wk,a - (_Jl + iJg)T@D]aU

= GV Fo) G0+ D)k _or1 = —Co(J1 F i)t o

e
(i Fid2)n-o = V(5 £ (=) F (—0) + D01
=V F o) 0o+ 1)Uk oz,
implicando (,+1 = —(,. A solugfio para a equagio anterior em ¢ pode ser escrita como (, = ((—1)777
e por fim

T = C(—1) 75 0. (3.89)

Notemos que (, diferentemente de 7, pode ser eliminada, desde que facamos

Vo = Vo = (W40 (3.90)

T = TC P10 = () PT00 = (€)A1Y Wm0 = (1) "W, (3.91)

Finalmente, como no caso da paridade, para sabermos o comportamento de 7' em relacdo a um

momento arbitrdrio basta que apliquemos um boost como feito anteriormente e o resultado sera

Ty = <—1>f‘-”¢::0U<L<Pp>>w,;,_U (1 Ty (3.92)
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4 NOCOES DE CAMPOS

Neste capitulo pretendemos desenvolver uma nocao do que € um campo quantico livre. Para tanto,
o formalismo utilizado serd o desenvolvido pelo Weinberg em I]E]], [@[], []2;0]] e bastante trabalhado
pelo préprio Weinberg em [[I5]]. No entanto, devemos ressaltar que, como bem apresentado em [[I§],
parece existir uma certa inten¢do em atribuir um protagonismo para a matriz .S, o que faz todo sentido
uma vez que a fisica que modela os fendmenos da realidade, em sua maioria, baseia-se em interagdes
entre 0s campos € ndo em campos livres, mas neste texto a ideia é focarmos nos campos quanticos
livres, portanto tentaremos inverter o protagonismo dado para a matriz S e a descrig@o de teorias de
perturbacdes. Com isso, apenas o necessario com relagdo a matriz S e a teoria de perturbacdo serdo

apresentados, mais especificamente, construiremos nossa nocao de campo baseada em trés condi¢des

expostas em [[T8]]:

1. Teoria de pertubacdao: Que a matriz S possa ser escrita pela série de Dyson S = 1 +

Z (_Z') / d*ry - d*z,T[H(z1) - - - H(z,)], em que a hamiltoniana H serd composta de uma
n! ~

n=1
parte correspondente a particula livre, Hy, e uma parte relacionada a interagdo, V' (), de maneira que

V(t) = exp(iHot)Vexp(—iHot);

2. Invaridncia de Lorentz da matriz S: Neste caso para que a matriz S seja invariante de
Lorentz devemos ter V (¢t) = [ d*H(x,t), em que a densidade hamiltoniana deve se transformar
como U(A,a)H(z)U*(A,a) = H(Az + a) e para separagdes do tipo espago ((x — y) < 0)
[H(x), H(y)] = 0;

3. Interpretagdo de particula: A densidade de interagdo, #H(x), deve ser construida a partir de

operadores de criacdo e aniquilagdo associados as particulas livres descritas por H,.

4.1 MATRIZ S E A SERIE DE DYSON

Comecemos por definir a matriz S, mas para tanto suponhamos que uma situa¢ao de interacdo seja
descrita por H = Hy + V' e suponhamos também que os estados considerados nesse cendrio sejam
autoestados da hamiltoniana completa HV: = E, U e E, também esteja associada com (IJOH Entdo
um estado fisico serd construido através da superposicdo de autoestados desta mesma hamiltoniana

completa como
+ _ +
v = /doag(cz)\lfa, “4.1)

ou da hamiltoniana livre como
o, = /dag(&)@a, (4.2)

Em que &, € um estado base genérico do espaco de Hilbert formado pela soma direta do espago dos produtos tensoriais
de vérios outros espacos de Hilbert que acomodam diferentes tipos de particulas de maneira que Hy®, = E, P, para

k
EOé = Zi:l sz

1
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em que g(«) é uma fungdo dos quadrimomentos das particulas presentes no estado ®,,. Pela descrigdo

de Schrodinger, a evolucdo desses estados no tempo serd

Uo(t) = /d&eiE“tg(Cz)\Iff 4.3)

®,(t) = / dae™Felg(a)d,. (4.4)

As condigdes de contorno satisfeitas para U, neste caso, podem ser definidas de maneira que Wr(t)
represente uma situacao na qual as particulas estejam livres e caracterizadas por ®,(¢), mas em um

tempo muito anterior a interagdo, ou seja,
\Il;(t) — (1), (4.5)

parat — —oo. Analogamente, sobre W' (t), requeremos que tudo se passe livremente, mas num tempo
muito posterior a interacao
U (t) — @,(t), (4.6)

g

parat — +o00. A energia F,, se conserva no processo, uma vez que os estados W estdo associados a
mesma energia que os estados ®,,. Os estados U sdo chamados de estados in e os estados ¥, sdo
chamados de estados out.

Podemos definir um operador que seja unitdrio e linear que relaciona U= e @, dadas as relagdes

+
entre ¥~ e ¢, notando que

d(p) _ —iHEpE
Wo(t) =e "0,

, 4.7)
D,(t) = e lp,.
Assim as equagdes (4.5) e (4.6) nos levam a

eth\I/;(t) = \Il;[,
(t = Foo) (4.8)

ethqu(t> — ethe—iHot@g‘
Com isso podemos definir o operador unitério
Q(t) — ethefiHot’ (49)
€ como \I/gi e ¢, ndo dependem do tempo temos

UE = Q(Fo0)®,. (4.10)

g

Como a relagdo anterior vale para qualquer g(«) ficamos com

UE = Q(F00)P,. 4.11)

a =
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Notemos, a partir da equagio (4.10), que os estados in e os estados out possuem o mesmo produto

interno que os estados associados as particulas livres, pois
(U5, 05) = (QFo0)Pg, AFo0)Py) = (g, Pa). (4.12)

Também devemos ressaltar o fato de que tanto 3 quanto o s@o multi-indices, eles representam as
caracteristicas das vdrias particulas descritas pelos estados respectivos. Com isso, a0 escrevermos
explicitamente as caracteristicas das particulas associadas aos estados, teremos o seguinte produto

interno:

(® o

P1p018M135P28028M235---PEATLBNEB Y ~ PlallaNla;P2a02aM2as---PkakaNka ) -

= 5(3)<p15 - p1a>5awa1a5nwn1a5(3) (pQB - p20¢)50'2ﬁ0'2¢16n2ﬁn2a .0 (pkﬂ - pka)éakﬁakaénkﬁ”ka'
Com uma notagio mais compacta a equagdo anterior se torna
(q)lg, (IDQ) = (5(ﬁ — a) 4.13)

com

B — Dig, T18, N1g; D28, 028, N2g; - - - Diss OkBs kg
(07 _>p1a7 O1lay NiasP2as 0205 N2as -+ - - Pkay Okay MNka

e §(8 — «) representando

5(3) (plﬂ - pla)éawola(snwnlad(g) (p2ﬁ - p2a)502302a 6n23n2a s 5(3) (pkﬂ - pka)éokgo;m 6nk5nka‘

Aplicando a equacdo (@.13) em (4.12)) encontramos

(U5, 05) = (Ds, Do) = 0(8 — ). (4.14)

Podemos definir a matriz S como sendo a matriz que codifica a dindmica de intera¢do, (como em
[15]] e [O]) ela é a amplitude de probabilidade de transi¢do de um estado livre caracterizado por o (em
t — —o0) e outro estado livre caracterizado por [ (em ¢t — +00) apds a interacdo. Essa matriz € dada
pelo produto escalar:

Sga = (\Pg, Uh, (4.15)

e aparece explicitamente se considerarmos o limite

lim (T;,(t), V() = / dadBg3(B)gr (e Fe P (WS, W) (4.16)

t—o00

que descreve (como em [9]]) a amplitude de probabilidade de que um pacote de ondas g; centrado
em uma configuracdo « de particulas livres (em ¢ — —o00) evolua para outro g, centrado em outra

configuracdo de particulas livres 5 (em ¢ — +-00). Caso ndo haja interagdo teremos Sz, = (\Ifg, U,
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Podemos montar um operador .S que se associa a matriz S através de

S, = /dﬁSgaCDg,

= (‘Pg, S‘Pa) = Sﬂa,

com ST = S~! e podemos ter

Spa = (V5 07) = (2(00) B, Q(—00)Pa) = (25927 (00), A(—00)Pa),

4.17)
= S = Qf(c0)Q(—00) = U(o0, —00),

em que
U(t, to) = QT(t)Q(to) = exp(iHot) exp(—iH(t — to)) eXp(—iHoto). (418)

Com o desenvolvido anteriormente podemos procurar uma maneira de encontrar a série de Dyson.

iHot ,—iH(T—70)

Primeiro tomemos a equagdo U (7, 75) = ¢"07¢ e~ Derivando esta equacdo em relacdo

a 7 ficamos com

Z-EU@_’ TO) — (,i%e(lHo‘r))6(71H(Tf7'0))€(71H070) + e(lHoT) (i%e(le(TfTo)))e(f’LHQTQ) @19
— e(’iHQT)(H*HQ)e(*iH(T*TQ))6(7iH0T0) — e(Z'I{()T)"/6(71'1107')17(7_7 7_0) — V(T)U(T, 7_0)’

em que V(1) = 07V e~ 0T Vamos tentar encontrar uma solugo para ela; assumindo a condigio

inicial U (79, 79) = 1 temos como solucdo

Ur, 70) =1 —i / LU ). 4.20)

70

por ser uma equagao iterativa, podemos performar vérias substitui¢cdes de U (T, 1) de maneira a se

obter termos de ordem superiores e com isso ficar com

U(T, To) =1- Z/ dtV / dtl/ dtg tl tg)
70 70

" (4.21)
T (-i)? / [, / AtV (1) V (£2)V (k) + -
70 70 70
Ao tomarmos os limites 7 — 00 € 7p — —00 conseguimos
(4.22)

(—1) / dtl/ dt2/ dtsV (t1)V () V (t3) + - -

Ainda que a equag@o acima j4 seja uma expressao para a matriz .S temos dependéncias temporais nos li-
mites de integra¢do, o que pode acarretar problemas ao se avaliar invariincia por certas transformacdes;
para que essas dependéncias sumam, o truque € escrevermos produtos temporalmente ordenados para

que possamos calcular integrais adequadas e fazermos as substitui¢cdes na equagdo (4.22)). Comecemos
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escrevendo as relagdes para os produtos temporalmente ordenados:

T(V(t:1)V(te)) = 0(t1 — t2)V(t1)V (t2) + 0(t2 — t1)V (t2)V(t1) ,
T(V(t1)V (t2)V(ts)) = 0(t1 — t2)0(t2 — t3)0(t1 — t3)V (1) V (t2)V (t3)+
+0(t; — t2)0(t; — t3)0(ts — t2)V (t1)V(t5)V (t2)+

+0(to — t1)0(ta — t3)0(t1 — t3)V(t2)V(t1)V (t3)+
+0(ty — t1)0(ta — t3)0(ts — t1)V (t2)V(t3)V (t1)+
+0(t3 — t1)0(ts — t2)0(t1 — t2)V(t3)V(t1)V (t2)+
FO(ts — 11)0(ts — 12)0(ts — 1)V (£3)V (£2)V (1),

e assim por diante. Para que possamos fazer as substitui¢des adequadas, devemos, de alguma maneira,
encontrar integrais que sejam propicias para as respectivas trocas com seus termos equivalentes.
Vejamos um exemplo: queremos encontrar uma substitui¢io para o termo [~ dty [ floo dtaV (t1)V (t2)
da equacdo (4.22). Calculemos a integral com relagdo a T'(V (¢1)V (t2)) = 0(t1 — t2)V (t1)V (t2) +
O(ty — t1)V (t2)V (t1).

/_Z h /_ : disT(V (1) V(t2)) =
:/_Zdtl /_Z dtge(tl—tg)V(tl)V(tz)—i—/_Z dty /_Z dtz0(tz — 1)V (t2)V (t1).

Podemos fazer uma troca de varidveis na segunda integral do lado direito da equagdo (4.23)) de maneira

(4.23)

que t; — t}, e ty — t} resulte em

/_: i /_ Z dixT(V(t1)V (b)) =

o0 o0 o0 o (4.24)
_ / it / At — )V (E)V (£) + / dt, / GOt — OV (ENV (L),
caso possamos inverter a ordem da integracao ficaremos com
| an [ anrevie) -
e o (4.25)

:/ w/‘wﬂu—mwmwm+/ %/‘ﬁWﬁ—@wmwm,
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e fazendo novamente outra substituicdo de varidveis da forma ¢}, — ¢; e t;, — ¢ na mesma integral

/ T / T TV (0)V (1)) =
= /OO dt, /OO dtx0(t, — t2)V (8)V () + /Oo dt, /OO dts0(t, — )V (0)V (ts) = (4.26)
- 2/00 dt1 /oo dto0(ty — t2)V (1)V (L),

Notemos que para o caso em que ¢, > t; o resultado da integral serd zero pela prépria definicao dos
produtos temporalmente ordenados, entdo deduzimos que o limite superior da integracdo em dt, (na
equacdo anterior) ndo precisa ser oo, mas sim ¢; € com isso também nao se tem mais a necessidade de

se escrever 0(t; — t3). O resultado é

/ v / T TV )V (1)) =
e ) (4.27)

) t1
:2/ dtl/ sV (1)V (1),

Com isso temos

%/_Z dt, /_Z dt,T(V(t)V(t2)) =

00 t1
_ / dt, / dtyV (8)V (ts),

que por sua vez é equivalente ao termo que estamos interessados em trocar na equagao (4.22). Podemos

(4.28)

proceder da mesma maneira para o caso da integragdo de T'(V (¢,)V (t2)V (t3)) e o resultado serd

/ Z dt / Z dt, / Z ATV (0)V () V (t)) =
= /: dt, /_Z dts /_Z dtz0(t1 — t2)0(ta — t3)0(t1 — t3)V (1) V (t2)V (t3)+
+/: dt, /: dts /_Z dts0(t1 — 12)0(t1 — t3)0(ts — 1)V (1)V (E5)V (£2) + .. —
_ /_ Z it /_ :dtQ /_ t;dt3V(t1)V(t2)V(t3)+

+ / T / "ty / a0t — )0t — 1)0(ts — 1)V (E)V () V (1) +

00 t1 t2
¥ :3!/ dtl/ dtg/ dtsV (1) (8)V (t3), (4.29)
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ou seja,
1 00 00 00

:/Z di /:dtQ /t:odth(tl)V(tg)V(tg).

A forma generalizada para cdlculos como os realizados acima é dada por

/Zdtl /Z.../ZdtnT(V(tl)...V(tn)) S /O;dtl /t;dtQ /; itV (t) o VL),

Com isso, a forma final da matriz .S é

(4.30)

S=1+ i (_?n /Oo dty - dt,T[V(t,) - V(tn)], (4.31)

n S

a equacéo € série de Dyson para a matriz S.

Chegamos em um ponto que podemos resolver duas, das trés condi¢cdes para definirmos um campo
quantico livre. Ao olharmos com mais cuidado, para satisfazermos a condic¢ao 1 e a condicao 2, para
termos uma invariancia sob Lorentz da equa¢do da matriz S via série de Dyson, devemos supor que

o potencial possa ser escrito como V (¢) = [ d*H(x,t), em que a quantidade H(x) é um escalar no
sentido de U (A, a)H(x)U (A, a) = H(Ax + a). Ao fazermos isso a equacdo (4.31)) fica

S=1+ Z % /oo dty - dt, T[H(z1) - H(zn)], (4.32)
n=1 ’ -

por fim se impusermos a condi¢@o de microcausalidade manisfesta em [H(z), H(y)] = 0se (z—y) < 0
podemos enfim garantir que a equacdo para a matriz S expressa pela equagdo (4.32)) € invariante de

Lorentz.

4.2 OPERADORES DE CRIACAO E ANIQUILACAO

Para abordarmos a terceira condi¢do para se poder formar um campo, temos que primeiro olhar
para as defini¢des dos operadores de criacao e aniquilacao.

Como ¢ sabido, o espaco de Hilbert pode ser construido por varios estados de vdrias particulas, um
desses estados € o estado de viacuo, ®(, que por defini¢do € o estado que contém nenhuma particula.
Obviamente, sendo isto verdade, caso tentemos estudar a agdo do operador relativo ao momento, P,
neste mesmo estado esperamos que o resultado seja P*®, = ®y, uma vez que o estado de vacuo
ndo contém particulas. E de se esperar também que essa equacio valha para qualquer efeito de uma
simetria do espago tempo, ou seja, que ela valha para qualquer sistema inercial, para que nao se viole o
principio de conservacdo do momento, portanto faz sentido que sob uma transformacgao de Lorentz o

vécuo seja invariante, U (A, a)®q = $(. Definimos entdo, os operadores de criacdo e aniquilagdo a
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partir de suas respectivas atuagdes no estado de vicuo
a'(p, o, n)®; = ®(p, o, n), (4.33)

como sendo o operador de criacdo e seu adjunto como
a(p, o, n)®y =0, (4.34)

como sendo o operador de aniquilagdo. Ao atuarmos em ®, com sucessivas operacdes de a'(p, o, n)

nos teremos um estado de multiparticulas como

GT(Pl, 01, nl)aT(an 02, 712)"'(1)0 = q)(pl, 01, N1;P2, 02, 712;"'), (4.35)

mas note que se trocarmos a ordem da atuacdes dos operadores e consequentemente a ordem dos

estados gerados esperamos que o estado resultado continue sendo proporcional ao estado original

q)(pla 01, N1;P2, 02, N2; - ) = a(b(p% 02, N2;P1, 01, N1 ')a (436)

com « sendo uma constante global independente de o, caso facamos novamente uma troca nos estados

podemos esperar que

®(p1, 01, N1; P2, 02, N2; ) = *P(py, 01, N1; P2, T2, N2jc ), (4.37)

isso nos induz a o? = 1, ou seja, @ = £1. Embora este resultado possa parecer despretensioso, ele
codifica o chamado teorema Spin-Estatistica e dele herdamos relacdes de comutacdo ou anticomutagdo

de acordo com o tipo de particula

[Cl(p/, 0/7 77//), aT(pa g, n)]i = 50'0'/5nn’63<p/ - p) (438)

e
[a(pla 0/7 n/)7 (l(p, g, n)]i = [aT(p/7 0/7 n/)7 aT(pv g, n)]i =0 (439)
com o sinal "4"reservado para particulas do tipo fermidnicas e o sinal "— "reservado para particulas

do tipo bosonicas.

Sob transformacdes de Lorentz os operadores de criagdo e aniquilagdo se transformam da seguinte

maneira [[15]]:

(Ap)®

U(A, b)al(p, o, n)U (A, b) = P po) ZDE,Q(W*(A, p)a'(Ap,7, n)  (4.40)

U(A, ba(p, o, n)U (A, b) = e~ %ZD&?(W*(A,p))a(Ap,a n). (441
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Um teorema fundamental diz que qualquer operador, digamos O no espacgo de Hilbert, pode ser escrito

como a soma de produtos entre operadores de criagdo e aniquilacdo, ou seja,

0=> > /dqll - dgydgr - dqra’(q)) -+ al(gy)alanr) - - alq) O () -+ dyar -+ - qur)
N=0 M=0
(4.42)

em que aqui os ¢ s generalizam a ideia de rétulo das particulas contendo toda a informagdo necessria.
E importante ressaltar que ao se escolher um operador a ser estudado faz-se necessério o conhecimento
dos elementos que compdem este mesmo operador, para o caso de trabalharmos com matrizes devemos
conhecer os respectivos elementos destas mesmas matrizes de maneira a escolher adequadamente os
Cnr para que valha (4.42). Seguindo esta ideia, podemos analisar alguns casos para verificarmos a
funcionalidade do teorema.

Por exemplo, para o caso do vicuo, temos que ($y, OPy) = Cy sendo Cyy 0 dnico termo restante,
portanto basta que facamos (®y, ODy) = C.

J4 para o caso de um estado qualquer, (®q, OD,) = (o, | dg1Co1(q1)(q1—q)Po) = Co1(Po, Do) =
Co1(q) e com isso escolhemos (®y, OP,) = Cpi(gq), o mesmo vale para Cjy quando escolhemos
(®q, OPg) = Cio(q).

O caso mais genérico para dois estados quaisquer se da por

(®g,, OPg,) = (Pg,, {Coo + /dQ1dQ£CU(q,17ql)&T(qll)a(ql)}q)qQ) =
— (®g,, CooPg,) + (<I>q1,/dqldQQCu(QLql)aT(q{)a(ql)‘qu) =
= Cood(7) — Tp) + (@qp/dqldqwn(%, 0)a'(q1)6(q1 — G5)®o) =
= Cood(q, —72) + (@qp/dﬁcll(qlp%)aw’o = (4.43)
= Cood (@1 — Tp) + / Ay C11 (41, 0o) (g, Dgp) =
— Cuudla, ~ %) + [ daiCunld,.3)60, ~ ) =
= Cood(qy — 72) + C11(q1,%5)-
Consequentemente ficamos com

011(61762) = (q)ﬁp O(DEQ) - 0005(61 - 62)7 (444)

que implica em
Ci1(71,73) = (Pg,, OPg,) — (Po, OP0)d(7) — To)- (4.45)

Desta maneira, podemos vislumbrar como o teorema anterior se manifesta.
Antes de continuarmos € benéfico comentar sobre uma restri¢io fisica imposta sobre a matriz .S que

€ o principio de decomposicdo em cluster. Este principio declara que experimentos realizados a longas
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distancias um do outro ndo podem se influenciar. Existe uma consequéncia desse principio para a matriz
S que se manifesta da seguinte forma: suponhamos uma quantidade /N de experimentos de multiparticu-
las ay — [y, a0 — [a,- -+, any — By e todos os experimentos sdo realizados distantes uns dos outros,
entdo a matriz .S dos processos combinados Serd Sg, 4 g,+..+8y.01+ast++any — OB1a1OBsas O Bnan -
Podemos buscar uma implicacao dessas caracteristicas na hamiltoniana, portanto tomemos a hamil-
toniana completa por H = Hy + V. Por se tratar de um operador no espaco de Hilbert,  pode ser

expressa como

Z Z /d3 Cpyd’p - d’pyr x al (py) - a' (Ply)a(pr) - -
—0 M=0 (4.46)

OC(PM) X hN]VI(p,p e 'p/]\fa P1, - 'PM)-

A equagdo (#.46) ndo traz nenhuma informagao além da prépria aplicagdo do teorema para operadores
no espaco de Hilbert que foi visto anteriormente, no entanto € através de um outro teorema exposto
em [[I5]] que podemos obter informagdes de carater fisico. Segundo este teorema, caso tenhamos a
hamiltoniana escrita na forma da equagao e impusermos que a fun¢do hya (P}, - P, P1, - "Pm)

dada por

A (Ps P, Py Pu) = 8 (Pi+ -+ +Py—P1— - —pum) X hym (P, Py, P1, - Pur), (4.47)

nao contenha deltas de conservagao de subconjuntos de p e p’ entdo teremos garantido o principio de
decomposi¢io em cluster, ou ainda, Sg, = §(Ps — P,)Ss,. Podemos observar que a anlise sobre
H pode se restringir a andlise sobre V', dado que H € escrita como H = Hy + V e Hy € um tipo de

operador aditiV(ﬂe consequentemente pode ser escrito como

Hy = /dplaT(Pl)a(p1>E(Pl) - /dpidplalT(Pl)a(Pl)fs(pl —p1)E(p1) =

(4.48)

:/dpidpla'T(Pl)a(Pl)hn(P’uPl),
em que F(p \/m Portanto o principio de decomposi¢do em cluster estd garantido para H
ea aﬁrmagao do teorema anterior passa a ser sobre V' e ndo mais H. Para uma demonstracio deste
teorema ver [[13]].

Conforme nossa proposta de constru¢do do campo, vemos da condicao 3 que queremos construir
uma densidade hamiltoniana que seja escalar de Lorentz e em funcao dos operadores de criagdo e
aniquilacdo, mas como vimos, as transformacgdes via Lorentz dos operadores em questdo nao sdo
simples, o que dificulta nossa busca por tal densidade hamiltoniana. Para tanto, podemos abordar uma
estratégia de buscar uma nova forma de representar a densidade hamiltoniana que a0 mesmo tempo

seja construida com os operadores, mas também que tenha um comportamento adequado sob Lorentz.

2 Um operador qualquer F ¢ dito ser aditivo se F®, ...y = (f(q1) + f(q2) + - + f(qn))Pg...qn - Temos um lema
(q

q
bastante 1til que afirma que todo operador que pode ser escrito como F' = f dan (@Q)alq)f (q) é um operador aditivo.
Para uma demonstragdo desse lema ver [E]]
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Vejamos, voltando para nossa hamiltoniana, que pode ser expressa como

H= / dpy - - dpSedp? - - - dpS,H, (4.49)

em que

H = Z Z Y / Ppl - dPplyd®py - - - dPpasx

N=0M=0 o n (450)

/ / . /. . .
ONM(ph 01, nl;"'va7 O-N’ ny;,P1, 01, N1y PM, OM, nM)

aT(plla 0-17 nll)aT(pﬁVa UE\/) ni]\/’)a(pM7o-M7 nM) "'a(ph 01, nl)-

Escrevendo a equagdo acima em termos de constantes gy ;- ;.. ;,, coeficientes de expansdo adequados
1e-bpoble-bM

w(x;p, o, n)ev(x;p, o, n), ficamos com

H= Z Z ZZ Z Z gy 11\1/d3p,1"'d3p/]\/d3p1"~d3pM><

=0M=0 o n .01 dy
4.51)
. . / / . .
ul’l('xv P; 0, n) T ul;v(xv pNa ONs nN)Uh(xa p; 0, n) o UIM(:Ba Pm, OMm, nM)
Tt ! 1 ! / !
a (p17 01, nl)"'aT(pNa ONs nN)a(pMao_Ma nM)"'a(pla 01, nl)-
Rearranjando os termos da equacao anterior temos
oo o0
— E E E E E 3./ . / / /
H - glll...l§v,l1...lM /d p1ul/1 (xvpa g, n)aT(ph 01, nl)
N=0M=0 on ZIIZEV l1...l]\/[
(4.52)

< [ @Bl . o ol (Bl o)
X /dgplvll(l'; b, o, n)a’(pla 01, TL/1> X /dgvalM(l'; Py, Om, nM)a(pM7UM7 ’I’LM)

e, por fim, a densidade hamiltoniana pode ser expressa como

H = Z Z YD g (@) Gy (@) () -, (), 4.53)

=0 M= Ol/ l/ I1...Up

identificando os operadores ;" (x) € ¥, (z) como sendo

= Z/d3pul(x,p, g, n)a(p7 g, n)a (454)

Y (x) = Z/d3pvl(x;p, o, n)a'(p, o, n). (4.55)

on

Caso facamos uma transformacao do tipo Ax + a na densidade hamiltoniana e compararmos termos
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correlatos veremos que

U(A, a); (2) Z Dy(A™)e (Az + a), (4.56)

U(A, a); (x) Z DAYy (Az + a). (4.57)

As matrizes Dj(A) fornecem uma representagdo de dimenséo finita do grupo de Lorentz e portanto
devem ser redutivel e ndo deve ser confundida com D,z que sdo representacdes advindas do grupo de

Poincare e sdo de dimensao infinita.

Usualmente, para que a matriz .S seja invariante por Lorentz, para intervalos do tipo espago a
densidade hamiltoniana comuta com ela prépria, ou seja, [H(z1), H(x2)] = 0 o que a essa altura

implica que os operadores identificados acima satisfacam:

[Wi(z), Ye(a))s = [i(), ¥ ()]s = 0. (4.58)

Desenvolvendo a equacdo anterior para os operadores ¢;" = (x) e ¢, (y) temos

[wl ( @sz :l: - ZZ/dSPd?)p/ X xr;p, 0, n)v(y, p/a 0,7 n')a(p, g, n)aT(plv 0/7 TL/)

o,n o'n

+u(w;p, o, n)o(y;p', o', w)al(p, o, n)a(p’, o', 1))

_ZZ/CP /d‘sp’ul z;p, o, n)vy(y; ', o, n)[a(p, o, n),al(p’, o, n)]+
—ZZ/d3 [ Evutap. o mutip, o w)en e - p) -

= (27T)3Z/d3pul(x7pa g, n)vl’(%p/, OJ? TZ,).
(4.59)

O problema com a equagdo acima € que ela geralmente ndo zera e, portanto, ndo conseguiremos

uma densidade hamiltoniana adequada. A saida para esse problema é tomarmos operadores do tipo
Ye(z) = k) (x) + MY, (x) de maneira que

it @), 0 )]s = @nP Y / (s w(: p, o, n)e(y: pls o', )t
on (4.60)

+ A (wr(z;p, 0, n)u(y;p's o', n'))

e escolhe-se x e A de maneira a satisfazer a relacdo de comutagao.
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43 O CAMPO

O operador (), sugerido na se¢do anterior, ganha o nome de campo qudntico ou operador
de campo. Estudemos algumas de suas propriedades, como o comportamento dos coeficientes de
expansao.

Utilizando as equagdes (4.54) e (4.55) para os campos e tendo em vista as equagdes (4.40) e
(4.41) para os operadores de criagao e aniquilagdo sob a agdo de uma transformagdo unitdria, podemos

escrever uma transformagdo U (A, a) agindo nos operadores de campo como [[15]]

U(A, b)yT (2)U YA, b) =

d*(Ap) . (4.61)
= (2w 3/2/— w(x;p, o)e” e D (WA, p))a(Ap, T
(2m) 2<Ap)0%:z(p ) (W (A, p))a(Ap,7)
e
UA, by~ (x)U™ (A b)
. 4.62
)y [ S s, e D v et ().
V2 Ap
Comparando essas equagdes com as equagdes (4.56) e (4.57) vemos que
(A Ap,3) DY) (W (A, p)) = e 4Py " D, x; A 4.63
Ue v+ a; Ap,7) DS (W(A,p)) = e (M) ue(x; Ap, o) (4.63)
e
Z vy(Az + a; Ap, @)D J*)(W(A,p)) = ei(Ap)'aZDﬂ(A)w(X; Ap, o), (4.64)
= ¢
submetendo essas equagdes as translagdes no espago-tempo e ficamos com
uz(x; p, 0) = P Vuy(p, o) (4.65)
vi(x;p, 0) = P Duy(p, o), (4.66)

uma vez que, para este caso especial, A = I e a qualquer. Com esses vinculos as equagdes das

representagdes ficam

ZW Ap,7) DY) (W ZDM Yue(p, o) (4.67)

ZW Ap,7) ZDM Yoe(p, o). (4.68)

Ja para os boosts tomemos p = 0 e A = L(p), consequentemente W (A,p) =T e D(A,p) =1e



57

ficaremos com

ZDw ))uz(0, o) (4.69)

0) =Y Da(L(p))ul0, o). (4.70)
l
Por fim, para as rotagdes, teremosp =0e A = RW(R,p) = Re

ZW 0,7)DY(R ZDM Jue(0, o) 4.71)

ZW (0,7) ZDN Jue(0, ). (4.72)

Infinitesimalmente, teremos

Zuz 0,7) (R ZJM )ue(0, o) (4.73)

> 00,7357 ( Zja )00, o). (4.74)

Com o que vimos até aqui, podemos garantir a criacdo de campos quanticos seguindo as trés condicoes

propostas em [[I8]]. Vejamos mais um detalhe sobre a teoria envolvendo interagéo.

Sabe-se que em geral, em teorias que descrevem interacao, os estados que descrevem particulas
costumam ter cargas conservadas ¢, diferentes de zero, bem como associadas a um operador hermitiano,

digamos (), que satisfaz:
[Q, a(p, 0, n)] = —q(n)a(p, o, n), (4.75)

[Q, a'(p, o, n)] = q(n)a(p, o, n). (4.76)

Como o comutador entre () e os operadores de cria¢do e aniquilagdo ndo sdo nulos, é de se esperar que
também ndo o seja o comutador do operador de campo com este mesmo operador (), uma vez que o
campo pode ser expresso em funcdo de operadores de criacdo e aniquilacdo. Exigimos entido que o

comutador seja

(@, Pu(2)] = —q(n)e(2), 4.77)

para que ele possa comutar com a densidade hamiltoniana. Esta relagdo de comutacio se d4 através de
QH@)] = (~¢, — .. — @+ + o+ gy + o+ )H- (4.78)

Essa relagdo de comutacdo € zero se e somente se —¢; — ... — ¢y + ¢4 + ... ¥ ¢y + ... + ¢, = 0. A
equagdo [Q, ¥y (z)] = —q(n)1e(x) ndo pode ser resolvida se tanto ¢ (x) quanto ¢~ (x) descreverem
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a mesma particula, com a mesma carga ¢; a Unica solug@o é que [Q, V" (z)] = —qg(n)Y™(x) e
[Q,¢v~(z)] = q(n)Y~(x). O que a relagdo anterior nos diz é que a necessidade da invariancia da
matriz S, bem como toda a constru¢ao dos operadores de campo (ou os préprios campos), demandam a

existéncia de uma particula com carga oposta, ou seja, a existéncia da particula e sua antiparticula.

4.4 O CAMPO DE DIRAC COMO UM EXEMPLO

Tomemos o campo de Dirac como exemplo, cujo campo de aniquilagio é dado por
Y (x) = (2m) 72 / d%ZeW u(p, o)a(p, o) (4.79)
e 0 campo de criagdo é
Y (z) = (2m) 732 / d*p Z e PTy(p, o)b'(p, o). (4.80)
Notemos que a paridade atua nos operadores de aniquilagdo e criagio como

Pa(p, 0)P~" = n*a(—p, o)

(4.81)
PbT(D? O')Pil = ﬁbT(_p7 U)a
com n* e 17 sendo as fases conhecidas como paridades intrinsecas. Consequentementeﬂ
Put )P = (2m) 2 [ P03 ulp, al-p. )
(4.82)

Py (2)P~" = 7i(2m) 2 / #p3 " e (p, o) (—p, o).

Notemos que um coeficiente para um momento genérico p se relaciona com um coeficiente para o

repouso através de um boost pmﬂ
u(p, o) = v/2p"D(L(p))u(0, o), (4.83)

mas podemos atuar com a paridade em « de maneira que

Pu(p, 0) = u(—p, 0) = /2'PD(L(p))u(0, 7). (4.84)

Introduzindo a identidade P~'P = 1 na equagdo acima teremos

= /2p"PD(L(p)) P~ Pu(0, o), (4.85)

Note que p representa a atuacdo da paridade na varidvel x.
4 O fator \/2p° é um fator de normalizagio.

3
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lembrando que P~ = P e que Pu(0, o) = u(0, o) ficamos com
u(—p, o) = \/20"PD(L(p))Pu(0, o). (4.86)
E importante salientar que para uma transformacio qualquer de Lorentz D(A) temos
D(A)Y*D(A)™" = A%y”. (4.87)
Em especial, quando P = D(P) vamos ter
Py P~ =Py’ (4.88)

Como P ¢é dada pela equacio (3.27) podemos perceber que quando «v # [ os valores serdo zero e para
a = = 0temos P = 1 entdcf]

PP =PYy" =40 (4.89)
Para o casode « = 8 =i comi = 1,2, 3 temos P, = —1 entdo
Py Pt =Py = (4.90)

Note que podemos atuar com P pela direita na equagdo (4.89) e obter
PP P =4"P = Py’ =7"P = [Py’ =0. (4.91)

O mesmo pode ser feito com a equagao (#.90) e neste caso obteremos
Py'P'P=—~'P= Py = —'P={P4'}=0. (4.92)

As equacdes (4.91) e (4.92)) permitem que tomemos P = ~° e por conseguinte, ao substituirmos esse

resultado em (4.86)), encontrarmos

u(=p, 0) = V21" D(L(p))7°Ju(0; o). (4.93)

O mesmo raciocinio vale para v(—p, o) com
o_ (0! (4.94)
¥ Lol .

Y*D(L(p))" = D(L(Pp)) (4.95)

5 0

Ressaltando que vy = 7"
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¢ uma condic¢do suficiente para a conservacdo da paridade que

70(0, o) = b,v(0, o), (4.96)

7Y u(0, o) = b,u(0, o), (4.97)

em que b, e b, sdo fatores de sinais. Atuando com D(L(p)) nas duas equagdes anteriores ficamos com

Y’u(p, o) = byu(p, 0), (4.98)

Yu(p, o) = byu(p, o). (4.99)

Como no caso do campo de Dirac os coeficientes no quadrimomento de repouso sdo dados por

1
1 1\ o
u(o, —) _ (—) , (4.100)
2 2/ | 1
0
0
1 1 1
u<0, —) _ (—) , (4.101)
2 3) | o
|
0
1 1 1
v 0,—) - (—) , 4102
(0.5 vl (4.102)
1
1
1 1 0
v(0, —) - (—) . 4.103
( 2 V2 1 ( )
0
Podemos tomar b, = —b, = 1 e consequentemente encontramos como os campos de criacdo e

aniquilagdo reagem a paridade de acordo com

Pyt ()P~ = " b,y 0T (pz) = "y %7 (pa)

N (4.104)
Py~ (z)P™" = by~ (px) = =77 Y~ (p).

Logo, para que o campo de Dirac se transforme, sob a a¢do da paridade, em alguma coisa proporcional

a ¢’ (px) como () = ¥ (x), deve-se ter que as paridades intrinsecas sejam —n* = 7. Com isso,
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temos
Py(z)P~! = 1"y (p). (4.105)
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5 O METODO DE CLASSIFICACAO DE WIGNER E UM POSSIVEL CANDIDATO AS
CLASSIFICACOES NAO USUAIS

Este capitulo tem por finalidade expor, de maneira sucinta, quais as ideias presentes em que
culminam no que pode ser chamado de "método de classificacdo de Wigner para estados de uma
particula” E] bem como apresentar um possivel candidato que preencha as chamadas classes ndo-usuais
de Wigner.

A construgdo desta parte da dissertagdo se baseia, quase que em sua totalidade, nas referéncias [21]],
(15]1, [23]1, [24]] e [33]l. Vale mencionar que, em alguns aspectos, o contetido de [33]], consequentemente

deste capitulo, complementard, e eventualmente corrigird, o que fora discutido em [23]].

51 OMCW

Em seu artigo de titulo "Unitary Representations of the Inhomogeneous Lorentz Group Including
Reflections", publicado em 1964 [@], Wigner dé continuidade ao seu trabalho desenvolvido em
ao implementar as simetrias de paridade e reversdo-temporal no estudo dos estados de uma particula
via grupo de Poincare.

Neste processo, Wigner percebeu ser possivel diferenciar estados de uma particula pela maneira
como eles reagem ao sofrerem a acdo dos operadores que representam as simetrias discretas. Mais
especificamente, foram utilizados operadores unitdrios (para o caso da paridade) e anti-unitarios (para o
caso da reversdo-temporal e de C'PT’). Como era de se esperar, ao atuarem nos estados, os operadores
devolviam estados transformados com a presenca de uma fase (ainda que, por alguma argumentacao
coerente, essa fase pudesse ser 1). E justamente sobre estas fases, mais precisamente sobre a anélise
do quadrado dessas fases |, que é possivel se estabelecer um critério para classificar estados de uma
particula.

Primeiramente, notou-se que estados de uma particula associados as particulas que nao possuem
degenerescéncia além do spin deveriam se comportar de maneira a fornecer

e Caso1

T°=(-1)¥ e (CPT)*=(-1)%, (5.1)

no entanto, como analisado por Wigner, a prépria estrutura do grupo de Poincare, quando levadas em
conta as simetrias discretas, permite a presenca de possiveis estados de uma particula degenerados
(associados as particulas com degenerescéncias além das que representam o spin), e para estes estados
degenerados € possivel que a combinagdo de resultados para as fases seja diferente. Essa ideia
possibilita a existéncia de outros trés casos:
e Caso 2:
T° = —(-1)% CPT)* = 2
=—(= e (CPT)" =(=1)7, (5.2)

Doravante, por conveniéncia, serd utilizada a abreviagdo MCW quando feita referéncia ao método.
O estudo das fases quadradas se justifica sobre a ideia de que a atuagio sucessiva de um mesmo operador unitario em
um estado devolva o estado original.

2
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e Caso 3:
T°=(-1)¥ e (CPT)*=—(-1)¥, (5.3)

e Caso 4:
T°=—(-1)¥ e (CPT)*=—(-1)%. (5.4)

Os resultados obtidos por Wigner podem ser encontrados na Tabela 3, da pagina 72, de
Ocorre que, como apontado em [23]], Lee e Wick em [22]] mostraram que, para o caso de uma
teoria quantica de campos ao menos localmente invariante por transformacdes de Lorentz, os campos
quanticos permitiriam apenas a existéncia de particulas que estivessem associadas a estados que se
classificassem no Caso 1. Como exposto em [22]], simetrias internas poderiam ser utilizadas para se
redefinir simetrias discretas, de modo a reclassificar particulas no Caso 1. Neste contexto, faz sentido a
ideia de nomear os casos como sendo usuais e ndo-usuais: para o Caso 1 (situacdo na qual todas as
particulas usuais se encontram) da-se o nome de classe usual de Wigner de acordo com o MCW; para

os outros casos da-se o nome de classes ndo-usuais de Wigner de acordo com o MCW.

5.2 UMA PARTICULARIZACAO PARA SPIN 1/2 E MAIS ALGUM COMENTARIO SOBRE
CPT

Para que se possa continuar com a procura de candidatos que pertencam as classes ndo-usuais de
Wigner, € proveitoso que seja feita uma particularizacio, ou seja, escolhermos um tipo especifico de
particula para a qual queremos fazer a anélise.

A partir deste ponto, deve-se assumir que a particularizacao € feita para estados de uma particula
associados as particulas com massa e com spin 1/2.

Assim, as classificagdes descritas anteriormente passam a selﬂ

eCasol: T?=-1 e (CPT)*=-1, (5.5)
eCaso2: T?=-1 e (CPT)*=+1, (5.6)
eCaso3: T?=-1 e (CPT)=+1, (5.7)
eCasod: T?=+1 e (CPT)*=+1. (5.8)

Algumas palavras de precaucdo devem ser escritas para o leitor que queira analisar os resultados obtidos por Wigner
diretamente da tabela citada: deve-se levar em conta que o que esta definido no artigo como sendo uma simetria do tipo
PT deve ser entendido como o que se conhece atualmente por uma simetria CPT, um cuidado semelhante é necessario
ao se analisar o significado da simetria de paridade. Dadas as diferencas entre notacdes, bem como a caracteristica do
trabalho presente em ser auto-contido (e matematicamente complexo), o autor desta dissertagdo optou por nao
reproduzir a Tabela 3 no decorrer do texto a fim de ndo gerar confusdo.

4 Esses resultados podem ser conferidos na Tabela 1, pagina 2, de .
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Dos resultados acima, de imediato, é possivel dizer que para o caso usual de Dirac deve-se ter
(5.5). No entanto, em algumas referéncias como na pagina 45, equagdes (6.27) e (6.28) em [24]], os
resultados para os espinores de Dirac sdo 7% = —1 e (CPT)? = +1, que correspondem ao caso de
(5.8), portanto resultando em uma possivel incoeréncia.

Para resolver essa aparente incoeréncia, deve-se atentar para algumas sutilezas da teoria. Como
bem pontuado em [23]] e extensamente desenvolvido em [[I5]], os operadores de simetria discreta atuam
em diferentes niveis na teoria quantica de campos, isto significa que as transformacdes dessas simetrias
atuardo em operadores de criagdo/aniquilagdo, bem como em coeficientes de expansao e nos proprios
campos. Mas em todas essas atuacdes as necessidades do problema vao determinar de que maneira os
operadores se comportarao.

Acontece que, para a teoria quantica de campos relativistica, é esperado que os campos sejam
invariantes por transformacdes de simetri;ﬂ CPT, e consequentemente é esperado que essa caracteris-
tica, de alguma maneira, seja transmitida para os coeficientes de expansao na equacao desse campo
quantico, bem como seja transmitida para os operadores de criagao/aniquilagdo do mesmo campo e
por fim essa caracteristica chegue até os estados de uma particula sobre os quais toda essa teoria foi
consistentemente construida. Portanto, € possivel inferir que a validade do teorema C'PT', demonstrada
para os campos quanticos relativisticos, seja estendida para os estados de uma particula associados a
esses mesmos campos, desde que o comportamento dos operadores de simetria esteja vinculado as
caracteristicas fundamentais necessdrias da teoria quantica de campos, quando vista pela perspectiva
de estados de uma particula.

Com isso, o caso da aparente incoeréncia descrita anteriormente se explica justamente porque
os resultados da pagina 45, equacdes (6.27) e (6.28) em [24]], foram encontrados para o caso dos
espinores de Dirac em uma representagdo especifica, levando em conta as devidas necessidades dessa
representacio, e ndo foram calculados em estados de uma particula para o caso usual de Dirac. Caso o
fossem, o resultado seria, de fato, 72 = —1 e C PT? = —1 como no Caso 1.

Dado o que foi discutido anteriormente, talvez este seja o ponto ideal para adotarmos algumas
convencdes que podem diferir do restante do trabalho, mas que por um motivo ou por outro, sao mais

convenientes para este capitulo. Utilizando como referéncia [[I3] e [24]] tem-se que:

» Estados de uma particula serdo representados por ¥, ,, com n sendo uma possivel degeneres-

céncia além do spin;
» Campos quénticos serdo representados por ¢)(x);

» Operadores de simetria como paridade, reversao temporal e conjugacio de carga, ao atuarem em

estados de uma particula (ou nos proprios campos), serdo escritos como P, T"e C, respectivamente;

> O conhecido teorema CPT; ver, por exemplo, na pagina 245 de .
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» Os operadores das mesmas simetrias citadas anteriormente, atuando em coeficientes de expansao
que compdem os campos (z), serdo escritos como P, T e C.

Tendo em vista o que foi exposto acima, pode-se revisitar o resultado obtido por Lee e Wick em
[22]] e afirmar, como em [23]], que duas condi¢des sdo necessdrias para que o tnico caso possivel para

0 MCW seja o Caso 1, sdo elas:

¢ Que exista uma relagﬁoﬂ do tipo
Py(z) P! o Pyp(—2) (5.9)

para a paridade e uma relacdo equivalente para a reversiao temporal;
¢ Que exista alguma simetria interna no problema, de maneira a ser possivel relacionar um operador

a essa simetria.

Com essas duas caracteristicas, Lee e Wick em concluem que[], particularizando para o caso
de spin 1/2, (CPT)*> = —1, P> =T? e TP = —T P, consequentemente (C'PT)? = T?%. Uma outra
andlise, feita por Weinberg nas paginas 103 e 104 de [[15]], chega a mesma conclusdo para o caso usual
de Dirac, ou seja, (CPT)* = —1.

5.3 UM BOM CANDIDATO E AS POSSIVEIS NOVAS CLASSES DE WIGNER

Vale ressaltar que a condi¢do exposta em implica, para o caso usual de Dirac, o fato dos
espinores na funcao de coeficientes de expansdo do campo quantico de Dirac serem autoespinores do
operador de paridade, ou seja, para coeficientes de expansdo tipo u e v, como demonstrado em [[I5]],
tem-se:

Pu = +u, Pv=—v, (5.10)

portanto € esperado que essa mesma caracteristica se manifeste também em estados de uma particula
para o caso de Dirac usual.

Com o que foi desenvolvido até aqui, pode-se inferir que, para a existéncia das classes ndo-usuais,
um bom candidato a estado de uma particula deve, de alguma maneira, ndo possuir alguma dessas
caracteristicas. Neste contexto, um espinor que surge como candidato € o autoespinor do operador
de conjugacdo de carga, ou de acordo com seu acronimo em alemao, ELKdﬂ O ELKO ¢ adequado
justamente pelas suas caracteristicas nao usuais sob a a¢do de transformacoes de simetrias discretas.
Vejamos algumas delas e como isso se transporia para estados de uma particula associados ao ELKO.

De acordo com , o ELKO pode ser exposto em quatro componentef] que servem de coeficientes

Note que, neste ponto da andlise, foi utilizada uma relagdo de proporcionalidade ao invés de uma relagdo de igualdade,
como na pagina 1388, equacio (2.7), em , para que ndo seja necessdria a escrita de possiveis fases.

Estas conclusdes se encontram nas paginas 1388 e 1389 de .

O processo de descoberta e constru¢do, bem como uma coletanea de resultados, sobre o ELKO pode ser visto em .
Os indices alfabéticos superiores sdo para distinguir dois tipos de ELKO, os auto duais (letra S, de self dual) e os
anti-auto duais (letra A, de anti-self duals); os indices sub-escritos tem relagdo com a prépria constru¢ido do ELKO e
algumas escolhas de fases adequadas, ver em [PE]]
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de expansdo para um possivel campo quantico, sdo eles: A\ (), A% (p), A% (p) e A (p). Sob a atuagdo

dos operadores C, P e T essas componentes se relacionam como [[24]:

CAL(P) — +AL(D).

) ) (5.11)
CAL(P) — —AL(D),

p p
PAL(D) — A2(D), 5.12)
PAL(P) — AE(P),

Y A
TAL(D) — A&(P), 5.13)

TAA(P) — AS(D).

Nota-se, na equagdo (5.11)), a prépria classificagio do ELKO em um autoespinor do operador de
conjugacdo de carga. Para o caso da equacdo (5.12) é possivel observar que o ELKO ndo ¢ um
autoespinor do operador de paridade. Por fim, da equacdo (5.13), percebe-se uma "mistura” entre os
tipos de espinores |

Por conta das caracteristicas descritas acima, faz sentido supor que, em uma construcao de estados
de uma particula associados ao ELKO, estes estados ndo sejam, também, autoespinores do operador de
paridade, de maneira que essa relacdo possa ser dada por

S _ S
P‘I] ﬂo-;t o g\:IJ*IXUFF

D,

P\Iﬂéo,:ﬁ: = C\IIA

p, 717’0'»:F‘

(5.14)

Como as paridades intrinsecas sdo as mesmas, desde que as espécies de particulas sejam as mesmas,
tem-se que PPUS . = P?U5 . =¢(PUS,  =&08 | = P?=¢ =1eo0mesmo pode ser
feito para o caso de U7 ..

Com isso, pode-se definir, para um estado de uma particula associado ao ELKO, um operador de
criacdo, bem como a atua¢do da paridade nesse proprio operador. Faz sentido, escolhendo fases de
forma que o vécuo se mantenha invariante, que b'(p, o, +) ao atuar em um estado de vacuo devolva

b (P, o, +)Wpae = Us Portanto, sob a atuacdo da paridade

p,o,E"
PO (f, 0, ) Wyae = BT (=, 0, F) PWae = (b (=7, 0, F) Ve, (5.15)
mas
PYl(p, 0, £)1V,. = Pb'(p,0,£)P ' PV,,. = Pbl(j,0,£)P 7' U,,,, (5.16)

10" Possiveis escolhas de coeficientes para as equacdes (5.12) e (5.12) foram omitidos neste ponto do texto, mas quando
convenientes, serdo adicionados.
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entao
CON (=, 0, F)Vpee = PO (7,0, £) P Wyoo = PO (P, 0, £)P~" = (b (=P, 0, F). (5.17)

De acordo com [24]], e mantendo uma notag@o semelhante a [[15]], a equacdo para o campo de
criacdo € dada por:

1 L, -
VA (2) = ey / {d3p )\ﬁ(ﬁ, )b (7, 0, +)eP® + dPp M\ (P, 0)b' (7, o, —)e”"””} . (5.18)

(27)
Mantendo esta notagio, assim como exposto em [23]], um possivel coeficiente de normalizagﬁo[ﬂ
digamos N, € deixado a cargo da relacdo dos coeficientes em repouso com os coeficientes para qualquer
momento

A= RE\A(R
Mi(p,o) = Ne™?XL(0,0), (5.19)

em que o boost representado por % segue a notagio de [[24]. Pode-se investigar, com o desenvolvido

até aqui, a atuacdo da paridade no campo definido anteriormente de maneira que

- - 1 - - ipw - - ipr p—
Py~ (z) P! ZW/P{CF’ZD N (0, o) (5,0, +)eP* + d*p M7, 0)b! (5,0, —)eP* } P

1
27T)3/2

 (
= C(2W1>3/2 /d3p{ )\ﬁ(ﬁ, U)CbT(_ﬁ’ o, —) + /\f(ﬁ’ U)CbT(—ﬁ, o, +)} o
(5.20)

/d?’p{ NP, o) PO (P, o, +) P~ + AP, o) Pl (9,0, —) P~} P

E importante ressaltar que na equagio (5.20) os operadores P e P~! ndo atuam nos coeficientes de
expansdo, apenas nos operadores de criagdo para os quais fora utilizada a equagéo (5.17). Percebe-se
também, na equacdo anterior, que é possivel se realizar uma mudanca de varidvel da forma p'— —p,
fazendo com que passe a ser

1
(27)3/2

Pyt (z)P! = ¢ / EPp { M=, o) (5,0, —) + AA(=p,0)b! (0, +) } 7P, (5.21)

neste caso deve-se atentar para um sinal em e~"”*, mas que no fim das contas, pode ser atribuido a
uma transformagio da paridade no préprio z, ou seja, —p - © = p’- pr, entdo e PT = PP,

Com o conhecimento da equacao (5.19), espera-se que

M (=p,0) = Ne7®PX{(0, 0), (5.22)

' Em conformidade com a anélise feita em || , este coeficiente de normalizac¢do nio afeta os resultados obtidos.
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no entanto, pode-se ter

P (—p,0) = PNe 240, 0)
= Nem epAL(0,0)
= N1etF9PAL(0, o)
= NPP et 9PXL(0, 0).

0,
0,

De onde vé-se que
PTIPAL(—p,0) = NPT'PP e P PAL(0,0),
ou seja,
(=P, o) = Pet®PPAL(0, 0), (5.23)

uma vez que P = P! e {K,7} = 0. Ocorre que, conforme , a atuacdo de P em )\ﬁ(ﬁ, o),
levando em conta a escolha de fases para que a teoria do ELKO seja relativistica, é

PAL(0, o) = FiNA(0, 0), (5.24)

consequentemente, aplicando (5.24) em (5.23) e levando em conta que N~ 'e )\ (5, o) = AL(0, o)

A (=P, o) = FINPe N0, 0) = FiNPe " PN e ®ONA (5, 0) = FiXA(,0).  (5.25)

Substituindo esse resultado na equagdo (5.21)), tem-se

1 A e UV .
PQZ]A_(x)P_]' — (271')3/2</d3p{ —Z/P)\é(p, a—)bT(p’ a, —) —+ ZPAﬂ(p) O_)bT(p’ o, _|_)} e ppr
i . . . . .
~ (2nP)i2 / dCpP { =M\A(5, )b (7,0, =) + ML (5, 0)b! (5, 0, +) } €757 =
i L o .

(5.26)

Note o surgimento de um sinal relativo entre os coeficientes de expansao do campo na equagao
(5.26) quando comparada com a equagdo (5.18]) para o campo ainda ndo transformado. Uma anélise
semelhante pode ser feita para o campo de aniquilacdo, e dado o comportamento dos espinores sob a
paridade, o mesmo problema com o sinal aparecerd, com a respectiva diferenca na paridade intrinseca
(¢ passa a ser §).

Devido aos vinculos impostos pela equagdo (5.24) (o comportamento dos espinores ELKO sob a

acdo da paridade em uma teoria relativistica), a escolha das fases ( e £ ndo pode ser feita da maneira
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como & feita no caso usal de Dirac. Soma-se a esse fato o surgimento do sinal relativd tanto na
equacgdo do campo de criagdo quanto na equacdo do campo de aniquilagdo. Por conseguinteE] para o
caso do campo do tipo ELKO, ndo € possivel ser feita uma escolha entre as paridades intrinsecas ( e £
para que uma equagao do tipo (5.9) prevaleca.

Assim, esses resultados permitem inferir que, dado o campo total relacionado ao ELKO (cria¢do

VA~ + aniquilacdo U5) como

(@) o (2)> + ()t (5.27)
tem-se que
Py(x) P~ o< PY(z)ST P~ + Pyp(z)~ P!
= Py(a) P! oc Py (=)™ + Py (=)™,
ou ainda,
Py ()P~ oc Py (=) + 4 (—2)" "},
isto é,

Py(z)P~! o PY/(—x), (5.28)

mas devido ao comportamento dos sinais ja explicitado, pode-se concluir que ) # 9.

O resultado de (5.28) entra em contraste com o que se espera de um campo quantico relativistico
usual, relacionado a particulas com massa e spin 1/2. Conforme visto por Lee e Wick em , é
condigdo necessdria que um campo para esse caso se comporte como na equagdo (5.9)), portanto o
campo associado ao ELKO viola essa condi¢@o.

Ora, o fato do campo quantico construido a partir de coeficientes de expansao que sao do tipo ELKO
permitir a violagdo da condi¢do da equacdo (5.9) para campos usuais, aliado a uma outra caracteristica
desse mesmo campo, sugere que estados de uma particula associados ao ELKO sejam bons candidatos
a pertencer as classes ndo-usuais de Wigner. Essa outra caracteristica € o fato desse campo ser, por
constru¢ao, verdadeiramente neutro, ou seja, nao possuir algum tipo de simetria intern Veja que,
essa ultima caracteristica, permite que nenhuma das duas condicdes encontradas por Lee e Wick em
, para restringir os valores de T2 e (C'PT)?, sejam satisfeitas.

Estabelecido que campos associados ao ELKO sdo bons candidatos, basta que se construa a atuacio
dos operadores C', P e T' em estados de uma particula associados a esses campos para que seja possivel
investigar a possibilidade da existéncia de classes ndo-usuais.

Para o caso usual de Dirac tem-se que —n* = 7}, além do fato de nfo aparecer um sinal relativo entre os coeficientes de
expansao.

Tendo em conta que —n™ = 7, bem como o ndo aparecimento de um sinal relativo entre os coeficientes de expansao.
Nesse caso, a no¢@o de simetria interna deve ser entendida como a mesma descrita em . Nada impede que simetrias
internas relacionadas especificamente ao ELKO aparecam.
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Comecemos pela observagio, ja feita anteriormente para justificar a equagdo (5.14)), sobre a atuagio
da paridade nesses estados. Como visto em (5.14)), essa atuacdo deve ser dada por

S _ S
P\Il ﬂa';t - 5\11_]3‘70'7:’:

p,

P\Ijéa,ﬂ: = C\I]A

Dy —P,0,F "

(5.29)

No caso da atuagdo do operador C', deve ser feita uma observacdo importante. Diferentemente da
atuacdo de C' em espinores para o caso usual (ou alguma outra representacio espinorial), em que o
operador C' ganha a forma de C e é necessdrio que ele seja antiunitdrio, para o caso de uma atuacio
mais fundamenta nos estados de uma particula, espera-se em TQC que esse operador seja unitério e
a unica exigéncia é que ele relacione particulas com antipartl’culas[ﬂ Para o caso dos estados associados
ao ELKO, a proposta de atuacao do operadOIE] C serd dada por

c\p€a :+\p§a
Pk Pk (5.30)

A o A
CV5or = —Vioa-

Resta agora a constru¢do da atuacdo de 7' sobre os estados de uma particula associados ao ELKO.
Para tanto, é vdlida a hipdtese sugerida por Weinberg no Apéndice C de [I5]]. L4, o autor sugere a ideia
de que uma vez trabalhando com a possibilidade de estados de uma particula com degenerescéncias
além do spin, deve-se levar em conta a possibilidade da representacdo de 7" para esses casos nao ser a
mesma representacdo dada para o caso sem degenerescéncia. Segundo Weinberg, nem mesmo o apelo
de Wigner em [21]] a estrutura do grupo de Poincaré completo (com as simetrias discretas) parece ser
suficiente para impedir essas tais representacdes diferentes. Sendo assim, para o caso da presenca de

degenerescéncias além do spin, uma forma possivel de 7" atuar é
Tq?bﬁaa,n = (_1)j—a Z gmn¢—ﬁ,—0,ma (531)

Percebe-se de imediato que a tnica informacao possivel de se extrair da equacao diz respeito a
unitariedade da matriz .7,,,,. Como o operador 7" é antiunitrio sabe-se que deve ser escrito como uma
combinagdo de um operador antiunitdrio por um operador unitdrio (ver [[I6]]). Pois bem, a presenga do
fator (—1)7~7 deve-se justamente a atuagdo da anti-unitariedade de T no estado de uma particula, por
conseguinte resta a matriz .7, ser unitdria.

A fim de simplificar a transformag@o presente na equagio (5.31), bem como conhecer o funcio-
namento da matriz .7,,,,, tomemos uma mudanca de base na forma de uma transformacéo unitaria

como

¢]l3’,a,n = Z %mnwﬁ,o,m- (532)

15 Como justificado por Weinberg na pagina 131 de .

Isso remete a C' unitério.

Vale notar, que existe uma discussdo acerca da unitariedade ou anti-unitariedade de C' em , no entanto, ao que
parece, ¢ importante que a simetria C'PT" seja antiunitdria, o que para o exemplo trabalhado continua acontecendo, uma
vez que mesmo C' unitdrio o resultado de C'PT continua sendo antiunitario.



A atuacdo do operador 7" neste novo estado deve ser

/

Twﬁ,o',n = (_1)]'*0' Z yr;mwlfﬁ,fa,m'

No entanto, deve-se notar que 7" atua na equagio (5.32) como

T¢;ia,n =T (Z %mnwﬁ,a,m> = Z %gnTwﬁ,a,m = Z %nin(—l)jig Z %mwfﬁ,fcr,n'

Para que se possa comparar, a equacdo (5.33) com a equagdo (5.34)), como abaixo
j—U * - j_o. ! /
(_1> E :%mn E :‘%ZW@Z)—IZ—UJZ - (_]‘) E :ymnqu)—;i—a,m?
m n m
€ necessdrio que ambas retornem o mesmo estado transformado. Para tanto, toma-se
!/
w,ﬁ,,mm = E %nmwfﬁ,fa.na
n
e inserindo (5.36) na equagdo (5.35) tem-se
. i . ,
(V7Y Ui D Tamt—pmon = (17D T Y Uninto—p—on
m n m n

com isso conclui-se que

!

Note que
(%nin%m)T = (gn,m%nm)T = (%m)T(%nin)T = (%nm)T(ynim)T:
logo

* /
Tom Uy, = Ui Ty,
e consequentemente pode-se fazer

Tom . = U T = Ui Uit T = U T = T = U T U,

nm < - mn mn< nm

ou seja,
/ —
T = U T,

nm?

cuja disposicao final, desde que sejam abandonados os subindices, é

T =Yg~

mn?

71

(5.33)

(5.34)

(5.35)

(5.36)

(5.37)

(5.38)

(5.39)

(5.40)

(5.41)

(5.42)
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A equacio fornece a informacio de que .7 é uma matriz unitdria uma vez que é escrita como o
produto de outras trés matrizes unitdrias. No entanto, este tipo de transformac¢do unitaria ndo € uma
transformacdo da forma A = U~!BU (similaridade) utilizada para diagonalizar matrizes. Vejamos o
que pode ser feito a respeito.

Tomando o complexo conjugado de .7 tem-se

/

(T =W " TU) = (U TU (5.43)
e fazendo o produto de (5.42) com (5.43) obtém-se
T I =UTUNUN T U =UTTU. (5.44)

A equagio (5.44) ¢, de fato, uma transformac@o unitdria de similaridade e pode ser utilizada para
diagonalizar .7 7 *.

Considerando que esta diagonalizacdo tenha sido feita, € de se esperar que
T 7" =D, (5.45)

para D uma matriz diagonal.
Como D é uma matriz diagonal, sabe-se que D = (D)T uma vez que toda matriz diagonal é

. L . . r o, e, . L ’ / .
simétrica, e tendo em vista que .7 é unitdria também se sabe que .7 1.7 = 1. Com isso, tem-se que

’

D=1D) = (7" D) = (7" 7' D)T = (DY'(TY'(T"Y' =DTTT™*  (5.46)

ouseja, D = D.7'7.7"*. Inserindo este resultado na equacio (5.45) tem-se
T T*=DT"T",

ou seja,

T 7T '=pI T (TN =T =DIT, (5.47)

por fim, abandonando os simbolos super-escritos, encontra-se a forma
T =DIT. (5.48)

A equacgdo (5.48) € o vinculo necessdrio para que se possa entender a constru¢do da matriz que
representa a atuacdo do operador 7" em estados de uma particula com degenerescéncias além do spin.
Neste ponto € importante chamar a ateng¢do para um aspecto desta construcao, o aspecto da escolha das
fases. Como D é uma matriz unitéria, ela pertence ao grupo U(n) e pode ser representada como e,
Além de unitdria, a matriz D também € diagonal, de maneira que a representa¢do de DD em sua forma
exponencial se manifesta nos elementos da diagonal principal, ou seja, cada elemento da diagonal tera
uma fase arbitréria do tipo €°, em que n varia tanto quanto sdo os elementos da diagonal principal de

D. Para os outros elementos da matriz D os valores serao zero.
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Analisando a equacao com o que se sabe de D, pode-se supor que a origem de uma possivel
fase, na atuagdo de 7' sobre os estados, deve-se originar justamente das fases de . No entanto,
essas fases, por constru¢do, ndo possuem nenhum cardter de obrigatoriedade em suas escolhas. Esta
caracteristica permite que as fases sejam tomadas de acordo com a necessidade do problema em questao,
sempre respeitando o vinculo imposto por (5.48). Vejamos como a equagio se manifesta em sua
forma matricial e quais resultados podem ser extraidos desta representagao.

Para efeito de andlise, vamos supor que as matrizes sejam do tipo 4 x 4, assim a equagdo (5.48) fica

tun tiz tiy i et 0 0 0 tin to1 ts1 ta
t t t t 0 e 0 0 " " " "
21 U2 taz loa | . 2 Pz ezt | (5.49)
ts1 l32 tsz iz 0 0 e¥ 0 tis tos tsz tus
ba laz lag laa 0 0 0 e¥ tig tog tas tua
resultando em
tll t12 t13 Z514 eiwltll eicplt21 eupltgl ei901 t41
t t t t etr2¢ eir2¢ elP2t el
21 loz l2g fag | _ Thy €y @Plyp Plp | (5.50)
ts1 tzp 133 i3 €3ty €3ty €P3ty3  €“P3lyg
tyr tag laz taa ePaty, ety ePitg, ity

Nota-se da equacdo (5.50), de imediato, que para o caso da diagonal principal tem-se, por exemplo,
que t1; = €“'t11, 0 que implica €' = 1 ou e*¥'t;; = 0. No caso em que, por exemplo, €*** = 1, mas
6“03 7§ 1, deve-se ter t13 = t31 = 0, uma vez que t13 = ei‘“tgl = t31 € t31 = Gwstlg = ei@gei@1t31;
como e'¥3e¥1 = 3 =£ 1 isso implica ;5 = t3; = 0.

Entdo, para este caso, tomando ¢! = 2 = 1 e ¢** £ 1, bem como ¥4 # 1, a equagio ((5.50))
passa a ter a forma

tin iz tiz tu tin tan 0 0
tor tap Toz toa | | tiz Ta2 0 0 (5.51)
ts1 l32 tsz taa 0 0 0 e%ty | '
tan lao taz tua 0 0 €%tz 0
podendo ser colocada em uma forma bloco-diagonal como
yyo 0 tiy ¢ 0 et
T = 2 T ,com of = o e A= ‘ 43 . (5.52)
O2x2  HBaxa ti2 a2 ety 0

Percebe-se que .7 é simétrica, entdo A = e° também o &, mas ./ também & unitdria (unitariedade
passada de .7 para os seus blocos constituintes) e por isso pode ser representa por uma exponencial com
uma matriz anti-hermitiana, de maneira que se S for hermitiana ¢S vai ser anti-hermitiana. Com isso, a

matriz .o/ pode ser representada como uma exponencial de uma matriz simétrica e anti-hermitiana e
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neste caso, podera ser unitariamente diagonalizada com uma transformagdo do tipo R~1.7 R como

—1 —1
Uy 02x2 oy 02x2 Usxs 0Oax2 Uy o %asoUaxs 02y
02><2 02><2 02><2 %2x2 02><2 02><2 O2><2 O2><2

(5.53)

uma vez que % ¢ real e consequentemente % * = % e a diagonalizagdo unitaria ocorre apenas em .27 .
Por conseguinte, a matriz que se encontra resultante no lugar de .27 ¢ uma matriz que também possui
fases escritas como exponenciais apenas na diagonal principal.

Com esse resultado, faz-se necessario que sejam estudadas as possibilidades para a matriz Z.
Para tanto, notemos que t43 = €4tz € l34 = €'?31y3, mas €% # 1 e ¢¥3 # 1, entdo devemos ter
et = ¢7%3 ¢ a matriz % fica

0 ewgt43

B — . (5.54)

67i¢3t34 0
Perceba que a unitariedade herdada por <7 também devera ser herdada por %4, consequentemente
deve-se ter t43(t43)*7 = 1 que é 0 mesmo que t43(t34)* = 1, mas t43 = t34, portanto t,3(t43)* = 1.
Supondo que t43 seja nimero complexo qualquer z = a + b, entdo zz* = 1 = |z| = 1, podendo,
entdo, tomar-se z = 1 e consequentemente t43 = t34 = 1. Com esse resultado Z pode ser escrita como

0 e
B = ‘ : (5.55)

e 0

Com isso, e pelo fato das fases poderem ser quaisquer (podendo ser colocadas sob uma maneira

conveniente), a forma final de .7 pode ser escrita como[l;g]

e¥'/2 0 0
0 e¥'/2 0 0
g == 0 0 O eisﬂm/Q . (556)

0 0 e ¥ 0

Tomemos como exemplo a atuagdo de (5.56) em um caso para o qual se tem estados de uma
particula com possiveis degenerescéncias; sejam essas degenerescéncias rotuladas com os nimeros 1,

2,3 e 4. Para este caso teremos

Twﬁ,a,l = (_1)j—U Z gmlw—ﬁ,—mm

m=1,2,3,4
= (—1)j_0 (TY—p—o1 + PoaV—j—o2 + Ts1V_p—03 + TNV—j—04)
— (_1)j—0 (%1¢—ﬁ,—a,1) — (_1)j—a61’90//277&_57_0717

/

(5.57)

18 A notagiio dos simbolos sobrescritos ’ serve para diferenciar os possiveis (’s, ou seja, todas as vezes em que 0s
simbolos forem iguais em quantidade quer dizer que 0s ’s 80 0s mesmos.
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Twﬁ,a',Q = (_1)]'70- Z 9m2wfﬁ,fa,m

m=12,3.4
(=1)° (FA2V—j—on + T2 2+ TaoV_j—o3+ Ta2V_5_04)
(=177 (Tanth—j—op) = (1) 7€ P,

(5.58)

Twﬁ,a,ii = (_1)j—a Z ym?)qu)—ﬁ,—a,m

m=12,3.4
(=1 ( T3V o1 + To3V_ 02+ T3 _j—3 + Tizth_p—oa)
(=177 (Tagt—p—oa) = (1) 7" Py,

(5.59)

Twﬁ,aA = (_1)j—0' Z gm4w—ﬁ,—o',m

m=1,2,3,4
(—1)j_0 (FaY—p—on + FoaV—j—o2 + TaaV—p—o3 + T0aV—j—o4)
(_1)j—0 ((%477&_@_073) — (_1)j—aei<p////2¢_ﬁ_a73‘

(5.60)

Notemos que nos dois primeiros casos

Tippor = (1) _5 o) (5.61)

Thgen = (=177 2 _5_ s, (5.62)

embora as fases em forma de exponenciais aparecam, elas podem ser suprimidas, uma vez que sempre

!/

‘ . i JA . !
serd possivel fazer, como por exemplo, V5,1 = e~ *¢ / 1% eassimter¢_z_,1 = e ¥ / WY

o,1° —p,—o,1°
ou seja, sob a atuagdo de 7T’
Tipon = (=177 Py 5oy = (1) 7€ ey |, (5.63)
Ty = Te /4 =¥/ Ty (5.64)
entao
AT = (—1) e ey = (1) e Ay
que nos leva a
TYen = (1) ¢ 5 o1 (5.65)

A mesma andlise pode ser feita para o caso da degenerescéncia 2. No entanto, 0 mesmo nao
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pode se dizer dos casos 3 e 4, pois os estados de uma particula associados aos estados antes de serem

transformados por 1’ estdo trocados, ou seja,

Thsas = (=177 " 2yp_s o4, (5.66)

Tpos = (—1)777" 2h_5 5. (5.67)

Este fato joga luz sobre um aspecto importante da forma como a matriz .7 pode ser construida:
mesmo as fases podendo ser escolhidas de maneira arbitraria, a depender da escolha, a forma final da
matriz .7 ndo ira surtir efeito nos estados com degenerescéncia, pelo menos nao o bloco da matriz
T para o qual as fases estejam dispostas na diagonal principal ao invés da diagonal secunddria. Isso
impde uma restricao na escolha das fases, caso se queira trabalhar com os estados de uma particula com
degenerescéncias além do spin, de maneira a se perceber a existéncia destas mesmas degenerescéncias,
€ condicao necessdria que as fases sejam escolhidas respeitando os vinculos impostos pela equacao
ao mesmo tempo que estes vinculos permitam uma construgdo da matriz .7 adequada, ou seja,
com as fases dispostas na diagonal secunddria.

A essa altura, duas perguntas devem surgir naturalmente, o que aconteceria com a andlise feita
caso a matriz fosse de ordem superior? E o que aconteceria com essa matriz caso outras combinagdes
de fase fossem feitas? Pois bem, respondendo a primeira pergunta, o que poderia acontecer € que,

respeitando os mesmos vinculos que foram analisados, a equagdo (5.57)) seria escrita como

tin tiz tiz tin tis tie tir tis tin tar t31 tm 0 0 0 0
lor taz oz tog tos tog tor los tig to2 32 taz 0 0 0 0
t31 t32 tsg lsa U35 t36 tar lss li3 o3 t3z ta3 0 0 0 0
tar taz taz laa tas lae tar las | [ f1a toa 34 laa O 0 0 0
tsi tso tsy tsa tss tss tsr tss| | O 0 0 0 0 €tgs 0 0
ter lez les tea tes tes ter tes 0 0 0 0 e¥is 0 0 0
tr1 tre trs tra l7s trs 77 trs 0O 0 0 O 0 0 0 ¥ty
ts1 ts2 tsy lsa lss tse tsr lss 0O 0 0 O 0 0 e¥trg 0

Uma andlise semelhante a que foi feita para o caso 4 x 4 se seguiria, com a atencao para o fato
de que agora, para a matriz %, teria-se uma ideia mais generalizada, ou seja, ela seria uma matriz

diagonal por blocos do tipo

0 61@5 t65 0 0
ot 0 0 0 B, 0
p— | € ‘ = ! : (5.68)
0 0 0 %ty 0 %
0 0 ng t78 0

e seus sub-blocos seriam, apds a adequacao dos sinais das fases, matrizes do tipo




77

0 ei‘Pi/ QCZ'

i = e*itpi/2c7—i 0

(5.69)

Nesse caso, a andlise da unitariedade das matrizes sera feita sobre as %;, o que implicard uma anélise
sobre as matrizes C;, ou seja, C;C'; = C';C; = 1. Essa caracteristica implica o fato das matrizes C;
serem unitdrias e quadradas, com isso as matrizes C; podem sofrer transformagdes do tipo A; 'C; B}
para que C; possa, de maneira conveniente, ser C; = 1. Devido a sua natureza, independente do
tamanho, a matriz <7 sofreria 0 mesmo processo resultando na mesma forma final, mudando apenas o
tamanho de sua diagonal principal.

A outra das duas perguntas a ser respondida é sobre o que aconteceria caso outra escolha de fases
fosse feita, de maneira que a matriz nio fosse disposta da mesma forma como analisado anteriormente.
Caso isso aconteca, os vinculos impostos pela equagdo (5.48) restringiriam a forma final da matriz
da mesma maneira que aconteceu no exemplo da matriz 4 x 4. Ndo importa o tamanho da matriz .7
(a depender da quantidade de possiveis degenerescéncias), para que uma fase se manifeste no estado
transformado por 7', sem que possa ser absorvida por uma redefinicdo de um estado equivalente, é
necessdrio que a disposi¢ao das fases na matriz .7 seja bloco-diagonal, com os blocos contendo as
respectivas fases em sua diagonal secundaria.

Com essas ideias em mente, pode-se particularizar o estudo da atuagdo de 7', em estados com
degenerescéncia além do spin, para o caso em que se tenha apenas duas degenerescéncias. Sejam essas
degenerescéncias rotuladas pelos sinais + e —, de maneira que a matriz .7 para esse caso tenha a
forma

0 ele/2

7= , (5.70)

e~/2
assim, 71" atuard como

TYspre = (1Y > Tostb_gom

m=—,+

= (1Y (Tt + Tertpos) (5.71)
= (1) (Tt o) = (1) 75,
TY5o- = (17" > Ttbgom
m=—,+
(5.72)

(_1)j—a (9——¢—ﬁ,—a,— + y—&-—l/}—ﬁ,—a,—i-)
(=1 Tty pos) = (1) 7P oy
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0 e¥? —— —+
T = 4 = . 5.73
( e /2 ) ( +— 4+ ) 673

De maneira mais sucinta, tem-se

com a convengdo de

Twﬁ?a,:l: = eiitpﬂ(_l)ji%ﬁfﬁ,fo,ﬂp- (5.74)
Obviamente que, sendo 7' dado pela equacdo (5.74), T serd

Tzwﬁ,a,:l: = TTwﬁ,m:t

=T {1 Y 5 o=}

_ e1i<p/2(_1)j+oTwiﬁ’ig? (5.75)
_ e¢iga/2(_1)j+o(_1)jw€¥w/2wﬁgi

= (D)% ey,

ou seja
T*50+ = (—1)7eF %5, 1 = T? = (—1)% 7%, (5.76)

Talvez, como tultima observacao, seja importante salientar que em caso de se existir algum tipo
de simetria interna no problema em questao, serd possivel se definir um operador relacionado a essa

simetria de maneira que
SUpon = 2 5, -, (5.77)

fazendo com que o operador de reversdo temporal possa ser escrito como 7" = S~!T. Assim, dada

essa nova definicao, o novo operador anularia a existéncia da fase proveniente de 7', pois
-1 —1_+ip/2 +ip/2 g—1 +ip/2 Fip/2
ST SUpon = ST Y oz = ST oz = T Yy = pon. (5T8)

Supondo um operador 7" atuando em um estado de uma particula com degenerescéncias além do

spin, tem-se
T'V0: = S Tp04 = ST (1Y 5 _oz =
_ e:i:w/2(_1>j—os—1¢_ﬁ7_g’$ _ e:l:iso/2(_1)j—0€¥i¢/2wﬁ7_g’i _ (579)
= (_1)j_077bﬁ,—0,:t,

ou seja,

T"Ygon = (—1) U5 _o1. (5.80)

Entdo, com o que fora desenvolvido anteriormente, fica estabelecido que na presenga de degenerescén-

cias além do spin, rotuladas por 4+ e —, 7" atua em um estado de uma particula como

TYgee = (1) 72y 5, (5.81)
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em concorddncia com a forma proposta no Apéndice C de [[I5]].

Ocorre que, para o caso dos espinores do tipo ELKO, a atuacio da simetria de reversdo temporal
sobre os espinores se manifesta como em (5.13)). Entao € esperado que essa caracteristica seja repassada
para os estados de uma particula como

TOS, o (—1)owd
TV, o (S (5.8
TUs, , o (—1)Y* U\Iffp’ o
T2, o (—1)YPows .

O surgimento de (—1)%/277, nas equacdes acima, d4-se pelo fato da dlgebra sobre a qual sdo construidos
os geradores de rotacdes no caso do ELKO ser a mesma élgebra sobre a qual (como faz Weinberg em
) sdo construidos os operadores de rotagdo para o caso usual, essa dlgebra € a dlgebra de Lorentz]ﬂ

Para que as relacdes em (5.82)) sejam dadas por uma igualdade ao invés de uma proporcionalidade,
basta que se leve em conta a forma sugerida para 7" quando na presencga de degenerescéncias além do

spin, ou seja, particularizar a forma da equag@o (5.81)) para spin 1/2. Com isso, tem-se

T‘Ifﬁ,a+ :( 1)1/2 o J”Wz‘lfi‘n s
T = G0, (5.83)
TV, = (-1 Poetered,
TUL, = (=1)20e2p5 .

Com o desenvolvido até este ponto do texto, tem-se todo o aparato tedrico necessario para que se
inicie a investigacdo da existéncia de estados de uma particula que pertencem as classes nao-usuais de

Wigner. Pois bem, comecemos pela investigacdo sobre 72, tomando como base a atuacdo de T’ em

w2 _ e tendo sempre em vista as equagdes (5.29), (5.30) e (5.83). A aplicagdo em W2 _ serd usada

p,0,—

como exemplo para se expressar a relacdo geral.

Para este caso, tem-se que

.T\IJA — (_1)1/2—06—@0/2\1/?#

p,o,— p,—0,+"
Entéo
TTVS, =TV}, = (=1)/*7eePTes,
_ (_1)1/2+a€i<p/2(_1)1/2—062'4,0/2\1/;71,0’7 _ “0\1/;1’07
Logo
TV, = —e¥Uh - T = —¢¥ (5.84)

p,o,— p,o,—

19" Este fato é mostrado em .
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Para o caso de (C'PT)?, também atuando em ¥/, tem-se que
o TV = (-1)PTeys
o PTV], = (-1)"?7e PP s, . =¢(-1)? eS|

o CPTV], =¢(—-1)"Poe@PCuy | =¢(—1)* e %Pyl

p,0,— —0,—?

o TCPTV:, =T {{(-1)"7e W3 |} =¢(-1)"/*oetelPrus | =

p,—0,—
— (=1 1/2+U€+igo/2 -1 1/2_06_i¢/2\1/é~ ’
g( ) ( ) p,0,+ (585)

° PTCPT\IJ;%Q_ — £<_1)1/2+U€+i¢/2(_1)1/270'672@0/213\1}14_‘ _

—p,o,+
— fc(_1)1/2+o€+i<p/2(_1)1/27067@/2\1/4

p,o,—?

e« CPTCPTVS, = 5((—1)1/2+"6+W2(—1)1/2_‘76_"@/20‘1’20,7 =
= —E((-1) PPt () e = v

p,0,— p,o,—

= (CPT)*Vs, _ =¢&Vs, - (CPT)” =&

p,0,—

Com o que foi feito é possivel estabelecer que os valores de T2 e (C'PT)? para estados de uma

particula vinculadas ao ELKO sao:
T? = —e®e (CPT)* = &C. (5.86)

Vale notar que até este ponto, nao ha restricdo sobre os valores possiveis para essas fases, sendo que
tanto ¢ quanto (¢ sdo as chamadas paridades intrinsecas.

Em uma teoria quantica de campos, é de se esperar que os operadores que representam as atuagdes
das simetrias, tenham operagdes de comutagdo ou anti-comutacio bem definidas Neste contexto, talvez
seja produtivo investigar como sdo essas relagdes para os operadores P, 7" e C' utilizados nos calculos
de T% e (CPT)>.

Tomemos a atuagdo de P e C' em um estado \If;},m_ como referéncia, teremos

o PV, =(UA. . = CPV;, _=(CV;, _=—(CU!

p,o,— p,0,— _17)0—7"'—’
isto é,

CPV;, _ =—(ut

_ﬁ7g7+.
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A A A A A
.C\Ijﬁa.’i == _\Ilfﬁ,a',f = PC\I]@U’i = _P\I}ﬁ,o’,f = _C\Ilfﬁ,U;l’?
ou seja,
A A
OP\]:I:&*’O,’_ = _C\Ij—ﬁ,a'7+'
Portanto
PCUA = PCUA = CP=PC .[C,P]=0. (5.87)

Vejamos a atuagdo de 7" e C' em um estado semelhante ao estudado acima. Com isso, tem-se que

o CTVS, = (-1 7e lPu%,

p,0,— —p,—o,+"
o TCUL, = —(—1)1/2oe®ys, |
Assim
CTVS, , ., =-TCVS,  =CT=-TC - {C,T}=0. (5.88)

Resta agora o estudo para a atuacdo de 7" e P. Nesse caso, tem-se que

o PTUS, _ =¢(—1)7e P05

(5.89)
e TPUL = ((—1)/2octiel?ys

p,—o,—"

Até aqui, nada pode se afirmar sobre a relagc@o de (anti-)comutacdo para P e T'. No entanto, perceba

que se pode multiplicar PTW5 = &(—1)"/277e~%/2¥5_ _ por (¢£et??), assim

(Cge—i-icp)PT\pé _ (Cge-l-iw)ge—iwﬂ(_1)1/2—0\1127_07_ — Cé“?e-i-is@/?(_1)1/2—0\115_07_ =

p,o,—

_ C(—1)1/2_06+i¢/2\1jp§7_g7_ _ TP\IJS,—@—'
Levando a
TP = (e PT. (5.90)

Coletando os resultados obtidos s@o encontradas as seguinte relacoes:

» Os operadores C' e P comutam:
[C, P] =0; (5.91)
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» Os operadores C' e T" anti-comutam:
{C, T} =0; (5.92)
» Os operadores P e 7' ndo possuem uma relacdo definida:
TP = (e PT. (5.93)

Tudo o que foi desenvolvido até aqui, tanto em relag@o aos valores de 72 e (C'PT)? quanto em
relacdo aos (anti-)comutadores, poderia ter sido feito tomando como referéncia um dos outros trés
estados, digamos \I/;;a’ +- A diferenga nos resultados apareceria como um sinal na exponencial, de
maneira que nao € errado concluir que as diferengas aparecem por conta de qual degenerescéncia esta
sedo utilizada, dado o modo como 7" atua nos estados. Por conseguinte, uma maneira mais geral de

sintetizar os resultados, que seja capaz de expressar essa diferenca no sinal, €:

T? = —¢F% (5.94)
e
TP = (T PT, (5.95)
(C'PT)? nao sofreria mudanga, pois
(CPT)* = (¢ (5.96)

depende apenas das paridades intrinsecas.
O fato da relagdo entre PP e 1" ndo estar bem definida, a principio, pode gerar certa estranheza. No

entanto, esta indefini¢do permite que se imponham vinculos nos valores de T2 e (C'PT)?. Vejamos

quais’
#Para o caso em que [T, P] = 0:
[T,P]=0 = TP =PT = (&% =+1, (5.97)

entao
C(E=+lee®=+1,0u, (£=—1lee” =—1. (5.98)

4 Para o caso em que {7, P} = 0:

{T,P} =0 = TP =—-PT = (&% =—1, (5.99)

20" Por completeza, a andlise continua sendo feita para o caso dos operadores atuando em \I/I‘?U _, mas isso em nada
.,
interfere no resultado final, uma vez que a exponencial de T tem o mesmo sinal que a exponencial da relacdo de T P.
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entao
(E=+1lee®=—1,o0u, (£=—1ee¥ =+1. (5.100)

Como T? = —¢'? e (CPT)? = (&, tem-se que

W Se [T, P] = 0:
T? = —1e (CPT)* = +1,
ou (5.101)
T? = +1e(CPT)* = —1.
B Se {T, P} =0:

T? = +1e (CPT)* = +1,
ou (5.102)
T?° = -1e (CPT)* = —1.
Sumarizando os resultados e reproduzindo uma versao adaptada da Tabela de [23]], tem-se

Tabela 1 — Possiveis classes de particulas de acordo com o0 MCW; versao adaptada de

Tipo | (CPT)* T? | Relagdo entre Pe T
T - (T.P} =0
2 441 7,P] =0
3 41 -1 7, P] =0
4 +1 +1 {T,P} =0

Como pode ser visto na tabela acima, caso os estados de uma particula sejam construidos de
maneira a abarcar as caracteristicas fundamentais de espinores do tipo ELKO, bem como seja levado
em conta a proposta feita por Weinberg, de uma nova representacao para a atuacao de 7' na presenca
de degenerescéncias além do spin, todas as classes de particulas sdo possiveis. As possibilidade
dependerdo da imposi¢do feita em relagdo a comutagdo ou anti-comutacao dos operadores P e T
Particulas do Tipo 1 e 4 podem ocorrer simultaneamente, particulas do Tipo 2 e 3 também, ndo sendo

possivel qualquer outro tipo de combinagao.
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6 CONCLUSAO

Observa-se, com a conclusdo deste trabalho, que mesmo uma abordagem via primeiros principios
pode gerar consequéncias profundas em uma teoria. O simples fato de se tentar entender como simetrias
se manifestam em TQC, via teoria de representacdes e teoria de grupos, possibilitou a apreciacao,
através de uma consistente construcio de conceitos, do significado de uma particula, bem como nocdes
bastante fundamentais de campos quanticos.

N3ao obstante essas possibilidades, tal abordagem permitiu explorar questdes a0 mesmo tempo
de natureza simples, porém bastante pertinentes para a teoria quantica de campos atual. Uma dessas
questdes, por exemplo, € a possibilidade de, a luz da existéncia de objetos fisicos como os espinores
do tipo ELKO [24]], revisitar-se o método de classificagdo de particulas segundo Wigner [21]]. Neste
processo de reandlise levantou-se a possibilidade, outrora descartada pela analise presente em ([22]]),
da existéncia de estados de uma particula com degenerescéncias além do spin, o que, a principio,
permite a existéncia das chamadas classes ndo-usuais de particulas segundo o MCW.

No entanto, nunca é demais chamar a atenco, para o fato de que tal possibilidade de resultado, s6
foi possivel através de um estudo sistemdtico de questdes em fundamentos de TQC via formalismo
proposto por Weinberg em [[15]]. Tal estudo se desenvolveu ao longo dos capitulos 2, 3 e 4 desta
dissertagao.

Quanto aos resultados obtidos no capitulo 5, € importante que se tenha todo o processo de maneira
bastante clara, a fim de evitar qualquer erro devido a algum tipo de ma interpretacao. Munido deste
proposito, talvez seja proveitoso repassar o caminho até o capitulo final desta dissertagao.

Pois bem, tudo comeca com a tentativa de Wigner em [21]] de incluir as simetrias discretas no
seu estudo prévio (ver [I7]]) sobre as unitarias representagdes do grupo de Poincaré em uma teoria
quantica. Nessa tentativa (bem sucedida) foi apontado um método para que se classificasse estados de
uma particula ao sofrerem a atuacdo das simetrias discretas representadas por um operador unitario.
As simetrias em questdo eram, a paridade P, a reversdo temporal 7" e o que hoje se entende por C'PT'.
Sendo mais preciso, o método consistia em estudar as possibilidades de valores para as fases resultantes
da atuagdo de cada operagdo simetria em um estado de uma particula. Com esse método, Wigner
percebeu que os estados de uma particula poderiam ser classificados, com relagdo aos valores das
fases atribuidas aos operadores 7% e C'PT?, em quatro tipos. Essas possibilidades estdo presentes nas
equagdes (5.1)), (5.2), (5.3) e (5.4). Mesmo havendo quatro possiveis tipos, Wigner notou que apenas o
tipo presente em (5.1)) aconteceria sem que ocorresse algum tipo de estado degenerado.

Foi s6 algum tempo depois que Lee e Wick em determinaram que, dentro do contexto de
uma teoria quantica de campos localmente relativistica, os casos conhecidos de estados associados
aos campos quanticos usuais pertenciam todos aos mesmo tipo de classe, o tipo 1, ou classe 1. Na
andlise de Lee e Wick classes diferentes da do tipo 1 ndo eram permitidas, seja pelo fato dos estados ja
pertencerem ao tipo 1, seja pelo fato de algum tipo de simetria interna da teoria permitir a redefinicao
dos operadores de maneira que se recaisse no caso do tipo 1, nenhuma classe ndo-usual de Wigner

(tipo 2, tipo 3 e tipo 4) aconteceria.
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Vale ressaltar que pelo menos duas condigdes necessdrias para o trabalho feito em [22]] valer
devem ser satisfeitas: que os campos se transformem, sob a paridade, como em (5.9); e que caso
sejam possiveis o surgimento de alguma fase ndo prevista, essa fase possa ser "absorvida" por alguma
simetria interna. De certa maneira, esse trabalho de Lee e Wick foi o trabalho norteador para quando
se queria discutir as possibilidades de classes nao-usuais de Wigner.

Muito se passou até que Weinberg em [[15]], através do seu formalismo idiossincratico de se trabalhar
em TQC, propusesse uma atuacdo diferente para o operador da simetria de reversao temporal. A ideia
de Weinberg era que, quando olhando para o trabalho original de Wigner, ndo haveria motivo para que
as representacoes de 7" no caso de degenerescéncia além do spin fossem as mesmas que no caso sem
degenerescéncia, portanto, permitindo uma representacdo como a da equagdo (5.74). Ocorre que, T
atuando em estados degenerados como na equagao (5.74)), permitiria a existéncia de um sinal extra nos
estados transformados, abrindo novamente a possibilidade das classes ndo-usuais de Wigner existirem.
Mas o préprio Weinberg descartou essa possibilidade, alegando nao serem conhecidos exemplos de
particulas que apresentassem tal degenerescéncia na TQC usual.

No entanto, em um intervalo de tempo entre os estudos desenvolvidos por Weinberg e alguma data
no ano de 2005, Ahluwalia e Grumiller inesperadamente se depararam com a existéncia de tipos nao
usuais de espinores, os chamados ELKO (como pode ser apreciado em [24])). Esses espinores acabaram
por representar particulas de spin 1/2 e dimensdo de massa 1. Também tinham por caracteristica
intrinseca serem autoespinores do operador de conjugacao de carga e ndo serem autoespinores do
operador de paridade. Eram também parte de uma teoria que poderia ser considerada verdadeiramente
neutra, ou seja, sem a presenga de simetrias internas. Diante da possibilidade do ELKO representar
uma fisica nova, em assumiu-se a possibilidade de ser possivel construir estados de uma particula
que, associados aos espinores do tipo ELKO, viessem a descrever um novo tipo de particula, sempre
preservando as caracteristicas mais fundamentais da teoria descrita por Ahluwalia em [24].

A premissa em era simples: é sabido desde o trabalho de Wigner e sacramentado pelo trabalho
de Lee e Wick que na teoria quantica de campos usual ndo sao permitidas as classes ndo-usuais de
Wigner. No entanto, caso fosse possivel estudar estados de uma particula que de alguma maneira nao
pertencessem ao que se convencionou chamar de fisica usual, talvez as classes ndo usuais de Wigner
passassem a ser uma possibilidade. O ELKO foi o escolhido para essa empreitada justamente por nao
ter um comportamento esperado para espinores que descrevem férmions. Com todos esses ingredientes
em maos, foram investigadas as possibilidades abertas pelo ELKO e se concluiu em [23]] que a0 menos
uma classe nao-usual de Wigner ndo poderia ser descartada.

Neste ponto do texto, vale uma nota importante: os resultados obtidos no capitulo 5 deste trabalho
concordam com o resultado obtido em [23]], a0 menos no sentido de que classes ndo-usuais ndo podem
mais serem descartadas, mas discorda de quais sdo essas classes e como elas podem ser escolhidas.
Essas diferencas foram notadas por um dos autores e serdo oportunamente publicadas [[33]].

Como pode ser visto na Tabela [I|desta dissertagdo, tendo em vista as novas consideragdes desen-
volvidas no capitulo 5, pode-se concluir que nenhuma classe de Wigner pode ser descartada ao se
trabalhar com estados de uma particula relacionados ao ELKO. As possibilidades de diferentes tipos

de classes de Wigner estio condicionadas as relagdes de (anti-)comutacdo entre os operadores 7' e P,
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que por sua vez dependem das escolhas das fases ¢ e ¢. E sabido que escolha para as fases tem sua
determinagdo pautada por uma certa necessidade experimental, portanto é provavel que essa escolha
fique condicionada a algum vinculo presente em um possivel experimento.

Apesar do que fora discutido anteriormente, ainda resta um questionamento a ser feito: quais sdo
as implicacdes da possibilidade de existirem as classes ndo-usuais de Wigner?

Ora, é sabido que todas as particulas (particularizando para o caso de spin 1/2, como o ELKO) que
sao conhecidas pela TQC, enquadram-se na classe 1. Portanto, ao se permitir a existéncia de novas
classes, permite-se, também, a existéncia de novas particulas.

Com isso, talvez a hipétese levantada em , do ELKO ser um candidato a descrever o campo
responsdvel pela matéria escura, ganhe respaldo, uma vez que passa a ser possivel associar a esses
mesmos campos, particulas novas, que por sua vez, podem obedecer a uma fisica diferente, tao

diferente quanto o necessario para se descrever a matéria escura.
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APENDICE A - LEMA DE SCHUR

Embora o Lema de Schur apareca na literatura de diversas maneiras diferentes, em geral, elas
tem os mesmos significados ou, numa hipdtese mais restrita, consequéncias equivalentes. Apesar
disso, as ideias utilizadas para suas demonstra¢des sdo muito similares. Para o caso deste apéndice a
demonstracdo do que se segue foi baseada em [[6]], [7]] e [§]]. Vamos estruturar as etapas de demonstragao

no valendo das partes descritas no texto.

Parte 1): Sejam hy e hy duas representacoes irredutiveis (reais ou complexas) de um grupo G
atuando em dois espacos vetoriais V| e Vs respectivamente, e ¢ um mapa de entrelacamento, entdo ¢

€ um isomorfismo ou ¢ = 0.

Perceba que o ker(¢) é um subespago invariante de V; sob a atuacéo de ¢. Utilizando a equagio

¢(h(g)vr) = ha(g)d(v1) (A.1)

e a defini¢do de nicleo de uma transformacao linear:

hi(g)vr = ha(g)d(v1)) = ha(g)(9)0 =0, (A.2)

temos
= hi1(g)v1 € ker(¢),

para g € G e vy € V4. Como v; é um elemento qualquer de ker(¢), podemos entender que hy(g)v, €
ker(¢) é equivalente a h,V;(g)ker(¢) = ker(¢), mostrando que o ker(¢) é um subespago invariante
de Vi. Mas, por hipdtese, hi(g) é uma representagio irredutivel, portanto seus unicos subespagos
invariantes sdo ker(¢) = 0 ou ker(¢) = V;. Por conseguinte, ou ¢ € injetiva ou ¢ = 0 (mapeamento
nulo).

Mas ker(¢) = 0 implica injetividade e injetividade implica ker(¢) = 0, pois suponhamos que ¢

seja injetiva, entdo para qualquer v € ker(¢) devemos ter

p(v) =0, (A.3)

$(0) =0, (A4)

ou seja,

¢(0) = 0 = ¢(v) (A.5)

e pela defini¢do de injetividade isso implica em v = 0. Supondo a volta, temos que ker(¢) = 0. Entdo,
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para vy, v € V) se

P(v1) = ¢(v2), (A.6)

por ¢ ser linear

P(v1) — p(v2) = P(v1) + ¢(—v2) = d(v1 — v3) = 0, (A7)

pela defini¢do de um nicleo, temos que (v; — v2) € ker(¢). Mas por hipétese ker(¢) = 0, entdo
(v1 — v9) = 0, ou seja, v; = vg, e concluimos que ¢ € injetiva.

Caso ker(¢) =V teremos ¢ = 0 (mapeamento nulo, pela prépria defini¢do). Entdo vamos supor
que ker(¢) = 0 e tenhamos ¢ injetiva. Neste caso, é garantido que a imagem de ¢ (um subespago
de V5) tenha pelo menos um elemento e sempre serd possivel escrever, paraum w € Vo e v € Vi,

¢(v) = w e o mapa equivariante fica

ha(g)w = ha(g)o(v) = ¢(hi(g)v), (A.8)

implicando (como no caso anterior) ho(g)Im(¢) = Im(¢).

Novamente, como hs € uma representacao irredutivel, isso implica o fato de que os dois tGnicos
subespagos invariantes sdo Im(¢) = 0 ou I'm(¢) = V5. Como a imagem de ¢ ndo pode ser nula para
esse caso, devemos ter Im(¢) = V5 e ¢ é sobrejetiva. Portanto ¢ lienear é nula ou bijetiva, ou seja, um

isomorfismo.

Parte 2): Seja h uma representacdo complexa irredutivel de G atuando em V' e sejam ¢ — ¢ e ¢

o mapa de entrelacamento ¢ : V. — V, entdo ¢ = kl para k € C

Note que
¢(h(g)v) = h(g)o(v). (A.9)

Vale ressaltar que o Teorema Fundamental da Algebra (consultar ) estabelece que "Todo polindmio,
ndo constante, com coeficientes complexos tem pelo menos um zero". Uma consequéncia deste
teorema € a seguinte afirmag@o: "caso p € P(C) seja um polindmio ndo constante, entdo p tem uma
fatoragdo tnica na forma p(z) = ¢(z — A1) -+ (2 — Ayy) em que ¢, Ay, - -+ , A, € C". Um resultado
importante que pode ser demonstrado utilizando os resultados anteriores € a afirmagdo de que "todo
operador em um espago vetorial (ndo nulo) complexo de dimensao finita tem ao menos um autovalor.'ﬂ
Em particular,

Vi ={veV:ov=kv}, (A.10)

que € o subespago nao vazio de V' formado pelos (auto)vetores que se associam aos autovalores através
de ¢. Notemos que ¢pv = Av = (¢ — kl)v = 0 e podemos trabalhar com V}, sendo o niicleo de uma

outra transformacao linear, digamos ¢, da forma

b=¢—KkL:V = V. (A.11)

I Também ver em .
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Mas ¢ é também um mapa equivariante, pois

v)) = hig)(kv) (A.12)

Como visto, ¢ é um mapa equivariante e ker(¢) # {0}, uma vez que k£ € um autovalor e tem pelo
menos um autovetor associado. Com isso o nucleo de ¢ deve ser pelo menos 1-dimensional, portanto
ker(¢) # {0} implicando ¢ ndo ser injetiva, que por sua vez quer dizer que ¢ ndo é um isomorfismo.

Consequentemente, pela parte 1 do Lema de Schur, ngS = 0, ou seja,

~

dp=0=¢—kl=0= ¢ =kl (A.13)

Parte 3): Sejam hi e hy duas representagcoes complexas irredutiveis de G atuando em Vy e V5,
respectivamente e sejam ¢, # 0 e ¢ # 0 dois mapas de entrelacamento ¢, s - Vi — Vs, entdo
¢1 = koo para k € C

Para mostrarmos a afirmacgdo acima, basta notarmos que ¢, € ndo nulo, consequentemente, pelo
Lema de Schur, é um isomorfismo. Por conseguinte possui uma inversa e podemos escrever ¢;¢, . O
mapa de equivaridncia ¢, ¢, ' nada mais é que um mapeamento V, — V5, entdo pela parte 2 do Lema
de Schur devemos ter ¢1¢, " = kI = 105 "¢y = klpy = ¢1 = kos.

Corolario 1: Seja h uma representagdo h : G — GL(V') em que V' é um espago vetorial complexo,
se C' é um subgrupo de G formado pelos elementos de G que comutam com todos os elementos de G
(centro de G) entdo h(C) = kI, para k € C.

Como g € Z(@G) (centro do grupo), entdo para qualquer ¢’ € G devemos ter h(g)h(g") = h(gg’) =
h(g'g) = h(g')h(g), mas a equagdo anterior € exatamente a definicdo de um mapa de equivariancia de

um espaco vetorial nele mesmo, portanto pela parte 2 do Lema de Schur devemos ter h(g) = kl.

Corolario 2: Se G é um grupo abeliano entdo todas as suas representacoes irredutiveis sobre
espacos vetoriais complexos sdo 1-dimensional.

Para o caso de um grupo abeliano, temos que Z(G) = G, portanto pela afirmacdo anterior esta
representagdo deve ser um multiplo da identidade p(g) = Al Isso mostra que qualquer subespago .S de
V' deve ser invariante, mas como h (uma representacao qualquer) € irredutivel, os Unicos subespacos
invariantes sdo S = {0} e S = V, como V ndo € zero, deve ser S = V e as tnicas representacoes

irredutiveis que ndo possuem S = {0} sdo as representa¢des 1-dimensional.
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APENDICE B - PROPOSICAO SOBRE GRUPOS DE LIE

O caso deste apéndice € um pouco mais curioso. Embora seja um resultado bastante enunciado
em livros de teoria de grupos e representacdes de Lie voltados para fisica, ndo é tdo comum de se
encontrar uma demonstragdo. A demonstracao mais antiga que fora encontrada pelo autor deste texto
foi em [[I7]], a partir da pagina 159. No entanto uma outra demonstragdo (essa mais voltada para teoria
de grupos e representacdes Stricto sensu), pode ser encontrada em [[32]], a partir da pagina 202.

Os comentdrios deste apéndice serdo baseados em um artigo mais recente, [27]. Na pédgina 5
desse mesmo artigo os autores propdem um tipo de demonstragdo de caracteristicas mais "heuristicas".
Talvez essa ndo seja a maneira mais precisa do ponto de vista matematico, mas certamente tem seu
valor.

Portanto, sdo necessdrias algumas palavras de aviso ao leitor: os comentdrios feitos aqui, pelo autor
deste texto, contém certo grau de imprecisdo. No entanto, contém também certo grau de originalidade,

de sorte que resta saber se o ultimo ocorre no minimo na mesma propor¢ao que o primeiro.

Proposicao: Seja G um grupo de Lie conexo, ndo-compacto, simples e ™ uma representacdo
unitariam : G — GL(n, V), Im(m) C U(n) de G atuando no espago de Hilbert (real ou complexo),

‘H, de dimensdo finitan € N, entdo m é sempre a representacdo trivial.

Comecemos por investigar as implicagdes do fato de que o Ker(7) é um subgrupo normal de G.
Mas, a principio, nenhuma exigéncia é feita sobre (&, a ndo ser pelo fato dele ser um grupo de Lie

(como j4 fora definido no texto). Por subgrupo normal devemos entender a defini¢do abaixo

Definicdo: Seja H um subgrupo de G de maneiraque gohog ' =h, Vg€ G e Vhec H.

H é dito ser um subgrupo normal de G.

Para que se verifique se Ker(7) é um subgrupo normal de G deve ser verificada a propriedade do
fechamento, da identidade, da inversa e da prépria caracteristica de ser normal. Vejamos

e Fechamento:
a,b € Ker(m) = aob e Ker(n) — m(aob) =n(a)on(b) =Tol =1 (B.1)
e Identidade: I; € Ker(7), ouseja, 7(lg)=IgL
ge€G, g-lo=g=Ia-g

m(g-lg) =m(g9) = n(la - g)

m(g)m(lg) = 7(9) = 7(Ia)7(g)
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= W(]Ig) =lgr. (B.2)

e Inversa: a € Ker(m) entdo 7(a) = Iy,
Ior =7m(lg) =n(a-a ) =n(a) -w(a™") =lg - w(a™ ") =7w(a™) (B.3)

= a~! € Ker(7) e Ker(r) é um subgrupo de G.
e Normal:
H =Ker(n) ={g e G|n(9) =1} (B.4)

m(ghg™) = n(g)r(h)7(g™") = n(g)m(g) ' =1, (B.5)

parah € H.
Entdo Ker(7) é um subgrupo normal de G.
Passemos agora a caracterizar o grupo um pouco mais, exigindo que seja um grupo de Lie simples.

Por grupo de Lie simples deve-se levar em conta a seguinte defini¢ao

Definicao: Um grupo de Lie € dito ser simples se os tnicos subgrupos normais forem o préprio
grupo G e H = {I}.

Nesse contexto, o fato do grupo ser simples quer dizer que seus Unicos subgrupos normais sao
o proprio grupo G e o grupo trivial, isso somado ao fato de que o Ker(7) € um subgrupo normal

implicam em duas possibilidades:
» Ker(m) = G e arepresentagao € trivial;
ou
» Ker(m) = {I} e a representacdo € injetiva.
Investiguemos as consequéncias de: » Ker(m) = G e a representag@o ¢ trivial:
Segundo o Primeiro Teorema do Isomorfismo{l| caso 7 : G — G L(n, C) seja um homomorfismo,

tem-se
G/ Ker(m) = Im. (B.6)

Em particular
Ker(m) ={I} = G/I=ZImr = G = Imm. (B.7)

Com isso, pode-se aplicar mais uma exigéncia e tomar o grupo como sendo conexo e semi-simples,

I Mais sobre este teorema pode ser visto em .
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por semi-simples deve-se entender

Definicao: Um grupo de Lie € dito ser semi-simples se a dlgebra de Lie associada for uma 4lgebra
de Lie semi-simples, ou seja, uma dlgebra nao abeliana em que os ideias sdo triviais (identidade e a

prépria dlgebra).

Nada precisa ser dito sobre o grupo ser conexo além do que j4 fora desenvolvido em capitulos
anteriores deste texto. Com essas duas novas caracteristicas € imprescindivel que se olhe para o
coroldrio (14.5.7), da pagina 556, em [28]] que diz

oSen: G — GL(n,R) é uma representacdo do grupo de Lie conexo e semi-simples GG entdo

Im 7 é fechado.

Mas U (n) é sabidamente compacto (U(n) C M (n,C), entdo Im 7 é também compacto, uma vez
que Im 7 € um subconjunto fechado de um grupo compacto (subespago compactoﬂ

Munido destas caracteristicas pode-se visitar o Teorema de Carta que afirma que "qualquer
subgrupo fechado, H, de um grupo de Lie, G, é um subgrupo de Lie de G." Isto vale para o caso de
Im 7. Por fim, basta recorrer ao teorema que estabelece que:

Seja X e Y espacgos topoldgicos, € f um mapeamento continuo tal que f : X — Y. Se X é
compacto e f € sobrejetivo, entdo Y € também compactoﬂ

De posse dessas informagdes € razodvel inferir que, como G = Imm, deve-se ter que Im 7
ser compacto implica em G ser compacto. Mas esse resultado s6 € possivel porque, por hipétese,
Ker(7) = {I} e consequentemente representagao ¢ injetiva.

Ocorre que nada impede que se trabalhe com esse mesmo grupo, mas demandando que ele seja
nio-compacto. No entanto, neste caso a ndo-compacticidade do grupo implicaria a ndo-compacticidade
da imagem da representagao e isso ndo seria permitido, uma vez que a imagem da representacdo é um
subconjunto fechado de U(n) que é compacto. Por conseguinte, a Unica alternativa para se trabalhar

com o grupo G na necessidade dele ser ndo-compacto € trocar a hip6tese original de que
» Ker(m) = {I} e a representagdo ¢ injetiva,
e passar a utilizar
» Ker(7) = G e arepresentacdo € trivial.
Ou seja, caso o grupo seja um grupo de Lie, conexo e ndo-compacto, simples e semi-simples, com

suas representagdes unitarias atuando em um espago de Hilbert de dimensao finita, as representagcdes

de dimensao finita devem ser triviais.

Ver .
Sobre este teorema consultar .

3
4 Ver .
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