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Indices de Sfmbolos

N: conjunto dos niimeros naturais

Z: conjunto dos nimeros inteiros

Q: conjunto dos niimeros racionais

R: conjunto dos ntimeros reais

C: conjunto dos ntimeros complexos
L,K,M,F,T,---: corpos

L/K: L é uma extensao de K

dimglL: dimensao de I como espaco vetorial sobre K
Alz]: anel dos polindmios sobre A em z

Ry: raizes do polinomio f

K(a, -+ ,ap): corpo obtido pela adjungao de aq, -+ ,a, a K
Gal(L/K): grupo de Galois de L/K

Aut(LL): conjunto dos automorfismos de L



ker(f): nicleo do homomorfismo f

Zy: grupo multiplicativo das classes de restos moédulo n
o(z): ordem do elemento z

min(X): minimo do conjunto X

a | b: a divide b

o(X): cardinalidade do conjunto X

Df: derivada do polinomio f

¢(n): fungao de Euler para o inteiro n

[L : K]: grau de L sobre K

df: grau do polinomio f

z=(x1, - ,1,) ER"

ML /K: norma em relagao a extensao L/K

Tryk: traco em relagao a extensao L/K

B: anel dos inteiros algébricos

OL: anel dos inteiros algébricos do corpo de niimeros L
(a;;): matriz

detA: determinante da matriz A.

D(ay, -+ ,ay): discriminante de uma n-upla

D1 discriminante do corpo L



A,B,P,---: ideais
—: quociente de A por [

2114

(hien = cos% + isen?l

==, raiz n-ésima da unidade
> i somatdrio

[[: produtério

H: reticulado

Disc(H): discriminante do reticulado ‘H

A(H): densidade de empacotamento do reticulado H
d(H): densidade de centro do reticulado H

z: conjugado complexo do elemento x

o: conjugacao complexa (7(x) =7)

irrg(a): polinémio irredutivel de o sobre K

w(n): funcdo de Mobius para o inteiro n

[z]: inteiro mais préximo de z

[x]: inteiro mais préximo de z, maior do que ou igual a x

|z]: inteiro mais préximo de z, menor do que ou igual a x






Resumo

Dado um ideal A do anel dos inteiros algébricos de um corpo de numeros, tem-se que a
imagem deste ideal via o homomorfismo de Minkowski é um reticulado no R", chamado de
reticulado algébrico. Deste modo, o principal objetivo do presente trabalho é a construcao
de reticulados algébricos no R" que sejam versoes rotacionadas de reticulados conhecidos na
literatura, e trabalhamos de modo particular até a dimensao 8. Além disso, vimos também
reticulados obtidos via perturbac¢oes do homomorfismo de Minkowski.

Palavras-chave: reticulados, reticulados algébricos, empacotamento esférico, densidade de
empacotamento e densidade de centro.



Abstract

We stablished that the image of an ideal A of the algebraic integer ring of a number field
by the Minkowski homomorphism is a lattice in R", named algebraic lattice. In this way, the
main goal of this work is the construction of algebraic lattices in R™ that be rotated versions
of known lattices in the literature, and particularly we worked in dimensions up to 8. We also
studied lattices obtained by perturbations of Minkowski homomorphism.

Keywords: lattices, algebraic lattices, sphere packing, density of packing and center density.






Introducao

Entendemos por empacotamente esférico a disposicao de esferas de mesmo raio no espaco
euclidiano n-dimensional de tal modo que a interseccao de duas delas tenha no méximo um
ponto.

Um problema associado ao empacotamento esférico é o de dispor essas esferas no espaco,
de modo que elas ocupem a maior fragao desse espaco, ou seja, que esta distribuicao tenha alta
densidade.

Devido a importancia dessa questao, durante o Congresso Internacional de Matemdtica em
Paris no ano de 1900, David Hilbert citou-a como sendo o 182 Problema de uma seleta lista de
desafios que viriam ocupar destaque no desenvolvimento da ciéncia moderna.

Dentre os empacotamentos esféricos, aqueles cujo conjunto de centros das esferas constituia
um subgrupo discreto do R", despertaram particular interesse e passaram a se chamar
empacotamentos reticulados.

Em 1948 com a publicacao do artigo de Claude E. Shannon, ficou estabelecido que o
problema de encontrar empacotamentos esféricos densos em um dado espaco é equivalente
a encontrar codigos corretores de erros eficientes. A partir dai, passaram-se a associar o estudo
dos codigos ao dos reticulados. Com isso, o interesse pelo 182 Problema de David Hilbert
aumentou consideravelmente, surgiram varias familias de reticulados, cada uma delas visando
dar uma melhor contribui¢ao no que diz respeito a densidade de empacotamento.

Dentre tais modelos, destaca-se o descrito por Hermann Minkowski, chamado método
algébrico baseado na Teoria Algébrica dos Numeros, o qual utilizaremos neste trabalho.

Tal modelo consiste de um corpo de niimeros IL de grau n e o seu anel de inteiros algébricos
Oy, de onde obtém-se um homomorfismo de . em R", com o auxilio dos n monomorfismos de
L em C, de modo que a imagem de um ideal .4 nao nulo de O, é um reticulado de posto n no
R", chamado realizacao geométrica do ideal A.

O célculo da densidade de centro de tal reticulado é feito a partir do discriminante do corpo,
da norma do ideal e da minimizagao de uma forma quadratica com entradas inteiras oriunda
de uma funcao traco. Assim, utilizamos ferramentas da Teoria Algébrica dos Numeros para
calcular a densidade de centro de reticulados gerados pelo homomorfismo de Minkowski.

O presente trabalho tem por objetivo estudar os reticulados do R"™ obtidos via o



homomorfismo de Minkowski, enfocando os seus principais parametros: regiao fundamental,
empacotamento esférico, densidade de empacotamento e densidade de centro. Para tanto o
trabalho se divide da seguinte maneira.

No Capitulo 1, fazendo uso das referéncias [I] a [5], apresentamos conceitos bdsicos,
juntamente com alguns resultados, de topicos importantes para o desenvolvimento do nosso
trabalho. Fizemos um estudo sobre médulos, resultados basicos sobre teoria de Galois, o grupo
7} e formas quadraticas sobre o R".

No Capitulo 2, fazendo uso das referéncias [1], [2] e [7] a [11], destinado aos leitores com
menos conhecimentos em Teoria Algébrica dos Numeros, apresentamos conceitos e notacoes que
foram usados no desenvolvimento dos demais capitulos. Fizemos um estudo de norma e traco,
inteiros algébricos, discriminante, norma de um ideal, corpos quadraticos, corpos ciclotomicos
e apresentamos também a decomposicao de um ideal em uma extensao.

No Capitulo 3, fazendo uso da referéncia [12], apresentamos as defini¢des de reticulado,
empacotamento esférico e algumas familias de reticulados conhecidos na literatura.

No Capitulo 4, fazendo uso das referéncias [1] e [20], apresentamos o homomorfismo de
Minkowski, que é um método de gerar reticulados no R", com a vantagem de serem reticulados
manipulaveis, ao contrario dos reticulados apresentados no Capitulo 3 - Secao 4.

No Capitulo 5, fazendo uso das referéncias [5] e [13], apresentamos um estudo das formas
quadraticas via o corpo ciclotomico Q((,) e seu subcorpo maximal, e via Q((,), onde p é
primo, e seus subcorpos. Essas formas quadraticas sao essenciais para o calculo do raio de
empacotamento de reticulados gerados a partir desses corpos e subcorpos. Destacamos ainda
que, a forma quadratica sobre o subcorpo maximal de Q((,), deu origem a [16].

No Capitulo 6, apresentamos um estudo dos reticulados gerados a partir de duas
perturbacoes do homomorfismo de Minkowski, e das relagoes entre elas, sempre com o intuito
de construir reticulados de alta densidade. Destacamos que, o estudo das perturbagoes do
homomorfismo de Minkowski com relacao ao parametro densidade de centro, que é apresentado
neste capitulo, é um estudo original.

No Capitulo 7, no qual finalizamos nosso trabalho, construimos familias de reticulados
algébricos com densidade de centro 6tima, que sao versoes rotacionadas dos reticulados As,
Dy, Eg e Eg, que foram definidos no Capitulo 3. Considerando que reticulados algébricos
com densidade de centro o6tima, de dimensao 2 a 8, eram conhecidos somente um exemplo
de reticulado algébrico que é uma versao rotacionada do reticulado Ay, um exemplo que é
uma versao rotacionada do reticulado D; e um exemplo que é uma versao rotacionada do
reticulado Ejg, apresentados por Flores na referéncia [15]. O trabalho de construgao dessas
familias de reticulados, que é apresentado neste capitulo, deu origem aos artigos [17], [16] e
[18]. E importante observar que a utilizagdo do software MATHEMATICA foi indispensével
aos calculos desenvolvidos neste capitulo, assim como em todo o trabalho.






CAPITULO

1

Conceltos basicos

1.1 Introducao

O objetivo deste capitulo é apresentar alguns conceitos que serao indispensaveis ao
desenvolvimento do nosso trabalho. Desse modo, na Secao [1.2, apresentamos os conceitos e
propriedades de médulos. Na Secao 1.3, apresentamos algumas definigoes referentes a teoria
de Galois e um resultado importante sobre extensoes galoisianas. Na Secao 1.4, o objetivo é
encontrar os valores de n para os quais o grupo Z; é ciclico, e na Secao [1.5, apresentamos as
formas quadraticas sobre o R", cuja aplicacao se faz quando tentamos determinar o raio de
empacotamento de reticulados algébricos.

1.2 Moddulos

O objetivo desta segao é apresentar o conceito de moédulo, juntamente com suas principais
propriedades.

Definicao 1.2.1 Seja A um anel comutativo com unidade. Um A-moddulo é um grupo abeliano
M, juntamente com uma aplicagdo ¢ : A X M — M, denotada por (a,m) — am, tal que,
quaisquer que sejam os elementos a,b € A e m,n € M, tem-se:

1. (a4 b)m = am+ bm,
2. a(m+n)=am+ an,
3. (ab)ym = a(bm),

4. 1m=m.

Definicao 1.2.2 Dizemos que um A-modulo M é um A-mdodulo livre quando existe uma familia
(x;)ier de elementos de M, satisfazendo as sequintes condigoes:
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1.3 Teoria de Galois

1. A familia (x;);e; € linearmente independente.

2. Todo elemento x € M é uma combinagao linear da familia (z;)cr.

Uma familia satisfazendo as condigoes da Definicao 1.2.2 é chamada uma base do A-mddulo
livre, onde o niimero de elementos da base é chamado o posto de M. Se I é um conjunto finito,
dizemos que o A-médulo M é finitamente gerado, ou do tipo finito.

Definigao 1.2.3 Sejam A um anel, M um A-mddulo e N C M, N # 0, um subconjunto.
Dizemos que N € um submddulo do A-mdodulo M, se:

1. N € um subgrupo de M.

2. VaeA) (YneN) = ane N.

Teorema 1.2.1 ([1]) Se A € um anel principal, M um A-mddulo livre de posto n, e N um
A-submddulo de M, entao

1. N € livre de posto q, 0 < q < n.

2. Se N # {0}, entio existe uma base {ei,...,e,} de M e elementos nao nulos
ai,...,a; € A tais que {ajey,...,a.e,} € uma base de N, e que a; divide a;1y, para
todo 1 <i<qg-—1.

1.3 Teoria de Galois

Nesta secao apresentamos alguns conceitos importantes da teoria de Galois.

Definicao 1.3.1 Se K C L sao corpos, tal que dimgllL = n, entao I é chamado uma extensao
do corpo K, denotamos L/K, e n é chamado o grau de L sobre K.

Definicao 1.3.2 Sejam L uma extensao de K e a € L. Dizemos que a € algébrico sobre K, se
existe um polinomio nao nulo f(x) € K[X] tal que f(a) = 0.

Definicao 1.3.3 Um numero complero o é chamado nimero algébrico se for algébrico sobre
Q, isto €, se existe um polinémio nao nulo f(x) com coeficientes racionais tal que f(a) = 0.

Definicao 1.3.4 Seja I um corpo, tal que Q C L. Dizemos que L é um corpo de nimeros se
dimgll = n, e n € chamado o grau de I sobre Q.

Teorema 1.3.1 ([2]) Se L é um corpo de nimeros, entao L. = Q(6) para algum nimero
algébrico 0 € L.



Teorema 1.3.2 ([2]) Se L = Q(0) ¢ um corpo de nimeros de grau n sobre Q, entao existem
exatamente n monomorfismos distintos o; : L—— C, i=1,2,...,n. Os elementos o;(0) = 0;
sao os zeros em C do polinomio minimal de 6 sobre Q.

Defini¢ao 1.3.5 Sejam L uma extensio de K e f € K[X]. Dizemos que L é um corpo de raizes
de f se L € o menor corpo contendo K e todas as raizes de f. Denotamos L por L = K(Ry).

Definicao 1.3.6 Seja L uma extensao de K. Dizemos que L é uma extensao galoisiana sobre
K se L =K(Ry), para algum f € K[X] separdvel.

Definicao 1.3.7 Seja L uma extensao de K. O grupo de Galois de I sobre K é dado por

Gal(L/K) = {0 € Aut(L); o(z) =z, Yz € K}.

Definicao 1.3.8 Sejam L uma extensao finita sobre K e H C Aut(IL). O corpo
LY ={aeclL: ola)=a, Yo H},

¢ chamado de corpo fixo pelo conjunto H.

Proposicao 1.3.1 ([3]) Se M e F sao extensoes Galoisianas sobre K tais que M e F sao
subcorpos de algum outro corpo, entao:

1. MF/F € uma extensdo galoisiana.
2. M/MNTF € uma extensdao galoisiana.

3. Se H ¢ o grupo de Galois de MIF sobre F, G € o grupo de Galois de Ml sobre K e 0 € H,
entdo a restricio de o a M pertence a G, e a aplicagdo o — oy nos dd um isomorfismo
de H no grupo de Galois de M sobre M NF.

Demonstragao:

(1) Se M/K e F/K sao extensoes Galoisianas, entao por definigho M = K(R;) para
algum f(x) € K[X] separavel e F = K(R,) para algum g¢(x) € K[X] separavel. Assim,
MF = {mn; m € K(Ry) e n € K(R,)}. Se h(z) = f(z)g(x), entdo R, = Ry U R,. Agora,
temos os seguintes fatos:

(a) RN R, =0. Como f e g sao separdveis, segue que f e g possuem raizes distintas. Logo h
possui raizes distintas, ou seja, h é separavel. Além disso, temos que

K(-Rh) = K(Rf U Rg) = K(Rfv Rg) = K(Rf>(Rg>7

K(Rf) C K(Ry)(R,y) e Ry, € K(Ry)(R,). Como 1 € K(Ry) segue que K(Rf) = {m.1; m €
K(Ry) e 1 € K(Ry)} € MF. Como R, = 1.R,, onde 1 € K(Ry) e R, € K(R,), segue que
R, ¢ MF. Mas K(Ry)(R,) é o menor corpo contendo R, e K(Ry), e como MF contém R, e
K(Ry), segue que

K(Rys)(Ry) C MF. (1.3.1)

10



1.3 Teoria de Galois

Agora, se + € MF, entdo x = mn, onde m € K(Ry) e n € K(R,). Mas como K(Ry) C
K(Ry)(Ry) e K(R, ) C K(Rf)(R ), segue que m,n € K(Ry)(R,). Logo z = mn € K(Rf)(R,),
e portanto

MF C K(Ry)(Ry). (1.3.2)

Das Equagoes (1.3.1) e (1.3.2) concluimos que MF = K(Rf)(R,) = K(R}), onde h(z) € K[X]
é separavel. Logo MF/K é uma extensao galoisiana, e como K C F C MT, segue que MF/F é
uma extensao galoisiana.

(b) RN R, # 0. Se RN R, = {1, a2..., 4}, entdo Ry = {a1,a9..., 4,01, 02,...,0m} €
R, ={ai,a0...,00,71,%, .-}, onde B; #v; parai=1,2,...,mej=1,2,...,n. Temos
que

M = K(Rf) = K(Oél,ag . ,Oét,/Bl,ﬁg, e 7ﬂm> = T(ﬂl,ﬁg, e 7ﬁm>7
F= K(Rg) = K(a17a2 sy Oy Y1, Y2y - e 7’)/71) = T(Vhry% s 7777,)7

onde T = K(aj,as...,0¢). Como M/K e F/K sao extensoes galoisianas e K € T C M,
K C T C F, segue que M/T e F/T séo extensoes galoisianas, ou seja, existem f(x), §(z) € T[X]
separdveis, tais que M = T(R;) e F = T(R;), assim, T(Rf) = T(51,B2,...,8m) e T(R) =

T(v1,72,---,7n)- Neste caso, temos que RfﬂR = (), pois caso contrario teriamos 3; = vj, para

algumi =,2,...,mej=1,2,...,n,oqueseria um absurdo. Tomando ﬁ(aj) = f(a:)fj(x) € T[X]
temos que T(R;,) = T(R7)(R;), onde h(x) é separdvel em seu corpo de raizes. Usando raciocinio
andlogo ao ftem (a), concluimos que MF/T é uma extensao galoisiana e como T C F C MF,
segue que MF/F é uma extensao galoisiana.

(2) Temos por hipétese que M/K ¢é uma extensao galoisiana, e como K ¢ MNF C M, segue
que M/M NTF é uma extensao galoisiana.

(3) Temos que H = {0 € Aut(MF); o(x) = x, Vo € F}. Assim dado 0 € H, a restrigao
de o a M, fixa os elementos de [F que estao em M, ou seja, fixa K € MNF. Logo o|pg pertence
aG={0¢€ Aut(M); o(x) =z, Vo € K}. Agora, definimos

p:H— Gal(M/MNTF)

o— olm

Se 0,1 € H, entdo o o ¢ é um homomorfismo, pois o e ¢ sdo homomorfismos. Logo (o o ¥)|m
¢ um homomorfismo, e portanto p é homomorfismo. Além disso, temos que

Ker(p) ={o € H; p(0) = ideapymnr } = {0 € H; oy = idgapmnr) } = idu,

pois idy é o unico isomorfismo de H que restrito a M nos dé a identidade de Gal(M/M N F).
Portanto, p é injetora. Para a sobrejetora, se H = Im(p), entdo H' deixa M/F fixo, ou
seja, M/F C M Reciprocamente, se a € MHI, entdo a« € M é fixo por H’, e portanto
U(a) =a, Yip € H'. Como H' C Gal(M[/MNF), segue que o« € MNTF. Assim, M? c MNF, e
daf concluimos que M = MNF. Logo pela Teoria de Galois temos que H' = Gal(M/MNTF),
e portanto p é sobrejetora. Assim, concluimos que o0 —— oy é um isomorfismo de H em

Gal(M/MNF). -
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1.4 O grupo Z,

O objetivo desta se¢do ¢ mostrarmos para quais valores de n, o grupo Z; ¢ ciclico. Este resultado
serd muito 1til na caracterizagao das extensoes ciclotomicas ciclicas. O conteiudo desta secao
estd em ([3]), mas fizemos algumas adaptagoes nas demonstragdes, assim, alguns lemas sao de
nossa autoria. Iniciamos com alguns resultados de grupos.

Proposicao 1.4.1 ([3]) Se x ey sdo dois elementos de ordens finitas de um grupo abeliano G
e se mde(o(2), o(y)) = 1, entiio owy) = o(x) o (y).

Demonstracao: Tomamos o(z) = a e o(y) = b. Como G é abeliano segue que
(xy)®™ = (24)°(y°)* = e, logo xy tem ordem finita e o(xy) | ab. Por outro lado, se (zy)! = e,
temos:

e=[(zy)]" = (="y")" =y,

e=[(zy)']" = («"y")" = 2"
Logo b | at e a | bt, e como mdc(a,b) = 1, segue que b | t e a | t. Assim ab | t, e portanto,
o(zy) = ab = o(x) o (y). m

Proposicao 1.4.2 ([3]) Se  é um elemento de ordem finita n de um grupo abeliano G e se d
¢ um divisor positivo de n, entdo existe em G um elemento de ordem d.

Demonstracao: Se d é um divisor positivo de n, entao existe m € N tal que n = md. Tomando
y = a™ temos y? = (z™)? = 2™ = 1" =e. Seo(y) =t, entdo t < d. Set < d, e como m € N,
entdao mt < md = n. Logo 2™ = (2™)" = y' = e, com mt < n, o que é um absurdo, pois
o(x) = n. Portanto, t = d, ou seja, o(y) = d. n

Proposicao 1.4.3 ([3]) Se x e y sao dois elementos de ordens finitas a e b respectivamente,
de um grupo abeliano G, entao existe em G um elemento de ordem igual a mmc(a,b).

Demonstracao: Sejam a = p;“py® ...p,% e b = p;P1p.2 ... pP as decomposicoes de a e b
em fatores primos positivos pq,...p., onde o;,3; € Nparai=1,2,...,r, e

vi = max{a;, B}, i=1,2...r

Logo p;* | a ou p)" | b, parai =1,2,--- ,n. Assim, em virturde da Proposi¢ao 1.4.2, existe
z; € G tal que o(z;) = p)*, para i = 1,2,--- ,n. Portanto, de acordo com uma generalizagao
imediata da Proposicao 1.4.1, temos:

o(z;xe ... 1) = pi'pa® ... p)" = mmc(a,b),

0 que prova a proposicao. |

Proposicao 1.4.4 ([3]) Seja G um grupo abeliano e suponhamos que todo elemento de G tenha
ordem finita. Sen € a ordem mdxima dos elementos de G, entdo a ordem de qualquer elemento
de G € um divisor de n.
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1.4 O grupo ZZ

Demonstracao: Por hipétese, existe a € G tal que o(a) = maz{o(x); x € G} = n. Seja
x € G um elemento qualquer e suponhamos, por absurdo, que o(x) nao divide n. Assim, pela
Proposigao [1.4.3, existe y € G tal que o(y) = mmc(n,o(x)) > n, o que é um absurdo, pois
n = max{o(z); x € G}, e portanto o(x) | n. ]

Proposicao 1.4.5 ([3]) Se G é um subgrupo finito de um grupo abeliano multiplicativo K* de
um corpo K, entao G € um grupo ciclico.

Demonstragao: Sejam o(G) = n e a € G um elemento de ordem maxima r. Como (a)
é um subgrupo de G, segue pelo Teorema de Lagrange que, 7 | n, e assim r < n. Pela
Proposigao 1.4.4, dado = € G temos que o(x) | r, ou seja, existe ¢ € N tal que r = o(z)q. Logo
2" = 1°@7 = (3°(*))9 = 1 para todo # € G. Consideremos o polinémio f(r) = 2" — 1 € K[X].
Assim f(x) = 0, para todo z € G e como |G| = n, segue que o polinémio f possui no minimo
n raizes distintas. Logo r = df > n, e como tinhamos r < n, segue que r = n. Portanto,
G = (a), ou seja, G ¢ ciclico. ]

Proposicao 1.4.6 ([3]) Se K é um corpo finito, entao o grupo abeliano multiplicativo K*, do
corpo K, € ciclico.

Demonstracao: Basta aplicar a Proposicao 1.4.5 para G = K*. |

Lema 1.4.1 ([3]) Se A, As,...,As (s > 1) sao grupos finitos, entao o grupo produto
Ay X Ay X ... X Ay € ciclico se, e somente se, cada A; € ciclico e as ordens de A; e
A; (i #j, 1 <1i,j <s) sdo primos entre si.

Lema 1.4.2 ([3]) Se r e s sao dois nimeros naturais nao nulos com mde(r,s) = 1 entdo

Liys = Ly X Ls.

Demonstracao: Sejam o, : Z — Z, e 05 : Z — Z, 0s homomorfismos canonicos de Z em
Z, e Z em Z, respectivamente. Considerando a aplicagao
p: L — L, X L
z— (00(2), 04(x)),
temos os seguintes fatos

1. p é um homomorfismo de Z em Z, X Z,.
De fato, dados z,y € Z temos

ple+y) = (or(z +y), 00z +y)) = ((z +y) + 72, (x +y) + L) =
= ((x+rZ)+(y+71Z),(x+8Z)+ (y+sZ)) = (x+rZ, v+ L)+ (y+rZ,y+sZ) =
= (0v(2), 04(2)) + (00(y), 05(y)) = p(x) + p(y).

pley) = (or(zy), 0s(zy)) = ((2y) +7Z, (2y) +s2) = (2 +7rZ)(y+77), (x+ L) (y + L)) =
= (¢ + 1L,z + L)y + L,y + sL) = (0v(z), 05(x)) (0r(y), 05(y)) = p(x)p(y)-

2. Ker(p) =rsZ.
De fato, Ker(p) = {z € Z; p(z) = (0,0)} = {z € Z; (0,(z),04(z)) = (0,0)}. Como
mdc(r, s) = 1, segue que Ker(p) = rsZ e também o(Z, X Zs) = rs.
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3. p é sobrejetora.
De fato, se « = (1 +1Z,1 + sZ) € Z, x Zs, entao

o™ = (rs)a=rs(l+rZ,1+4 sZ) = (rs(1+rZ),rs(1 + sZ)) =
=((r(14+7rZ2)(s(1+72)),(r(1+ sZ))(s(1 + sZ))) = (0,0).

Se o(a) =t entdo (0,0) = o =ta =t(1 +rZ, 1+ sZ) = (t +rZ,t + sZ). Assim, t € rZ e

t € sZ, ou seja, existem ki, ko € Z tal que t = rky e t = sky. Como mdc(r, s) = 1, segue

pela identidade de Bezout que, existem p,q € Z tal que 1 = pr + gs. Assim

t = prt 4+ qst = pr(sks) + qs(rki) = rs(pk2) + rs(qk1) = rs(pks + qk1),

ou seja, rs | t. Deste modo rs < t, e como o™ = (0,
seja, o(a) = rs, e portanto Z, xZs = ((1+1Z, 1+sZ)
entao existe z € Z tal que

6), segue que t < rs. Logot =rs, ou
). Assim, se (z4+rZ,y+sZ) € Z, XL,

(x+712,y+SL) =21 4+71ZL,1+ SZ) = (2 +71Z, 2+ SL) = p(z).

Portanto p é sobrejetora. De (1), (2) e (3) e usando o Teorema do Homomorfismo segue que
Livs >~ Loy X Lg,

0 que prova o lema. ]

Lema 1.4.3 ([3]) Ser e s sao dois nimeros naturais tais que r,s > 1 e mde(r, s) = 1, entdo
Zr,~7" X7

Demonstragao: Considerando os homomorfismos canonicos o, : Z — Z,s, 0 : L — Ly,
0s: 2 — L4 e a aplicagao
p: L, — I x L
ors(x) — (07(2), 05(2)),
temos os seguintes fatos

1. p esta bem definida e ¢é injetora.
De fato, se d = mdc(z,r) e d = mde(x,s), entao d | r e d | s. Assimd | rsed | rs
ecomo d | xed | x segue que d e d sao divisores comuns de = e rs. Agora, como
mde(xz,rs) = 1, segue que d = d' = 1 e portanto o,.(z) € Z; e os(x) € Z;. Agora, dado
x,y € Z, temos que

plors(x)) = plorns(y)) & (0v(z),04(x)) = (0:(y),0:(y)) & 0r(z) = 00(y) € 0s(x) = 04(y)

sSr=y(modr) e z=y(mods) ©r|lx—y e s|lxz—y
srs|le—y & r=ylmodrs) < o) =0.5Yy).

2. p é sobrejetora.
De fato, dado (m,n) € Z; x Z:, temos que m = x +rZ e n = y + sZ, onde x,y € Z,
mde(z,r) = 1 e mde(y,s) = 1. Como Z; X Z; C Z, X Zs, pelo Lema [1.4.2, segue que
existe z € Z tal que (x + 12,y + sZ) = (2 + rZ, z + sZ), ou seja

z=xz(modr) e z=y(mod s)
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1.4 O grupo ZZ

Se d = mdc(z,r), entdo d | z e d | r. Como z = z(mod ), segue que r | m — z, e assim
d|z—=x. Comod | zsegue que d | z, e assim d | r e d | z. Mas como mdec(x,r) = 1,

segue que d = 1, ou seja, mdc(z,7) = 1. Analogamente, mdc(z,s) = 1. Agora, se
d = mdc(z,rs), entdo d' | z e d' | rs, e como mdc(r,s) = 1 segue que d' | r ou d’' | s.
Assim,

-sed | r, entdo como d' | z e mdc(z,r) = 1, segue que d' =1, e

-se d | s, entdo como d' | z e mde(z,s) = 1, segue que d' = 1.

Logo, mdc(z,rs) = 1, e portanto o,4(2) € Z,s*. Assim, se (m,n,) = (o.(x),0:(y)) €
Z; x 7}, entdo existe 0,5(z) € Z;, tal que

plors(2)) = (00(2),045(2)) = (0n(2), 04(y)) = (m, n)
Portanto, p é sobrejetora.

3. p é homomorfismo.
De fato, se 0,4(x),0.5(y) € Z,,

p(ors(2)+0rs(y)) = plovs(z+y)) = (or(z+y), 0s(x+y)) = (0r(2) +0r(y), 0s(2)+04(y)) =
= (0,(2),05(x)) + (0:(y), 05(y)) = pors(2)) + plovs(y))-

p(0rs(2)0rs(y)) = plors(zy)) = (0r(2y), 0s(2y)) = (04(2)0r(y), 05(x)04(y)) =
(0n(2), 05(2))(0r(y), 05 (y)) = plors(x))plors(y))-

De (1), (2) e (3), concluimos que Z,, ~ Z} X Z. ]

entao

Lema 1.4.4 ([3]) Sen > 1 é um nimero natural e se n = p1" pa" ... p"* € a decomposi¢ao de
n em fatores primos positivos, entao
* ~ * * *

Zn ~ prl“l X Zp;z X ... X Zp:t'
Demonstragao: Faremos a prova por indu¢ao. Como mde(pi', py?) = 1, segue pelo Lema
1.4.3, que

* ~ * *
ZPIIPSQ ~ Zp?l“l X Zpgg .

Suponhamos o resultado vélido para p;"'ps" ... p;_1"t1, ou seja,

7 reeq = D X Z;’;;z X . ..X D" e

P1"1p2"2..pr—1 Py A
Assim,
* *
Z ZP1T1P2T2 Pt — ZP1T1P2T2 P11 X Zp:“

pois mde(pr"'pe™ .. p1"tY, pyt) = 1, e portanto usando a hipdtese de inducao temos que

bt—1

* * * *
~ ry X rg X ... X X r
Zi = Ly x Lo Zi, i X L,
O que prova o lema. |

Definicao 1.4.1 Seja n um inteiro positivo. A fung¢io ¢ de Euler, denotada por ¢(n), é
definida como sendo o numero de inteiros positivos menores do que ou iguais a N que SO
relativamente primos com n.
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Como consequéncia dos Lemas 1.4.3 e [1.4.4 temos o seguinte resultado

Lema 1.4.5 ([3]) Ser e s sao dois nimeros naturais nao nulos com mde(r, s) = 1, entdo

¢(rs) = p(r)o(s),

onde ¢ € a funcao de Fuler.

Demonstracao: Pelo Lema [1.4.3 temos que Z;, ~ Z; x Z:. Assim o(Z;,) = o(Z;) o (Z}), pois
mdc(r,s) = 1, e portanto ¢(rs) = ¢(r)d(s). ]

Lema 1.4.6 ([3]) Sen > 1 é um nimero natural e se n = p1" pa" ... p"* € a decomposi¢ao de
n em fatores primos positivos, entdio

¢(n) = o(p1")o(py’) - .- (py").
Demonstracao: Segue por inducao aplicando o Lema [1.4.5. |

Lema 1.4.7 ([3]) Se p > 2 é um nidmero primo et é um nidmero natural, entao

(1+p)" =1+ p™(mod p'*?).

Demonstracao: Faremos por inducao sobre t. Para ¢ = 0 o resultado é imediato. Agora,
suponhamos que o resultado seja valido para t, ¢ > 0, e mostremos que ¢ valido para ¢ + 1.
Assim, por hipdtese de inducao

(1 +p)pt = (1+p"™) + X p'*? para algum )\ € Z.

Logo
1+p)P" =[1+pP P =[1+pH 1+ )P =
:1+(117>pt+1(1+)\p+< ) 2t+21+)\p .+ppt+p(1+)\p)p_
-1 +pt+2 + )\pt+3 + %(p 2t+3 1+ )\p ppt-l-p(l + /\p>

=1+ p2 4+ upt™3, com p € Z.

t4+1

Assim, (1+p)P" =1+ p™2(mod p'*3), o que prova o lema. m

Lema 1.4.8 ([3]) Se p > 2 € um nimero primo e r é um inteiro positivo, entdo o grupo Z,
ciclico.

Demonstracao: Sejam o homomorfismo canonico o, : Z — Z,r e o,r = 7. Pela Proposicao
1.4.6, temos que Z," é um grupo ciclico, e deste modo existe b € Z tal que p nao divide b e

o(r(b)) =p—1. Sea =" ed=mde(a,p"), entdo d | p" e d | " . Se d | p", como p
é primo, segue que d = 1,p,p* ..., p". Se d # 1, entdo d = p' para algum i € {1,2,...,r}.
Temos que p nao divide b, ou seja, p nao aparece na decomposicao por fatores primos de b.

Conseqiientemente p’ também nao aparece, e assim p’ nao divide b. Se b = p{'p5? ... p%, entdo
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1.4 O grupo ZZ

r—1 —1

p; #pparatodoj=1,2,...5 eassima=0"  =p"" py*  ...p%P"" Logo p' ndo divide
a, para todo ¢ = 1,2,...,r, o que é um absurdo. Portanto d = 1, ou seja, mdc(a,p”) = 1, e

deste modo a = 7,(a) € Z,,. Assim

r—1.0_

@ = @)t = P =

pois o(Zy,) = ¢(p") = p" —p"~', e como p’ ndo divide b, para todo i = 1,2,...,r, segue que
mdc(b,p") = 1, e portanto b € Z,;, ou seja, o(a) =p — 1.

No que se segue, vamos supor que r > 1. Mostremos que o elemento 5 = 7,.(1 + p) € Z;;r
r—1

r—1

tem ordem p"~'. Com efeito, tomando ¢ = r — 1, pelo Lema [1.4.7 temos que (1 4+ p)? =
1+ p"(mod p™™1), e assim

(1+p)pr—1 :1+pr+)\p7‘+1:1_’_pr+>\pp7":1_’_(1+>\p)p’r’

para algum A € Z. Tomando p = 1 + Ap, obtemos que (1 +p)p“1 = 14 up", ou seja,
(1+p)”"" = 1(mod p"). Logo B " = 7,(1), e deste modo o(B) | p"~'. Portanto, o(3) = p/, com
0 <j<r—1. Agora, sej < r—1, entao (1,.(1+p))” = 7,(1), ouseja, (1+p)?’ = 1(mod p"). Pelo
Lema(1.4.7 temos que (14p)?’ = 14p' ™ (mod p?*?), e assim existem u, v € Z tais que (1+p)”’ =
T+up™ e (1+p)? =1+p T +op". Logo, up” = p’H +op/*2 e ptl = up” —op/*? = up/+2pF —
vp? T2 = P2 (up® —w), pois j+2 < r. Assim p’ ! = 0(mod p?*?), o que é um absurdo. Portanto,
o(3) = p"~t. Como mdc(o(a),o(B)) = mde(p — 1,p" ') = 1, pela Proposigao 1.4.1, segue que
o(afB) =ola)o (B)=(p—1)p~ ' = o(Z,). Portanto Z,, é gerado pelo elemento a3, ou seja,
Z,, é ciclico. u

Lema 1.4.9 ([3]) Se b é um inteiro impar e t é um nimero natural, entdo

p*" = 1(mod 2?)

Demonstracao: Faremos a prova por indugao sobre t. Como b é impar, existe k € Z tal que
b=2k+ 1. Parat =0 temos que b* = 4k(k + 1) + 1, e assim b* = 1(mod 2*). Suponhamos a
congruéncia verdadeira para t, t > 0, ou seja

=14 X273 com A € Z,

e mostremos que é vélida para t41. Assim, b2 = (b*7)2 = (14A2043)2 = 14 )24 4 (222046 —
14 204X 4+ A\221%2). Logo 0¥ = 1(mod 2'%), ou seja, a congruéncia é valida para t + 1, e
portanto, é vélida para todo t € N. |

Lema 1.4.10 ([3]) Os grupos Z3 e Zj sao ciclicos, e para v > 3 o grupo Zj. nao € ciclico.

Demonstragao: Temos que Zj = {1}, logo Z; é gerado pelo elemento 1, e portanto ¢ ciclico.
Temos que Z; = {1,3}, mas o elemento 3 é um gerador de Zj, e portanto Z; é ciclico. Agora
suponhamos r > 3 e tomamos o homomorfismo canonico 7, : Z — Zsy-. Notemos que, dado
b € Z, temos que 7,.(b) € Z3. se, e somente se, b é impar. Agora, dado = € Z3,, existe um inteiro
fmpar b tal que 2 = 7,(b). Pelo Lema [1.4.9, tomando ¢t = r — 3, obtemos v?" = = 1(mod 27).
Logo ¥~ = 7.(1), e assim o(z) < 272, Como o(Z3.) = 2'', concluimos que Z} néo é
ciclico. |
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Teorema 1.4.1 ([3]) O grupo Z; (n > 1) € ciclico se, e somente se, n = 2,4,p" ou 2p", onde
p > 2 é um numero primo er > 1 é um numero natural.

Demonstracao: Suponhamos que Z (n > 1) seja ciclico. Se n for uma poténcia de 2, entao
pelo Lema [1.4.10, n somente pode assumir os valores 2 ou 4. Agora, temos os seguintes fatos

1. Se n for par e nao for uma poténcia de 2, entao n possui uma decomposicao em fatores
primos dada por n = 2%p"'py"? ---p/t,onde a > 1, t > 1, p; # 2, e p; # pj, sei # j.
Pelo Lema [1.4.4 temos que

7, ~ Tsa XZZ? X e XZ;?
e pelo Lema [1.4.1, segue que a = 1 ou a = 2, mas nao podemos ter a = 2, pois
mdc(4,p;™ —p;" 1) = 2. Também nao podemos ter t > 1, pois p;"™ —p" 7' e po"2 —py 27!
sao nimeros pares. Logo mdc(py™ —p" 1, pa™ — po"2 1) # 1. Portanto, temos que a = 1
et=1, ouseja, n=2p".

2. Se n for impar, entao m tem uma decomposicao em fatores primos dada por
n o= p"p ...p/t onde v, > 1, 0t > 1, p # 2, e p; # pj, se
T £ 7. Temos que t = 1, pois se t > 1, pelo Lema 1.4.4, temos que
Ly == Ly vy X Lpyry X ... X Ly vy, € Pelo Lema(1.4.1) segue que o grupo do segundo membro
é ciclico, o que é um absurdo, pois mdc(p;" — p;"""!, p;"i — p;"71) # 1, para qualquer i, j.
Logo n = p™.

Portanto, se Z, ¢ ciclico, entao n = 2,4,p” ou 2p", com p > 2 um numero primo e r > 1 um
nimero natural. Reciprocamente, se n = 2 ou n = 4, pelo Lema [1.4.10/ segue que Z,, ¢é ciclico.

Se n = p", pelo Lema [1.4.8, segue que Z; é ciclico. Se n = 2p", como mdec(2,p") = 1, entao
pelo Lema [1.4.4 temos que Zs,» =~ Zy X Zy, == Z,, que é ciclico, portanto Zj, é ciclico. u

1.5 Formas quadraticas sobre o R"

Nesta secao apresentamos as formas quadraticas sobre o R", que serao muito tteis no estudo
das aplicacoes das formas quadraticas aos corpos ciclotomicos.

Definicao 1.5.1 Para cada inteiro n, definimos a forma quadrdtica sobre o R™ por

Qn(ﬁ) = Qn(xh to 7‘7:71) - fo + Z (]32 - xj)2v

1<i<j<n

onde x = (1, x9,...,2,) € R".

Da igualdade

Z (a:i—xj)Qz(n—l)Zx?—Q Z T,

1<i<j<n

obtem-se que
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Qn(x1,--+ 2y —nzaf -2 Z ;.

1<i<j<n

Para cada r, s inteiros, também podemos escrever
'
Z 2 Z 2
Qr,s(xly"' axr) = Z; +s (I'Z—ZL']) :
i=1 1<i<j<r

Observamos que @,(z) é uma fungao positiva definida e totalmente simétrica, isto é,
Qn(x1, -+ 2n) = Qu(Ts0),  ,Tom)), onde o é uma permutacao qualquer do conjunto

{17... 7n}‘

Proposicao 1.5.1 ([4]) Seja Q,(x) uma forma quadrdtica.

(i) O menor valor que Qn(xy,--- ,x,) assume com entradas inteiras nao todas nulas é n.

(ii) Para a € Z", temos que Q,(a) = n quando a = +(1,1,--- 1) oua = te;, i = 1,--- ,m;

onde {e1,--- ,e,} € a Z-base canénica de 7".

Lema 1.5.1 ([4]) Se Qu(z1, - ,x Zl‘l + Z ea=(ay,---,a,) € R", entdo
1<J

Qn(ala e 7an) = d2(a’70) + nd2(a7 A))

onde d*(a,0)ed*(a,A) sio os quadrados das distancias euclidianas de a até a origem e de a
até a diagonal de R", respectivamente.

Teorema 1.5.1 ([4]) Dados os nimeros inteiros ay,- -+ ,a;, com t < n. Se

F(xt+17“' 7x’n) = Qn,l(ala'” s Ay L1y 00 73371)7

entdo F' atinge seu minimo com coordenadas inteiras no ponto

(y, 9, ,y), ondey = [(Za) J(t+1)

onde [z] denota o inteiro mais préozimo de z. Caso z+1/2 seja inteiro, entao [z| denota z—1/2.

Corolario 1.5.1 ([5]) Sejam os nimeros inteiros a1, - - - ,a;, com t < —. Se

F(xt-i-la T 7'rn/r) = Qn/r,r(alv IR TP RS PR 7xn/7")7

entao F' atinge seu minimo com entradas inteiras no ponto

(y7y7"' 7y)7 Ondey: [(Za’2> /(t+1/r)
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CAPITULO

2

Teoria algébrica dos numeros

2.1 Introducao

O objetivo deste capitulo é apresentar uma colegao de resultados bésicos de Teoria Algébrica dos
Numeros, fornecendo assim uma base tedrica para o desenvolvimento dos demais capitulos. Com
a intencao de tornar este trabalho pratico e acessivel, omitimos a maioria das demonstracgoes,
no entanto, cada resultado enunciado sera acompanhado de um nimero que representa a
referéncia que o contém. Desse modo, na Se¢ao 2.2, apresentamos os conceitos e propriedades
de norma e traco, e um resultado importante sobre as extensoes galoisianas. Na Secao 2.3,
apresentamos os conceitos de inteiros algébricos e o anel dos inteiros algébricos. Na Secao 2.4,
definimos discriminante de uma n-upla e discriminante de um corpo de niimeros. Na Secao 2.5,
introduzimos o conceito de norma de um ideal. Nas Secoes 2.6/ e 2.7, apresentamos os corpos
quadraticos e os corpos ciclotomicos, respectivamente. Para finalizar, a Secao 2.8 é dedicada a
decomposicao de ideais primos em uma extensao, com destaque para o Lema de Kummer.

2.2 Norma e traco
Nesta secao apresentamos os conceitos de norma e trago, enfocando sua principais propriedades.

Definigao 2.2.1 Sejam K C L corpos de nimeros, com n = [L : K], e o1,...,0, 0s
monomorfismos de . em C. Dado um elemento o € L, define-se a norma e o traco de «
relativamente a extensao L/K, como sendo respectivamente:

Myk(a) = H oi(a),

Tryk(a) = Z oi(a).

Observacao 2.2.1 Quando nao houver duvida quanto a extensao que contém o elemento «,
usaremos N'(a) ao invés de Ny k().
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Observagao 2.2.2 Se K C L sao corpos de nimeros, [L : K] =n, z,y € L ea € K, entao
valem as sequintes propriedades:

T+ y) = TT]L/K<I> + TT]L/K(y),
) = al'ryx(x),

Nk (y) = Nojk (@) Nk (y),

No caso K C L C M, dado x € M, valem:
(6) Mk (7) = Nk (ML (),
(7) TT‘M/K(QU) = TTL/K(TTM/L(:L')).
Em particular, se x € L., entao:
(8) T?“M/K(x) = [M : ]L]TT[L/K(QT),
(9) NM/K(.’E) = NL/K(QT)[M:L].

Proposicao 2.2.1 ([3]) Sejam M e F extensies galoisianas sobre K tais que M e F sao
subcorpos de algum outro corpo. Dado o € M, se MNF =K entao

Tryrr(a) = Tryyk(a).

Demonstracgao: Pela Proposigao 1.3.1 temos que
p: Gal(MF/F) — Gal(M/K)

o+— olum

¢ um isomorfismo. Seja o| pg € Gal(M/K). Como o : MF — MTF e M C MF, segue que
olm € Gal(MF/F). Logo Gal(M/K) C Gal(MF /F), e como sao isomorfos, segue que

Gal(MF/F) = Gal(M/K),
e conseqiientemente dado o € M temos que

TTMF/]F(Q) = TTM/K(&),
0 que prova a proposicao. [ |
2.3 Inteiros algébricos

O objetivo desta segao é apresentar conceitos e resultados basicos envolvendo inteiros algébricos.

Definigao 2.3.1 Sejam A C B anéis. Dizemos que um elemento o € B € um inteiro sobre A,
se eziste um polinémio monico ndo nulo f(x) com coeficientes em A tal que f(a) = 0.

Definigcao 2.3.2 Sejam A C B anéis. Dizemos que B € inteiro sobre A se todo elemento de
B € inteiro sobre A. Pode ser mostrado que o conjunto Op = {a € B : « € inteiro sobre A}
¢ um anel.
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Definicao 2.3.3 Sejam A C B anéis.

1. Op={a € B: «a éinteiro sobre A} é chamado anel dos inteiros de A em B.

2. Se A é um dominio e B =K € o corpo de fragoes de A, dizemos que Op € o anel dos
inteiros de A em K. Além disso, se A = Op dizemos que A é um anel integralmente
fechado.

Definicao 2.3.4 Um elemento o € C é chamado um inteiro algébrico se existe um polinomio
monico f(x) com coeficientes inteiros tal que f(a) = 0. Pode ser mostrado que o conjunto

B={aecC; irr(e,Q) € Z[X]}

formado pelos inteiros algébricos de C é um anel, chamado anel dos inteiros algébricos.

Exemplo 2.3.1 O elemento o = /2 + /3 é um inteiro algébrico, pois € raiz do polinémio
flx)=2*—102* + 1 € Z[X].

Definicao 2.3.5 Seja I um corpo de nimeros de grau n. Um elemento o € I é chamado um
inteiro algébrico do corpo L, se existe um polindmio ménico f(x) com coeficientes inteiros tal
que f(a) = 0. Pode ser mostrado que o conjunto Op, = B NL formado pelos inteiros algébricos
de IL € um anel, chamado anel dos inteiros algébricos do corpo L.

Teorema 2.3.1 ([2]) Se a € L € um inteiro algébrico, entao N, g(c) e Try g() sio nimeros
inteiros.

Lema 2.3.1 ([6]) Sejam Q C L uma extensao finita de graun, O, o anel dos inteiros algébricos
delL, {1, ..., an} uma base de L sobre Q, onde det(Tryg(cic;)) # 0 ea € L. SeTryg(aB) =
0, para todo B € L, entao a = 0.

Demonstracao: Se o € L, entao o = a1a1 + asas + ... + ... + a,q,, onde a; € QQ, para
t=1,2,--- ,n. Multiplicando por «;, j = 1,2,...,n, obtemos:

Q= Q10 + Qa0 + -+ -+ G Q.
Assim,
0 = Tryg(ae)) = aiTryglaie;) + aTryglascy) + - - + a Trg(ana;).

Na forma matricial, temos que

Tryg(onar) Tryglasar) -+ Trog(anar) a 0
Tryg(oacs) Trig(ogas) -+ Trig(anas) a | |0
Tr]L‘Q(Oélan> TT]L\Q<Q2a") T TTL|Q(anan) an, 0
Como det(Trpg(asc;)) # 0 segue que a; = ag = --- = a, = 0. Portanto, o = 0. ]
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Lema 2.3.2 ([6]) Sejam Q C L wma estensao finita de grau n, e Op o anel dos inteiros
algébricos do corpo L. Se B = {a1,...,an} € uma base de L sobre Q, onde det(Tryq(csa;)) #
0, entdo a aplicagio p : L — Homg(L, Q) definida por p(a) = S, onde S,(8) = Tryg(af),
com (B €L, é um isomorfismo.

Demonstracao: Temos que p é homomorfismo, pois dado ay, ay € L, temos

p(al + OQ)(ﬁ) = Sa1+042(ﬂ) = TTL\Q((al + a2)ﬁ)
= Tryg(aifB) + Trog(aeB) = Sa, (B8) + Sa,(8) = (pla1) + p(a2))(8),

plac)(B) = Saa(F) = Trrglaaf) = aTryg(af) = aSa(B) = ap(a)(8),

para todo 8 € L. Agora, seja o € L tal que p(a) = 0. Assim, p(a)(8)=S5a(8) = Trrg(aB) = 0,
V3 € L. Pela Lema 2.3.1, segue que a = 0, provando assim que p ¢ injetora. Dados «, x,y € L,
e a € Q, temos

Sa(z +y) = Trigla(z +y)) = Triglaz) + Tryg(ay) = Sa(z) + Sa(y), e

Salax) = Tryg(aax) = aTryg(ax) = aSa(x).
Portanto, S, : L — Q é uma forma linear. Assim, se tomarmos uma base B = {1, 52, ..., Bn}
de LL sobre @, podemos definir

Se; L —Q
1, sei=j

5jH5ai(ﬁj)=5ij={ 0. sei]

Logo, a base B* = {Sa,, Say; - -5, } ¢ a base dual de B, e deste modo
dimglL = dimg(Homg(L,Q)) = n, ou seja, p é sobrejetora. Portanto, p é um isomorfismo. m

Proposicao 2.3.1 ([6]) Se Q C L é uma extensdio finita de grau n, Oy o anel dos inteiros
algébricos do corpo L. e A um ideal nao nulo de O, entao A e O, sao Z-mddulos livres de
posto n.

Demonstracao: Seja {aj, as,...,a,} uma base de L sobre Q. Como toda extensao finita é
algébrica, segue que todos os «;’s sao algébricos sobre 1L, ou seja, existem b; € Q, i =1,2,...,n,
nao todos nulos, tal que

bnai" + bn_lOzin_l + ...+ b() = 0.

Podemos multiplicar cada coeficiente pelo minimo multiplo comum dos denominadores de cada
um (pois sdo nimeros racionais), para que pertencam a Z. Assim, podemos reescrever a
igualdade da seguinte forma

an0y" + an10;" P+ ... +ay=0, a; € Z, paratodoi=1,2,--- ,n. (2.3.1)
Supondo que a, # 0, e multiplicando a Equacao 2.3.1/ por a !, temos
a’ Napoy" + an_10™ L Fag) =0,
(an0)" + a1 (ana)" P4 ...+ a"tag) = 0.
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Assim, a,a; é um inteiro algébrico. Tomamos a,qo; = z; € Or, para cada i = 1,2,...,n.
Mostremos que {z;, 22, ..., 2, } é uma base de L sobre Q. Seja byz; +bszo+...+b,2, = 0, onde
b; € Z, para todo i = 1,2,--- ,n. Assim

biapo + ...+ ba,a,, = 0.

Como {ay,...,a,} é uma base de L sobre Q, segue que b;a, = 0. Mas a,, # 0, logo b; = 0,
para todo i = 1,2,--- ,n. Portanto, {21, 29, ..., 2,} é uma base de LL sobre Q, contida em O.
Pelo Lema 2.3.2] existe uma base {1, ..., 3,} de L sobre Q tal que

p(z)(B;) = S, (8;) = Trrg(ziB;) = i, para todo 4, j = 1,2,...,n.

Se a € O, entao az; € O, e assim pelo Teorema 2.3.1] segue que TTMQ(azi) € 7, para todo
1=1,2,---,n. Se a € O, podemos escrever

a=c1+...+¢c,0,, onde ¢; € Q,parai =1,2,--- ,n.
Assim,

Triglaz) = Tro((cif + ...+ cfn)z) = alrLe(biz) + ..+ e Tro(Brz) = ¢ € Q,

para todo i = 1,2,--- ,n. Como Tryg(az;) € Z, segue que ¢; € Z, para todo i = 1,2,--- ,n.
Logo, Op, C ZB1 + ...+ Z(,. Mas, por outro lado, segue que o conjunto Z3; + ...+ Zf3, é um
Z-moédulo, pois é um grupo abeliano e podemos definir uma aplicacao ¢ : ZXZp1+. .. +2Z5, —
P14+ ... +703,,edados a,b € Zem,n € ZS1+...+7Z03,, os mesmos satisfazem as propriedades
de médulo. Como {5, ...,5,} é linearmente independente e gera Z3; + ...+ Zf3,, segue que
701+ ...+ 73, é um Z-modulo livre de posto n. Agora, como Or, é um grupo, segue que O, é
subgrupo de Z3, + ...+ Z3,, e se tomarmos « € Or,, entao « é raiz de um polindomio minimal
com coeficientes em Z, ou seja,

Q"+ bp1a" P4+ bja+by =0, onde b; € Z, paratodoi=1,2,---,n.
Assim, dado a € Z, temos que a"(a™ + b,_1a™" ' + ... + bia+ by) = 0, e deste modo
()" 4 abp_1(ac)" ' + ... +a" by (ac) + a"by = 0, onde a’b,_; € Z,para todo i = 1,2,... n.

Portanto, aac € O, e deste modo O, é um submoédulo de um Z-moddulo livre de posto n.
Como Z é um anel principal, segue pelo Teorema 1.2.1 que O, é livre de posto menor ou igual
a n. Como Op contém a base {z1,...,2,}, segue que O, é um Z-mdédulo livre de posto n.
Finalmente, se A é um ideal nao nulo de O, entao A é um submoédulo de Oy, e pelo Teorema
1.2.1, é livre de posto menor ou igual a n. Se {z1,...,2,} é uma base de O, e a é um elemento
nao nulo de A, entao az; € A, para todoi=1,2,--- ,n. Tomemos a seguinte combinacao

arazy + asazy + - - - + apaz, = 0.

Como {z1,...,2,} é base, segue que aya = 0, para todo i = 1,2,--- . n, e como a # 0, segue
que «; = 0, para todo i = 1,2,--- ,n. Assim, {az1,azs, -+ ,az,} é um conjunto linearmente
independente contido em A. Portanto, A é um Z-mddulo livre de posto n. |
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Definicao 2.3.6 Uma Z-base para o grupo aditivo O, é chamada de base integral de 1L ou de
OL.

Observacao 2.3.1 Se {ay, -+ ,a,} € uma Z-base de O, onden é o grau de L sobre Q, entdo
todo elemento o € O, pode ser escrito de modo tinico como o =Y ., a;o;, onde a; € Z para
todoi=1,2,--- ,n.

2.4 Discriminante

Nesta secao apresentamos conceitos basicos de discriminante enfocando suas principais
propriedades.

Definicao 2.4.1 Sejam L um corpo de numeros de grau n, o1,...,0, 05 monomorfismos de
L em C e{ay,...,a,} uma base de I sobre Q. Definimos o discriminante dessa base por

D(ay,--- ,ap) = det[o;(a;)].

Teorema 2.4.1 ([2]) O discriminante de qualquer base de L. = Q(60) € racional e nao nulo. Se
todos os IL-monomorfismos de 6 sao reais, entao o discriminante de qualquer base é positivo.

Teorema 2.4.2 ([2]) Sejam ay,- -, elementos de Op formando uma Q-base para L. Se
D(ay, -+, ) € livre de quadrados, entio {oq, -+ ,an} € uma base integral.
Teorema 2.4.3 ([2]) Se L € um corpo de nimeros de grau n, {aq, -+ ,an} e {B1, -+, B} sdo

bases integrais de IL, entdo
D<a1>"' ,an) = D(ﬁla 7ﬁn)'

Proposicao 2.4.1 ([2]) Seja L = Q(0) um corpo de nimeros, onde 0 tem polindmio minimal
p de graun. A Q-base {1,0,--- 01} de L tem discriminante dado por

n(n—1)

D(LQ? U ’en_l) = (_1) 2 N]L/Q(Dp(e))

onde Dp € a derivada formal de p.

Proposicao 2.4.2 ([2]) Seja L um corpo de nimeros. Se {an,--- ,an} € uma Q-base de L,
entao
D(ay, - ,ap) = det(TrL/Q(oziaj))ijl.

Definicao 2.4.2 Sejam I um corpo de nimeros, Op, o anel dos inteiros algébricos de 1L e
{ag, - ,a,} wma base de Op. Definimos o discriminante do corpo L. como sendo o ideal
principal de 7 gerado por D(ay, - ,ay), e denotamos por .

Observagao 2.4.1 Pelo Teorema 2.4.3 temos que o discriminante do corpo L independe da

base de Or,.
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2.5 Norma de um ideal

Nesta secao introduzimos o conceito de norma de um ideal juntamente com suas principais
propriedades.

Definicao 2.5.1 Sejam L um corpo de niumeros de grau finito n, O, o anel dos inteiros de L e

A um ideal nao nulo de Or,. Definimos a norma do ideal A como sendo o nimero de elementos
do anel quociente O /A, isto é, Ny g(A) = o(OL/A).

Observacao 2.5.1 Quando nao houver duvida quanto ao anel que contém o ideal A, usaremos

N(A) ao invés de Ni,jg(A).

Teorema 2.5.1 ([2]) Se A= (a) € um ideal principal de O, entio N(A) = |N(a)|.

Teorema 2.5.2 ([2]) Se L é um corpo de nimeros e A,B sao ideais nao nulos de O, entio
N(AB) = N(A)N(B).

Para o proximo resultado é conveniente introduzirmos uma outra notacao para a palavra
divide. Se A é um ideal de O, e b € O, tal que A | (b), entao escrevemos também A | b e
dizemos que A divide b.

Teorema 2.5.3 ([2]) Sejam L um corpo de nimeros e A um ideal de Or, A # 0.

(a) Se N(A) é um primo, entio A é um ideal primo,

(b) N(A) é um elemento de A, ou equivalentemente, A | N'(A),

(¢) Se A é um ideal primo que divide um primo p, entao N'(A) = p™, onde m € o grau de L.

2.6 Corpos quadraticos

Nesta secao apresentamos os corpos quadraticos, enfocando suas principais propriedades.

Definicao 2.6.1 Um corpo quadrdtico é um corpo de numeros . de grau 2 sobre Q. Mais
especificamente, . = Q(0), onde 6 é um inteiro algébrico, e @ € um zero de um polinémio

> +ar+b  (a,b€ 7).

Proposicao 2.6.1 ([2]) Os corpos quadrdticos sio precisamente aqueles da forma Q(v/d) para
d um inteiro livre de quadrados.

Exemplo 2.6.1 O corpo L = Q(V/13) € um corpo quadrdtico, pois 0 = /13 é um zero do
polinomio f(z) = 2% — 13.

Teorema 2.6.1 ([2]) Se L = Q(V/d), onde d é um inteiro livre de quadrados, entio o anel dos
inteiros algébricos de IL € dado por:

(i) Z[Vd], se d % 1(mod 4),

(i4) Z[% + %ﬂ], se d = 1(mod 4).
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Teorema 2.6.2 ([2]) Seja Q(v/d) um corpo quadrdtico, onde d ¢ um inteiro livre de quadrados.
(a) Se d # 1 (mod 4), entdo o corpo Q(\/d) tem uma base integral da forma {1,vd} e
discriminante 4d.

1 1
(b) Se d = 1 (mod 4), entio Q(\/d) tem wma base integral da forma {1,5 + 5\/3} e

discriminante d.

Observacao 2.6.1 Um corpo quadrdtico Q(\/E) ¢ dito real, se d € positivo, e imagindrio se d
¢ negativo.

2.7 Corpos ciclotomicos

Nesta secao apresentamos os corpos ciclotomicos juntamente com suas propriedades. E sobre
esses corpos e também sobre seus subcorpos que nosso trabalho esta inserido.

Definicao 2.7.1 Seja n um inteiro positivo. Dizemos que (, € uma raiz n-ésima da unidade
se (' =1, e que ¢, € uma raiz n-ésima primitiva da unidade se () =1 e (7' # 1, para todo
1<m<n-—1. O corpo Q((,) € chamado corpo ciclotomico.

Teorema 2.7.1 ([7]) Se n é um inteiro positivo, (, uma raiz n-ésima primitiva da unidade e
L = Q(¢,) o corpo ciclotomico correspondente, entdo

1. [L:Q] = ¢(n), onde ¢ é a fungao de Euler.
2. OL =17Z[C,) e {1,¢,,C3, - ,4“2(")*1} ¢ uma base integral de L.

3. [L:K] =2, onde K=Q((,+¢,; ") € o subcorpo mazimal real.

o) —é(n)
4. Ok = Z[G+C e {G+ G CACE - +Cn ) € uma base integral do subcorpo
K.

Proposicao 2.7.1 ([8]) Sen e m sao dois nimeros inteiros tais que n,m > 1 e mde(n,m) = 1,
entao

Teorema 2.7.2 ([7]) O discriminante do corpo L. = Q((,,) € dado por

o)

o)’

prt
pln

D = +

onde p € um numero primo.

28



2.8 Decomposicao de ideais em uma extensao

Teorema 2.7.3 ([9]) Se p é wm nidmero primo impar, v um inteiro positivo e K C Q((pr),
onde [K : Q] = up?, e p ndo divide u, entdo

QK = ipva

onde v =u((j +2)p’ — pj+171) -1

p—1

Exemplo 2.7.1 Tomando o corpo ciclotomico L. = Q((a5), pelo Teorema 2.7.1, seque que
[L: Q] =20, Op = Z[(os), {1, Cos,C3, -+, (A2} € uma base integral de L e pelo Teorema 2.7.2
temos que Dy, = £5%°. Temos também que K = Q((as+Cos ) € 0 subcorpo maximal real de I com
base integral {Cos+Con s Cast+Coty - -+, (0454 Y, e pelo Teorema 2.7.3 temos que Dx = £5'7.

Definicao 2.7.2 Seja L uma extensao de K. Dizemos que L é uma extensao ciclica, se o grupo

G = Gal(L/K) € ciclico.

Teorema 2.7.4 A extensao ciclotomica Q((,) € ciclica se, e somente se, n = 2,4,p" ou 2p",
onde p > 2 € um numero primo e r > 1 € um numero natural.

Demonstracao: Como o grupo de Galois de Q((,) ¢ isomorfo a Z;, segue pelo
Teorema 1.4.1 o resultado. |

2.8 Decomposicao de ideais em uma extensao

Nesta secao apresentamos a decomposicao de ideais em uma extensao juntamente com suas
principais propriedades. O resultado mais importante desta secao é o Lema de Kummer que
nos auxilia na fatoracao de ideais em uma extensao.

Definicao 2.8.1 Um anel é dito um anel noetheriano quando seus ideais sdo finitamente
gerados.

As condigoes abaixo sao equivalentes a Definicao 2.8.1. Para isso, seja A um anel.

1. A condicao de cadeia ascendente: Dada uma cadeia ascendente de ideais de A
A CAy...CA,C...

entao existe algum ng tal que A,, = A,,, para todo n # ng, ou seja, toda cadeia ascendente
é estacionaria.

2. A condicao maximal: Todo conjunto nao vazio de ideais do anel A tem um elemento
maximal, isto é, um elemento que nao estd propriamente contido em qualquer outro
elemento.

Definicao 2.8.2 Um anel é dito um anel de Dedekind se for integralmente fechado, noetheriano
e se todo ideal primo ndao nulo for maximal.
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Teorema 2.8.1 ([2]) O anel do inteiros algébricos Op, de um corpo de nimeros L tem as
sequintes propriedades:

(a) O € um dominio, com corpo de fragoes L,

(b) Oy € Noetheriano,

(c) Se «a € L satisfaz um polinomio monico com coeficientes em O, entao o € O,

(d) Todo ideal primo nao nulo de O, € mazximal.

Temos que um ideal pode ser descrito como um Op-submddulo de O, dessa forma
restringimos ao estudo de Op-submédulos de Op..

Definicao 2.8.3 Sejam L um corpo de niumeros e O, o anel dos inteiros algébricos de L. Um

OL-submddulo A de 1L € dito um ideal fraciondrio de Oy, se existe algum ¢ € Or,, nao nulo, tal
que cA C Or,.

Teorema 2.8.2 ([2]) Sejam L um corpo de nimeros e Or, o anel dos inteiros algébricos de L.
Os ideais fraciondrios nao nulos de Oy, formam um grupo abeliano multiplicativo.

Teorema 2.8.3 ([2]) Sejam L um corpo de nimeros e Op o anel dos inteiros algébricos de
L. Todo ideal nao nulo de Oy, pode ser escrito como o produto de ideais primos unicamente
determinados a menos da ordem dos fatores.

Proposigao 2.8.1 ([1]) Se K C L sao corpos de nimeros, com [L : K| =n, P um ideal primo

nao nulo de Ok e
g

PoL =[Py
i=1
a decomposicao de POr, em ideais primos P; de Or,, entdo os ideais P; sao precisamente os
1deais primos Q de Or, tais que QN Og = P.

Definicao 2.8.4 Nas condi¢oes da Proposicao 2.8.1, dizemos que os ideais P; estao acima do
ideal P, g € denominado nimero de decomposi¢io de P na extensio L/K, e os expoentes e;
sao chamados de indices de ramificagdo, que denotaremos por e(Q|P). Dizemos que um ideal
primo P de Ok ¢é ramificado em O (ou em L) se, e(Q|P) > 1 para algum ideal primo Q de
O, acima de P.

Teorema 2.8.4 ([10]) Sejam K C L corpos, Ok e O seus respectivos anéis dos inteiros
algébricos. Se P é um ideal primo de Og e Q um ideal primo de Or,, entdo as sequintes
condigoes sao equivalentes:

30



2.8 Decomposicao de ideais em uma extensao

Observacao 2.8.1 Na ocorréncia de qualquer uma das condigoes acima, dizemos que Q estd
acima de P. Os anéis quocientes Ok /P e Or/Q sao corpos, pois todo ideal primo ndo nulo
de Ok e Oy, sao ideais mazximais. Como Og C O, se tomarmos o homomorfismo canonico
p: Ok — OL/Q , seque que Ker(p) = QN Og = P. Assim, pelo teorema do homomorfismo
Ok /Ker(p) ~ Im(p) C OL/Q, ou seja, obtemos a imersio Og/P — Or/Q. Deste modo,
podemos olhar Og /P como um subcorpo de Op/Q. FEsses corpos sao chamados de corpos
residuais associados a P e a Q. Além disso, sao corpos finitos, e assim [O/Q : Og/P] = f,
onde [ é chamado grau de inércia ou grau residual de Q sobre P, e denotamos por f(Q|P).

Teorema 2.8.5 ([10]) (Igualdade fundamental) Sejam K C 1L corpos tal que [L : K] = n, e Og
e O, seus respectivos anéis dos inteiros algébricos. Se Qy, ..., Q4 sao os ideais primos de O,
acima do ideal primo P de Ok, entao

"= Zezfz - lpe - F| = tousP0

onde eq,...,eq € fi1,..., fy sao o0s correspondentes indices de ramificacao e graus residuais.

Definicao 2.8.5 Sejam K C 1L corpos tal que [ : K| = n, e Og e O seus respectivos anéis
dos inteiros algébricos. Dizemos que o ideal P de Ok é:

(1)  totalmente decomposto em 1L, se g =n e assim e; = f; =1 para todo i =1,2,...,g,

(17) inerte em L, se g =1, e; =1 e assim f; = n,

(1ii) totalmente ramificado em L, se g =1 e assim f; =1 e e; = n.

Teorema 2.8.6 ([1]) Seja . um corpo de nimeros. Uma condi¢ao necessdria e suficiente para
que um ideal primo pZ de Z se ramifique em Or, € que p divida Dr,.

Lema 2.8.1 ([11]) (Lema de Kummer) Sejam L um corpo de nimeros, O o seu anel dos
inteiros algébricos e 0 € O tal que L = Q(0). Se p é um nimero tal que p nao divide
(O : Z[0]] e f(x) é o polinomio irredutivel de 0 sobre Q, entao existem polinémios irredutiveis
p(x),...,pg(x) € Z[X], e1,...,e, € N, tais que

f(@) =pi(x)™ .. py(x)™ (mod pZ[X]),

e além disso

1. Py = (p,pi(0)) = pOr + p;(0)Or, sdo ideais primos de O, acima de pZ, i =1,2,...,g.

g

2. poL = [ Ps.

i=1

3. |OvL/P; : Z/pZ] = Opi(x) = f;, onde Op;(x) denota o grau de p;(x).

31



2 Teoria algébrica dos ntimeros

Exemplo 2.8.1 Sejam L = Q(\/11), 2% — 11 o polinémio irredutivel de /11 sobre Q e
OL = Z[V11] o seu anel dos inteiros algébricos. Considerando o ideal 57 C 7, temos que
o polinémio x> — 11 fatora-se como:

2 — 11 = (z + 1)(x + 4)(mod 5Z[X]).

Assim, pelo Lema de Kummer, temos:

(i) Pr=(5,0+1), e P, = (5,0 +4) sdo ideais de Oy, acima de 5Z,

(ii) 5Z = P1Ps,

O]L Z O]L Z
— = === =1= = f5.

(i) {Pl 5Z} P 52] fr=12

E pelo Teorema da Igualdade Fundamental, temos que os graus residuais sio fi = fo =1 e os

indices de ramificacao sao e; = es = 1.

Exemplo 2.8.2 Sejam L = Q(V7), 22 — 7 o polinémio irredutivel de /7 sobre Q e
O = Z[\/ﬂ o seu anel dos inteiros algébricos. Considerando o ideal 27, C 7, temos que o
polinémio x? — 7 fatora-se como:

2? — 7= (z +1)*(mod 2Z[X]).

Assim, pelo Lema de Kummer, temos:

(i) P1 = (2,0 + 1) € o unico ideal primo de O, acima de 27,

(ii) 2Z = P1 Py,

o |OL L

(iii) [?1 : ﬁ} =1=fi.

E pelo Teorema da Igualdade Fundamental, temos que o grau residual é fi = 1 e o indice de
ramificacao € eq = 2.

Sejam L uma extensao galoisiana de K, O, e Ok seus respectivos anéis dos inteiros algébricos
e Q,9 ideais primos de O, acima de um ideal primo P de Ok.

Teorema 2.8.7 ([10]) (Teorema da Evidéncia) Sejam K C 1L corpos, Ok e O, seus respectivos
anéis dos inteiros algébricos. Se L/K € uma extensao galoisiana com grupo de Galois G e, Q e
Q' sao ideais primos de O, tais que QN Og = Q' N Ok, entao eziste o € G tal que 0(Q) = Q.

32



CAPITULO

3

Reticulados

3.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos as defini¢coes e as principais propriedades dos reticulados. Desse
modo, na Secao 3.2, definimos reticulado e regiao fundamental. Na Secao 3.3, definimos
empacotamento esférico, densidade de empacotamento, volume de um reticulado e densidade de
centro. Para finalizar, na Secao 3.4, apresentamos também as propriedades de alguns reticulados
construtivos importantes conhecidos na literatura, principalmente os reticulados até dimensao

8.

3.2  Reticulados

Nesta secao apresentamos o conceito de reticulados enfocando suas principais propriedades.

Definicao 3.2.1 Sejam V um espaco vetorial de dimensao finita n sobre um corpo K, A C K
um anel e vy,--- , v, vetores de V linearmente independentes sobre K com m < n. Chama-se
reticulado com base = {vy, - , v} ao conjunto dos elementos de V' da forma

Hs = {x = Zaivi, com a; € A}.

i=1
Nosso interesse maior serd nos casos em que K =R, A=7Z,V =R" em =n.

Definicao 3.2.2 Seja Hg C R" um reticulado, com Z-base = {v1,--- ,v,}. O conjunto

=1

Pﬁ:{lﬂERnl‘:Z)\z’UHOS/\Z<1},

¢ chamado de regiao fundamental de Hg com relagio a base {vy,--- ,v,}.
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3 Reticulados

Note que a regiao fundamental depende da escolha dos geradores. Se Hg é um reticulado

n

com base = {vy,--- ,v,} esecy,- -, ¢, sdo elementos quaisquer de Hg, entao ¢; = E vy,
=1

com a;; € Z. Temos que uma condi¢ao necesséria e suficiente para que {cy,--- ,¢,} seja uma

base de Hz é que det(a;;) seja um elemento inversivel de Z.

Observacao 3.2.1 Denotamos por H e P, respectivamente, o reticulado e a regiao
fundamental com relagao a base canonica.

Lema 3.2.1 ([2]) Cada elemento do R"™ pertence a exatamente um dos conjuntos P + 1, para

leH.

Demonstragao: Primeiramente mostremos a existéncia do conjunto P + . Se {ey,...,e,} é
um conjunto de vetores linearmente independentes do R", entdo todo elemento x € R"™ pode
ser escrito da seguinte maneira:

n
r = Zaiei, onde a; € R, parai=1,2,...,n.
i=1
Mas podemos separar a parte inteira de cada coeficiente a;, ou seja, podemos escrever
a;=a;+ 0, ondea; €Z, 0<f;<lef; €R, parai=1,2,...,n.
Assim, podemos reescrever x da seguinte maneira:

n n n n
T = Z a;e; = Z (o + Bi)ei = Z Q;e; + Z Biei,
i=1 i=1 i=1 i=1

Portanto z € P 4 [. Para a unicidade, suponhamos que z pertenca simultaneamente a P + [y
e P+1y, onde [y,ly € H, ou seja,

x:ZﬂieH—Zaiei, comao; €7, 0< G, <lef €R parai=1,2,...,n.

i=1 =1

n n
x:Z%ei—l—Z&ei, comd; €Z, 0<y,<le~y, €R parai=1,2,...,n.
i=1 i=1
onde a primeira parcela das equacoes pertence a H e a segunda parcela sao [; e [y,
n n

respectivamente. Igualando, obtemos Z (Bi + v)e; = Z (vi + d;)e;. Assim,

i=1 i=1

Z (Bi + ci)ei — Z (vi +0i)e; = Z (Bi + i — i — 6i)e; = 0.

i=1 i=1 i=1
Como {ey, ..., e,} élinearmente independente, segue que 3;+a;—v;—9; = 0, parai =1,2,...,n,
e assim

Bi =i = 0i — . (3.2.1)

Como 0 < (;,v; < 1, segue que —1 < 3; —; < 1. Mas pela Equagao (3.2.1), e pelo fato de que
0; — a; € 7, concluimos que §; = «;, para i = 1,2,...,n. Assim, l; = [, e portanto x pertence
a exatamente um dos conjuntos P + [, com [ € H. ]
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3.2 Reticulados

Exemplo 3.2.1 'H = Z* € um reticulado gerado pelos vetores e; = (1,0) e ea = (0,1), com
regiao fundamental P e uma translacao P + | descrita na figura abaizo.

Exemplo 3.2.2 Se T : R? — R? ¢ uma transformacao linear definida por T (z,y) =
(z 4y, —1y), entdo Hz = T(Z*) é um reticulado gerado pelos vetores vy = (2,0) e vy = (1,1),
com regiao fundamental descrita na figura abaizo.

A
° ® °
° ° ° °
° ° ® ° °
° ° l
—————o———¢
° ° ° °
° ° ® ° °
° ° ° °
° ® °

Exemplo 3.2.3 H = Z* é um reticulado gerado pelos vetores e; = (1,0,0), e; = (0,1,0) e
es = (0,0,1), com regido fundamental descrita pela figura abaizo.
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3 Reticulados

Definicao 3.2.3 Um subgrupo H do R"™ ¢ discreto se para qualquer subconjunto compacto K
do R", tivermos H N K finito.

Exemplo 3.2.4 73 ¢ um subconjunto discreto do R®.

3.3 Empacotamento esférico

O problema classico do empacotamento esférico consiste em encontrar um arranjo de esferas
idénticas no espago Euclidiano n-dimensional de forma que a fragao do espaco coberto por essas
esferas seja a maior possivel. Ao estudar a densidade de empacotamento, um dos principais
problemas é a obtencao de reticulados com alta densidade e que sejam ao mesmo tempo
manipulaveis. Para que possamos prosseguir no estudo de reticulados, precisamos da nocao
de volume. O volume no R" é bem conhecido e pode ser facilmente transferido para o R-espaco
V' através do isomorfismo natural entre R" e V| e definido por meio de uma base {vq,...,v,}.
Além disso, é possivel restringir a subconjuntos C de V que sao reunides finitas da regiao
fundamental, usando apenas as seguintes propriedades de volume:

a) Vol(z + C) = Vol(C), para todo z € V.
b) Vol(vC) = y"Vol(C), para todo v € R, ~v > 0.
c) Se CNC’" =0, entdo Vol(CUC") = Vol(C) + Vol (C").

Definicao 3.3.1 Sejam Hz C R™ um reticulado, B = {v1,--- ,v,} uma base de Hg e Ps a
regigo fundamental. Se v; = (Vi1,Vin,*+ , Vi), para i = 1,2,--- n, definimos o volume da
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3.3 Empacotamento esférico

regiao fundamental Pg, como o mddulo do determinante da matriz

Vi1 V12 - Uin
B— Vg1 V22 -+ U2p
Uyt Upy c Upm
Definigao 3.3.2 Sejam Hz C R" um reticulado e § = {v1,--- ,v,} uma base de Hg, onde
v; = (Vi1, Via, -+, Vin), para i =1,2,---  n. Definimos o discriminante do reticulado Hg por
Disc(Hg) = (det B)?,
onde
V11 V12 - Vi
B 0?1 U2 -+ Uz2p
Unl Un2 - Unpp

Exemplo 3.3.1 Seja Hz C R® um reticulado, 3 = {(1,1,2),(0,3,1),(—1,3,2)} uma base de
Hp e Pg a regiao fundamental. Assim

= |—4] =4

N — DN

1 1
VOZ('Pg) - 0 3
-1 3

Proposicao 3.3.1 ([1]) O volume da regido fundamental Vol(Pg) € independente da base (3 de

Hp.

Demonstracao: Se a = {fi,..., fn} é uma outra base de Hg, entdo, f; = Zaijvj, com
j=1

a;j € Z. Assim, Vol(P,) = |det(a;;)[Vol(Ps). Como a matriz de mudanca de base (qy;) é
inversivel, segue que det(w;;) = £1. Portanto, Vol(P,) = Vol(Ps). ]

Definicao 3.3.3 Seja Hg C R" um reticulado com base 8 = {v1,ve,- - ,v,}. Definimos o
volume do reticulado Hg como Vol(Hg) = Vol(Ps).

Observamos que, sendo o uma outra base para Hg, segue que Vol(Hg) = Vol(H,), pois
06 e a diferem pelo produto de uma matriz inversivel com entradas inteiras. Dessa forma, faz
sentido definir o volume de Hz como sendo o volume de uma regiao fundamental.

Definicao 3.3.4

1. Um empacotamento esférico, ou simplesmente um empacotamento no R", € uma
distribuicao de esferas de mesmo raio no R" de forma que a intersec¢io de quaisquer
duas esferas tenha no mdximo um ponto. Pode-se descrever um empacotamento indicando
apenas o conjunto dos centros das esferas e o raio.
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3 Reticulados

2. Um empacotamento reticulado é um empacotamento em que o conjunto dos centros das
esferas formam um reticulado Hp de R™.

3. Dado um empacotamento no R", associado a um reticulado Hg, com § = {vy,--- ,v,}
uma Z-base, definimos a sua densidade de empacotamento como sendo a propor¢ao do
espaco R™ coberta pela unido das esferas.

Observagao 3.3.1 Estamos interessados no empacotamento associado a um reticulado Hg em
que as esferas tenham rato mdximo. Para a determinacgao deste raio, observe que fizado k > 0,
a interseccao do conjunto compacto {x € R"; |z| < k} com o reticulado Hgz é um conjunto
finito, de onde seque que o numero Hg,, = min{|A\[; X € Hg, X\ # 0} estd bem definido e
(Hg,.,)? € chamado de norma minima. Observamos que p = Hg, . /2 €é o maior raio para o
qual € possivel distribuir esferas centradas nos pontos de Hg e obter um empacotamento, assim
p € chamado raio de empacotamento do reticulado. Dessa forma, estudar os empacotamentos
reticulados equivale ao estudo dos reticulados. Denotando por B(p) a esfera com centro na
origem e raio p, temos que a densidade de empacotamento de Hg € igual a

Volume da esfera ~ Vol(B(p))  Vol(B(1))p"
Volume da regido fundamental — Vol(Hz) — Vol(Hp)

A(Hp) =

Portanto, o problema se reduz ao estudo de um outro parametro, chamado de densidade de
centro, que € dado por

V2

P
O(Hs) = Vol(Hs)'

Logo, tiramos a sequinte relagcao
A(Hg) = Vol(B(1))d(Hg)

ou seja, a densidade de empacotamente de Hp € igual ao produto entre o volume da esfera com
centro na origem e raio 1 e a densidade de centro 6(Hp).

Exemplo 3.3.2 Se Hg = Z* com base 3 = {(2,0),(1,1)}, entdo p = V/2/2, Vol(B(1)) = 7, ¢
o volume do reticulado € dado por
Vol(Hy) = ’ Y ‘ _21-2,

1
e a densidade de centro é 6(Hg) = 1 Logo, a densidade de empacotamento € dada por

3

A(Hg) = 7

Exemplo 3.3.3 Se Hg = Z* com base 8 = {(4,0,0),(0,3,0),(0,2,1)}, entio p = v/5/2,
4
Vol(B(1)) = %, e o volume do reticulado € dado por

38



3.4 Reticulados importantes e suas propriedades

4 0 0
Vol(Hg) =0 3 0 |=12,
0 21
. , 5v5 . )
e a densidade de centro é 6(Hg) = 96 Logo, a densidade de empacotamente é dada por
57v5
A(Hp) = .

72

3.4 Reticulados importantes e suas propriedades

Nesta secao apresentamos as definicoes de reticulados conhecidos na literatura e que possuem
densidade de centro recorde. Além disso, é provado que essas densidades sao as melhores até a
dimensao 8. Em dimensoes maiores que 8, existem reticulados com densidades de centro étimas
(K12 e Ayy), e existem reticulados com densidades de centro recordes, mas nao se sabe se essas
densidades sao 6timas.

3.4.1 Reticulado n-dimensional A,

Para todo n > 1, temos que

Ay = {(zo, 1, 2,) €2 mo a1+ + 2, = 0}

n
é um reticulado. Por definicao, A, estd contido no hiperplano E r; = 0, e possui uma matriz

i=0
geradora M, dada por:
(-1 1 0 0 0 0]
0O -1 1 0 0 O
M = 0O 0 -1 1 0 0|,
00 0 0 - -1 1]

raio de empacotamento p = v/2/2 e densidade de centro § = 27/2(n + 1)~'/2,

Exemplo 3.4.1 Reticulado 2-dimensional Ay. O reticulado As € formado por todos os pontos
(z0, 71, 22) de Z* que pertencem ao plano xo+x,+x2 = 0, contido em R®. A figura abaizo mostra
a disposicao dos pontos do reticulado no espaco tridimensional, assim como o empacotamento
associado.
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3 Reticulados

O raio de empacotamento € p = \/5/2, a densidade de centro € § = 1/2\/§ = 0, 28868, que € a
densidade de centro mdzima para a dimensao 2.

3.4.2 Reticulado n-dimensional D,
Para todo n > 3, temos que
D, ={(x1,29, - ,x,) EZ" : 11+ 29+ -+ 3, é par}

¢ um reticulado. Em outras palavras, este reticulado pode ser obtido colorindo os pontos de Z"
alternadamente com vermelho e branco e tomando os pontos vermelhos. Possui matriz geradora
M, dada por:

1 -1 0 0 0 0

1 =10 0 - 0 0
M=|0 1 =10 -0 0 |,

0 0 0 0 -+ 1 -1

raio de empacotamento p = V2 /2 e densidade de centro § = 9~ (n+2)/2

Exemplo 3.4.2 Reticulado 3-dimensional Ds. O reticulado D3 é formado por todos os pontos
(x1,m9,23) € 73 tal que 1 + 9 + x3 € um numero par. Uma matriz geradora para D3 é dada
por
-1 -1 0
M = 1 =1 0
0o 1 -1

A figura abaizo mostra o arranjo das esferas do empacotamento associado a Ds.
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3.4 Reticulados importantes e suas propriedades

Este é o empacotamento normalmente encontrado em bancas de frutas (piramide de
laranjas) ou empilhamento de balas de canhdo, encontrado nos memoriais de guerra. O raio de
empacotamento € p = \/5/2, a densidade de centro € § = 1/4\/3 =0, 17678, que ¢ a densidade
de centro mdxima para a dimensao 3.

Exemplo 3.4.3 Reticulado 4-dimensional Dy. O reticulado Dy € formado por todos os pontos
(1, T, T3,14) € Z* tal que 1+ To + T3 + x4 € um numero par. Uma matriz geradora para Dy
¢ dada por

-1 -1 0 0

1 -1 0 0

0 1 -1 0

o o 1 -1

M=

O raio de empacotamento € p = \/2/2, a densidade de centro é § = 1/8 = 0,125, que € a
densidade de centro mdxima para a dimensao 4.

Exemplo 3.4.4 Reticulado 5-dimensional Ds. O reticulado Dy € formado por todos os pontos
(21, T2, T3, T4, T5) € 77 tal que 1 + To + T3 + T4 + x5 € um numero par. Uma matriz geradora
para Ds € dada por

-1 -1 0 0 O
1 -1 0 0 O
M= 0 1 -1 0 0
0o 0 1 -1 0
o 0 o0 1 -1

O raio de empacotamento € p = \/5/2, a densidade de centro € § = 1/8\/5 = 0,08839, que ¢ a
densidade de centro mdxima para a dimensao 5.
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3 Reticulados

3.4.3 Reticulado 8-dimensional Ejy

O reticulado Eg é definido por
Es = {(wo, 71, ,28) €ER® : Vo, 2, € Zoux; € Z+1/2, sz = 0(mod2)}.

Uma matriz geradora é dada por

_ o O O

0

0 0 -1
0 0 0o -1
0 0 0 0 -1
0

1

_— o O O O
_ o O O o o
S OO o oo

0 0 0 0 -1 1
2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1

0

0

0

0
0.
0

0
/2

O raio de empacotamento é p = v/2/2, a densidade de centro é § = 1/16 = 0, 06250, que é a
densidade de centro maxima para a dimensao 8.

3.4.4 Reticulado 7-dimensional E7

O reticulado F; é definido por
E; ={x € Eg : v = 0}, para algum vetor minimal v € Eg.

Uma matriz geradora é dada por

1 0 0 0 0 0 0
0o 1 0 0 0 0 0
0o 0 1 0 0 0 0
M=|0 0 0 1 0 0 0
1/2 1/2 1/2 0 1/2 0 0
0 1/2 1/2 1/2 0 1/2 0
0 0 1/2 1/2 1/2 0 1/2 |

O raio de empacotamento é p = v/2/2, a densidade de centro é § = 1/16 = 0, 06250, que é a
densidade de centro méaxima para a dimensao 7.

3.4.5 Reticulado 6-dimensional FEj

O reticulado Fg é definido por

Es={x € Eg:2v=0, Yo € V}, onde V éum As—subreticulado em Eg.
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3.4 Reticulados importantes e suas propriedades

Uma matriz geradora é dada por

0 -1 1 0 0 0 0 0
0O 0 -1 1 0 0 0 0
o 0 0 -1 1 0 0 0
M = o 0 0 0 -1 1 0 0
0O 0 0 0 0 -1 1 0
L 1/2 1/2 1/2 1/2 —-1/2 -1/2 —1/2 —1/2 |

O raio de empacotamento é p = v/2/2, a densidade de centro é § = 1/8v/3 = 0,07217, que é a
densidade de centro maxima para a dimensao 6.

3.4.6 Reticulado laminado A,,

Seja Ag = {A}, onde A é um ponto do R". Para n > 1, tomemos todos os reticulados
n-dimensionais com norma minima igual a 4, que tenham no minimo um subreticulado A,,_1, e
selecione aqueles com discriminante minimo. Este reticulado é chamado de reticulado laminado

A,

Observagao 3.4.1 Até a dimensdo 8, para as familias de reticulados definidas acima, temos
as sequintes equivaléncias:

M EZ=A, A=A,

A= A3 = D3, Ay =Dy,

As = Ds, A¢ = Eg,

A7 = E7, Ag = Eg.

Observacao 3.4.2 FEsses reticulados possuem densidades dtimas, no entanto no Capitulo 7
apresentamos reticulados algébricos de dimensoes 2, 4, 6 e 8 que possuem a mesma densidade
de centro destes reticulados. Além disso, esses reticulados algébricos possuem propriedades
algébricas de melhor visualizacao dos mesmos.
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CAPITULO

4

Reticulados via o0 homomorfismo de Minkowski

4.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos o método de Minkowski, para a geracao de reticulados no R" via
ideais do anel de inteiros de um corpo de nimeros. Na Secao 4.2, apresentamos a construcao
de reticulados pelo método de Minkowski, que neste trabalho chamaremos de reticulados
algébricos.

4.2 Reticulados algébricos

Sejam L um corpo de niimeros e n seu grau. Temos que existem n monomorfismos distintos
oj : L — C, uma vez que o polinémio minimal de um elemento primitivo de L sobre QQ tem
somente n raizes em C. Se 0;(IL) C R diz-se que o; é real, caso contrario, o; é dito imagindrio.
Quando todos os monomorfismos sao reais diz-se que L. é um corpo totalmente real e quando
os monomorfismos sao todos imaginarios diz-se que L é um corpo totalmente imaginario. Se

a : C — C ¢ a conjugacao complexa, entao para todo j = 1,...,n, temos que a o 0; = 0}, para
algum 1 < k < n, e que o; = oy, se, e somente se, 0;(L) C R. Assim, usando r; para denotar
o numero de indices, tal que ¢;(L) C R, podemos ordenar os monomorfismos oy, ..., 0, de tal
modo que oy, ...,0,, sejam os monomorfismos reais e que 0y, y,+; = O 45, Para j = 1,...,7a.

Desse modo, n — r{ é um numero par, e assim podemos escrever ry + 2r, = n.
Definicao 4.2.1 Seja x € I um elemento. O homomorfismo o, : . — R" definido por
oL(z) = (o1(x), ..., 00 (), Rop11(2), SOm11(2), - . o, ROy 41y (T), SO 10y (7)),

¢ um homomorfismo injetivo de anéis, chamado de homomorfismo candnico (ou Minkowski),
onde as notagoes R(z) e I (x) representam as partes real e imagindria do nimero complezo ,
respectivamente.

Exemplo 4.2.1 Sejam o corpo quadrditico L. = Q(5) e {o1,00} o grupo dos
Q-monomorfismos de . em C, onde o, € a aplicagio identidade e oy(a + b\/5) = a — b\/5,
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4 Reticulados via o homomorfismo de Minkowski

com a,b € Q. Neste caso, 11 =2 ey =0. Para x = a+ bv/5 € L, com a,b € Q, temos

ov(x) = (01(2), 02(2)) = (a+ V5,0 — bV5).

27i

Exemplo 4.2.2 Sejam o corpo ciclotomico L = Q((3), onde (3 = e e {01, 02} 0 grupo dos
Q-monomorfismos de . em C. Como I é um corpo totalmente complexo, temos que r;y = 0
e ry = 1. Os 2 monomorfismos sio dados por 01(&3) = & e 02(&3) = &2. Sex = a+ b&3 €
L, coma, b € Q, temos que

on(z) = (Roy(z), Soy(x)) = (R(a — g i %i%g(a B g N ?i)) ~(a- g) %g)'

Uma das aplicacoes deste homomorfismo é a geracao de reticulados no R", onde os principais
parametros podem ser obtidos via teoria algébrica dos numeros, através de propriedades
herdadas de L. Isto pode ser visto de maneira formal nos resultados que seguem.

Proposicao 4.2.1 ([1]) Seja L. um corpo de nimeros de grau n. Se M C L é um Z-mddulo
livre de posto n e se (x;)1<j<n € uma Z-base de M, entao o, (M) é um reticulado no R", com
volume

Vol(op,(M)) =27"| det (o;(zx))]

1<), k<n

Demonstracao: Para cada j fixo, as coordenadas de oy, (z;) com respeito a base canonica do
R" sao dadas por

(0-1($j)7 w5y Ory (xj)> é):EUT’H-l(xj)? %07"1-&-1(33]')’ s 7%0-1"1-&-7“2(1']')’ %0-7“14*2 ($J)) (4'2'1)

Agora calculemos o determinante D da matriz que tem a j-ésima coluna dada pela Equacao
(4.2.1)) fazendo uso das seguintes férmulas R(z) = 5(2‘ +7Z), $(2) = =(2 — %) para zem C e

das transformagoes elementares no determinante, a saber, pela adi¢ao da (r; + 2[)-ésima linha
a sua anterior e em seguida pela subtragao da (r; 4+ 21 — 1)-ésima linha da sua posterior, para
l=1,...,ry. Assim,

o1(x1) o1(z;) o1(n)
oa(71) oa(x;) oa(zn)
Ory (xl) Ory (l‘]) Ory (:L’n)

D =| R(or,+1(21)) R(or11(x5)) R(ora1(zn)) | =
S(or,+1(21)) S(or,11(z5)) S(or,+1(20))
§):E(01”1-+-7”2(x1)) 3%(0’,,1_1_@(33]')) é):6(01”1-%7"2('%'71))
%(UT1+T2('%.1>> %<UT1+T2(:EJ')) %(UT‘1+T2('xn))
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0'1(1'1)
0'2(.171)

o7, ()
= %[‘77’1+1($1> + 041 (21)]
2%‘[0—7“1-%1 (331) — Ori+1 (-Tl)]

%[07“14-7’2 ('Tl) + Orq4ry (ml)]
%[0_7’1-%7"2 (1‘1) = Opy4rg (1‘1)]

N2/ 1\
— = - 2" Dl )
2 21

o1(;)
oa(x;)

o, ()
slors1(25) + v (25))
2%‘[07‘1-%1 (33]) — Ori+1 (:E])]

SR

[0-7"1 +r2 ('TJ) T Orygry (.13])]
% [0‘7,1_;,_7,2 (l‘]) — Ori+ro (:EJ)]

o1(xy,)
09 (JTn)

7, (1)
%[‘77’1+1(In) + 01 (2n)]
2%‘[0—7“1-%1 (xn) - Un—i—l(xn)]

%[‘77“1—1-7"2 (Tn) + Orygry (Tn)]
% [UT1+T2 (xn) — Oritro (xn)]

onde
o1(1) o1(z;) o1(zn)
oa(z1) oa(z;) o9(n)
Ory (xl) Ory (‘TJ) Ory ((L‘n)
Dy = | or11(71) Ory11(T5) Ory41(Tn)
Ori+1 (331) — 0y 41(71) 07‘1+1<xj) - Url+l(xj) O +1(Tn) — 0r1+1($n)
Ori4rg (%1) Ori+ry (xj) Ori4ry (Z‘n)
Ory+ry ('rl) = Opi4re ((L‘1> Ory+ro (:E]) = Opy4rg (CCJ) Ory4rg (le) — Oritre (mn)
Assim,
o1(1) o1(z;) o1(n)
(1) oa(z;) oa(n)
1\ 1\ Ory (ml) Ory (xj> Orq (.Tn)
D= (—) D, = (—) Gon(@) oo (@) . oyl | =
21 21 — — —
Oryy1(1) Oryy1(5) Oryy1(Tn)
Ori+ry (xl) Ori4ro (l']) Ori+ry (l’n)
Ory4rg (Il) Ory+ry (xj) Ori4rg (In)
o1(z1) o1(z;) o1(Tn)
oa(z1) oa(z;) oo (Tn)
1\" Oléx1> 0-1{‘7"]‘) 0-1('1' ) o\ —
— . T T A n — 2 T2 d t i .
(%) Gona(@) oo Opaa(y) e oppny) | 20 detloion)
Ory12(1) Ori+2 (517]) Oy 42(70)
Ory+2ry ('xl) Ori42ry ('xj) Ori+2rs (l’n)
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4 Reticulados via o homomorfismo de Minkowski

Portanto, D = (2i)~"> det(o;(zx)), para j, k = 1,--- ,n. Como (x;)1<;<, ¢ uma base de L sobre
Q, pelo Teorema 2.4.1 segue que det(o;(zg)) # 0 e portanto, D # 0. Assim, os vetores oy, (x;)
do R" s@o linearmente independentes e geram oL (M). Do fato de {1, .. $n} ser Uma Z-base

de M, entao dado m € M, segue que m = Za]a:], com a; € Z. Assim, op,(m ZaJUL z;),

J=1
n

com a; € Z, ou seja, o, (M) = {Z ajorL(x;); a; € Z} é um reticulado no R", com volume
=1

Vol(on(M)) = |D| =27 det_(o;(xx))],

1<j,k<n

0 que prova a proposicao. |

Proposicao 4.2.2 ([1]) Se L é um corpo de nimeros de grau n, D, o discriminante de L, Or,
o anel dos inteiros algébricos de L, A um ideal nao nulo de Or, e ro a metade do nimero de
monomorfismos imagindrios, entao, or,(Or) e o,(A) sao reticulados, com respectivos volumes,

Vol(op,(OL)) = 272D |2,
Vol(o1,(A)) = Vol(or,(OL))N (A).

Demonstracao: Pela Proposicao 2.3.1 segue que A e O, sao Z-moddulos livres de posto
n. Logo pela Proposicao 4.2.1 temos que or(A) e o (OL) sao reticulados do R™ e que
Vol(op(OL)) = 2_”2\’4')]14\%, pois pela Definigao 2.4.1 temos que Dy, = det(o;(7;))?, onde
{z1,...,2,} é uma Z-base de Op. Para a segunda férmula, temos que or,(A) é um subgrupo
de o1,(OL) de indice N'(A) uma vez que Or /A é isomorfo a op,(Or)/o1,(A). Além disso, como
a regiao fundamental de op,(A) é a uniao disjunta de N (A) cépias de uma regiao fundamental
de o1.(Op), segue que Vol(op(A)) = 2772|Dp|2N (A). Portanto Vol(op(OL)) = 2772|D|2 e
Vol(or,(A)) = Vol(or,(OL))N (A). ]

Definicao 4.2.2 Sejam L um corpo de nimeros, Oy, o anel de inteiros algébricos delL, A C O,
um ideal nao nulo e oy, 0 homomorfismo de Minkowski de L. O reticulado o,(A) neste trabalho
serd chamado de reticulado algébrico.

Exemplo 4.2.3 Sejam L = Q(i), onde i* = —1, e O = Z[i] seu anel dos inteiros algébricos
com Z-base {1,i}. Como L € totalmente imagindrio, seque que r1 =0 e ry = 1. Seja A um
ideal principal de Zli] gerado por 2 —i. Assim, dado x € A temos que v = (2 —i)(a + bi),
onde a,b € 7, ou seja, x = (2a + b) + (2b — a)i. Logo a imagem do homomorfismo canénico
orL(A) C R? ¢ dado por

(2a +b) + (2b — a)i)])

oL(A) = (R[o1((2a + b) + (2b — a)i)], o1 (
a+b)+ (2b — a)i])

= (R[(2a +b) + (2b — a)i], I[(2
= (2a +b,2b — a).

Portanto, o1,(A) é um reticulado de posto 2 do R?, gerado pelos vetores v; = (2,—1)
e vy = (1,2), com regido fundamental descrita na figura abaixo,
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4.2 Reticulados algébricos

e volume dado por

1
2

Vol(op,(OL)) = 27!

(0 )]

Pelo Teorema 2.5.1] temos que N'(A) =5, logo

Vol(or,(A)) = Vol(or,(OL))N(A) = 1.5 = 5.

Exemplo 4.2.4 Sejam L = Q(\/7) e Op = Z[\/7] seu anel dos inteiros algébricos com Z-base
{1, \/7} Como LL € totalmente real, seque que 1 = 2 e 19 = 0. Assim, dado v = ag + a1V/7 €
OL, onde ag,a1 € Z, a imagem do homomorfismo candnico op(Or) C R? que € dado por
oL(OL) = (ap + a1v/7,a0 — a1/7), é um reticulado de posto 2 do R?, gerado pelos vetores
vy = (1,1) e vy = (V7,=VT), com regigo fundamental descrita na figura abaizo,
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4 Reticulados via o homomorfismo de Minkowski

e volume dado por

o1(1) a1 (V7) 1 V7
Vol(op,(O)) = |det < onll) os(V) det | 7 VT
1 AN/ —
Exemplo 4.2.5 Sejam L = Q(v/—3) e O = Z[+—3] o seu anel dos inteiros algébricos
1 \/
com Z-base {1, il } Como L € totalmente imagindrio, seque que r; = 0 e ro = 1.

Assim, dado x = ag + a1(1+r)
oL(0OL) C R? ¢ dado por

€ O, onde ag,a; € Z, a imagem do homomorfismo canonico

oL(0L) = (Rlo1(ao + a1 (M=), Slo(ao + ar (F4=2))))
= (R]ao +al+fa1 i], Slag + 4 + YBuy))

— (ag + 3—@)

Portanto, o1,(0Or) ¢é um reticulado de posto 2 do R*, gerado pelos vetores v; = (1,0)
€ Vg = (%, \/TE), com regiao fundamental descrita na figura abaizo,

e volume dado por

1+/=3
Vol(op(OL) :% et ( o1(1) o (M2 >| 1

0'2(1 0'2( B}

pb
T
&

1+
det < 1 -
1 2

Proposicao 4.2.3 ([1]) Se L é um corpo de nimeros de grau n, ®1, o discriminante de L,
OL o anel dos inteiros algébricos de I, A um ideal nao nulo de O, e r9 metade do nimero de
monomorfismos imagindrios, entao a densidade de centro do reticulado oy, (A) € dada por

_ 2%(ploL(A))"
d(oL(A)) = DLIN(A)
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4.2 Reticulados algébricos

Demonstracao: Segue diretamente da Observagao [3.3.1. |
Proposicao 4.2.4 ([12]) Se L € um corpo de nimeros e x € L, entao

loL(2)]? = eLTrL q(a7T),

onde

1, se L for totalmente real.
cr =
L se I for totalmente imagindrio.

57
Demonstracao: Suponhamos que IL seja um corpo de nimeros de grau n de forma que r; +
2ry = n. Como or,(x) € R", segue que

loL(2)]? = (01(2))* + -+ + (00, (2))? + R4, 01 (2))* + (07,11 (2))* + -+ + R4, () +
+%(U7‘1+r2(x))2‘

Observe que R(o1(z))? + S(ox(x))? = op(x)ok(x) = o4 (2T), para ry +1 < k < 1 + 15, Assim,
oL (@) = (01(2))* + -+ + (00, (2))* + 00, 12 (2T) + -+ + Oy, (7T).

Se r1 = 0, entao

loL(@)]* = 01(2T) + -+ + 00, (4T) = 0y 1 (FT) + -+ + Opyr, (2T),

pois sendo @ a conjugagdo complexa, temos que o,,4;(2%) = (7 o 0;)(2T) = 0;(27), para
J=1---,rs Logo,

2o (2)]? = 01(2T) + - + 00, (4T) + Oy 1 (WT) + - -+ + Oy, (0T) = > 03(2T),
=1

e como os 0;(xT) sdo os conjugados de xT, segue que

1

oL (z)]? = 5 TrL/Q(a).

Se ro = 0, entao

oL (@)]* = (01(2))* + - -+ + (ov, (2)).
Como o;(x) = (7 0 0y)(x) = 0:(Z) segue que 0;(xT) = 04(x)03(T) = o4(x)oi(x) = (04(x))? e
assim, |op(z)[* = 01(2T) + - - - + 0y, (2T). Portanto,

n

oL () =) 0i(aT) = Triq(aT),

=1

e isto conclui a demonstracao. |
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4 Reticulados via o homomorfismo de Minkowski

Observacao 4.2.1 Se L é um corpo de nimeros de grau n, totalmente real ou totalmente
imagindrio, Or, € o anel dos inteiros algébricos de L e A € um ideal nao nulo de Oy, entao
podemos reescrever o raio de empacotamento do reticulado o1,(A) da sequinte forma:

plop(A)) = %min{|aL(x)|, reA x#£0} = %mm{ clrro(aZ), x € A, © # O} :

onde

1

1, se Il for totalmente real.
L, =
27

se L for totalmente imagindrio.

Proposicao 4.2.5 Se I € um corpo de nimeros de grau n, totalmente real ou totalmente
imaginario, Op, € o anel dos inteiros algébricos de I e A é um ideal nao nulo de Oy, entdo a
densidade de centro do reticulado op,(A) € dada por:

1 te
on| Dy |z N(A)’

6(aL(A))

onde t = min{Try g(27), v € A, x # 0}

Demonstragao: Seja t = min{Try g(27), v € A, x # 0}. Pela Proposicao 4.2.3 temos

1. se L é totalmente real entao

N €9 M () N O

T DLEN(A)  DLEN(A)  |DLEN(A) 20Dy N(A)

2. se L é totalmente imaginario entao

1
5t

2

Slog(A) = — /2% VA" 4
DLEN(A)  DLIEN(A)  DLEN(A)  DLEN(A)  [DLEN(A)

£\ 2
(Z) 1 ts

T OLEN(A) 20D F N(A)

I3

23

N3

2213 t3 2

D
»J;| ~+
w3

Portanto, a densidade de centro é a mesma para ambos os casos. |

Exemplo 4.2.6 Se L = Q(v/—17) entao Op, = Z[\/—17] e O, = —68. Se x € O, temos que
r=a+b/—17T=0a+bJ/17i €

2T = (a + bV/1Ti)(a — bV/1Ti) = a® — abV/17i + abV/17i + 170* = a® + 170°.

Logo, Try g(2T) = 2(a®> + 170*) et =2, para a =1 e b= 0. Assim
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BB
V68 2V1T 41T T

6(oL(OL)) =

Observagao 4.2.2 Pela Proposicio 4.2.5, vimos que, se I € um corpo de numeros de grau
n, totalmente real ou totalmente imagindrio, O, é o anel dos inteiros algébricos de . e A é
um tdeal nao nulo de O, entdo dado x € A, x # 0, para calcular a densidade de centro do
reticulado o1,(A), o grande desafio é obter a expressio Try o(2T), que € uma forma quadrdtica,
e minimiza-la. Assim, o prorimo capitulo serd dedicado ao estudo dessas formas quadrdticas
obtidas via corpos ciclotomicos, pois € sobre esses corpos que o nosso trabalho estd inserido.
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CAPITULO

5

Formas quadraticas via corpos ciclotomicos

5.1 Introducao

O objetivo deste capitulo é fazer um estudo das formas quadraticas via corpos ciclotomicos
oriundas de uma funcao traco, conforme Observacao 4.2.2, que serao muito tteis no calculo do
raio de empacotamento e, conseqiientemente, na densidade de centro de reticulados algébricos.
Dessa forma, dividimos o capitulo em duas secoes. A Secaol5.2, é dedicada as formas quadraticas
via o corpo ciclotomico Q(¢,) e ao seu subcorpo maximal Q((,+¢; 1), onde o principal resultado
obtido foi a forma quadratica sobre o subcorpo maximal [16]. A Secao 5.3, sera dedicada as
formas quadraticas via o corpo ciclotémico Q((,), onde p é um primo, e seus subcorpos, pois
sobre Q((,) é possivel fazer um amplo estudo.

5.2 Forma quadratica via o corpo ciclotomico Q((,)

Nesta se¢ao apresentamos a forma quadrética via o corpo ciclotomico Q(¢,), que serd muito util
na determinagao de reticulados algébricos com densidade de centro étima. O contetido desta
segdo encontra~se em [13], mas fizemos adaptacoes em algumas demonstracgoes, assim alguns
lemas e os corolarios do Teorema 5.2.1/ sao de nossa autoria.

Lema 5.2.1 ([13]) Sejam j,n nimeros inteiros. Se mde(j,n) = d entdo
j ¢(n) i/d
T 7)y= ——=T I,
re/e(Cn) = go gy ey Cra)

Demonstragéo: Se j € Z, entao ¢! € Q(¢,). Mas, como () = Cn/d, segue que
@(Ci//ﬁ) C Q(¢,). Agora, consideremos as seguintes extensoes Q C Q(Ci//cé) C Q(¢,). Como
mdc(j,n) = d, segue que mdc(j/d,n/d) =1, o que implica que C]/‘i ¢ um gerador do conjunto

das raizes n/d-ésimas da unidade. Deste modo temos que Q(Cn ) d) Q(Cnya) € da Observacao
2.2.2 temos que

Trow(Ch) = [Q(G) : QD) Tr ot o(c).
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5 Formas quadraticas via corpos ciclotomicos

Do fato que Ci//cé =(le @(Ci//il) = Q((n/a), temos que

Trge,0(C) = Q) - QD] Trow, 0/a(Ch).

e como [Q(¢,) : Q(Ci//fl)] = ¢((b7inzi)’ segue o resultado. n

Exemplo 5.2.1 Na tabela abaizo damos exemplos, para alguns valores de n e j.

no| g d | Traee(@) = [6n)/én/d)] Troe, ()
18 |12] 6 Troes)0(Ciz) = 3 Trow)o(¢3)
242 | 22 | 22 TrQ(ou)/0(C54s) = 11 Troe,)0(¢i)
250 | 10 | 10 TrQ(cys)/0(Ca80) = 5 TTQc5)/0(C25)
338 | 52 | 26 Trocsss)/0(C33s) = 13 T ,0(Cis)
686 | 6 | 2 TrQcsse)/0(Coss) = TTQ(Caas)/0(C3a3)

Lema 5.2.2 ([13]) Se j, a; sao numeros inteiros, onde a; > 1 e p; é um nimero primo tal que
mdc(j, p;*) = 1, entao

, -1, sea; =1.
TTQ(C;;Z—%)/Q(C;@'“") - { 0, sea;>1.

Demonstracao: Se a; = 1, entao iTTQ(Cpi) = Pl 4+ 2Pi72 + .. 4+ 2+ 1 e como
mdc(j,p;) = 1, segue que (,, e ¢} sdo conjugados. Logo sdo raizes do mesmo polinomio
minimal e conseqiientemente possuem o mesmo trago, ou seja,

Tro,)0(¢h,) = Trae,)e(6:) = —1.

1

Se a; > 1, entdo irrg((pe:) = gP P g =2t T L] e assim

11

Tr(,,a)/@(Cpai) = 0, pois o coeficiente de =P =1 1o polinémio irrQy(Cpie:) € nulo.

Agora, como mdc(j,p;*) = 1, segue que (pe; € C;iai sao conjugados, e portanto possuem o
mesmo traco, ou seja,

Tro, o)/@(Cpai) = TTQ(, 0)/Q(Gpini) = 0,
0 que prova o lema. |
Definigao 5.2.1 Seja n = p{*p5*...p%, onde ar > 1, para k =1,2,...,s. A fungao
(—=1)°, se ap =1, para todo k.
p(n) = 1, sen=1.
0 , seap>1, para algum k.

¢ chamada fun¢ao de Mdobius.
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5.2 Forma quadrética via o corpo ciclotémico Q(Cn)

Observacgao 5.2.1 Sejam n = pips...prr1, onde o0s pi's, i = 1,2....k + 1, sao primos
distintos, a = p1pa...pr € b = prr1, M= Q(() e F =Q((,). Temos que M e F sdo extensoes

galoisianas sobre Q e ¢, € Q((,). Logo ¢, = (" € Q((,) e assim M = Q(¢) C Q(¢).
Analogamente, ¢, = (" € Q(G), e assim F = Q(¢) C Q(¢,). Portanto MF € Q(&).
Reciprocamente, como mdc(a,b) = 1, seque que existem u,v € Z tais que au + bv = 1. Logo

Cn — Cnl _ Cnau—l—bv — Cnaugnbv — CbUCav-

Mas (“C." € MTF, pois ¢,* € M e (,” € F. Logo ¢, € MF, e assim Q(¢,) C MF. Portanto,
Q(¢,) = MF, e como mde(a,b) = 1, pela Proposicao 2.7.1, seque que MNTF = Q. Dai pela
Proposicao 1.3.1], temos os sequintes resultados:

1. Q(¢.)/Q(C) € uma extensao galoisiana, pois Q C Q(C.) C Q(¢n) e Q(¢,)/Q € uma

extensao galoisiana.
2. Q(¢)/Q € uma extensao galoisiana.
3. Se H é o grupo de Galois de Q(¢,) sobre Q((,), G € o grupo de Galois de Q(() sobre Q

e o € H, entio a restrigio de o a Q() pertence a G, e a aplica¢io o — g, nos dd
um isomorfismo de H no grupo de Galois de Q((,) sobre Q.

Agora, dado o € Q((p), pela Proposi¢ao 2.2.1), temos que

Tro.)/0c.) (@) = Troe,) o)

Lema 5.2.3 ([13]) Se n = pi'ps?...p%, onde ar > 1, para todo k = 1,2,...,s, e j € um
numero inteiro com mdc(j,n) = d, entdo

Troe.0(Ch) = (;(i(; ] p(n/d),

onde |1 € a fungao de Mobius.

Demonstragao: Pelo Lema 5.2.1, temos que Trg,)0(¢}) = (;ég?gi) Tr@(cn/d)/Q(Ci//iz)- Logo

basta mostrarmos que
ji/d
Troqc, 0e(Ch) = n(n/d).

Temos por hipétese que mdc(j,n) = d, e assim mdc(j/d,n/d) = 1. Para simplificar, tomamos
n/d = m e j/d = i, e assim mdc(i,m) = 1. Como n = p{*p3*...p% e d|n, segue que
m = pi'py*...pYs, onde 0 < o < @y, para i = 1,2,...,s. Mas, sem perda de generalidade,
podemos supor a; > 0. Se m = 1, entdo Tro)(C) = Troe)o(l) =1 = u(1), o que prova
que o resultado vale. Se m # 1, entao temos os seguintes casos:

(a) m é livre de quadrados. Neste caso a demonstracao serd feita por indugao sobre a quantidade
de niimeros primos na decomposicao de m. Se m ¢ livre de quadrados, entao m = pips ... ps.
Se s = 1, e como mdc(i,p;) = 1, pelo Lema 5.2.2 segue que TTQ(Cpl)/Q(CZI) = —1 = u(p).
Agora, suponhamos que a igualdade seja verdadeira para s = k, ou seja,

TrQe, /@G p) = 1P k) = (1),
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5 Formas quadraticas via corpos ciclotomicos

Dado m = pips . .. Prr1, S€jam a = p1pa...pg € b = pryq1. Logo mdce(a,b) = 1, e assim existem
u,v € Z tais que au + bv = 1. Além disso

gjﬂ — er(Lau-I—bv) — Z(zu _ ibbv _ Czu w

onde mdc(iu,b) = mdc(iv,a) = 1. De fato, se mdc(iu,b) =t > 1, entdo
(Cz )ab/t (Czqu)ab/t ((Ciuciv)ab)l/t _ 11/t -1

Assim, como mdc(i,m) = 1, segue que (! é um gerador do conjunto das raizes m-ésimas
da unidade. Logo o(¢%)) = m, e assim m]“?b, ou seja, ab|“7b o que é um absurdo. Portanto,
mdc(iu,b) = 1 e analogamente mdc(iv,a) = 1. Pela Observagao 2.2.2/ e 5.2.1, temos que

Troe./e(Chn) = Trac)/(Tmee.)/e) (Cn) = Trac.)/@(Tree. /) (C¢) =
= Tr)/0Ca TTQGn) /) (Ch") ZTT@@@)/@(C 'Tro)o(C) =
= Tro @)/ (G Troe) o) = (=1)(=1)F

= (=)™

Portanto, dado n/d = pyp, ... ps, temos que TTQ(Cn/d)/Q(Qn//d) pu(n/d).

(b) m nao é livre de quadrados Analogamente ao caso (a), a demonstracao serd feita por
inducao sobre a quantidade de ntimeros primos na decomposicao de m. Como m nao é livre de
quadrados, entao m = p{*p5? ... p?%, onde pelo menos um @; é maior que 1, paral=1,2,...,s.
Se s = 1, entdo m = p{*, com a; > 1, e como mdc(i,m) = 1, pelo Lema [5.2.2 segue que

Tro e /0(Ce) =0 = p(pt).
1
Agora, suponhamos que a igualdade é verdadeira para s = k. Deste modo, temos que

TTQ(CPCIH pak)/Q(C;’TIPZk> = Iu(pﬁlll .. ,pzk) — 0,

pois existe pelo menos um a; maior que 1, para l = 1,2,... k. Agora, dado m = p{*. pZ’ff,

sejam a = pi* e b= p3?...pAY". Supondo a; > 1 e como mde(a,b) = 1, existem u,v € Z tais
que au + bv = 1. Assim . . ' . o

G = Ciomwtin) — o — o cincty
Com raciocinio andlogo ao ftem (a) conclui-se que mdc(iu, b) = mdc(iv, a) = 1. Pela Observagao
2.2.2 e adaptando o Exemplo [5.2.1 temos que

Troe./e(Chn) = Trac)/(Tmee.)/e) (Cn) = Trac.)/@(Tree. /) (C¢) =
= 1708 TTQem)/e) (68) = Troe.)e(Ch Trae) e(Ch) =
= Trowe) /() Troe.)oCy)  =0.

Portanto, dado n/d = p{"...pg", temos que Tr, ,) /Q<<n/d) = 0 = p(n/d), pois pelo menos
um a; é maior que 1, paral=1,2,...,s. |

Lema 5.2.4 ([13]) Se n = pi*...p%, onde ar, > 1, para k = 1,2,...s, e i é um inteiro, onde
i < ¢(n), ed=mdc(i,n), entdo

Troe.)(Cn) # 0 < d = (n/P)t; e i = (n/P)j,
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5.2 Forma quadrética via o corpo ciclotémico Q(Cn)

onde P=py...ps, t; =mdc(j,P) ej=1,2,...,¢(P)— 1.

Demonstragao: Suponhamos Trg,)/q(C,) # 0 com d # (n/P)t;. Por hipétese temos que
n/d nao é livre de quadrados, logo, pela definigao da fungao de MOblUS temos que p(n/d) =0, e
portanto Trg,),0(¢4) = 0, 0 que é um absurdo. Reciprocamente, se d = (n/P)t; e i = (n/P)j,
primeiramente mostremos que mdc(i,n) = d, com j = 1,2,...,¢(P) — 1. Com efeito, se
mdc(i,n) = d’, entdo mdc((n/P)j,n) = d. Logo mde(((n/P)j)/(n/P),n/(n/P)) =d /(n/P),
ou seja, t; = mdce(j, P) = (P/n)d', o que implica que d' = (n/P)t; =d,e j=1,2,...,¢(P)—1,
pois usando o Lema [1.4.6], temos

o(n) ol ...p¥) (i) ... o) [m® e = 1)) [ps™ T (ps — 1)]

o(P) — dlpr-..ps)  bp).0lps) (pr—=1)...(ps— 1)
_ptlll L pgs—l :F

Logo, se j > ¢(P), entao i = (n/P)j = ((6(n))/(6(P))j = ((¢(n))/(6(P))(¢(P) = ¢(n),
o que é um absurdo, e portanto j = 1,2,...,¢(P) — 1. Agora, se d = (n/P)t;, onde
t; = mdc(j, P), para j = 1,2,...,¢(P) — 1, entao os valores que ¢; pode assumir sao 1 e
Doy« Py, onde 1 < o < s (para k = 1,2,....,t et = 1,2,---,s) e o # oy se k # L.

Logo, d = p™ 1. ..p=toud = pi ' pait .. part ... ple 1,eassim n/d = pi...ps ou

n/d = p;.. .pal,lpmﬂ <+ Day—1Pay+1 - - - Ps.  Portanto, p(n/d) = +1 # 0. Portanto, pelo

Lema [5.2.3, temos que Trg,),0(¢L) = ¢G(5 nd),u(n/d) # 0. m
n

Teorema 5.2.1 ([13]) Se n = pi*...p%, com ap > 1, para k = 1,2,...8, n # 2", r > 2,
m=¢(n) ex=ay+arly+ ...+ an_1{"" é um inteiro algébrico de L = Q((,), entao

n m—1 ¢(P)—1 P
Trig(a?) = 5 { qﬁ(P)ZZ_;ai +2 ; u()0t) A, }
onde
P = P1...Ds;
t; =mdc(j, P), para j =1,2,...,¢(P) —
Ai = Q,0a; + a1a;41 + ...+ Am—1—iAm—1, para 1= 1, 2, NN (e 1.
Demonstracao: Temos que
m—1

m—1
T = Zaf—i_ZAzﬁw
=0 1=0

onde A; = a,a; + a1a;11 + .. + Qp1_iam-1 € 3; = ', + (", para todo i = 1,2,--- ,;m — 1.
Assim,

m—1 m—1 m—1 m—1
Tryjg(ew) =Trug ( D oai+ Y Ap; ) = TrL/q ( > a? ) + Tryjg ( > AiB; ) =

=0 =0
m—1

m—1
:mzai + ZAZTTL/QC +¢.0).
=0 =0
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5 Formas quadraticas via corpos ciclotomicos

Como (' e (" sao conjugados, para todo i = 0,1,...,m — 1, segue que eles possuem o mesmo
traco, e assim

Try, q(27) mZa + ZZA Try0(C,

Pelo Lema 5.2.3, temos que Troc,)/0(¢,) = p(n/d), onde d = mde(i,n), e deste modo

¢(n/d)
podemos escrever
T'ryq(2T) mZa + 22/1 p(n (5.2.1)
p(n/d)
Pelo Lema [5.2.4, temos que o somatério ZA o(n/d) m é nao nulo quando d = (n/P)t;, onde
n
t; = mde(j,P) e i = (n/P)j, para j = 1 2,...,6(P) — 1, e usando o Lema [1.4.6/ temos

= (n/P)¢(P). Temos que mdc((P/tj),tj) = 1, pois caso contrario, se
t > 1, entdo, t | (P/t;) e t | t;. Logo existem ki,ky € Z tais
que P/t; = thy e t; = thky, e assim P = t*kiks, ou seja, t?)|P.  Agora, como
t > 1 segue que t* > 1, e portanto, t* = pa,...Pa,, onde p,, € {p1,...Ds},
para k£ = 1,2,...,r, o que ¢é um absurdo, pois os pi’s sao distintos. Assim
6(P) = O((P/t;)5) = B(P/t;)6(t;), on seja, 6(P/t;) = 6(P)/6(t;). Retomando a Equacio
(5.2.1) temos que

também que ¢(n )
mde((P/t;),t;) =

Tryg(aT) = mZa + QZA Eg (”)n:z;a? + 2¢(§;1A,’;j #(§)¢(%) ¢(n) =
Za +2ZA gzg_g)% $(P) =
{ Za +2 Z u A }
0 que prova o teorema. [

Corolario 5.2.1 Sen=2",r>2ex =ag+a1(or+.. .+a2r_1_1C§:71_1

de L = Q((ar), entdo

€ um inteiro algébrico

2r—1-1

Tryg(aT) = 27" Z a?

=0

Demonstracao: Da demonstracgao do Teorema 5.2.1/ e pelo Lema 5.2.3 temos que

27»71_1 27"71_1

Trogam) =271 ) af + 2 ) ATro(Cy).
=0 =0

. 2"
onde Trp(Cy) = gb(?Q(’"/ii) w(i2'/d), e d = mde(i,2"). Agora, temos que
i <27 -1 < 2771 assim d < 2771, pois d < i. Mas, d = 1 se o primo 2 nao aparece
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5.2 Forma quadrética via o corpo ciclotémico Q(Qn)

na decomposicao de i, ou d = 27 se o primo 2 aparece na decomposicao de i, onde ¢ < r — 1,
pois d < 2"71. Assim,

p(2"/d) = p(2") =0 ou p(2"/d) =p(27) =0

pois r > 2 er —q > 1. Portanto, TTL/Q(CQT) = 0, e segue o resultado. |

Os dois proximos corolarios caracterizam a forma quadratica obtida no Teorema 5.2.1 para
extensoes ciclotomicas ciclicas.

Corolario 5.2.2 Sen =p", onde p € um primo, r um numero natural maior do que ou igual
al,m=¢(n) ex=ap+ a1l + ...+ an_1¢""" € um inteiro algébrico de L = Q((,), entdo

#(p")—1 p—2
TT]L/Q 2T) a Pr_l ( ZAPT‘IJ‘ > :
j=1

=0

Demonstragao: Tomando m = ¢(p") = p" '(p — 1), P = p, temos que ¢(P) = p — 1,
u(P) = pulp) = -1, et; = mde(j,P) =1, para j = 1,2,...,p — 2. Assim, tomando n = p" e
T =ap+ a1, + ...+ ayn_1¢"! um inteiro algébrico de L = Q((,) temos, pelo Teorema [5.2.1,

que
¢(pT) 1 p—2

T?"}L/Q ZT) a 2p" 1 ( ZApr—lj > ,
j=1

=0

0 que prova o corolario. ]

Corolario 5.2.3 Sen = 2p", onde p é um primo impar, r um numero natural maior do que
ouigual a1, m = ¢(n) ex = ag+ a1Cy + ... + am_1C™"1 € um inteiro algébrico de L = Q((y),
entao

d) -1 p—2 p—2
Tryq(aT) = Z @2+ 2| D Ay = DAy
j:7377j;a7' j7p:l117
Demonstragdo: Tomando m = ¢(2p") = p~'(p — 1), P = 2p, temos que

O(P) = o(2p) = 0(2)¢(p) = ( ) = p— 1, pois mde(2,p) = 1, e ainda u(P) = p(2p) = 1,
et; =mdc(j,P) com j=1,2,...,p—2. Logo

. 1, sej éimpar.
tj = mde(j, 2p) = { 2, sejépar.

m—1

Temos também que 57 = p" 7. Assim, tomando n = 2p" e x = ag + a1(y + ... + Q1"

um inteiro algébrico de L. = Q((,) temos, pelo Teorema 5.2.1, que

-1 p—2 p—2
Trqfa7) = z 2o X A = e |
j=1 j=

jrimpar J:par

0 que prova o corolério. |
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5 Formas quadraticas via corpos ciclotomicos

Coroldrio 5.2.4 Sen = pq, onde p e q sao primos distintos, m = ¢(n) ex = ag+a1(p+...+
Am—1C"1 € um inteiro algébrico de L = Q((,), entdo

é(pg)—1 p(pg)—1 o(pg)—
Trog(a®) = ¢(pg) > af —2pp—1) > A — 2(q—1) Z A+ 2 Z A;.
=0 j:mult:plo de p j:multzplo de q (7, pq) 1

Demonstracao: Tomando m = ¢(pq) = ¢(P), w(P) = p(pg) = 1 e t; = mde(j, P) com
j=1,2,...,0(pq) — 1, temos que

p, se j é multiplo de p.
t; =mdc(j,pq) = q, sejé multiplo de q.
1, se caso contrario.

Temos também que 5j = j. Assim, tomando n = pge v = ag + a1( + ... + Um-1¢™! um
inteiro algébrico de L. = Q((,,) temos, pelo Teorema 5.2.1, que

¢(pq) 1 #(pg)—1 (pg)— #(pg)—1
Try, q(2T) = a? —2(p—1) Z A, — 2(g—1) Z Aj + 2 Z A;,
=0 J: mul]tTpllo dep g mult?plo de q (j,p;):l
0 que prova o corolario. |

Corolario 5.2.5 Sen =pi*...p%, comay > 1, para k=1,2,...s, n# 2", r € N, m = ¢(n)
ex=ag+ aiCy+ ...+ an_1C"" € um inteiro algébrico de L = Q((,), entdo
2n

Try o(27) =0 (mod F)

Demonstragao: Temos que ¢(P) = ¢(p1...ps) = ¢(p1)...o(ps) = (p1 —1)...(ps — 1). Se
s = 1, entdo n = p{*, com p; # 2. Logo P = p; e assim ¢(P) = p; — 1 é um ntmero par,
pois p; é impar. Portanto ¢(P) = 2t com t € Z. Se s > 1, entdo em n = p{*...p% existe
pelo menos um p; fmpar, pois os nimeros primos na decomposicao de n sao distintos. Logo
¢(P)=(p1—1)...(p; = 1)...(ps — 1) é um ndmero par, e portanto ¢(P) = 2t com ¢t € Z.
Portanto, pelo Teorema 5.2.1, temos que

m—1 d(P)—
Try(xT) = { tZa + Z Axn; },
e segue o resultado. |

Observacao 5.2.2 Sen = 2", comr € N, entdo nao podemos garantir o resultado do Coroldrio
5.2.5, pois se P =2 entdo ¢p(P)=1. Assim

or 1 1 27“71_1
2
Try (27) = {12@—1—0} P( Zai)'

1=0
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5.2 Forma quadrética via o corpo ciclotémico Q(Qn)

2r=1—1
Se tomarmos n =4, ag = 2 e a1 = 3, temos que Z a? = 13, e portanto
i=0
2n

Try o(x7) # 0 (mod F)

Exemplo 5.2.2 Sejam L = Q((,), m = ¢(n) e x = ap + a1(n + a2C? + ... + a1 um
inteiro algébrico de L. Na tabela abaivo explicitamos a fun¢ao Try g(2T) para alguns valores
de n, quando n = p", 2p" ou pq, onde p e q sao primos distintos e r € um numero natural
maior do que ou igual a 1.

n | Trio(27)
6 2a3 + 2a3 + 2apa;
8 4(ag + af + a3 + a3)
5
9 62@? — 6(apas + ajay + aszas)
3 =0 1 2
10 42@22 - 2ZCL¢CLi+2 + 226@&1‘_’_1 + 2&0(1,3
i=0 =0 =0
5
18 GZG? + 6(@0&3 + a1Qy4 + a2a5)
i
54 182@3 + 18(@0&9 + aiaig + a8a17)
i=0

5.2.1 Forma quadrdtica sobre o subcorpo maximal de Q(¢,)

Nesta subsecao apresentamos a forma quadratica sobre o subcorpo maximal de Q((,), através
do Teorema [5.2.2/ [16]. O resultado a seguir, de nossa autoria, serd muito util na determinagao
de reticulados algébricos via subcorpos de corpos ciclotomicos com densidade de centro 6tima.

Teorema 5.2.2 Se L = Q((,), onde n = pi*...p%, a; > 1, para j = 1,2,...s,
$(n) _o(n)
m=¢(n) ex=a1(+ ")+ oG+ G+ Faum (@ 07

de K = Q(¢, + ¢, 1), entdo

) € um inteiro algébrico

m/2 #(P)

s #(P)-1
Trrg(zT) =m Z a? + % P(tz‘)aiipi + QZP(tz‘)A%z‘ +2 Z p(ti)Bzi
— i—1 i—v

?i:par
onde
P = P1---Ds;
t; = mdc(i, P);

ly| (respec. [y]): denota o inteiro mais préximo de y, menor (respec. maior) do que ou igual

= 5= 2P 1] o= 2]
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p(ti) = (£ -)o(t:), tal que pu (respec. @) € a fungao de Mobius (respec. Euler);
A = la]—i-l + 2042 + ...+ af%—ja%;
B;

E ArpQj—f.

k=1
k<j—k<2

Demonstracao: Dado = € Ok, pelo Teorema 2.7.1, podemos escrever

1= (Gt G+ a2+ G+ an (G + G 7).

com a; € Z, parai=1,2,. 2" Assim,
2T = (G + il + o anGd +antn )@l ittt an® fanil) =
= [(a1Gn + a2(} + %&7 w£n+@gﬁ+~ﬂ%67W:#P+Z2+wﬁ,
Fl

onde A = a1(, + as? + .. -G%Cn . Assim

m/2 m/2 m/2—1
T=2 4 423+<2J+2<ZBJ@) (Za?+ ZAJ-@),
j=1 j=1

onde
Aj = (10541 + 2042 + ...+ a%_ja

B; = E AR —k;

k=1
k<j—k<m

B =+
Agora, pelas propriedades do trago (Observagao 2.2.2), temos que

Troe.)0T) = [Q(G) : L] Trr/q(27).

w[3

I

Logo
_ 1 _
TTK/Q(LUI) = §TTQ(Cn)/Q(a:x),

e assim, podemos escrever

m/2 m/2—1 m/2

1
Triso(e) = 3 | Troc.e 2Za +2 Z A;B3; +Z (% + ¢, +2ZBJ6J
m/2 m/2 m/2—1 m—1
=m) ai+ Y a;Troe)oC)+2 | D ATroe) () + Y B Troe) ()
=1 j=1 j=1 J=3
(5.2.2)
Mas, pelos Lemas 5.2.3 e [5.2.4, podemos escrever
m/2 ' n o(P) p
> aTrolC) = 5 2 w0t (5.2.3)
j=1 Li=u
pipar
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5.2 Forma quadrética via o corpo ciclotémico Q(Cn)

m/2—1

j=1

m—1 ¢(P)—1 P

> BiTrocon(C) = Y n(-)o(t) By, (5.2.5)
j=3 i=v v

onde u = (%L s = L@ — 1J, v = (%w Finalmente, substituindo as Equagoes (5.2.3),

(5.2.4) e (5.2.5) na Equacao (5.2.2), obtemos o resultado. n

Observacao 5.2.3 No Teorema 5.2.2, quando n = 2"3%, n > 6, devemos tomar cuidado
na aplicagao da formula, uma vez que algum somatorio pode nao fazer sentido, neste caso tal
somatorio € nulo. Com esta precaugao o resultado continua valido.

Exemplo 5.2.3 Se K = Q(¢; + (1) ex = ay (G + () + aa(C 4 ¢2) +as(CG + (72) € um
inteiro algébrico de K, entao

T'ri (27) —6Za —i—Zp a’ —l—QZp )A; —l—QZp

IS par

3
:620,?—CL%—ag—ag—Q(A1+A2+B3+B4+B5):

2
=9 E a; — 2(aras + asas + aras + a1as + aa3 + asaz) =
i=1
3

= 52@? — 4(ayay + ayaz + asaz).
=1

Exemplo 5.2.4 Se K = Q(¢i1 + (1) e x = a1 (¢ + () + -« +as(C3y + () € um inteiro
algébrico de K, entao

Trgq(27) —102a +Zp a’ +22p A—I—ZZp

ipar

—102:@ —a—a3—a;—aj — ZZA —QZB

5

2
=9 E a; — 4(ar1as + araz + ayaq + ara5 + agas + asaq + asas + azay + azas + agaz).
=1

Os dois proximos corolarios caracterizam a forma quadratica obtida no Teorema 5.2.2 para
extensoes ciclotomicas ciclicas.

Corolario 5.2.6 Se n = p", onde p é um primo, v um niumero natural maior do que ou igual
al,m=o(n) exr=a(C+¢,") +aa(Ch+C2) 4. +an (G +Ca?) € um inteiro algébrico
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5 Formas quadraticas via corpos ciclotomicos

de K=Q(¢, + ¢, ') entao

Trg g(27) Z a;i — Z a’,— =1 —l—ZZAlpr 1 +QZBM v

z par

onde

— 2 . _ 3
U = ’Vpr—l-‘7 U= ’Vpr—l-‘y

AJ = Glaj+1 -+ a2aj+2 + ...+ @¢(gr) A (p7) ,

Bj = E ArpQj—f-

=1
101
k<j—k<—=5—=

Demonstragao: Tomando m = ¢(p”), P = p, temos que %

pteog(P)=p—1 Assim,

2
t; = mdc(i, P) = mdec(i,p) = 1, pois 1 < i < p—1. Assim p(t;) = p(£)d(t;) = p(p)o(l) =
—1. Finalmente substituindo esses valores na expressao obtida no Teorema 5.2.2, obtemos o
resultado. |

usando as notacoes do Teorema 5.2.2/ temos que u = L%-‘ , 8= P=3 oy = [p,« 1-‘ Além disso,

Corolario 5.2.7 Se n = 2p", onde p € um primo impar, r um numero natuml maior do que

ouigual a1, m = ¢(n) ex = a1(¢, + 1) +ao(C2+ (%) + ...+ am(Cn +(n 2 ) é um inteiro
algébrico de K = Q(¢, + ¢,;') entdo

#(2p") p—1
2
o T r— 2 .
Trg(xT) = ¢(2p") Y af —p™" § @y =20 +2V
=1 ZZ:;T

onde
-3
2 p—2
U = E Aiprfl —I— E Biprfl;
it impar i impar
Fa p—2
V = E Al’prfl —|— E Bipr—l,'
i=1 1=
i: par i: par

2 . _ 3 .
u = lrp'r 1—‘7 U= ’7197‘ 1—‘7

Aj = a10541 + G210+ ..+ Qo) ot ;
2 2

B Z akaj_k.

k:}zﬁ( ")
. 2pT
k<j—k==%—

Demonstracao: Tomando m = ¢(2p”") e P = 2p, temos que

s

=p"led(P)=p—1. Assim
3

usando as notagoes do Teorema 5.2.2/ temos que u = L%W ,s=E2ewv= [ 3,1} . Além disso,
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5.2 Forma quadrética via o corpo ciclotémico Q(Cn)

temos que
1, se é impar.
2, se 1 é par.

t; = mdc(i, P) = mdc(i, 2p) = {

Portanto,
1, se i é impar.
t;) = ' .,
p(ti) { —1, sei é par.

Agora, como p é impar, segue que D= p" ! é fmpar. Logo 2 1 é par se, e somente se, i €

par. Finalmente, substituindo esses valores na expressao obtida no Teorema 5.2.2, obtemos o
resultado. |

Corolério 5.2.8 Se n = pq, onde p e q sdo primos distintos, m = ¢(n) e x = a1(¢, + ;) +
az(Ch + (%) + ..+ am (G +Cn?) € um inteiro algébrico de K = Q(G, + (') entdo

¢(§q)
Trgg(2T) = ¢(pq) Z az + U + 2V + 2W,
i=1
onde
#(pa) #(pq) #(pq)
U=-(p-1) >, a-(-1) > d+ Y ai
i par eswzfn‘pzc dep i:sparevrizzztipzc de q , i:par;i<:¢,2pq):1
V=—@p-1) >  Ai-(q-1) Y A+ > A
it mulit?pllo de p it mull;m:'pllo de q (i,;)lﬂ
é(pg)—1 #(pq)—1 #(pq)—1
W=—(p-1) Bi—(q—1) > B+ > By
it muli;;flo dep it mul’i&z:';:lo de q (i,;j)?):l

:LM_lj-

2
j = 1G4 + Q2G40 + ...+ Goga) _;Aswa);

J
§ = E ApQj—f-

k=1
k<j—k< ¢(§Q)

o o>

Demonstracao: Tomando m = ¢(pq) = ¢(P), u(P) = pulpg) = 1 e t; = mde(j, P) com
j=1,2,...,0(pq) — 1, temos que

p, se j é multiplo de p.
t; =mdc(j,pq) = < ¢q, se j émultiplo de q.
1, se caso contrario.

—1), sejémultiplo de p.
p(t)) =< —(¢g—1), sej émultiplo de q.
1, se caso contrario.

Temos também que %j = j. Assim, dadon = pge x = a1 (¢ +¢, ") +az(CG+C,%)+. .—|—a%((n%+

(n %) um inteiro algébrico de K = Q(¢, +¢,;!), e substituindo esses valores na expressao obtida
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5 Formas quadraticas via corpos ciclotomicos

no Teorema H.2.2, segue o resultado. |
. o(n) _¢(n)
Exemplo 5.2.5 Sejam L =Q((,) ex = a1(C+C ) +ao(CC+CH)+ .o+ aem (Cn? +Cn )
2

um inteiro algébrico do subcorpo mazimal K = Q(¢, + (;1). Na tabela abaizo explicitamos a
fungao Trg(2%) para alguns valores de n, quando n = p”, 2p" ou pq, onde p e q sao primos
distintos e r € um numero natural maior do que ou igual a 1.

E Trg/g(27) |
9 6(ai + a3) + 3a3 — 6ajas
10 3(a? + a3) + 4ajas

3
14 52@? + 4(ajag + asaz — arasz) + 2a1a4

i=1

]_8 6(@% + a%) + 3&% + 6a1a2
9 4
27 18 “a7 — 9a5 — 18 asag_;
2 =5
81 54 “al —27ay; — 54 a;ar_;
=1 1=1

Observacgao 5.2.4 A forma quadrdtica no subcorpo maximal de Q((,,), dada no Teorema5.2.2,
possut importantes aplicacoes, tais como

1. FE possivel investigar a densidade de empacotamento de reticulados em dimensoes impares.

2. E possivel construir reticulados algébricos via ideais contidos no anel dos inteiros
algébricos de Q(C, + (') que sdo versoes rotacionadas de reticulados conhecidos. No
Capitulo 7, apresentamos uma familia desses reticulados rotacionados.

5.3 Forma quadratica via o corpo ciclotomico Q(¢,)

Nesta segao, apresentamos as formas quadraticas via o corpo ciclotomico Q(¢,), onde p é um
primo, que é um caso particular do estudo feito na Se¢ao!5.2. O conteudo desta secao encontra-se
em [14], mas fizemos adaptacoes na demonstracao de alguns resultados a seguir, assim existem
lemas que sao de nossa autoria.

Teorema 5.3.1 ([14]) Se L = Q((,), onde p é um primo, e x = ag+ a1, + -+ 4 ap2Ch > €
um inteiro algébrico de I, entdo

p—2
Try(eZ) = (p—1) Za? — Z a;a;.
i=0 0<i<j<p—2

Demonstracao: Tomando n = p no Teorema 5.2.1, temos que

p—2 p—2
Trig(a®) = (p— 1)) aj —2) A (5.3.6)
i=0 j=1
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5.3 Forma quadratica via o corpo ciclotémico Q(Cp)

p—2

onde A; = apa; + araj41 + -+ ap_o_ja,_o. Mas 5 Aj = 5 a;a;, e assim, substituindo
j=1 0<i<j<p—2

p—2

E A; na Equacao [5.3.6, segue o resultado.

Jj=1

5.3.1 Forma quadrética via os subcorpos de Q(¢,)

Nesta secdo veremos que o corpo ciclotomico Q((,), onde p é primo, é particularmente
importante, pois dado um corpo K, tal que Q € K C Q((,), conseguimos determinar a estrutura
do corpo K, o anel dos inteiros algébricos Ok, e também podemos obter a forma quadratica
via o subcorpo K. O contetido desta segdo encontra-se em [14], mas fizemos adaptagoes na
demonstragao de alguns resultados a seguir, assim existem lemas que sao de nossa autoria.

Lema 5.3.1 ([14]) Se K é um corpo tal que K C Q((,), onde p é primo, [Q((,) : K] = r,
K:Q]=s, ea€Z étal que o, gera G = Gal(Q((,)/Q), entdo o conjunto

O[s-kl a'r‘s+1 as+2 aT‘S+2 O[s+.<>' ars+s
{Cp 7"7(1) 7Cp 7"’Cp 7"'7Cp 7"7<p }
¢ linearmente independente.
Demonstragao: Como G ¢é isomorfo a Z7 = {1,2,...,p—1}, segue
’ ~ s . . ’ *
pelo Teorema 2.7.4, que Q((,) é uma extensao ciclica, e por hipétese o, gera G. Logo Z," = ()
e G=H04,042,...,04-1}. Tomemos a seguinte combinagao
o a“y ) (o7 s
S '
aisti
E E ajiCp = 0, (537)
j=1 i=1
. . i1s+J1 ig5+J2 ~
onde a;; € Q. Observemos que, para 1 <, <rel < jj,j2 <s,se (" = (" entao
11 = i3 € J1 = J2, pois nos demais casos a igualdade nao se verifica. De fato:
. . . . i15+71 i95+jo - . . . . .
1. Se iy = 19, J1 # j2 € = entao a5t = 25172 (mod p), ou seja,

p | a5t — o25%2 - Togo, p | a$Tt — o152 ou seja, p | a®¥(at — a?). Como p é
primo, segue que p | a* ou p | a?' — a2, Se p | &"*, novamente usando o fato de
p ser primo, segue que p | «, o que é um absurdo, pois a € {1,2,...,p — 1}. Agora,
suponhamos j; > ja, e deste modo existe t € N tal que j; = jo +t. Assim, se p | a/' — a2
entao p | a?2™ — a’2, ou seja, p | a?2(at —1). Como p é primo, p | o’ oup | o' — 1. Se
p | @2, entdao p | @, o que é um absurdo. Se p | a' — 1 entdao o' = 1 (mod p). Como
t=71—J2<s—1<s<p-—1,segue que a ordem do subgrupo gerado por o € menor
que p — 1, o que é um absurdo, pois a ordem é exatamente p — 1.

2. Se iy # i € j1 = ja2, segue de modo andlogo ao caso anterior.
3. Se iy # iy e j1 # jo, entdo suponhamos i; > iy e j; > jo. Logo existem t1,to € N tais
que iy =idg+ti e j1 =jJot+ty,ondet; =iy —is <r—1ety =7 —Jo < s—1. Assim

se p | @it — 25tz entdo p | qliztt)stlatte) _ qizstiz oy seja p | @252 (al1s2 — 1),
Como p é primo, segue que p | a25772 ou p | 1572 — 1. Se p | a"25772  entdo p | «, 0 que
Y Y )
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5 Formas quadraticas via corpos ciclotomicos

é um absurdo. Se p | a’*5*t2 — 1, entdao a'*5t2 = 1 (mod p), o que é um absurdo, pois
comoty <r—1lety <s—1,segue quet;s < (r—1)seassimt;s+t, <p—2<p-—1,
ou seja, analogamente ao item (1), terifamos que a ordem do subgrupo gerado por « seria
menor que p — 1.

Assim, os (,’s da Equagao (5.3.7) sdo todos distintos num total de p — 1 elementos. Logo
podemos reescreve-la da seguinte forma

p—1
> bt =0,
k=1

onde by € Q, para todo k = 1,2,---,n. Como {(,,(,>% ..., '} é uma base de
Q(¢p) sobre @, segue que by = 0 para todo & = 1,2,...,p — 1 e conseqiientemente
aj; = 0, para todo j = 1,2,...,8 e ¢ = 1,2,...,r. Portanto, o conjunto

{C;“SH, o C;TSH, C;‘SH, . QS‘THQ, . ,Cg”s, o C;j‘m+s} ¢ linearmente independente. n

Teorema 5.3.2 ([14]) Se K é um corpo tal que K C Q((,), onde p € primo, [Q((,) : K] = r,
K:Q]=s, 0 ="Trge, k() eacZta que o gera G = Gal(Q((,)/Q), entdo K = Q(6).
Demonstragao: Como 0 = T'rq,)k((p), segue que ¢ € K, e portanto Q(¢) € K. Como
[Q(&,) @ K] = r, segue que o subgrupo ciclico H que fixa o corpo K possui ordem r. Como
{a%,a%, ..., o™ = 1} é o tinico subgrupo de Z, de ordem r e a ordem de H é r, segue que
H = (04s) = {005, 0425, ..., 04rs }, onde H = Gal(Q((,)/K). Assim

0= TT@(Cp)/K(Cp) = 005 (Cp) + 0025 (Gp) + -+ Tars ((p),

e deste modo 6 = (% + Cpa% + ...+ 6. Como Q(f) é fixado por um subgrupo
ciclico (logo um subgrupo normal) segue que Q(0)/Q é uma extensao galoisiana. Agora, se
f(x) =a™+ ap_12™ 1+ ...+ a1z + ag é o polinomio irredutivel de 6 sobre Q, entao

0" + Q1 0™ 4.+ a10 4+ ag = 0,0onde a; € Q, para todoi=0,1,--- ,m—1. (5.3.8)
Aplicando o, para i = 1,2,--- | s, na Equagao (5.3.8) obtemos

0 =0,(0™ + am10™ '+ ...+ a10 + ag) = 04 (0™) + am_104: (0™ 1) + ...+ a104:(0) + ag =
= [00i (D)™ + am_1[00i ()™ + ... + a1[04:(0)] + ao.

ou seja, 04i(0) éraiz de f(x), paratodoi =1,2,--- ,s. Mas como Q(0)/Q é galoisiana, tomando
i=1,2,...,8, segue que 04(0),0,2(0),...,04:(0) € Q(A). Agora, sejam ay,as,- - ,as € Q tais
que

a104(0) + ... 4+ as04:(0) = 0.

Assim

(G 4 G )+ aG G + Ha( T+ T =0,
ou seja,

aG A aG T Fal al, a4+ a,T =0
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5.3 Forma quadratica via o corpo ciclotémico Q(Cp)

. s+1 rs+1 s+2 rs+2 s+s rs+s
Mas pelo Lema [5.3.1, temos que o conjunto {¢> .., ¢, ¢ R G ¢ S S
¢ linearmente independente. Logo a; = 0, para todo ¢« = 1,2,...,s, e portanto
{0a(0),042(0),...,04:(0)} é um conjunto linearmente independente contido em Q(#). Portanto

[Q(0) : Q] > 5. Mas como Q(f) CKe [K: Q] = s, segue que K = Q(0).

Corolario 5.3.1 ([14]) Se K é um corpo tal que K C Q((,), onde p € primo, [Q((,) : K] = r,
K :Q] =s, 0 =Troe, k() ea€Ztal que 0, gera G = Gal(Q((,)/Q), entdo Zoy(0) +
oo+ Zoys(0) € o anel dos inteiros algébricos de K.

Demonstracao: Pelo Teorema 15.3.2 temos que {04(0),042(0),...,04:(8)} é uma base para
K =Q(#). Se a € Zo,(0) + ...+ Zo,:(0), entdao a = Zaioai(e), onde a; € Z, para todo
i=1

s+i

i=1,2,---,s5. Mas 0,:(0) =" +...+ Cpar5+i, ou seja, 0,4i(0) = ¢ + ...+ ¢, onde os
Ji's s@o distintos. Assim podemos reescrever o,:(f) da seguinte forma:

0ai(0) =0C + ...+ 1¢0 + ... +1¢ + ...+ 0

Logo 0,i(0) € Z[(,) e como 0,:(0) € K, segue que 0,:(0) € Z[(,] N K. Temos que Og = B NK,
onde B = {a € C; irr(a,Q) € Z[X]}. Como Z[(,] = Ogy,), segue que Z[(,] =B N Q((p), ou
seja, Z[(p] C B e assim Z[(,] NK C B NK = Ok. Portanto, 0,:(0) € Ok, e como Ok ¢ um

Z-mébdulo, segue que a;0,i(0) € Ok, onde a; € Z, paratodo: =1,2,--- | s, e conseqiientemente
S

Zaiaai (0) € Ok, ou seja a € Ok. Portanto,
i=1

Zoo(0) + ...+ Zo,s(0) C Ok.
Reciprocamente, dado a € O, podemos escrever
a = a104(0) + as0,2(0) + ... + as0,:(0), onde a; € Q, para todoi=1,2,--- s,

pois a € Og C K, e {0,(0),042(0),...,04:(0)} é uma base de K sobre Q. Assim

s+1 rs+1 s5+2 rs+2 s+s rS+s

a=a1(" +...+a(Y  Fa(pt  + . Fat o Fas(t .+ a”

Repetindo o argumento que foi usado na demonstracao do Teorema 5.3.2, podemos reescrever
a da seguinte maneira

a=b(+ b2cp2 +...+ bp,lcpp_l, onde b; € Q, paratodoi=1,2,--- ,p— 1.

Como K C Q((p), segue que BNK C B NQ(), ou seja Og C Z[(p]. Assim, a € Z[(], e
b; € Z,paratodoi=1,2...,p—1. Conseqiientemente a; € Z, paratodoi =1,2,...,s. Assim,
a € Zoa(0)+ ...+ Zo,s(0). Portanto,

Ok C Zoo(0) + ...+ Zoas(0).

Assim concluimos que Zo,(0) + ... + Zo,s(0) = Ok. m
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5 Formas quadraticas via corpos ciclotomicos

Proposicao 5.3.1 ([5]) Sejam K um corpo tal que K C Q((,), onde p € primo, [Q(¢,) : K] =1,
K:Q]=s,0= T’I’Q k() e a € Z tal que oo gera G = Gal(Q((,)/Q). Sey € Ok, com
y=a10,0)+...+a aas(e), entao

TTK/Q yy Z a; +r Z - a] Qs,r(y)'

1<i<j<s

Demonstragao: Seja y = a10,(6) + A+ asaas(e) onde 0 = Tro,)/k(Cp). Pela demonstra(;éo

do Teorema [5.3.2 temos que 6 = (,* + Cp 46 Logo aaz( ) =" ottt .+ on‘m“,
para todo¢=1,2,--- ,s, e assim
s+1 rs+1 s+2 rs+2 s+s rs+s
y=a1((pY 4. G )t aQ” T G )+ as(GY G ).

Agora, repetindo o argumento que foi usado na demonstracao do Corolario 5.3.1]
e pela definicao de forma quadrdtica, podemos associar a y a (p — 1)-upla
y = (a1,...,a1,a9,...,a,...,as,...,a5), onde cada a;, para i = 1,2,--- s, aparece 1 vezes.
Assim

Troe)0Y) = Qp-11(y)

e deste modo

Troey) =ry_a+r° Y (4 —ay)”

i=1 1<i<j<s

Usando as propriedades da func¢ao traco, temos que

Troe,)Wy) = [Q(&) : K] Trr,q(yy),

ou seja,
Try/o(yy) = %TT@@p)/@(y?),
e assim, .
Trg(yy) = Za? +r Z (a; — a;)?,
i=1 1<i<j<s
0 que prova O proposicao. ]

Exemplo 5.3.1 Tomando p = 7 e r = 2 temos que s = 3. Assim, se y € Ok entao
Yy = a104(0) 4+ a0,2(0) 4+ azo,3(0). Logo

TTK/Q YY) Za + 2 Z

1<i<j<3

e portanto
3

Tre(yy) =5 Z a; — 4(araz + araz + asas).
i=1
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Exemplo 5.3.2 Tomando p = 11 e r = 2 temos que s = 5. Assim, se y € Ok entdio
Y =a10,(0) 4+ ...+ as0,5(0). Logo

5

Trjglyy) = Y ai+2 Y (ai—a)),

i=1 1<i<j<5
e portanto

5

Trxo(yy) =9 Z a7 — 4(araz + a1a3 + a1a4 + 105 + 203 + A2a4 + a2a5 + a3a4 + a3a5 + a405).
i=1

5.3.2  Minimizagao da forma quadrética sobre os subcorpos de Q(¢)

Sejam L = Q((,), onde p é primo, K C L, [L: K] =7, [K: Q] = 5, 0 = Trp )k ((p), o € Z tal que
0, gera G = Gal(L/Q) e Ok e O, os anéis dos inteiros algébricos de K e L, respectivamente.
Nesta secao veremos a minimizacao da forma quadratica obtida na Proposicao 5.3.1, tomando
os elementos y no ideal Px = P, N Ok, onde Pr, = (1 — (,)OL, pois estamos interessados
em ideais que se ramificam totalmente em Or,, e Pk satisfaz esta condicao. Com efeito, pelo
Teorema 2.7.2, temos que Dy, = (—1)®~Y/2pp=2 Como p divide D1, segue pelo Teorema 2.8.6),
que o ideal primo pZ de Z se ramifica em O, e pelo Lema 2.8.1, sua decomposi¢ao é dada por

pO]L = P]Lpilv

onde P, = (1 — (,)Op. Tomando Px = Pr, N Ok, pela Proposicao 2.8.1, temos que sua
decomposicao é dada por

pOk = Pk°.
Assim pOgk se ramifica totalmente, e deste modo o grau residual de Pr, sobre Pgk é igual a 1.

Portanto, Op/PL, e Og/Pk possuem a mesma cardinalidade, e assim N (Pg) = N(PL) =
NL/Q(l —C)=p

Observacao 5.3.1 O conteudo desta se¢ao encontra-se em [5], mas fizemos adaptacoes na
demonstracao de alguns resultados a sequir, assim existem lemas que sao de nossa autoria.

Lema 5.3.2 ([5]) Se L = Q((,), onde p é primo e Pr, = (1 — (,)OL, entdio

PLNZ = pZ.

p—1
Demonstragao: Como irrg(¢,) = 2?1 + a2 + ... + 2+ 1 = H(m — (), segue que

i=1
p=010-¢)0A=¢)...(1-¢"). Assim p € (1 - ()OL, e como p € Z, segue que
pZ C (1—(,)OpLNZ. Para mostrarmos a outra inclusao, suponhamos que pZ C (1—(,)OL,NZ C
Z. Como pZ é um ideal maximal, segue que (1 — (,)OL NZ = Z. Mas como 1 € Z, ou seja,
1=(1-¢)a, coma € O, segue que N (1) = N (1 — (,)N(a), o que implica que 1 = pN(a),
com N (a) € Z, o que é um absurdo. Portanto P, NZ = pZ. ]

Os préximos lemas caracterizam os elementos de P, e Pk.
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Lema 5.3.3 ([3]) Se L = Q((,), onde p € primo, y = a1Gp+as(;+. . . +ap_1C87" € um elemento
de Op, e P, = (1 —(,)OL, entio

p—1

y € PL & Zai = 0(mod p).

i=1

Demonstracao: Como P, = (1 — (,)OL, segue que (, = 1(modPy,). Como a; = ai(mod Pr,),
segue que a1(, = ar(modPyr). Como 1 — ¢} = (1—G) (¢ +¢5 %+ ... +(+ 1), para qualquer
i, segue que 1 — Cf, € PL, ou seja, C; = 1(mod Pr). Assim a,-C; = a;(mod PL), para todo
1=2,3,...,p—1, e portanto

p—1
y = Zai(mod PL)
i=1
Logo
p—1

yGP]L@ZGiE'PL,
=1

p—1 p—1
€ como Zai € 7, pelo Lema 5.3.2, segue que Zai € pZ. Assim
i=1 i=1

p—1

yePL & Zai = 0(mod p)

i=1

0 que prova o lema. |

Lema 5.3.4 ([5]) Sejam L = Q((,), onde p € primo, K C L, [L : K] =r, [K: Q] = s,
0 = Trik(¢) e € Z tal que 0, gera G = Gal(L/Q). Sey = a104(0) + ... 4 a;04:(0) € um
elemento de Og e Px = P N Ok entdo

y € Pk & Zai = 0(mod p).

=1

Demonstracao: Seja y € Pg. Pelo fato de Px C Pr, temos que y € Pr. Usando o Lema

5.3.3 temos que rZai = 0(mod p) e como p nao divide r segue que Zai = 0(mod p).

i=1 i=1
Reciprocamente, pelo Corolario 5.3.1 temos que Og = Zo,(0) + ... + Zo,s(0). Por hipétese
y € Ok é dado por

o¢r5+1
+o+ G0 ) Fa(lp

as+l Oés+2 rs+2 as+s

y = a1(G G (T T,

Repetindo o argumento que foi usado na demonstracao do Corolario [5.3.1, podemos associar a
ya(p—1)-uplay = (a,...,a1,as,...,0a,...,0,...,as), onde cada a;, para i = 1,2,--- s,

S S
aparece r vezes. Assim se Zai = 0(mod p), entao rZai = 0(mod p). Como y € Og C O,

i=1 1=1
novamente pelo Lema 5.3.3, segue que y € Pr, o que prova o lema. |
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Lema 5.3.5 ([5]) Sejam Q C K wma extensao Galoisiana, G seu grupo de Galois e p € 7 um
primo que decompoe completamente. Entao

1. o(Px) NZ = pZ, para todo o € G.

2. 0(Pk) = Pk, para todo o € G.

Demonstragao: Para o item (1), temos pelo Lema 5.3.2, que Px NZ = pZ. Assim, se y € pZ,
entdao y € Pg. Também, y = o(y) € o(Pk) N Z, para todo o € G, ou seja, pZ C o(Pk) N Z.
Por outro lado, como pZ ¢é maximal e 0(Pk) NZ # Z, segue que o(Pk) NZ = pZ. Para o item
(2), como Px NZ = o(Pg) NZ = pZ, para todo o € G, e Pg é o unico idel primo acima de p,
segue que o(Pk) = Pk, para todo o € G. |

Lema 5.3.6 ([5]) Se y € Pk, entdo Trx,q(yy) € pZ.

Demonstragao: Pelo Lema 5.3.5, temos que 0;(Pg) = Pk, para todo o; € Gal(K : Q),
i=1,2,---,s. Logo para todo y € Pk, temos que 0;(y) € Pk, e portanto

Trio(yy) Zoz (yy) € Pk NZ = pZ,

=1
0 que prova o lema. |
Lema 5.3.7 ([5]) Sejam K C Q(Cp) onde p € primo, [Q(¢,) K] =7, [K: Q] =s e K=Q(0),

onde 6 = T?”Q k(). Se y,y € Ok, e associarmos a y e y', respectivamente, as s-uplas
y=(a,m,---, )el—(a,m’,~--,m’), entao

Qs,r(g) > Qsﬂ’(y_,)’
onde a >b>0, m= [1+(11/r] em’ = [H‘bl/?"]
Demonstragao: Sendo b > 0, tomemos a = b+ 1. Assim temos que y = (b+ 1,m,--- ,m) e
y = (,m,---,m'), onde m = [ﬁ + 1+11/r} em' = [1“/’“] Logo:

Qsr(y) = (b+ D24 (s = 1)(m* +r(b+1-m)?),

Qsr(y) ="+ (s = 1)(m"* +r(b—m')?).
Agora, comparamos cada parcela, dessas duas tltimas igualdades.

1. Como b > 0, segue que (b+ 1)* > b?.

b+1 > b

b b ) 2
Ty > Tii Segue que [ +1 } > |:1+1/r:|' Portanto, m > m’ > 0 e dai m? > m’~.

2. Como T/

3. Agora, temos que (b+1)—m > b—m/ se, e somente se, m—m’ < 1, e para provarmos essa
ultima desigualdade observe que % < < 1. Logo Tbl/rjté < 1+ﬁ/r + 1+11/r 1+1/T +1.
E ainda temos:

1
1+1/r
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5 Formas quadraticas via corpos ciclotomicos

b 1 1 b 1 1
ity T2 S M S iy Ty o
b 1 I b 1
i/ 2 < m < i T2
r_ b 1 _ _b 1 1 .
Tomando os casos extremos em que m’ = Ty 2 €M = Ty + 1/r + 3, temos que:
m—m' = - + +1- +3= +1.
1+1/r 1+1/r 1+1/r 1+1/r
Logo, m —m/ < 2, mas como m e m’ sdo numeros inteiros, segue que m —m’ = 1 ou

m—m' = 0. Portanto m—m’ < 1. Assim (b+1—m) > b—m’ edai (b+1—m)? > (b—m/)2.
Portanto, de (1), (2) e (3), segue o resultado. m

Observacao 5.3.2 A forma quadrdtica da Proposicao 5.3.1 pode ser escrita como

Trrlyy) = (p—r Za —2r Z a;a;.

1<i<j<s
Lema 5.3.8 ([5]) Se y ¢ um elemento nao nulo de Px, entio Trx q(yy) assume o valor 2p.

Demonstragao: Vamos assumir que s > 2, ou seja, K # Q, assim, se tomarmos
Y =0u(0) —042(0) + 00,3(0) + - - - + 004:(0), temos que

S

Trgyy) = (p—r)Za?—Qr Z a;a;

i=1 1<i<j<s

= (p—r)(1+1)—2r(-1)

= 2p,
0 que prova o lema. |
Lema 5.3.9 ([5]) Se r € par entdo [1+q/r] =r—1
Demonstracao: Como -1 <0< % segue que somando 7%, em cada parcela obtemos
—14r? <r? <r?45— Assnn dividindo cada parcela por r+1, obtemos r—1< -5 <r—3,
ou seja, r — 1 < = 1/ < r — 3. Mas, isto implica que, [1—1/7"] =r—1 n

Observacao 5.3.3 Tomamos y € Ok, tal que a s-upla associada a y € dada por
y= (ryr—1,-+- ,r—1), onder € par. Agora, pelo Lema'5.3.7, temos que, para minimizarmos a
forma quadrdtica Trg o(yy) devemos tomar uma s-upla y' = (b,m’,--- ,m’) = (a1, as,--- , a)

onder >b>0em' = [Tbm} Comor > b >0, seque que |b| <r, ou seja —(r—1) < b <r—1.

Temos também que Tbl/r < ﬁ, e assim m' = [1+bl/ri| < [14:1/7'] =r—1. Comor > 0, seque
que —r < 0, e assim ﬁ > 1+1/7"7 logo m' = [ﬁ > #{“/T} = — [Hr_l/r] = —(r—1).
Portanto, —(r — 1) < bym’ < (r — 1), ou seja, —(r — 1) < a; < (r—1), parai =1,2,--- s
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5.3 Forma quadratica via o corpo ciclotémico Q(Cp)

Finalmente, como queremos y € Pk, pelo Lema 5.3.4, seque que Zai = 0(mod p). Mas,
i=1

a
-1
isso somente ocorre quando g a; = 0, uma vez que —(p — 1) < —(r — 1)p < g a; <
r
i=1 i=1

1
o1
(r )r p

Lema 5.3.10 ([5]) A forma quadrdtica Trx,q(yy) para y € Pk nao atinge o valor p.

Demonstragao: Suponhamos que exista y = a10,(0) +. . . + as0,:(6) um elemento Py tal que

Trr(yy) = (p — )Za —2r Z a;a; =

1<i<j<a
S S
Como Zai = 0 segue que (Z al-) 0. Assim, Za + 2 Z a;a; = 0, ou seja,
=1 =1 1<i<j<s
S
Za? —2 Z a;a;. Assim, TrK/@ yy) = (p—r Za —l—rZa = p, ou seja, pZa =p.
=1 1<i<j<s
Logo, Za? = 1. Mas isso, somente ocorre quando tivermos uma das entradas igual a +1
S
e as outras nulas. Mas isso, contraria o fato de que Zai = 0. Deste modo, temos que
i=1
Try0(yy) > p- ]

Teorema 5.3.3 ([5]) Dado y € P, y # 0, entao min{Trx,o(yy)} = 2p.
Demonstracao: Segue diretamente dos Lemas 5.3.6, 5.3.8 e 5.3.10. |

Exemplo 5.3.3 Sejam L = Q((3), K C L tal que [K : Q] = 3, P = (1 — (13)0L e
Pk = PL N Og. Sabemos que Dk = 132, N(Px) = 13 e pelo Teorema 55.3.3 temos que
t =min{Trx,0(yy); v € Pk, y # 0} =26. Logo

1 tn/Q

6(ox(Px)) = R N (Pe) 0, 09805.

Exemplo 5.3.4 Sejam L = Q((y), K C L tal que [K : Q] = 4, Pr = (1 — ()0 e
Pk = PL N Og. Sabemos que Dx = £29°, N(Pg) = 29 e pelo Teorema [5.3.3 temos que
t =min{Trx,0(yy); v € Pk, y # 0} = 58. Logo

1 tn/?

3ow(Pe)) = Gurs 17 Ay — O 04642

Observacao 5.3.4 No corpo ciclotomico Q((,) e em seus subcorpos nao consequimos obter
reticulados algébricos com densidade de centro otima.
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CAPITULO

§

Reticulados via perturbacoes do homomorfismo
de Minkowski

6.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos um método de gerar reticulados através de duas perturbagoes
diferentes do homomorfismo de Minkowski. Desse modo, na Secao 6.2, apresentamos a
perturbacao o,. Assim, fixados . um corpo de nimeros e A um ideal contido no anel dos
inteiros algébricos de IL, vimos que a imagem de A por o, é um reticulado e obtemos a expressao
para a densidade de centro. Na Secao 6.3, de maneira analoga, vimos a perturbacgao os,. Para
finalizar, na Secao 6.4, apresentamos um estudo comparando os reticulados obtidos via o ideal A
através do homomorfismo de Minkowski e das perturbacoes, sempre com o intuito de encontrar
reticulados de alta densidade. Destacamos que, o trabalho apresentado neste capitulo é de
nossa autoria.

6.2 A perturbacao o,

Sejam L. um corpo de ntimeros de grau n e 01,09, -+ ,0, 0s homomorfismos de . em C,
ordenados de modo que o0; é real para i = 1,2,-- ;71 € Op 4potj = Op 15 PATA J = 1,2, -+ 19,
onde o representa a metade dos homomorfismos imaginérios.

Definicao 6.2.1 Seja x € IL um elemento. A perturbacdo o, : L. — R"™ do homomorfismo
de Minkowski é definida como

0alw) = (Vo1 (). .. 00, (1), R O304 (0)), S G047 (1)),

onde o; = oi(a) > 0, o;(a) € R, para todo i = 1,2,...,11 + re e as notagoes R(z) e I(x)
representam as partes real e imagindria do numero complexo x, respectivamente.
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6 Reticulados via perturbagoes do homomorfismo de Minkowski

Proposicao 6.2.1 Seja I um corpo de nimeros de graun. Se M C 1L é um Z-mddulo livre de
posto n e se (xj)1<j<n € uma Z-base de M, entio o,(M) € um reticulado no R", com volume

Vol(oa(M)) = by | det (oj(zs))],

1<), k<n

onde
o b= (N())? s
o by =27 (N(a))

L for totalmente real,

3

[

se L for totalmente imagindrio, e

e N(«a) é a norma do elemento o € L.

Demonstracao: Para cada j fixo, as coordenadas de o,(x;) com respeito a base canonica do
R" sdao dadas por

(ATOLE)s s B, (), s RO GO 4ra(2)) S (B iraOra (7). (62.1)

Agora, calculamos o determinante D da matriz que tem a j-ésima coluna dada pela Equacao
(6.2.1) fazendo uso das seguintes féormulas R(z) = §(z +7Z), ¥(2) = =(2—2%) parazem C e

das transformagoes elementares no determinante, a saber, pela adicao da (r; + 2[)-ésima linha
a sua anterior e em seguida pela subtragao da (r; 4+ 2/ — 1)-ésima linha da sua posterior, para
l=1,...,ry. Assim,

Voaoi(zr) .. yaroi(x;) o yaroi(zy,)
V0202(21) o agoa(xy) o agoa(zy,)

VO (21) o (@) ()
D= | Rammonn(e)) - Rfanmonn(@) o R /Emomam) | =
S/@nrona(m) - SEnnonn () - S(Eon @)

R0 (@1)) o R0 ra(2)) o R Trim0n ()
SV (#1)) -0 SV 0t (25)) - S0 50507415 (T0))
Voo () o Yaro(x)

V209 (21) o agoo(xy)

' o (1) : ‘ 0 (T)

= %[\/ Ay 11 (UT1+1 (xl) + 0r1+1(371))] ce %[\/ Ay 41 (0r1+1 (mn) + 07‘1+1(5Un))] =
slvaralona(@) —ona@))] o glVan(on () — orsa ()]

%[\/ Ay 4y (07"1+7“2 (ml) + Oy try (:131))] e %[\/ Ay 4y (UT1+7‘2 (xn) + Oy try (xn))]
%[\/ Ay trg (UT1+T2 ('xl) — Ori+ry (1’1))] ce %[\/ Ay g (UT1+T2 (l‘n) — Ori+ry (xn»]

N /1\7
= /O1O2 .. O Oy 41Oy 2o Ol ey, (5) (Z) 2T2D1,
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6.2 A perturbacao o,

onde D é o seguinte determinante

0'1(271) O'l(fﬂj) Ul(l‘n)
0'2(551) Ug(l'j) Ug(l’n)
o (1) coooop () coe o ()
Dy = | or4(21) o O (Ty) o O ()
Or+1(T1) —orpi(®1) oo opa(@y) —opa(@y) o 0nga(@n) — 041 (T)
Ori4rs (‘1'1) <o Ori4ry (iL']) cer Oridr (xn)
Ori+ry (xl) — Ori4ry (xl) coe Orptrg (IJ) ~ Ori+ry (]3]) co Oridrg ($n) — Ori4ry (mn)
Assim,

1 T2 1 T2
D=, OO .o Oy Oy 4100 420 Ol gy <§> (2—2) 2T2D2,

onde D, é o seguinte determinante

o(z1) ... o(xy) .. or(xy)
oo(xy) ... oozy) ... oo(zy)
Do | on (1) ... o (zy) .. on(T)
Y =
on+(®1) oo o) o onga(Tn)
Or2(T1) o Opga(Ty) o Onpa(n)
Or1+2ry (.%'1) cor Ori42r (.%']) <o Or42rg (.’In)

Portanto, D = /a1 . .. 0 Qg 410 42 - - . Oy 14, (24) 772 det(o(xy)), para todo j, k =1,...,n.
Como (x)1<j<n, ¢ uma base de L sobre Q, segue que det(o;(x)) # 0, e portanto, D # 0.
Assim, os vetores 0,(z;) do R" sao linearmente independentes e geram o, (M), ou seja, o,(M)

é um reticulado do R". Agora, como {z1,...,x,} é uma Z-base de M, segue que dado m € M
n n
temos que m = Zajxj, com aj € Z, para j = 1,2,--- ,n. Assim, 0,(m) = Zajaa(xj), com
j=1 j=1
n
aj € Z,para j =1,2,--- ,n, ou seja, 0,(M) = {Z a;o.(x;); a; € Z}. Logo,
j=1

Vol(oo(M)) = |D| = /o0 - 0y 410y 42 - - - Q1,27 2] det (o(xg))]-

1<j, k<n
Deste modo, temos os seguintes casos

e Se ry =0, entao

T1

Vol(oa(M) = ([Tou(@)?| | det (o)) = (N(@))?| det(o;(xe))]-

= 1<), k<n 1<), k<n
Z:

-
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6 Reticulados via perturbagoes do homomorfismo de Minkowski

e Se r; =0, entao

1<j, k<n

T2
Vol(o,(M)) = 2_T2H0i(a)| det (oj(zg))|. Como 0y 4rytrj = Opiy, PATA @ = 1,2,... 79,
i=1

segue que o, j(a) = 0j(a) = (). Assim, Hai(a) = (/\/'(a))% e como n = 2ry segue que
i=1

Vol(oa(M)) =27 (N())2|  det_(o(zi))];
0 que prova a proposicao. [ |

Corolario 6.2.1 SelL € um corpo de numeros de grau n, Dy, o discriminante de I, O, o anel
dos inteiros algébricos de L, A um ideal nao nulo de Op, e N(A) a norma do ideal A, entdio
0.(0OL) e 04(A) sdo reticulados, com respectivos volumes,

Vol(04(OL)) = ba| D2,
Vol(04(A)) = ba|DLIZN (A)

Demonstracao: Como A e O, sao Z-mddulos livres de posto n, segue da Proposicao6.2.1, que
0a(A) e 0,(OL) sdo reticulados do R™ e que Vol(c,(0OL)) = bammé, pois D, = det(o;(zx))?,
onde {xy,...,x,} é uma Z-base de Op. Para a segunda férmula, temos que 0,(A) é um
subgrupo de 0,(Or) de indice N'(A), uma vez que O /A é isomorfo a 0,(0OL)/04(A). Além
disso, como a regiao fundamental de o,(A) ¢ a unido disjunta de N'(A) cépias de uma regiao
fundamental de 04(OL), segue que Vol(o,(A)) = ba|DL|2N (A). Portanto, Vol(o,(Op)) =
bo|DL|Z € Vol(04(A)) = Vol (04 (OL))N(A). n

Corolario 6.2.2 SelL é um corpo de niumeros de grau n, D1, o discriminante de I, O, o anel
dos inteiros algébricos de L, A um ideal nao nulo de Op, e N(A) a norma do ideal A, entio a
densidade de centro do reticulado 0,(A) é dada por

(oA
BRIV

onde p € o raio de empacotamento do reticulado.
Demonstracao: Segue diretamente da Observagao [3.3.1. |
Proposicao 6.2.2 Se . ¢ um corpo de nimeros e x € L. entdo

2

|oa(@)|* = caTrg(eT),

onde

1, se L for totalmente real
Co = 1 . S
50 € L for totalmente imaginario,

e T € o conjugado complero de x.
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6.2 A perturbacao o,

Demonstracao: Seja . um corpo de nimeros de grau n de forma que r; + 2ry = n. Como
oa(z) € R", segue que

loa(2)? = [Varo1 (@) + - + [a o (@) + o R0 41(2)) ] + [ar 1 S+ (2))]+
+ot [\/ ar1+r2 8:E(U7”1+7”2 (x))]Z + [\/ Qpytry (OT1+7‘2 (l’))P =

= 061[0'1 (l’)]Q + -+ Oy [UTI( )] + ar1+1[§R<O—r1+1( ))] + aTlJrl[ (UT1+1 (:U))]Q
+-0F 057'1—&-1"2[ (JT1+T2< ))] + ar1+T2[ (O-T1+7’2( ))]2 -

— (@ 4+ [0 (2] + 1 R(0y, 1(2)) + (011 ()]
4+ ar1+r2[ (it () + (01, ()]

Observe que R(0x(z))? 4 S(0k(2))? = o(z)op(z) = 0 (2T), para r + 1 < k < 11 4 5. Assim,
temos os seguintes fatos.

e Se r; =0, entao

oa(@)]? = 101(aT) + -+ + 4y, 00, (2T) = 01()01(2T) + - -+ + 0, ()0, (2T) =
=o1(oaZ) + - - + oy, (2T) = 0y 1(2Z) + -+ + Oy, (Q2T).

pois sendo & a conjugacdo complexa, temos que 0,,+;(axT) = (7 0 0;)(axT) = 0;(axT), para
Jj =1+ ,r2. Logo,

20,(2))? = 0o1(axT) + -+ + 0y (AXT) + 0y i1 (QTT) + -+ - + Opyiy (QIT) =
= Z oi(ax®) = Try o).
i=1
Portanto
21 =
loa(z)]? = §TT]L/@(ozxx).

e Se ry =0, entao
oo ()P = arlor(@)]? + - + apy [0, (@)%,

chmo oi(x) = (G o 0;)(x) = 04(T) segue que 0;(2T) = 04(x)0;(T) = o4(x)oi(x) = [o4(x)]%

loa(2)]? = ayo1(2T) + -+ + 00, (2T) = o1()o1(2T) + -+ - + 04y ()0, (2T) =
= oy(aaT) + - - + o, (@2T).

Portanto,

loa(2)|* = Trig(arT),
e isto conclui a demonstracao. |
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6 Reticulados via perturbagoes do homomorfismo de Minkowski

Observacao 6.2.1 Se L € um corpo de numeros totalmente real ou totalmente imagindario, Or,
¢ o anel dos inteiros algébricos de I e A um ideal nao nulo de O, entao podemos reescrever o
raio de empacotamento do reticulado 0,(A) da sequinte forma:

1

ploa(A)) = §mm{|cra(x)|, reA r#£0}= %mm {\/CQTT]L/Q(axE), reA v # 0} :

onde

1, se L for totalmente real
Co = 1 . S
50 € L for totalmente imaginario,

Proposicao 6.2.3 Se L é um corpo de nimeros totalmente real ou totalmente imaginario, Or,
¢ o anel dos inteiros algébricos de I e A um ideal ndo nulo de Or,, entao a densidade de centro
do reticulado 0,(A) € dada por:

1 t,"/?
(IDLIN (@) 2N (A)

S(oa(A) = 5
onde to, = min{Try (), v € A, v # 0}.

Demonstragao: Seja t, = min{Tryg(azT), v € A,  # 0}. Pelo Corolario 6.2.2, temos que
1. se L é totalmente real, entao

R 9 N () N )

T by DLEN(A)  (NV()FDLEN(A)  (N()DLEN(A)

B 1 to"/?
 27(IDLIN ()2 N (A)

2. se L é totalmente imaginario, entao

~ 2(|DLIN ()2 N (A)

Portanto, a densidade de centro é a mesma para ambos os casos. |
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6.3 A perturbacao o,

6.3 A perturbacao oo,

Sejam L. um corpo de numeros de grau n e o1,09, -+ ,0, 0s homomorfismos de . em C,
ordenados de modo que o0; é real para i = 1,2,--- ;71 € O 4potj = Op 15 PATA J = 1,2, -+ 19,
onde ro representa a metade dos homomorfismos imaginérios.

Definicao 6.3.1 Seja x € L um elemento. A perturbacdo oo, : L. — R"™ do homomorfismo

de Minkowski é definida como

U2a(x) = <\/Oé_101(x), SRR \/a_mar1 (l‘), s 7%( V 2O‘T1+7‘20-7‘1+T2 (l’)), %( V 2aT1+T2UT1+T2 (Z‘))),

onde o; = oi(a) > 0, o;(a) € R, para todo i = 1,2,...,11 + re e as notagoes RN(x) e I(x)
representam as partes real e imagindria do numero complexo x, respectivamente.

Proposicao 6.3.1 Seja IL um corpo de niumeros de graun. Se M C 1L é um Z-mddulo livre de
posto n e se (xj)1<j<n € uma Z-base de M, entdo o2,(M) € um reticulado no R", com volume

Vol(o9a(M)) = (N(a))2 | det (o;(xp)),

1<), k<n

onde N (a) € a norma do elemento « € L.

Demonstracao: Para cada j fixo, as coordenadas de 09,(x;) com respeito a base canonica do
R™ sao dadas por

(\/05_10-1<xj)7 <o/ Qr Oy (xj)7 BRI §R( V 2aT1+T20T1+T2 (xj))7 %( V 2aT1+T20T1+T2 (l‘]))

Agora, calculamos o determinante D da matriz que tem a j-ésima coluna dada pela Equacao

(6.3.2)

(6.3.2) fazendo uso das seguintes férmulas R(z) = 5(2 +72), S(z) = 2—(2 —Z) para z em C e
i

das transformagoes elementares no determinante, a saber, pela adigao da (r; + 2[)-ésima linha
a sua anterior e em seguida pela subtragao da (r; 4+ 2/ — 1)-ésima linha da sua posterior, para
l=1,...,ry. Assim,

Va101(z1)
V202 (21)

a0, (1)
R(V200, 1100 41(21))
(V20 410 +1(21))

§R( V 2ar1+T2JT1+T2 (xl»
3( V200 1y Oy 4y (71))

V1o (z;)
V202 (;)

.\/a_harl (‘IJ)
éR(\/ 204r1+1o-r1+1 (il']))
S(v2r, 1100 41(25))

§R( V200 41y Oy 1y (IJ))
3( V200 41y Oy 1y ("EJ))

\/04_101(1,’“)
V0209 (Tr,)

‘\/04_7-10—7‘1 (xn)
(V207 1107, 41(2n)
S(V2ar 0741 ())

%( V200 4150y 4y (5(771))
S(V200, 4150y 47 (7))




6 Reticulados via perturbagoes do homomorfismo de Minkowski

\/oz_lal(:vl) \/a_lal(xn)
\/06_202(.%1) \/a_202($n)

.\/04_7«10'7«1 (33'1) . .\/Oé_'f'lO’Tl (l‘n)
= %[v 2ar1+1(am+l(xl) + ‘77’14—1(351))] e %[V 20‘T1+1(0T1+1(xn) + Un—&-l(xn»] =
2%‘[\/ 20, 11(0ry 11(21) — 041 (1)) cee 2%[\/ 20, 11(0ry 11(T0) — 0711 (7))

VB Onins (1) Tra@D)] e AT ra(Orns (o) + TripralEa)]
%[\/ 200, 41y (UT1+T2 (1‘1) = Opy4rg ($1))] e %[\/ 2001 41y (Un—i—m (In) = Opi4re ("En))]

\N?/1\"7
= /U102 ... Oy 201r1+12047»1+2 c. 204T1+r2 (5) (2—2) 2T2D1,

onde D é o seguinte determinante

0'1((171) 0'1(.Tj) al(xn)
oo(x1) .. oa(xj) oo oo(Ty)
o (1) oo o () cee oy (Th)
Dy = | ort1(z1) oo Opp(j) coe Opr1(xy)
op+1(®1) —opa(®r) o ongalEg) —onga(zg) o onga(@n) — o (@n)
Ori4ry (x1> <o Ot (IJ) R (l‘n)
Oritrs(T1) = Oy (1) oo Oy (T5) = Oy (T5) 0 Orygry (Tn) — Oy (T0)

Assim,

1\N? /1\"
D = VO1O2 .. Oy 2047«1_._12@“4_2 e 2047«14_,«2 (5) (Z) 2T2D27

onde D, é o seguinte determinante

o1(z1) . o1(x;) . o1(zy)
o) ... oozy) .. oo(wy)
Do | on (1) ... o (zy) .. on(Th)
Y =
on+1(T1) oo o) o onga(Tn)
op2(®1) o opaa(Tg) o onga(an)
Ori+2r; (.731) <o Opp42rg (.T]) ceoe Opp42ry (.’En)
Portanto, D = J/ajas...0, 20451120049 ... 200 4, (20) " det(oj(zg)), para todo
J. k=1,...,n. Como (z;)1<;<, ¢ uma base de LL sobre Q, segue que det(o;(zx)) # 0, e portanto,
D # 0. Assim, os vetores 09,(x;) do R" sdo linearmente independentes e geram o9,(M ), ou
seja, o (M) é um reticulado do R". Agora, como {z1,...,z,} é uma Z-base de M, segue que
dado m € M temos que m = Zajxj, com a; € Z, para j = 1,2,---  n. Assim, gy4(m) =
j=1
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6.3 A perturbacao o,

Zajam(:nj), com a; € Z, para j = 1,2,---  n, ou seja, a4 (M) = {Z a;oa20(x5); a; € Z}.

j=1
Logo,

Vol(02a(M)) = |D| = J/araz ... ar, 2044120019 . .. 204, 17,27 2| det  (o;(zk))].

1<), k<n

=1

Deste modo, temos os seguintes casos.

e Se ry =0, entao

SIS

1<), k<n 1<), k<n

Vol(ffza(M))Z(Hai(a))%l det (oj(xzx))] = N (a))?| det (o;(z))].

e Se r; =0, entao

T2
Vol(o2a(M)) = 27"21_11 oi(a)27| 1g§1,ekt§n(0j(xk>>|' Como 0y, 4yytj = Or4j, Para i = 1,2,..., 19,

segue que o, j(a) = oj(a) = 0j(). Assim, Hai(a) = (N(a))% e portanto
i=1

Vol(020(M)) = (N(a))?| et (oj(z))],
0 que prova a proposicao. [ |

Corolario 6.3.1 SelL é um corpo de niumeros de grau n, D1, o discriminante de I, O, o anel
dos inteiros algébricos de L, A um ideal nao nulo de Op, e N(A) a norma do ideal A, entao
020(0L) € 094(A) sdo reticulados, com respectivos volumes,

Vol(02(OL)) = (|DLIN (a))?,

Vol(02q(A)) = (|DLIN ()2 N (A).

Demonstracao: Como A e Op, sao Z-moddulos livres de posto n, segue da Proposicao 6.3.1,
que 020(A) e 02,(OL) sdo reticulados do R™ e que Vol(02a(OL)) = (|DLIN(a))z, pois
D1, = det(o;(zx))?, onde {x1,...,2,} é uma Z-base de Op. Para a segunda férmula, temos
que 024(A) é um subgrupo de 09,(OL) de indice N(A), uma vez que Op/A é isomorfo a
020(0OL)/024(A). Além disso, como a regiao fundamental de 09,(A) é a unido disjunta de
N(A) copias de uma regido fundamental de 020 (Or), segue que Vol (02(OL)) = (|DLIN ()2
e Vol(03a(A)) = (|1DLIN ()2 N (A). n

Corolario 6.3.2 Se L é um corpo de numeros de grau n, D1, o discriminante de I, O, o anel
dos inteiros algébricos de L, A um ideal nao nulo de Op, e N(A) a norma do ideal A, entio a
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6 Reticulados via perturbagoes do homomorfismo de Minkowski

densidade de centro do reticulado o90(A) € dada por

(p(020(A)))"

)= W) V)

onde p € o raio de empacotamento do reticulado.
Demonstracao: Segue diretamente da Observacao 3.3.1. |

Proposicao 6.3.2 Se L € um corpo de niumeros e x € L entao
020 (2)[* = T'rjg(0aT),

onde T € o conjugado complexo de x.

Demonstracao: Seja L um corpo de nimeros de grau n de forma que r; + 2ry = n. Como

09a(7) € R", segue que
2+ v 205, 11 R(or,41(2))]*+ [V 2001 S(or, 41 (7)) +

|o2a()]* = [\/_01( )P+ oo (2
[x/204m+r2 R(Ory 0 (2)) 2 + [V200, 1, (07,1, (2))] =
+2ar1+1[§R<0_r1+1< ))] +2aT1+1[ (0-7"1-1-1(1‘))]2—}_

- ozl[al @)+ + oy [0, (2))?
+ .+ 2047“1_’_7“2[ (O'T1+r2< ))]2 + 2057"1-‘#2 [%(07’14'7‘2( ) ] -
= 041[0'1 (37)]2 + -+ (7% [01“1 ($)] + 2047“14-1[3%(0_1”14-1( ))2 + %(07"1"'1 ($>)2]+
4o+ 2047“1+7‘2[ (UT1+T2< ))2 + \S(O'r1+7“2 (l‘)) ]

Observe que R(a1,(2))? + S(ok(x))? = o1 (x)op(x) = o1(2T), parary + 1 < k < ry + ry. Assim,
temos os seguintes fatos.

e Ser; =0, entao

oo ()] =20101(2T) + -+ + 20,0, (2T) = 201 (a)oy (2T) + - - - + 20,, ()0, (2T) =
= 201 (ax®) + - - - + 20, (axT),

pois sendo @ ¢ a conjugagao complexa, temos que o,,4;(axT) = (¢ o0 0;)(rT) = 0j(2rT), para
j = 17 y T'2. L0g07

l0a(@)|* = o1(aaT) + - + 04y (Q2T) + 07y 11(QXT) + -+ - + Opypry (Q2T) =

(axZ) = Tryg(0aT).

HM:

Portanto,
l0a(2)> = Trr g(axT).
e Se ry =0, entao
o0 (@) = ai[or(@)]* + -+ + o, [0, (7)),
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6.4 Relacao entre o homomorfismo de Minkowski e as perturbagoes

eAcqmo oi(z) = (Foo;)(x) = 0;(T) segue que 0;(2T) = 04(x)04(T) = 04(x)0i(x) = [05(2)]?.

loa(2)]? = ayoy(2T) + -+ + 00, (2T) = o1()o1(2T) + -+ - + 04y ()0, (2T) =
= oy(aaT) + - - + o, (@2T).

Portanto,

loa(2)* = Try g(azT),
e isto conclui a demonstracgao. |

Observagao 6.3.1 SelL € um corpo de nimeros totalmente real ou totalmente imagindrio, Or,
o anel dos inteiros algébricos de I e A um ideal ndo nulo de Or,, entdo podemos reescrever o
raio de empacotamento do reticulado o9,,(A) da sequinte forma:

plo2a(A)) = %min{|02a(x)|, reA x#0} = %mm{ Tryjg(aaT), x € A, x # O} :

Proposicao 6.3.3 Se L é um corpo de nimeros totalmente real ou totalmente imagindrio, Or,
o anel dos inteiros algébricos de . e A um ideal nao nulo de Oy, entdo a densidade de centro
do reticulado o44(A) € dada por:

1 ton"?
(I1DLIN ()2 N (A)

(o2 (A) = 5,
onde ty, = min{Tryg(axT), v € A, x # 0}.

Demonstragao: Seja toq = min{Try,g(az®), v € A, x # 0}. Pelo Corolario 6.3.2, temos que

()

5(02a(A)) = 2 _ (tT) I 2

(PLIN() 2N (A) ~ (DLIN (@) PN (A) — 24 (DL ()2 N (A)

0 que prova a proposicao. ]

6.4 Relacao entre o homomorfismo de Minkowski e as perturbacoes

Sejam I é um corpo de numeros de grau n, Op, o anel dos inteiros de L, o1,09,...,0, 0s
homomorfismos distintos de L em C, A um ideal nao nulo de Or, e a € O, tal que o;(cx) > 0,
oi(a) € R, para todo i = 1,2,...,n. Agora, dado x € L, pelas Defini¢oes 4.2.1, 6.2.1 e 6.3.1
temos que

O-L(x) = (O-l(‘r)? < Opy (I)7 §RO’T1+1('I)7 %0-7"14-1(1‘)7 c éRo-m-i-m (SL’), %0-7“1-&-7"2 (l’)),
aa(x) = (\/a_lal(x)v ) \/a_rlo-rl (l‘), AR §R( 047’1+T20-T1+7"2(x))7 %( Qry4ro0ri+ro (l’))),
UQ&(I) = (\/a_lo-l(x)v Tt \/04_7,10'7,1 (:E)v R 9%( V 2aT’1+T20T1+7‘2 (I))7 S( V 2a7‘1+7"207"1+7°2($)))
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6 Reticulados via perturbagoes do homomorfismo de Minkowski

1. Relagao entre os reticulados gerados pelos homomorfismos
Comparando oy, 0, € 094, temos os seguintes fatos:
e Os reticulados op (A) e 0,(A) sao iguais se a; = 1, para todo i = 1,2, ,r; + ro.

e Os reticulados op,(A) e 024(A) sdo iguais se L for totalmente real e a; = 1, para
todoi=1,2,---,71.

e Os reticulados 0,(A) e 02,(A) s@o iguais se L for totalmente real.

2. Relagao entre as densidades de centro dos reticulados gerados pelos
homomorfismos

e Os reticulados 0,(A) e 094(A) possuem a mesma densidade de centro, conforme
podemos observar nas Proposigoes 6.2.3 e 6.3.3.

e Entre os reticulados op,(A) e 0,(A) (ou 09,(A)), podem ocorrer os seguintes casos:
(a) d(on(A)) < d(0a(A)).

Exemplo 6.4.1 Sejam L = Q(v2), A = (3 — 2v2)OL um ideal de Oy = Z[V2], e
a=10+7v2 € Op. Temos quen =[L:Q] =2, Dy =8 N(A) =1eN(a)=2. Dadox € A,
temos que © = (3—2v/2)(ap+a1v'2), com ag, a1 € Z. Assim, Try, p(2T) = 34a3 +68a? — 96aga;
e T'rp,jg(0aT) = 4af+ 8ai — 8agay. Portanto t = min{Tryg(2T) 1z € A,z #0} =2 ety =4,
e as densidades de centro sao dadas por:

1. sem perturbacao
1 tn/Q

~ 2D N(A)

(o (A)) =0, 17677.

2. com perturba¢ao
1 tan/2
(5(0'04(./4)) = 2”(|©L|N(C¥))1/2N(A)

=0, 25.

Na figura abaixo, damos um esbog¢o do arranjo das esferas do empacotamento dos reticulados
oL(A) e 0,(A), respectivamente:

Exemplo 6.4.2 Sejam o corpo L = Q((5), A = (—1+2(+C2+C2) O um ideal de Oy, = Z[(5) e
a=T+4C+4¢ € Op. Temos quen = [L: Q] =4, Dy, =125, N(A) = 41 e N(a) = 25. Dado
z € A, temos que v = (—1+2¢+C34+C2)(ap+a1(s+aal2+as(?), coma; € Z, parai =0,1,2,3.
Assim, Try g(aT) = 26(af + af + a3 + a3) — 18(agaz + apas + aras) — 8(apar + aras + asas)
e Try g(aaT) = 110(aj + a + a3 + a3) — 160(apar + ar1as + asas) + 50(apas + agaz + aras).
Portanto t = min{Try,q(27) : v € A,z # 0} = 26 e t, = 60, e deste modo as densidades de
centro sao dadas por:

1. sem perturbac¢ao
1 tn/2

YA = S A

= 0, 09216.
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6.4 Relacao entre o homomorfismo de Minkowski e as perturbagoes

{0

D

o

2. com perturba¢ao

1 tan/Z

(04 (A)) = (DN @) ENTA) 0,09816.

(b) d(oL(A)) = d(aa(A))-

Exemplo 6.4.3 Sejam L = Q(v/2), A = (6+4v/2)Or um ideal de O, = Z[\/2], ea =2 € OL.
Temos que n = [L : Q] = 2, @, = 8, N(A) =4 e N(a) = 4. Dado x € A, temos que
z = (6 +4v2)(ap + a1v2), com ag,a1 € Z. Assim, Try p(2T) = 136a2 + 272a? + 384aga; e
Trrg(eaT) = 272a§ + 544a3 + 768agay. Portanto t = min{Tryg(2T) : v € A,z # 0} =8 ¢
to = 16, e as densidades de centro sao dadas por:

1. sem perturbacao
1 tn/2

= =0, 17677.
20DL[V2 N(A)

d(oL(A))

2. com perturbacao

1 "2
6(0a(A)) = (oL N (@) BN — 17677

Na figura abaixo, damos um esbog¢o do arranjo das esferas do empacotamento dos reticulados
oL(A) e 0,(A), respectivamente:

Exemplo 6.4.4 Sejam o corpo L = Q(&), K = Q(¢ + C¢5') seu subcorpo mazimal,
A= (2(C + ¢52) + (G + ()0 um ideal de Og = Z[Co + (5! e a = 3 € Og. Temos
quen = [K: Q =3, Ok = 81, N(A) = 3 e N(a) = 27. Dado = € A, temos que
r = (20 + (7)) + (G + GO + (o) + aa(G + 7)) + as(CE + (7)), com a; € Z,
para i =1,2,3. Assim, Trg,o(«T) = 18a3 + 90a3 + 27a3 — 54aras + T2asa;3 €
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Reticulados via perturbagoes do homomorfismo de Minkowski

Trx g(azT) = 54ai + 270a3 + 81a3 — 162a,a, + 216asa3. Portanto

t = min{Trg,(aT) : v € A,z # 0} =9 ety = 27, e deste modo as densidades de centro sao
dadas por:

1. sem perturbacao

1 tn/2
) A)) = =0,125.
(UK( )) 2”|©K‘1/2 N(.A)
2. com perturbacao
1 t n/2

0(0a(A)) = 2"(|@K|N(a))1/2A7(A) =0,125.

(c) d(on(A)) > d(oa(A)).

Exemplo 6.4.5 Sejam L = Q(v/3), A = (3—+/3)OL um ideal de Oy, = Z[\/3], ea = 2+/3 €
OL. Temos quen = [L: Q] =2, ©, =12, N(A) =6 e N(a) = 1. Dado x € A, temos que
z = (3—V3)(ap + a1V3), com ag,a1 € Z. Assim, Tryg(aT) = 24a} + 7243 — T2aa; e
Tryg(ea) = 12a3 + 36a7. Portanto t = min{Tryg(2%) : v € A,z #0} =24 e t, =12, e as
densidades de centro sao dadas por:

1. sem perturbacao

1 /2
d(opL(A)) = DL N(A) = 0, 28868.
2. com perturbagao
) A L to"/? 14434
) = NNy O

Na figura abaixo, damos um esboc¢o do arranjo das esferas do empacotamento dos reticulados
oL(A) e 0,(A), respectivamente:
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6.4 Relacao entre o homomorfismo de Minkowski e as perturbagoes

Exemplo 6.4.6 Sejam o corpo L = Q(¢s), A = (1 + (3)OL um ideal de Op = Z[(] e
a=2+(—C(eOy. Temos quen=[L:Q] =4, D = +256, N(A) =2 e N(a) = 4. Dado
r € A, temos que v = (14 (3)(ao + a1ls + a2 + as(3), com a; € Z, parai=0,1,2,3. Assim,
Trrg(2T) = 8(ai+af + a3+ a3 — apar +apas — a1as — asas) e Ty, g(caT) = 8(ag+af+a3+a3).
Portanto t = min{Tryg(2Z) : © € A,z # 0} = 8 ety = 8, e deste modo as densidades de
centro sao dadas por:

1. sem perturbagao

1 /2
d(oL(A)) = DL NTA) =0,125.
2. com perturbacao
1 tan/2
Y02 = Ny Ny
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CAPITULO

7

Familias de reticulados rotacionados em
dimensoes pares

7.1 Introducao

Na referéncia [15], Flores apresenta exemplos de reticulados algébricos, com densidade de centro
Otimas, que sao versoes rotacionadas dos reticulados Ay, Dy e Eg. Através do parametro
densidade de centro estes eram os unicos exemplos conhecidos na literatura. Deste modo,
neste capitulo apresentamos novos exemplos de reticulados algébricos com densidade de centro
Otima, de dimensoes 2,4, 6 e 8, que sao versoes rotacionadas dos reticulados Ay, Dy e FEg,
respectivamente. Na Secao 7.2, apresentamos familias de reticulados algébricos, com densidade
de centro 6tima, que sao versoes rotacionadas do reticulado As, via os corpos ciclotomicos Q((,)
e via os subcorpos maximais Q(¢,+¢; 1) [16]. Nas Secoes [7.3, 7.4 e 7.5, apresentamos familias
de reticulados algébricos, com densidade de centro 6tima, que sao versoes rotacionadas dos
reticulados Dy, Fg e Eg, respectivamente, via os corpos ciclotomicos Q(¢,) [17] [18].

Sejam I um corpo de numeros, Dr, o discriminante de L, Or, o anel dos inteiros algébricos
de IL, A um ideal principal nao nulo de Op,, N'(A) a norma do ideal A, t = min{Tryq(zT) :
x € A, x # 0} e op(A) os reticulados algébricos obtidos via o homomorfismo de Minkowski.
Lembramos que a utilizacao do software MATHEMATICA foi indispensavel aos cédlculos que
serao apresentados a seguir.

7.2 Rotacionados de A,
Nesta secao, apresentamos familias de reticulados rotacionados em dimensao 2.

e Via o corpo ciclotomico Q(¢,)

Exemplo 7.2.1 Sejam o corpo L = Q((s) ¢ A = (¢OL um ideal de Or, = Z[(s]. Temos que
n=I[L:Q =2 9L =43 eN(A) = 1. Dado xz € A, temos que v = (s(ag + a1(s), com
ag,a1 € Z, e assim pelo Teorema 5.2.11 seque que Tryg(2T) = 2(af + apar + ai). Portanto,
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7 Familias de reticulados rotacionados em dimensoes pares

temos que t = min{Try,q(2T) : v € A,z # 0} = 2, pois ¢ suficiente tomar ap =1 ea; =0, e
deste modo a densidade de centro € dada por:

1 tn/Q
- 20@DL[2 N(A)

(o (A)) = 0, 28868.

Observagao 7.2.1 No Ezemplo7.2.1], o reticulado o1,(A) possui a mesma densidade de centro
do reticulado Ny = As, assim como os reticulados gerados por outros ideais de Z[(s], conforme
tabela abaixo.

A [Nt
(1+G)OL 3 6
20y, 4 8
1+26)0L | 7 |14
BLO. | 9 |18

(2—4C)Op | 12 [ 24
(—4+¢)OL | 13 |26
(—4G) O, 16 |32
(3—5G)0L | 19 |38
(5-C)OL | 21 |42
(5-56)O0L | 25 |50
601 36 | 72

Na figura abaixo, temos um esbo¢o do arranjo das esferas do empacotamento dos reticulados
oL(A), para A =20 e A = (1 4 2(;)OL, respectivamente.

e Via o subcorpo maximal de Q((,)

Exemplo 7.2.2 Sejam L = Q(C12), K = Q(Ci2 + (15) = Q(V3) e A= ((Ci2 + (15) +3(¢3 +
()0 um ideal de Og = Z[(12 + (15]. Temos que n = [K : Q] = 2, Dx = 12 e N(A) = 6.

96



7.2 Rotacionados de A»

Dado o € A, temos que o = (G2 + (1z) + 3(CH, + C12))(a1(Grz + Ciz ) + a2(Cy + €13), com
a1, as € Z, e assim pelo Teorema 5.2.2) seque que Try q(a@) = 72a} +24a3 + 72a1az. Portanto,
temos que t = min{Trg g(a@) : o € A,a # 0} = 24, e a densidade de centro é dada por

1 tn/2

o) = 3o M)

= 0, 28868.

Na figura abaixo damos um esboco do arranjo das esferas do empacotamento do reticulado

TN

Observacgao 7.2.2 No Ezxemplo[7.2.2), o reticulado o (A) possui a mesma densidade de centro
do reticulado Ay = Ay, assim como os reticulados gerados por outros ideais de Z[Ci2 + (1o,
conforme tabela abaixo.

| A TNAT ¢
(—19(¢12 +¢12) +33(¢Ta + €20k | 6 24
(T1(Ci2 + ¢ ) +123(¢F, + ¢15)) Ok 6 24

(10(C12 + ¢19) +18(¢Ty + ¢13)) Ok 24 96
(2(C2 + C12) — 6(¢E, + () Ok 24 96
(—38(Ci2 + (12) — 66(CT, + (1)) Ok 24 96
(4(Ci2 + C12) — 12(¢h, + (13)) Ok 96 384
— =1 2 =
e i s e T
(—40(¢ +1<?‘1) — 72(122 +1§‘2))O 384 | 1536
12 12 12 12 K
(—16(Ci2 +§11‘21) + 48( 2%2 + CE%Q))OK 1536 | 6144
(80(Ci2 + C1p) + 144(¢35 + ¢15))Ok | 1536 | 6144

Observacao 7.2.3 Na verdade, existe uma infinidade de reticulados algébricos rotacionados
de dimensao 2, o resultado a sequir garante este fato.
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7 Familias de reticulados rotacionados em dimensoes pares

Teorema 7.2.1 Se L. = Q((3) e A € um ideal principal nao nulo de O, entao o reticulado
oL(A) possui a mesma densidade de centro do reticulado Ay = A,.

Demonstracao: Se A é um ideal principal ndo nulo de O, entdao A = (a + b(3)OL, onde
a,b € Z, (a,b) # (0,0). Assim,

N(A) = N({a+ b)) = [N(a+bG)| = |a* +b* — ab] = a® + b* — ab.
pois a? + b?> — ab > 0. Dado x € A, temos que
x = (a+b(3)(ag + a1(3) = (aag — bay) + (aa;, + bag — bay)(s,
onde ag,a; € Z. Pelo Teorema 5.2.1, segue que
Trr(2T) = 2[(aag — bar)* + (aay + bag — bay)? — (aag — bay)(aar + bag — bay)] =
= 2a%a — 2a’apay + 2a*a? — 2aba} + 2abaga; — 2aba? + 2b%a3 — 2b*aga; + 2b%*a?
= 2(a® 4+ b* — ab)(ad + a% — apay).

Temos que t = min{Tryg(2T) : © € A,z # 0} = 2(a® + b* — ab), e assim ¢é suficiente tomar
ap =1 e a; = 0. Portanto,

1 /21 2(a® +b* — ab)
T o/Ion NA) T 13 (@B —ab)

e segue o resultado. |

7.3 Rotacionados de Dy

d(aL(A))

= 0, 28868,

Nesta secao, apresentamos uma familia de reticulados rotacionados em dimensao 4.

Exemplo 7.3.1 Sejam o corpo L = Q((s) e A = (1 + (3)OL wm ideal de O, = Z[(g).
Temos que n = [L : Q] = 4, D = £256 ¢ N(A) = 2. Dado x € A, temos que
r = (1+)(ap + a1ls + a3 + a3(3), com ag,a1,as,a3 € Z, e assim pelo Teorema [5.2.1
seque que Try, o(2T) = 8(ag + af + a3 + a3 — apar — aras + apas — asas). Portanto, temos que
t = min{Try,g(zT) : x € A,x # 0} = 8, pois € suficiente tomar ap =a; =1 eay =a3 =0, ¢
deste modo a densidade de centro € dada por:

1 tn/2
- 2DLY2 N(A)

5(o(A)) — 0,125,

Observagao 7.3.1 No Ezemplo7.3.1), o reticulado o1,(A) possui a mesma densidade de centro
do reticulado Ny = Dy, assim como os reticulados gerados por outros ideais de Z[(s], conforme
tabela abaizo.
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7.4 Rotacionados de Ejg

| A [ NA) [ ¢t ]
(14 s+ ¢+ ¢3)OL 8 16
(1—C¢s+2C8)0L 18 | 24
(2¢s + 2C§)OL 32 32

(24 2¢+ ¢+ ¢)OL 50 | 40
(=345 —bC2+CHoL | 72 | 48
(246G +62+2CH0L | 128 | 64
(143G —202+2000L | 162 | 72

B+ G+ (2 -3¢0 200 | 80

(1+4¢+2C3— (3O | 242 | 88

(4¢s + 2¢2 +2¢3) O, 288 | 96
(243 —32+2C3)0L | 338 | 104

7.4 Rotacionados de Fjg

Nesta secao, apresentamos uma familia de reticulados rotacionados em dimensao 6.

Exemplo 7.4.1 Sejam o corpo L = Q(o) e A= (1+ (o + C2+ ¢+ Co + ¢3)OL um ideal de

OL = Z[¢). Temos quen = [L : Q] =6, D, = £3° e N(A) = 9. Dado x € A, temos que

ro= (14 G+ G+ @+ ¢+ a + ey + ao(y + az(y + asly + as(y),

com a; € Z, para i = 0,1,2,3,4,5, e asstim pelo Teorema 5.2.1 seque que
5

Try(eT) = 18(Za?+a0a1 +ayas — apaz+axa3 — Aoy — G104+ A304 — QA5 — Q105 — 205+ G4as5).
i=0

Portanto, temos que t = min{Try,g(2T) : v € A,x # 0} = 18, pois € suficiente tomar ag = 1

ea, =ay =as =ay = as =0, e deste modo a densidade de centro ¢ dada por:

1 tn/?

6(oL(A)) = 2D V2 N(A)

= 0,07217.

Observacao 7.4.1 No Ezemplo7.4.1), o reticulado o1,(A) possui a mesma densidade de centro
do reticulado Ng = Eg, assim como os reticulados gerados por outros ideais de Z[(o], conforme
tabela abaizo.
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7 Familias de reticulados rotacionados em dimensoes pares

| A [(NA) [ ¢ ]
(2—Go—G)OL 9 [18

(1 —2¢5 + G5 + 2G5 — 2¢3)OL 9 |18
(1426 +2(3 + (3)OL 9 |18

(1+G+G—-CG-CG-C)0L 243 | 54
(—2+ G+ G- -CG+23)0L | 243 | 54
(2+ 26+ 22+ G —2¢0—205)0, | 243 | 54

2+ 20 + 283)OL 576 | 72
(=26 — 2¢§ — 25)O 576 | 12
(=26 + 2C2 + 203 — 20H oL 576 | 72

(1+C+C—2C —2CE—2¢)0L | 3087 | 126
(24+2¢ +2¢5 — ¢ — Co — ¢3)OL | 3087 | 126

7.5 Rotacionados de Fg

Nesta secao, apresentamos uma familia de reticulados rotacionados em dimensao 8.

Exemplo 7.5.1 Sejam o corpo L = Q(Ca) € A= (=1 — (a0 + (3o + Cog + (50)OL um ideal de
OL = Z|(o0). Temos quen = [L: Q] =8, Dy, = +£2%5° ¢ N(A) = 80. Dado = € A, temos que

z = (=1 —Coo+ (3p + (3o + (30) (a0 + a1loo + a2(3y + asCy + aslsy + as5y + asSy + 07607); com

a; € Z, para i = 0,1,---,7, e assim pelo Teorema 5.2.1 seque que Try o(2T) = 40(2@2 +
i=0

Ao + a1a9 — apas + G203 — Agl4 — G104 + A304 — Q105 — 205 + A405 + AgGg — A20g — Q306 + Q506 +

apay +aiar —asay —agar +agar). Portanto, temos que t = min{Tryp(2T) : v € A,z # 0} = 40,

pois € suficiente tomar ag = a1 = a4y = —1, apo = ag =1 e a3 = a5 = a7 = 0, e deste modo a

densidade de centro € dada por:

1 tn/2
2D V2 N(A)

§(or(A)) =0, 06250.

Observacao 7.5.1 No Ezemplo7.5.1), o reticulado o1,(A) possui a mesma densidade de centro
do reticulado Ag = Eg, assim como os reticulados gerados por outros ideais de Z[(a], conforme
tabela abaixo.
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7.5 Rotacionados de Ejg

| A TNA) ] |
(G20 — €50 — C50 + Ca0 — €30)OL 80 40
<_1 — G0+ C%O - Cgo + Cgo - C;O)O]L 30 40
(Cgo + C%o - Cgo - Cgo - <;O>O]L 80 40
(—1+ C%O — Cgo - %O - go)OJL &0 40
(=30 + o0+ C0 — C30 + G50)OL 80 |40

(=1 = Co0 — G50 — Co + Ca0 +C30 — C50)OL | 405 | 60
(1 = C30 + G0 + C30 — 30 + €50 — C20)OL 405 | 60
(1 + Gao + G50 + S50 — €50 — €50 — €50)OL 405 | 60

(1 + Goo + ¢ + (3o — Ca0 — C0 + ¢50)OL | 405 | 60

( )OL

( )OL

1+ Ca0 + C30 + $30 1 $50 + €50 — Cho 405 | 60
1 — G0 + (30 + 30 + (30 — €50 + (o 405 | 60

Observacao 7.5.2 Neste capitulo, apresentamos exemplos de reticulados algébricos rotaciona-
dos de dimensao 2, 4, 6 e¢ 8. Para as dimensoes 3, 5 e 7, nao consequimos obter reticulados
algébricos com densidade de centro otima.
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