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Resumo

Este trabalho estd relacionado com a Teoria Algébrica dos Ntimeros e
aplicagoes em Reticulados Ideais. Descrevemos os corpos cujo condutor
é poténcia de primo. Quando o primo é dois, descrevemos também o
anel de inteiros. Quando o primo é impar calculamos o discriminante de
um modo alternativo ao existente na literatura. Neste caso, e quando
0 corpo tem como grau o proprio primo impar, descrevemos o anel
de inteiros com uma base integral e a forma trago associada, além do
minimo euclidiano. Com isso, obtemos uma familia de reticulados ideais

de dimensao prima impar.



Abstract

This work is relate to Algebric Number Theory and applications in
Ideal Lattices. We describe number fields with power prime conductor.
In the case prime two, we showed the ring of integers. For odd prime,
we give a new proof for formula of discrimanate. In the case that the
the degree of the field is the odd prime, we describe the ring of integers,
the trace form associated and the Euclidean minimum. With this, we

have a family of ideal lattices in odd prime dimension.
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Introducao

Este trabalho foi motivado pelas varias construgoes de reticulados e reticulados ideais
utilizando ferramentas algébricas, em especial, corpos de ntmeros e ordens sobre corpos
de nameros, [1], [4], [5], [10], [11], [12], [29], [36]. A grande maioria desses métodos sao
baseados em corpos ciclotébmicos ou corpos maximais de corpos ciclotomicos. Nesta linha
tem sido obtidos resultados significativos, envolvendo reticulados e reticulados ideais com
bons parametros, seja para a densidade de centro de reticulados no R™ ou para distancia
produto minima de reticulados ideais, utilizando esses corpos. Por outro lado, existem uma
enorme quantidade de corpos abelianos que podem ser utilizados para gerar reticulados. Para
isso, é necessario conhecer algumas caracteristicas sobre esses corpos abelianos, tais como,
elemento gerador, discriminante, anel de inteiros e forma traco. Como o discriminante para
corpos abelianos ja é conhecido, [13], [24] e [18], este trabalho inicia-se pela caracterizagao
de corpos de numeros abelianos contidos em extensoes ciclotomicas ciclicas. Encontramos
um gerador para cada subcorpo cujo condutor é uma poténcia de primo. Para alguns casos

particulares apresentamos também o anel de inteiros.

Entretanto, para gerar reticulados e reticulados ideais é necesséario o conhecimento do anel
de inteiros e da forma traco. Para cada corpo de nimeros de grau p e condutor p?, onde p
é um primo impar, obtemos o anel de inteiros e a forma trago associada. Para estes corpos,
obtivemos o ideal reticulado gerado pelo anel de inteiros. Com isso, foi possivel calcular o

minimo euclidiano, sendo provado que esses corpos satisfazem a conjectura de Minkowski.

De um modo geral, apresentamos neste trabalho a descricao de corpos cujo condutor é

poténcia de um primo e no minimo euclidiano para corpos de grau primo impar p e condutor

p°.

Neste sentido, a seguir listamos nossas principais contribuicoes do presente trabalho.

1. No Teorema 3.9, apresentamos uma nova demonstracao para a férmula do discriminante

de corpos cujo condutor é um poténcia de um primo fmpar.
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2. No Teorema 5.2 descrevemos uma expressao para os corpos de condutor poténcia de

um primo fmpar.

3. No Teorema 6.2, descrevemos todos os corpos cujo condutor é poténcia do primo 2. Ex-
istem trés familias de corpos cujo condutor é poténcia do primo 2. Duas destas familias,
uma consistindo de corpos ciclotémicos e a outra consistindo de subcorpos maximais
reais de corpos ciclotomicos, ja sao bem conhecidos os anéis de inteiros algébricos. A
Proposicao 6.4, que fornece os anéis de inteiros para os corpos da outra familia, onde

eram desconhecidos os respectivos anéis de inteiros.

4. No Teorema 7.2, apresentamos uma base integral para os corpos de grau p e condutor
p%, que é o Unico corpo que possui essas caracteristicas, sendo p um primo fmpar, e
no Corolario 7.3, apresentamos a matriz da forma trago para estes corpos. O anel de

inteiros destes corpos gera um reticulado ideal integral.

5. No Teorema 7.3, apresentamos um limitante superior para o minimo euclidiano do corpo
de grau p e condutor p?, onde p é um primo fmpar. Tal corpo satisfaz a conjectura de
Minkowski.

A seguir, descreveremos brevemente os resultados presentes na literatura e, de forma mais
detalhada, os resultados frutos deste trabalho.

No Capitulo 1, apresentamos a Teoria Algébrica dos Numeros, onde sao introduzidos, na
Secao 1.1, as extensoes de corpos, os numeros algébricos e os inteiros algébricos. O Teorema
1.4, conhecido como Teorema Fundamental da Teoria de Galois, é o resultado mais impor-
tante da secao. O Corolario 5.1, como resultado do Teorema 1.4, classifica quais extensoes
ciclotomicas sao ciclicas. Também sao apresentadas as extensoes quadraticas e ciclotomi-
cas, que sao exemplos de extensoes de Galois. Na Secao 1.2, apresentamos o Teorema de
Kronecker-Weber, que afirma que toda extensao abeliana finita estd contida num corpo ci-
clotomico e, em seguida, definimos o condutor de uma extensao abeliana. Na Secao 1.3,
apresentamos os principais resultados sobre integralidade, em especial, definimos o anel de
inteiros algébricos de um corpo de ntmeros e introduzimos o conceito de base integral. Tam-
bém sao definidos a norma e o traco numa extensao de Galois, assim como os conceitos de
homomorfismo real e imaginario, e a assinatura de um corpo de nimeros. Dedicamos a Secao
1.4 aos anéis e modulos noetherianos e aos anéis de Dedekind, que sao anéis em que vale a
unicidade da fatoracao de ideais fraciondrios em ideais primos, conforme o Lema 1.1. Também
¢ definida a norma de um ideal integral. Na Secao 1.5, tratamos sobre ramificacao. Sendo
L|K uma extensao de corpos, apresentamos a decomposicao de um ideal primo de O em
ideais primos de Op. Sao definidos os principais fatos sobre essa decomposicao e, também,
a igualdade fundamental para uma extensao separavel. O Teorema 1.16 fornece o Teorema
de Kummer, um método computacional para fatorar um ideal primo numa extensao, do qual

apresentamos alguns exemplos de decomposicgao.
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No Capitulo 2, apresentamos os niimeros p-adicos, introduzidos no inicio do século XX,
pelo matematico Kurt Hensel (1861-1941). Na Segao 2.1, sao apresentados as localizagoes e
os anéis de fragoes, em especial a localizagao de um anel em um ideal primo p. Também sao
definidos anel de valorizagao discreta e a funcao valorizagao. Na Secao 2.2, sao introduzidos
os inteiros p-adicos e os numeros p-adicos, resultando nos anéis de inteiros p-adicos e nos
corpos de nimeros p-adicos. Também apresentamos o conceito de extensao fracamente ram-
ificada. Na Secao 2.3, definimos a valorizacao p-ddica sobre os corpos p-ddicos, dessa forma,
finalizando o capitulo.

No Capitulo 3, apresentamos os resultados de diferente e discriminante, onde na Segao 3.1,
apresentamos o conceito de discriminante e, em especial, o discriminante de uma extensao, o
discriminante de um corpo de nimeros e o discriminante absoluto de um corpo de ntimeros,
assim como alguns fatos sobre o discriminante. A Proposi¢do 3.4 apresenta uma condigao
necesséria e suficiente para um conjunto ser uma base integral para uma extensao. Na Secao
3.2, apresentamos os principais resultados para o cdlculo do discriminante conhecidos na
literatura. Na Secao 3.3, a partir do Op-mdédulo dual, apresentamos o codiferente de uma
extensao, que é um ideal fraciondrio. O inverso multiplicativo do codiferente é o diferente.
Em seguida, apresentamos o conceito de ideal discriminante, que esta diretamente relacionado
com o diferente. Na Secao 3.4, utilizando os corpos de niimeros p-adicos, o ideal discriminante
e o diferente, partindo da Proposicao 3.5, provamos o Teorema 3.9, que fornece o discriminante
absoluto de corpos de numeros cujo condutor é uma poténcia de um primo impar, de um
modo alternativo a referéncia [24]. Ressaltamos que a demonstracao para o Teorema 3.9,
presente em [24], é baseada nos caracteres de Dirichlet. Neste trabalho apresentamos uma
demonstracao fazendo uso de corpos p-ddicos e do diferente. Também sao apresentadas
algumas consequéncias desse resultado.

No Capitulo 4, apresentamos os conceitos de reticulados e a Conjectura de Minkowski.
Na Secgao 4.1, apresentamos os reticulados no R™, que sao subconjuntos discretos contidos
no espacgo euclidiano n-dimensional R™ que formam um grupo aditivo. Também apresenta-
mos as matrizes geradora e de Gram de um reticulado, onde a matriz geradora caracteriza o
reticulado. Também foram estabelecidos quando dois reticulados sao equivalentes e congru-
entes. Na Secao 4.2, apresentamos o homomorfismo canonico ou de Minkowski, geradores de
reticulados no R™ a partir de ideais fracionarios de corpos de numeros. Definimos, na Secao
4.3, os reticulados ideais, inicialmente como uma generalizagao para os reticulados. Na Secao
4.4, apresentamos o homomorfismo torcido, que generaliza o homomorfismo de Minkowski
apresentado na Secao 4.2, sendo o homomorfismo de Minkowski um caso particular do ho-
momorfismo torcido. Também provamos que, em determinadas situacoes, reticulados ideais
e reticulados no R™ sao equivalentes. Na Sec¢ao 4.5, apresentamos o minimo euclidiano, sendo
este baseado no algoritmo de Euclides. De modo informal, o minimo euclidiano mede o quanto
distante estd o corpo de nimeros de ser um corpo euclidiano. Com isso, reunimos todas as
definigbes necessarias para apresentar a conjectura de Minkowski, na Secao 4.6. A conjec-

tura de Minkowski foi apresentada inicialmente para reticulados no R™ e, posteriormente,
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foi estendida para corpos de niimeros totalmente reais, utilizando o minimo euclidiano. Fi-
nalmente, na Secao 4.7, apresentamos algumas cotas para o minimo euclidiano conhecidas.
Destacamos que, embora a conjectura de Minkowski seja para corpos de niimeros totalmente
reais, o limitante também vale para outros corpos. Em particular, apresentamos o resultado

para corpos ciclotomicos.

Detalhamos, a seguir, as partes centrais deste trabalho. Os Capitulos 1, 2 e 4 sao pré-
requisitos para o presente trabalho e nao apresentam nenhuma de nossas contribuicoes. Deste
modo, nos Capitulos 3, 5, 6 e 7 apresentamos as contribuicoes sobre a obtencao de subcor-
pos de corpos ciclotomicos com seus respectivos anéis de inteiros e, também, aplicacoes na

construgao de reticulados ideais.

Capitulo 3

Seja K um corpo de nimeros cujo condutor é p", onde p é um primo impar, e L = Q(§)

o p"-ésimo corpo ciclotomico, onde = &,». Para calcular o discriminante de K utilizamos

os corpos p-adicos e o diferente. Sejam L, = Q,({,) = LQ, e K, o subcorpo de L, de grau
n—1

ep"”*. Observamos que K, = KQ,. Como 01, 0, = 070 € 0k,|0, = 0K|Q, Segue que ¢

suficiente calcular 0 |q, -

Com esta notagao, apresentamos uma nova demonstragao para a formula do discriminante
de corpos de numeros cujo condutor é uma poténcia de um primo impar, que é sumarizada

nos seguintes resultados.

Lema 3.2. O discriminante absoluto do corpo p-ddico K, ¢ dado por
ldk,0,] = D%

onde a = e[(n + 1)p"~1 —

Como consequéncia obtemos o seguinte teorema.

1

Teorema 3.9. Se K é o subcorpo de Q(&yn) de grau ep”™', com p um primo impar e

elp — 1, entao
’dK‘Q’ :pa7

onde a = e[(n + 1)p"~1 —
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L= @(gp”) L, = Qp(fp”)
e » X
P K K,
Q(fp”—l) — Qp(ép"—l)
epn—1
(p—1)p" 2 7 (p—1)p" 2
Q Qp

Figura 3.1: Relacao entre corpos de ntimeros e corpos de ntimeros p-adicos.

Corolério 3.1. Se K é o subcorpo de Q(&,) de grau e, entao

’dK| = pe_l.

Corolario 3.2. Se K é o subcorpo de Q(¢,2) de grau p, entao

ldic| = p*P=Y.

Capitulo 5

O objetivo deste é apresentar uma descricao para os corpos de nimeros cujo condutor é
p", onde p é um primo impar. Para isso, sejam L = Q(§,r) o p"-ésimo corpo ciclotomico e K
um subcorpo de L com condutor p”. Na Secao 5.1, sdo apresentados os principais resultados

sobre extensoes ciclicas conhecidos na literatura, tais como.

Proposicao 5.1. Seja L = Q(&,) o n-ésimo corpo ciclotomico, com n € Z um inteiro
positivo. O grupo de Galois G = Gal(L|Q) da extensao L|Q é isomorfo ao grupo multiplica-

tivo (Z/nZ)*, dos inteiros inversiveis médulo n.

Proposicao 5.2. O grupo multiplicativo de Z/4Z é ciclico, gerado pela imagem canodnica de
3€Zem ZJ/AZ. Se r > 3, entdo (Z/2"Z)* = (a, ) nao é um grupo multiplicativo ciclico,

onde o possui ordem multiplicativa 2 e 3 possui ordem 2”2 no grupo multiplicativo (Z/2"Z)*.

O proximo teorema, classifica para quais valores de n, onde n é um inteiro positivo, o

grupo multiplicativo (Z/nZ)* é ciclico.
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Teorema 5.1. O grupo multiplicativo (Z/nZ)* é ciclico se, e somente se,
n=2,4,p" ou2p",

onde p > 2 é um primo impar e r > 1 é um inteiro.

Pelo Teorema Fundamental da Teoria de Galois (Teorema 1.4), tem-se quais extensoes

ciclotomicas sao ciclicas.

Coroldrio 5.1. As tnicas extensoes ciclotomicas ciclicas dos racionais sao Q(i) e

Q(&r) = Q(&2pr), onde p é um primo fmpar e r > 0 um inteiro.
Tem-se também o seguinte resultado que serd utilizado no Capitulo 6.

Corolario 5.2. O numero de subgrupos de um grupo ciclico é o nimero de divisores da

ordem do grupo.

Como a extensao L|Q é ciclica, segue que para cada divisor k do grau de L sobre Q, existe
exatamente um subcorpo K de L com [K : Q] = k. Assim, para encontrar um subcorpo
de L de um grau previamente fixado n é suficiente encontrar um elemento algébrico 6 com
o referido grau. Por outro lado, provar diretamente pela definicao que 6 tem n poténcias
linearmente independentes sobre Q nao é uma tarefa facil. Uma idéia interessante é utilizar
os conjugados de 6.

Baseado no Teorema 1.2, segue o nossa contribuicdo mais importante desta secao, que

serd utilizado para obter o gerador do subcorpo de L.

Proposicao 5.6. Seja 6 € L = Q(&,r). Se 6 possui exatamente n conjugados distintos
em L entao o corpo K = Q(0) possui grau n sobre Q. Além disso, K é o dinico subcorpo de

L que possui grau n sobre Q.

Na Secao 5.2, descrevemos explicitamente o corpo K, que é dado por Q(f), onde
0 = Trpg(&r). Para isso, considere p(x) = @pr(x) = 1+ R R
p"-ésimo polinémio ciclotémico e n = ¢(p") = (p—1)p" ", onde ¢ é a fungao de Euler. Sejam
o um gerador de Gal(L|Q) e a € Z um inteiro positivo com 0 < a < p” tal que o(&) = £°.

Desse modo, tem-se que

Gal(LIQ) = {o,0% ...,c® V""" =14},
r—1

Gal(K|Q) = {O’|K,O"2K,...,0"e£. =Idk} e

r—1 err—l

Gal(L|IK) = {oc? o ,...,U(pfl)pr_lzldL}.
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A préxima proposigao é utilizada diretamente na Proposicdo 5.10, onde é demonstrado
que os conjugados de 6 sao distintos, o que, juntamente com a Proposigao 5.6, resulta no

Teorema 5.2, que fornece a descrigdo do subcorpo K, que pode ser expresso como Q(6).

Proposigao 5.7. Seja h € Z[x] um polindémio de grau < p” — 1. Se h(£) = 0 entao h = g,

r—1

onde g € Z[x] é um polindémio de grau < p"~' — 1 e h tem [p termos nao nulos, onde [ é o

nuamero de termos nao nulos de g.

Para cada n € Z, denotamos por n’ o representante da classe lateral n + p"Z em Z/Z,r,
, . . o . ’ s o r—1 ’ .
onde n/ é um inteiro positivo com 0 < n’ < p" e « s = (a?¢P" %) Com isso, obtemos uma

outra expressao para os conjugados de 6.

Lema 5.2. Se fs(z) = 2%s + 2% + - 4+ 2%-15_ entdao fs é um polinémio de grau < p" — 1

e 0®(0) = f().

Desse modo, tem-se na Proposicao 5.10 que todos os conjugados de # em K sao distintos.

O resultado mais importante do capitulo é dado pelo seguinte teorema.

Teorema 5.2. Seja K um subcorpo de L = Q(§) com [L : K| = €, onde e, ¢/ > 1
sao inteiros com ee/ = p—1. Se 0 = Trpk(§) entdo K é o tinico subcorpo de L cujo
grau é ep” !

a=ce[(n+1)p"t -

, K = Q(0) e o discriminante absoluto de K é dado por |dx| = p®, onde
] :

A figura abaixo apresente um diagrama dos subcorpos utilizados no Teorema 5.2.

Q(ﬁp”) o
\
P K =Q(0)
Q(gp"’l) 1
ep
(p—1)p" 2

Figura 5.1: Subcorpo de Q(&,r) e grau ep”*.

Apresentamos, na Se¢ao 5.3, uma nova demonstragao da descri¢gao dos subcorpos K do

p-ésimo corpo ciclotomico Q(&,), conforme os seguintes resultados.

Lema 5.5. O subcorpo K do p-ésimo corpo ciclotomico L = Q(&,) é dado por K = Q(6),
onde 6 = Trp k(&)
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Teorema 5.3. O subcorpo K do p-ésimo corpo ciclotomico L = Q(&,) é dado por K = Q(6),
onde 0 = Trp (&), os conjugados de § em K formam uma base integral para o anel de in-

teiros Ok de K, e o discriminante absoluto de K é dado por |dx| = p*, onde u = [K : Q] — 1.

A figura a seguir apresenta um diagrama dos subcorpos utilizados no Teorema 5.3.

Figura 5.2: Subcorpo de Q(,) e grau e.

Na Secao 5.4, apresentamos os corpos de condutor poténcia de 3, onde provamos que
apenas corpos ciclotéomicos e corpos maximais reais de corpos ciclotomicos podem possuir

condutor poténcia de 3, onde os corpos podem ser vistos na figura abaixo.

Q(&s) 2
3 Q& +&5)
Q(53T1)\2 3
3 Q&gr-1 +&501)
3
3
Q(&3) 3
2
Q

Figura 5.3: Subcorpos de Q(&3r).

O proéximo corolario é o principal resultado desta secao.



Introducao 23

Corolédrio 5.3. Se K é um subcorpo de L, com [K : Q] # 1, entdo existe um inteiro
positivo s, com s < r, tal que K = Q(&3) ou K = Q(&3s + 5321) Se K = Q(&3+) entao o anel
de inteiros de K é Ox = Z[¢ss], e o discriminante absoluto de K 6 32[(r+1)3" 1 =(3"=1)/2]-1,
Se K = Q(&s + &5.1), entdo o anel de inteiros de K é Ox = Z[¢3s + &5.'], e o discriminante
absoluto é dado por 3%, onde a = [(r +1)3"~! — (3" — 1)/2] — 1.

Capitulo 6

O Capitulo 6 é motivado pela conjectura apresentada no trabalho de Girald et al. [12],

1997, a saber, que o homomorfismo canénico do anel de inteiros de Q[f], onde

0 = \/ 24+ V24 ...4+/2, pode ser utilizado para construir um reticulado Z"-rotacionado.
Surgiu a ideia de provar que tal corpo é o subcorpo maximal de um 2"-ésimo corpo ciclotomico

L =Q(¢), onde £ = &or é uma raiz p"-ésima primitiva da unidade e » > 1 é um inteiro positivo.
Note que nao existe um método na literatura que descreva a estrutura de um subcorpos K de
Q(&ar), exceto quando K é um subcorpo maximal. Pela Proposicao 5.2, tem-se que a extensao
Q(¢)|Q nao é uma extensao ciclica, sendo que o grupo de Galois é gerado por dois elementos,
um de ordem 2 e outro de ordem 2"~2. A Secdo 6.1, é destinada a obter a quantidade de sub-

corpos que L possui, sendo o resultado mais importante da secdo dado pelo seguinte corolario.
Corolario 6.2. O nimero de subcorpos de L é 2+ 3(r — 2).

O objetivo da Secao 6.2 é encontrar todos os subcorpos que L possui, assim como os

respectivos anéis de inteiros e o discriminante absoluto, onde consideramos r > 2.

1 2
Lema 6.3. Se v € R, entao cos(y) = + —Fc#(’y).

27

Proposicao 6.2. Se & = e2F é uma raiz 2F_ésima primitiva da unidade, entéo

€2k+£2k1:2COS(§7]:):\/2+\/2—|—"'—|—\/§.

Introduzindo a notagao 6 = & —1—{2_,} = \/2 + V24 -4+ +/2, onde o algarismo 2 aparece
k — 2 vezes, e 0, = —i(Exr — 5;}) = \/2 —V/2+ -4+ /2, onde o algarismo 2 aparece k — 2

vezes, obtém-se a relagao

1 o
Eop = 5(916 + Z@k),

sendo o seguinte teorema o resultado mais importante desta segao.

Teorema 6.2. Os subcorpos de L = Q(&2r), onde 7 > 3 é um inteiro positivo, sao Q, Q(&y;),

para j = 2,3,...,7 e Q(0x), Q(i0y), para k = 3,4,...,7, com 0 = \/2+\/2+~-+\/§,
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onde o algarismo 2 aparece k — 2 vezes.

Na Figura 6.1 temos um diagrama dos subcorpos do Teorema 6.2, onde, para deixar o

grafico mais claro, omitimos algumas inclusces.

Q(&2t)

:
/

Q(&s)
/ ? X
Q(ibs) Q(&4) Q(0s)
2
Q

Figura 6.1: Subcorpos de Q(&ar).

Uma vez que encontramos os subcorpos, é necessario encontrar o anel de inteiros de Q(i6),

que é descrito nos seguintes resultados.
Proposicao 6.4. Para todo k > 2 inteiro positivo, o anel de inteiros de Q(i6y) é Z[ify].

Coroldrio 6.3. Para o subcorpo Q(&,;) de L = Q(&2r), como no Teorema 6.2, o discriminante
absoluto é dado por 28, onde 3 = (j —1)2771, e 0 anel de inteiros é Z[¢2r]. Se o subcorpo é
Q(Og41) ou Q(ify 1) entdo o discriminante absoluto é dado por 2%, onde 8 = k2~ —1, e 0

anel de inteiros é dado por Z[0k1] ou Z[if)11], respectivamente.

Na Segao 6.3, apresentamos a construgao presente em [1] de reticulados Z"-rotacionados

sobre o subcorpo maximal real Q(#) do 2"-ésimo corpo ciclotémico Q(&2r), onde, pela Segao

6.2, tem-se que 0 = & + 5271 = \/2 + V24 ---4++/2. Uma construcdo similar pode ser
encontrada em [29].




Introducao 25

Proposigao 6.5. Para todo p primo impar e 7 inteiro positivo, tem-se que

0, se mde(k,p") < p"
Trogoar) =4 -~ semde(k,p’) =p"

(p—1)p"", semde(k,p") > p" .
Quando p = 2, para o subcorpo maximal K de L tem-se o seguinte corolario.
Corolario 6.4. Se K = Q(¢ + ¢71) entdo

0, se mde(k, 2") < 21
TTK|@(§k +&M) =4 21 se mde(k,2") = 27,
2r=1 se mdc(k,27) > 2L

Proposigao 6.6. Considere eg =1 e ej =& + ¢/, para j =1,2,...,2"2 — 1.

—2r=1 sej=0;

i) Sej=1,2,...,2"72 — 1, entdo Trioleje;) = { 0 eas comtrério

—2r=l se j=1;

ii) Se 7 # 0, entao T'r ejeg) =
) J# K\Q(]O) {0, se j 1.

—2r—1 ge l7 — k|l =1,

iii) Se j # 0, k # 0e j# k, entdo Trrg(ejer) = { 0 s li — k| #1.

Além disso, a construcao de um reticulado Z"-rotacionado é dada pela seguinte proposicao:

Proposigdo 6.7. Sejam K = Q(£ + ¢71) o subcorpo maximal real do 2"-ésimo corpo ci-

2r=2-1
clotémico Q(&xr) e a= (1 —&)(1+&) =2 — (£ +&71). Considere f; = Z er. O conjunto
k=0
{fo, f1,--, for—1_1} é uma base integral para Ok que satisfaz
1
FTTKM@(O‘fjfk) = Ojk,

onde d;; é o delta de Kronecker, isto é, d;, = 0, se j # k, e §;; = 1. Assim, o reticulado

ideal integral (O, o) é um reticulado Z"-rotacionado, onde ¢, : Ox X Oxg — Z é a forma
1

bilinear simétrica dada por qu(x,y) = FTTMQ(cwy), para todo z,y € O e n = 22,

A Proposigao 6.7, juntamente com o Corolario 6.3, fornece a resposta da conjectura dada
em [12].
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Capitulo 7

No Capitulo 7, trabalhamos sobre o corpo de grau p e condutor p?, onde p é um primo
fmpar. Sejam L = Q(¢) o p*-ésimo corpo ciclotémico e K o subcorpo de L de grau p. O
objetivo é encontrar o maior nimero possivel de informacoes sobre K. Neste sentido, sao
obtidos o anel de inteiros de K, uma base integral, o discriminante absoluto, a forma trago
e um limitante para o minimo euclidiano de K, e também provamos que o corpo K satisfaz
a conjectura de Minkowski. Tem-se também que Ok gera um reticulado ideal, através do

homomorfismo de Minkowski, onde sao utilizadas as técnicas presentes em [3] e [22].

Proposigao 7.1. Se L = Q(&,2) e K é um subcorpo de L, com grau p, entdo K = Q(0),
onde 0 = T'rpx(§p,), e o discriminante absoluto de K ¢é dado por |dk| = p2e=h),

Q(pr)
p—1
» K=Q0)
Q(&p) P
p—1

Figura 7.1: Subcorpo de Q(¢,2) e grau p.

Utilizando a descrigao da forma traco dada em [22], segue a descri¢ao para a forma trago

sobre o corpo K, que é dado pelo seguinte corolério.

Corolario 7.1. Sejam L = Q(,2) o p?-ésimo corpo ciclotéomico e K é o subcorpo de L,

com grau p. Se 6; = Trpx(§,2) entdo

Triig(bpty) = p;

TTK|Q(HPGJ) = 07 se de(p’j) = 17

Trgip(tid;) = —p, se mdc(p, i) = mde(p,j) = 1,i # j (mod p?);
Triig(0;0;) = plp—1), semde(p,j)=1.

A seguir, definimos o reticulado Ly, e apresentamos o seu determinante, conforme [22].

Teorema 7.1. Sejam n € Ne b € R com b > n. Se L, é um reticulado no R" com
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matriz de Gram dada por

onde I, é a matriz identidade de ordem n e J, € {1}"*™ é uma matriz n X n com todas
entradas 1, entdo Ly, é um reticulado definido positivo com determinante (b — n)b" 1.

Como 6 possui p conjugados, tomamos p — 1 elementos no conjunto dos conjugados de 6,

sendo esses elementos denotados por 0;,0;,,...,0; . Também denota-se 0;, = 0. Desse
modo, tem-se o conjunto {0j,,6;,,...,0; ,}.
Lema 7.2. O conjunto {6j,,0;,,...,0;,_,} gera um reticulado com matriz de Gram dada
por

1 0 0 0

0 p—1 -1 1

=
)
o
[
S
|
[
|
—

[es}
|
—_
|
—_
i~
|
—_

e determinante p2®—1).

No proximo teorema apresentamos o resultado mais importante deste capitulo, descrevendo

uma base integral para Ok e a forma traco sobre K.

Teorema 7.2. Sejam K um subcorpo de L = Q(§,2) de dado grau p, 6 = Trp g (§,2) e
0, = TrL|K(§£2) = Trp g (&p). O discriminante absoluto de K é p?P=1. Se 0;,,0,,,... 05,4
sao p — 1 conjugados distintos de § em K, entao o conjunto B = {0;,,0;,,...,0;,_,} ¢ uma
base integral para o anel de inteiros Ok de K e a matriz de Gram do reticulado algébrico
gerado a partir do anel de inteiros Ok de K, pelo homomorfismo canénico o : K — RP, é a

matriz A de ordem p x p dada por

1 0 0 0
0 p—1 -1 ~1
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O reticulado ideal (Og,T'r) é dado por:

Corolério 7.3. Sejam K um subcorpo de L = Q({,2) de dado grau p, 0 = Trpx(§,2),
0, = TTL|K(§’£2) =Tr k(&) e B=1{0j,,0j,,...,0;,_,} uma base integral para K. A forma
traco sobre K,

Tr:KxK — Q

(z,y) — Trglzy),

é caracterizada pela matriz

1 0 0 0

p—1 -1 —1

A=|0 -1 p-1 —1
0 -1 -1 p—1

Além disso, (Ok,T'r) é um reticulado ideal integral.

Finalmente, apresentamos na Secao 7.2 um método para calcular um limitante para o
minimo euclidiano de K, resultando que K satisfaz a conjectura de Minkowski, que é dado

pelo seguinte teorema.
. L1 , 1
Teorema 7.3. O Minimo Euclidiano do corpo K é dado por M (K) < 27;‘/ |dk|.

De modo geral, tem-se o seguinte corolario.

Corolario 7.4. Seja p um primo impar. Qualquer corpo de condutor p? e grau p satis-

faz a conjectura de Minkowski.



Capitulo

Teoria Algébrica dos Numeros

Neste capitulo apresentamos os resultados basicos da teoria algébrica dos ntimeros que
serao necessarios para o desenvolvimento dos demais capitulos. Basicamente, todos os re-
sultados contidos neste capitulo encontram-se no livro intitulado Algebraic Number Theory
de J. Neukirch [23], Neste sentido, sempre que referimos a um inteiro primo ou um nimero
primo estamos referindo a um inteiro positivo primo no anel dos inteiros Z. Um corpo K
estd sempre contido nos nimeros complexos. Além disso, neste e nos demais capitulos, salvo
mencao contraria, um anel é um dominio, isto é, um anel comutativo com unidade sem divi-
sores proprios de zero. Usaremos indistintamente esses dois termos. Para cada n € Z inteiro
positivo, com n > 2, &, é uma raiz n-ésima primitiva da unidade, que, quando nao tiver

ambiguidade, serd denotada por £. O corpo Q(&,) é o n-ésimo corpo ciclotémico.

Introduzimos, na Secao 1.1, as extensoes de corpos, os ntimeros algébricos e inteiros al-
gébricos. O Teorema 1.4, conhecido como Teorema Fundamental da Teoria de Galois, é o
resultado mais importante da secao. Utilizando-o, o Corolario 5.1 classifica quais extensoes
ciclotomicas sao ciclicas. Também sao apresentadas as extensoes quadraticas e ciclotomi-
cas, as quais sao exemplos de extensoes de Galois. Na Secao 1.2, apresentamos o Teorema
de Kronecker-Weber, que afirma que toda extensao abeliana finita estd contida num corpo
ciclotomico e, em seguida, definimos o condutor de uma extensao abeliana. Na Se¢ao 1.3,
apresentamos os principais fatos sobre integralidade, em especial, o anel de inteiros algébricos
de um corpo de niimeros e o conceito de base integral. Sao definidas a norma e o traco numa
extensao de Galois, assim como os homomorfismos reais e imaginarios, e a assinatura de um

corpo de nimeros. Na Secao 1.4 apresentamos os anéis e médulos noetherianos, e os anéis de

29
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Dedekind, que sao anéis em que vale a unicidade da fatoracao de ideais fracionarios, em ideais
primos, conforme o Lema 1.1. Também definimos a norma de um ideal integral. Na Secao 1.5
tratamos sobre ramificagdo. Sendo L|K uma extensao de corpos, é estudado a decomposigao
de um ideal primo de Ok em ideais primos de Q. Sao definidos os principais elementos
nesta decomposicdo, e também a igualdade fundamental para uma extensao separavel. O
Teorema 1.16 fornece o Teorema de Kummer, que é um método computacional para fatorar
um ideal primo numa extensdo. Através deste método, apresentamos alguns exemplos de

decomposicao.

1.1 Extensoes de corpos

Nesta secao, descrevemos brevemente o conceito de extensoes de corpos, com enfoque em
extensoes de Galois, resultando no Teorema 1.4, conhecido como Teorema Fundamental da
Teoria de Galois. Os resultados desta secao podem ser encontrados em livros de Teoria de
Galois ou de Teoria Algébrica dos Numeros, por exemplo, [28], Capitulo VI, ou [33].

Sejam K e L corpos. Se K C L diz-se que L é uma extensao do corpo K, que K é um
subcorpo de L, ou que L|K é uma extensao de corpos. Quando L|K é uma extensao,
admitimos que L C C. O corpo L pode ser visto como um espago vetorial sobre K, que

possui uma dimensao.

Definicao 1.1. Seja L|K uma extensao de corpos. A dimensao do K-espago vetorial L,

denotado por [L : K|, é chamado o grau da extensio L|K.

Introduzimos, agora, os elementos algébricos numa extensao de corpos, que serao utiliza-

dos para definir os niimeros algébricos e os inteiros algébricos.

Definicao 1.2. Sejam L|K uma extensao de corpos e o € L. Se existe um polinémio sobre
K, tal que a € raiz, entdo a € dito um elemento algébrico sobre K. O polinémio sobre K
de menor grau e coeficientes inteiros que possui o como raiz € dito polindmio minimal de

o sobre K.

Note que o polindmio minimal de um elemento algébrico sobre K é sempre irredutivel
sobre K.

Definigao 1.3. Um corpo de niimeros algébricos, ou simplesmente um corpo de nimeros,
€ uma extensdo finita K dos racionais Q, com K C C. Os elementos de K sdo ditos nimeros

algébricos. O grau da extensio K|Q € o grau de K.

Proposicao 1.1. [34,pag.23] Sejam L|K uma extensdo de corpos e o« € L. O elemento o é
um elemento algébrico sobre K se, e somente se, K(«) é uma extensao finita de K. Neste

caso, [K(a) : K] = grau(p), onde p € o polindmio minimal de o sobre K, e K(a) = K|a].

Tem-se que todo nimero algébrico é raiz de um polinémio com coeficientes inteiros.
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Definicao 1.4. Um nimero algébrico é dito integral, ou um inteiro algébrico, se ele ¢

raiz de um polinomio monico, nao nulo, com coeficientes inteiros.

Definicao 1.5. Uma extensio de corpos de numeros L|K € dita ser uma extensao
quadratica se [L : K| =2. Um corpo de nimeros K € dito um corpo quadréatico quando
(K : Q] =2.

Definicao 1.6. Sejam K um corpo, © € K en € Z. O elemento x ¢ dito ser uma raiz
n-ésima da unidade se x™ = 1. Se x é um raiz n-ésima da unidade e x* # 1 para todo

numero natural k < n, dizemos que x é uma raiz n-ésima primitiva da unidade.

Definigcao 1.7. Sejam K um corpo de caracteristica zero, &, uma raiz n-ésima primitiva de
unidade em uma extensao de K e L = K[&,]. O corpo L € dito uma extensao ciclotdomica
de K. Quando K = Q, o corpo Q(&,), obtido a partir de Q, adjuntando um raiz n-ésima

primitiva da unidade &,, € chamado n-ésimo corpo ciclotomico.

Teorema 1.1. [34,pag.41] Se K é um corpo de nimeros, entao existe um inteiro algébrico
0 € K tal que K = Q(6).

Assim, todo corpo de nimeros possui um elemento inteiro que o gera sobre os racionais.
Com isso, é interessante encontrar um elemento gerador para cada corpo de niimeros. Embora
o teorema afirme que tal elemento exista, o método exige um certo custo computacional para

encontrar um elemento gerador para o corpo.

Teorema 1.2. [28] Se K é um corpo de caracteristica zero ou um corpo finito, L uma
extensao de grau finito n sobre K e C' um corpo algebricamente fechado contendo K, entdo

existe exatamente n K-isomorfismos de L com imagem em C.

Seja L um corpo. Tem-se que o conjunto de todos automorfismos de L é um grupo com a
operacao composicao de fungées. Tomando G um grupo de automorfismos de L, isto é, um

subgrupo de todos os automorfismos de L, dizemos que o conjunto
{r € L:o(x)=x para todo o € G} C L.
é o corpo fixo de G.

Teorema 1.3. [28, pag.86] Sejam K um corpo finito ou de caracteristica zero e L uma ex-

tensdo de L com grau finito n. A sequintes afirmagoes sdo equivalentes:

i) K é o corpo fizo do grupo G de todos os K -automorfismos de L.

i1) Para qualquer x € L, o polinémio minimal de x sobre K possui todas as raizes em L.
i11) L € gerado por todas as raizes de um polindmio com coeficientes em K.

Nas condi¢des acima, o grupo G de todos K-automorfismos de L possui ordem n.
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Se as condigoes do Teorema 1.3 sao vélidas, entao L é dito uma extensao de Galois de
K e o grupo G = Gal(L|K) de todos K-automorfismos de L é dito grupo de Galois de L
sobre K. Se, além disso, tivermos G um grupo abeliano ou ciclico entao a extensao é dita
abeliana ou ciclica, respectivamente.

Sejam K um corpo finito ou de caracteristica zero e L uma extensao de K de grau finito
n. Se H é um grupo de automorfismos de L tal que K é o corpo fixo de H, entao L é uma
extensao de Galois de K e H é o grupo de Galois de L sobre K.

Quando temos uma torre de extensoes K C L C M dizemos que L é um corpo inter-
medidrio da extensao M|K. Podemos, agora, enunciar o Teorema Fundamental da Teoria
de Galois, que relaciona os subcorpos de um corpo de caracteristica finita ou zero com os

subgrupos do grupo de automorfismos de L.

Teorema 1.4 (Teorema Fundamental da Teoria de Galois). [28, pag.87] Sejam K um corpo
finito ou de caracteristica zero, L uma extensdo de Galois finita de K e G o grupo de Galois
de L sobre K. Para cada subgrupo G' de G associamos o corpo fizo k(G') de G’ e, para
cada subcorpo K' de L contendo K, associamos o subgrupo g(K') de G formado pelos K'-

automorfismos de L.

i) As funcoes g e k sao bijetoras e uma € inversa da outra. Ambas sdo decrescentes com

relacao a inclusao sobre G e sobre L, isto €, elas invertem inclusoes.

ii) Para que o corpo intermedidrio K' seja uma extensdo de Galois de K € necessdrio e
suficiente que g(K') seja um subgrupo normal em G. Neste caso, o grupo de Galois da

extensao K' sobre K pode ser identificado com o grupo quociente G/g(K').

Note que dizer que uma funcao f inverte inclusoes significa que, se A C B sdo conjuntos
do dominio da funcao f, entdao f(B) C f(A).

Como exemplos de extensao de Galois, temos que as extensoes quadraticas sao extensoes
de Galois. De fato, se K é um corpo de caracteristica zero e L é uma extensao de grau dois
sobre K, entdo L = K|a], com o € L uma raiz de um polinémio em z da forma x? —d € K|[z]
e d € K livre de quadrados. Como as duas raizes de z? — d sdo a, —a € L, segue que L é
uma extensao de Galois de K.

As extensoes ciclotomicas também sao extensoes de Galois. De fato, sejam K um corpo
de caracteristica zero, £, uma raiz n-ésima primitiva de unidade em uma extensao de K e
L = K[¢,]. Como o polindmio minimal de &, sobre K divide 2™ — 1 em K]|x|, segue que
todas as raizes do polindmio minimal de &, sobre K sao raizes n-ésimas da unidade e, assim,
poténcias de &,. Logo, todas as raizes do polinomio minimal de &, sobre K estao em L e,

portanto, a extensao é de Galois.

Definicao 1.8. Uma corpo L € dito algebricamente fechado quando todo polinémio com
coeficientes em K possui uma raiz em L. Dada um corpo K, o menor corpo algebricamente
fechado L que contém K ¢é dito fecho algébrico de K.
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Definicao 1.9. Sejam K um corpo, f € K[x] um polinémio sobre K e L o fechamento
algébrico de K. Se todos as raizes de f em L sao simples entao f € dito um polindmio

separavel.
Se K é um corpo com caracteristica zero entao todo polinémio sobre K é separavel.

Definigao 1.10. Uma extensio K|L ¢é dita separével se todo elemento o € L € raiz de um

polinomio separdvel sobre K.

Toda extensao finita de corpos de numeros é separavel

1.2 Teorema de Kronecker-Weber

O Teorema de Kronecker-Weber (Teorema 1.5) afirma que qualquer extensao finita abeliana
dos racionais esta contida em um corpo ciclotémico. A primeira afirmacao é devida & Kro-
necker, em 1853, mas a prova era incompleta, tendo dificuldades em extensoes de grau potén-
cia de 2. A primeira prova foi dada por Weber em 1886, entretanto, ainda havia algumas
lacunas. Ambas as provas, a de Kronecker e a de Weber, utilizavam os resolventes de La-
grange. Em 1896, Hilbert apresentou outra demonstragao utilizando anélise e ramificacao de
grupos. Atualmente, esse teorema é dado como uma consequéncia da teoria dos corpos de
classes. Uma demonstragao do Teorema 1.5 pode ser encontrada em [37], onde o Capitulo 14

¢ dedicado a esse resultado.

Teorema 1.5 (Teorema de Kronecker-Weber). [37] Se K|Q € uma extensdo abeliana finita,

entao

para algum n € Z inteiro positivo e &, uma raiz n-ésima primitiva da unidade.

Seja K um extensao abeliana finita dos racionais Q. Como, pelo Teorema 1.5, toda
extensao abeliana finita dos racionais esta contida num corpo ciclotémico, podemos tomar o
menor n tal que K C Q(&,).

Definigao 1.11. O menorn € N tal que K C Q(&,) ¢ denominado condutor do corpo K.

Assim, sempre que falarmos de condutor de um corpo de ntmeros abeliano, estamos
admitindo o Teorema de Kronecker-Weber que afirma que todo corpo de ntimeros abeliano

estd contido num corpo ciclotémico.

Exemplo 1.1. Seja K = Q(v/2) um corpo quadrdtico. Temos que K C Q(&) e K #C Q(&4).
O condutor de K € 8.

Exemplo 1.2. Seja K = Q(&, + &,1) o corpo mazimal real do n-ésimo corpo ciclotémico
Q(&,). O condutor de K € n.
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1.3 Integralidade e corpos de nameros

Apresentamos, nesta secao, os conceitos de elementos inteiros, anéis de inteiros e suas
principais propriedades. Apresentamos também a norma e o traco numa extensao separavel,

homomorfismo real e homomorfismo imaginario.

Definicao 1.12. Seja A C B uma extensdo de anéis. Um elemento b € B € dito inteiro

sobre A se satisfaz uma equacdo monica
"+ a1+ ax +ag =0,

com coeficientes a; € A, parai=0,1,...,n—1. O anel B € dito inteiro sobre A se todos 0s

elementos b € B sao inteiros sobre A.

Definicao 1.13. O conjunto
Op = {b € B;b € inteiro sobre A},
na extensao de anéis A C B, ¢ dito fecho inteiro de A em B

Proposicao 1.2. [23] O fecho inteiro Op de A em B, onde A C B sao anéis, forma um

anel, e € dito fecho inteiro.

Definigcao 1.14. O anel A € dito integralmente fechado em B se A = Op. Assim, Op €
integralmente fechado em B. Se K € o corpo de fracées de A, o fecho inteiro Og de A em

K € dito a normalizagao de A, e A ¢ integralmente fechado quando A = Ok.

Seja K um corpo de nimeros. Conforme a Definigao 1.4, os elementos de K que sao

inteiros sobre Z sao os inteiros algébricos de K e, assim,
Ok = {z € K; x é inteiro algébrico},
também chamado anel de inteiros de K.

Teorema 1.6. [34,pag.67], [28,pag.35] Seja d € 7Z wum inteiro livre de quadrados. Se
K= (@(\/&) € um corpo quadrdtico, entdo o anel de inteiros de K € dado por

i) Oxg = Z[\Vd], sed# 1 (mod 4);
ii) O =2 [2Y2], se d=1 (mod 4).

)

Teorema 1.7. [37,pag.11] O anel de inteiros do n-ésimo corpo ciclotomico K = Q(&,) ¢é

Ok = Z[&,), onde n > 1 € um inteiro positivo.

Proposicao 1.3. [37,pag.16] Sejam L = Q(&,) e K = Q(&, + &, 1) o subcorpo mazimal real
de L. O anel de inteiros de K ¢é dado por O = Z[&, + £71].
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Sejam A C B uma extensao de anéis. Um conjunto de elementos wi,ws,...,w, € B,
tal que todo elemento b € B possui uma tnica representacao como combinacao linear desses
elementos, isto é,

b= ajwy + asws + - - - + anwn,

com coeficientes a; € A, para i = 1,2,...,n, é dita uma base integral de B sobre A. A
existéncia de uma base integral implica que B é um A-médulo livre de posto n. Neste caso,
sendo K e L os corpos de fragoes de A e B, respectivamente, toda base integral de B sobre
A também é uma base de L sobre K

Quando A é um anel de dominios principais, segue que qualquer B-submédulo nao nulo
e finitamente gerado de L é um A-médulo livre. Em particular, B admite uma base integral
sobre A.

Definicao 1.15. Seja L|K wuma extensao de Galois de grau n com grupo de Galois
{o1,09,...,0,}. Definimos a norma e o trago de um elemento © € L na extensao L|K

por
n n

Nyg(z)=]]ol@) e Tryx) =) olx).

i=1 i=1
Ressaltamos que a norma e o traco podem ser definidos de outros modos, e obtermos a
igualdade acima como resultado.
Sejam A um anel, K seu corpo de fragdes, L uma extensao finita e separdavel de K e B o

fecho inteiro de A em L. Se z € B, entao
Trik(z), Npg(r)€ A
Se K C L C M sao extensoes de Galois finitas tem-se que
TrijggoTryn =Trvx € Npjx o Ny = Ny

Seja K um corpo de nimeros de grau n. Pelo Teorema 1.2, tem-se que existem n

K-homomorfismos o : K — C.

Definicao 1.16. Seja K um corpo de numeros e 0 : K — C um K-homomorfismo. O
homomorfismo o € dito real se o(K) C R, caso contrdrio, o € dito ser um homomorfismo
imaginario.

Os homomorfismo imaginarios aparecem ao pares, pois para cada homomorfismo imagi-

nario o, o homomorfismo conjugado, dado por o(z) = o(z), para todo z € K, é também um

homomorfismo imaginario.

Definicao 1.17. Seja K um corpo de nimeros de grau n. Denota-se por r1 o mumero
de homomorfismo reais e por ro o numero de homomorfismo imagindrios. Tem-se que
n =ri+2ry, e o par (r1,r2) € dito assinatura de K. O corpo K € dito ser totalmente real
quando r9 = 0, isto €, quando todos os homomorfismos de K forem reais, e ser totalmente

complexo quando r1 = 0, isto €, quando todos os homomorfismos de K forem imagindrios.
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1.4 Anéis noetherianos e anéis de Dedekind

Apresentamos, nessa secao, os anéis e moédulos noetherianos, e os anéis de Dedekind, onde
vale a unicidade da fatoracao de ideais. Veremos também quando o anel de inteiros de um

corpo de numeros é um anel de Dedekind.

Definicao 1.18. [35,pag.6] Sejam A um anel e M wm mddulo sobre A. O A-mddulo M
é chamado noetheriano se todo A-submddulo de M € finitamente gerado. Diz-se que o
préprio anel A € noetheriano se A € um A-mddulo noetheriano, ou seja, o anel A € um anel

noetheriano quando A € um A-mddulo noetheriano.

Note que A ser um A-mddulo noetheriano significa que todo ideal de A é finitamente

gerado. Qualquer A-submddulo de um A-médulo noetheriano A é um A-mdédulo noetheriano.

Definicao 1.19. [35, pag.6] Sejam A um anel e M um A-mddulo. Diz-se que M satisfaz a

condigao da cadeia ascentente se qualquer cadeia crescente
My C My C---

de A submddulos de M ¢é estaciondria, isto €, se a sequéncia é constante a partir de um My,

ou seja, existe ng € N tal que My = My, , para todo k = ny.

Lema 1.1. [35,pag.6] Sejam A um anel e M um mddulo sobre A. As sequintes condigies

s@o equivalentes:
i) M € noetheriano.
i1) M satisfaz a condi¢ao da cadeia ascendente.
iii) Qualquer familia ndao vazia de A-submddulos de M contém um elemento mazximal.

Teorema 1.8. [35,pag.7] Seja A um A-mddulo noetheriano. Um A-mddulo B € noetheriano

se, e somente se, B € um A-mddulo finitamente gerado.
Exemplo 1.3. O anel dos inteiros Z. é um anel noetheriano.

Teorema 1.9 (Teorema da Base de Hilbert). [35,pag.8] Se A é um anel noetheriano e B

um anel contendo A, que € finitamente gerado com um anel, entdo B € noetheriano.
Teorema 1.10. [34,pag.115] Seja Ok o anel de inteiros de um corpo de nimeros K.
i) O corpo de fragoes de Ok é K.
it) O € um anel noetheriano.
iii) Se a € K € raiz de um polinémio ménico com coeficientes em Ok, entio a € Ok

iv) Qualquer ideal primo de Ok € mazimal.
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Um moédulo é dito ser de tipo finito se contém um conjunto gerador finito.
Definigao 1.20. Um anel de Dedekind ¢ um anel (dominio) tal que:
i) A € integralmente fechado no seu corpo de fragoes;
i) A € um anel noetheriano;
i11) Qualquer ideal primo nao nulo é mazximal.
Lema 1.2. [85,pag.9] Qualquer anel de ideais principais € um anel de Dedekind.

Exemplo 1.4. O anel dos inteiros Z e o anel dos inteiros de Jacobi Z[i] sao anéis de
Dedekind.

Exemplo 1.5. Como veremos no Teorema 1.14, o anel de inteiros de um corpo de nimeros

é um anel de Dedekind.

Sejam A um anel e K o corpo de fragoes de A. Um ideal fracionario a de A é um
A-submddulo de K finitamente gerado. Para evitar ambiguidade, os ideais em A também sao

chamados de ideais integrais.

Teorema 1.11. [35,pag.10] O conjunto dos ideais fraciondrios ndo nulos de um anel de

Dedekind formam um grupo multiplicativo.

Teorema 1.12. [35,pag.11] Em um anel de Dedekind A qualquer ideal integral nao nulo a

em A pode ser expresso como o produto

a=>pipa2---Pm,
onde o0s p; sdo ideais primos de A, e essa expressao € unica, a menos de ordem nos fatores.

Com o Teorema 1.12, em um anel de Dedekind, qualquer ideal integral nao nulo a pode

Ser expresso como
€162 e
a=prpy - p,
onde os p; sao ideais primos de A, dois a dois distintos, e; > 0 sao inteiros positivos, para

j=1,2,...,r, e essa expressao é unica, a menos de ordem dos fatores.

Coroldrio 1.1. [35,pag.11] Sejam A um anel de Dedekind e K o seu corpo de fragoes. Um

ideal fraciondrio nao nulo a em A pode ser exrpresso na forma
€162 e
a=pypy P,

onde os p; sao ideais primos de A, dois a dois distintos, e;j # 0 sdo inteiros, para

j=1,2,...,r, e essa expressao € unica, a menos de ordem dos fatores.
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Exemplo 1.6. No anel dos inteiros Z a fatoracdo de ideais equivale a fatoracdo de um inteiro
em primos. De fato, sejam n € Z uwm inteiro nao nulo, e n = p{*ps*---p a decomposi¢io

de n em fatores primos pj. Passando para ideais, tem-se que

(n) = (p1)** (p2)** -+ (pr)",

onde os ideais (p;) sdo ideais primos em Z.

Sejam K um corpo de nimeros, Ok o anel de inteiros de K e a um ideal integral de O
O anel quociente O /a é finito. O nimero de elementos de Ok /a é a norma de a, denotada
por N(a), isto é
N(a) = |Ok/al.

Por convencdo, N(0) = 0. Se a € Ok entdao N(aa) = |Ngg(a)|N(a). Em particular
N((a)) = [Ngg(a)]- [35, pag. 14] e [34, pag. 125-126].

Lema 1.3. [35, pag.14],[34, pag.127] Se ay,as sao ideais integrais de O, entao
N(alag) = N(al)N(aQ).

Teorema 1.13. [28,pag.49] Sejam A um anel de Dedekind, K seu corpo de fragées, L uma
extensdo finita de K e Or o fecho inteiro de A em L. Se K possui caracteristica zero, entdo

O, € um anel de Dedekind e é um A-mddulo de tipo finito.

Como consequéncia do Teorema 1.13, tem-se o resultado a seguir, que também pode ser
provado diretamente de um modo mais simples que o geralmente utilizado para provar o

Teorema 1.13

Teorema 1.14. [35,pag.15] Se Ok € o anel de inteiros de um corpo de numeros K, entdo

Ok ¢ um anel de Dedekind.

1.5 Ramificacao

Nesta se¢do, apresentamos as principais defini¢coes sobre a ramificacao de ideais. Para
isso, sejam A um anel de Dedekind, K seu corpo de fraces, L uma extensao finita de K,
Ok o fecho inteiro de A em K e Oy, o fecho inteiro de A em L. Pelo Teorema 1.13, tem-se
que O, é um anel de Dedekind. Agora, pelo Corolario 1.1, um ideal primo néao nulo p de Ok
decompoe em O, de modo tnico, a menos de ordem, como o produto de ideais primos de O,
da seguinte forma

pOL = BB B,

Denotamos sempre pOy, por p.

Dizemos que um ideal 2B de O, esta acima do ideal primo p de O quando
p=BnN0k.

Neste caso, denotamos B|p, e dizemos que B é um divisor de p.
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Proposicao 1.4. [28,pag.71] Os ideais primos B ocorrendo na decomposi¢ao de pOr, sdo

precisamente os ideais primos B de O que estdo acima de p, ou seja,
p=BnN0k.

Os anéis Ok /p e O /B sao corpos finitos e sdo chamados de corpos residuais. O anel

Ok /p pode ser identificado como um subanel de Oy, /8.

Definigao 1.21. Seja
POy = BB B

a fatoragcdo do ideal primo p de Ox como produto de ideais primos de Op. O expoente e; €

dito indice de ramificacao de *B; sobre p, e o grau da extensao de corpos residuais

fi=10L/Bi: Ok /p]
é dito grau de inércia de B; sobre p.

Teorema 1.15. [28,pag.71] Se a extensao L|K é separdvel e [L : K| = n, tem-se a igual-

dade fundamental .

Zejfj =n,

j=1

onde o0s e;’s sao os indices de ramificacdo e os f; sao os graus de inércia, de B; sobre p.

Um ideal primo p é dito totalmente decomposto, ou que decompoe completamente
em L, se na decomposicao
b= BB B

tivermos r = n = [L : K], a assim ¢; = f; = 1. Logo, a decomposi¢ao de um ideal primo p
totalmente decomposto fica

p:%l%z--'%n.

Se r = 1, isto é, se existe apenas um unico ideal acima de p, dizemos que p é inerte ou
indecomponivel.

Da igualdade fundamental, >"._, e;f; = n, obtém-se o significado do grau de inércia, isto
é, quanto menor é o grau de inércia mais o ideal p serd fatorado em um ndmero maior de
ideais primos em L.

O ideal primo B; na decomposicao p = [[;_,B;* ¢é dito ndo ramificado sobre Ok
(ou sobre K) se e; = 1 e a extens@o dos corpos residuais Or,/B;|Ok /p é separavel. Caso
contrario, B; é dito ramificado. O ideal primo B; é dito totalmente ramificado se for
ramificado e f; = 1.

O ideal primo p é dito nao ramificado quando todos os ideais primos 93; sao nao ramifi-
cados. Caso contrario, é dito ramificado. A extensao L|K é dita ndo ramificada se todos

os ideais primos de K sao nao ramificados em L.
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Exemplo 1.7. [28,pag.77] Seja p € Z um primo impar. O ideal primo (p) de Z € o unico

ideal primo que se ramifica no p-ésimo corpo ciclotomico Q(p).

Se a extensao L|K é separavel, entdo apenas um numero finito de ideais primos de K
ramificam em L.

Seja L| K extensao de Galois, com grupo de Galois G = Gal(L|K). Se 8 é um ideal primo
de Op e 0 € G entao o(B) também é um ideal primo de Op. Neste caso, B e o(B) sao ditos

ideais primos conjugados.

Proposicao 1.5. [28,pag.89] Se a extensio L|K ¢é de Galois e p € um ideal primo de Ok
entdo os ideais primos B de O que aparecem na decomposicdo de p como produto de ideais
primos de Or, pOp, = BB - BEr

er . sao todos conjugados. Neste caso, os graus de inércia,

f1, fo, ..., fr, € 0s indices de ramificacdo, e1,ea, ..., e, sGo ambos independentes de 1, isto €,
fi=fo=-=f=f e1=ex=---=¢e,=e.
Assim, quando a extensio L|K é de Galois,
p=(B1B2-B,)",
e a igualdade fundamental é dada por
n=efr.

Teorema 1.16 (Teorema de Kummer). [16,pag.27] Sejam A um anel de Dedekind, K o
corpo de fracées de A, L um extensao separdvel de K de grau n, Op o anel de inteiros de
L sobre A, p € O tal que O, = A[B] e p um ideal primo nao nulo de A. Sejam ainda
f € Alz] o polinémio minimal de B sobre A, f1, fa,..., fr € A polinémios maénicos tais que
cada f; € A/plx], a projecio canénica de f; em A/plx], é irredutivel, de modo que a fatoragdo

do polinémio f, a projecio candnica de f em A/p[z], é dada por
F=n"R"- 5
Nestas condi¢des, a fatoragao de p em ideais primos de Oy € dada por
p = p = %il%gz ...%?7‘7

onde B; = pOr, + f;(8)Or € um ideal primo de Or, acima de p, o indice de ramificacdo de
B sobre p € ej, e o grau de inércia f; de B sobre p € f; = grau(f;), para j =1,2...,n.

Note que quando A = Z, L é um corpo de nimeros e O, o anel de inteiros de L, se

O, = Z[p], para algum (3 € L, entao as hip6teses do Teorema de Kummer sao satisfeitas.

Exemplo 1.8. Consideramos a fatorac¢do do ideal gerado por 3 no corpo quadrdtico Q(\ﬁ)
Tem-se que o anel de inteiros de L = Q(\/7) ¢ Or, = Z[\/7] e o polinémio minimal de /7
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sobre 7. é 2> —7. Tomando o ideal primo p = (3), a fatoracdio de f em polinémios irredutiveis
sobre Or, € dada por
f=(x+1)(x+2) (mod 3Z[z]).

Pelo Teorema 1.16, tem-se que
3Z[V3] = (3, VT + 1)(3V7 +2)
€ a decomposicao do ideal 301, em ideais primos de Orp,.

Exemplo 1.9. Sejam &24 uma raiz vigésima quarta primitiva da unidade, L = Q(&24) o

vigésimo quarto corpo ciclotomico e O = Z[&24] o anel de inteiros de L. O polinémio
minimal de £ € ¢poq = 28 — 2* + 1. Tomando os ideais primos (2) e (3) de Z, tem-se que
poa(z) = (2 +x+1)* (mod 2Z[z]) e
poa(z) = (22 + 2 +2)(2® + 2z +2) (mod 3Z[z]).

Pelo Teorema de Kummer, tem-se que

20, = (2,1+&u+E3)% €
30 = (3,2+&u+E5,)(3,2 4264+ &3)),

€ a fatoracao dos ideais gerados por 2 e 3 em ideais primos de Of,, respectivamente.

Exemplo 1.10. Sejam p € Z um primo impar, &, uma raiz p-ésima primitiva da unidade,
Q(&) o p-ésimo corpo ciclotomico, O, = Z[E,] o anel de inteiros de Q(&) e ¢p(z) = 2P~ +

2P~2 4+ .-+ x4+ 1 o polinomio minimal de &p. Como
¢p = (z — 1)~ (mod pZz]),

seque, pelo Teorema 1.16, que
pOL = (p, 1= &)P*

€ a fatoragao do ideal pOy, em ideais primos de Of,.

1.6 Conclusoes

Neste capitulo foram apresentados os fundamentos da Teoria Algébrica dos Numeros,
que sao um dos pilares para o desenvolvimento deste trabalho. Os principais resultados do
capitulo sao o Teorema Fundamental da Teoria de Galois, apresentado no Teorema 1.4, e
o Teorema de Kronecker-Weber, apresentado no Teorema 1.5, a partir do qual faz sentido
falar em condutor de um corpo abeliano. Neste sentido, neste capitulo forma apresentados
os principais resultados da teoria algébrica dos nimeros necessarios para o entendimento dos

demais capitulos.






Capitulo

2

Teoria das Valorizacoes

Dedicamos este capitulo aos ntimeros p-adicos, que foram introduzidos, no inicio do século
XX, pelo matematico Kurt Hensel (1861-1941). Deste modo, na Secao 2.1, sdo apresentados
os conceitos de localizagao e anéis de fragoes, em especial a localizacao de um anel em um
ideal primo p. Também é definido anel de valorizacao discreta, e a fungao valorizacao. Na
Secao 2.2, introduzimos os inteiros p-adicos e o numeros p-adicos, resultando nos anéis de
inteiros p-adicos e nos corpos de nimeros p-adicos. O conceito de fracamente ramificado,
apresentado na Segao 2.2, serd importante para obter uma nova demonstracao para a férmula
do discriminante de corpos de niimeros cujo condutor é uma poténcia de primo impar presente
em [13]. Na Se¢ao 2.3 apresentamos o conceito de valorizagao p-ddica sobre os corpos p-adicos,
finalizando o capitulo. A referéncia bésica para este capitulo é o livro Algebraic Number
Theory de J. Neukirch [23].

2.1 Localizacoes

Sejam A um anel e K seu corpo de fracbes. Tomando um subconjunto nao vazio

S C A\{0}, multiplicativamente fechado, obtém-se o conjunto
S‘lA:{%eK:aeA,seS},

que munido com as operacoes de soma e adi¢gao, dadas por

at+bs ab ab
e —— = — paratodosa,be Aes,t €S,
st st st

o, b_
st

43
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formam um anel, chamado anel de fragoes de A com relagao a S.
O caso mais importante é quando o conjunto multiplicativamente fechado é dado por
S = A\p, o complemento de um ideal primo p de A. Neste caso, escrevemos A, = S “14eo0

anel A, ¢é dito a localizagao de A em p.

Teorema 2.1. [25],pag.44] Se p ¢ um ideal primo de A, entdo o anel Ay, € um anel local,

isto €, possui um tnico ideal maximal, dado por mp = pA,.

Definicao 2.1. Um dominio de valorizacao discreta ¢ um anel de ideais principais O

que possui um unico ideal mazximal p # 0.

Em um dominio de valorizacao discreta O, o ideal principal é da forma p = (7) = 7O, para
algum elemento primo 7w. Como todo elemento que nao pertenga ao ideal p é uma unidade,
segue que, a menos de associados, w é o tnico elemento primo de O. Logo, todo elemento de
O pode ser expresso como ", para alguma unidade € € O e algum n > 0 inteiro. De modo

geral, qualquer elemento nao nulo a # 0 do corpo de fragdes K de O pode ser escrito como

a=¢en", ondee € O éuma unidade e n € Z.

Definicao 2.2. Sejam O um dominio de valorizacao discreta e m um elemento primo de A.
O inteiro n € Z que aparece em a = en”, com € € O uma unidade, é chamado valorizagao

de a, denotado por v(a), onde a € O é um elemento ndo nulo.

A valorizagao v(a) é caracterizada pela equagao

onde p = (m) é o ideal maximal de O. Além disso, uma valoriza¢ao pode ser vista com uma
funcao

v: K" — 7,
onde K* = K\{0}, que pode ser entendida para K convencionando-se que v(0) = oo.
Proposigao 2.1. [23, pags.67 — 68] Uma valorizagao tem as sequintes propriedades:
i) v(ab) = v(a) + v(b), para todos a,b € K.
i1) v(a 4+ b) > min{v(a),v(b)}, para todos a,b € K.

Proposicao 2.2. [23,pag.68] Se O é um anel de Dedekind entao, para qualquer subconjunto
ndo vazio S C O\{0} multiplicativamente fechado, o anel S~'O ¢é um anel de Dedekind.

Proposicao 2.3. [23,pag.68] Uma condig¢ao necessdria e suficiente para que um anel noethe-
riano O seja um anel de Dedekind € que, para todo ideal primo nao nulo p de O, a localiza¢do

O, seja um anel de valorizacao discreta.
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Assim, em um anel de Dedekind O, para cada ideal primo nao nulo p, tem-se o anel de

valorizacao discreta O, e a correspondente valorizagao
vy K — Z,

onde K é o corpo de fragdes de O e K* = K\{0} Além disso, para cada x € K*, tem-se que

a fatoragao do ideal principal (x) é dada por
(@) =¥,
P

onde, para cada ideal primo p, denotamos v, = vp(z). Devido a essa relacao, a valorizagao vy
também ¢ dita valorizagao exponencial.

A localizacao do anel de inteiros Z em um ideal primo (p) = pZ é dada por

a
Z(p) = {E|a,b €Z:p /{/b}

O ideal maximal pZ,) consiste de todas as fragoes a/b, com pla e p /b, e o grupo das

unidades consiste de todas as fragoes a/b, com p fab. A valorizagao associada a Q,

vp 1 Q — Z U {oo},
é dita valorizagao p-adica de Q. A valorizacao v,(z), de um elemento = € Q*, é dada por
Up(x) =,

onde z = pa/b, com os inteiros a e b relativamente primos com p.

2.2 Inteiros e numeros p-adicos

Nesta secao, apresentamos os inteiros e ntimeros p-adicos, Existe mais de um modo de
definir os numeros p-adicos, que sao equivalentes, mas com enfoques ou pontos de vistas
ligeiramentes diferentes.

Seja p um numero primo impar. Cada nimero natural ndo nulo f € N admite uma
expansao p-adica

f=ao+ap+--+anp",

onde 0 < a; < p — 1 sdo inteiros, para ¢ = 0,1,...,n. Os inteiros p-adicos generalizam esse

conceito.

Definicao 2.3. Seja p um primo impar. Um inteiro p-adico € uma série formal infinita

o0
a+amp+agp’ +-- =Y ap’,
v=0
onde 0 < ay, < p—1 sdo inteiros, para v =0,1,.... O conjunto de todos os nimeros p-ddicos

€ denotado por Zy.
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O conjunto dos inteiros p-adicos Z, forma um anel, chamado anel dos inteiros p-adicos.

Exemplo 2.1. O anel dos inteiros 3-ddicos € o conjunto
o
Z3 = {a0+a13—|—a232—|—~--:zav3v; ay €7, 0 < ay < 2, U:(),l,...}.
v=0
Definigao 2.4. As séries formais infinitas

o
Z app’ = a—mp ™+ +a_1p tag+aip+ -,

v=—m

onde m € Z e 0 < a, < p—1 sdo inteiros, para todo v = —m,—(m — 1),..., sdo chamadas

de nimeros p-adicos e o conjunto de todos nimeros p-ddicos € denotado Q,.

O conjunto dos nimeros p-adicos @, forma um corpo, chamado corpo de nitmeros

p-adicos.

Exemplo 2.2. O corpo dos nimeros 7-ddicos € o conjunto
o0
Q7:{ Z a,7’; ay €24, meZ, 0<a, <7, v:—m,—(m—l),...}.
v=—m

Definicao 2.5. Sejam L|K uma extensdo algébrica finita de corpos p-ddicos e p a car-
acteristica do corpo residual de K. Se a extensdo dos corpos residuais for separdvel e

mdc([L : K],p) = 1, diremos que a extensdo é fracamente ramificada (tamely ramified).

2.3 Valor absoluto p-adico

Nessa secao, apresentamos o conceito de valor absoluto p-adico, indiciando definindo
valorizagao p-adica e valor absoluto p-ddico sobre o corpo dos racionais Q e, em seguida,
estenderemos esses conceitos para os corpos p-adicos Q.

Seja a € Q um nimero racional nao nulo. Representando a na base p, tem-se

S
a= > ap’=a mp "+ +aap lagtap+--+agp’,

v=—m

onde m € Z e 0 < a, < p — 1 s@o inteiros, para todo v = —m,—(m —1),...,s, e as é ndo

nulo. Seja vp(a) =s. Se a = 0 entao definimos v,(0) = co. Temos assim a fungao
vp: Q — Z U {oo},
que satisfaz as seguintes propriedades:
i) vp(a) = oo se, e somente se, a = 0,

i) vp(ab) = vp(a) + vp(b),
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ili) wvp(a + b) = min{v,(a),vy(b)},
onde x + 00 = 00, 00 + 00 = 00 € 00 > ¥, para todo x € Z. A funcao v, ¢ uma valorizagao.

Definicao 2.6. A funcdo v, € dita a valorizacao p-adica de Q. O valor absoluto p-adico

€ definido por

|-|p:Q — R?

a +— al, =p @,
Proposicao 2.4. [23,pag.107] O valor absoluto p-ddico é uma norma sobre Q.

Estendendo esses conceitos para um corpo p-ddico, dado um niimero p-adico nao nulo

o0
a= Y ap’=a pmp "+ taplagtapt-,
v=—mn
onde m € Z e 0 < a, < p— 1 s@o inteiros, para todo v = —m,—(m — 1),...,s, seja

s o menor natural tal que as; é nao nulo e que todos os a;’s posteriores sao nulos. Seja
vp(a) = v. Do mesmo modo, se a = 0, entao definimos v,(0) = co. Assim, temos uma fungao
vp : @, — Z U {00}, que satisfaz as propriedades de valorizagao, dadas anteriormente, e v,

¢ dita valorizagao p-adica de Q,. O valor absoluto p-adico sobre Q, ¢ definido por

"’P:@P — Ru

a ’a|p:p_vp(a)a

que ¢ uma norma sobre Q.

2.4 Conclusoes

Neste capitulo foram introduzidos os conceitos de localizagao, inteiros e niimeros p-adicos
e valor absoluto p-adico, que serao teis nos proximos capitulos, em particular no Capitulo 3

para auxiliar nas demonstracoes de alguns resultados envolvendo o discriminante.






Capitulo

Diferente e Discriminante

Introduzimos, neste capitulo, os conceitos de discriminante, ideal discriminante e dife-
rente, o que proverda uma ferramenta alternativa para o cédlculo do discriminante absoluto
de um corpo de numeros abelianos. Deste modo, na Secao 3.1, apresentamos o conceito
de discriminante, enfocando o discriminante de uma extensao, o discriminante de um corpo
de ntmeros e o discriminante absoluto de um corpo de nimeros, assim como alguns fatos
sobre o discriminante. Neste sentido, a Proposicao 3.4 apresenta uma condicdo necesséaria
e suficiente para um conjunto ser uma base integral para uma extensao. Na Segao 3.2 é
apresentamos um apanhado sobre os principais resultados para o cédlculo do discriminante.
Na Secao 3.3, a partir do Op-médulo dual, definimos o codiferente de uma extensao, que
é um ideal fracionario. O inverso multiplicativo do codiferente é o diferente. Em seguida
definimos o ideal discriminante, que estd diretamente relacionado com o diferente. Na Secao
3.4, utilizando os corpos de nimeros p-adicos, o ideal discriminante e o diferente, partindo
da Proposicao 3.5, provamos o Teorema 3.9, que fornece o discriminante absoluto de corpos
de numeros de condutor poténcia de primo impar, de um modo alternativo & referéncia
existente na literatura [24]. Finalizamos o capitulo apresentando algumas consequéncias

desse resultado.

3.1 Discriminante

Apresentamos, nesta se¢do, o conceito de discriminante juntamente com algumas de suas

principais propriedades e alguns fatos sobre integralidade. Posteriormente, na Secao 3.3,

49
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introduzimos a definicdo do ideal discriminante utilizando o diferente, o que permitira obter
o discriminante de corpos ntimeros de condutor poténcia de primo, de um modo diferente dos
conhecidos na literatura.

Sejam L|K uma extensao separavel de graun e oy, parai = 1,2, ...,n, os K-homomorfismos.

O discriminante de um conjunto de elementos {a1, as,...,a,} C L de L|K é definido por

d(ala a2, ... ,Oén) = det(al(a]))2

Assim,

d(ar, g, ..., an) = det(Trp g (iaj)).
Proposicao 3.1. [28,pag.39] O discriminante d(ai,az, ..., an) € ndo nulo se, e somente se,
a1, 9,...,a, € uma base de LIK

Proposigao 3.2. [19,pag.26] Se o conjunto é da forma {1,0,...,0"" '} tem-se que
d(]-’ 07 ey 971—1) = H(U’L(g) - O-](a))2 = j:NL‘K(f,(g))v
1<J
onde f' € a derivada formal do polinémio minimal de 6 sobre K.

O discriminante de uma base é um elemento nao nulo de K e a forma bilinear dada por

Tr:LxL — K

(z,y) — Tr(z,y)=Tryk(zy)

é uma forma bilinear nao degenerada sobre o K-espago vetorial L.
Sejam Ok e Oy, os anéis de inteiros de K e L, respectivamente. Se {w1,ws,...,w,} é uma

base integral de Of, sobre Ok entao o discriminante de L sobre K ¢ definido por
drjre = d(wi,wa, ..., wp) = det(o;(w;))?, (3.1)

que independe da escolha da base {w1,ws,...,wn}.

Sejam K um corpo de nimeros e O C K o anel de inteiros de K. Tem-se que Ok
admite uma Z-base e que o discriminante de qualquer base integral é o mesmo, chamado
discriminante do corpo de nimero K, e denotado por di. Sendo {wi,ws,...,w,} uma

base integral de Of, segue que o discriminante do corpo de nimeros K é dado por
dK = d(OK) = d(wl,wg, e ,wn).

Geralmente estamos interessados apenas no valor absoluto do discriminante de um corpo
de nuimeros, chamado discriminante absoluto do corpo de nimeros K, e denotado por
|dx|. O préximo lema justifica o motivo pelo qual é importante apenas o valor absoluto do

discriminante.
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Lema 3.1. [37,pag.10] Se K é um corpo de nimeros e ro o nimero de pares de homomor-

fismos complexos de K, entdo o discriminante dg de K possui sinal (—1)"2.

Teorema 3.1. [35,pag.5] O discrimanate de um corpo de nimeros K satisfaz
dr =0 ou 1 (mod 4).

Teorema 3.2. [34,pag.126] Sejam K um corpo de niumeros de grau n > 1, Ok o anel de

inteiros de K e a um ideal integral de Ok .
i) Se a é ndo nulo, entdo a possui uma Z-base {ay, g, ..., an}.

i1) A morma do ideal a é dada por

d(al,ag, . ,Ozn) 1/2

N(a) = x| :

onde |dk| € o discriminante absoluto de K.

Proposicao 3.3. [6,pag.166] Se K = Q(0) é um corpo de nimeros de grau n, com 6 € Ok,

entao
d(1,0,...,0" ) =[Ok : Z[0])dx,

onde (O : Z[0]] € o grau da extensao de anéis O |Z[0], chamado indice de § em Ok.

Proposigao 3.4. [6,pag.167] Seja K um corpo de nimeros de graun. Os nimeros algébricos
a1, q,...,a, € K formam um base integral de K se, e somente se, cada o € um inteiro
algébrico e

d(al,OéQ, e ,an) = dK.

3.2 Férmulas conhecidas para o discriminante absoluto

Apresentamos, nessa secao, alguns resultados conhecidos envolvendo o célculo do discrim-

inante de corpos abelianos.

Teorema 3.3. [34, pag.68] Seja d € Z um inteiro livre de quadrados. Se K = Q(v/d) é um

corpo quadrdtico, entdo o discriminante dx de K € dado por
i) dg = 4d, se d # 1 (mod 4);
it) dg = d, sed=1 (mod 4).

Teorema 3.4. [34,pag.74] Sejam p um primo impar e § = £, wma raiz p-ésima da unidade.

O discriminante do p-ésimo corpo ciclotomico K = Q(&p,) € dado por

dg = (=1)P=D/2pp=2,
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Teorema 3.5. [37,pag.9] Seja p um primo e r € Z wm inteiro positivo. O discriminante

absoluto do p"-€simo corpo ciclotomico é dado por

x| = "0,

1

Teorema 3.6. [24,pag.322] Se K é um subcorpo de Q(&yn) de grau ep™ ™", com p um primo

impar e elp — 1, entao

‘dK| = pa,

pt -1

de a = pn=t —
onde a =e[(n+1)p ]

-1

Na Segao 3.4 apresentaremos uma nova demonstracao para o Teorema 3.6 fazendo uso de

corpos p-adicos e do diferente.

Teorema 3.7. [37,pag.12] Seja n € Z, onde n > 1 um inteiro positivo. O discriminante do

n-€simo corpo ciclotomico é dado por

()

die = (—1)2(m)/2 ,
(=1) [T, P2/

onde o produto € tomado sobre todos os p € 7Z, onde p > 1, que sdo inteiros primos divisores

de n.

Teorema 3.8. [15] Seja m = H?zlp;lj a decomposicao do inteiro positivo m € Z. em fatores
primos p;j € Z. Se K é um corpo abeliano de condutor m, entdo o discriminante absoluto
|di| de K €

; [K:Q]
p?‘jinl_prﬁﬁ ,  sem # 2" para todo n € N;
ldk| = b T
pjj] (pj—1)
2(?%—1)2"_1, se K = Q(&n) para algum n € N;
gn2" -1 se m = 2" para algum n € N e K # Q(&n);
a;j—1
onde uj = [KQ(E,, 25) = Q& jp0)l/p;"

3.3 Diferente e ideal discriminante

Nesta secao, apresentamos os con de diferente e ideal discriminante, que juntamente com
os numeros p-adicos serao importantes para nossa contribuicao nos resultados envolvendo
discriminantes. Sejam A um anel de Dedekind, K seu corpo de fragoes, L uma extensao

finita e separavel de K, Ok o fecho inteiro de K em A e O, o fecho inteiro de O em L.
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Assumimos que a extensao dos corpos residuais é separdvel. Considere a forma canoénica

bilinear simétrica e nao degenerada [23, pag. 194], dada pela forma trago
Tr:LxL — K
(z,y) — Tr(z,y)=Tryx(zy).
Para cada ideal 4 de L, seja o Op-moédulo dual definido por
U ={z € L|Trpk(zth) C Ok}
A nocao de dualidade é justificada pelo isomorfismo
U — Homo, (U,0k),
z — Ty,
onde a aplicagao T, : 4 — Ok ¢ definida por Ty (y) = Trpx(z,y). Além disso,
07 = Homo, (0Or, Ok).

O ideal
Co,l0 = O = {2 € LITrp(20L) € Ok}

¢ denominado médulo complementar de Dedekind, inverso do diferente ou
codiferente. Seu inverso,
©0L|0K = Q:(Bi\OK’
também denotado por Dk, é denominado diferente de O |Of. [23, pag. 194-195].
Como Op, C €p, |0, segue que o ideal Dy C Op é um ideal inteiro. Além disso, se
K C L C M sao extensoes de corpos, [23, pag. 195] tem-se que

Dmix =Dmr®rk- (3.2)

O ideal discriminante 0¢, |0, , também denotado por 07k, ¢ um ideal de Ok gerado
pelo discriminante d(aq, ag, . .., a,) de todas as bases a1, aq,...,a, de L sobre K que estao
contidas em Or. O ideal discriminante é um ideal principal, gerado pelo discriminante [23,
pag. 197-198], isto é

o = {dpik)-

O ideal discriminante e o diferente estao relacionados, por [23, pag. 201], do seguinte modo:
Ok = N (D pik)-
Finalmente, se L|K é uma extensao fracamente ramificada de grau e entao
Dpx =5 ", (3.3)

onde 77, é um elemento primo de Oy,.
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3.4 Discriminante de subcorpos de Q(¢,r), onde p € um primo impar

Nesta secao, apresentamos uma nova demonstracdo para a formula do discri-
minante de corpos de nimeros cujo condutor é uma poténcia de um primo impar. Pelo
Teorema de Kronecker-Weber (Teorema 1.5) tem-se que toda extensao abeliana finita estd
contida em um corpo ciclotomico. Logo, corpos de niimeros cujo condutor é uma poténcia
de um primo fmpar sdo exatamente subcorpos de corpos ciclotémicos Q(&yn), onde n > 0 é
nimero inteiro e p > 0 um primo fmpar.

Deste modo, se K é um corpo de numeros, cujo condutor é uma poténcia de um primo
impar, entao K um corpo ciclotomico, ou é um subcorpo de um corpo ciclotomico. Para
o primeiro caso, o discriminante absoluto é dado pelo Teorema 3.5. Assim, o discriminante

absoluto do p"-ésimo corpo ciclotomico L = Q(&,) é dado por

|dL‘Q| :ppp—l(pnfnfl)‘

Agora, seja K um corpo de nuimeros cujo condutor é p™, com p um primo impar. Logo,

n—1

K é um subcorpo de L = Q(&) de grau ep sobre os racionais, onde £ = {,» é uma raiz
p"-ésima da unidade, com e, e’ € Z inteiros positivos satisfazendo ee’ = p — 1. Note que
L:K]=¢.

Para calcular o discriminante de K utilizamos os corpos p-adicos e o diferente. Sejam
L, = Qu(&) = LQ, e K, o subcorpo de L, de grau ep” L. Observe que K, = KQ,. Como
07,10, = 9L € 0k,|Q, = OKk|Q Segue que ¢ suficiente calcular 0 g, A figura 3.1 apresenta
uma relagao entre corpos de niimeros e corpos de ntimeros p-adicos, onde os ntimeros ao lado

das linhas significa o grau da extensao.

L= Q(gp”) - Lp = Qp(fp”)
¢ » K
P K K,
Q(gpnfl) — @p(gpnfl)
ep 1
(p—1)p" 2 e (p—1)p"~2
Q Qp

Figura 3.1: Relacao entre corpos de ntimeros e corpos de ntimeros p-adicos.

Lema 3.2. O discriminante absoluto do corpo p-ddico K, é dado por

ldk, 10, = D" (3.4)
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7
—1

p -1
p—1

Demonstragao. Pela Proposicao 3.5, tem-se que

—(pn—n—
’delQp| :ppp (p 1),

onde a = e[(n+ 1)p"~! —

isto é,
p—1 —n—1
ng\Qp — 7.‘.12]) (pn—n )

Da Equagao (3.2) segue que Dy, o, = Dr, |k, PK,|g, Como a extensdo L,|K, é fracamente

ramificada, segue, pela Equagao (3.3), que

_ -1
@Lp”(p —TI'Lp .

Assim,

)p"’l(pn—n—l)

(7L, = Dr,0,

- :DLP|K17©KP|Q;D

= (m,)" (i)

(m2,)¢ "t (xg,)°
_ (ﬂ_LP)e’fl(ﬂ_Lp)e’a
(ﬂ_Lp)’—H—e’a’
e igualando os expoentes, tem-se que

P Y pn—n—-1)=( -1)+¢a.
Logo,

da = p"Hp—-1n—1]+¢ +1

— (p o 1)pn71n o e/ . (pnfl _ 1).

Desta forma,

n—1
—1
a = ep"_ln—epi—l
p—1
= el —p" = (" 1)) - 1
= e[n+1)pt—prt_pt_pn3 1] -1
V13
-1
= e[(n—l—l)pn_l—l;_l]—l.
pt—1

Portanto, @KP/QP = (mk)?, onde a = e[(n + 1)pn_1 -

p—1
discriminante, tem-se que

05,00, = Ni,l0,(Prx,10,) = Nrjo(Tk,) = Nk, o, (Tx)" = (),

p"—

onde a = e[(n+1)p" 1 —
1Pl

com a = e[(n+ 1)p"~ | — 1, o que prova o lema.

| — 1. Agora, pela defini¢ao de

]—1. Logo, como g |0, = (dk,|q,)s segue que |dk g, | = P,

O]
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1

Teorema 3.9. Se K € o subcorpo de Q(&yn) de grau ep" ™", com p um primo impar e e[p—1,

entao

kol = p%, (3.5)
Pl
de a = pn=t — —1.
onde a =e[(n+ 1)p p—l]
Demonstragao. Segue diretamente do Lema 3.2 e das igualdades dgiq = 0, g, ©
dxje = {dx|Q)- O

Corolario 3.1. Se K € um subcorpo de Q(&,), de grau e, entdo

’dK| — pefl‘

Demonstracao. E suficiente provar que, no Teorema 3.9, a = e — 1 quando n = 1. Para isto,

tem-se que
1 pt-1
= 1)p" ! -1
a = e+ =T
-1
= ef2’ -~ ]~
p—1
= e2-1]-1
= e—1,
0 que prova o corolério. O

Corolério 3.2. Se K ¢é um subcorpo de Q(&,2) de grau p entdo
di = p*®=1),

Demonstragao. Pelo Teorema 3.9, é suficiente provar que a = 2(p— 1) quandoe =1 en = 2.

Assim,
e
— (@ -2l
= Bp-p-1-1
= 2p—2
= 2(p-1),

0 que prova o corolério. O
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3.5 Conclusoes

Neste capitulo foram apresentados os principais resultados conhecidos na literatura so-
bre discriminante de corpos de nimeros abelianos. Nota-se que esses resultados, embora se
mostrando muito tteis, como ferramenta de andlise durante a geracao de reticulados via cor-
pos de niimeros, ainda nao sao tao amplamente utilizados nas pesquisas. Fazendo uso desses
resultados, apresentamos, na Se¢ao 3.4 uma nova demonstracao para a férmula do discrimi-
nante para corpos de niimeros abelianos cujo condutor é uma poténcia de primo impar. Esse
resultado, juntamente com os corolédrios, sao a nossa principal contribuigao deste capitulo. Os
resultados obtidos neste capitulo auxiliam na pesquisa da obtengao de reticulados algébricos

com enfoque em seus principais parametros.



Capitulo

4

Reticulados e Conjectura de
Minkowski

Neste capitulo apresentamos o conceito de reticulados e a conjectura de Minkowski. Um
reticulado no R™ é um subconjunto discreto que forma um grupo aditivo. Relacionado a
um reticulado, existem as matrizes geradora e de Gram deste reticulado. A matriz geradora
de um reticulado caracteriza completamente o reticulado. Para gerar um reticulado no R”,
utilizando a teoria algébrica dos ntmeros, em particular, um ideal fracionario de um corpo
de numeros, existem o homomorfismo canénico, também conhecido como homomorfismo de
Minkowski, e o homomorfismo torcido. Também existe a nocao de reticulado ideal, que é
dado de modo mais abstrato do que um reticulado no R™, mas prova-se que os dois conceitos
sao equivalentes. Em seguida, apresentamos o minimo euclidiano para corpos de ntimeros,
que, de modo informal, mede o quao distante estd o corpo de ntimeros de ser euclidiano.
Apresentamos também algumas cotas conhecidas para o minimo euclidiano, e a conjectura

de Minkowski, que é estabelecida para reticulados em geral e para corpos de nimeros.

4.1 Reticulados

Nesta secao, apresentamos o conceito de reticulado, juntamente com suas principais pro-
priedades. Seja n € Z um inteiro positivo. Um conjunto A C R™ é um reticulado no R"
quando A é um grupo aditivo discreto. Tem-se que um conjunto A C R™ é um reticulado no

R™ se, e somente se, existe um conjunto de vetores {vy,v9,...,v com m < n, linearmente
M M M 27 ) mJ )
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independentes tal que

m
A= ZAjvj; Ai € Zparatodoi=1,2,...,m p,

j=1
ou seja, A é um Z-mdédulo livre de posto m e {vy,ve, ..., vy} é uma base de A. Neste caso, A
é dito um reticulado de posto m e {v1,vs,...,v,} é dita uma base do reticulado ([7, pags.

3-4]).

Definimos, agora, as matrizes geradora e de Gram de um reticulado.

Definigao 4.1. [7,pag.4] Sejam A C R™ um reticulado de posto m < n e {vi,va,...,0n}
uma base de A. Seja v; = (vj1,vj2,...,Vj,) a representa¢do do vetor v; na base canénica do

R™, para j =1,2,...m. A matriz

V11 V12 Vin

V21 V22 ctr U2n
M =

Unl Um2 - Umn

¢ chamada matriz geradora do reticulado A e os vetores do reticulado A sao todos os vetores

da forma
zM,
onde x = (z1,%2,...,%m) € Z™ € um vetor arbitrdrio com entradas x; inteiras. A matriz
G = MM,

onde M denota a matriz transposta de M, é chamada matriz de Gram de A. As entradas
da matriz G sio (vj,vg), para j,k =1,2...,m, ou seja, cada entrada da matriz G € o produto

interno de elementos da base de A.

Embora para cada base do reticulado A temos uma matriz geradora diferente e uma matriz
de Gram diferente, o determinante da matriz de Gram independe da escolha da base. Tal

valor é o determinante do reticulado A e ¢ denotado por det(A). .

Definigao 4.2. Diz-se que um subconjunto A’ C A de um reticulado A é um subreticulado

se N for um reticulado. A cardinalidade do grupo quociente A/A' é chamado indice de A/A’.

Definicao 4.3. [7,pag.10] Dado um reticulado n-dimensional A C R™, o reticulado dual
de A € definido por
AN ={x e R";(z,2) € Z para todo z € A}.

O reticulado dual é um reticulado e, se M é a matriz geradora de um reticulado

n-dimensional A, entdo (M ~!)! é a matriz geradora do reticulado dual A*.
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Definicao 4.4. [7,pag.4] Dado um reticulado A CR"™ com base {vy,va,...,vn}, 0 conjunto
n
Zajvj; 0<a; <1, parai=1,2,...n
j=1

é chamado politopo fundamental de A ou paralepipedo fundamental de .

Definicao 4.5. [7,pag.4] Dado um reticulado n-dimensional A C R™, um subconjunto
F C R™ € uma regiao fundamental do reticulado A se F' ladrilha o espaco R™ por translagoes
v+F, comv € A, isto é, R" = J,cp v+, e dois ladrilhos ou sdo distintos ou se interceptam

apenas nos bordos, onde, para cada v € A, v+ F é chamado ladrilho.

O volume de qualquer regiao fundamental de um reticulado A é o mesmo e tal valor é
denominado volume do reticulado A e denotado portanto vol(A). O politopo fundamental

de A é uma regiao fundamental para A.
Proposicao 4.1. O volume da regidgo fundamental é dado por
vol(A) = det(A)Y/2.
Definicao 4.6. [7,pag.10] Se dois reticulados podem ser obtidos, um do outro, por uma ro-
tacdo, reflexao e multiplicacdo por escalar, entdo eles sdo ditos equivalentes ou isomorfos.

Duas matrizes geradoras M e M’ definem reticulados equivalentes se, e somente se, elas

estao relacionadas por
M' = cUMB,

onde ¢ € R é uma constante ndo nula, U é uma matriz com entradas inteiras e determi-
nante +1, e B é uma matriz real ortogonal (isto é, BB! = Id é a matriz identidade). As

correspondentes matriz de Gram sao relacionadas por
M (Mt = AFUMM'UT,

Se ¢ = 1, entao os reticulados M e M’ sao ditos reticulados congruentes.
Um reticulado é dito integral se sua matriz de Gram possui entradas inteiras . Tem-se

que um reticulado A é integral se, e somente se,
A CA™.

Um reticulado integral A é dito par se (z, x) é um inteiro par, para todo z € A; caso contrario,

A é dito um reticulado impar. Para todo reticulado integral A, tem-se que

AC A C

1
~ det(A) A

Um reticulado integral A é dito auto-dual ou unimodular quando |det(A)| = 1, ou, equi-
valentemente, A = A*.

Os reticulados Eg e Aoy sdo exemplos de reticulados unimodulares pares, e os reticulados

Z", paran =1,2,..., sao reticulados unimodulares impares.
) ) b )
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4.2 Homomorfismo de Minkowski

Neste capitulo apresentamos o homomorfismos de Minkowski, sendo uma ferramenta im-
portante na geracao de reticulados no R™.utilizado para gerar reticulados a partir de corpos
de nimeros Seja K um corpo de nimeros de grau n e assinatura (r1,72), isto é, r1 é o nimero
de homomorfismo reais e 2rp é o nimero de homomorfismo imagindrios (Definicao 1.17).

Tem-se que n = ry + 2rs.

Definicao 4.7. [28, pag.56] Sejam K um corpo de nimeros de grau n e assinatura (ri,m2).

A aplicacao

ok : K — R"

xr — og(x),

dada por

JK(:U) - (01 (37), 02(‘73)7 < 0ryg (.ZC), %(Um-i-l(x))v %(Um—i-l(x)%

Rlor42(2)), (0r142(2)); s R(Or 1405 (2)), 3(0r1 45 (2)))

onde R e & representam a parte real e imagindria, respectivamente, de um niumero complexo,

é chamado homomorfismo canoénico ou homomorfismo de Minkowski de K em R".
O homomorfismo de Minkowski é um homomorfismo injetor de grupos aditivos.

Proposicao 4.2. [28,pag.56] Se M C K é um Z-submddulo livre de posto n de K, com base
{z1,29,...,2p}, entdo ox(M) €é wum reticulado mn-dimensional no R™ com base

{ok(z1),0K(x2),...,0x(x2)}. Além disso,
vol(og (M) = det(aK(]\/[))l/2 =27"2|det(oj(xy)| = 2*”\det(Ter(xjxk))]l/z.

Suponha, agora, que K é um corpo de ntmeros totalmente real de grau n. O homomor-

fismo canonico é dado por

ox(x) = (o1(x),02(x),...,0n(x)).

Se M C K é um Z-submoédulo livre de posto n de K, com base {z1,z2,...,z,}, entdo a

matriz geradora do reticulado o (M) é dada por

o1(xy1) o1(xa) -+ o1(zy)

0'2(%1) 0'2(%2) ag(azn)

on(x1) on(xa) -+ op(zy)
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e a matriz de Gram é dada por

T?"K|Q(:E1SC1) TTK|Q(331:U2) e TTK|Q(1:1:cn)

Trgg(r2r1) TrK|Q(xga;2) e TTK|Q(x2xn)
G = (Trgjo(zjzy)) = : . _ .

Tri(zazr1) Trip(zarz) - Trge(Tar,)

Proposicao 4.3. [28,pag.57] Sejam K um corpo de nimeros e Ok o anel de inteiros de K.

Se I C Ok € um ideal ndo nulo de Ok entdo ox(I) € um reticulado com volume
vol(ox (1)) = det(or (I))/? = 2772 |dg |2 N (1),

onde 9 € o nimero de pares de homomorfismos imagindrios de K, N(I) é a norma do ideal
I e|dg| € o discriminante absoluto de K. Se K é um corpo totalmente real entio ox(Ok)
é um reticulado com volume

vol (o (Ok)) = |dgc |2

Com isso, tem-se que cada corpo de ntimeros totalmente real de grau n gera um reticulado
ok (Ok) CR™ com determinante det(ox(Ok)) = |dx|.

4.3 Reticulados ideais

Utilizamos, nesta segao, as notagoes e a terminologia presente em [5] e [4]. Definimos,
aqui, os reticulados de um modo mais genérico do que o apresentado na Secao 4.1, entretanto,

usaremos indistintamente os dois conceitos.

Definigao 4.8. Sejam K um corpo de nimeros e Ok o anel de inteiros de K. Umreticulado
é um par (a,b), onde a é um ideal fraciondrio de K, eb:a x a:— R é uma forma bilinear
stmétrica tal que

b(Az,y) = b(x, Ay, )

para todos x,y € a e todo A € Ok.

Quando b(z,y) € Z, para todo x,y € a, diz-se que (a,b) é um reticulado integral. Um
reticulado integral (a,b) é dito ser par, se b(x,x) € 27Z, para todo z € a.

Proposicao 4.4. [5,pag.169] Sejam K um corpo de nimeros e O o anel de inteiros de K.
Se (a,b) € um reticulado, onde a € um ideal fraciondrio de K e b :a x a:— R, entdo as

sequintes afirmacoes sao equivalentes:
i) (a,b) é um reticulado ideal;

i) existe um elemento o € K, com & = «, tal que

b(z,y) = Trgg(azy).
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O posto do reticulado ideal é o grau do corpo de ntimeros K.

Apresentamos, na Secao 3.3, o codiferente, que é dado por
Q:OL\OK = {.%' = L|TTL\K(7;OL) - OK}v

referente a extensdo de corpos de nimeros L|K. Tomando a extensao K|Q, tem-se o que

codiferente de K é dado por
Cx = {z € K|Trgg(zy) € Z, para todo y € Ok }.

Proposicao 4.5. Seja K um corpo de niumeros, a um ideal de O, a € K eb:axa— R

a forma Z-bilinear dada por
b(z,y) = TrK|Q(axy).

O reticulado ideal (a,b) € um reticulado ideal integral se, e somente se,

aaa C €.

4.4 Homomorfismo torcido

Nesta secao, apresentamos uma variante do homomorfismo canénico, onde o homomor-
fismo canodnico torna-se um caso particular do homomorfismo torcido. Este homomorfismo
gera reticulados no R™. Sejam K um corpo de nimeros de grau n e assinatura (ry,72), isto
é, r1 é o nimero de homomorfismo reais e 2r, é o nimero de homomorfismo imaginérios. Se
o : K — R” é 0 homomorfismo de Minkowski, conforme Definicdo 4.7, tem-se que para cada
ideal a C Ok, o par (a,b), onde b é a forma bilinear simétrica dada por b(z,y) = Trgp(z7),
¢ um reticulado ideal integral.

Seja a € K totalmente positivo, isto é j(«) € R e gj(a) > 0, para todo j = 1,2,...,n.

O homomorfismo

oa(z) = (Varzi, Voo, . .., /O Try s /200 11 R(Tr +1)5 /200, 418 (2, 41),
V200 2R (@) 12), /200 123 (Tr 42), -5 V200 4y Ry )y /200 40, (@01 413))

onde z; = 0;(z), aj = 0j(c) e R(z) e F(x) denotam a parte real e imaginaria de x, respecti-

vamente, é chamado homomorfismo torcido.

Proposicao 4.6. [5,pag.179] Para cada ideal integral a de K e para cada elemento o € K
totalmente positivo, o reticulado oo (a) C R™ é um reticulado ideal. Reciprocamente, para cada
reticulado ideal (a,b), existe « € K tal que o reticulado ideal o, (a) € isomorfo ao reticulado
ideal (a,b).

A Proposigao 4.6 relaciona as defini¢oes de reticulados apresentadas nas Secgoes 4.1 e 4.3,

provando que as duas defini¢Ges s@o equivalentes.
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4.5 Minimo euclidiano

Nesta secao, apresentamos o conceito de minimo euclidiano com o objetivo de de introduzir
a conjectura de Minkowski, mas antes de introduzirmos o minimo euclidiano é necessario
definirmos o algoritmo de Euclides e os anéis euclidianos. O algoritmo de Euclides consiste
no fato que, dados dois elementos inteiros a,b € 7Z, podemos fazer a divisao de a por b,
obtendo um resto "pequeno”, no sentido que o valor absoluto do resto é estritamente menor
que o valor absoluto de b. Generalizando esse fato, tem-se um anel euclidiano.

Considere, nessa se¢do, K um corpo de ntimeros e Ok o anel de inteiros de K.
Definicao 4.9. [9,pag.22] Um anel euclidiano ¢ um anel A munido de uma fung¢ao
@ A\{0} — Z7,

onde Zt = {0,1,2,...} € o conjunto dos inteiros maiores ou iguais a zero, de modo que, dado

quaisquer elementos a,b € A, com b nao nulo, existem q,r € A tais que
a=bg+r com p(r) <) our =0,
e que para todos a,b € A\{0} tem-se que
p(a) < p(ab).

Definicao 4.10. Um corpo de numeros K € dito ser um corpo euclidiano se o anel de

inteiros Ok de K é um anel euclidiano com respeito a norma do valor absoluto.

Teorema 4.1. [30,pag.11] O seu anel de inteiros Ok € euclidiano se, e somente se, para
cada y € K, existe um inteiro algébrico x € Ok, tal que N(y —x) < 1, onde N € a norma

do valor absoluto.
Definicao 4.11. Seja x € K. O namero real mg (x), definido por
mg (z) = inf{|Ngjq(z — y); y € Ok},
€ chamado minimo euclidiano de x em K.
Proposicao 4.7. [30,pag.26] O minimo Fuclidiano mg possui as sequintes propriedades:
i) mi(ax — B) = mg(zx), para todo x € K e a, 8 € Ok, com a # 0.
i) Para todo v € K, existe a € Ok tal que my(z) = [Ngg(r — a)l.
iti) mg € Q.

iv) mi(x) =0 se, e somente se, v € Ok.
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Definicao 4.12. O numero real positivo M (K), definido por
M(K) = sup{mg (z); v € K},
é chamado o minimo euclidiano de K.

O minimo euclidiano também pode ser definido por
M(K) = inf{k € R;k > 0;Vx € K, existe a € Og com Ngg(r — a) < k},

isto é, essas duas definicoes sao equivalentes.

Quando M (K) > 1, segue que existem a,b € O \{0} tais que, para todo ¢ € Og nao
nulo, |Ngg(a —bq)| > [Nkq(b)], e assim Ok nao é um anel euclidiano com a fungao norma
|Nkjgl- Quando M(K) < 1, para todos a,b € Ok \{0}, existe ¢ € Ok ndo nulo tal que
|[Nkjgla —bg)| < [Ngg(b)|, e assim Ok é um anel euclidiano com a fungao norma |Ng|g|-

Entretanto, quando M (K) = 1 tem-se que Ok pode ser euclidiano ou nao.

Definicao 4.13. Seja L um reticulado n-dimensional no R™. O minimo de L € definido por
min(L) = min{(l,1);l € L,l # 0},

que € o quadrado da distancia minima entre dois pontos em L, e o maximo de L € definido
por
max (L) = sup{min{(x — [,z — l);l € L};z € R},

que € a mdzrima distancia de um ponto do R" até L.

4.6 Conjectura de Minkowski

Nesta secao apresentamos a conjectura de Minkowski, devida a Minkowski, que aparece
em Diophantische Approzimationen, 1907 de H. Minkowski [20]. Em 1936, no trabalho de J.
K. Koksma, [15], j4 era conhecida como Conjectura de Minkowski. Deste modo, apresentamos
a conjectura de Minkowski para reticulados e, a partir do fato que a partir de um corpo de
numeros totalmente real obtém-se um reticulado no R", que é a conjectura de Minkowski
para corpos de nimeros totalmente reais. No Capitulo 7, Secao 7.2, apresentamos uma de-
monstracio que a conjectura de Minkowski é vélida para corpos de grau p e de condutor p?,
com p um primo fmpar. Para tal, é essencial o conhecimento do anel de inteiros deste corpo
e a da forma trago sobre o mesmo, que é dada pelo Teorema 7.2.

Sejan > 0 um inteiro. Considere a fun¢ao N : R” — R definida por N(z) = |z1x2 - - - 24/,

onde z = (x1,x2,...,Zy).
Conjectura 4.1. [30,pag.63] Para qualquer reticulado A C R™ tem-se que

sup inf N(z —y) < 27 "|det(A)|.
xrER™ yeA
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Este conjectura é vélida para n = 2,3,4 e 5 através dos trabalhos de Minkowski, Remak,
Dysib e Skubenko em [20], [25], [8], [32] e [31], respectivamente. Recentemente, foi apresen-
tada por R. J. Hans-Gill et al, o trabalho A wunified simple proof of a conjecture of Woods
for n < 6 [38], que contém uma demonstragao unificada para a conjectura de Woods para
n < 6, o que implica que a conjectura de Minkowski é valida para n < 6. Seguindo a mesma
construgao, tem-se o trabalho On conjectures of Minkowski and Woods for n = 7, [39], que
estende o resultado para n = 7.

Motivado pelo estudo de inteiros algébricos, tem-se a seguinte conjectura em teoria dos

nuameros:

Conjectura 4.2. [3,pag.306] Seja K um corpo de nimeros totalmente real de grau n e

discriminante di. Para cada x € K, existe um inteiro algébrico y € K tal que

[Nkjo(z —y)l < 27"V]dk|.

Conjectura 4.3. [30,pag.63] Para todo corpo de nimeros totalmente real K de grau n e

discriminante di tem-se a sequinte cota superior para o minimo euclidiano:

4.7 Algumas cotas conhecidas para o minimo euclidiano

Apresentamos, nessa segao, alguns resultados presentes em [22], 2005, e em [3], 2006, sobre
o minimo euclidiano, onde sdo encontrados limitantes para o minimo euclidiano em corpos
quadraticos, em certos corpos ciclotomicos e em determinados subcorpos maximais reais de

corpos ciclotomicos.

Proposicao 4.8. [22,pag.443] Sejam d > 1 wum inteiro positivo livre de quadrados,
K = Q(vd) um corpo quadrdtico e Ok o anel de inteiros de K. Se a C K ¢é um ideal

fraciondrio de K, entdo
1
M(a) < v/ldx]

onde |dg| representa o discriminante absoluto de K. Em particular, a Conjectura 4.3 de

Minkowski € vdlida para K.

Proposicao 4.9. [22,pag.445] Sejam d > 1 um inteiro positivo livre de quadrados e K =
Q(vVd) um corpo quadrdtico com discriminante absoluto |d|. Se |di| # 4(t> + 1) e |dg| #
(2t — 1)2 + 4, para todo t € N natural, entdo

M(K) < i\/ydm.

Sejam Up = plp—1 — Jp—1 a matriz de Gram de Ly 1 e T = pl,_1)/2 — 2J(—1)/2 tal

que %Tp é a matriz de Gram de L, /3 (,—1)/2, onde Lj , € um reticulado no R" com matriz de



68 Capitulo 4 — Reticulados e Conjectura de Minkowski

Gram
a= 7 (4.1)

Mais detalhes sobre o reticulado L;, podem ser obtidas no Teorema 7.1.

Proposicao 4.10. [22, pag.450] Sejam p um primo, r > 1 um inteiro positivo e & = &y uma
raiz p"-ésima primitiva da unidade em C. Seja ainda K = Q(& + £71) o subcorpo maximal

real do p"-ésimo corpo ciclotémico Q(&yr) e O = Z[E + 7Y o anel de inteiros de K.

i) Se p > 2 é impar, entao o ideal reticulado (O, Tr(1)) € isométrico ao reticulado ideal

com matriz de Gram
p"—1

12

prflUp L prflTp‘

ii) Sep =2, entdo para a = 2+E+E71 € Ok o ideal reticulado (O, 21" Tr(a) é isométrico
ao reticulado 7~

Coroldrio 4.1. [22,pag.451] Sejam K e Ok como na Proposi¢io 4.10. Se p € impar entdo

max (O, Tr(1)) < —— ("2 —p" — 3p + 3).

Coroldrio 4.2. [22,pag.451] Sejam p um primo impar, v > 1 um inteiro positivo (se p = 3
entdo suponhar > 2), & = & uma raiz p"-ésima primitiva da unidade em C, K = Q({+&~ 1
o subcorpo mazimal real do p"-ésimo corpo ciclotomico Q(§,r) e Ox = Z[€ + €71 o anel de

inteiros de K. O minimo euclidiano de K satisfaz

maX(OKvTT(l)))n/Q < (pr(p—i_—l))n/Q n |dK|

M(K) <
(K) < ( - 19 z

onde T o
T —
L +p 3)1/2p_7'/2 2(p 1) < 1 1.6 < 1

2v/3 P 203 2

Se p =2 entdo

Embora a conjectura de Minkowski seja feita sobre corpos totalmente reais e o limitante
M(K) < 2™y/|dk| nao seja vélido para todo corpo de ntimeros K de grau n, esse limitante

vale para algumas familias. Para corpos ciclotomicos tem-se o seguinte teorema.

Teorema 4.2. [3,pag.306,318] Se K é um corpo ciclotomico de grau n e discriminante

absoluto |dk|, entao
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Para certas familias de corpos ciclotomicos existem limitantes melhores para o minimo

euclidiano.

Proposigao 4.11. [3,pag.319] Seja K = Q(&,,) o m-ésimo corpo ciclotémico de grau n. Se
m € da forma m = 2"3°5%, comr < 0,s<1let <1, m=2"5% comr<2es<1, ou

m=2"3% comr <3 es <1, onder, s, t €Z sao inteiros, entao

M(K) < 87™2/|dk].

0,s<let<1l, m=2"35" comr<0,s<2et<1
1

, onder,s,t € 7Z sao inteiros, entdo

Se m € da forma m = 2"5°7t com

TS
oum=2"3%7" comr <2, s<1let<

M(K) <1272/|dg]|.

4.8 Conclusoes

Nesta capitulo, o objetivo foi apresentar a conjectura de Minkowski. Além disso, foram
definidos os reticulados no R” e os reticulados ideais, assim como dois métodos para obter
reticulados algébricos a partir de corpos de niimeros. A conjectura de Minkowski para reticu-
lados utiliza tais conceitos, sendo que para a conjectura de Minkowski para corpos de niameros,
motivada pelo homomorfismo de Minkowski, é necessario o conhecimento do minimo eucli-
diano. Também apresentamos algumas cotas conhecidas para o minimo euclidiano, sendo
estes resultados motivadores da Secao 7.2.

Em especial, destacamos os trabalhos [38] e [39], que trabalham com a conjectura de
Woods, que por sua vez implica na conjectura de Minkowski. Acreditamos que o raciocinio
apresentado por esses trabalhos possa ser entendido para dimensoes superiores. Entretanto,
fazer tal extensao exigird uma quantidade cada vez maior de célculos. Para n = 7 é necessério
analisar 64 casos e para n = 8 é necessario analisar 128 casos, o que impossibilita extender
este raciocinio para dimensdes n muito maiores, a menos que seja possivel utilizar modelos

computacionais para isto.
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K = Q(0), onde 6 = Trp k(). Apresentamos, na Segao 5.3, uma nova demonstragao da
descricao dos subcorpos K do p-ésimo corpo ciclotémico Q(&,). Ainda na Secao 5.3, o Lema
5.6 apresenta uma base integral para K e tal base integral é formada pelos conjugados de 6.
O Teorema 5.3 resume os resultados da secao, assim como fornece a formula do discriminante
absoluto para o subcorpo K. Na Secao 5.4, descrevemos explicitamente os corpos de condu-
tor poténcia de 3, onde provamos que apenas corpos ciclotomicos e corpos maximais reais de
corpos ciclotomicos podem possuir condutor poténcia de 3. Apresentamos, no Corolario 5.3,

os anel de inteiros e o discriminante absoluto para cada um destes subcorpos.

5.1 Extensoes ciclicas e conjugados

Apresentamos, nesta se¢ao, alguns resultados presentes na literatura que serao utilizados
nas secoes seguintes para obtengao dos subcorpos do p"-ésimo corpo ciclotémico L = Q(&pr),

onde p é um primo impar e r > 0 é um inteiro positivo.

Proposicao 5.1. [28,pag.88] Seja L = Q(&,) o n-ésimo corpo ciclotémico, com n € Z um
inteiro positivo. O grupo de Galois G = Gal(L|Q) da extensio L|Q ¢é isomorfo ao grupo

multiplicativo (Z/nZ)*, dos inteiros inversiveis mdodulo n.

Proposigao 5.2. [21,pag.127],[26, pag.43] O grupo multiplicativo de Z/AZ € ciclico, gerado
pela imagem canénica de 3 € Z em ZJAZ. Se r > 3, entao (Z/2"Z)* = {(«a, 5) ndo € um grupo
multiplicativo ciclico, onde a é a imagem de —1 em (Z/2"7Z)*, pelo projecao candnica, que
possui ordem multiplicativa 2, e B € a imagem de 5 em (Z/2"Z)*, pela proje¢ao candnica, que

2r—2

possui ordem no grupo multiplicativo (Z/2"7)*.

O proximo teorema classifica para quais valores de n, um inteiro positivo, o grupo multi-
plicativo (Z/nZ)* é ciclico. Pelo Teorema Fundamental da Teoria de Galois (Teorema 1.4),
tem-se quais extensoes ciclotomicas sao ciclicas. A partir deste resultado, passamos & descri-

¢ao dos subcorpos das extensoes ciclotomicas ciclicas.

s

Teorema 5.1. [21], [26, pag.44] O grupo multiplicativo (Z/nZ)* € ciclico se, e somente se,
n=247p" ou2p",
onde p € Z € um primo impar e r > 1 € um inteiro.

Coroldrio 5.1. As dnicas extensées ciclotémicas ciclicas dos racionais sio Qi) e

Q(&r) = Q(&2pr), onde p € um primo impar e r > 0 um inteiro.
Demonstragao. Segue diretamente da Proposi¢ao 5.1 e do Teorema 5.1. 0

Com a proxima proposicao, tem-se que para cada grau divisor da ordem de um grupo

ciclico, existe apenas um unico subcorpo deste grau.
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Proposicao 5.3. [27,pag.12] Se G ¢é um grupo ciclico de ordem n gerado por x entdo x*

possui ordem m/mdc(n, k), onde mdc denota o mdrimo divisor comum e k € um inteiro

positivo.

Proposicao 5.4. [27,pag.13] Seja G um grupo ciclico de ordem n e gerado por x. Para cada
inteiro positivo d, divisor de n, existe exatamente um subgrupo de ordem d, e esse subgrupo
¢ gerado por x™/<.

Demonstracio. Se d divide n entdo o grupo gerado por /% possui ordem d. Para a unicidade,

se (z¥) é um subgrupo de ordem d entao x*?

=1 e, portanto, n divide kd. Pela Proposicao
5.3, segue que n/k divide d e, assim, (z¥) é um subgrupo de (z/?). Como esses dois grupos
possuem a mesma ordem d, isto é, possuem o mesmo ntimero de elementos, segue que eles

sao iguais, 0 que prova a proposicao. ]

Corolario 5.2. O ndmero de subgrupos de um grupo ciclico é o numero de divisores da ordem

do grupo.

Demonstracao. Seja G um grupo ciclico. Pela Proposicao 5.4, tem-se que para cada divisor
d da ordem do grupo G existe um subgrupo de ordem d. Portanto, o niimero de subgrupos

do grupo G é o nimero de divisores da ordem do grupo G, o que prova o corolario. O

Sejam L = Q(§) o p"-ésimo corpo ciclotomico e G = Gal(L|Q) o grupo de Galois da
extensao L|Q. Pela Proposigao 5.1, tem-se que G é um grupo ciclico finito e, pela Proposicao
5.4, tem-se que G possui apenas um subgrupo para cada ordem dada. Pelo Teorema de
Lagrange, tem-se que a ordem do subgrupo divide a ordem do grupo. Utilizando o Teorema
Fundamental da Teoria de Galois (Teorema 1.4), se H C G é um subgrupo de ordem m,
entdo existe exatamente um subcorpo K de L que é o corpo fixo de H, e este corpo satisfaz
[L : K] = m. Logo, para cada divisor k do grau de L sobre Q, existe exatamente um subcorpo

K de L com [K : Q] = k. Com isso, podemos enunciar a seguinte proposigao.

Proposigao 5.5. Sejam L = Q(&,r) o p"-ésimo corpo ciclotomico, onde p é um primo impar
er > 0 € um inteiro. Para cada inteiro n > 0, divisor de [L : Q|, existe exatamente um

subcorpo de L com [K : Q] = n.

Deste modo, o objetivo, deste capitulo, é encontrar uma descrigao para o corpo K.

Para encontrar um subcorpo de L de um grau previamente fixado n é suficiente encon-
trar um elemento algébrico § com o referido grau. Por outro lado, provar diretamente pela
definicao que # tem n poténcias linearmente independentes sobre Q nao é uma tarefa facil.
Uma idéia interessante é utilizar os conjugados de 6.

Baseado no Teorema 1.2, segue o resultado mais importante desta secao, que sera utilizado

para obter o gerador do subcorpo de L.

Proposicao 5.6. Seja § € L = Q(&,r) um elemento de L. Se 0 possui exatamente n con-
Jugados distintos em L entao o corpo K = Q(0) possui grau n sobre Q. Além disso, K € o

unico subcorpo de L que possui grau n sobre Q.
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Demonstragdo. A unicidade segue da Proposicao 5.5. Como cada homomorfismo
0 : Q(0) — C é unicamente determinado pelo valor que o assume em 6, segue que o nimero
de conjugados distintos que 6 possui representa o nimero de Q-homomorfismos distintos de

Q(0). Pelo Teorema 1.2, segue o resultado. O]

5.2 Subcorpos de Q(¢,)

Apresentamos, nesta secao, resultados que permitirdo obter novas contribuicoes sobre
subcorpos de L = Q(§), onde £ = &, é uma raiz p"-ésima da unidade. Podemos supor, sem
perda de generalidade, que L é o menor corpo ciclotémico contendo o subcorpo K desejado,
isto é, o condutor de K é p". Desconsiderando o caso trivial, onde K é Q ou L, existem
e, e’ € Z inteiros positivos divisores de p — 1 tais que ee’ = p — 1 e que o grau de K sobre Q
é ep” 1. O objetivo, desta secdo, é provar que K = Q(6), onde 0 = Tri g (§)-

Sejam ¢ um gerador de Gal(L|Q) e a € Z um inteiro positivo com 0 < o < p” tal que
(&) = &% Assim, @ é um gerador de (Z/p"Z)*, onde @ representa a projecao candnica de
aem Z/p"Z. Seja p(x) = opr(z) =1+ 2P 4 2% 4 2@ DPT 6 6 proésimo polinémio
ciclotomico e n = ¢(p") = (p — 1)p" !, onde ¢ é a funcio de Euler.

A préxima proposigao serd utilizada diretamente na Proposigao 5.10, onde serd demons-
trado que os conjugados de 6 sao distintos, o que, juntamente com a Proposicao 5.6, resultara

no Teorema 5.2, que fornece a descri¢cao do subcorpo K, que pode ser expresso como Q(6),
onde 0 = T'rp k().

Proposigao 5.7. Seja h € Z[x| um polindmio de grau no mdzximo p" — 1. Se h(§) = 0 entao

r—1

h = ¢g, onde g € Z[x] € um polinémio de grau no mdximo p"~—* — 1 e h tem Ip termos ndo

nulos, onde l € o numero de termos nao nulos de g.

Demonstragdo. Seja h € Z[x] um polinomio de grau no maximo p” — 1 com A(§) = 0. Como
@ ¢é o polinomio minimal de £ sobre Z, segue que ¢ divide h. Portando, h = g para
algum ¢g € Z[x]. Agora, para encontrar o grau de g, usando a propriedade do grau na
multiplicagdo de polinémios em h = ¢g, obtém-se que gr(h) = gr(yp) + gr(g), onde gr(.)
denota o grau do polinémio. Deste modo, gr(g) = gr(h) — gr(¢). Como gr(h) < p" —1
egr(p) = (p—1pt =p" —p' 1, segue que gr(g) < p"—1—(p" —p ') =pt -1
Como ¢ é um polinémio de grau no méximo p"~*

r—1

— 1, tem-se que g pode ser expresso como
g(x) =go+gix+ -+ gpr—l,lznp_l, com os coeficientes g; € Z, para j = 0,1,... pi =1,

Assim, de h = pg, tem-se que

h = ¢g
= (g0 + @1z + g2 + -+ + g1 _12P7)

"“—171

= gop+qrzo -+t gyl ©.
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De onde,

1 —1

+ x(pfl)p“l) +

h=go(l+a? "+ 4200 L ga(l 42" 4 2%

cee 4 ng_l_lxpT—1,1(1 + xpr—l + x2pr—1 i x(Pfl)pT_l)'

Logo,

r—1_1

r—1__ r—1 r—1 r—1
h=go+g1x—|—---+gpr—1,1x1’ 1+go$p +g12? +1+...+gpr_171xl’ +p 4+

_ r—1 _ r—1 _ r—1 r—1_
o gz PP g (P gpr—1,1m(p D" -1
e, portanto, h = ph tem Ip termos nao nulos. ]

Agora, se K é o corpo fixo de (77" ') entdo

Gal(LIQ) = {0,062, ...,c® V""" =14},
ep’—1
GGZ(K‘Q) = {0.|K70-|2K7"'70-|[1; :IdK}a

r—1 r—1

Gal(L|K) = {o® g% 7.“70@_1)1{71:[(&} e

1

K é um corpo de grau ep” ! sobre Q. Além disso, se K’ é um outro subcorpo de L com o

mesmo grau ep” !, pelo fato da extensdo L|Q ser ciclica, segue que K’ = K.
Proposicao 5.8. Para todo j =1,2,--- ,n— 1 tem-se que 0 (&) = §°‘j eo™(&) =¢.

Demonstrag¢do. Como o(€) = £ segue que 02(§) = o(£¥) = (£€4)® = 50‘2. Similarmente,
tem-se que o03(¢) = €9, Assim, para j = 1,2,...,n, tem-se que ol (€) = €. Finalmente,

o™(€) = 2" = ¢, o que conclui a demonstragao. O

Na Proposicao 5.8 obtém-se os conjugados de £&. Agora, descrevemos explicitamente os

conjugados de 6.

Proposicao 5.9. Se 0 = Trp (), entdo

e r—1 %2 r—1 1 r—1 1 r—1
9 — gap +§ap +.”+§ap +"'+fa(p )P 7
ep” 141 2ep” 141 lep” 141 (p—1)p" 141
0-(0) = gap _|_§0‘p _|_..._|_£O‘p _|_..._|_£O‘p P ,
r—1 r—1 r—1 r—1
2 afP +2 a2€p +2 OtleP +2 Oé(pfl)p +2
o’(0) = ¢ +¢ +ot g +o 1t g :
O'j(e) . gaezvr’lﬂ' i ga%zf*lﬂ’ 4 4 galepT71+j i + é.Oé(p*l);vr’hrj
— ... e ,
1 epT_1+epT_l ZepT_1+epT_1 lepT_1+epT_1 ee/pT_1+epT_1
" 0 = & + £ 4o 4o 4Ee
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Demonstragao. Tem-se que

0 = Tryk(§)

= o7 (O 40

r—1 r—1 /r—1

€) 40"+ (©).

Pela Proposicao 5.8, segue que

— r—1 r—1

e 1 e _ r—1
0 — 5Oép +£a2p +.”+§alp +‘”+£a(1) Dp ‘

De modo andlogo, para o(f) tem-se que

r—1 1

0(0) = (0P () + T (E) o+ T (E) 40 PTIT())
= o) 4 o2 T () ol () o DT L )
1 14 —1 - §a<p71)p

r—1

lepr +1

epr— r—1+1
£ :

+1+£a2ep* —l-"'—i-fa

Para o%(0) obtém-se que

r—1

o2 0) = oo (€) + P () 4+ -+ o PTIT ()

_ Uepr_1+2(€) + O,26pr_1+2(§) 4. _’_O,lep’“_1+2(£) 4. _’_O,(pfl)pT_1+2(€)

1 r—1 r—1
+2 a2ep +2 a®—1)p +2
+ +-4¢

epr7 —1 +2
= ¢

+ +£alepr

r—1

De modo geral, para j =1,2,...,ep" ", segue que

r—1 —

d(0) = oI () + T + 4T+ g (g))
= o (&) 4 2T () e PTTH () 4 PP ()

-1, . ep™—
+]+...+§alp +...+€

. é_aepT71+]' + é_aerT a(p_l)pril""j

Finalmente, para o (6) obtém-se que

r—1 r—1 r—1

O = T (T T+ (O 4+ 0 ITE))

_ 0_6p’r71+€p’r71 (6) + 0_26p'r71+€p'r71 (5) + o + U(p—l)pT71+6pT71(§)

r—1

r—1

r—1 r—1 r—1 r—1 r—1
ep +ep 2ep +ep (p—1)p +ep
= & + & + oL
r—1 r—1 r—1
ep 2ep (p—1)p
= ¢ + & +- &
— 9’
o que conclui a demonstragao. O

Fixamos, agora, uma notacao para facilitar a descrigdo dos préoximos resultados. Para
cada n € Z, denotamos n' o representante da classe lateral n + p"Z em Z/Z,-, onde n' é

um inteiro positivo com 0 < n’ < p”". Deste modo, se mdc(n,p") = 1 entdo 0 < n’ < p" e
I‘ (ajeprfl_,’_s)/‘

mced(n/, p") = 1. Denotamos, ainda, o=

/

s sao todos distin-
b

Lema 5.1. Se j=1,2,....¢ es=1,2,...,ep" ", entdo os elementos o

/
tos. Além do mais, os elementos €% sao distintos.
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Demonstracao. Note que

o, = (7P 1+5)
(ajepr 1+ P 1) — 1—‘1—3)

= (aa+p 1))ep™™ 1+s>

J+(p 1),s°

onde ags = ap—1,5. Desse modo, é suficiente provar o resultado para j =0,1,...,¢/ — 1. Os
elementos jep"~! + s percorrem todos os inteiros de 1 a (p — 1)p"~!, sem repeticio quando
j=0,1,....¢/ —2es = 1,2,...,ep" L. Por outro lado, @ tem ordem (p — 1)p"~! no

grupo multlphcatlvo de Z/p"7Z. Logo todos os elementos «; . sdo distintos. Para a segunda

]S

/ e
afirmacao é suficiente observar que existe uma bije¢do entre os elementos a; ; € as raizes da
b

/
unidade %4, o que prova o lema. O

/ ’ /
Lema 5.2. Se fs(z) = x%s + 2% + -+ 4+ 2%-1s entao fs € um polinémio de grau no

mdzimo p" — 1 e a®(0) = f5(&).

Demonstracao. Pela definicao de oz;-ﬁ segue que 0 < a;-ys < p” e, portanto, fs é um polinémio
de grau no maximo p” — 1. Finalmente

—1

-1 _1+s a(p e +s

0’5(0) _ é_ae;ﬂ" +s + §a25p ) + é_alepr + §
— gal,s + £a2,s 4+ .4 gap—l,s
= f8(£)7

o que conclui a prova. O]

O Lema 5.2 fornece uma ligacdo entre os polinémios fs; e os conjugados de €. Temos,

agora, as ferramentas necessarias para provar a seguinte proposicao.
Proposigao 5.10. Todos os conjugados de 6 em K sdo distintos.

Demonstragao. Suponha que 6 possui dois conjugados iguais, ou seja, suponha que existam
a,b € N distintos, de modo que 0%(8) = ¢(6). Assuma, sem perca de generalidade, que a > b
e ab e {1,2,...,p""'}. Assim, tem-se que 0?() — o®(f) = 0. Pelo Lema 5.2, segue que
fa(&) — fu(§) = 0 e, pelo Lema 5.1, tem-se que todos os 04;-75 sao distintos. Como todos as
poténcias 2% sdo distintas segue que (f, — fp)(x) € Z[z] possui 2(p — 1) termos nao nulos e
grau < p” — 1, o que contradiz a Proposi¢ao 5.7. Logo, (fo — f5)(§) # 0 e consequentemente,

0%(0) # o®(#). Portanto, todos os ep” ™! conjugados de @ sio distintos. O

"1 conjugados de # em K sao distintos, onde

r—1

Pela Proposicao 5.7, segue que todos os ep

r—1

0 = Trpx(§). Como o grau de K é ep”™ ", segue que 6 tem ep”™ " conjugados em L. Pela

r—1

Proposicao 5.6, tem-se que Q(6) é o tnico subcorpo de L que tem grau ep”*, o que implica

que K = Q(#). O Teorema 3.9 fornece o valor do discriminante absoluto de K. A unicidade
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é dada pela Proposicao 5.6. A Figura 5.1 apresenta um diagrama desses subcorpos, onde
os numeros ao lado das linhas significa o grau da extensao. Com base nestes fatos, segue

diretamente o préximo teorema.

Q(gp") ,
T~
v K=0Q()
Q(&p"‘l)

Figura 5.1: Subcorpo de Q(&,r) e grau ep” 1.

Teorema 5.2. Seja K um subcorpo de L = Q(&) com [L : K] =€, onde e, e’ > 1 sao inteiros

comee' =p—1. Sed =Trp (&) entdo K = Q(0) € o tinico subcorpo de L cujo grau é ep” 1,

—1
e o discriminante absoluto de K é dado por |di| = p®, onde a = e[(n+1)p" ! — L] —1.
p

-1

5.3 Subcorpos de Q(¢,)

Apresentamos, nessa secao, resultados que permitirao obter os subcorpos do p-ésimo corpo
ciclotomico Q(&p), onde p é um primo impar, de um modo distinto do apresentado em [37].
Além do mais, essa construcao permite a obtencao de uma base integral para o anel de inteiros
para os subcorpos de Q(&p).

Seja p € Z um primo fmpar, £ = £, uma raiz p-ésima primitiva da unidade, L = Q(§,) o

p-ésimo corpo ciclotomico e K C L um subcorpo de K.

Lema 5.3. Se p € um nidmero primo impar e L = Q(&,) o p-ésimo corpo ciclotémico, com
¢ = &, uma raiz p-ésima primitiva da unidade, entdo os conjugados de & sio &,&2, - EP7L
Em particular, os conjugados de £ sao distintos e formam um conjunto linearmente indepen-

dente.

Demonstragcao. De modo andlogo a Segao 5.2, sejam o um gerador do grupo de Galois
Gal(L|Q) da extensao L|Q e « € Z um inteiro positivo tal que o(§) = £*. Assim, os conju-
gados de £ sdo as poténcias de £ com expoente inversivel médulo p, que sdo &, €2, -+, P71,

Portanto, os conjugados de £ sdo linearmente independentes. O

Lema 5.4. Sejam p um nimero primo impar e L = Q(§,) o p-ésimo corpo ciclotémico.
Se K C L ¢ um subcorpo de L e § = Trp () € o traco de & na extensio L|K, entdo os

conjugados de 0 sdo linearmente independentes e portanto distintos.



5.4 Subcorpos de Q(&3) 79

Demonstragio. Como 0 = Trp (), segue que ¢ é uma soma de conjugados de £, assim como
cada conjugado de 6 é uma soma de conjugados de £. Note que cada conjugado de 6 é soma
de diferentes conjugados de 6. Logo, se existir uma combinacao linear nula de conjugados de
0, entao existird uma combinagao linear nula de conjugados de £&. Como os conjugados de
£ s@o linearmente independentes, segue que os coeficientes dos conjugados de £ sdo nulos, e
assim sao os coeficientes dos conjugados de 6. Portanto, os conjugados de 6 sao linearmente

independentes e consequentemente distintos. O

Lema 5.5. O subcorpo K do p-ésimo corpo ciclotomico L = Q(&p) € dado por K = Q(6),
onde 0 = Trp g (§).

Demonstracao. Pelo Lema 5.4, os conjugados de 6 sdo linearmente independentes e distintos.
Pela Proposigao 5.6, obtém-se que Q(f) tem o mesmo grau que K. Como L possui apenas

um subcorpo de um dado grau, segue que K = Q(0). ]

Lema 5.6. [10,pag.71], [36,pag.57] Se K = Q(0) € um subcorpo do p-ésimo corpo ciclotémico
L =Q(&), onde 0 = Trp (), entdo os conjugados de 6 formam uma base para o anel de
inteiros Ok de K.

Demonstragdo. Sejam [K : Q] = s, Gal(K|Q) = {o1,09,...,05}, o grupo de Galois da
extensao K|Q, e 6 = or(0), para k = 1,2...,s, os conjugados de # em K. Claramente,
todos 0y € O (k = 1,2,...,s) e {01,02,...,05} é uma base de K sobre Q. Seja A o
Z-médulo livre gerado por {61,602, ...,605}. Tem-se que A C Ok. Dado =z € O C K, segue
que x = a10; + axfy + - -+ + asbs, com ap € Q. Por outro lado, z € Op = Z[¢], desse modo
T =b&+ b+ + bp_lép_l, com by € Z, de onde tem-se que ay € Z, e assim x € A.
Portanto A = Ok, ou seja, os conjugados de # formam uma base integral para Ok, o que

prova o lema. ]

Teorema 5.3. O subcorpo K do p-ésimo corpo ciclotomico L = Q(&p) € dado por K = Q(0),
onde 0 = Trpk(§). Além disso, os conjugados de 6 em K formam uma base integral para
o anel de inteiros O de K, e o discriminante absoluto de K é dado por |dx| = p*, onde
u=[K:Q]—1.

Demonstragdo. A igualdade K = Q(6) segue do Lema 5.5. Pelo Lema 5.6, segue que os
conjugados de # formam uma base integral para O. O valor do discriminante absoluto é
dado pelo Corolario 3.1. O

A figura 5.2 fornece um diagrama da estrutura dos subcorpos de Q(¢,), onde os nimeros

ao lado das linhas indicam o grau das extensoes.

5.4 Subcorpos de Q(&3r)

O objetivo desta segao é a classificar os subcorpos de L = Q(&3r). Embora esse caso

jé esteja feito através do caso genérico, no Teorema 5.2, optamos em fazer tal classificagao
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Figura 5.2: Subcorpo de Q(§,) e grau e.

para tornar mais explicita a expressao de tais subcorpos, e também do seus respectivos
discriminantes e anéis de inteiros. Deste modo, provaremos, na Proposicao 5.13, que um
corpo de condutor poténcia de 3 é um corpo ciclotomico da forma Q(&3r), para algum inteiro
positivo r > 1, ou o subcorpo maximal real Q(&s; —|—§?;~1) de Q(&35), para algum inteiro positivo
j > 1. O anel de inteiros e discriminante desses corpos é explicitado no Corolério 5.3.

Seja G = Gal(L|Q) o grupo de Galois da L|K, Pela Proposicao 5.1, tem-se que G é
isomorfo & (Z/3"Z)*. Pelo Teorema 5.1, tem-se que (Z/3"Z)* é ciclico. Assim, G é um grupo
ciclico com n = 2.3"~! elementos. Como, pela Proposicao 5.4, um grupo ciclico finito tem
um tnico subgrupo de uma dada ordem, segue que para cada m € N com m|o(G) = 2.3" 1,
existe um unico subgrupo de ordem m, onde o(G) denota a ordem de G. Pelo Teorema
Fundamental da Teoria de Galois (Teorema 1.4), segue que existe um unico subcorpo K de
L tal que [L: K] =m.

Proposicao 5.11. O ndmero de subgrupos de G € 2r, onde G € o grupo de Galois de
L =Q(&r) sobre Q.

Demonstracdo. O grupo G possui n = 2.3""! elementos. Os divisores de n sdo 3*, para
k=0,1,...,7r—1,e23% parak =0,1,...,r — 1. Assim, n tem 2r divisores. Pelo Corolario

5.2, segue o resultado. O

Proposicao 5.12. O nimero de subcorpos de L = Q(&3r) € 2r.

Demonstragao. Segue diretamente do fato que L C Q é uma extensao ciclica (Teorema 5.1),
do Teorema Fundamental da Teoria de Galois (Teorema 1.4) e do fato que G tem 2r subgrupos.
O

Proposicao 5.13. Os subcorpos de L = Q(&3r) sao Q(&35) e Q(&35 —1—53_3-1), paraj =1,2,...,r.

Demonstragio. Como Q(& +&51) = Q, segue que Q(&s5) e Q(&55 + §3_j1), paraj=1,2...,r
sao 2r subcorpos de L. Como L tem apenas 2r subcorpos, segue que esses sao todos os

subcorpos de L. O
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Coroldrio 5.3. Se K ¢é um subcorpo de L, com [K : Q] # 1, entao existe um inteiro positivo
s, com s < r, tal que K = Q(&3s) ou K = Q(&3s + 5321) Se K = Q(&3s) entdo o anel de
inteiros de K é O = Z[€ss], e o discriminante absoluto de K ¢ 32lr+1)3" 1 =("-1)/2-1 g,
K =Q(&s + 53_51), o anel de inteiros de K é O = Z[€3s + 53;1], e o discriminante absoluto
¢ dado por 3%, onde a = [(r +1)3" "1 — (3" —1)/2] — 1.

Demonstragdao. Pela Proposigao 5.13, segue que K = Q(&3s) ou K = Q(&3s + 53_51), para
algum inteiro positivo s € Z com s < r. Pelo Teorema 1.7 e pela Proposicao 1.3, segue que o
anel de inteiros é Z[¢3s] ou Z[€3s + 5321], respectivamente. Pelo Teorema 3.9, obtém-se o valor

do discriminante absoluto. O

Na Figura 5.3 descrevemos todos os subcorpos de Q(&3r), onde os ntimeros ao lado das

linhas representa os graus das extensoes.

Q(&sr) e
3 Qs + &)
Q(&3r-1) ) 3
3 \@@3” +&0)
5
3
e P
Q

Figura 5.3: Subcorpos de Q(&3r).



82 Capitulo 5 — Subcorpos de Q(§,r), onde p é um primo impar

5.5 Demais casos

Na Secao 5.4 provamos que existe somente duas familias de corpos de niimeros abelianos
que possuem como condutor uma poténcia de trés, consistindo uma destas familias de corpos
ciclotémicos do tipo Q(&3r) e a outra familia de corpos maximais reais Q(&3 + 5371) de corpos
ciclotomicos. Entretanto, esse raciocinio nao pode ser estendido para outros primos impares,

conforme os exemplos abaixo.

Exemplo 5.1. Motivados pelo trabalho [14, pags.41-42], a figura 5.4 apresenta todos os
subcorpos do corpo ciclotomico L = Q(&125), onde K = Q(03) € o subcorpo de L com grau
25, onde 03 = Tro(e,ys) K5 (E125) € K2 = Q(02) € o subcorpo de L com grau 5, onde Oy =
TrQ(eys)| Ko (&25), conforme pode ser observado na Figura 5.4.

Q(62)

Figura 5.4: Subcorpos de Q(&;95).
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Q(&r) e
Qésr + &)
5 \
Q(9;)
5
Q(&5r-1)
\2 5
Q(&sr—1 + 55;»171)
5 ~2
Q(ar—l)
5
5
5
5
Q(&s)
2 5
Q& +& )
\

Q

Figura 5.5: Subcorpos de Q(&5r).

Exemplo 5.2. Temos trés familias de corpos de numeros abelianos cujo condutor € uma
poténcia do primo cinco. Para cada r € Z, com r > 0, seja K, C Q(&5r) o subcorpo de grau
571 e condutor 5. O corpo K, é dnico pois a extensio Q(&r)|Q € ciclica. Pelo Teorema
5.2, tem-se que K, = Q(0,), onde 0, = Troe,. )k, (). Os corpos K, = Q(6;) formam
uma familia de corpos de condutor poténcia de cinco. As demais familia sdo a dos corpos
ciclotomicos Q(&sr) e a dos subcorpos maximais reais Q(Esr + &5r) de Q(E5r). Um diagrama

pode ser observado na Figura 5.5.
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Exemplo 5.3. De modo andlogo ao Exemplo 5.2, existem trés familias de corpos de nimeros
abelianos cujo condutor é uma poténcia do primo sete. Os corpos ciclotomicos Q(&7r) formam
uma familia de corpos de condutor poténcia de sete, assim como os subcorpos maximais
reais Q(&rr + &7r) de Q(&5r) formam outra familia com a mesma propriedade. Para cada
r € 7Z, comr >0, seja K. C Q(&r) o subcorpo de grau 7"~ e condutor 7". O corpo K, ¢é
unico pois a extensao Q(&77)|Q € ciclica. Pelo Teorema 5.2, tem-se que K, = Q(0,), onde

0 = Troe,) K, (&57), conforme pode ser observado na Figura 5.6.

Q(&7r) —y
s Q& + &34
7
Q(0-)
7
Q(&rr)
7 ~2
5 Q& + &)
7
Q(0,)
7
7
7
7
Q(&7)
7 \2
5 Q&7 + &7
6
Q(61) 3
BN

Figura 5.6: Subcorpos de Q(&7r).
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5.6 Conclusoes

Este capitulo foi dedicado a obter novas contribuicées na descricao explicita para corpos
de condutor poténcia de primo impar, que sao corpos contidos em extensoes ciclotomicas
ciclicas. Desse modo, provamos que para um corpo K de condutor p”, tomando L = Q(&pr),
tem-se que K = Q(0), onde ¢ = Trpx(§pr). O caso particular p = 3 foi tratado na Secio
5.4. Na Secao 5.3 apresentamos uma demonstracao alternativa para a descricdo dos corpos
de condutor p, onde p é um primo impar, o que resulta também numa base integral para os
anéis de inteiros desses corpos.

Estando os subcorpos das extensoes ciclotomicas ciclicas Q(, ), onde p é um primo impar,
encontrados, uma primeira generalizacao que pode ser feita para tal construgao é encontrar a
descricao para corpos ciclicos contidos em algum Q(&,), onde n é, inicialmente, da forma pq,
com p e g primos impares, com a expectativa de poder ser estendido para qualquer natural
n € N. Feito isso, a proxima meta é encontrar a descricao para corpos abelianos, contidos
em Q(&,), cujo grupo de Galois é gerado por dois elementos, e assim sucessivamente, até
encontrar uma descricao para todos corpos de nimeros abelianos.

A obtencao desses resultados possibilitara obter reticulados no R™, via o homomorfismo de
Minkowski ou via a perturbagao do homomorfismo canénico, com boas densidades de centro

e distancia produto minima.



Capitulo

6

Subcorpos de Q(&yr) e os respectivos

aneéis de inteiros

Neste capitulo apresentamos novas contribuicoes na descrigao para os corpos cujo condu-
tor é uma poténcia de dois e, também, caracterizamos os anéis de inteiros desses corpos. Pelo
Teorema de Kronecker-Weber (Teorema 1.5) esses corpos sao subcorpos dos corpos ciclotomi-
cos Q(§), onde £ = &r é uma raiz p"-ésima primitiva da unidade e 7 > 1 um inteiro. Pela
Proposigao 5.2, tem-se que a extensao Q(£)|Q nao é uma extensao ciclica, entretanto o grupo
de Galois é gerado por dois elementos, um de ordem 2 e outro de ordem 2"~2. Provamos,
neste capitulo, que os subcorpos de Q(&) pode ser expressos por Q(f), para algum 0 € Q(¢)

conveniente, e o anel de inteiros desses subcorpos pode ser expresso por Z[6)].

Em 1997, Giraud et al. [12], conjecturou que o homomorfismo canénico do anel de inteiros

de Q[f], onde 6 = \/Z—i— V2+...4/2, pode ser utilizado para construir um
reticulado Z"-rotacionado. Posteriormente em [1], 2006, e em [29], 2007, de modo inde-

pendente, os autores apresentam uma construcao de reticulados Z"-rotacionados utilizando o
subcorpo maximal do 2"-ésimo corpo ciclotémico Q(&2r ), onde a Proposigao 6.7 apresenta uma
dessas construgoes. A expressao para o discriminante de um corpo de nimeros K C Q(&2r),
onde r > 1 é um inteiro positivo, é apresentada em [18]. Entretanto, ndo existe um método
na literatura que descreva a estrutura quando K é um subcorpo de Q(&2r), exceto quando K
é um subcorpo maximal. Obtendo a descri¢ao para os subcorpos de Q(&ar), onde 7 > 1 é um

inteiro positivo, tem-se que a conjectura apresentada em [12] foi respondida em [1] e [29].

87
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Ao longo deste capitulo, consideramos r > 2 um inteiro positivo e L = Q(§) o 2"-ésimo
corpo ciclotomico, onde & = £ é um raiz 2"-ésima primitiva da unidade, uma vez que, para

r=1er =2, tem-se que os subcorpos de L sao os triviais.

6.1 Numero de subcorpos de Q(&yr)

O objetivo, desta secao, é apresentar os resultados basicos sobre grupos que serao necessarios
para obtermos os subcorpos do 2"-ésimo corpo ciclotémico L = Q(&2r), onde r > 2 é um in-
teiro. Fazendo uso desses resultados, na Se¢ao 6.2, apresentamos uma nova contribuicao na
interpretagao da estrutura dos subcorpos de L.

Considere r > 3 um inteiro positivo, G = Gal(L|Q) o grupo de Galois da extensao L|Q.
Tem-se que a extensdo nao ¢é ciclica, entretanto é possivel classificar todos os subcorpos de
L. Pela Proposicao 5.1, tem-se que G é isomorfo ao grupo multiplicativo (Z/2"Z)*. Pela
Proposigao 5.2, segue que o grupo G é gerado por dois elementos, ou seja, G = («, 3), onde
a é a imagem de —1 em Z/2"7Z pelo projegao canonica, que possui ordem multiplicativa 2,
e B é a imagem de 5 em Z/2"Z pela projecdo candnica, que possui ordem 2”2 no grupo
multiplicativo (Z/2"Z)*.

Proposicao 6.1. Se G é um grupo ciclico de ordem 272, onde r > 3, entdo G possui r — 1

subgrupos.
Demonstragdo. Os divisores de 2772 sdio 1 = 20,2,22 ... 272 isto é, 2”2 possui r — 1
divisores. Assim, pelo Corolario 5.2, segue o resultado. ]

Lema 6.1. Seja 3 € (Z/2"Z)* um elemento de ordem 2"72. Se B = B2 """, para
k=0,1,---,r—2, entao By possui ordem 2k

Demonstragio. Como o elemento B possui ordem 272 e B, = B2 " segue que
By = (ﬂQT?Q?k)S = B2 *7"s. Portanto, B: =1 se, e somente se, 2" 22" "27%5 o que ocorre
se, e somente se, existe ¢ € Z tal que 2""27%s = ¢2"2. Multiplicando essa tltima igualdade
por 2% segue que 2725 = 2"72¢2%, de onde obtém-se que s = 2*, isto é, 2’“!3. Assim, 3} =1

se, e somente se, 2F divide s. Portanto, £ possui ordem 2F. ]

Observe que o Lema 6.1 pode ser visto com uma aplicagao da Proposicao 5.3. De fato,
como f, = $27"7F tem ordem 272, segue que B¥ possui ordem 2772/mdc(2" 72,27 27F) =
2r72/2r727k — 2k'

Lema 6.2. Sejam G o grupo multiplicativo de Z/2"Z, o, € G elementos com ordem 2 e
272 respectivamente, tais que G = (o, B) e By = 52r_2_k ¢ um elemento de ordem 2%, para
k=0,1,---,7 —2. Os subgrupos de G que possuem ordem 2F sdo (Bi), (aBy) e (o, Br_1),
onde k=0,1,--- r—2.
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Demonstragio. Sejaz = B! um elemento de G com ordem 2%. Assim (812" = 2" 12" =
1 e, consequentemente, a2 =1e 5t2k = 1. Portanto, 2T_2|t2k, 0 que é 0 mesmo que 27"_2_k|t,
ou que t = ¢2"27% com ¢ € Z. Desse modo, ! = (BQP%k)C = [3; possui ordem 2" para
algum inteiro positivo r € Z com 0 < r < k. Pela Proposicao 5.3, segue que j3; possui
ordem 2F se, e somente se, mdc(e, 2’“) = 1, o que ocorre se, e somente se, ¢ é impar. Deste
modo, qualquer elemento = € G de ordem 2* pode ser expresso como = = a® Bi, onde c € Z
é um inteiro positivo impar. Pela Proposigao 5.4, como (f;) é um grupo ciclico de ordem
2% e, pela unicidade dos subgrupos de G, segue que (85) = (Bx) para cada inteiro positivo
fmpar ¢ € Z. Deste modo, os elementos 3, com ¢ um inteiro positivo impar, geram o
mesmo subgrupo. Como o elemento « possui ordem 2, segue que, para cada inteiro positivo
impar ¢ € Z, o elemento af3}, possui ordem 2% e cada um desses elementos geram o mesmo
subgrupo. Como consequéncia, G possui apenas dois subgrupos ciclicos de ordem 2*, onde
esses subgrupos sao (8x) e (afk). A outra possibilidade para obter outro subgrupo de ordem
2% em G, que é gerado por dois elementos, consiste em um grupo gerado por dois elementos.
Como «, que possui ordem dois, é um dos geradores de G, segue que o subgrupo desejado
tem necessariamente que conter a. O outro gerador tem necessariamente ordem 2¢~1. Como
21 530 Br_1 e afr_1, segue que (o, Pr_1) e {a,afy_1) possuem a

mesma ordem e afy_1 € (o, Br—1). Assim, («, fx_1) = (a, afk_1). Portanto, conclui-se que

os elementos de ordem

existe apenas um subgrupo de G gerado por dois elementos com ordem 2. ]

Corolario 6.1. Se k € Z ¢ um inteiro positivo, com 0 < k < r, entdo o numero de subcorpos
de L = Q(&or) com grau 2% € 3.

Demonstragdo. Segue diretamente do Lema 6.2 e pelo Teorema Fundamental da Teoria de
Galois (Teorema 1.4). O

Corolario 6.2. O numero de subcorpos de L = Q(&ar) € 2+ 3(r — 2).

Demonstragdo. Seja K um subcorpo de L. Se [K : Q] = 1, entdo L possui apenas um sub-
corpo, ou seja, o subcorpo K pode ser apenas o subcorpo trivial Q. Se
[K : Q] = 2,4,---,2""1 entdo, pelo Coroldrio 6.1, segue que L possui 3 subcorpos de grau
[L : Q]. Finalmente, se [K : Q] = 2! entdo L possui apenas um subcorpo de grau desejado,

ou seja, o préprio L. Desse modo, L possui 2 + 3(r — 2) subcorpos. ]

6.2 Estrutura dos subcorpos de Q(&yr)

Na Secao 6.1 obtivemos a quantidade de subcorpos que o 2"-ésimo corpo ciclotémico
L = Q(&r) possui, que é dado por 2+3(r—2). Nesta secao, utilizando radicais e um pouco de
trigonometria, descrevemos explicitamente esses subcorpos, assim como os respectivos anéis

de inteiros. Para isso, iniciamos com a relagao da formula cosseno da metade do arco, afim de

obtermos as relagoes &ox +€;€1:\/2+\/2+"’+\/§e£2k—é‘;cl:i\/2—\/2+"‘+\/§.
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1
Lema 6.3. [2,p.102] Se v € R, entdo cos(y) = £/ ———— + cos(
Lema 6.4. Para cada k € N tem-se que cos( 2k+1 , /2 4+ 2608

Demonstracao. Pelo Lema 6.3, segue que

- 1+COS(2—k) 2+2cos
cos(=——) = = 2 4 2cos(=—
ok+1 9 k

0 que prova o resultado. ]

Lema 6.5. Se k € N, entdo sen ( 2 — 2cos(

T 1 s
1) = 3 2k

242 cos(Qlk)

o )

2-9 st 2—2cos(Z)

1-— cos2(2,f§r1) = CZS(2k), e portanto sen () = 5 - , 0 que prova o lema. O

™

Demonstragao. Pelo Lema 6.4, tem-se que cos2(2k+1) = Assim, sen2(2k+1) =

V)

2mi . . L . ~
Proposigao 6.2. Se & = e2F ¢ uma raiz 2°-ésima primitiva da unidade, entdo

ok +§2k —2cos( ) 2 cos( 2k -) \/2+m

onde o algarismo 2 aparece k — 2 vezes.

Demonstragdo. A primeira e a segunda igualdade sdo imediatas. A terceira igualdade é
demonstrada por indugao sobre k. Se k = 3 entao 2COS(2k 1) = 2cos(Z) = V2. Se k =4

entao 2005(2k T) = 2608 A2+ 2605 =v2+V2 2. Agora, suponha que o resultado é

valido para n. Assim, para n + 1, segue que §2n+1 + §2n+1 2c08(gm) = 1/2 + 2c08(g5a=1) =

\/ 24+ V24 ---4++/2, onde o algarismo 2 aparece n — 1 vezes, pois pela hipétese de inducao,
o niimero 2 aparece n — 2 vezes em 2cos(gi= ). O

2mi . . L. . ~
Proposicao 6.3. Se &y = e2f ¢ um raiz 28-ésima primitiva da unidade, com k > 2, entdo

Eok fzk —QZsen \/2—\/ 2,

onde o numero 2 aparece k — 2 vezes.

Demonstracao. Segue diretamente pelo Lema 6.5 e pela Proposicao 6.2. O

Seja O = & + §2k = 2c0s(57-1) \/2 +V2+- V2, onde o algarismo 2 aparece
k — 2 vezes, e Hk = —i(&p — §2k ) = 2sen ( Qk 1) \/2 - V24 + \/5 onde o algarismo 2

aparece k — 2 vezes. Utilizando essa notagao, obtém-se facilmente o lema a seguir.

1 /
Lema 6.6. Uma raiz 28-ésima da unidade o1 pode ser expressa como &y = 5(9k +i6,.),

/ .
sendo 0y e 0, como acima.
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Demonstracao. Como 0y = & +§2_,§1 e 9;6 = —i(&p — 5;61), tem-se que 0 + i@;c = &ok +§2_,cl +
Eop — 52}1 = 2&,k, de onde segue o resultado. ]

Lema 6.7. Se k € Z é um inteiro positivo entao os corpos Q(&xr+1), Q(Or42) € Q(iQ;HQ)
possuem grau 2F, sendo 6y, e 9; como acima. Se k <1 —2 entdo L = Q(&,r) possui apenas

esses SUbCO?"pOS com grau 2k

Demonstragdo. Fazendo uso das igualdades 6j,o = \/2 +V24 - +V2 e

9;‘3+2 = \/2 — V24 -4+ 2, onde o algarismo 2 aparece k vezes, tem-se que o grau dos
corpos Q(bxi2) e Q(iH;H_Q) é 2%, Por outro lado, é imediato que o grau do corpo Q(&qrt1) é

2k Pelo Corolério 6.1, tem-se que o nimero de subcorpos de L com grau 2% é trés, de onde

segue o resultado. O

Com base nos resultados anteriores, através do préximo teorema, classificamos os subcor-

pos de Q(&ar).
Teorema 6.1. Os subcorpos de L = Q(&or) sao Q, Q(&y), para j = 2,3,-+- .7, e Q(0),

Q(i@;), para k = 3,4,--- .1, sendo Qk:\/2+\/2+"'+\/§€9;€:\/2*\/2+"'+\/§,

onde o algarismo 2 aparece k — 2 vezes.

Demonstragao. Pelo Corolario 6.2, segue que L possui 2 + 3(r — 2) subcorpos. Se contarmos
os subcorpos Q(&y5), para j = 2,3,--- ,r, e os subcorpos Q(6;) e Q(i@;), para j = 3,4,---,r,

obtém-se o mesmo niimero. Portanto, sao todos os subcorpos de L. ]

’ . ~ Al
O préximo lema fornece uma nova expressao para os subcorpos gerados por i), sobre Q.

Lema 6.8. Se k € Z ¢ um inteiro positivo, entao Q(i@;) = Q(iby), sendo O e 0; como no

Teorema 6.1.

~ . -n! ~ .
Demonstragao. Como os elementos 6 e 10, sao conjugados em L, segue que esses elementos

possuem o0 mesmo grau sobre Q. Como 6y, € Q(iﬂ;c), segue o resultado. O

Teorema 6.2. Os subcorpos de L = Q(&ar), onde r > 3 € um inteiro positivo, sio Q, Q(&y;),

para j = 2,3,...,17, Q(0r) e Q(iby), para k = 3,4,...,r, com O = \/2—}—\/24—'-‘4—\/5,

onde o algarismo 2 aparece k — 2 vezes.

Demonstragao. Segue diretamente do Teorema 6.1 e pelo Lema 6.8. O

Proposicao 6.4. Para todo k > 2 um inteiro positivo, o anel de inteiros de Q(i0y) é Z[if],
sendo 0 = \/2 +V2+ -+ 2, onde o algarismo 2 aparece k — 2 vezes.

Demonstragdo. Sejam K1 = Q(Or4+1) e K2 = Q(ir4+1). Pelo Teorema 3.8, tem-se que o

discriminante absoluto dos dois corpos sao iguais, isto é |dk,| = |dk,|. Pela Proposigao 1.3,

segue que o anel de inteiros de K1 é Ok, = Z[0)]. Pela Proposicao 3.2, tem-se que

A1, 0. 67" = [[(0s(60) — 056

i<j



92 Capitulo 6 — Subcorpos de Q(&2r) e os respectivos anéis de inteiros

e deste modo |dg,| = H (0 (0k) — o1(6k))]?. Os conjugados de 6 sao
j<l
i\/Qi \/21.--i V2 £ V2, e os conjugados de ify sdo iz‘\/Qi \/21~-i V2+ V2 As-
sim, H (0 (0r) — 01 (01)) > = H (0 (i0)) — 01(i01.))|*. Logo, como |dk,| = |dr,|, segue que
j<l i<l
|dk,| = |d(1,i0y, ..., (i0;)"1)|. Portanto, pela Proposicio 3.4, segue que o anel de inteiros
de K9 = Q(ifg41) é dado por Ok, = Z[iby]. O

Coroldrio 6.3. Para o subcorpo Q(&y;) de L = Q(&ar), como no Teorema 6.2, o discriminante
absoluto ¢ dado por 2°, onde B = (j — 1)2971, e o anel de inteiros é Z[¢sr]. Se o subcorpo é
Q(Or+1) ou Q(iby41) entdo o discriminante absoluto é dado por 2°, onde f = k21 —1, e o

anel de inteiros € dado por Z[0x+1] ou Zl[ibky1], respectivamente.
Demonstracao. Para o discriminante absoluto, pelo Teorema 3.8, é suficiente observar que

Q(Or+1) e Q(ir11) nao sao corpos ciclotomicos. Os anéis de inteiros sao dados pelo Teorema

1.7, e pelas Proposicoes 1.3 e 6.4. ]

Q(its) Q(&4) Q(6s)

Figura 6.1: Subcorpos de Q(&ar).

A Figura 6.1 apresenta um diagrama explicitando os subcorpos obtidos nesta se¢ao, onde
os numeros ao lado das linhas significa o grau da extensdo. Para deixar o diagrama mais

claro, algumas inclusoes foram omitidas.
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6.3 Reticulados Z"-rotacionados sobre Q(¢), onde

6=\/2+ 2+ 12

Apresentamos, conforme [1], nesta se¢ao, uma construcao de reticulados Z"-rotacionados

sobre o subcorpo maximal real Q(6) do 2"-ésimo corpo ciclotémico Q(&2r), onde, pela Secao

6.2, segue que 0 = &or +§;~1 = 2c08(57=1) = \/2 + V24 -+ /2, onde o algarismo 2 aparece

r — 2 vezes. Uma construgao similar pode ser encontrada em [12].

Sejam r > 2 um inteiro positivo, £ = &»r uma raiz 2"-ésima primitiva da unidade,

L = Q(&r) o 2"-ésimo corpo ciclotomico, 0 = &or + 5271 = \/2 +V24-+V2, e K =Q(V)

o subcorpo maximal real de L.

Proposigao 6.5. [11,pag.44] Para todo p primo impar e r um inteiro positivo, tem-se que

0, se mde(k,p") < p" Y
TTQ(gpr)\Q(fgr) =¢ —p se mde(k,p") = p" Y (6.1)
(p—1)p~t, semdc(k,p”) > p" 1.
Corolério 6.4. [1,pag.5] Se K = Q(¢ +£71) entdo
0, se mde(k,2") < 2771
TTK|Q(€k +&F) =¢ 21 semde(k,2") = 271, (6.2)

2r=1 semdc(k,2") > 271
Proposigao 6.6. [1,pag.5] Considere eg =1 ee; =& + &7, para j =1,2,.. L2772 1.

—2r=1 sej=0;

i) Sej=1,2,...,2""2 — 1 entdo Trroleje;) =
0, caso contrdrio.

—2r=l sej=1,;

1) Se 5 £ 0 entao Tr eiep) =
) J# K\Q( J O) { 0, sej£1.

_27‘—1, se |J - k| =1

1) Se j#£0,k+#0ej#k, entao Tr eier) =
) Se j # #0ej# rlo(ejex) {07 selj— k| £1.

Proposigao 6.7. [1,pag.6] Sejam K = Q(¢ + £€71) o subcorpo mazximal real do 27-ésimo

2r=2-1
corpo ciclotémico Q(ér) e a = (1 —&)(1+&) =2 — (£ +&71). Considere fj = Z e. O
k=0
conjunto { fo, f1,..., for—1_1} € uma base integral para o anel de inteiros Ok de K e vale

1
FTTMQ(Oéfjfk) = ks

onde d;, € o delta de Kronecker, isto €, 6;, = 0, se j # k, e 0;; = 1. Assim, o reticulado
ideal integral (Ok, qo) € um reticulado Z™-rotacionado, onde qq : O X O — 7 € a forma

1
bilinear simétrica dada por qu(z,y) = FTTK@(axy), para todo x,y € Ok, en =22,



94 Capitulo 6 — Subcorpos de Q(&2r) e os respectivos anéis de inteiros

6.4 Conclusoes

No decorrer deste capitulo encontramos a estrutura dos subcorpos de Q(&ar), onde 7 > 2
é um inteiro, e também caracterizamos os anéis de inteiros de tais subcorpos. Além disso,

motivados pela conjectura, presente em [12], de que é possivel encontrar um reticulado al-

gébrico congruente ao reticulado Z" utilizando o corpo Q(#), onde 6 = \/ 24+ V24 +2
e n é uma poténcia de 2, provamos que Q(#) é um subcorpo de um corpo ciclotémico Q(&ar).

Finalmente, observamos que tais estruturas fornecem a possibilidade do estudo de reticulados

rotacionados, seja no espaco euclidiano ou hiperbdlico.



Capitulo

/

Corpos de grau p e condutor p?, onde

p € um primo impar

Nesta capitulo apresentamos resultados sobre a forma trago de corpo de grau primo impar
p e condutor p2. Com a descricao da forma traco, apresentamos novas construcoes de reti-
culados e as respectivas matrizes de Gram. Sejam, a menos de mencao contraria, L = Q()
o p?-ésimo corpo ciclotémico, onde p é um nimero primo fmpar, £ = §p2 uma raiz p?-ésima
da unidade e K um subcorpo de L de grau ep, onde e,e’ € Z sao inteiros positivos com
ee/ = p— 1. Pelo Teorema 5.2, tem-se K = Q(Trpx()), e [L : K] = ¢’. Entretanto, para
gerar um reticulado ou um reticulado ideal precisamos de mais informacoes sobre esse corpo.
Utilizando as técnicas de [3] e [22], assim como o discriminante, apresentamos, neste capitulo,
as ferramentas necessarias para a obtencao de um reticulado ideal de dimensao p e de uma
base integral para o subcorpo K de grau p de L. Na Secao 7.2 apresentamos um limitante

para o minimo euclidiano de K, valendo a conjectura de Minkowski para K.

7.1 Forma traco

Apresentamos, nesta secao, uma descri¢ao sobre a forma traco do subcorpo K de grau p em
L = Q(&,2). A partir da forma traco para corpos ciclotémicos Q(&,-), dada pela Proposicao
7.2, obtemos a forma trago sobre K para um subconjunto de Ok , onde
K C Q(&,2). Utilizando as ferramentas e notagoes de [22], tem-se que a matriz da forma

traco para esse subconjunto de Ok é dado pelo Lema 7.2. Deste modo, o Lema 7.2 fornece
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um conjunto de elementos de O que possui discriminante p>®—1_ que, pela Proposido 7.1,
esse é o mesmo valor que o discriminante absoluto de K. Utilizando a Proposigao 3.4, obte-
mos, no Teorema 7.2, que tal conjunto é uma base integral para K. Com isso, a forma trago
apresentada é a forma traco sobre K.

Nesta secao, salvo mencdo contrario, p é um primo fmpar, L = Q(§,2) ¢ o p?-ésimo
corpo ciclotomico e K é um subcorpo de grau p de L. Denotando 6; = TTL|K(§j), tem-se
que §; = 0j(#) é um conjugado de 6. Pela Proposicao 5.9, segue que o?(6;) = 6; e, pela
Proposicao 5.10, tem-se que 6 tem p conjugados distintos.

Como caso particular do Teorema 5.2, tem-se seguinte proposicao.

Proposigao 7.1. Se L = Q({,2) e K € o subcorpo de L, com grau p, entio K = Q(0), onde

0 =Trrx(p,), € o discriminante absoluto de K € dado por |dk| = p2p—1),

A Figura 7.1 apresenta um diagrama contendo o subcorpo de p em Q(&,2 ), onde os ntimeros

ao lado das linhas expressa os graus das extensoes.

Q(&pQ) o1
o
r K=Q()
Q(&p) P
T

Figura 7.1: Subcorpo de Q(§,2) e grau p.

Proposigao 7.2. [22] Seja & = 2 wma raiz p*-ésima da unidade. Se L = Q(&), entdo

0, se j £ 0 mod p,
TrreE) =9 —» se j =0 mod p, j#0, (7.1)
pp—1), sej=0.

Pela Proposicao 7.2, tem-se que

0, se 7 Z 0 mod p,
Trriot;) = Trr(Tryx(é)) = TryglE) = § —p se j =0 mod p, j#0,
pp—1), sej=0.

Além disso, como 6; = Trp i (€) = f;ll €39 sesuie que

p—1 p—1 p—1
0.0, — giakp éjalp _ giakp—l-jalp
Uy = § E = § .
=1 k=1

k=1
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Proposigao 7.3. Sejam L = Q({,2) o p?-ésimo corpo ciclotomico e K é o subcorpo de L,

com grau p?. Se 0; = Trik(&p2) entdo

) = plp—1);

) =0, se mdc(p, j) = 1;

Trre(0if;) =pp—1), semdc(p,i) = mde(p,j) =1,i # j (mod p?);
) = p(p—1)2, semdc(p,j)=1.

Demonstragao. Calculando o trago de cada fiakuj O‘lp7 pela Proposigao 7.2, segue o resultado.
O

Corolario 7.1. Sejam L = Q(§,2) o p?-ésimo corpo ciclotémico e K € o subcorpo de L, com

grau p. Se 0; = Trpg(§p2) entdo

TTK\Q(QPGP) = b

Trgi(@pd;) = 0, se mde(p,j) = 1;

TT’K|Q(91‘0]‘) = —p, se mdc(p, i) = mdc(p,j) = 1,7 Z j (mod p?);
Tryip(0;0;) = pp—1), semde(p,j)=1.

1

Demonstragio. Como Trgg(a) = 71TTL|@(04), para todo o € K, o resultado segue dire-
p—

tamente da Proposicao 7.2. O

Teorema 7.1. [22] Sejamn € N eb € R com b > n. Se Ly, é um reticulado no R™ com

matriz de Gram
A=bl,—Jo=| I (7.2)

onde I, € a matriz identidade de ordem n e J, € {1}"*" é uma matriz n X n com todas

entradas 1, entao Ly, € um reticulado definido positivo com determinante (b — n)b" 1.

Coroléario 7.2. O reticulado Ly, ,_1 de dimensdo p—1 possui como matriz de Gram a matriz
de ordem (p — 1) x (p — 1) dada por

e possui determinante pP~2.

Demonstragao. Segue do Teorema 7.1, tomandob=pen=p— 1. O
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Antes de enunciar o Teorema 7.2, apresentamos os Lemas 7.1 e 7.2, que serdo utilizados

para calcular a forma traco do corpo K e o seu anel de inteiros.

Lema 7.1. A matriz

1 0 0 0

0 p—1 -1 —1
A=p|l 0 -1 p-1 ~1

0 -1 -1 p—1

possui determinante p®=1).

Demonstragao. Pelo Coroldrio 7.2, segue que L, 1 possui determinante pP~2.  Assim,

det(A) = p*®P=1) o que demonstra o resultado. O

Agora, como 6 possui p conjugados, tome p — 1 desses conjugados, e denote-os por

051,05y, ...,05,_,. Seja ainda 0;, = 6,. Desse modo, tem-se o conjunto {0j,,6;,,...,0;,_,}.
Lema 7.2. O conjunto {6;,,6;,,... ,9jp71} possui matriz de Gram dada por
1 0 0 e 0
0 p—1 -1 - -1
pl 0 -1 p—1 - -1
0o -1 -1 p—1

e discriminante p®=1).

Demonstragao. A matriz de Gram segue diretamente pelo Corolario 7.1, pois 8, = 0, e cada
6, é um 6; com mdc(p,t) = 1, onde s = 1,2,...,p — 1. Pelo Lema 7.1, segue o valor do

discriminante. O

Com base nesses resultados, apresentamos a seguir o teorema mais importante desta secao,

que apresenta uma base integral para o corpo K e a forma trago para esse corpo.

Teorema 7.2. Sejam K um subcorpo de L = Q(&,2) de dado grau p, 0 = Trp (&) e
0, = T’I“L|K(f£2) =Trpk(&p). O discriminante absoluto de K ¢ p2P—1) Ge 051, 0jyy -3 05,4
sao p — 1 conjugados distintos de 0 em K, entdo o conjunto B = {0;,,0;,,...,0;,_,} € uma
base integral para o anel de inteiros O de K e a matriz de Gram do reticulado algébrico

gerado, a partir do anel de inteiros Ok de K, pelo homomorfismo canonico o : K — RP, ¢

a matriz A de ordem p X p dada por

10 0 - 0
0 p—1 -1 - -1

A=p|l 0 -1 p—1 - -1
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Demonstragdo. Pelo Lema 7.2, tem-se que A é a matriz de Gram do conjunto B, que pos-
sui discriminante p?®—1). Pela Proposicio 7.1, segue que o discriminante absoluto de K é

di = p*®=1), Como B C Ok, segue que B é uma base integral para O . O
Com base no Teorema 7.2, obtemos como consequéncia imediata o seguinte corolério.

Corolério 7.3. Sejam K um subcorpo de L = Q(§,2) de dado grau p, 0 = Trpx (&),
0, = TT‘L‘K(€£2) = Try k(&) e B = {0j5,05,,...,0j,_,} a base integral para K dada pelo

Teorema 7.2. A forma trago sobre K

Tr . K xK — Q

(z,y) — Trgolry),

€ caracterizada pela matriz

N
I
=
)
|
—_
S
|
—_
|
—_

0 -1 -1 p—1

Além disso, (O, Tr) é um reticulado ideal integral.

7.2 Minimo euclidiano para corpos de grau p e condutor p?

Nesta secao, seja K um subcorpo de grau p em L = Q(&,2), onde { = {2 é uma raiz
p?-ésima da unidade com p um primo impar. O objetivo principal dessa se¢do é demonstrar
. 1
a desigualdade M (K) < 27~/|dK\-
Sendo L C R™ um reticulado n-dimensional, da definicao de maximo de um reticulado,

apresentado na Secao 4.5, Definicao 4.13, relembramos que o maximo de L é definido por
max(L) = sup{min{(x — I,z — I);] € L};x € R},
que é a maxima distancia de um ponto do R™ até L.

p—1
12

1
Desse modo, tem-se que max Z = T Por [22], max Ly, 1 = . Do Corolério 7.3,

(Ok,Tr(1)) =p(Z L L,,—1). Consequentemente,

1 p?2-1 p?+2
Ok =p|~ .
K p[4+ 12 } 12

Teorema 7.3. Sejam p > 5 um primo e K o wnico corpo de grau p e condutor p>. O minimo

1
euclidiano do corpo K € dado por M(K) < > |d|.
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. M(K 1
Demonstragao. E suficiente provar que |(d )’ < P, com ¢ < ok Tem-se que
K
max OK p/2
M(K)
|dk| V0dk|
P2+ 2 p/2
oo\ 12 J
P 4 9 p/2
( 12 ) PP
P2+ 2 p/2
12p2
1/27P
12p2
= Cp’
249\ 2 1 11p2
onde ¢ = pt/? Pt , para todo p > 5 primo. Agora, ¢ < -, uma vez que p>+2 < —p.
12p2 2 10
242 1 3 1
Assim, % < 11/120 < g Por [17], tem-se que p'/? < 7 Disto resulta que ¢ < 50 0 que
P
prova o teorema. ]

Corolario 7.4. Seja p um primo. Qualquer corpo de condutor p* e grau p satisfaz a conjec-

tura de Minkowsks.

Demonstrag¢ao. E uma consequéncia imediata do Teorema 7.3. ]

7.3 Conclusoes

Motivados pela construcao de reticulados e reticulados ideais, neste capitulo, prosseguimos
na descri¢ao de corpos cujo condutor é uma poténcia de um primo fmpar p. Descrevemos
neste capitulo o anel de inteiros e a forma traco para corpos de grau p cujo condutor é p.
Com isto, obtemos um reticulado ideal gerado pelo anel de inteiros através do homomorfismo
de Minkowski do corpo de grau p cujo condutor é p?. Com isso, dois parametros importantes
podem serem encontrados para esse reticulado, que é a distancia produto minima e a densi-
dade de centro. Finalmente, concluimos o capitulo apresentando um limitante para o minimo
euclidiano para tais corpos. Esses resultados fornecem perspectivas para futuros estudos no
sentido de calcular o minimo euclidiano para todos os corpos cujo condutor é poténcia de um

primo impar.
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Conclusoes e perspectivas futuras

Descrevemos, brevemente, os resultados apresentados neste trabalho, juntamente com as
possiveis extensoes ou generalizacoes dos resultados aqui apresentados.

No Capitulo 1, apresentamos os fundamentos da Teoria Algébrica dos Nuimeros, que é um
dos pilares para o desenvolvimento deste trabalho. Os principais resultados do capitulo sao
o Teorema Fundamental da Teoria de Galois, apresentado no Teorema 1.4, e o Teorema de
Kronecker-Weber, apresentado no Teorema 1.5, a partir do qual faz sentido falar em condutor
de um corpo abeliano.

No Capitulo 2 foram introduzidos os corpos p-adicos, sendo que o conceito de fracamente
ramificado foi essencial para apresentarmos uma nova demonstracao para a férmula do dis-
criminante de corpos de nimeros cujo condutor é uma poténcia de um primo impar.

O Capitulo 3 foi dedicado ao cédlculo do discriminante de corpos de niimeros abelianos. Na
Secao 3.2 foram apresentados os principais resultados conhecidos na literatura sobre discri-
minante de corpos de niimeros abelianos. Nota-se que esses resultados, embora se mostrando
muito uteis, como ferramenta de andlise durante a geragao de reticulados via corpos de
nimeros, ainda nao sao tao amplamente utilizados na pesquisa. Na Secao 3.4 apresentamos
uma nova demonstragao para a férmula do discriminante para corpos de nimeros abelianos
cujo condutor é uma poténcia de primo impar.

No Capitulo 4 apresentamos os conceitos de reticulados e a conjectura de Minkowski. Em-
bora tenhamos apresentados os principais pardmetros de um reticulado, nao fizemos mengao
aos parametros referente a geragao de cédigos para o canal gaussiano, que sdo o raio de em-

pacotamento e a densidade de centro do reticulado. Com esses resultados, torna-se possivel o
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estudo de tais parametros, com o intuito de obter bons reticulados, seja em relagao a densidade
de centro ou em relacao a distancia produto minima. Na Secao 4.5 introduzimos o minimo
euclidiano, que é necessario para entender a conjectura de Minkowski. O minimo euclidiano
também foi utilizado no Capitulo 7, onde provamos que todo corpo de nimeros de grau p e
condutor p?, onde p é um primo fmpar, satisfaz a conjectura de Minkowski. Apresentamos

na Secgao 4.6 a conjectura de Minkowski, que é devida aos trabalhos de Minkowski.

Em especial, destacamos os trabalhos [38] e [39], que trabalham com a conjectura de
Woods, que por sua vez implica na conjectura de Minkowski. Acreditamos que o raciocinio
apresentado por esses trabalhos possa ser estendido para dimensoes superiores. Entretanto,
fazer tal extensao exige uma quantidade cada vez maior de célculos. Para n = 7 foi necessério
analisar 64 casos e para n = 8 serd necessario analisar 128 casos, o que impossibilita extender
este raciocinio para dimensoes n muito maiores, a menos que seja possivel utilizar modelos

computacionais para isto.

Na Segao 4.7 foram apresentados algumas cotas conhecidas para o minimo euclidiano
de alguns corpos de ntmeros abelianos. Nossa contribuicao para explicitar a forma traco e
encontrar o minimo euclidiano, no Capitulo 7, foi inspirado nos artigos que fornecem tais
cotas, a saber, [3] e [22].

No Capitulo 5, nosso objetivo foi obtencao de uma descricao explicita para corpos cujo
condutor é poténcia de um primo impar, que sao corpos contidos em extensoes ciclotomicas
ciclicas. Neste sentido, provamos que para um corpo K de condutor p”, tomando L = Q(&,r),
tem-se que K = Q(0), onde 6 = Trp i (§r). O caso particular em que p = 3 foi tratado na
Secao 5.4. Na Secao 5.3 apresentamos uma demonstragao alternativa para a descrigao dos
corpos de condutor p, onde p é um primo impar, o que resulta também numa base integral

para os anéis de inteiros desses corpos.

Como os subcorpos das extensoes ciclotomicas ciclicas Q(&,r), onde p é um primo im-
par foram encontrados, segue que uma proposta para uma primeira generalizagdo para tal
construgao é encontrar a descrigdo para corpos ciclicos contidos em algum Q(¢,,), onde n é,
inicialmente, da forma pg, com p e ¢ primos impares, com a expectativa de extender para
qualquer natural n € N. E um passo seguinte é encontrar a descricao para corpos abelianos,
contidos em Q(&,,), cujo grupo de Galois é gerado por dois elementos, e assim sucessivamente,

até encontrar uma descricao para todos os corpos de nuimeros abelianos.
Inspirados na conjectura apresentada por Girald et al em 1997, [12], que diz que o anel de

inteiros de Z[f], onde § = \/ 2+ V2 + -+ /2 pode ser utilizado para gerar um reticulado
ideal Z"-rotacionado, desenvolvemos o Capitulo 6 . Neste sentido, provamos que Z[0] é o

anel de inteiros do subcorpo maximal de Q(&2r), para algum r € N. Além disso, expressamos
todos os subcorpos de Q(&ar), juntamente com o respectivo anel de inteiros. Com isso, tem-se

que os trabalhos [1] e [29] respondem a conjectura que motivou este capitulo.

Optamos por dedicar o Capitulo 7 a uma melhor caracterizagao dos corpos K de grau p e

condutor p?, onde p é um primo impar. Utilizando a forma traco para os corpos ciclotémicos
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ciclicos Q(&pr ), obtemos a forma traco para um conjunto de elementos de K. Como o valor do
discriminante de K ja é conhecido, obtivemos, deses modo, a forma traco e o anel de inteiros
para o corpo K. Desta forma, o anel de inteiros de K, munido da forma traco, é um reticulado
ideal integral. Na Secao 7.2 calculamos uma cota superior para o minimo euclidiano para
este corpo, onde provamos que K satisfaz a conjectura de Minkowski. Logo, todo corpo de
grau p e condutor p® satisfaz a conjectura de Minkowski.

Pelos artigos [3] e [22], sabe-se que a conjectura de Minkowski é satisfeita para os corpos
ciclotomicos ciclicos da forma Q(&,r) e seus respectivos subcorpos maximais, onde p é um
primo fmpar. Com isso, uma expectativa futura é provar que a conjectura de Minkowski
vale para todo subcorpo de um corpo ciclotémico ciclico Q(&,-). Uma alternativa para tratar
deste problema seria utilizar a expressao da forma trago para corpos ciclotomicos ciclicos
Q(&pr) dado por [11], onde a forma trago é tratada como uma forma quadratica, sabendo-se
explicitamente onde ocorre o valor minimo desta forma quadratica.

Como outras perspectivas futuras para trabalhos, destacamos alguns pontos que podem
ser desenvolvidos sobre reticulados e reticulados ideais. Para o reticulado ideal gerado no
Capitulo 7, é interessante encontrar a distancia produto minima, pois a distancia produto
minima esta ligada ao desempenho que o cédigo gerado por esse reticulado ideal possui em
canais ruidosos do tipo Rayleigh. Por outro lado, olhando o mesmo como um reticulado no R”,
isto é, como um reticulado no R™ gerado pelo anel de inteiros de K através do homomorfismo
canonico, deve-se encontrar a distancia produto minima entre dois pontos do reticulado e a
densidade de centro deste reticulado. Para tal podemos utilizar os varios resultados e técnicas
presentes na literatura para este fim, como por exemplo, [1], [4], [5], [10], [11], [12], [29], [36],

entre outros.
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