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RESUMO

Nesse trabalho investigamos, utilizando o software “Atomic/Molecular Massively
Parallel Simulator” (LAMMPS)l7 a possibilidade de construir uma descricao numérica
para particulas interagindo gravitacionalmente. Tal descri¢ao foi construida através de um

23,454 potencial gravitacional,

mapeamento matemaético entre o potencial coulombiano
utilizando como motivacao os métodos descritos recentemente por FiiglistalerG. Primeira-
mente, foram discutidas as técnicas analiticas da mecéanica classica, através da perspectiva
de Newton, Lagrange e Hamilton. Em seguida, foi realizada a adaptacao do potencial
coulombiano implementado no codigo LAMMPS para que este seja capaz de descrever
interagoes gravitacionais, que era o objetivo do trabalho. Os corpos utilizados durante
as simulagoes realizadas foram construidos utilizando o método do lattice de Fibonacci’,
que possibilita a construcao de corpos granulares com densidade constante. A equacao
de MacCullag8 foi utilizada para obter uma descrigao analitica de um corpo continuo
elipsoidal, com a finalidade de possibilitar comparagoes com o potencial de um corpo
granular. Durante as simulagoes utilizando o potencial adaptado o cardter conservativo do
sistema foi testado. Para isso, foram realizadas simula¢oes de orbitas entre dois corpos,
observado o comportamento da energia total e do momento angular total do sistema. Em
seguida, foram mapeados os potenciais nas redondezas de diversos corpos com diferentes
granulosidades e com formatos esféricos, oblatos e prolatos. Para orbita entre dois corpos,
vimos que a energia total e momento angular total sao constantes ao longo da o6rbita o
que demonstra que o sistema é conservativo ao longo do tempo. Na comparagao entre os
dois métodos utilizados para o mapeamento do potencial, ao se diminuir a granulosidade
dos corpos, a divergéncia entre os métodos decai rapidamente, indicando uma rapida
convergéncia. Vimos que o potencial tem dependéncia do formato do corpo e como no caso

da granulosidade o erro decai rapidamente com a distancia.

Palavras Chaves: Simulacoes, Potenciais, Gravitacao.



ABSTRACT

In this study we investigate, using the software “Atomic/Molecular Massively
Parallel Simulator” (LAMMPS)!, the possibility of constructing a numerical description
for gravitationally interacting particles. Such description was constructed through a

12345 and the gravitational

mathematical mapping between the Coulomb’s potentia
potential, based on the methods described by Fijglistaler6, recently. First, the analytical
techniques of classical mechanics were discussed, through the perspective of Newton,
Lagrange and Hamilton. Then, an adaptation of the Coulomb’s potential of LAMMPS’
code was constructed in order to allow the description of gravitational interactions, which
was the main goal of the present study. The construction of the bodies considered during
the simulations performed were achieved using a method known as Fibonacci lattice7,
which allows the construction of granular bodies with constant density. MacCullag’s
equation® was used to obtain an analytical description of the gravitational potential of an
ellipsoidal continuous body in order to make it possible to perform comparisons against
the potential of a granular body. During the simulations using the adapted potential, the
conservative character of the systems were tested. Simulations of orbits between two bodies
were performed, observing the behavior of total energy and total angular momentum of
the systems of interest. Then, the potentials in the surroundings of several bodies with
different granularities and with spherical, oblate and prolate shapes were mapped. For
orbits between two bodies, we saw that the total energy and total angular momentum are
constant along the orbit, which demonstrates that the system is conservative over time.
In the comparison between the two methods used for mapping the potential, decreasing
the granularity of the bodies caused a fast decrease on the difference between the results
of each method, indicating a fast convergence. We have seen that the potential depends
on the shape of the body and, as in the case of granularity, the error decays rapidly with

distance.

Key-words: Simulations, Potentials, Gravitation.



Figura 1 —
Figura 2 —
Figura 3 —
Figura 4 —
Figura 5 —

Figura 6 —

Figura 7 —

Figura 8 —

Figura 9 —

Figura 10 —

Figura 11 -

Figura 12 —

Figura 13 —

Figura 14 —

Figura 15 —

Figura 16 —

LISTA DE ILUSTRACOES

Primeira lei de Kepler. . . . . .. . . ... ..o
Segunda lei de Kepler. . . . . .. .. ... ..o 0L
Terceira lei de Kepler. . . . . . . . . . . . . ... .. ...
Curva S dada por y(z). Em destaque o segmento ds = \/da2 + dy?.
Familia de infinitas curvas dadas por Y (z) = y(x) + en(z). Para € = 0,
Y (x) = y(z), a curva com o menor comprimento . Note que as curvas
se encontram em 1z e Ty, entao n(xy) =n(zy) =0. . . . . .. ... ..
Reta tangente sobre um ponto da curva S dada por f(z).. . . ... ..
Visualizagao da superficie e interior de um corpo formado a partir do
método do laticce de Fibonacci, gerada através do software “Visual
Molecular Dynamics” (VMD)?. . . . ... .. ... .. ... . ... ..
Visualiza¢ao do preenchimento de um volume esférico através da espiral
de Fibonacci. . . . . . .. L
Interacao entre um elemento infinitesimal de massa! de um corpo oblato
com um ponto P no espaco externo ao corpo. . . . . . . . . . . . ...
Relacao de transformacao de volume elipsoide-esfera dado por uma
matriz Jacobiana'®. . ...
Variacao normalizada da energia total e do momento angular total em
fungao do tempo. Os dados foram coletados durante as simulacoes dos
seguintes cenérios: a) oOrbita entre os fragmentos F1 e F2, b) orbita
entre corpos C1132 e C117, descritos na tabela (1). . . . . ... .. ..
Mapas gravitacionais dos potenciais nas redondezas dos corpos no plano
XV o e e e e e e
Mapas dos potenciais nas redondezas dos corpos descritos na tabela
(2), utilizando o método granular e analitico. Graficos da variagao do
potencial entre os métodos. . . . . ... ..o
Comparacgao entre as divergéncias do potencial obtidas para cada corpo
no teste de granulosidade. . . . . . . ... ... Lo
Mapas dos potenciais nas redondezas dos corpos descritos na tabela
(2), utilizando o método granular e analitico. Graficos da variagao do
potencial ao longo dos eixos z, y e z e a variacao entre os métodos.
Mapas dos potenciais nas redondezas dos corpos descritos na tabela
(2), utilizando o método granular e analitico. Graficos da variagao do

potencial ao longo dos eixos x, y e z e a variacao entre os métodos.

18

43

44



Figura 17 — Mapas dos potenciais nas redondezas dos corpos descritos na tabela
(2), utilizando o método granular e analitico. Graficos da variagao do
potencial ao longo dos eixos x, y e z e a variacao entre os métodos. . . 45
Figura 18 — Representagoes graficas de simulagoes de colisoes entre dois corpos. . . 46
Figura 19 — Ejecao e aglutinagao de fragmentos apos colisao entre corpos granulares. 47

Figura 20 — Variacoes das dimensoes z,y, z para 6rbita entre dois corpos. . . . . . . 47



2.1
2.1.1
2.1.2
2.1.3
2.2
221
2.2.2
2.2.3
2231

3.1
3.1.1
3.1.2

3.2
3.3

4.1
4.2
421
4.2.2
4.3

SUMARIO

INTRODUCAO . .. ... . . . . i 11
FUNDAMENTACAO TEORICA . . . .. .. ... . ... 13
Mecéanica Celeste . . . . . . .. .. ... . ... ... 13
Leisde Kepler . . . . . . . . . . 13
Mecédnica Newtoniana . . . . . . . . . . . ... 15
Terceira Lei de Kepler Pela Lei da Gravitagdo Universal . . . . . . . . . .. 16
Calculo Variacional . . . . . .. ... ... 17
Determinacdo da Equagdo de Euler-Lagrange . . . . . . . ... ... ... 17
Mecanica Lagrangeana . . . . . . . . ..o 22
Mecénica Hamiltoniana . . . . . . . . . . .. ... ... ... ... . ... 23
Hamiltoniana a Partir da Transformada de Legendre . . . . . . . . . . . . .. 25
METODOS . . . . . ot e 27
LAMMPS . . . . . 27
Método de Verlet . . . . . . . . . .. 27
Adaptacdo do Potencial Coulombiano em Potencial Gravitacional: Método

Granular. . . . . .. 28
Lattice Fibonacci . . . . . . . . ... .. 29
Determinacao do Potencial ao Redor de um Corpo Elipsoidal:

Método Analitico. . . . . . . . . . ... 31
RESULTADOS E DISCUSSOES . . . .. .. ... ......... 37
Conservacdo: Método granular . . . . . . .. ... ... ... ... . 37
Comparacao: Método Granular x Analitico . . . ... .. ... ... 39
Granulosidade . . . . . . . . .. 41
Formato . . . . . . . . . 43
Outras possibilidades . . . . . . .. ... ... ... ... ... .... 45
CONCLUSOES . . . . . . . . e 48



11

1 INTRODUCAO

Diversas civilizagoes se dedicaram ao estudo do movimento, em especial o movimento
planetario. No entanto, atribui-se aos gregos antigos a inciativa de formalizagao dos
conhecimentos sobre esse tema. Dentro de sua filosofia natural inclufa-se o movimento
como fendmeno universal, assim seu estudo pode ser a parte mais antiga da fisica. Eles
entendiam o movimento como parte da "natureza das coisas" e com isso foram fundamentais

para a construgao da astronomia e mecanica.

Galileo di Vincenzo Bonaiuti de’ Galilei (1564, 1642), se dedicou ao estudo do
movimento, principalmente o movimento causado pela acao da gravidade. Guiado pe-
los avancos do estudo da optica aperfeicoou o telescopio e com ele fundou astronomia
observacional, revolucionando a forma com se enxergava o céu e trazendo resultados
incrivel sobre a natureza do cosmos. No século XVII, entre 1609 e 1619, Johannes Kepler
(1571, 1630), pulicou as leis do movimento planetario, o que causou uma revolu¢ao no
entendimento sobre a natureza do movimento. Suas leis traziam profundos entendimento
sobre as simetrias e o ferramental matematico de sua obra possibilitava previsoes muito
precisas a cerca do transito planetério. Isaac Newton (1643, 1627), foi além e vislumbrou
que a natureza do movimento era unanime, aplicando-se desde movimentos comuns do
cotidiano até os mais complexos movimentos dos astros. Isso acontecia devido ao fato de
que em sua concepc¢ao todo movimento era causado pela atuacao de forcas, sendo essas
ideias descritas pelas suas trés leis do movimento universal. As descobertas de Newton
fundaram a mecéanica classica, que a posteriori foi aprimorada por Joseph-Louis Lagrange
(1736, 1813), fundador da mecénica lagrangiana e William Rowan Hamilton (1805, 1865),

fundador da mecanica hamiltoniana.

No presente trabalho utilizamos o software LAMMPS! sigla para (Atomic/Molecular
Massively Parallel Simulator) para realizar simulagoes de mecanica celeste. Como este
software foi construido originalmente para realizar simulagoes de sistemas atdémicos, foi

b% 345 (j4 implementado

necessario construir um mapeamento entre o potencial de Coulom
no codigo originalmente) e o potencial gravitacional. O mapeamento citado permitiu
ampliar o escopo das simulacoes possiveis de serem realizados com o LAMMPS!, atingindo
uma escala de tamanho que nao estava acessivel anteriormente. O mapeamento realizado
segue em parte a metodologia proposta por Fﬁglistalerﬁ. A descrigao obtida a partir do
mapeamento Coulomb— Gravitagdo foi comparada com resultados obtidos a partir de uma

formulacao analitica, baseada na equagao de MacCullagg, que é discutida no capitulo (3.3).

Sendo assim, serao apresentados, apos a introducao, os fundamentos teéricos da

mecanica classica que serviram como base para as aplicagoes desenvolvidas. Em seguida,
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sera apresentada a metodologia empregada, contendo a adaptacao realizada para o potencial
de um corpo granular, os métodos necessarios para sua aplicacao e o desenvolvimento
do potencial para um corpo continuo conforme visto anteriormente. A partir disso sera
apresentados os resultados obtidos por ambos os métodos, a comparacao entre eles e as

discussoes sobre 0s mesmos.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Esse capitulo tem o objetivo de contextualizar os avangos das técnicas analiticas
aplicadas no estudo da mecéanica celeste, técnicas essas que sao base tedrica para as
simulacoes realizadas durante o estudo desenvolvido por este trabalho. Partiremos das
leis de Kepler, em seguida, o desenvolvimento da mecénica classica a partir das leis de
Newton e os avancos promovidos por Lagrange e Hamilton, desenvolvidos a partir do

calculo variacional.

2.1 Mecanica Celeste

"A Mecéanica Celeste, no sentido mais amplo, é a aplicacdo da mecanica
classica ao movimento dos corpos celestes associados por qualquer um dos
varios tipos de forcas. De longe, a for¢ca mais importante experimentada

por esses corpos, e muitas vezes a unica for¢a importante, é a de sua
atracao gravitacional." (PEALE, 3 Feb. 2015).

A partir da defini¢ao acima podemos entender que sendo a mecéanica celeste o estudo
dos movimentos dos corpos sobre efeito da gravidade, sera necessario o desenvolvimento
de um ferramental para quantificar e qualificar as grandezas envolvidas nesses movimentos.
Desta forma, partiremos dos conceitos aperfeicoados e descobertos pelo matematico
e astrénomo Johannes Kepler (1571, 1630), que através de métodos empiricos, como
observagoes, inclusive as realizadas por Tycho Brahe (1546,1601), formulou as trés leis do
movimento planetario’® &. Leis essas conhecidas como as bases para o estudo da mecanica

celeste.

2.1.1 Leis de Kepler

As trés lei do movimento planetario sao:

1. O movimento dos planetas se da em elipses com o sol posicionado em um dos focos.
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Figura 1 — Primeira lei de Kepler.

Orbita —
Focos ]
° °
Sol
Planeta [ )
Elipse

Fonte: Elaborada pelo autor.

2. Um vetor ligando qualquer planeta ao sol vare areas iguais em tempos iguais.

Figura 2 — Segunda lei de Kepler.

Orbita —
Tempo —
1 més 1 més
Sol
Area |
Fonte: Elaborada pelo autor.
A = A, (2.1)

3. O quadrado do periodo orbital de um planeta é proporcional ao cubo de semieixo

maior de sua orbita.
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Figura 3 — Terceira lei de Kepler.

Orbita —
Sol
Planeta ®

Fonte: Elaborada pelo autor.

onde P é o periodo orbital e a o semieixo maior. Considerando P em anos terrestres
e a em unidades astronomicas (AU), isto &, por definigao, a distancia do terra ao sol,

assim

P? =a? (2.2)

2.1.2 Mecanica Newtoniana

No século dezessete a fisica do movimento foi revolucionada por Isaac Newton
(1643, 1727), e seus contemporaneos. Em sua obra Principia 13, Newton demonstrou que
a partir do conhecimento das forgas atuando sobre qualquer corpo seria possivel descrever

seu movimento, baseando-se em suas trés leis do movimento'? &

1. O movimento de um corpo, em todo universo material, em um sistema de referéncia
preferencial, é determinado pela acao de forgas. O que significa: Um corpo inicialmente
em repouso ou em movimento uniforme no sistema de referéncia preferencial continua

nesse estado a nao ser que seu movimento seja modificado pela atuacao de forgas.

2. A forca F atuando sobre um corpo é proporcional a taxa de variagao do seu momento

p

_dp _ d(mv)
Cdt At

onde m é a massa e v a velocidade de um corpo e t é o tempo.

(2.3)

3. Toda acao gera uma agao de mesma intensidade no sentido oposto.
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A partir de sua formulacao sobre a dindmica do movimento dos corpos, Newton pode
demonstrar que as leis do movimento planetario enunciadas por Kepler eram consequéncias
naturais da atuacao de forgas sobre o movimento dos corpos celestes. Sendo essa considerada

sua maior conquista e tendo como consequéncia a formulacao da lei da gravitacao universal

-

m (2.4)

(Lei da Gravita¢ao Universal de Newton)

onde F, ¢ a forca experimentada entre dois objetos massivos, M e m suas massas, r a

distancia entre seus centros de masssa e G é a constante gravitacional G' = 6.67430 x 107!

Nm?
Kg? -

2.1.3 Terceira Lei de Kepler Pela Lei da Gravitacdo Universal

A partir da terceira lei de Newton, é possivel definir o par acao e reacao, forca

gravitacional F, e forca centripeta [, portanto F,=F¢,

F="" (2.5)

Mm

sendo M e m as massas dos corpos em Orbita, G a constante da gravitacao universal, v a

velocidade linear e r o raio da orbita.

Igualando as equagoes (2.5) e (2.6), temos que

2
=G—. 2.
v =G . (2.7)

Considerando 7 = a, sendo a o semieixo de uma orbita com periodo P. A velocidade

se relaciona com o periodo a partir de

2ra
= —. 2.8
v="5 (2.8)

Substituindo a equagao (2.8) na (2.7), temos

a P2 a

< 27?@) 2 M 4120’ M
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Por fim, ajustando a equagao (2.9), ficaremos com

2
4m=

2 _
P = . (2.10)

(Terceira Lei de Kepler - Notagao Moderna)

2.2 Calculo Variacional

E comum atribuir-se a Newton inicio do estudo a respeito do calculo variacional,

que em 1687 na proposicao 34 no livro 2 da série Prz’ncz’pz’alS, escreveu:

"Em um meio raro formado por particulas iguais e equidistantes umas das
outras; deixe que uma esfera e um cilindro de didmetros iguais movam-se
com a mesma velocidade na direcao do eixo do cilindro; entao a resisténcia
da esfera serd metade da resisténcia do cilindro." (NEWTON, 2016, p.

471, tradugao nossa).

Problema esse conhecido hoje como O Problema da resisténcia minima de Newton.
Em 1696, Johann Bernoulli (1667,1748), langou um desafio: O Problema da curva braquis-
to’cronaM, que consistia na descricao matematica da trajetéria de uma particula imersa
em um campo gravitacional constante, nao sujeita a atrito e com velocidade inicial nula,
deslocando-se entre dois pontos no menor intervalo de tempo. Matematicos importantes
da época como Jakob Bernoulli (1655,1705), Marquis de ’'Hépital (1661,1704), e Isaac
Newton se dedicaram a solucionar esse desafio. Fatos esses que motivaram Leonhard Euler
(1707, 1783) e Joseph-Louis Lagrange (1736,1813), a fundar um novo tépico de estudos,

batizado de célculo variacional.

2.2.1 Determinac3do da Equacdo de Euler-Lagrange

A fim de simplificar nossa demonstracao partiremos de um sistema de coordenadas
cartesiano bidimensionais. Tomando o ponto A(z1,y1) e B(xg,y2) com A # B e uma
curva S arbitraria dada por y(z) que passa pelos pontos A e B. Podemos assim definir um

segmento infinitesimal ds' dado por:

ds = /dx? + dy?. (2.11)

Os elementos dz e dy representados na figura 4 sao elementos infinitesimais, leia-se, com comprimento
préximo a zero, muito pequena. Por isto estao em escala exagerada na ilustragao.

1
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Figura 4 — Curva S dada por y(z). Em destaque o segmento ds = /dz? + dy?.

y(z) 4

A 4

Fonte: Elaborada pelo autor.

Consequentemente, o comprimento do segmento S, devera ser a integral de ds do

ponto A ao B

B B
S = / ds = / Vdx? + dy?, (2.12)
A A

fatorando o termo dx na equacao acima, ficaremos com

S = /B,/l + (%)2@;. (2.13)
A
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A partir dessa formulacao, estara dado o nosso problema: Determinar a solu¢ao
da integral que fornece o comprimento da curva S. Além disso, em um caso geral, é
possivel observar que existem infinitas possibilidades que a curva S pode assumir, ja que
hé infinitas formas de descrever uma curva que passa do ponto A ao B. O que pode nos
levar a seguinte indagagao: "Qual a curva S dada por y(z) que passa pelo ponto A e B
com o0 menor comprimento possivel ?". Essa questao assemelha-se ao problema da curva
braquistocrona e é o elemento chave para determinacao da equagao de Euler-Lagrange.
E importante notar que a funco a ser integrada tera dependéncia ndo somente em y(z),

mas também em §(z) = 2 e por consequéncia em z, logo o funcional F[y(z),y(x), z].

Partiremos agora em busca da solucao da questao levantada: "Qual a curva S
que passa pelo ponto r1 e r9 com o menor comprimento possivel ?". Problema esse que
consistirda em encontra a fungao y(z) que minimiza a integral do funcional F[y(x),y(z), z|.

No caso geral, S serd dada por

S— /xQF[y'(:E),y(a:),x]dx. (2.14)

1

No caso que iniciamos essa discussao, apresentado na figura (4), nota-se que a
curva que passa pelo pontos A e B e que tem o menor comprimento, é uma reta, e que
qualquer outra curva teria um comprimento maior. Podemos utilizar dessa intuicao para
encontrarmos a fun¢ao y(x) que minimiza a integral do funcional F[j(x), y(z), =], pois y(x)
¢ a solucdo que fornece a menor curva, uma reta nesse caso. £ possivel definir qualquer
outra fungao? Y (z) que respeite as condigoes de contorno y(z1) = yi e y(r2) = ya, no
entanto, resulte em uma curva com comprimento maior do que a dada por y(x). Desta

forma, Y (z) pode ser definida como

Y(z) =y(z) + en(z), (2.15)
sendo € € R uma contante, garantindo que a solugao sera dado quando ¢ =0, Y (x) = y(x).

O proximo passo serd definir o funcional S(e) considerando Y (x)

S(e) = /f2 FIY (2),Y (z), z]dx, (2.16)

com a dependéncia de S(€) em € expressa pela equacao (2.15). A solugao sera dada quando

dflf) o =0, por dflf) = 0 ser solucao estacionaria em ¢ = 0. Desse modo
ds(e) d S =g .
o= el [PV @Y @)l = [T SR @), V0. gt =0, 217

2 Qualquer funcdo definida na demonstracdo da equacdo de Euler-Lagrange é definida como contendo

derivadas de segunda ordem continuas. Desta maneira, respeitam as propriedades de continuidade.
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Figura 5 — Familia de infinitas curvas dadas por Y (x) = y(z)+en(x). Parae = 0, Y (z) = y(x), a curva com
o menor comprimento . Note que as curvas se encontram em ; e 3, entdo n(x1) = n(xz) = 0.

y(z) 4

Yz

Fonte: Elaborada pelo autor.

Aplicando a regra da cadeia para %F[Y(a:), Y (x),x], temos

0 v OF 9Y = OF 9Y
&F[Y(x), Y(z),x] = W o + Y o (2.18)
Substituindo a equagao (2.18) na (2.17)
iste) [ “foroy oFoy
de — / 8_YE + 8Y (96 dz. (2.19)
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Derivando em segunda ordem a equacao (2.15) em ¢, ficaremos com

5’5;_(65”) _ %[y(x) +en(z)] = n(z) (2.20)
8Y(:1:) |

D~ D tya) 4 eifa)] = i)

Substituindo a equagao (2.20) na (2.19)

di(:):/ [g_}ﬁ:n(x)—i—g—gﬁ(m)} dz. (2.21)

Integrando 2—57'7(1:) por partes

2 oF or [ " e d OF

! Y o (2.22)
oOF oo d OF
= a—Y[n(fL‘)Hm [ n(fﬂ)%a—ydﬂf-

Considerando as condig¢oes de contorno, em que no ponto x; e xq, n(z) = 0, logo,

n(x)”zj = 0. Substituindo o resultado da equagao (2.22) em (2.21), teremos

diie) _ / ) [g_g _ % (2_5)} n(z)dz. (2.23)

Avaliando a equacao acima em %EE)L:O, Y<x)‘e:(] =y(x) e Y(x)}ezo = y(x), por

fim, teremos que

SN

Como n(x) # 0, para que a equagao (2.24) seja verdadeira: %—5 — % (%—5) =0. Em

vista disso, a solucao para o problema esté contida em

oF d [(0OF
% s (5) =0 (229)

(Equagéo de Euler-Lagrange)'®
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Sendo essa equacao determinada a partir dos estudos de pequenas variagoes dadas
por Y (z) em torno da solucdo estacionaria y(x), isto é, que em Y(m)‘ezo =y(z)+en(x) =
y(x). Portanto estabelecendo as bases para o estudo do calculo das varia¢oes ou cdlculo

variacional.

2.2.2 Mecénica Lagrangeana

Definir as equagoes de movimento em um sistema fisico com diversos graus de
liberdade através da mecanica Newtoniana pode ser bastante trabalhoso, principalmente
em sistemas de coordenadas nao cartesianas. Para facilitar essa tarefa é possivel definir um
sistema de coordenadas generalizadas'®, isto é, coordenadas capazes de representar diversos
tipos de quantidades, como distancias, angulos, entre outras. Assim sendo, tomando um
conjunto de coordenadas generalizadas ¢ = qi,¢q2,¢s, ..., ¢n, suas derivadas temporais
qg= %ql, %qQ, %q& o %qn e sendo L(q, ¢,t) a fun¢ao que relaciona essas coordenadas. A

energia total do sistema podera ser definida como

(Fungéo Lagrangeana)

sendo T'(q, q,t) = % >, mng2 a soma da energia cinética sobre todas as particulas, com m

a massa e U(q) a energia potencial.

Como no calculo variacional, a trajetoria seguida por uma particula entre dois pontos
quaisquer A e B, representado na figura 4, serd sempre aquela que torna estacionério
o funcional S(L£). Essa ideia pode ser expandida para sistema complexos contendo n
particulas, desde que, exista uma funcao capaz de representar a energia do sistema ao
longo do tempo. Isso acontece devido a conservacao de energia em um sistema fechado,

ou seja, a energia total do sistema é constante ao longo do tempo. Isto posto, o funcional

S(L) sera dado por

S(L) = / * Llg.d . (2.27)

t1

(Integral de agao)

A partir do resultado obtido por Euler e Langrange, sabemos que a solu¢ao que

torna S(L) estacionario, sera dado pela equagao (2.25). Logo, obtém-se que

oL d (0L
o= (5i) =0 .
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lembrando que a equagao (2.28) resultard em n equagoes, uma para cada elemento de

coordenada ¢ e sua derivada temporal ¢

oL d (oL
5 (aqv) =0, i=123,..n. (2.29)
(Equacoes de Lagrange)'?

Para obtermos a segunda lei de Newton utilizando as equacoes de Lagrange, basta

aplicar a equacao . na equacao . € dllerenclar, consequentemente
pli quagdo (2.26) na equagdo (2.28) e diferenciar, quentement

oL d
= U
9~ da (9),
(2.30)
d oL d (M)
—— = ——(mq).
atoq  at?
Reescrevendo a equagao (2.28) com os resultados acima, como a forga generalizada
é F = —%U (¢) e o momentum generalizado p = mgq, temos que
d
F——p=0, 2.31
P = (2.31)

no qual a equagao (2.31) é a segunda lei de Newton.

2.2.3 Mecanica Hamiltoniana

A partir da mecénica Lagrangeana em 1833, William Rowan Hamilton (1805,1865)
elaborou uma nova forma de descrever a mecéanica classica. Essa nova formulagao possibili-
tava em um sistema com n graus de liberdade, transformar as n equagoes de Lagrange,
que sao equacoes deferenciais de segunda ordem, em 2n equagoes diferencias de primeira
ordem. Mas o maior triunfo dessa formulagao é o profundo entendimento sobre as bases

da estrutura da mecanica classica.

Diferenciando a fungao de Lagrange, equagao (2.26), temos

. 0L(q,q,t 0L(q,q,t) ,.  0L(q,q,t
dL(q,4.t) =) (aT)in + Z #d% + %dt. (2.32)

i

dpi __
dt

Reescrevendo a equagao (2.32), com p; = 5= e p; = g—j, logo

L(q, gt szd(b + szdqz q q’ 0L@.4:1) (2.33)
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Como >, d(pigi) = Y, dpigi + Y, pidg;, assim

L(g,4,1) szd% + Zd Pidi) Zqzdpz q q’ ‘) ——dt, (2.34)

que 0 mesmo que

D> pidi = £(a,4:1 Zpldql + Z Gidp; — q q’ OL@dt) yy (35

J/

-~

Funcao de Hamilton

Deste modo, é possivel escrever a equagao (2.35) a partir de uma fungao H(q,p,1t),

onde p = pq, P2, P3, ..., P S@0 0s momentos generalizados. Diferenciando H, temos

0H(q,p,t 0H(q,p,t 0H(q,p,t
dH(q,p,t) = Z#dqﬁz gpi )dpi_ (875 ) at. (2.36)

Comparando a equagao (2.36) com a equagao (2.35), vemos que

OH . OH 0H oL

i=—o— ., Gi=5-, o= A 2.37

P00 " op 0 ot T ot (2:37)
(Equagoes de Hamilton)

H(q,p:t) = L(g,4,1) szq@ (2.38)

(Funcéo de Hamilton ou Hamiltoniana)®®

A partir desse momento, passamos a tratar o momento como uma variavel inde-

pendente, como as coordenadas, e o chamamos de momento candnico.

Como consequéncia da formulagao da mecanica Hamiltoniana, surgem resultados
importantes para o aprofundamento da mecanica classica e posteriormente da mecanica
quantica, como a conservagao de energia. Substituindo as equagoes de Hamilton, equacgoes
(2.37), na derivada total da Hamiltoniana, equagao (2.36), e notando H(q,q,t) = H,

ficamos com

dH OH OH OH OH 87—1,
L LS

Jq; Op; Opi aqz ot (2.39)
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o que leva a

dH O

—_— == 2.40

dt ot ( )

Se a hamiltoniana nao depende explicitamente do tempo, a derivada total no tempo

é zero, % = 0, ja que %—7; =0e % = %—7:. Isso implica na hamiltoniana como umas

constante do movimento H = constante, isto é, uma quantidade conservada no tempo. A
ideia da hamiltoniana como um quantidade conservada pode levar ao equivoco de sempre
tratar a hamiltoniana como a energia total do sistema, dada pela soma da energia cinética
e energia potencial £ = U + K, no entanto a hamiltoniana so6 coincide com a energia total
se ela satisfazer trés condicoes: 1# As equacoes que definem as coordenadas generalizadas
nao dependem explicitamente do tempo; 2% Os vinculos nao dependem explicitamente do
tempo; 3* A energia potencial nao depende explicitamente das velocidades generalizadas

nem do tempo.

2.2.3.1 Hamiltoniana a Partir da Transformada de Legendre

Para uma curva S dada por f(z), Partindo da nocao simplificada que a f'(x) des-
flatwo)—f(z)

creve a reta tangente a um ponto x quaisquer da curva S, com f'(x) = lim,, 0o -

Sera possivel definir um funcional g[f'(z), f(z),z] = g(p) de tal forma que a curva S possa
ser descrita por ¢g(p) sem perder generalidade. Entao, o funcional g(p) descrevera a colegao

de retas tangentes a qualquer ponto da curva S.

Como ¢é possivel observar a partir da figura (6), para cada = havera uma reta
tangente a curva S no ponto (f(z),z), que tera coeficiente angular f'(z) e coeficiente

linear — f (), consequentemente a equagao desta reta sera g(p) = z(p)f'(z) — f(x).

De forma pratica, fazendo f'(x) = p(z) e sabendo que (f')~'(f'(z)) = z, temos
(f)'p(x)] = x(p). Com isso

glf (@) =f(x) =+ [f(2),

() ()]
9(p) P flz(p)]

(f) 7 p(=)]

— (2.41)

z(p)
4
9(p) = px(p) + flz(p)].
(Transformada de Legendre)*?

A transformada de Legendre para a Lagrangeana serda dado ao definir p; = g—;.

Desta forma, como demonstrada na equagao (2.41)
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Figura 6 — Reta tangente sobre um ponto da curva S dada por f(z).

S 9(p)=x(p)f (z)-f(x)

f(z)

Fonte: Elaborada pelo autor.

E((L(Lt) = E(q17 "'7Qn717q'17 "'7Qn7t)7:>

. oc. .
Hia:4:0) = D 5odi + £(a.6,0), = (2.42)

H(g,p,t) = Zm(p)i + L(g,4(p), t).
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3 METODOS

3.1 LAMMPS

O “Atomic/Molecular Massively Parallel Simulator” (LAMMPS)! é um software
para simulagoes classicas de dinamica molecular com foco em modelagem de materiais, que
possibilita a realizagao de simulagoes atomisticas paralelizadas e o controle das diversas
variaveis e condi¢oes de contorno. O método de integragao de Verlet esta implementado
no software e foi utilizado como método de integracao para as simulacgoes realizadas nesse
trabalho.

3.1.1 Método de Verlet

O método de Verlet é um método numérico de integragao das equagoes de movimento
de Newton, usado na dindmica molecular para calcular trajetérias de particulas. O método

¢é desenvolvido da seguinte forma:

Partindo da expansao em série de Taylorm que no caso geral é expressa por:

fnég!z:o) (x . xO)Q bt fn:'ﬁo) (m _ l’o)n (3_1)

f(@) = f(xo) + f'(wo)(z — x0) +

aplicando a expansao para x(t)

%ﬂwﬂ+ékﬁﬁﬁw” (3.2)

onde t é o tempo, os vetores x(t) = (x1(t), Xa(t), ..., X, (t)) das posi¢oes, x(t) = (X1(t), X2(t),

x(t) =z + X(t)t +

..., Xp(t)) das velocidades e X(t) = (X;(t),X2(1), ..., X, (t)) das aceleragbes, para n particulas.

No entanto, sera necessario que saibamos a posi¢ao de uma particula no instante
(t + At). Para isso, utilizando da equacdo acima e subtraindo z(t + At) de z(t — At),

teremos que

(t-+ At) = x() + ()t + XOBE | XOB 6
x(t — At) = x(t) — %()At + ’"‘“)QM _ ""'(tg)ms NG 33)

X(t + At) = 2x(t) — x(t — At) + %(t)At* + O(At?)
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A partir da equagao (3.3), sera possivel definir a posi¢do de uma particula no
instante (¢t + At), apenas conhecendo sua posigao inicial z(t) no instante t e as forgas

atuando sobre as particulas Z(t).

Para o caso em que a evolugao da posicao de uma particula no tempo depende de sua
velocidade (), sera necessario definir sua velocidade através do método de Stormer-Verlet,

onde a velocidade é definida como

= x(t + At) — x(t — At)

%(t) = AT + O(A#) (3.4)

Entretanto, o método mais utilizado é o Velocity Verlet, que mescla o método de
Verlet com o método de Stormer-Verlet, podendo assim calcular a posicao e velocidade no
mesmo intervalo e tempo. Para definir o método Velocity Verlet, basta aplicar a equagao
(3.3) na (3.4)

() = 2x(t) — x(t — At) ;Zi(t)At —x(t — At)’ (3.5)

() = x(t) — Z(tt — At) N )"c(igAt7 (3.6)

aplicando a equagao (3.3) para z(t + At) em (3.6) com x(t + At)

(1) — %(t + At)

x(t+ At) = x(t) + 5

At (3.7)

(Velocity Verlet)

3.1.2 Adaptacdo do Potencial Coulombiano em Potencial Gravitacional: Método

Granular

Como demonstrado por Fﬁglistaler6, recentemente. Foi possivel realizar uma

2,345 implementado no software

mudanca de escala em um potencial coulombiano
LAMMPS?, para que o mesmo fosse capaz de descrever o potencial gravitacional. Essa
adaptacao foi possivel devido a similaridade matematica entre a lei de Coulomb e a lei da

gravitacao universal de Newton.

Para realizar essa adaptacao, a carga de um particula passaré a representar a massa
de um fragmento de um corpo imerso em um campo gravitacional, para isso:
m;my;

E =%
er

E=-G
.

=
e (3.8)
(Lei de Coulomb) q=my/ c (Lei da Gravitagao)
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com g; = q; = q em; =m; =m e onde C ¢é a constante de conversao de energia, nesse
3

caso C' = 8.98755 x 10° g”z—ckgq, que ¢ a constante de Coulomb, ¢;, g; ¢ carga do o par de

particulas interagentes, r a distancia entre as particulas, € a constante dielétrica, nesse caso

e = —1 para que o forca seja atrativa, m;, m; a massa do o par de fragmentos interagentes

no potencial adaptado e G = 6.67408 x 107! ggjg a constante gravitacional.

3.2 Lattice Fibonacci

Para aplicacao dos métodos descritos foi necessario que os corpos usados nas
simulagoes fossem compostos por fragmentos granulares. Sendo o objetivo estudar o
potencial gravitacional de corpos com diferentes granulosidade e formatos, apenas esses
fatores deveriam ser relevantes na obtencao dos resultados, por isso, as densidades dos
corpos deveriam ser constantes. Portanto, o problema inicial consistia em como preencher
um volume esférico, com pontos equidistantes. Para isso, foi utilizado o método de

preenchimento de volume lattice de Fibonacci'.

Tomando as posigdes das particulas (x,y, z), mudando o sistema de coordenadas

cartesiano e utilizando o mapeamento para as coordenadas (6, ¢)

(x,y,2) — (0,0): (cosbcosp, coslsing, sinb); (3.9)
onde
V5+1
0 = ;
2 (3.10)
¢ = (2—0)(2m);

sendo 6 a razao aurea e ¢ o angulo aureo.

O preenchimento do volume é feito camada por camada, desta forma, sera necessario
determinar quantas particulas de raio r sao necessarias para preencher a area superficial

de cada camada, para isso

(3.11)

sendo IV o nimero de particulas em uma camada e 7; o raio de cada camada.

Desta forma, as posigoes (x,y, z) de cada particula em uma camada serdo dadas

por

x = rycos (lon) cos (lat);
y = 1y sin (lon) cos (lat); (3.12)

z = rysin (lat),
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onde
. —1+2n
lat = arcsin | — |,
Ny +1 (3.13)
lon = ¢n,

N,
comn=> % n.

Para cada caso, o nimero de particulas em uma camada N, foram corrigidos por

um fator para evitar a sobreposicao de particulas e otimizar o preenchimento do volume.

Para corpos nao esféricos, as particulas geradas através do método eram ajustadas pela

equagao que defini a superficie desejada.

Figura 7 — Visualizagao da superficie e interior de um corpo formado a partir do método do laticce de

Fibonacci, gerada através do software “Visual Molecular Dynamics” (VMD)Q.

(i) Superficie. (ii) Interior.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 8 — Visualizagao do preenchimento de um volume esférico através da espiral de Fibonacci.

%?P “
w .
Ww ¢
W ot
WU o (y‘f
& Yoo
8 R [
¢ ¢
60 ‘“’

Fonte: Elaborada pelo autor.
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3.3 Determinacdo do Potencial ao Redor de um Corpo Elipsoidal:

Método Analitico

Para testar a consisténcia do método desenvolvido no capitulo (3.1.2), foi necesséario
valer-se de um método analitico para mapear o potencial nas redondezas dos corpos
estudados. Desta forma, os dois métodos poderiam ser comparados, avaliando a divergéncia

entre os valores obtidos, para corpos com diversas granulosidades e formatos.

Nesse capitulo, sera demonstrado a formulacao para o potencial de um corpo
continuo elipsoida116. Partiremos do potencial gerado por um elemento infinitesimal de

massa dm em um ponto P qualquer do espaco

U= —G/ dm (3.14)
v d

Figura 9 — Interacdo entre um elemento infinitesimal de massa' de um corpo oblato com um ponto P no
espago externo ao corpo.

Elemento Infinitesimal de Massa (dm)

. v
N
/ < —\
o ﬁ/ i .
A ~ z
L~
//,//
/
Y

Fonte: Elaborada pelo autor.

Como pode ser visto na figura (9), a distancia d que conecta o elemento dm ao

ponto P é dada por d = R? 4+ r? — 2Rrcosf, aplicando na equagao (3.14), temos

1 2 -3
U= —G/ dm = _Q/ <1 + (1) 9l cose) dm. (3.15)
v (R?2+ 12 —2Rrcosf)? R Jy R R

Definindo € = £ << 1, temos

1O elemento de massa dm representado na figura (9) é um elemento infinitesimal, leia-se, com compri-

mento proximo a zero, muito pequeno. Portanto estéd em escala exagerada na ilustragao.
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U= —g/ (1—|—€2—26C089)7% dm, (3.16)
R Jy

1

estabelecendo a = €2 — 2ecosf, (1 + €2 — 2ecosf) 2 serd (1 + a) 2. Estando assim na
forma da série binomial’® (1 + a)* onde k = —3. Expandindo a série binomial até seu

terceiro termo

-

(1+€ —2€ecosh) 2 =1—=( —26(:089)—2(6 —2ecosf)? + ..., (3.17)

l\’)l»—t

aplicando essa expansao na equagao (3.16), realizando a distribui¢ao dos termos, conside-

rando apenas os termos de segunda ordem e sendo € = %, ficamos com

G 1 2
U=— 7 [1—1— (R> cos + = 5 (%) (3cos®@ — 1) +...| dm. (3.18)
Na equagao acima notamos o surgimento dos termos presentes nos polinémios de
Legendre10
n P,(z)
0 1
1 X
2 5322 —1)
3 (52® — 3a)

Desta forma, a equacao (3.18) pode ser escrita em func¢ao dos polindmios de

Legendre10

:——/ Z P,(cosB)dm, (3.19)

expandindo a equagao acima até os termos de segunda ordem

G r 3/r\2 1 /r\2
U———/ {1+—cos0+§<ﬁ> cos 0_§<E> }dm
:_g /dm+—/r0059dm+ ! (3r% cos® 6 — r?)dm
R Vv 2R2 14 ,

para cos?f = 1 — sin?6:

(3.20)
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U:—E {/‘/dm—l—%/‘/rcosde—i-QLRz v[3r2(1—sin20)—r2]dm1

:_E [/Vdm—k}%/vrcosﬁdm—i-%m/v(%j—3T2Sin29)dm];

como o centro de massa coincide com a origem do sistema [ 7 cos@dm = 0. Assim

(3.21)

1
U = —% [/V dm + R ‘/(27’2 — 3r?gin? Q)dm] , (3.22)

O momento de inércia em torno do segmento OP sera

I:/rzsin2 Odm (3.23)
v

os momentos de inércia em torno dos eixos X, vy, z

I, = / (y> +2%)dm; I, = / (@ +2%)dm; Iy = / (" +y7)dm,  (3.24)
v v v

e os produtos de inércia

Jyzz/yzdm; sz/xzdm; ny:/:cydm. (3.25)
1% 1% v

Consideramos o sistema de referéncia com origem no centro de massa, de forma
que os principais momentos de inércia (I, I,., I,.) incidem com os eixos principais de

inércia. Isto posto, os produtos de inércia se anulam, J,,, J,., J,. = 0.

Sendo r? = 2% + y? + 22, assim

2/r2dm:2/(x2+y2+22)dm:
v v

= /V(y2 +Z2)dm+/v(I2 +22)dm+/(x2 +yH)dm (3.26)

\%4
= lay + ]acz + ]yz-

Aplicando o resultado acima na equagao (3.22)

G G

sendo a equagdo (3.18) a equagao de MacCullag®.

O proximo passa serd calcular os momentos de inércia, dados pelas equagoes (3.23)

e (3.24). Utilizando de uma matriz jacobianaw, podemos representar o volume de um
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elipsoide através do volume de uma esfera, onde o determinante dessa matriz dara o fator

de escala na transformacao do volume. Logo

ox

oz’

(x'y'z') — a(x/ y/ Z’) = | 92
y Y 8z

ox’

0
5o a
9y | = |

0z’

2 0

0z’

00
b 0| = abe,
0

c

onde, a, b e ¢ sao as constantes de proporcionalidade dessa transformagao.

Figura 10 — Relacao de transformacao de volume elipsoide-esfera dado por uma matriz Jacobiana

/N
z)
£
e
4 P
[T N 5/
yd

Fonte: Elaborada pelo autor.

Deste modo, a relagao entre o volume de um elipsoide e de uma esfera sera dado

por

V= / abc dV,
1%

sendo dV o elemento infinitesimal de volume de uma esfera, dV = r?sinv diydodr,
' =rcosysing, y = rsinysing e 2/ = rcos ¢.

Fazendo x = ax’, y = by’ e z = ¢Z/, como representado na figura (10) e aplicando a

equagao (3.28) nas equagoes (3.24), temos

Ly = [l(aa' + (/")
L. - / (') + (c2')?) | -2 822)

v

oz, vy, z)

'y, 2)

(3.28)

10

-

dm;

(3.29)

(3.30)
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Para dm = pdV = pr? sin dipdodr, [(az’)?+(by')?] = a*r? cos? 1 sin? ¢+b?r? sin? 1 sin® ¢,

teremos que

2
L, / / / a’r? cos® ¢ sin? ¢ + b?r? sin ¥ sin® ¢) (abe) (pr? sin ¢ dodeypdr) =

2
= abcp/ / / a® cos? Y + b? sin® )rt sin® ¢ dpdydr =

_ 2 2
= 157rpabc(a + b%),

(3.31)
para [(az’)? + (c2')?] = a*r? cos® Y sin? ¢ + c*r? cos? ¢
T2 pih2 o2
I, = / / / (a®r? cos® ¢ sin? ¢ + c*r’cos®¢)(abe)(pr? sin ¢ dodidr) =
2
= abcp/ / / a® cos? P sin® ¢ + ¢ cos® ¢)r sin ¢ dpdipdr = (3.32)
= 1—57Tpabc(a + %),
e para [(by')? + (c2')?] = b*r? sin® ¢ sin? ¢ + 212 cos? ¢
r2 2 rd2
I,, = / / / (b*r?sin® 1 sin® ¢ + c*rPcos®¢)(abe)(pr? sin ¢ dodidr) =
)2
= abcp/ / / ?sin? 1 sin® ¢ + ¢ cos® @)1 sin ¢ dodipdr = (3.33)

_ 2 2
= 157rpabc(b + ).

Como a equagao (3.23) esta em fungao de 6, serd necesséario outro método para

determinar seu valor. Fazendo sin?0 = (1 — cos*0)

I = / r?sin? 0 dm = / 7*(1 — cos® 0) dm (3.34)
v v

distribuindo r? e multiplicando e dividindo R?

/ 2(1 — cos20) dm = / RTCOSG) VPR dm, (3.35)

sendo 12 = I, + I, + I,. e rRcos’0 =r - R

5, (rRcosf)? Ly L+ I, 1 )
/V[r - = et [ R (3360
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comr=z'+y +2ZeR=x+y+zr R=2z+yy+2z

Iacy + I:vz + Iyz 1 2 . I:L"y + Ixz + Iyz 1
2 “g ) R dm = 2 )

v +y'y+2'2)? dm (3.37)

a partir das equagao (3.26), temos

1
/V (z)?dm = 5(Igcy + L.+ L) — I

1
/V (W) dm = S (Lay + Loz + 1y2) = Lz (3.38)

1
/V(z’)%zm = 5(1@ + Lo+ Ly) — Ly

aplicando as equacoes acima e sabendo que para (2'x + y'y + 2’2)? os produtos cruzados
G yy

se anulam

I,2% 4 Loy* + 1,02

I = 7 (3.39)
Levando o resultado acima na acima na equagao (3.27)
G G Ly2? + Loy? + 1,02
U = —EM - 2_Fi3 [zy + Imz + [yz - 3 R2 ) (340)
desenvolvendo a equacao
G R* (I, + 1, +1,.) —3(1,,2%+ Ly? + 1,22
R e e e B CYEY
sendo R? = 2% 4 ¢ + 22
G 2 2 2[z Iwz Iz _3Ix 2 I:vz2 [,22
finalmente
G G 2 2 2

A equagao acima foi utilizada para modelar o potencial ao redor de um corpo
elipsoidal, em simulagoes computacionais. Conhecendo inicialmente os semieixos a, b e ¢, o
vetor distancia R que conecta o centro de massa a um ponto externo qualquer do espacgo e

a massa M do corpo.
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4 RESULTADOS E DISCUSSOES

As simulagbes executadas tinham como caracteristica a interacao entre pares. Como
foram utilizados corpos granulares, isto é, corpos formados por fragmentos. O tempo
de simulacao T, para cada passo, equivale ao tempo da interagao entre um par ¢;; de

fragmentos e o nimero de fragmentos ny,

Portanto, o tempo de uma simulagao esta associado ao nimero de fragmentos
em execucao. Utilizando supercomputadores, capazes de simular sistemas compostos por
10° — 10'Y particulas, podem ser usados conceitos como os de super—molécu1a6, para
descrever sistemas galaticos formados por muitos fragmentos ou gés planetario formado
por muitas particulas por exemplo. Desta maneira, otimizando os tempos e recursos
computacionais necesséario para executar as simulagoes. Os corpos granulares utilizados
ao longo de todas simulagoes foram gerados através do método do lattice de Fibonacci

descrito no capitulo (3.2).

Utilizando os mapas do potencial gravitacional gerados ao longo desse estudo, foi
possivel produzir animagoes capazes de demonstrar a deformagao do potencial gravitacional
ao longo de uma oOrbita entre duas particulas e trés particulas. Também foi possivel
animar a deformacao do potencial causada por uma colisao entre corpos granulares.
As animagoes mencionadas estdo disponiveis em: <https://github.com/morinibruno/

coulomb-gravitational lammps>

4.1 Conservacido: Método granular

Para garantir que o sistema simulado fosse conservativo. isto é, um sistema fechado
onde nao ocorre adicao ou subtragao de energia por forgas externas, a energia total
E = K + U e o momento angular total L = [w, devem ser constantes ao longo de toda
simulagao. Sendo, K a energia cinética, U a energia potencial, / momento de inercia e w
velocidade angular. Para testar se o potencial adaptado, demonstrado no capitulo (3.1.2),
era conservativo, foram realizadas simulacoes de orbita entre dois corpos. Durante as
simulagoes foram monitoradas as variacoes da energia total e do momento angular total

do sistema ao longo do tempo.

As simulacoes consistiam em dois corpos posicionados a uma distancia r, entao a

um deles era aplicado uma velocidade linear vy, para que fosse estabelecido uma orbita


https://github.com/morinibruno/coulomb-gravitational_lammps
https://github.com/morinibruno/coulomb-gravitational_lammps
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estavel. Isso foi aplicado para orbita entre dois fragmentos F1 e F2 e dois corpos granulares
C1132 e C117, descritos na tabela 1.

Tabela 1 — Corpos utilizados para os testes de conservacao da energia total e momento angular. Sendo Ny
o numero de fragmentos constituintes do corpo, M; a massa de cada fragmento, M. a massa
total do corpo M. = N¢M¢, py o vetor posigao inicial do corpo e vy o vetor velocidade inicial
do corpo.

Alcunha | N¢ (n) | m¢ (Kg) | M. (Kg) | po (m) vo (%) Ilustragoes

F1 1 100 100 | (0,00) | (0,0,0) (7]

F2 1 100 100 | (0,10,0) | (0.003,0,0) (7]

C1132 | 1132 100 113200 | (0,0,0) (0,0,0)

C117 117 100 11700 | (0,75,0) | (0.0025,0,0) @

*As imagens contidas nessa tabela nao estao em escala entre si.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Para otimizar as simulacoes, foram atribuidas a cada fragmento massas suficiente-
mente grandes capazes de gerarem forgas gravitacionais intensas e evidenciar os efeitos
desejados, o que gerava corpos granulares super massivos. Por isso, durante as simulagoes os
corpos colapsavam, devido a forca gravitacional gerada por eles. Para evitar que os corpos
colapsassem, foi necessario a utilizacao de uma fungao presente no software LAMMPS! que
possibilita que um corpo granular se comporte como rigido, calculando as forcas atuando

sobre ele a partir da soma das forcas que atuam em cada fragmento que o constitui.

A partir do grafico presente na figura (10), para o6rbita entre fragmentos, se observa
que a energia total e o momento angular total se mantém constantes ao longo do tempo,
isso caracteriza um sistema conservativo. Ja para o caso dos corpos granulares, como
descrito acima, a adi¢cao da funcao capaz de manter os corpos rigidos resulta em um
sistema nao conservativo. No entanto, essa variacao pode ser controlada mediante o ajuste
do timestep da simulagao em fungao da velocidade méaxima alcangada pelo corpo, gerando
assim variacoes despreziveis. Em simulagoes mais longas com a gravidade menos intensa,

essa funcao nao seria necessaria, o que resultaria em sistemas plenamente conservativos.
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Figura 11 — Variagao normalizada da energia total e do momento angular total em funcao do tempo.
Os dados foram coletados durante as simulagoes dos seguintes cendrios: a) 6rbita entre os

fragmentos F1 e F2, b) orbita entre corpos C1132 e C117, descritos na tabela (1).
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 12 — Mapas gravitacionais dos potenciais nas redondezas dos corpos no plano xy.
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na tabela (1). descritos na tabela (1).

4.2

Fonte: Elaborada pelo autor.

Comparacdo: Método Granular x Analitico
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(ii) Mapa do potencial entre os corpos C1132 e C117,

Para os testes de granulosidade e formato, foram mapeados os potenciais nas

redondezas dos corpos estudados. Esse processo foi aplicado para o método granular,
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descrito no capitulo (3.1.2) e para o método analitico, descrito no capitulo (3.3). Entéao

foram registradas as variagoes entre os métodos para cada mapeamento realizado.

Tabela 2 — Corpos utilizados para os teste de comparagao entre o método granular e analitico. Sendo Ny
o numero de fragmentos constituintes do corpo, M; a massa de cada fragmento, M. a massa
total do corpo M., = NyM;y e a, b e c os semieixos do corpo.

Alcunha Nt (n) | ms (Kg) | M. (Kg) | (a, b, ¢) (m) Ilustragoes
C54 54 100 5400 (4,4,4)
C359 359 100 35900 (7,7,7)
C3264 3264 100 326400 (14,14,14)
C34191 34191 100 3419100 (30,30,30)
C31882 31882 100 3188200 (40,40,15)
C30665 30665 100 3066500 (52,21,21)

*As imagens contidas nessa tabela nao estdo em escala entre si.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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421 Granulosidade

Figura 13 — Mapas dos potenciais nas redondezas dos corpos descritos na tabela (2), utilizando o método
granular e analitico. Graficos da variagao do potencial entre os métodos.
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Esse teste tinha finalidade de observar a convergéncia entre o potencial de corpos

granulares e o potencial de corpos continuos a depender da granulosidade do corpo.

No gréfico, presente na figura (14), esta representado a divergéncia entre o método
granular e analitico para cada granulosidade testada. Nota-se que quanto maior a irregula-
ridade da superficie do corpo, maior é a divergéncia dos potenciais. No entanto, vemos
que o erro decresce com o aumento da distancia, se concentrando nas proximidades do
corpo. Desta forma, para aplicagao do método no estudo de fenomenos em escala celeste,
a granulosidade de um corpo deve se ajustada de tal forma que o erro associado esteja em

algumas escalas de grandeza menor que o efeito estudado.

Figura 14 — Comparagao entre as divergéncias do potencial obtidas para cada corpo no teste de granulosi-

dade.
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4272 Formato

Esse teste tinha finalidade de observar a convergéncia entre o potencial de corpos
granulares e o potencial de corpos continuos a depender do formato do corpo. Foram
utilizados corpos esféricos, oblatos e prolatos para essa comparacao.

Figura 15 — Mapas dos potenciais nas redondezas dos corpos descritos na tabela (2), utilizando o método

granular e analitico. Graficos da variagao do potencial ao longo dos eixos x, y € z e a variagao
entre os métodos.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Como no caso da granulosidade, vemos que nos graficos presentes nas figuras (15),
(16) e (17), os erros se acumulam nas redondezas dos corpos, convergindo rapidamente.
Para os planos que o recorte do corpo nao resultam em uma geometria esférica, vemos
que o erro se estende por uma distancia maior. Esses erros podem estar associados a
natureza harmonica esférica e no truncamento no segundo grau da aproximagao utilizando

polindémios de Legendre10 para o potencial analitico™ ¢, além da granulosidade dos corpos
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Figura 16 — Mapas dos potenciais nas redondezas dos corpos descritos na tabela (2), utilizando o método
granular e analitico. Graficos da variagao do potencial ao longo dos eixos z, y e z e a variagao
entre os métodos.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

como discutido anteriormente. Entretanto, assim como no caso esférico as variagoes decaem
rapidamente com a distancia, podendo se tornar despreziveis a depender do fenémeno
estudado. Temos também que o potencial depende do formato do corpo, como pode ser
observado em planos que nao possuem os eixos simétricos, como nas figuras (16(vii)),
(16(viii)), (17(vii)) e (17(viii)). A convergéncia dos potenciais para os eixos x,y, z NOS
planos simétricos, como visto na figura (15(vii)), demonstra que os corpos formados a

partir do método do lattice de Fibonacci’, descrito no capitulo (3.2), possuem densidade

constante.
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Figura 17 — Mapas dos potenciais nas redondezas dos corpos descritos na tabela (2), utilizando o método
granular e analitico. Graficos da variagao do potencial ao longo dos eixos z, y e z e a variagao
entre os métodos.
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4.3 Qutras possibilidades

Durante as simulagoes realizadas nesse trabalho foram observados comportamentos
que podem indicar fenémenos conhecidos em dinamica celeste, como: processos de formagao

de satélites e anéis planetarios, efeitos de maré e ressonancias orbitais.

Utilizando o potencial adaptado juntamente com um potencial que permite a
simulacao das forcas de atrito! ™ 1& 19, foi possivel estudar o impacto entre dois corpos
granulares massivos. Para garantir a estabilidade do sistema o timestep utilizado nas
simulacoes foi de 1 x 107 s. Isso foi necessério, devido ao fato de que pequenas oscilacoes

no interior dos corpos granulares geravam forcas de repulsao expressivas, capazes de
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colapsarem os corpos. Em contrapartida, as massas utilizadas para os fragmentos foram

suficientemente grandes, para otimizar as simulagoes e evidenciar os efeitos desejados.

Apos o impacto foi observado a eje¢ao de fragmentos, figura 18(ii), o rastro deixado
pelo fragmentos capturados apos o impacto, figura 18(iii), e a formagao de proto-estruturas,

figura 18(iv), resultado da aglutinacao dos fragmentos que continuavam em regime orbital.

Figura 18 — Representacoes graficas de simulagoes de colisoes entre dois corpos.

(ii) Ejegdo de fragmentos resultante logo apés o impacto.

(iii) Rastros de fragmentos deixado ao longo do plano de (iv) Algumas estruturas permaneceram em orbita e outras
impacto. foram ejetadas do dominio gravitacional.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Na figura (19(i)), esta representando o grafico do namero de fragmentos ao longo
do tempo apos a colisdo entre corpos massivos, representados na figura (18(iii)). Vemos
que logo apo6s o impacto, temos a ejecao de diversos fragmentos que com o passar do

tempo vao sendo capturados ou se aglutinam formando novas corpos ou estruturas.

Na figura (19(ii)), esta representado o grafico da distribui¢do do momento de inércia
para os corpos ou fragmentos em 6rbita no final da simulagao de colisao. Vemos na primeira
barra do gréafico os fragmentos que permaneceram em 6rbita sozinhos. As barras seguinte
sugerem a aglutinagao de fragmentos, devido ao fato de que pela conservagao do momento
angular total, corpos compostos por mais fragmentos tem momento de inércia maior.
Por esses corpos permanecerem em 6rbita, fica evidente a possibilidade de formagao de

estruturas apds uma colisao entre corpos massivos granulares.

Durante a 6rbita entre dois corpos, foi monitorado as variagoes de seus comprimentos

nos eixos x,y, z, semelhante ao que ocorre no efeito de maré. Nas figuras (20(i)), (20(ii)),
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Figura 19 — Ejecao e aglutinagao de fragmentos apés colisao entre corpos granulares.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

(20(iii)). (20(iv)), vemos que os fragmentos embora unidos pela forga gravitacional ainda

possuem uma certa plasticidade, evidenciada pela variagao das dimensoes dos corpos.

Como o plano orbital era o plano xy, vemos que a variagoes do comprimento acontecem

de forma simétrica, a medida que o comprimento aumenta no eixo x, diminui no eixo y e

z, igualmente para o eixo y.

Figura 20 — Variacoes das dimensoes x, y, z para 6rbita entre dois corpos.
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5 CONCLUSOES

Nesse trabalho foi discutido a evolugao do ferramental matemético base da mecéanica
classica, sendo as técnicas e conceitos chaves do estudo do movimento, nesse caso, do
movimento de corpos celestes. Esses conhecimentos possibilitaram o entendimento a respeito
das ferramentas contemporaneas aplicadas na pesquisa em dinamica celeste, principalmente
simulagoes computacionais. Desta forma, proporcionando o aprofundamento em modelagem
de sistemas fisicos, softwares de simulagoes e programagao em geral, utilizando os softwares:

Python, Fortran, GNUplot, entre outros.

A partir dos resultados, vemos que a adaptagao sugerida nesse trabalho, pode ser
uma ferramenta competente para o estudo da dinamica celeste. Possibilitando o estudo
de fendmenos conhecidos da area ou a busca por resultados inéditos. Nas simulagoes
realizadas, vimos que o método granular é conservativo o que indica que nao existem forcas
externas atuando no sistema. Vimos também, a convergéncia entre o método granular e o
analitico, e que o erros associados a esses resultados podem ser desprezados a partir de
uma modelagem adequada dos sistemas simulados. Associada as variadas fungoes presente
no software LAMMPS!, ¢ possivel, com extrema facilidade, representar diversos cenarios
tipicos do ambiente celeste. Como no caso das forgas associadas ao vento solar. efeitos
eletromagnéticos, formacgoes de estruturas, entre outros. O que amplia o escopo do software
em questao, possibilitando o estudo de sistemas celestes e alcancando assim uma nova
escala de tamanho. O préximo passo seria o aprofundamento nos fenémenos observados
previamente nesse trabalho, replicando assim os resultados presentes na literatura, para

estabelecer as vantagens e limites do método.
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