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Resumo

A gravitacdo quadratica em (2 + 1)D, ao contrario da gravitagao tridimensional de
Einstein, é localmente nao trivial e possui um potencial extremamente bem comportado. Ana-
lisa-se esta teoria neste trabalho. Obtém-se a solucao geral das equagoes de campo linearizadas
numa versao tridimensional do gauge de Teyssandier, e a partir desta encontra-se a solugao
geral no caso de uma fonte pontual estatica. Esta métrica se assemelha bastante a métrica
quadridimensional relativa a uma corda césmica reta com simetria de gauge do tipo U(1). Existe
uma forca gravitacional atuando sobre uma particula teste movendo-se em baixa velocidade,
0 que nao acontece no contexto da relatividade geral em (2 + 1)D, e raios luminosos sofrem
deflexao gravitacional. Considera-se também as mudancas que ocorrem quando um termo
topoldgico de Chern-Simons é adicionado a gravitagao quadrética em (2 + 1)D. Acha-se que o
inofensivo modo escalar massivo da tltima, da origem a um problemético ghost massivo de spin
0 , enquanto que o ghost massivo de spin 2 ¢é substituido por duas particulas fisicas massivas,

ambas de spin 2.

Palavras-Chave: gravitacao quadratica tridimensional, termo topoldgico de Chern-Simons,

antigravidade, blindagem gravitacional.
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Abstract

Quadratic gravity in (2 + 1)D, unlike three-dimensional Einstein’s gravity, is locally
nontrivial and has an extremely well-behaved potential. Here we consider this theory. The
general solution of the linearized field equations in a three-dimensional version of the Teyssandier
gauge is obtained, and from that the solution for a static pointlike source is found. This metric
greatly resembles the four-dimensional metric of a straight U(1)-gauge cosmic string in the
framework of linearized quadratic gravity. It is found that a gravitational force is exerted on
a slowly moving test particle, a feature not present in general relativity in (2 + 1)D. The
deflection of light rays is analyzed as well. We also consider the changes that occur when a
topological Chern-Simons term is added to quadratic gravity in (2 4+ 1)D. It is found that the
harmless massive scalar mode of the latter gives rise to a troublesome massive spin-0 ghost,

while the massive spin-2 ghost is replaced by two massive particles both of spin-2.

Key Words: three-dimensional quadratic gravity, topological Chern-Simons term, antigravity,

gravitational shielding.
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Introducao

Apesar das equagoes de Einstein para a gravitagao terem sido formuladas para serem
aplicadas no espago-tempo quadridimensional, elas podem também ser utilizadas igualmente
bem no espago-tempo tridimensional. No entanto, a natureza da gravitacao neste caso é bas-
tante diferente daquela do espago-tempo quadridimensional[l]. De fato, a relatividade geral
¢ dinamicamente trivial em trés dimensoes espago-temporais: fora das fontes o espacgo-tempo
é plano[2]; todos os efeitos das fontes localizadas manifestam-se na geometria global, a qual
é fixada pelas singularidades das linhas de universo das particulas[3]. Consequentemente nao
existem gravitons, e as forgcas nao sao mediadas pelas trocas gravitonicas; na verdade elas
sao de natureza geométrica/topoldgica, e tem sua origem em propriedades globais do espagco-
tempo, que nao é Minkowskiano em sua totalidade, mesmo quando ele é localmente planol[4, 5].
Uma outra peculiaridade da gravitacao em (2 + 1)D é nao possuir um limite Newtoniano:
seu potencial nao relativistico é nulo, implicando em uma quebra na correspondéncia que se
esperava haver entre ela e a teoria de Newton[l]. As investigagoes exaustivas das propriedades
gravitacionais destas teorias realizadas nas duas tltimas décadas[1—11] atestam, com certeza, o
grande interesse dos fisicos em melhorarem sua compreensao da relatividade geral quadridimen-
sional via o estudo de teorias gravitacionais em dimensoes mais baixas, as quais, pelo menos
em principio, espera-se serem renormalizaveis. Tal rota nao é nova na fisica, e tem levado a
bons resultados no ambito da teoria quantica de campos. Acredita-se, com razao, que o grande

entusiasmo despertado pela teoria gravitacional em (2 + 1)D se deva em grande parte ao fato
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dela ser localmente trivial e globalmente nao trivial.

As consideragoes anteriores nos levam a uma indagacao importante: Como construir
uma teoria de gravitagdo em (2 + 1)D que nado seja dinamicamente trivial, possua potencial
nao relativistico bem comportado e tenha alguma chance de ser renormalizdavel? Uma maneira
possivel, pelo menos em principio, seria incluir os termos com derivadas quarticas / wa/g Pz
e / RQ\/§ d®z na acdo tridimensional de Einstein. Assim procedendo chegarfamos a uma classe
de modelos gravitacionais efetivos com massas multiplas, os quais apresentam as excitagoes
usuais nao massivas de spin 2 do campo gravitacional tridimensional que, tal como estas, nao
se propagam, e excitacoes massivas tanto de spin 2 como de spin 0. Tal procedimento, porém,
deve ser feito com muita cautela, uma vez que a presenca de derivadas de ordem superior viola,
em geral, a unitariedade.

O nosso primeiro objetivo neste trabalho é investigar esta classe de teorias de gravitagao
quadraticas tridimensionais[12, 13].

Sabe-se, por outro lado, que a topologia dos espacos tridimensionais permite a cons-
trucao de teorias de gauge com propriedades novas e atraentes. Modelos vetoriais e tenso-
riais nao abelianos acrescidos de uma estrutura topoldgica — a caracteristica secundaria de
Chern-Simons|[14] —, s@o exemplos comuns de tais teorias[15, 16]. Seria pois interessante
analisar como as propriedades da gravitagdo quadrética em (2 4+ 1)D seriam modificadas se
acrescentassemos um termo topologico de Chern-Simons a Lagrangiana da teoria quadratica
tridimensional. Nosso segundo objetivo neste trabalho é discutir tais modificages[17, 18].

Consideraremos inicialmente a teoria de gravitagao quadrética em D dimensoes[19, 20].
Este estudo tem duplo objetivo: (i) fornecer subsidios matematicos gerais, tais como algoritmos
para o calculo do propagador e do potencial efetivo nao relativistico, que se apliquem as teorias
gravitacionais quadraticas em qualquer dimensao e (ii) responder certas indagacoes fundamen-

tais sobre estas teorias, do tipo:

e Qual é a menor dimensao em que estas teorias tém sentido?
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e Eistas teorias sao unitarias em nivel de arvore?
e | a excitacdo sem massa um grau dinamico de liberdade em qualquer dimensao?

e A teoria de gravitagao quadratica em D dimensdes concorda com a teoria de Newton no caso

limite de movimento em baixa velocidade num campo gravitacional fraco?

Esta teoria em D dimensoes sera tratada no Capitulo 1.

No Capitulo 2 iremos construir as teorias gravitacionais quadraticas tridimensionais e
estudar suas propriedades[12, 13]. Para tanto utilizaremos o arsenal matemético desenvolvido
no Capitulo 1.

No capitulo 3 investigaremos as modificacoes sofridas pela gravitacao quadratica tridi-
mensional quando acrescentamos & mesma um termo topoldgico de Chern-Simons|17, 18].

Finalmente apresentaremos no Epilogo um sumario dos principais resultados obtidos,
assim como uma discussao sobre possiveis extensoes das idéias desenvolvidas no trabalho.

Mostraremos nos Apéndices[21] como obter as equagoes de campo para a gravitacao
quadratica.

Em nossa notacao a assinatura da métrica é (+ —---—) . O tensor de curvatura é
definido por R%; s = =051, +0,1'%3s —T" 5. I'® s +17 5%, o tensor de Ricci por R, = R,
e o escalar de curvatura por R = g" R, onde g,, ¢ o tensor métrico. Utilizamos ao longo de
todo o trabalho o sistema natural de unidades (¢ = h = 1) e os termos gravitacao quadratica e

gravitacao de ordem superior como sindénimos.



Capitulo 1

Propagador, Unitariedade em Nivel de Arvore e Potencial Efetivo
Nao Relativistico para Teorias Gravitacionais de Ordem Superior

em D Dimensoes

Indubitavelmente, a teoria de campo de Einstein explica de maneira razoavelmente
satisfatoria os fendmenos gravitacionais conhecidos. No entanto, como uma teoria quantica ela
¢ menos satisfatéria: sua matriz S, que é finita em um loop|[22], diverge em ordem de dois
loops[23]. Isto nao é de causar espécie, uma vez que uma das mais dificeis teorias de campo
no que tange a quantizacao ¢ certamente a teoria da propria estrutura do espago-tempo. Na
realidade nao se sabe qual é a teoria correta para a gravitacao quantica.

Como é bem conhecido, o espaco-tempo quadridimensional é o lugar mais problematico
para uma teoria quantica de campos habitar. As teorias quanticas de campo se notabilizaram
por serem mal definidas em quatro dimensoes espago-temporais, podendo porém em geral serem
manuseadas em espago-tempos com dimensionalidade mais elevada. A regularizacao dimen-
sional é um exemplo comum de tal procedimento: resultados que sao divergentes em quatro
dimensoes convergem para D > 4. As divergéncias da teoria quadridimensional sao removidas
quando se considera nosso espaco-tempo como o limite D — 4 de espaco-tempos de dimensao
mais alta[24]. No outro lado do espectro dimensional, existem teorias de campo em espago-

tempos com 2 < D < 4. Em alguns casos, tais modelos sao exatamente soltiveis e fornecem

11
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uma valiosa contribuicao para a compreensao do mecanismo da teoria quantica de campos.
Vamos analisar neste Capitulo, em nivel de arvore, as teorias gravitacionais com derivadas
de ordem mais alta em D dimensoes. Estas teorias compartilham alguns pontos béasicos com a

relatividade geral:

(i) covarianca geral;

(ii) a acdo ¢ extremizada com relagdo a variagoes da métrica.
Entretanto, elas diferem da relatividade geral nos seguintes aspectos:

(i) as equagoes de campo para a métrica sao de quarta ordem;

(ii) o espago-tempo pode ter um numero qualquer de dimensdes, o que é uma condi¢ao abso-

lutamente necessaria no contexto da teoria de cordas.

A gravitagdo quadrética em quatro dimensoes é um exemplo tipico destas teorias[25-
27]. Neste ponto é razoavel que indaguemos: O que queremos especificamente saber a respeito
dessas teorias quadraticas em D dimensoes? Antes de respondermos a esta questao, tecamos, de
passagem, alguns comentarios acerca de alguns resultados obtidos recentemente concernentes
a gravitagao quadratica em quatro dimensoes. Mostrou-se, em uma série de artigos, que a
propagacao do foton nas proximidades de um corpo massivo, ao contrario do que acontece na
teoria de Einstein, é dispersiva[21, 28, 29]. Para ser mais especifico, a gravitacao quadratica
produz espalhamento fotonico dependente da energia. Uma consequéncia interessante deste fato
é que arco-iris gravitacionais e gravitagdo quadrética podem coexistir sem nenhum conflito[29].
Neste sentido, a gravitagao quadratica estd mais préoxima da eletrodinamica quantica que qual-
quer teoria gravitacional atualmente conhecida. De fato, a propagacao dispersiva de fétons é
um fenomeno trivial no contexto da QED. Baseado no fato de que o efeito arco-iris presente
na gravitacao quadratica ¢ indetectavel hoje em dia, é possivel encontrar um novo vinculo para

o valor da contribuicao da parte quadratica. Este é um resultado muito importante dada a
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escassez de vinculos observacionais para as teorias gravitacionais. Além disso, encontra-se que
a deflexao gravitacional predita pela gravitacao quadratica é sempre menor que a predita pela
teoria de Einstein[21, 28, 29]. E importante mencionar que o setor R? da teoria de gravitacao
com derivadas de ordem superior nao contribui para a deflexdo gravitacional[30, 31]. Os re-
sultados que acabamos de expor mostram claramente que a presenca dos termos quadraticos
R? e wa é responsavel pelo surgimento de novos e interessantes efeitos gravitacionais. Apds
esta digressao, retornemos a questao proposta anteriormente. Nossa motivacao para o estudo
das teorias de gravitagao de ordem superior em D dimensoes é tentar responder, entre out-
ras coisas, as questoes apresentadas na Introducao, que por razoes didaticas transcrevemos

novamente aqui:
e Qual é a menor dimensao em que estas teorias tém sentido?

e Estas teorias sao unitarias em nivel de arvore?

’

e | a excitacao sem massa um grau dinamico de liberdade em qualquer dimensao?

e A teoria quadratica em D dimensoes concorda com a teoria de Newton no caso limite de

movimento em baixa velocidade num campo gravitacional fraco?

Na Secao 1.1 vamos determinar a Lagrangiana apropriada para o computo do propa-
gador concernente a teoria de gravitacao quadratica em D dimensoes . Na Secao 1.2 apresentare-
mos um algoritmo para o computo do propagador de Feynman para as teorias de gravitacao
de ordem mais alta em D dimensoes baseado nos operadores de projecao de spin de Barnes-
Rivers[32-36]. Usando esta prescrigdo obteremos o propagador de Feynman para as teorias
de gravitacao de ordem superior em D dimensoes em um gauge nao convencional. A partir
deste resultado podemos obter o propagador, de maneira trivial, em uma série de gauges que
reduzem-se quando D = 4 a resultados bem conhecidos e que sao amplamente utilizados na
literatura[37]. Na Secao 1.3 apresentaremos um estudo sistemdtico da unitariedade em nivel

de arvore das teorias de gravitacao de ordem superior em D dimensoes . Isto é, mostraremos
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que para D > 2 a gravitacao quadratica ¢ nao unitdria em nivel de arvore, ao passo que a
teoria R 4+ R? em D dimensdes é unitdria em nivel de arvore para qualquer D > 2. Na Secao
1.4 obteremos o potencial efetivo nao relativistico para a teoria de gravitacao quadratica em D
dimensoes e mostraremos que o problema de se obter o limite Newtoniano para as teorias de

gravitacao em D dimensoes se reduz a quadraturas.

1.1 A Lagrangiana apropriada para o computo do propagador con-

cernente a teoria de gravitacao quadratica em D dimensoes [19]

A agao da gravitagao quadratica em D > 1 dimensoes é dada por

2
S = /dD gleL Op g 'VR? +ng , (1.1)

2 MV uvpo

onde «, 3,7 e 6 sao parametros com dimensao L*~P e x? é uma constante com dimensao L2
que em quatro dimensoes € igual a 327G, sendo G a constante de Newton. O termo OR desta
acao ¢ manifestamente uma divergéncia total e pode ser ignorado. Para D = 1 o espaco é plano

e os tensores R R, e R sao identicamente nulos. Obviamente, nao pode haver dinamica

LV PO 5

em um espago que nao possua tanto uma dimensao do tipo tempo quanto uma dimensao do

tipo espaco. A menor dimensao em que a teoria quadratica tem sentido é portanto D = 2.

Proposicao 1: Podemos omitir o termo proporcional a R? da Lagrangiana linearizada da

uvpo

gravitacao com derivadas de ordem superior em qualquer dimensao maior ou igual a dois.

Demonstragao: Seja L£L'(L£?) a Lagrangiana correspondente a teoria de gravitagao sem

(com) o termo R, ., ou scja,
2R
o=y e g gm) (12)
2R s Y
L2 =,/(—1)P-1g [ + = R? + Qwa QRZW] ) (1.3)
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Decompondo a métrica g, como

Guv = Ny + "fh;w > (14)

onde 7, é a métrica de Minkowski e inserindo (1.4) em (1.2) e (1.3) obtemos

b v 2 2
ch = Z [Dh SO — (48,) 2, 4 (14 40) (A," — 09)°
[hWDhW +AZ+ (A -6,
b Y 2 b
O — (Z ) Oh,,, Oh* — (Au#) —Fiy} 1 (1+4c) (A, D¢)
1
-5 B + AL+ (A, = 0,)°] (1.5)
’ BK? a VK R
onde A* =0 . o=h, F,=A,,—A,, bET, CEBedET. Os indices sao
abaixados (levantados) usando-se 7, (n*). O

E importante mencionar que poderiamos ter chegado a conclusao que o termo RWU
nao necessita ser considerado no célculo do propagador simplesmente notando que o invariante
linearizado de Gauss-Bonet é uma derivada total em qualquer dimensao espaco-temporal, a
restricao para D = 4 s6 acontece quando levamos em conta a estrutura nao linear completa da
teoria.

Chegamos assim a conclusao que a Lagrangiana apropriada para o calculo do propagador
concernente a gravitacao quadratica em D > 2 é
[23 3

L=\/(-1)P1g |2 + R2+2RfW] . (1.6)

Proposicao 2: Em duas dimensoes

B ’Y 2 B
—R2 R, +-R, = R?
+ 5 w T 5 oo 3 + 1 + = 2
Demonstracao: Em duas dimensoes os tensores de Riemann e de Ricci podem ser ex-

pressos em termos do escalar de curvatura. De fato[38],

1
Ryvpe = §R (GpoGup = GupGvo)
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e
1
Rw/ = §Rguy
Portanto,
o 5 7 2 a o BR vy, a B 7\ po
—R’+-R> +-R =_—R+—-—+_-R=|-+~+-]|R
2 +2 ‘“’+2 pepe 2 +22+2 2+4+2
([
Obviamente, para D = 2 a Lagrangiana apropriada para o calculo do propagador

concernente a teoria de gravitagao quadratica é
- 2R«
i T RZ]
[/12 * 2

Entretanto nao vamos discutir esta teoria aqui. Vamos supor daqui em diante que D > 2.

1.2 O propagador para as teorias de gravitacao de ordem mais alta

em D dimensoes|19]

Iniciamos apresentando uma prescricao para o calculo do propagador das teorias de
gravitagao com derivadas de ordem superior em D > 2. O algoritmo é usado em seguida para
obter o propagador da gravitacao quadratica em D dimensoes em um gauge nao convencional.
A partir deste resultado obtemos o propagador em uma série de outros gauges que quando

D = 4 reduzem-se a resultados bastante usados na literatura[37].

A. A prescricao

Seja £ a Lagrangiana concernente & qualquer teoria métrica de gravitacio com derivadas
de ordem superior. Para calcular o propagador do graviton precisamos da parte bilinear desta
Lagrangiana. Esta é obtida decompondo a métrica g,,,, como em (1.4), e inserindo -a em L. Seja
L, a Lagrangiana resultante. No caso especifico de teorias invariantes de gauge, adicionamos a

L, um termo de fixacao de gauge L,. Consequentemente, £ = L, + L, pode ser escrita como
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1
L= h" g (1.7)

Na realizacao destes calculos é extremamente conveniente trabalhar em termos dos operadores
de Barnes-Rivers[32-36] no espago dos tensores simétricos de segunda ordem. O conjunto com-

pleto destes operadores em D dimensoes é dado por

y ;V)pcr - % (Oppwyo + Ouowyp + Oupwps + Ouowpp)
b 31/7/)0 - % (04000 + Ouotup) — ﬁeuvepo )

B Bwpo - Dl_lewgpo )

]5/9,/’ o = WulWpo

P ZMPU = Buwpe +wubpo

onde 6, e w,, sao os operadores de projecao transversal e longitudinal usuais

Kk,  kuky

9;,”/ = Nuw — L2 s Wy = L2 s
que satisfazem as relagoes
p— P _ p o
Ol = O, wWpp, = Wy 5 Opf, =0

Aqui k,, é o momentum do gréviton trocado e k* = k,k*.
O conjunto de operadores {P!, P2, P°, P’} é um conjunto completo de operadores de
projecao para os tensores simétricos de ordem dois, ou seja, eles sao idempotentes, mutuamente

ortogonais e satisfazem a relacao de completeza

- 1
[PL PR PO PO = o (gl ToTlop) = Dyaepe

No referencial de repouso de um campo tensorial massivo, a familia de operadores { P!, P?, P°, P°}
=0
projeta as partes de spin 1, spin 2 e 2 spin 0 do campo. O operador P , por sua vez, nada mais

é que a soma de dois operadores de transferéncia, ou seja,

P =[PP,
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Ow — wb — 4
sendo, P, - = 0uwpe, P, 00 = wiwbye. Sua tabuada é dada por

- PP =P’ P2—pp' -0
= 2 —
@S — (D-1)(P"+P") |

PP’ = P'P° = p

Y

PP’ = P'P' = p
onde O é o operador nulo.

_ =0
A expansao do operador O na base { P!, P?, P°, P°, P} é trivialmente obtida usando-se

as seguintes identidades tensoriais

%(nupnw—"nuonmo) = [Pl—}-PQ—&-PO—&-POLVpU )
N Mpo = {(D — 1P+ P%+ PO} ,
uv,po
1 _
ﬁmwmﬁmmm+mhm+%hm:pﬂ+wﬁwg, (1.8)
1 =0 _ ’
k2 (Muwkoko + Npokyk,) = {P + 2P0} wwpo
1 B 9.
o (kukykoks) = PBVW .
As identidades,
D -2 _ =0
Pil/,po = % (nupnwf + nuanvp) - ﬁmwnpa - {Pl + ——P" - 171P )
D—-1 v,po
1 1 o Hsp (1.9)
PO :———Vg———FOP]
wpo — o _ 1wl T 5T + g

por sua vez, grandemente facilitam a tarefa de colocar o propagador numa forma onde os termos
proporcionais ao momentum do graviton sao omitidos, o que na pratica facilita enormemente
os calculos envolvendo correntes conservadas.

Nao iremos apresentar as demonstragoes de (1.8) e (1.9), uma vez que estas decorrem

=0
diretamente das definicoes dos operadores P!, ..., P .

Estamos agora prontos para obter o propagador O~!. Para tanto precisamos inverter o

_ =0
operador O. Expandindo este tltimo na base { P, P2, P° P° P}, com auxilio das identidades
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(1.8), obtemos
1 2 0, = p0, = p°
O =x1P +x9P° +xoP° + %P + 7P .
_ _ =0 _
Suponhamos entao que O~ = y; P 4y, P> +yo P+ 5o P°+7, P, onde y1, yo, -...Jj, Sa0 parametros
a serem determinados. J4 que OO~! = I, obtemos de imediato o seguinte conjunto de equacoes

simultaneas

T1Y1 =1
T2Y2 =1
ZoYo + (D-1Zy, =1 (1.10)
ToYo + (D —1)Toy, =1
ToYo + ToYo =0
ToYo + ToYo =0

Antes de prosseguir precisamos de um lema.

Lema. Sex; #0, x5 # 0 e [xoTo — (D — 1)To] # 0, entdo (1.10) tem uma unica solugdo.

Demonstra¢ao: Reduzindo por linhas a matriz aumentada do sistema (1.10) a forma

escalonada, resulta

z 0 0 0 0 1 z 0 0 0 0 1
0 z, 0 0 0 1 0 z, 0 0 0 1
0 0 20 0 (D—1)7F 1 0 0 z 0 (D —1)Z 1
0 0 Z O Zo ol 1o 0 o z (D —1)Z 1
0 0 0 Z (D-1)F 1 0 0 0 0 |wz— (D-1)F| —Io
0 0 0 & 0] [0 0 0 0 0 0
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Segue-se que o propagador é dado por

1 1
0_1:—P1+—P2+

ToP° + 2oP° — ZoP | . 1.11
T T2 XoTo — (D — 1)3} 0 0 0 ( )

Em resumo, a prescricao para o computo do propagador consiste nos seguintes proce-

dimentos.

1. Linearizar a Lagrangiana original usando (1.4).

2. Adicionar ao resultado anterior uma Lagrangiana conveniente de fixacao de gauge. Ob-

viamente, s6 fazemos isto no caso de teorias invariantes de gauge.
3. Colocar a Lagrangiana resultante na forma bilinear £ = %h“"(’)w,pah’”.

_ _ =0
4. Encontrar os coeficientes x1, Ty, ..., To, expandindo o operador O na base { P!, P?, P° P° P}

com a ajuda das identidades (1.8).

5. Inserir estes coeficientes em (1.11).

B. O Propagador para a gravitacao quadratica em D dimensoes em

um gauge nao convencional

Determinemos entao o propagador de Feynman usando a prescricao desenvolvida na
Subsecio A. E claro que a linearizacao de (1.6) levaa (1.5). Portanto, £, = Lj;, . A Lagrangiana
(1.5) é invariante por uma transformagao infinitesimal de coordenadas z# — z* + k& (x), onde
&*(x) é um campo vetorial infinitesimal. Ela deve ser infinitesimal para evitar inconsisténcia

com (1.4). Sob esta transformagao obtemos usando (1.4)

Py () = By () = Epw — & - (1.12)

A presenga da simetria de gauge local (1.12) exige a adi¢ao de um termo de fixagao de gauge, L g,

na Lagrangiana (1.5). E uma prética comum escolher as fun¢oes de gauge como uma combinagao
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linear de A, e ¢,. Entretanto, examinando (1.5), vemos claramente a presenga nao sé desta
combinagao linear, mas também de seu rotacional (F),,) e de sua divergeéncia (A" ,—0O¢). Assim

sendo, escolhemos a seguinte Lagrangiana de fixagao de gauge nao convencional
b 2
2
‘cfg = )\1 (AV - A(bvl/) + Z l:)\Q (A,U;u - >\D¢) + >\3F51/:| )

onde A, A\, Ay e A3 sao parametros de gauge convenientes. Colocando a Lagrangiana, £ = L4+
=0
Lyr, na forma bilinear £ = %h“”(’)#y,pgh"" e expandindo o operador O na base {P!, P? ..., P}

com o auxilio das identidades (1.8), obtemos

O:.Tlpl+$2P2+$0P0+§70p0+50ﬁ0 9

onde
b
r1 = 5 ()\ ) s
b 2%2
Ty = 5 <k4 )
b 2 k2 4(D — 1)k2X\ N2
T = g [Dk‘l 2D — 2k +4(D — Dk*c+ (D — 1)E* XA + ( b) ! ] ,
B b (., . 4PN SEPANL 4 ., AKPAN?
To = = k)\—2]€/\)\2 - +k')\2)\+ 5
2 b b b
_ b [ 4k2\ N2 4K2AN
fo= g < 2 2 — B, — 1)

O propagador, no espago dos momentos, é dado por (1.11). A partir deste resultado
podemos encontrar o propagador numa série de gauges interessantes, escolhendo apropriada-
mente os parametros A\, A\;, Ay e A\3. Listamos abaixo os mais importantes gauges covariantes

que resultam destas escolhas.

1. gauge de Julve-Tonin (A =0 )[39]

b 2
ﬁfg = )\1143 + Z |:)\2 (A“7M) -+ )‘3F31/]
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Propagador:
m? m?
O—l _ 1 Pl 1 P2
B — k)RR (m2 — )
~2 2
Mo 0 my 50
P P 1.13
+ 92 {kQ _ (D2—2) m%} * (2m3 N — Aok?) k2 ’ (1.13)
onde
ﬁ”LQ = 2 m2 = _i
°T D (D 1)w2a L BRE

A auséncia de tdquions no campo dinamico exige < 0e (D —1)a+ % > (0. Note que
a escolha A = 0 fornece um propagador que contém somente os operadores de projecao
de spin, ou seja, P!, P2, P° P° e ela também nos d4 um propagador onde todas as

partes comportam-se como k4.

2. gauge de de Donder (A = A3 =0, A= 3)

N

1 2
['gf:)\l (Al,_§ 1/¢>

Propagador:
1 m3 m2
o 1 Pl 1 2 0 PO
W TR R e - O

2 0

2 (D — 1)m2 3

ST (ke - Mmg]] kg (k2 — 2]

2 2

o]l

+

3. gauge de Feynman (Ao =X3=0, A\ =1, A=73)
1 2
o= (4= 5000

o1 — ipl+ mi 2 mg 0

P2+ P
k2 k2(m3 — k2) 92 {kQ _ (D2—2) mg]
2 (D — 1)m2 ]] oL 2 =

k2 9p2 {k:Z _ %m% 2k:2 {/{;2 _ (DQQ)m%]

Propagador:

_|_
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1.3 Um estudo sistematico da unitariedade em nivel de arvore[19]

Apresentamos agora um método para analisar a unitariedade em nivel de arvore das
teorias de gravitagao de ordem superior em D dimensoes.

Ghosts e taquions estao ausentes de uma dada teoria gravitacional de ordem mais alta
quando o propagador da mesma tem somente pélos de primeira ordem em k? — M? = 0 com
massas reais M (auséncia de tdquions) e com residuos positivos (auséncia de ghosts)[33, 40, 41].
Assim sendo, testamos a unitariedade em nivel de arvore da teoria de gravitacao quadratica
em D dimensoes (i) acoplando o seu propagador com correntes externas conservadas, T,
compativeis com as simetrias da teoria e (ii) examinando os pélos da amplitude corrente-corrente

resultante. A amplitude de transicao, no espaco dos momentos, toma entao a forma

A= gTmo, 17 | (1.14)

pv,po

onde g é a constante de acoplamento efetiva da teoria. Note que os projetores de spin P? e
P serao os tinicos a darem uma contribuicao nao nula & amplitude corrente-corrente, ji que
uy
k,T* = 0.
Em seguida é preciso expandir as fontes em uma base conveniente. O conjunto de

vetores independentes no espaco dos momentos,

Il
—~
(@n)
it
N—
o~
I
\.P—‘
|
[\

W= (K, k), k= (K, —k) et

onde €, ...,€p_o sao vetores unitarios mutuamente ortogonais e que sao também ortogonais a

k, servem a esse propdsito. Assim, o tensor de corrente simétrico T#" (k) pode ser escrito como
TH = akFE + bkMEY + cijgl(”g;) + dkWEY) 4+ elklre) 4 fiklgt) (1.15)

A conservacao da corrente, k, 7" = 0, fornece as seguintes relacoes entre os coeficientes

constantes a, b, d, e e f°

ak® + (k3 + K2

[\l S

-0, (1.16)
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/C2
b(k§+k2>+d3 -0, (1.17)

R+ f (kg +K) = 0. (1.18)
Se saturarmos os indices de T*” com os momentos k,, obtemos a equagao k,k,T"" =0,

que leva a seguinte relacao de consisténcia entre os coeficientes a, b e d
ak' +b (K3 +1)" +dk? (12 + ) =0 (1.19)
Calculemos entao o residuo de A em cada pélo do propagador a fim de verificar se seu

sinal é positivo.

Proposicao 3. A teoria de gravitacao de ordem superior é nao unitdria em nivel de drvore se
D >2 Semd >0 [DB/4+ (D —1)a>0] em? >0 (= > 0), a teoria € nio taquionica e
tem um modo normal sem massa correspondente a uma particula de massa zero e spin 2, um

modo massivo correspondente a um ghost de massa my e spin 2 e um modo normal massivo

correspondente a uma particula de massa /(D — 2)/2 mq e spin 0. A excita¢do sem massa nao

¢ um grau dinamico de liberdade em D = 3.

Demonstragao: De (1.14) e (1.13) obtemos prontamente

A — QQT;U/ m% PQ + m?) PO Tro
R —12) 22— (D —2)mi/2]
_ 92 T#,,T’“’ — TQ/(D — 2) B TM,,T’“’ — T2/(D — 1)
k2 k2 —m?
T2
t Do DO- D= 2>m0/2]} ’ (1:20)

onde T' = n,,T". Portanto, temos 2 pdlos no setor de spin 2, ou seja, k* = 0 e k? = m?, e
um pélo no setor de spin 0, ou seja, k? = (D — 2)m3/2. Determinemos entao o sinal do residuo
em cada um destes poélos. Vamos supor que a gravitagao quadratica em D dimensoes é nao

taquionica, o que implica em mg > 0 e m? > 0.
e Pdlo k* = 0. De (1.16)—(1.18) e (1.20), obtemos que o residuo de A no pélo k? = 0 ¢

2
_ 2 i\ (c")
ResA - g [ (c ) D=3 .
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Concluimos entao que a excitagao sem massa nao é um grau dinamico de liberdade em trés

dimensoes. Para D > 3 o resultado acima nos mostra que ResA

2o > 0.

e Pélo k? = (D — 2)m32/2 . Neste caso
[ e ]
k2=(D—2)in2 /2 (D — 1)(D — 2) (D232 )

implicando em que o residuo da amplitude corrente-corrente no pélo k? = (D —2)m3/2 é sempre

Res A

positivo para D > 2. A particula massiva escalar é portanto uma particula fisica.

e Pdlo k* = m?2. O residuo da amplitude de transi¢ao no pélo k* = m? é dado por

Res A

— g {ab (k1) 0 4 bdk? (5 4 0) + ()]

k2=m?2
_ %(/{33+k2) eifi_ %2 (fz)2

| )
- 5jﬂwﬂwﬁ—w+ﬂ%+wﬁ}

2,2
k2=mj

= - { [(a— b))+ (7)) + ’“2 [(e)? = ()]
1

- D—J[@_a%l_&r}wﬂﬁ

onde usamos (1.16)—(1.19). Esta expressao pode ser escrita como

= —f{gizﬂa—mﬁf+[@%2_(wyl

Res A D1 D1

+ gﬂﬂ“%ﬁﬂ—Diﬁw%M@ﬁ

2,2
k2=mj

Supondo agora que 7' > 0, obtemos ¢ < 0, o que implica em ResA

K22 < 0 para D > 2.
Temos entao um ghost massivo de spin 2 (nao taquionico) no propagador da teoria de gravitagao
quadratica. Consequentemente a teoria de gravitacao de ordem superior em D dimensoes é nao

unitaria em nivel de arvore. O

Corolério 1. A teoria de gravitagio R+ R? em D dimensoes € unitdria em nivel de drvore

para D > 2. Em trés dimensoes a excitacao sem massa nao € um grau dinamico de liberdade.
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1.4 Potencial efetivo nao relativistico[18, 19]

Em principio qualquer teoria de gravitagao deveria concordar com a teoria de Newton
no caso limite de movimento em baixa velocidade em um campo gravitacional fraco. Assim
sendo, é importante saber se a teoria de gravitacao quadratica linearizada em D dimensoes leva
no limite nao relativistico a lei de Newton. Calculemos, com esse objetivo, o potencial nao
relativistico efetivo para a interacao de dois bdsons massivos de spin zero via a troca de um

graviton. A expressao para o potencial é

1
4m? (27T )Pt

onde My r. é o limite nao relativistico da amplitude invariante de Feynman para o processo

Ur) = /dD 'k Myg e 7 | (1.21)

S+ S — S+ .95, onde S representa um bodson de spin 0 e massa m. O diagrama de Feynman

correspondente é mostrado na Fig.1.
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FIG. 1 . Contribuicao tipo troca de um graviton para o espalhamento
de dois bésons massivos e idénticos de spin 0. S denota uma particula escalar de massa m.

A Lagrangiana para a interagao da gravitagao com um campo escalar livre e massivo ¢, é

mh““

Eint = -

u¢ 81/¢ _77;w ( aé aaé - m2$2)}
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Da expressao precedente, facilmente deduzimos a regra de Feynman para o vértice elementar

(vide a Fig. 2). A amplitude invariante para o processo mostrado na Fig. 1 ¢

m? k2

M = s { (p-a)(0'-a) + (p-d)¥'-q) + (p-p)(m* = 0.¢) + (q.4) (m* — p.p/)

k2(m?2 — k2) 2

D 1

+ 5(7”'12 —pp)(m® —q.q) - 2D—1)

ma k?
k2 (k.Q _ %mg) 8(D—1)

No limite nao relativistico esta expressao se reduz a

. [Dm? = (D = 2)p.p'| [Dm® — (D - 2)q.q

D -2 k*m'm? K2mAmd
Mnr =~ 2 (12 n T+
D—1 k?(k%+mi) 2<D_1)k2(k2 D— 27713)
7
Vi (p,0) = 35 [pup’y + o), — N (D1 + m2)}
’/I \‘\
,/p p/ N

FIG. 2 . A regra de Feynman relevante para a interacao béson-bdson.

Substituindo (1.22) em (1.21), obtemos
U(T) = [1 -+ IQ s

onde

—zk r

b D L e

[Dm2 — (D — 2)p.p’} {Dm2 — (D — 2)q.q’} }

(1.22)
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en?30p_odfp_s...sen?05 dbs senby dbs d@l} , (1.23)
/{2m m 2 —ik.r
L = 0 / / / / / k|P2 |k
> 8(27rD1D—1 k2 o D2~2>|| k|
1 73‘9D72 d@D,g...sen 93 d@g sen92 d92 d91:| . (124)

Portanto, o problema do calculo do potencial efetivo nao relativistico foi reduzido a
quadraturas. Vamos ilustrar a eficdcia do método através de um exemplo: o calculo do potencial
efetivo nao relativistico para a teoria de gravitacao quadratica quadridimensional.

Neste caso o potencial efetivo é calculado como se segue:

/£2m2 S ™ . 31 1 1
_ —i|k|r cos @ s = _ k2 k
U(r) 76(2#)2/0 (/0 e senf d@) [ e Kt 4(k2+m%)] dlk|
2

K*m? 1 oo 3 T 1 x
= ozl / Bl by — - dr| . 1.25
6(2m)2 r m [ € < Ay T 22 +mire 4%t m%r2> x] (1.25)

too x senx

A condigao para a existéncia de integrais do tipo / (@ # 0) é a > 0. Neste caso

—0o0 ZL‘Q + (I2
elas podem ser facilmente calculadas pelo método dos residuos. Assim, supondo que 3a+ 5 > 0

e —( > 0, o que corresponde a auséncia de taquions no campo dinamico da teoria, obtemos

prontamente de (1.25)

1 4 1 . 7
U — G 2 |:__ T —mir __ — _—mor
(r) m " + 36 36 _

Logo, o potencial efetivo para a gravitacao de ordem superior é dado pela expressao[21, 25]

1 4e ™7 1 e mor ]
_ 4= _ 1.2
V(r)=Gm [ . + 3, 3, , (1.26)

que concorda assintoticamente com a lei de Newton. Na origem o potencial tende ao valor finito
mo — 4m
G (701,
3
1.5 Comentarios

Uma de nossas motivagoes para estudar as teorias quadraticas de gravitacao em D

dimensoes era responder as quatro indagacoes apresentadas na Introducao, que foram transcritas
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no inicio deste Capitulo. Podemos agora responder em parte a estas questoes:

(i) @ menor dimensdo em que as teorias gravitacionais quadrdticas tém sentido é D = 2;
(ii) estas teorias nao sao unitdrias em nivel de drvore se D > 2;
(iii) a excitagao sem massa sé ndo € um grau dindmico de liberdade em D = 3;

(iv) quando D = 4 a teoria de gravitagao quadrdtica concorda assintoticamente com a lei de
Newton.

Comentemos, de passagem, os resultados (ii) e (iv).
e resultado (ii):
Mostramos que a teoria quadrética é nao unitaria se D > 2. (O termo quadratico no tensor
de Ricci, — o calcanhar de Aquiles da teoria —, é responssavel pela presenca de uma particula
massiva de spin 2 com residuo negativo, ou seja, um ghost, no propagador ni). No entanto, esta
pode ser uma conclusao um tanto quanto apressada. De fato, como Antoniadis e Tomboulis[35]
demonstraram, esta excitacao é instavel em quatro dimensoes. Talvez ela também seja instavel
em qualquer dimensao. Portanto, a teoria quadrética de gravitacao em D dimensoes é provavel-
mente uma teoria viavel.
e resultado (iv):
Conforme demonstramos, o cédlculo do potencial efetivo nao relativistico para a gravitacao
quadratica em D dimensoes reduz-se a quadraturas. Mostrou-se que quando D = 4, este
potencial concorda assintoticamente com o potencial Newtoniano. No préximo Capitulo vamos
mostrar que em D = 3, a usual correspondéncia existente entre o potencial nao relativistico e
o potencial Newtoniano é quebrada. Podemos concluir entao que as teorias quadraticas em D

dimensoes nao se reduzem obrigatoriamente a teoria de Newton no limite nao relativistico.



Capitulo 2

Gravitacao Quadratica em (2 4+ 1)D

Como é bem conhecido, a teoria da relatividade geral tridimensional nao possui nenhum
grau dinamico de liberdade. Em outras palavras, o iinico modo presente na teoria, ou seja, o
modo nao massivo de spin 2, nao se propaga. Para remediar tal situacao vamos acrescentar a
acao de Einstein-Hilbert os termos com derivadas qudrticas / Riy Vg Px e / R? /g d*z.
Denominaremos esta classe de modelos efetivos com massas multiplas de gravitacao quadratica
tridimensional. Ao longo deste Capitulo iremos analisar as modificacoes que estes termos com
derivadas quarticas provocarao na teoria de Einstein em trés dimensoes.

Na Secao 2.1 estudaremos a teoria de gravitacao quadratica tridimensional na apro-
ximagao linear. Na Secao 2.2 calcularemos o potencial efetivo nao relativistico. Analisaremos
também se a teoria é causal em nivel de arvore. Na Segao 2.3 apresentaremos uma versao
tridimensional do gauge de Teyssandier. Este gauge, ao contrario do gauge de de Donder, facilita
enormemente o trabalho de achar a solugao geral da versao linearizada da teoria quadratica.
Determinaremos na Secao 2.4 a métrica, no gauge de Teyssandier, para uma particula pontual
de massa m localizada em r = 0. De posse desta solucao calcularemos na Secao 2.5 a aceleracao
gravitacional de uma particula teste movendo-se em baixa velocidade num campo gravitacional

fraco e o angulo de deflexao gravitacional.

30
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2.1 Aproximacao linear|[12]

A agao da teoria de gravitacao quadratica em 2 4+ 1 dimensoes é

p
5 = /d?’a;\/_[—jt SR+ CRL, L |
onde L), é a densidade de Lagrangiana da matéria e a e [ sao constantes com dimensao L e

k% ~ L~! nao estd necessariamente relacionada a constante de Einstein em D = 4. Variando a

acdo S com relagao a métrica g, (vide Apéndice A) obtemos a seguinte equacao de campo

2 1
G+ % [—5 9w R+ 2RR,, + 2VHVVR—29HVDR}
Br1 1 1

+ 5 [ 59 Rio + ViV R+ 2Rp0, R — 29, OR — DRW} +5Tw=0. (21)

Para obtermos a aproximagao linear, ou seja, a equacao linear nas componentes do
tensor métrico g,,, primeiramente descartamos os termos quadraticos em R,, e R, bem como

os termos 2RR,, e 2R,,,», R* em (2.1). Como consequéncia, (2.1) se torna

2 1 a 1 1
5 (R = 300R ) +5 CVLVR — 20,08 +§ (VYR = 50wOR — ORy )+ 3T =0 .
A partir deste ponto procedemos exatamente como na teoria de Einstein. Escrevemos
Guv = Nuw + ’fh/w s (22)
onde as componentes nao nulas da métrica de Minkowski 7,, sao tomadas como 7y = 1,
ni = —1, 1 = 1,2, e substituimos (2.2) na equac¢ao acima. Assim procedendo, obtemos
2 p _ R 8 _ 1
<Hz B QD> <RW B %) B (‘“ " 2) (DR =Rp) = =3 T - (23)
Aqui
_ 1 1
Rp,u = §DhNV - 5 <’7pp,p1/ + Vyp,p,u) ) (24)
_ 1 y
R = §Dh - (2.5)
o = 90,0, , (2.6)
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1
onde v, = hy, — §nuyh. Os indices sao levantados (abaixados) usando-se n*(7,,). Note,

—~R,, o que nos permite concluir que

entretanto, que RW”’ =3

2 . R B om0\ =
[<?—§D><Rw—nw§>—<a+§) (nHVIIIR—R,W)] =0 .
Portanto as equagoes linearizadas (2.3) implicam em
T,"=0. (2.7)

As equagoes (2.3) sao as leis de conservacao de energia-momentum da teoria da relatividade
especial e implicam nas equagoes de movimento da relatividade restrita (as quais ndao contém

quaisquer interagoes gravitacionais).

2.2 Causalidade e potencial efetivo nao relativistico[13]

No gauge de Julve-Tonin o propagador para a gravitagao quadratica em (2 4+ 1)D pode

ser escrito, como (vide Segao 1.2)

2 2
-1 my 1 mi 2
_ Py "™ __p
© (i — k) R (mE — k)
mg 0 mi 50

_ P 2.
k2 (k? _ mg) + k2 (2m3i\y — \ok?) (28)

onde P!, P2, P% e P° sdao os operadores de projecao de spin usuais de Barnes-Rivers e A\;, Ay e
A3 sao parametros de gauge. Aqui
1 , 4
—_— mi=——-s: .
K2 [3 B+ 204} ' Br?

2
mgy

Note que todos os termos do propagador acima comportam-se como k4. A auséncia

3
de taquions exige § < 0 e (Zﬂ + Qa) > (0. Portanto, a gravitacao quadratica tridimensional
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é causal em nivel de &rvore quando m2 e m? sao positivos, o que admitiremos ser verdade a

partir daqui.
Isto posto, vamos calcular o potencial efetivo nao relativistico. Fazendo D = 3 nas

expressoes (1.23) e (1.24) obtemos

K2m2 oo fop2m 1 .
U = —/ </ —ilk|r cosf d@) B 1l dlk
0= sarh (0 e L
K2m? [ 1 1
- - Jo (k| 7) k| d|k
167 Jo (k2+m? k2+m73> o ([k|r)[k| d k|

onde Jy é a funcao de Bessel de primeira espécie e ordem zero. Note, no entanto, que a integral
/00 zJy(ax)

0o x2+4b?
m2 > 0 (%ﬁ + 2a > 0) em? >0 (=8> 0), o que nada mais é que a condigao para auséncia

dx sé existe quando a > 0 e Re b > 0 [42]. Consequentemente, suporemos que

de tédquions (tanto com energias positivas, quanto negativas) no campo dindmico da teoria.

Integrando, obtemos

U(r) = 2Gm? [mo(mlr) — Ko (mor/\/_)}

onde kg é a funcdo de Bessel modificada de ordem zero e G = 3%
O potencial é dado entao por
V(r) =2Gm [F&o(mﬂ") - fio(mor/\/i)] : (2.9)

Note que V(r) comporta-se como 2Gm ln na origem e como

2Gm e _ 7m0r/\f
mlr 0’]"

Dois comentarios se fazem apropriados aqui:

assintoticamente[43].

. . . . A To . .
i) diferentemente do potencial Newtoniano, Vy = 2GmlIn —, que tem uma singularidade
r
logaritmica na origem e nao ¢ limitado no infinito, o potencial referente a gravitacao
quadratica tridimensional é extremamente bem comportado: ele é finito na origem e

zero no infinito;
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ii) V(r) — 0 quando mg e m; — oo, confirmando assim o resultado bem conhecido que a
correspondéncia padrao entre a teoria de Einstein tridimensional e a teoria de Newton

é violadal[l, 2|.

2.3 Solucao geral da equacao de campo linearizada no gauge de

Teyssandier[12]

Como é bem conhecido, se utilizarmos as assim chamadas condigoes de coordenadas
harmonicas, as equagoes linearizadas de Einstein se simplificam enormemente. Isto nao é ver-
dade, entretanto, no caso das equacoes linearizadas da gravitacao quadrética. Felizmente,
Teyssandier[44] descobriu um gauge que, na aproximacao de campo fraco, facilita bastante o
estudo da gravitacao de ordem superior. Apresentamos em seguida a versao tridimensional
deste gauge.

Tomando o trago de (2.3) obtemos

B\ 4 T 1(2 pB_\ -
— Z)JOR=-"—+4+2Z —-Z=O ) 2.1
(a + 5 R 1n + 25 R (2.10)
Substituindo (2.10) ), podemos escrever
s p Inw T
_ (=2 _ "0 ~ — _ ]
(Ii ) ( 2 M2 { e 2 B 4K 2K
Levando em conta (2.4), obtemos a seguinte expressao para as equagoes de campo linearizadas:
1 i
(1 - m) [ Oy + WVR} o (T +Toy) = 5 (TW - T ) | (2.11)
onde
(. BeD\ L, ® (B,
F“:<1_T %pp—g 04—1—5 R, . (2.12)

E interessante notar que quando o = 3 = 0, (2.11) e (2.10) podem ser reescritas,

respectivamente, como

kT, R IiT’f] v
D =%l 0 = WtV ol = = S (2.13)

w1 R
4 2

(2.14)
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Assim, na auséncia de termos de ordem superior, as equagoes de campo (2.11) reduzem-

se as equacoes de campo da teoria de Einstein, ou seja,

K

A A A
DY = Yo = Voa" e + gty = =5 T

O gauge de Teyssandier é definido pela condicao subsidiaria I', = 0 sobre os potenci-
ais. Vamos mostrar entao que esta condigao pode ser implementada supondo inicialmente que
I' # 0. Obviamente, a equagao de campo linearizada (2.11) é invariante sob a transformagao
infinitesimal de coordenadas z* — z' = z* + KA*, onde A*(z) é um campo vetorial infinites-
imal. Ela deve ser infinitesimal para evitar inconsigténcia com (2.2). Sob essa transformacao,

temos, de (2.2), T'y(z) — Tpy(x) =Tu(x) — [ 1 - TRD OA,. A condigao para que T, se anule

2
pode agora ser implementada exigindo-se que I, = < 1-— BTHD OA, . Assim, o problema de

se obter a solucao das equacoes de campo no contexto da gravitacao quadratica tridimensional

¢ completamente equivalente aquele de se resolver o seguinte sistema de equagoes

Br? [ 1 1 } 1 m( mwT)
1— =20 |==0hu + 0w (T +T0) == T — , (21
( 4 2 1 + 477# R + 2( 122 + 7,“) 4 12 2 ( 5)

2 2
0=r,= <1 — ﬁ%m) VM*A — <a+ g) %R,# . (2.16)

Seguindo passo a passo as instrugoes de Teyssandier dadas na Ref. [44], concluimos que
a solucao geral das equagoes de campo para a gravitacao quadratica tridimensional no gauge

de Teyssandier, ou seja, a solucao do sistema de equacoes precedente, é dada por
E
Py = h;(w) + Y = P,

onde hfﬁ:), Y, e @ satisfazem as seguintes equagcoes:

K 14
Dhif) = D) [me - T;w] ) 7,55) v=0, '7;(5) = hfg) - inuvh(E) ;
K ML Y
(D + m%) w,ul/ = 5 [T#V - M2 ] ) wwf”u - D¢ =0 ;

2

myg KT
O+ —|P=— .
<+2> 4

Trés comentarios sao apropriados aqui:



2. Gravitagao Quadrética em (2 + 1)D 36

i) o gauge de Teyssandier envolve derivadas terceiras dos potenciais, enquanto que o gauge de

de Donder envolve apenas derivadas primeiras dos mesmos potenciais;
ii) mo e m; podem ser reais ou imaginarios, dependendo dos sinais de 2« + 15 e [3;

iii) a consisténcia do gauge de Teyssandier pode ser verificada facilmente mostrando-se que a
solugao geral das equacoes de campo linearizadas para a gravitacao quadratica tridi-

mensional satisfaz a condicao subsidiaria I', = 0.

2.4 A métrica para uma fonte pontual, isolada e estatica|12]

Vamos agora determinar a métrica para uma particula pontual de massa m localizada

em r = 0. Neste caso o tensor de energia-momento tem a forma
T,uu = M Nuo Mvo 52(1') :
Para obter h,, precisamo de h;(g), Y e ®. Calculemos entao estas quantidades .

e Obtengio de h(E)

E trivial mostrar que as componentes nao nulas de hl(f) sao somente hflE ), 1= 1,2

Estas satisfazem as equacoes

v2hP) = %52@) =12 . (2.17)

Para resolver estas equacoes utilizaremos o método da transformada de Fourier. Primeiro

definimos BEZE )(k) como se segue:

1 . -
halt) = o [dke ™ RPa) (2.18)

- 1 .
WP = o / &2k e p P (r) (2.19)
T
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onde d?k e d?r representam elementos de volume no k-espaco bidimensional e no espaco
de coordenadas bidimensional, respectivamente. Substituindo (2.18) em (2.17) e levando

em conta que

1 —ik-r
6% (r) = )2 /dee kr

obtemos prontamente

Mas,
Km ir 1
WP () = /ko e

n 87T2

Para evitar a presenga de uma divergéncia infravermelha na integral acima, introduzi-

1 1

mos na mesma um parametro extra a de modo que e K O limite a — 0 é
a

entao tomado no final do calculo. Como resultado, obtemos

B —ik-r
(E) . . RMm 2 (&
hi'(r) = (1112(1) 32 k2+a2]

[ e Jo(Kr) (K| dK]
= lim|——

a=0 | 41 Jo k2 + a2

) Km
= iy |~ wofar)
B Kml
= I nr ,

onde, para simplificar, omitimos uma constante aditiva . Esta solugao satisfaz a condigao

subsididria vf,f) v =0.

e Obtengao de 1,

Neste caso vemos facilmente que as componentes nao nulas de 1, sa0 Y9 = V11 = V2.

Elas obedecem a equacao

R

—52(1") ) Y=o = Y11 = Yoo

(m%_v2)¢: 4
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cuja solucao é dada por

R

oo = Y11 = Yo = 8—% (ml |k|)

e Obtencao de ®

A equacao que deve ser resolvida agora é

2
Mo g2 )= M3
(2 V)@ 4(5(r).

o= (M)

Note que haviamos suposto que mZ e m? sdo reais de modo a evitar a presenga de

O resultado é

particulas taquionicas no campo dinamico da teoria. Neste caso a teoria possui um potencial
efetivo bem comportado (vide a Secao 2.2).
A solucao geral das equagoes de campo da gravitagao quadratica em trés dimensoes no

gauge de Teyssandier é entao dada por

ho() = g |f€() (m1 |k|) — Ko (\/_ |k| >‘| s (220)
i =hy = [21nr+/<co (my |K|) + o (7%\14 )] . (2.21)

Note que khgy = 2V [vide (2.9)].

A solucao acima tende a hog = 0, h1; = hoy = % Inr, quando m; e my — 00, que nada
mais é que a solucao das equagoes de campo linearizadas da teoria de Einstein tridimensional,
no gauge de de Donder, gerada por uma fonte estética pontual[11]. E claro que (2.20) e (2.21)
satisfazem a condigao subsidiaria I', = 0.

A métrica que acabamos de obter grandemente se assemelha, mutatis mutantis, com a
métrica da corda césmica no gauge U(1) no contexto da gravitacao quadratica linearizada obtida
por Linet e Teyssandier[45]. Esta tltima, tal como nossa métrica, envolve uma combinagao

linear de Ky’s bem como uma combinagao linear de Kj’s e In.
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2.5 Efeitos gravitacionais em (2 + 1)DJ[13]

Analisemos, pois, os efeitos gravitacionais devidos a métrica obtida na se¢ao precedente.

Vamos nos restringir ao estudo dos seguintes pontos:

(i) forca gravitacional exercida sobre uma particula teste movendo-se em baixa velocidade num

campo gravitacional fraco;

(ii) desvio tridimensional da luz.

A. Aceleracao gravitacional

Como é bem conhecido, na aproximacao de campo fraco, a aceleracao gravitacional
% = dv*/dt de uma particula teste movendo-se em baixa velocidade neste campo gravitacional

é dada por
k k Lok
'y = —K h 0,0 - 5]7100 . (222)
Como o nosso campo € independente do tempo, esta equacao se reduz a

KR
e 5 hook - (2.23)

Inserindo (2.20) em (2.23), obtemos

k
A* = —Gm% [mo K1 (mor) — mi Ky (mqr)] (2.24)

KJQ

onde G* = 397

Note que 2K () ¢ uma funcao positiva monotonicamente decrescente no intervalo 0 <
r < 00, ja que dlxKq(z)]/dr = —xKo(x) e Ko(x) > 0. Assim, a for¢a gravitacional relacionada
a equagao anterior é sempre atrativa se mgy < my, é repulsiva se mg > m; e se anula se mg = my
(B+2a = 0). Observe que esta for¢a nao existe no contexto da relatividade geral em (2 + 1)D.

Esse é um resultado peculiar da gravitacao quadratica em (2 + 1)D.
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B. Desvio da luz

Consideremos inicialmente um raio luminoso no plano x — y vindo do infinito, com um
parametro de impacto b. A fonte do campo gravitacional é uma particula pontual de massa m
localizada em r = 0. Se os raios de luz seguem geodésicas nulas, a correspondente equagao de
movimento é dada por

B

Ugg =0

onde u” = dx”/d)\ é o vetor tangente e A um parametro afim. A equagdo precedente pode ser

escrita mais convenientemente como

1
WPig g = S et U’ (2.25)

Vamos agora supor que na auséncia do campo gravitacional o raio de luz seguiria a

trajetoria dada por
2 =a)\, zt=a)\, °=0, (2.26)

onde a é uma constante. Na aproximacao de campo fraco (2.25) se reduz, ao longo da trajetéria

(2.26), a

d K
el - 0)u,, (0)v
Y (0uq) 5 Py oM ,

onde
Ug = "704’yu(0)7 + 5ua >

u®7 = (a,a,0,0) é o vetor tangente ao longo da curva definida por (2.26) e du, é um termo
linear em K.

Consequentemente o angulo de deflexao é dado por
1

0 = . [dug(00) — dug(—00)]
ka [ d b d\
B AT e

_ mrab /00 [ 1 - ma K (mavb? + Na?) I
0

4 b% + A2a Vb2 4+ \2q?
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Mas[42],
00 2p+1
[ (o) =
0 (.132 + 22)2
20T (+ 1)
= ol K,_,—1(az) (>0, Rep> —1),
T
Kiip2(2) = 5, ¢ r(1/2)=vr .
Logo

0 = 47rmG {1 — e‘ml/b}

Note que o inofensivo modo escalar massivo nao contribui em nada para a deflexao da
luz. Para explicar este fato, analisemos nossa métrica quando m; — oo. Neste caso ela pode

ser reescrita como

RS hff) + )

onde

Consequentemente

Juv = [h,(ﬁ) + f(r)mw] K+ N
= g+ Kf(r)muw

= (L+kf)gs |

onde o produto de hfﬁ) com f foi desprezado. Podemos entao enunciar o seguinte resultado:
Se 1+ kf > 0, a teoria de gravitagdo linearizada R + R* em (2 + 1)D é conformemente
relacionada a teoria de Einstein linearizada tridimensional.

Como as teorias estao relacionadas por um mapeamento conforme, e tal mapeamento

preserva angulos, chegamos a conclusao que o angulo de deflexao para a gravitacao linearizada
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R+ R? em (2 + 1)D ¢é exatamente o mesmo que aquele dado pela teoria de Einstein linearizada
em (2 + 1)D. Chamamos aten¢ao para o fato que a equivaléncia das teorias acima em (3 4+ 1)D
foi estudada classicamente por Whitt[48] e Teyssandier[44] e, em nivel de arvore, por Accioly

et al[30, 31]

2.6 Comentarios

Listamos abaixo os principais resultados provenientes de nossa investigacao sobre as

teorias quadraticas de gravitacao em trés dimensoes:

e A teoria é causal em nivel de drvore se admitirmos que mZ e m? sao positivos (auséncia de

taquions).

. ~ C . . . = To

e Seu potencial nao relativistico, ao contrario do potencial Newtoniano Vy = 2GmIn — que
r

apresenta uma singularidade logaritmica na origem e diverge no infinito, é extremamente

bem comportado: ele ¢ finito na origem e zero no infinito.

e Se my > m; a forga gravitacional exercida sobre uma particula teste é repulsiva (“antigravi-
dade”), enquanto que se mo = my esta for¢a é nula (“blindagem gravitacional”). Note

que tais “fenémenos” nao ocorrem no contexto da gravitagao usual em (2 + 1)D.

e O inofensivo modo escalar massivo nao fornece nenhuma contribuicao para a deflexao da
luz, uma vez que as teorias linearizadas tridimensionais de Einstein e R + R? sdo con-

formemente relacionadas.

e A teoria quadrética tridimensional nao é dinamicamente trivial.



Capitulo 3

Gravitagao Quadréatica em (2 + 1)D com Termo Topolégico de

Chern-Simons

Conforme vimos no Capitulo anterior, a gravitagao quadratica tridimensional, ao contrario
da relatividade geral em (2 4+ 1)D, é dinamicamente nao trivial e tem um potencial nao re-
lativistico bem comportado. Neste Capitulo vamos analisar as mudancas que ocorrem quando
um termo de Chern-Simons é adicionado a esta teoria.

Teorias de gauge topologicamente massivas em espaco tempos tridimensionais tem sido
estudadas extensivamente desde a década de oitenta devido a sua estrutura dinamica peculiar,
bem como por sua conexao com o limite em altas temperaturas de teorias quadridimensionais[46].
Em geral, os termos topoldgicos de massa, que estao relacionados aos invariantes de Pontryagin
quadridimensionais, afetam tanto o conteido dinamico quanto o contetido de spin da teoria.
Por exemplo, no caso de Yang-Mills, o nimero de graus de liberdade nao se altera pela adicao de
um termo topoldgico massivo; no entanto, os geradores de gauge sao modificados e ainda obe-
decem & mesma dlgebral47], enquanto que o contetido de spin muda de 0 para 1[15, 16]. A agao
de Einstein-Hilbert, por outro lado, nao possui nenhum grau de liberdade em trés dimensoes
(vide Capitulo 2), no entanto quando adicionamos um termo topoldgico & mesma obtemos uma
teoria, que conforme vamos mostrar na Sec¢ao 3.3, possui um unico modo de propagacao.

Na Secao 3.1 calcularemos o propagador de Feynman para a teoria quadratica tridi-

43
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mensional com termo topoldgico, utilizando um algoritmo baseado na extensao dos operadores
tridimensionais de Barnes-Rivers. O calculo do potencial efetivo nao relativistico bem como
uma discussao em nivel de arvore sobre a causalidade da teoria serao apresentados na Secao
3.2. Na Secao 3.3 analisaremos a questao da unitariedade em nivel de arvore tanto da teoria
tridimensional de Einstein-Chern-Simons como da teoria quadratica tridimensional com termo

topoldgico.

3.1 O propagador de Feynman|17]

Seja L a Lagrangiana relativa a qualquer teoria métrica de gravitacao tridimensional
com (sem) derivadas de ordem superior. Vamos supor que esta teoria é invariante de gauge.

Seja L¢.s. a Lagrangiana topolégica de Chern-Simons. Esta ultima pode ser escrita como

1 VA v I¢] 2 « ¥é]
Los = ﬂg” (R g on = 5% wlﬂax>
S 2
= ILL Fpo_A < aMFUpV + graw#]._‘wl/p ) 3 (31)

onde p é um parametro adimensional. Aqui e°*? = +1. Para calcular o propagador do graviton
precisamos da parte bilinear da Lagrangiana £ + L. Esta é obtida decompondo a métrica

g COMO se segue

Guv = N + /ih;w > (32)

onde 7, é a métrica de Minkowski. Seja La Lagrangiana obtida inserindo-se (3.2) em £+ L¢.s..
Sendo a teoria invariante de gauge, adicionamos a £ uma Lagrangiana de fixagao de gauge L, ;.
Assim, £ = L+ Ly ¢ pode ser reescrita como £ = h*QO,, ,,h*?. Para obtermos o propa-
gador, temos agora que inverter o operador O. Este calculo, entretanto, é bastante simplificado
se expandirmos o operador O numa base formada pelos operadores usuais de Barnes-Rivers

tridimensionais (vide Segao 1.2)

Pl =

pw,po (Oupwvo + Opowip + bupwue + Ouowyp)

N —
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1
Piz/,pa = § (O,upel/a + Huagup - Qullepo') )

1 _ =0
0 _ 0 _ _
P;w,pa' - §9HV9P<7 ’ P,uu,pcr = WuWos Puu,pa‘ - elwwpa + w#’/eﬂg )

onde 6, e w,, sao os operadores de projecao transversal e longitudinal,

kK, .k,
e;w =N — % 5 Wuy = 22 )

e k, ¢ o momento do graviton trocado, e pelo operador

0o
P,uu,pcr = T [5;1)\;761/0 + 5uA09Vp + gyApepa + &?VAGQ,LLP] ) (33)

1

i PP pa B

que tem sua origem na linearizac¢ao de (3.1), ou seja,
1
Lcs,, = 3

onde M = % A tabuada de multiplicacao destes operadores é mostrada na Tabela 1.
K

TABELA 1. Tabuada de multiplicacdo para os operadores tridimensionais Pl,P2,P0,]50,130,P.

Aqui Pe“’wﬁpa = 0,Wpo, P“’@WW = wuwbys € O é o operador nulo.

P! P2 PO p° P P
P! P o) o) o) 9, 9,
P2 0 p? o) o) o) P
PO 0 o) Po o) poe O
po o) o) o) po P o)
P’ 0 0 Pt poe 2(P° + PY) 0
P o) P O 9, 9, — S p?

_ =0
A expansao do operador O na base {Pl, P2 PV PO P P} é trivialmente obtida usando-

se as identidades tensoriais abaixo, que sao obtidas a partir da prépria definicao dos operadores
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pPtLp? ... P’ (vide Secao 2.1)

% (nﬂpnua + nuanl/p) = -[/.Ll/,pO' = [Pl + P2 + PO + pO]
= =0
M = 2P0+ P4 P

pv,po

uv,po
k_12 (nﬂpkyka + nuakykp + ankukU + nVUkukp) — |:2P1 + 4p0] - 7 (34)
&5 (Mukoko + Npokyk) = { P49 po} |

pv,po

L (kuk koky) = PO

= pvpo
e a definigao (3.3).
Expandindo o operador O na base {Pl, P2 PY PY 1_50, P} com a ajuda das identidades
(3.4) e da definigao (3.3), obtemos

O = 2, P' + 2o P? + 2y P° + 2o P° + To P’ +pP .

Agora, levando em conta que OO~! = I, chegamos & conclusao que o propagador é

dado por
_ 1 T2 ) Zo —
ol = —ply Py P+ —
T 23 — p2k© ToTo — 275 ToTo — 2.7‘53
i’o =0 p
— — — P . 3.5
.Z‘o[i'() — Qi'g ZL‘% — p2]€6 ( )

Usando a prescricao acima vamos determinar o propagador da gravitacao quadratica

tridimensional aumentada por um termo de Chern-Simons. A Lagrangiana desta teoria é

2RfG e 3

. N — & o 2
L=— 2 + 0 Fpa,\<aur pu+§r qu Vp>+<§R +§RMV>\/§ ’ (36)

onde « e 3 sdo constantes de acoplamento adimensionais. Inserindo (3.2) em (3.6) e adicionando

ao resultado a Lagrangiana de fixacao de gauge

b
Eg.f. - —)\1A12/ - 1

N (4,) 4 Agij] ,
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onde A\, Ay e A3 sao parametros de gauge, A" = Y, Fu = Ay, — Ay e b = 5 que
corresponde ao gauge de Julve-Tonin, chegamos a conclusao que o operador O tem a forma
2 b 4 1 40 2 2 3 93,4 4 0
O = [ =k =gk | P (KD —k P+(k + Sk +4kbc)P
b _ P
— k' — 20Kk | PY 4+ —
+ ( 57\ 1 ) + M

e o propagador é dado por

) 1 1 1 1 1
—1 — Pl o P2
© RRA R TR E g R R
1 1 | ]
TIPSt
k* k?—m? B2 [ 200 + Ao B2 |
4 1 11
_ Llp 3.7
o (e ) | P D

onde

2
M2 = (W) (1460 + VI 26007

2 2
M = (W> 14002 - VI+ 20077
1
m? =

b (% + 40) .
3.2 Causalidade e potencial efetivo nao relativistico[18§]

Se nao queremos taquions no campo dinamico podemos escolher, por exemplo, b > 0

e (% + 40) < 0. Neste caso a teoria é causal em nivel de drvore. Vamos supor entao, a partir
daqui, que m?, M2, M2 e M? >0
qul, q ) 1> 2 .

O potencial efetivo nao relativistico é dado por

1 1

Ut) = 552 e

/d2k MN.R. G_ik'r s (38)
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onde My g é o limite nao relativistico da amplitude invariante de Feynman para o processo
S+S — S+ S5, como estd mostrado na Fig. 1 do Capitulo 1. Aqui S denota um bdson de

massa m e spin 0. A amplitude invariante para este processo é dada por

M=V (p,=p) Oy eV (0. =4)

UV, po

onde
1 ~
Viw (0.0) = 55 [Publy + Do)y = s (p - 0/ + 177
é a funcao de vértice para o acoplamento trilinear g(k) — ¢(p) — ¢(p’). Aqui todos os momentos

sao supostos incidentes. Assim,

L] L1 1
ok2 " DMZ+2 K2 — M PMZ 42 k2

W )+ )0 +p-o (W —q-d)+ (M =p-1)q-q

M = /{2[—

/

X

o G0 d) (5 ) = {0 ) (57 a0
) o) [ ]

(&
My g, = &P B kgimz B 2+2M§ k2 +1M22 B 2+1be k? +1M12] 39

Inserindo (3.9) em (3.8) e efetuando a integracdo obtemos

WKO(TMI) — 17[)]\/122

U(r) = 2m*G [Ko(rm) Y, i

Ko(TMz) ]

onde Ky é a funcao modificada de Bessel de ordem ZEro.

Consequentemente, o potencial é dado pela expressao

V(r) = 2mG | Ko(rm) — W

1
Ko(er) WKO(TMQ)]
1+ =+

1+
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Note que V(r) comporta-se como

bM?
1+-5L

M
2mG In —2

bM3
1+-52

na origem e como

_ ™ 1 T v 1 T A
2mG —e M — e T — e~ 27"]
bM?2 bM2
2mr 1+ 2 \/ 20,7 1+ 2 \ 2Mor
assintoticamente.

Dois comentarios se encaixam aqui:

To

i) ao contrario do potencial Newtoniano, Vy = 2Gm In —, que tem uma singularidade logaritmica

T1
na origem e diverge no infinito, o potencial referente a gravitacao quadratica tridimen-
sional acrescida de um termo de Chern-Simons é extremamente bem comportado: ele

¢ finito na origem e zero no infinito;

ii) V(r) — 0 quando a e § — 0, o que mostra que a correspondéncia entre a teoria de

gravitacao de Einstein-Chern-Simons em 3D e a teoria de Newton é quebrada[22, 23].

Obviamente,

Kho() =2V . (310)

3.3 Unitariedade em nivel de arvore

Usando as ferramentas desenvolvidas no Capitulo 1, vamos agora discutir a unitariedade
em nivel de arvore tanto da teoria tridimensional de gravitacao de Einstein-Chern-Simons, como
da teoria quadratica de gravitacdo em (2 + 1)D aumentada pelo termo topolégico de Chern-
Simons.

e Gravitacao tridimensional de Einstein-Chern-Simons

Neste Caso

o [T% — T, T L T = T%/2
}62 }32 _ j\4(2

A=g (3.11)
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Temos portanto 2 pdlos no setor de spin 2, ou seja, k? = 0 e k? = M?. Porém,

Res A

:gg{g—cﬂ 0,
k2=0 k2=0
enquanto que

:gQ{; [(a—0) %] + 1c2+k2( ) - (a—b)k%} - (312)

Res A
2¢ T -

k2=M?2

Supondo entao, como de praxe, que T' > 0, obtemos que ¢ < 0, o que implica em ResA >

k2=M?
0. A teoria de Einstein-Chern-Simons é portanto unitaria em nivel de arvore. Esta teoria é

causal e seu conteido de particula abranje uma particula massiva normal de spin 2 e uma
particula sem massa normal de spin 2. A excitagao normal nao é um grau dinamico de liber-
dade. Deser, Jackiw e Templeton chegaram a esta mesma conclusao usando um enfoque com-
pletamente diferente[15, 16].

e Gravitacao quadratica tridimensional com termo topolégico

De (1.14) e (3.7) obtemos

(2 wMZ-2 T,T™-Li1* 2 2-bM? @ T,TM —1iT?
b2 (M3 — MYMZ k2 — M3 b2 (M3 — MP)M}E k2 — M3
1T 4 T2 —T,,TH
— +
K2 —m? | BMZMZ 2 ’
Assi b 0 3 4 0 lui Res A 0, ResA 0
Ssim, se > € 5 + 4c < concluimos que es k2:M12 > > es k2:M22 > ,
Res A <0e ResA =0.
k2=m?2 k2=0

Proposicao 4. A gravitacao quadrdtica acrescida de um termo de Chern-Simons é nao unitdria
em nivel de drvore. Seb > 0 e 34—40 < 0 a teoria € nao taquionica e tem uma particula normal
sem massa de spin 2, uma particula normal de spin 2 e massa My, uma particula normal de
spin 2 e massa My, e um ghost de spin 0 e massa m. A excitacdo sem massa nao € um grau

dinamico de liberdade .
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Corolario 2. A teoria de gravita¢io R+ R? com um termo de Chern-Simons, ou seja, a teoria

2R A
definida pela Lagrangiana £ = ——\/g + c | (@F"py + %F"wf‘“’yp) + (%B’?) V9, €
1

K
nao unitdaria em nivel de drvore. Se o < 0, a teoria € causal e tem uma particula fisica de
spin 2 e massa 0, uma particula fisica de spin 2 e massa M e um ghost de spin 0 e massa
m = ./—1/2ak?. A excita¢ao sem massa nao € um grau dinamico de liberdade.

Assim, chegamos a conclusao que tanto a gravitagdo quadratica, como a gravitacao

R + R? acrescidas de um termo de Chern-Simons, nao sao unitdrias em nivel de arvore.

3.4 Comentarios

Uma comparagao detalhada entre a gravitacao quadratica tridimensional e a gravitagao
quadratica com termo topoldgico mostra claramente que o inofensivo modo escalar massivo da
primeira torna-se um complicado ghost massivo de spin 0 no contexto da tultima, enquanto
que o ghost massivo de spin 2 relacionado a gravitagao quadratica tridimensional é agora subs-
tituido por duas particulas fisicas massivas, ambas de spin 2. Por outro lado, se compararmos
a gravitacao R + R? tridimensional com a gravitacao R + R? com termo de Chern-Simons,
chegamos a conclusao que o termo gravitacional de Chern-Simons é responsavel pela quebra de

unitariedade da primeira.



Epilogo

Iniciamos este trabalho analisando as teorias quadraticas de gravitacao em D dimensoes.

Esta investigacao nos forneceu trés resultados importantes:

(1) um algoritmo para o cdlculo do propagador;

Este algoritmo converte a ardua tarefa de calcular o propagador em um simples exercicio

de algebra.

(2) uma prescrigao para o estudo da unitariedade em nivel de drvore;

Este método permite analisar a unitariedade em nivel de arvore de modo sistémico.

(3) uma expressao para o computo do potencial efetivo nao relativistico.

O calculo do potencial efetivo é reduzido a quadraturas.

Utilizando estas ferramentas matematicas chegamos a algumas conclusoes interessantes

sobre o comportamento destas teorias D-dimensionais no caso em que D > 2:
(i) as teorias quadrdticas nao sao unitdrias em nivel de drvore;
(i) as teorias R + R* sdo unitdrias em nivel de drvore;
(iii) o modo ndo massivo nao se propaga em D = 3;

(iv) o potencial nao relativistico em D = 4 s concorda com o Newtoniano assintoticamente;
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(v) em D =3 o potencial efetivo ndo se reduz ao Newtoniano; no entanto, ao contrdrio deste

ultimo, ele é extremamente bem comportado: € finito na origem e zero no infinito.

Comentemos, de passagem, sobre alguns desses resultados e, se for o caso, sobre suas
extensoes.

A nao unitariedade da teoria quadratica é ainda uma questao em aberto. De fato,
se os argumentos de Antoniadis e Tomboulis[35] estiverem corretos, o ghost que aparece no
propagador ni em D = 4 ¢ instavel. Se isso for realmente verdade é de se esperar que este
ghost seja instavel em qualquer dimensao. Este é um ponto que merece uma investigacao
minuciosa. Talvez fosse mais facil fazer esta andlise primeiro em D = 3. Um outro ponto
fundamental seria investigar a renormalizabilidade das teorias quadréticas. Stelle[34] mostrou
que a gravitagao quadratica é renormalizavel em D = 4. Seria ela renormalizavel em D = 37
E em D > 47 A teoria R + R?, por sua vez, é unitdria em nivel de drvore. No entanto
ela ndo é renormalizavel em D = 4[34]. E bastante provavel que ela também nao o seja em
outras dimensdes. E importante frisar que nossa analise se restrigiu a teorias que sao obtidas
variando-se a agao com respeito a métrica. Talvez existam combinagoes unitarias mais ricas
em dimensoes mais elevadas oriundas de variacoes independentes da métrica e da conexao. Se
este for o caso, estas teorias merecem ser amplamente pesquisadas. Seria também bastante
interessante estudar a gravitacao quadratica em D = 2.

A teoria quadrética possui, pelo menos em D = 3, potencial nao relativistico bem
comportado que, no entanto nao reproduz o potencial Newtoniano correspondente. Conse-
quentemente, ao contrario da crenca vigente, uma “boa teoria de gravitacao” nao precisa ne-
cessariamente se reduzir a lei de Newton em dimensao diferente de quatro. Note que em D = 3
o potencial Newtoniano apresenta uma divergéncia logaritmica na origem e diverge no infinito.

Apébs analisarmos as teorias quadraticas em D dimensoes, estudamos em detalhe as
teorias gravitacionais quadraticas tridimensionais. Listamos abaixo os resultados principais

encontrados:
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(i) nao trivialidade dindamica;
(ii) versao tridimensional do gauge de Teyssandier;

(iii) solugdo geral das equagoes de campo linearizadas na versdao tridimensional do gauge de

Teyssandier;
(iv) solugao geral destas equagdes no caso de uma fonte pontual estdtica;
(v) expressao para o dangulo de deflexdo de raios luminosos;
(vi) “antigravidade” e “blindagem gravitacional”;

(vii) causalidade da teoria.
Possiveis extensoes destas investigagoes seriam:

(1) analise Hamiltoniana completa, tanto da teoria original, quanto de sua versao linearizada,

via formalismo de vinculos de Dirac;

(2) investigacao sobre a possibilidade dos universos de Godel serem causais no contexto destas

teorias quadraticas tridimensionais.;

(3) possibilidade de propagagao fotonica dispersiva no contexto da gravitagao quadratica tridi-

mensional semiclassica.

Encerramos nossa investigacao, acrescentando um termo topoldgico de Chern-Simons a
gravitacao quadratica tridimensional com o intuito de obtermos uma teoria unitaria em nivel
de arvore. A teoria resultante, porém, é nao unitaria: o modo escalar massivo da teoria nao
topoldgica torna-se um ghost massivo de spin 0 na teoria topolédgica, enquanto que o ghost
massivo de spin 2 da teoria nao topoldgica da origem a duas particulas massivas, ambas de spin
2, no caso da teoria topoldgica. E interessante notar que a adicao do termo de Chern-Simons a

teoria tridimensional R+ R?, que é unitaria em nivel de arvore, viola a unitariedade da mesma.



Apéndice A

Equacoes de Campo para a Gravitacao Quadratical21]

As equacgoes de campo da gravitacao com derivadas de ordem superior em D dimensoes

podem ser derivadas da acao S = Sg — Sy, onde

2

SGE/dDwx/(—l)D‘lg [2R+ Opey Ppe |
SM —/dD D lg EM )

e Ly ¢ a densidade de Lagrangiana da matéria.
A variacao da acao S com relacao a métrica g,, nos da as equacoes de campo. Vamos
entao determinar as férmulas variacionais das integrais
/dD D g R /dD )P-1lg R2 e /dDa; (—1)P-1g wa
(i) Variagio de R’ ,,,
Em um sistema geodésico, R, = —T” , , + 17, ,, onde a quantidade I'*,,, ou seja,

o simbolo de Christoffel, é definido como: I'? = %g‘” (Guow + Gvou — Guv.o)-
Logo,

SRy = —VAOT?,, + V,0T7

2N =
1
6Fp,u,1/ = 59'00 [vuégua + Vu(sgua - vaéguu]

Como conseqiiéncia, obtemos
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1
5Rp;uz>\ = 5 [gpa (VVV)\ - V)\vu) 5gua + gpa (Vuvuég)\a - V)\Vuégua)

+ VP80 — V,V?5g,] - (A1)

(ii) Variagcdo de R,

E claro,

SR, = OR’

wvp

1
T2 (= VAV,00 = VAV,u0gus + 977V 1V 1) 0G0 + D00, (A-2)

1
onde V(,V,) = 5 (V,V,+V,V,).

(iii) Variagcdo de R

Ja que 0R = 0 (9" R,.), obtemos prontamente
OR = R,,09" — VN9, + ¢80,
Agora, levando em conta que 6g" = —g"’¢g"?dg,,, chegamos a conclusao que

SR = [-R" — V'V" + ¢"' 0] 8g (A.3)

(iv) Variagao de /dD;E (—1)P-1g R?
Notando que

5/ (“1P g = 2 (CDP g o9 (A4)

[\

obtemos

TR~ [l

/dD J(=1)P g ¢85, /dD J(=1)P=1g VAV sg,,,
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Porém,
[ e\ (2P ¢ 0og,, = [ dr (=177 ¢ Vg,
e
/dD D Lg VIS, = /dTp [(—1)P-14 GNP
Vamos supor que 6g,, ¢ V?d,, anulam-se na fronteira da regiao de integracao . Teremos
entao
Rgt
5/dD JEDP g R = /dD “1)p1g { - R"”} 50 (A.5)
(v) Variagao de /dD:c (-1)P-1g R?
Usando as equagoes (A.3) e (A.4), encontramos
5 / dPx\/(~1)P~1g R?
D g* YR?
— / P [(=1)Plg |55 < 2RR — 29V R+ 20" OR | dgu . (A6)

(vi) Variagao de /de (-1)P-g RZ,

Obviamente,

D v D 2 9"
5/d =D Ry R /d 2 (= )DlRPU2
+/dD D lg QRM™ SR — /dD V(=1)P~1g 2R" R “5g,,

Por outro lado,
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/dDa:\/ (—=1)P=1g 2R*™{R,,

_ / A\ [(~1)P1g [-2V,VR™ + ¢V, V, R + OR™| 8g,0,

No Apéndice B é mostrado que

VAVY R = %V“V”R + RYR,\ — R*RY | V,R" = %vp R

Como conseqiiéncia,

/ dPx\/(—1)P—1g 2R"5R,, = / dPx\/(~1)P~1g [ VAVYR — 2RV R

uyv
+ 2R™R) + %DR + DR“”] 0Gpuw

Assim, a forma explicita da variagao de /de (—1)P-1g R:, é

5/dD 1)P-1g R2,

uv
- / 4 /(—1)P-1g {RQ 97 _GHYUR— 2RMVR, + L OR+ 0| 59, (A7)

2
(vii) As equagdes de campo
Juntando todas as pecas, e levando em conta que

n
5SME/dD:U (—1)P—1g %59‘“’ :

encontramos que as equacoes de campo referentes a gravitacao quadratica sao dadas pela

seguinte expressao

9 | 1

= (RW _ 2gWR> + % {—Qg,w}# 4 2RR,, +2V,V,R - 2gWDR}
1 1

+é {—§guszg + VMVVR + 2Rup)\yR'D>\ — §g/U/DR — DR/W] +

1
5 ST, =0 . (AS)

2



Apéndice B

Uma Importante Identidade Tensorial[21]

Uma identidade 1til involvendo derivadas segundas de um tensor contravariante de

ordem dois é

af af . pa B B &
A, A% =R AP L RS A%

v q02

que pode ser reescrita como
[V, V,] A = RapWAPﬁ + R@WAQP

Para demonstrar este resultado, notemos que num sistema geodésico sao validas as

seguintes relagoes:

(1) Ry, =-T"%,,+T"

Apv Av,p ;

(2) A = (Aaﬁw)w = AP 4T AP +TP A

sy

af _ pap @ 3 & e}
(3) A HI7 A Wi +T pv,uAp +T pv,uA g
Portanto,
af af  _ pa B G a
A wp A U2 R p/wAp +R p/wA 8

Esta equacao é covariante, e portanto valida em todos os sistemas de coordenadas.
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Usando a identidade precedente, podemos mostrar facilmente que R* ’\”;\ pode ser escrito

A )\7 1%
RM VA — Ru by v R pAVRO)\ RNPR?V

(2~ 2¢"R) =0
27,

o que implica em

1
R, = R"
2

)

Consequentemente,
: 1
v ny AV v
RMY\ = ER“ + R R, — R*"R,

que é a identidade que estdvamos procurando. A partir deste resultado vemos que R" /\;”/\ é

simétrico na troca de p por v, como esperado.
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