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Resumo

A gravitação quadrática em (2 + 1)D, ao contrário da gravitação tridimensional de

Einstein, é localmente não trivial e possui um potencial extremamente bem comportado. Ana-

lisa-se esta teoria neste trabalho. Obtém-se a solução geral das equações de campo linearizadas

numa versão tridimensional do gauge de Teyssandier, e a partir desta encontra-se a solução

geral no caso de uma fonte pontual estática. Esta métrica se assemelha bastante à métrica

quadridimensional relativa a uma corda cósmica reta com simetria de gauge do tipo U(1). Existe

uma força gravitacional atuando sobre uma part́ıcula teste movendo-se em baixa velocidade,

o que não acontece no contexto da relatividade geral em (2 + 1)D, e raios luminosos sofrem

deflexão gravitacional. Considera-se também as mudanças que ocorrem quando um termo

topológico de Chern-Simons é adicionado à gravitação quadrática em (2 + 1)D. Acha-se que o

inofensivo modo escalar massivo da última, dá origem a um problemático ghost massivo de spin

0 , enquanto que o ghost massivo de spin 2 é substituido por duas part́ıculas f́ısicas massivas,

ambas de spin 2.

Palavras-Chave: gravitação quadrática tridimensional, termo topológico de Chern-Simons,

antigravidade, blindagem gravitacional.

Área do Conhecimento: 1.05.03.01-3



Abstract

Quadratic gravity in (2 + 1)D, unlike three-dimensional Einstein’s gravity, is locally

nontrivial and has an extremely well-behaved potential. Here we consider this theory. The

general solution of the linearized field equations in a three-dimensional version of the Teyssandier

gauge is obtained, and from that the solution for a static pointlike source is found. This metric

greatly resembles the four-dimensional metric of a straight U(1)-gauge cosmic string in the

framework of linearized quadratic gravity. It is found that a gravitational force is exerted on

a slowly moving test particle, a feature not present in general relativity in (2 + 1)D. The

deflection of light rays is analyzed as well. We also consider the changes that occur when a

topological Chern-Simons term is added to quadratic gravity in (2 + 1)D. It is found that the

harmless massive scalar mode of the latter gives rise to a troublesome massive spin-0 ghost,

while the massive spin-2 ghost is replaced by two massive particles both of spin-2.

Key Words: three-dimensional quadratic gravity, topological Chern-Simons term, antigravity,

gravitational shielding.
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Índice

Introdução 8

1 Propagador, Unitariedade em Nı́vel de Árvore e Potencial Efetivo Não Rel-
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Introdução

Apesar das equações de Einstein para a gravitação terem sido formuladas para serem

aplicadas no espaço-tempo quadridimensional, elas podem também ser utilizadas igualmente

bem no espaço-tempo tridimensional. No entanto, a natureza da gravitação neste caso é bas-

tante diferente daquela do espaço-tempo quadridimensional[1]. De fato, a relatividade geral

é dinamicamente trivial em três dimensões espaço-temporais: fora das fontes o espaço-tempo

é plano[2]; todos os efeitos das fontes localizadas manifestam-se na geometria global, a qual

é fixada pelas singularidades das linhas de universo das part́ıculas[3]. Consequentemente não

existem grávitons, e as forças não são mediadas pelas trocas gravitônicas; na verdade elas

são de natureza geométrica/topológica, e tem sua origem em propriedades globais do espaço-

tempo, que não é Minkowskiano em sua totalidade, mesmo quando ele é localmente plano[4, 5].

Uma outra peculiaridade da gravitação em (2 + 1)D é não possuir um limite Newtoniano:

seu potencial não relativ́ıstico é nulo, implicando em uma quebra na correspondência que se

esperava haver entre ela e a teoria de Newton[1]. As investigações exaustivas das propriedades

gravitacionais destas teorias realizadas nas duas últimas décadas[1−11] atestam, com certeza, o

grande interesse dos f́ısicos em melhorarem sua compreensão da relatividade geral quadridimen-

sional via o estudo de teorias gravitacionais em dimensões mais baixas, as quais, pelo menos

em prinćıpio, espera-se serem renormalizáveis. Tal rota não é nova na f́ısica, e tem levado a

bons resultados no âmbito da teoria quântica de campos. Acredita-se, com razão, que o grande

entusiasmo despertado pela teoria gravitacional em (2 + 1)D se deva em grande parte ao fato

8



Introdução 9

dela ser localmente trivial e globalmente não trivial.

As considerações anteriores nos levam a uma indagação importante: Como construir

uma teoria de gravitação em (2 + 1)D que não seja dinamicamente trivial, possua potencial

não relativ́ıstico bem comportado e tenha alguma chance de ser renormalizável? Uma maneira

posśıvel, pelo menos em prinćıpio, seria incluir os termos com derivadas quárticas
∫

R2
µν

√
g d3x

e
∫

R2√g d3x na ação tridimensional de Einstein. Assim procedendo chegaŕıamos a uma classe

de modelos gravitacionais efetivos com massas múltiplas, os quais apresentam as excitações

usuais não massivas de spin 2 do campo gravitacional tridimensional que, tal como estas, não

se propagam, e excitações massivas tanto de spin 2 como de spin 0. Tal procedimento, porém,

deve ser feito com muita cautela, uma vez que a presença de derivadas de ordem superior viola,

em geral, a unitariedade.

O nosso primeiro objetivo neste trabalho é investigar esta classe de teorias de gravitação

quadráticas tridimensionais[12, 13].

Sabe-se, por outro lado, que a topologia dos espaços tridimensionais permite a cons-

trução de teorias de gauge com propriedades novas e atraentes. Modelos vetoriais e tenso-

riais não abelianos acrescidos de uma estrutura topológica − a caracteŕıstica secundária de

Chern-Simons[14] −, são exemplos comuns de tais teorias[15, 16]. Seria pois interessante

analisar como as propriedades da gravitação quadrática em (2 + 1)D seriam modificadas se

acrescentássemos um termo topológico de Chern-Simons à Lagrangiana da teoria quadrática

tridimensional. Nosso segundo objetivo neste trabalho é discutir tais modificações[17, 18].

Consideraremos inicialmente a teoria de gravitação quadrática em D dimensões[19, 20].

Este estudo tem duplo objetivo: (i) fornecer subśıdios matemáticos gerais, tais como algoŕıtmos

para o cálculo do propagador e do potencial efetivo não relativ́ıstico, que se apliquem às teorias

gravitacionais quadráticas em qualquer dimensão e (ii) responder certas indagações fundamen-

tais sobre estas teorias, do tipo:

• Qual é a menor dimensão em que estas teorias têm sentido?
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• Estas teorias são unitárias em ńıvel de árvore?

• É a excitação sem massa um grau dinâmico de liberdade em qualquer dimensão?

• A teoria de gravitação quadrática em D dimensões concorda com a teoria de Newton no caso

limite de movimento em baixa velocidade num campo gravitacional fraco?

Esta teoria em D dimensões será tratada no Caṕıtulo 1.

No Caṕıtulo 2 iremos construir as teorias gravitacionais quadráticas tridimensionais e

estudar suas propriedades[12, 13]. Para tanto utilizaremos o arsenal matemático desenvolvido

no Caṕıtulo 1.

No caṕıtulo 3 investigaremos as modificações sofridas pela gravitação quadrática tridi-

mensional quando acrescentamos à mesma um termo topológico de Chern-Simons[17, 18].

Finalmente apresentaremos no Eṕılogo um sumário dos principais resultados obtidos,

assim como uma discussão sobre posśıveis extensões das idéias desenvolvidas no trabalho.

Mostraremos nos Apêndices[21] como obter as equações de campo para a gravitação

quadrática.

Em nossa notação a assinatura da métrica é (+ − · · ·−) . O tensor de curvatura é

definido por Rα
βγδ = −∂δΓαβγ+∂γΓαβδ−ΓρβγΓ

α
ρδ+ΓρβδΓ

α
ργ, o tensor de Ricci por Rµν = Rα

µνα

e o escalar de curvatura por R = gµνRµν , onde gµν é o tensor métrico. Utilizamos ao longo de

todo o trabalho o sistema natural de unidades (c = h̄ = 1) e os termos gravitação quadrática e

gravitação de ordem superior como sinônimos.



Caṕıtulo 1

Propagador, Unitariedade em Nı́vel de Árvore e Potencial Efetivo

Não Relativ́ıstico para Teorias Gravitacionais de Ordem Superior

em D Dimensões

Indubitavelmente, a teoria de campo de Einstein explica de maneira razoavelmente

satisfatória os fenômenos gravitacionais conhecidos. No entanto, como uma teoria quântica ela

é menos satisfatória: sua matriz S, que é finita em um loop[22], diverge em ordem de dois

loops[23]. Isto não é de causar espécie, uma vez que uma das mais dif́ıceis teorias de campo

no que tange à quantização é certamente a teoria da própria estrutura do espaço-tempo. Na

realidade não se sabe qual é a teoria correta para a gravitação quântica.

Como é bem conhecido, o espaço-tempo quadridimensional é o lugar mais problemático

para uma teoria quântica de campos habitar. As teorias quânticas de campo se notabilizaram

por serem mal definidas em quatro dimensões espaço-temporais, podendo porém em geral serem

manuseadas em espaço-tempos com dimensionalidade mais elevada. A regularização dimen-

sional é um exemplo comum de tal procedimento: resultados que são divergentes em quatro

dimensões convergem para D > 4. As divergências da teoria quadridimensional são removidas

quando se considera nosso espaço-tempo como o limite D → 4 de espaço-tempos de dimensão

mais alta[24]. No outro lado do espectro dimensional, existem teorias de campo em espaço-

tempos com 2 ≤ D < 4. Em alguns casos, tais modelos são exatamente solúveis e fornecem

11
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uma valiosa contribuição para a compreensão do mecanismo da teoria quântica de campos.

Vamos analisar neste Caṕıtulo, em ńıvel de árvore, as teorias gravitacionais com derivadas

de ordem mais alta em D dimensões. Estas teorias compartilham alguns pontos básicos com a

relatividade geral:

(i) covariança geral;

(ii) a ação é extremizada com relação a variações da métrica.

Entretanto, elas diferem da relatividade geral nos seguintes aspectos:

(i) as equações de campo para a métrica são de quarta ordem;

(ii) o espaço-tempo pode ter um número qualquer de dimensões, o que é uma condição abso-

lutamente necessária no contexto da teoria de cordas.

A gravitação quadrática em quatro dimensões é um exemplo t́ıpico destas teorias[25-

27]. Neste ponto é razoável que indaguemos: O que queremos especificamente saber a respeito

dessas teorias quadráticas em D dimensões? Antes de respondermos a esta questão, teçamos, de

passagem, alguns comentários acerca de alguns resultados obtidos recentemente concernentes

à gravitação quadrática em quatro dimensões. Mostrou-se, em uma série de artigos, que a

propagação do fóton nas proximidades de um corpo massivo, ao contrário do que acontece na

teoria de Einstein, é dispersiva[21, 28, 29]. Para ser mais espećıfico, a gravitação quadrática

produz espalhamento fotônico dependente da energia. Uma consequência interessante deste fato

é que arco-́ıris gravitacionais e gravitação quadrática podem coexistir sem nenhum conflito[29].

Neste sentido, a gravitação quadrática está mais próxima da eletrodinâmica quântica que qual-

quer teoria gravitacional atualmente conhecida. De fato, a propagação dispersiva de fótons é

um fenômeno trivial no contexto da QED. Baseado no fato de que o efeito arco-́ıris presente

na gravitação quadrática é indetectável hoje em dia, é posśıvel encontrar um novo v́ınculo para

o valor da contribuição da parte quadrática. Este é um resultado muito importante dada a
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escassez de v́ınculos observacionais para as teorias gravitacionais. Além disso, encontra-se que

a deflexão gravitacional predita pela gravitação quadrática é sempre menor que a predita pela

teoria de Einstein[21, 28, 29]. É importante mencionar que o setor R2 da teoria de gravitação

com derivadas de ordem superior não contribui para a deflexão gravitacional[30, 31]. Os re-

sultados que acabamos de expor mostram claramente que a presença dos termos quadráticos

R2 e R2
µν é responsável pelo surgimento de novos e interessantes efeitos gravitacionais. Após

esta digressão, retornemos à questão proposta anteriormente. Nossa motivação para o estudo

das teorias de gravitação de ordem superior em D dimensões é tentar responder, entre out-

ras coisas, as questões apresentadas na Introdução, que por razões didáticas transcrevemos

novamente aqui:

• Qual é a menor dimensão em que estas teorias têm sentido?

• Estas teorias são unitárias em ńıvel de árvore?

• É a excitação sem massa um grau dinâmico de liberdade em qualquer dimensão?

• A teoria quadrática em D dimensões concorda com a teoria de Newton no caso limite de

movimento em baixa velocidade num campo gravitacional fraco?

Na Seção 1.1 vamos determinar a Lagrangiana apropriada para o cômputo do propa-

gador concernente à teoria de gravitação quadrática em D dimensões . Na Seção 1.2 apresentare-

mos um algoŕıtmo para o cômputo do propagador de Feynman para as teorias de gravitação

de ordem mais alta em D dimensões baseado nos operadores de projeção de spin de Barnes-

Rivers[32-36]. Usando esta prescrição obteremos o propagador de Feynman para as teorias

de gravitação de ordem superior em D dimensões em um gauge não convencional. A partir

deste resultado podemos obter o propagador, de maneira trivial, em uma série de gauges que

reduzem-se quando D = 4 à resultados bem conhecidos e que são amplamente utilizados na

literatura[37]. Na Seção 1.3 apresentaremos um estudo sistemático da unitariedade em ńıvel

de árvore das teorias de gravitação de ordem superior em D dimensões . Isto é, mostraremos
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que para D > 2 a gravitação quadrática é não unitária em ńıvel de árvore, ao passo que a

teoria R + R2 em D dimensões é unitária em nivel de árvore para qualquer D > 2. Na Seção

1.4 obteremos o potencial efetivo não relativ́ıstico para a teoria de gravitação quadrática em D

dimensões e mostraremos que o problema de se obter o limite Newtoniano para as teorias de

gravitação em D dimensões se reduz a quadraturas.

1.1 A Lagrangiana apropriada para o cômputo do propagador con-

cernente à teoria de gravitação quadrática em D dimensões [19]

A ação da gravitação quadrática em D > 1 dimensões é dada por

S =
∫

dDx
√

(−1)D−1g

[

2R

κ2
+
α

2
R2 +

β

2
R2
µν +

γ

2
R2
µνρσ +

δ

2
2R

]

, (1.1)

onde α, β, γ e δ são parâmetros com dimensão L4−D e κ2 é uma constante com dimensão LD−2

que em quatro dimensões é igual a 32πG, sendo G a constante de Newton. O termo 2R desta

ação é manifestamente uma divergência total e pode ser ignorado. Para D = 1 o espaço é plano

e os tensores Rµνρσ, Rµν e R são identicamente nulos. Obviamente, não pode haver dinâmica

em um espaço que não possua tanto uma dimensão do tipo tempo quanto uma dimensão do

tipo espaço. A menor dimensão em que a teoria quadrática tem sentido é portanto D = 2.

Proposição 1: Podemos omitir o termo proporcional a R2
µνρσ da Lagrangiana linearizada da

gravitação com derivadas de ordem superior em qualquer dimensão maior ou igual a dois.

Demonstração: Seja L1(L2) a Lagrangiana correspondente à teoria de gravitação sem

(com) o termo R2
µνρσ, ou seja,

L1 ≡
√

(−1)D−1g

[

2R

κ2
+
α

2
R2 +

β

2
R2
µν

]

, (1.2)

L2 ≡
√

(−1)D−1g

[

2R

κ2
+
α

2
R2 +

β

2
R2
µν +

γ

2
R2
µνρσ

]

. (1.3)
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Decompondo a métrica gµν como

gµν = ηµν + κhµν , (1.4)

onde ηµν é a métrica de Minkowski e inserindo (1.4) em (1.2) e (1.3) obtemos

L1
lin =

b

4

[

2hµν2h
µν −

(

Aµ
,µ

)2 − F 2
µν + (1 + 4c) (A ,α

α −2φ)2
]

− 1

2

[

hµν2h
µν + A2

ν + (Aν − φ,ν)
2
]

,

L2
lin =

(

b

4
+ d

)

[

2hµν2h
µν −

(

Aµ
,µ

)2 − F 2
µν

]

+
b

4
(1 + 4c) (A ,α

α −2φ)2

− 1

2

[

hµν2h
µν + A2

ν + (Aν − φ,ν)
2
]

, (1.5)

onde Aµ ≡ hµν ,ν , φ ≡ h , Fµν ≡ Aµ,ν − Aν,µ , b ≡ βκ2

2
, c ≡ α

β
e d ≡ γκ2

2
. Os ı́ndices são

abaixados (levantados) usando-se ηµν(η
µν). 2

É importante mencionar que poderiamos ter chegado à conclusão que o termo R2
µνρσ

não necessita ser considerado no cálculo do propagador simplesmente notando que o invariante

linearizado de Gauss-Bonet é uma derivada total em qualquer dimensão espaço-temporal, a

restrição para D = 4 só acontece quando levamos em conta a estrutura não linear completa da

teoria.

Chegamos assim à conclusão que a Lagrangiana apropriada para o cálculo do propagador

concernente à gravitação quadrática em D > 2 é

L̄ =
√

(−1)D−1g

[

2R

κ2
+
α

2
R2 +

β

2
R2
µν

]

. (1.6)

Proposição 2: Em duas dimensões

α

2
R2 +

β

2
R2
µν +

γ

2
R2
µνρσ =

(

α

2
+
β

4
+
γ

2

)

R2 .

Demonstração: Em duas dimensões os tensores de Riemann e de Ricci podem ser ex-

pressos em termos do escalar de curvatura. De fato[38],

Rµνρσ =
1

2
R (gµσgνρ − gµρgνσ) ,
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e

Rµν =
1

2
Rgµν .

Portanto,

α

2
R2 +

β

2
R2
µν +

γ

2
R2
µνρσ =

α

2
R2 +

β

2

R2

2
+
γ

2
R2 =

(

α

2
+
β

4
+
γ

2

)

R2 .

2

Obviamente, para D = 2 a Lagrangiana apropriada para o cálculo do propagador

concernente à teoria de gravitação quadrática é

L̄ =
√−g

[

2R

κ2
+
α

2
R2
]

.

Entretanto não vamos discutir esta teoria aqui. Vamos supor daqui em diante que D > 2.

1.2 O propagador para as teorias de gravitação de ordem mais alta

em D dimensões[19]

Iniciamos apresentando uma prescrição para o cálculo do propagador das teorias de

gravitação com derivadas de ordem superior em D > 2. O algoŕıtmo é usado em seguida para

obter o propagador da gravitação quadrática em D dimensões em um gauge não convencional.

A partir deste resultado obtemos o propagador em uma série de outros gauges que quando

D = 4 reduzem-se a resultados bastante usados na literatura[37].

A. A prescrição

Seja L̄ a Lagrangiana concernente à qualquer teoria métrica de gravitação com derivadas

de ordem superior. Para calcular o propagador do gráviton precisamos da parte bilinear desta

Lagrangiana. Esta é obtida decompondo a métrica gµν , como em (1.4), e inserindo -a em L̄. Seja
Lg a Lagrangiana resultante. No caso espećıfico de teorias invariantes de gauge, adicionamos a

Lg um termo de fixação de gauge Lfg. Consequentemente, L = Lg +Lfg pode ser escrita como
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L =
1

2
hµνOµν,ρσh

ρσ . (1.7)

Na realização destes cálculos é extremamente conveniente trabalhar em termos dos operadores

de Barnes-Rivers[32-36] no espaço dos tensores simétricos de segunda ordem. O conjunto com-

pleto destes operadores em D dimensões é dado por

P 1
µν,ρσ =

1

2
(θµρωνσ + θµσωνρ + θνρωµσ + θνσωµρ) ,

P 2
µν,ρσ =

1

2
(θµρθνσ + θµσθνρ)−

1

D − 1
θµνθρσ ,

P 0
µν,ρσ =

1

D − 1
θµνθρσ ,

P̄ 0
µν,ρσ = ωµνωρσ ,

¯̄P
0

µν,ρσ = θµνωρσ + ωµνθρσ ,

onde θµν e ωµν são os operadores de projeção transversal e longitudinal usuais

θµν = ηµν −
kµkν
k2

, ωµν =
kµkν
k2

,

que satisfazem as relações

θµρθ
ρ
ν = θµν , ωµρω

ρ
ν = ωµν , θµρω

ρ
ν = 0 .

Aqui kµ é o momentum do gráviton trocado e k2 ≡ kµk
µ.

O conjunto de operadores {P 1, P 2, P 0, P̄ 0} é um conjunto completo de operadores de

projeção para os tensores simétricos de ordem dois, ou seja, eles são idempotentes, mutuamente

ortogonais e satisfazem à relação de completeza

[

P 1 + P 2 + P 0 + P̄ 0
]

µν,ρσ
=

1

2
(ηµρηνσ + ηµσηνρ) ≡ Iµν,ρσ .

No referencial de repouso de um campo tensorial massivo, a famı́lia de operadores {P 1, P 2, P 0, P̄ 0}
projeta as partes de spin 1, spin 2 e 2 spin 0 do campo. O operador ¯̄P

0
, por sua vez, nada mais

é que a soma de dois operadores de transferência, ou seja,

¯̄P
0

µν,ρσ ≡
[

P θω + P ωθ
]

µν,ρσ
,
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sendo, P θω
µν,ρσ ≡ θµνωρσ, P

ωθ
µν,ρσ ≡ ωµνθρσ. Sua tabuada é dada por

¯̄P
0
P 1 = P 1 ¯̄P

0
= ¯̄P

0
P 2 = P 2 ¯̄P

0
= O ,

(

¯̄P
0
)2

= (D − 1)
(

P 0 + P̄ 0
)

,

P 0 ¯̄P
0

= ¯̄P
0
P̄ 0 = P θω ,

P̄ 0 ¯̄P
0

= ¯̄P
0
P 0 = P ωθ ,

onde O é o operador nulo.

A expansão do operador O na base {P 1, P 2, P 0, P̄ 0, ¯̄P
0} é trivialmente obtida usando-se

as seguintes identidades tensoriais

1
2
(ηµρηνσ + ηµσηνρ) =

[

P 1 + P 2 + P 0 + P̄ 0
]

µν,ρσ
,

ηµνηρσ =
[

(D − 1)P 0 + P̄ 0 + ¯̄P
0
]

µν,ρσ
,

1

k2
(ηµρkνkσ + ηµσkνkρ + ηνρkµkσ + ηνσkµkρ) =

[

2P 1 + 4P̄ 0
]

µν,ρσ
,

1

k2
(ηµνkρkσ + ηρσkµkν) =

[

¯̄P
0
+ 2P̄ 0

]

µν,ρσ
,

1

k4
(kµkνkρkσ) = P̄ 0

µν,ρσ .



































































(1.8)

As identidades,

P 2
µν,ρσ = 1

2
(ηµρηνσ + ηµσηνρ)− 1

D−1
ηµνηρσ −

[

P 1 +
D − 2

D − 1
P̄ 0 − 1

D−1
¯̄P

0
]

µν,ρσ
,

P 0
µν,ρσ =

1

D − 1
ηµνηρσ −

1

D − 1

[

P̄ 0 + ¯̄P
0
]

µν,ρσ
,



















(1.9)

por sua vez, grandemente facilitam a tarefa de colocar o propagador numa forma onde os termos

proporcionais ao momentum do gráviton são omitidos, o que na prática facilita enormemente

os cálculos envolvendo correntes conservadas.

Não iremos apresentar as demonstrações de (1.8) e (1.9), uma vez que estas decorrem

diretamente das definições dos operadores P 1, ..., ¯̄P
0
.

Estamos agora prontos para obter o propagador O−1. Para tanto precisamos inverter o

operador O. Expandindo este último na base {P 1, P 2, P 0, P̄ 0, ¯̄P
0}, com auxilio das identidades
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(1.8), obtemos

O = x1P
1 + x2P

2 + x0P
0 + x̄0P̄

0 + ¯̄x0
¯̄P

0
.

Suponhamos então queO−1 = y1P
1+y2P

2+y0P
0+ȳ0P̄

0+¯̄y0
¯̄P

0
, onde y1, y2, ....¯̄y0 são parâmetros

a serem determinados. Já que OO−1 = I, obtemos de imediato o seguinte conjunto de equações

simultâneas

x1y1 = 1

x2y2 = 1

x0y0 + (D − 1)¯̄x0¯̄y0 = 1

x̄0ȳ0 + (D − 1)¯̄x0¯̄y0 = 1

¯̄x0y0 + x̄0¯̄y0 = 0

¯̄x0ȳ0 + x0¯̄y0 = 0







































































. (1.10)

Antes de prosseguir precisamos de um lema.

Lema. Se x1 6= 0, x2 6= 0 e [x0x̄0 − (D − 1)¯̄x0] 6= 0, então (1.10) tem uma única solução.

Demonstração: Reduzindo por linhas a matriz aumentada do sistema (1.10) à forma

escalonada, resulta





































x1 0 0 0 0 1

0 x2 0 0 0 1

0 0 x0 0 (D − 1)¯̄x0 1

0 0 ¯̄x0 0 x̄0 0

0 0 0 x̄0 (D − 1)¯̄x0 1

0 0 0 ¯̄x0 x0 0





































∼





































x1 0 0 0 0 1

0 x2 0 0 0 1

0 0 x0 0 (D − 1)¯̄x0 1

0 0 0 x̄0 (D − 1)¯̄x0 1

0 0 0 0
[

x0x̄0 − (D − 1)¯̄x2
0

]

−¯̄x0

0 0 0 0 0 0





































.

2
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Segue-se que o propagador é dado por

O−1 =
1

x1

P 1 +
1

x2

P 2 +
1

x0x̄0 − (D − 1)¯̄x2
0

[

x̄0P
0 + x0P̄

0 − ¯̄x0
¯̄P

0
]

. (1.11)

Em resumo, a prescrição para o cômputo do propagador consiste nos seguintes proce-

dimentos.

1. Linearizar a Lagrangiana original usando (1.4).

2. Adicionar ao resultado anterior uma Lagrangiana conveniente de fixação de gauge. Ob-

viamente, só fazemos isto no caso de teorias invariantes de gauge.

3. Colocar a Lagrangiana resultante na forma bilinear L = 1
2
hµνOµν,ρσh

ρσ.

4. Encontrar os coeficientes x1, x2, ..., ¯̄x0, expandindo o operadorO na base {P 1, P 2, P 0, P̄ 0, ¯̄P
0}

com a ajuda das identidades (1.8).

5. Inserir estes coeficientes em (1.11).

B. O Propagador para a gravitação quadrática em D dimensões em

um gauge não convencional

Determinemos então o propagador de Feynman usando a prescrição desenvolvida na

Subseção A. É claro que a linearização de (1.6) leva a (1.5). Portanto, Lg ≡ L1
lin.. A Lagrangiana

(1.5) é invariante por uma transformação infinitesimal de coordenadas xµ → xµ+ κξµ(x), onde

ξµ(x) é um campo vetorial infinitesimal. Ela deve ser infinitesimal para evitar inconsistência

com (1.4). Sob esta transformação obtemos usando (1.4)

hµν(x)→ hµν(x)− ξµ,ν − ξν,µ . (1.12)

A presença da simetria de gauge local (1.12) exige à adição de um termo de fixação de gauge, Lfg,

na Lagrangiana (1.5). É uma prática comum escolher as funções de gauge como uma combinação
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linear de Aµ e φ,µ. Entretanto, examinando (1.5), vemos claramente a presença não só desta

combinação linear, mas também de seu rotacional (Fµν) e de sua divergência (Aµ
,µ−2φ). Assim

sendo, escolhemos a seguinte Lagrangiana de fixação de gauge não convencional

Lfg = λ1 (Aν − λφ,ν)
2 +

b

4

[

λ2

(

Aµ
,µ − λ2φ

)2
+ λ3F

2
µν

]

,

onde λ, λ1, λ2 e λ3 são parâmetros de gauge convenientes. Colocando a Lagrangiana, L = Lg +

Lgf , na forma bilinear L = 1
2
hµνOµν,ρσh

ρσ e expandindo o operador O na base {P 1, P 2, ..., ¯̄P
0}

com o aux́ılio das identidades (1.8), obtemos

O = x1P
1 + x2P

2 + x0P
0 + x̄0P̄

0 + ¯̄x0
¯̄P

0
,

onde

x1 ≡ b

2

(

λ3k
4 +

2λ1k
2

b

)

,

x2 ≡ b

2

(

k4 +
2k2

b

)

,

x0 ≡ b

2

[

Dk4 − 2(D − 2)k2

b
+ 4(D − 1)k4c+ (D − 1)k4λ2λ

2 +
4(D − 1)k2λ1λ

2

b

]

,

x̄0 ≡ b

2

(

k4λ2 − 2k4λλ2 +
4k2λ1

b
− 8k2λλ1

b
+ k4λ2λ

2 +
4k2λ1λ

2

b

)

,

¯̄x0 ≡ b

2

(

4k2λ1λ
2

b
+ k4λ2λ

2 − k4λλ2 −
4k2λλ1

b

)

.

O propagador, no espaço dos momentos, é dado por (1.11). A partir deste resultado

podemos encontrar o propagador numa série de gauges interessantes, escolhendo apropriada-

mente os parâmetros λ, λ1, λ2 e λ3. Listamos abaixo os mais importantes gauges covariantes

que resultam destas escolhas.

1. gauge de Julve-Tonin (λ = 0 )[39]

Lfg = λ1A
2
ν +

b

4

[

λ2

(

Aµ
,µ

)2
+ λ3F

2
µν

]

.
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Propagador:

O−1 =
m2

1

k2 (m2
1λ1 − λ3k2)

P 1 +
m2

1

k2 (m2
1 − k2)

P 2

+
m̃2

0

2k2
[

k2 − (D−2)
2

m̃2
0

]P 0 +
m2

1

(2m2
1λ1 − λ2k2) k2

P̄ 0 , (1.13)

onde

m̃2
0 ≡

2
Dβκ2

4
+ (D − 1)κ2α

, m2
1 ≡ −

4

βκ2
.

A ausência de táquions no campo dinâmico exige β < 0 e (D− 1)α+ βD
4
> 0. Note que

a escolha λ = 0 fornece um propagador que contém somente os operadores de projeção

de spin, ou seja, P 1, P 2, P 0, P̄ 0, e ela também nos dá um propagador onde todas as

partes comportam-se como k−4.

2. gauge de de Donder (λ2 = λ3 = 0, λ = 1
2
)

Lgf = λ1

(

Aν −
1

2
∂νφ

)2

.

Propagador:

O−1 =
1

λ1k2
P 1 +

m2
1

k2 (m2
1 − k2)

P 2 +
m̃2

0

2k2
[

k2 − (D−2)
2

m̃2
0

]P 0

+





2

λ1k2
+

(D − 1)m̃2
0

2k2
[

k2 − (D−2)
2

m̃2
0

]



 P̄ 0 +
m̃2

0

2k2
[

k2 − (D−2)
2

m̃2
0

]

¯̄P
0

.

3. gauge de Feynman (λ2 = λ3 = 0 , λ1 = 1, λ = 1
2
)

Lgf =
(

Aν −
1

2
∂νφ

)2

.

Propagador:

O−1 =
1

k2
P 1 +

m2
1

k2(m2
1 − k2)

P 2 +
m̃2

0

2k2
[

k2 − (D−2)
2

m̃2
0

]P 0

+





2

k2
+

(D − 1)m̃2
0

2k2
[

k2 − (D−2)
2

m̃2
0

]



 P̄ 0 +
m̃2

0

2k2
[

k2 − (D−2)
2

m̃2
0

]

¯̄P
0

.
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1.3 Um estudo sistemático da unitariedade em ńıvel de árvore[19]

Apresentamos agora um método para analisar a unitariedade em ńıvel de árvore das

teorias de gravitação de ordem superior em D dimensões.

Ghosts e táquions estão ausentes de uma dada teoria gravitacional de ordem mais alta

quando o propagador da mesma tem somente pólos de primeira ordem em k2 −M2 = 0 com

massas reaisM (ausência de táquions) e com reśıduos positivos (ausência de ghosts)[33, 40, 41].

Assim sendo, testamos a unitariedade em ńıvel de árvore da teoria de gravitação quadrática

em D dimensões (i) acoplando o seu propagador com correntes externas conservadas, T µν ,

compat́ıveis com as simetrias da teoria e (ii) examinando os pólos da amplitude corrente-corrente

resultante. A amplitude de transição, no espaço dos momentos, toma então a forma

A = g2T µνO−1
µν,ρσT

ρσ , (1.14)

onde g é a constante de acoplamento efetiva da teoria. Note que os projetores de spin P 2 e

P 0 serão os únicos a darem uma contribuição não nula à amplitude corrente-corrente, já que

kµT
µν = 0.

Em seguida é preciso expandir as fontes em uma base conveniente. O conjunto de

vetores independentes no espaço dos momentos,

kµ ≡
(

k0 , k
)

, k̃µ ≡
(

k0 , −k
)

, εµi ≡ (0 , ~εi) , i = 1, ..., D − 2 ,

onde ~ε1, ...,~εD−2 são vetores unitários mutuamente ortogonais e que são também ortogonais a

k, servem a esse propósito. Assim, o tensor de corrente simétrico T µν(k) pode ser escrito como

T µν = akµkν + bk̃µk̃ν + cijε
(µ
i ε

ν)
j + dk(µk̃ν) + eik(µε

ν)
i + f ik̃(µε

ν)
i . (1.15)

A conservação da corrente, kµT
µν = 0, fornece as seguintes relações entre os coeficientes

constantes a, b, d, ei e f i

ak2 +
(

k2
0 + k2

) d

2
= 0 , (1.16)
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b
(

k2
0 + k2

)

+ d
k2

2
= 0 , (1.17)

eik2 + f i
(

k2
0 + k2

)

= 0 . (1.18)

Se saturarmos os ı́ndices de T µν com os momentos kµ, obtemos a equação kµkνT
µν = 0,

que leva à seguinte relação de consistência entre os coeficientes a, b e d

ak4 + b
(

k2
0 + k2

)2
+ dk2

(

k2
0 + k2

)

= 0 . (1.19)

Calculemos então o reśıduo de A em cada pólo do propagador a fim de verificar se seu

sinal é positivo.

Proposição 3. A teoria de gravitação de ordem superior é não unitária em ńıvel de árvore se

D > 2. Se m̃2
0 > 0 [Dβ/4 + (D − 1)α > 0] e m2

1 > 0 (−β > 0), a teoria é não taquiônica e

tem um modo normal sem massa correspondente à uma part́ıcula de massa zero e spin 2, um

modo massivo correspondente a um ghost de massa m1 e spin 2 e um modo normal massivo

correspondente à uma part́ıcula de massa
√

(D − 2)/2 m0 e spin 0. A excitação sem massa não

é um grau dinâmico de liberdade em D = 3.

Demonstração: De (1.14) e (1.13) obtemos prontamente

A = g2T µν

{

m2
1

k2(m2
1 − k2)

P 2 +
m̃2

0

2k2 [k2 − (D − 2)m̃2
0/2]

P 0

}

T ρσ

= g2

{

TµνT
µν − T 2/(D − 2)

k2
− TµνT

µν − T 2/(D − 1)

k2 −m2
1

+
T 2

(D − 1)(D − 2) [k2 − (D − 2)m̃2
0/2]

}

, (1.20)

onde T = ηµνT
µν . Portanto, temos 2 pólos no setor de spin 2, ou seja, k2 = 0 e k2 = m2

1, e

um pólo no setor de spin 0, ou seja, k2 = (D− 2)m̃2
0/2. Determinemos então o sinal do reśıduo

em cada um destes pólos. Vamos supor que a gravitação quadrática em D dimensões é não

taquiônica, o que implica em m̃2
0 > 0 e m2

1 > 0.

• Pólo k2 = 0. De (1.16)−(1.18) e (1.20), obtemos que o reśıduo de A no pólo k2 = 0 é

ResA
∣

∣

∣

∣

k2=0
= g2





(

cij
)2 − (cii)

2

D − 2





k2=0

.
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Concluimos então que a excitação sem massa não é um grau dinâmico de liberdade em três

dimensões. Para D > 3 o resultado acima nos mostra que ResA
∣

∣

∣

k2=0
> 0.

• Pólo k2 = (D − 2)m̃2
0/2 . Neste caso

ResA
∣

∣

∣

∣

k2=(D−2)m̃2
0/2

=

[

g2T 2

(D − 1)(D − 2)

]

k2=(D−2)m̃2
0/2

,

implicando em que o reśıduo da amplitude corrente-corrente no pólo k2 = (D−2)m̃2
0/2 é sempre

positivo para D > 2. A part́ıcula massiva escalar é portanto uma part́ıcula f́ısica.

• Pólo k2 = m2
1. O reśıduo da amplitude de transição no pólo k2 = m2

1 é dado por

ResA
∣

∣

∣

∣

k2=m2
1

= −g2
{

ab
(

k2
0 + k2

)2
+ b2k4 + bdk2

(

k2
0 + k2

)

+
(

cij
)2

− 1

2

(

k2
0 + k2

)

eif i − k2

2

(

f i
)2

− 1

D − 1

[

ak2 + bk2 − cii + d(k2
0 + k2)

]2
}

k2=m2
1

,

= −g2

{

[

(a− b)k2
]2

+
(

cij
)2

+
k2

2

[

(ei)2 − (f i)2
]

− 1

D − 1

[

(b− a)k2 − cii
]2
}

k2=m2
1

,

onde usamos (1.16)−(1.19). Esta expressão pode ser escrita como

ResA
∣

∣

∣

∣

k2=m2
1

= −g2

{

D − 2

D − 1

[

(a− b)k2
]2

+

[

(cij)2 − (cii)2

D − 1

]

+
k2

2

[

(ei)2 − (f i)2
]

− 2

D − 1
(a− b)k2cii

}

k2=m2
1

.

Supondo agora que T ≥ 0, obtemos cii ≤ 0, o que implica em ResA
∣

∣

∣

k2=m2
1

< 0 para D > 2.

Temos então um ghost massivo de spin 2 (não taquiônico) no propagador da teoria de gravitação

quadrática. Consequentemente a teoria de gravitação de ordem superior em D dimensões é não

unitária em ńıvel de árvore. 2

Corolário 1. A teoria de gravitação R + R2 em D dimensões é unitária em ńıvel de árvore

para D > 2. Em três dimensões a excitação sem massa não é um grau dinâmico de liberdade.
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1.4 Potencial efetivo não relativ́ıstico[18, 19]

Em prinćıpio qualquer teoria de gravitação deveria concordar com a teoria de Newton

no caso limite de movimento em baixa velocidade em um campo gravitacional fraco. Assim

sendo, é importante saber se a teoria de gravitação quadrática linearizada em D dimensões leva

no limite não relativ́ıstico à lei de Newton. Calculemos, com esse objetivo, o potencial não

relativ́ıstico efetivo para a interação de dois bósons massivos de spin zero via a troca de um

gráviton. A expressão para o potencial é

U(r) =
1

4m2

1

(2π)D−1

∫

dD−1k MN.R. e
−ik·r , (1.21)

onde MN.R. é o limite não relativ́ıstico da amplitude invariante de Feynman para o processo

S + S → S + S, onde S representa um bóson de spin 0 e massa m. O diagrama de Feynman

correspondente é mostrado na Fig.1.
S

S

S

S

p′

p

q′

q

k

FIG. 1 . Contribuiçao tipo troca de um gráviton para o espalhamento
de dois bósons massivos e idênticos de spin 0. S denota uma part́ıcula escalar de massa m.

A Lagrangiana para a interação da gravitação com um campo escalar livre e massivo φ̃, é

Lint = −
κhµν

2

[

∂µφ̃ ∂νφ̃−
1

2
ηµν

(

∂αφ̃ ∂
αφ̃−m2φ̃2

)

]

.
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Da expressão precedente, facilmente deduzimos a regra de Feynman para o vértice elementar

(vide a Fig. 2). A amplitude invariante para o processo mostrado na Fig. 1 é

M =
m2

1

k2(m2
1 − k2)

k2

2

{

(p.q)(p′.q′) + (p.q′)(p′.q) + (p.p′)(m2 − q.q′) + (q.q′)(m2 − p.p′)

+
D

2
(m2 − p.p′)(m2 − q.q′)− 1

2(D − 1)

[

Dm2 − (D − 2)p.p′
] [

Dm2 − (D − 2)q.q′
]

}

+
m̃2

0

k2
(

k2 − D−2
2
m̃2

0

)

k2

8(D − 1)

[

Dm2 − (D − 2)p.p′
] [

Dm2 − (D − 2)q.q′
]

.

No limite não relativ́ıstico esta expressão se reduz a

MN.R. = −
D − 2

D − 1

κ2m4m2
1

k2 (k2 +m2
1)

+
κ2m4m̃2

0

2(D − 1)k2
(

k2 + D−2
2
m̃2

0

) . (1.22)

p′p

Vµν (p, p
′) = 1

2
κ
[

pµp
′
ν + pνp

′
µ − ηµν (p.p

′ +m2)
]

µν

FIG. 2 . A regra de Feynman relevante para a interação bóson-bóson.

Substituindo (1.22) em (1.21), obtemos

U(r) = I1 + I2 ,

onde

I1 ≡ − κ2m2m2
1

4(2π)D−1

D − 2

D − 1

∫ ∞

0

∫ π

0
...
∫ π

0

∫ π

0

∫ 2π

0

[

e−ik.r

k2(k2 +m2
1)
|k|D−2 d|k|
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senD−3θD−2dθD−2...sen
2θ3 dθ3 senθ2 dθ2 dθ1

]

, (1.23)

I2 ≡ κ2m2m̃2
0

8(2π)D−1

1

D − 1

∫ ∞

0

∫ π

0
...
∫ π

0

∫ π

0

∫ 2π

0





e−ik.r

k2
(

k2 + D−2
2
m̃2

0

) |k|D−2 d|k|

senD−3θD−2 dθD−2...sen
2θ3 dθ3 senθ2 dθ2 dθ1

]

. (1.24)

Portanto, o problema do cálculo do potencial efetivo não relativ́ıstico foi reduzido a

quadraturas. Vamos ilustrar a eficácia do método através de um exemplo: o cálculo do potencial

efetivo não relativ́ıstico para a teoria de gravitação quadrática quadridimensional.

Neste caso o potencial efetivo é calculado como se segue:

U(r) =
κ2m2

6(2π)2

∫ ∞

0

(∫ π

0
e−i|k|r cos θsenθ dθ

)

[

−3

4

1

k2
+

1

k2 +m2
1

− 1

4(k2 + m̃2
0)

]

k2 d|k|

=
κ2m2

6(2π)2
1

r
Im

[

∫ +∞

−∞
eix
(

− 3

4x
+

x

x2 +m2
1r

2
− 1

4

x

x2 + m̃2
0r

2

)

dx

]

. (1.25)

A condição para a existência de integrais do tipo
∫ +∞

−∞

x senx

x2 + a2
(a 6= 0) é a > 0. Neste caso

elas podem ser facilmente calculadas pelo método dos reśıduos. Assim, supondo que 3α+β > 0

e −β > 0, o que corresponde a ausência de táquions no campo dinâmico da teoria, obtemos

prontamente de (1.25)

U(r) = Gm2
[

−1

r
+

4

3
e−m1r − 1

3
e−m̃0r

]

.

Logo, o potencial efetivo para a gravitação de ordem superior é dado pela expressão[21, 25]

V (r) = Gm

[

−1

r
+

4

3

e−m1r

r
− 1

3

e−m̃0r

r

]

, (1.26)

que concorda assintóticamente com a lei de Newton. Na origem o potencial tende ao valor finito

Gm
(

m̃0 − 4m1

3

)

.

1.5 Comentários

Uma de nossas motivações para estudar as teorias quadráticas de gravitação em D

dimensões era responder as quatro indagações apresentadas na Introdução, que foram transcritas
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no ińıcio deste Caṕıtulo. Podemos agora responder em parte a estas questões:

(i) a menor dimensão em que as teorias gravitacionais quadráticas têm sentido é D = 2;

(ii) estas teorias não são unitárias em ńıvel de árvore se D > 2;

(iii) a excitação sem massa só não é um grau dinâmico de liberdade em D = 3;

(iv) quando D = 4 a teoria de gravitação quadrática concorda assintoticamente com a lei de

Newton.

Comentemos, de passagem, os resultados (ii) e (iv).

• resultado (ii):

Mostramos que a teoria quadrática é não unitária se D > 2. (O termo quadrático no tensor

de Ricci, − o calcanhar de Aquiles da teoria −, é responssável pela presença de uma part́ıcula

massiva de spin 2 com reśıduo negativo, ou seja, um ghost, no propagador nú). No entanto, esta

pode ser uma conclusão um tanto quanto apressada. De fato, como Antoniadis e Tomboulis[35]

demonstraram, esta excitação é instável em quatro dimensões. Talvez ela também seja instável

em qualquer dimensão. Portanto, a teoria quadrática de gravitação em D dimensões é provavel-

mente uma teoria viável.

• resultado (iv):

Conforme demonstramos, o cálculo do potencial efetivo não relativ́ıstico para a gravitação

quadrática em D dimensões reduz-se a quadraturas. Mostrou-se que quando D = 4, este

potencial concorda assintoticamente com o potencial Newtoniano. No próximo Caṕıtulo vamos

mostrar que em D = 3, a usual correspondência existente entre o potencial não relativ́ıstico e

o potencial Newtoniano é quebrada. Podemos concluir então que as teorias quadráticas em D

dimensões não se reduzem obrigatoriamente à teoria de Newton no limite não relativ́ıstico.



Caṕıtulo 2

Gravitação Quadrática em (2 + 1)D

Como é bem conhecido, a teoria da relatividade geral tridimensional não possui nenhum

grau dinâmico de liberdade. Em outras palavras, o único modo presente na teoria, ou seja, o

modo não massivo de spin 2, não se propaga. Para remediar tal situação vamos acrescentar à

ação de Einstein-Hilbert os termos com derivadas quárticas
∫

R2
µν

√
g d3x e

∫

R2 √g d3x.

Denominaremos esta classe de modelos efetivos com massas múltiplas de gravitação quadrática

tridimensional. Ao longo deste Caṕıtulo iremos analisar as modificações que estes termos com

derivadas quárticas provocarão na teoria de Einstein em três dimensões.

Na Seção 2.1 estudaremos a teoria de gravitação quadrática tridimensional na apro-

ximação linear. Na Seção 2.2 calcularemos o potencial efetivo não relativ́ıstico. Analisaremos

também se a teoria é causal em ńıvel de árvore. Na Seção 2.3 apresentaremos uma versão

tridimensional do gauge de Teyssandier. Este gauge, ao contrário do gauge de de Donder, facilita

enormemente o trabalho de achar a solução geral da versão linearizada da teoria quadrática.

Determinaremos na Seção 2.4 a métrica, no gauge de Teyssandier, para uma part́ıcula pontual

de massa m localizada em r = 0. De posse desta solução calcularemos na Seção 2.5 a aceleração

gravitacional de uma part́ıcula teste movendo-se em baixa velocidade num campo gravitacional

fraco e o ângulo de deflexão gravitacional.

30
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2.1 Aproximação linear[12]

A ação da teoria de gravitação quadrática em 2 + 1 dimensões é

S =
∫

d3x
√
g

[

2R

κ2
+
α

2
R2 +

β

2
R2
µν − LM

]

,

onde LM é a densidade de Lagrangiana da matéria e α e β são constantes com dimensão L e

κ2 ∼ L−1 não está necessariamente relacionada à constante de Einstein em D = 4. Variando a

ação S com relação à métrica gµν (vide Apêndice A) obtemos a seguinte equação de campo

2

κ2
Gµν +

α

2

[

−1

2
gµνR

2 + 2RRµν + 2∇µ∇νR−2gµν2R
]

+
β

2

[

−1

2
gµνR

2
ρσ +∇µ∇νR + 2RµρλνR

ρλ − 1

2
gµν2R−2Rµν

]

+
1

2
Tµν = 0 . (2.1)

Para obtermos a aproximação linear, ou seja, a equação linear nas componentes do

tensor métrico gµν , primeiramente descartamos os termos quadráticos em Rµν e R, bem como

os termos 2RRµν e 2RµρλνR
ρλ em (2.1). Como consequência, (2.1) se torna

2

κ2

(

Rµν −
1

2
gµνR

)

+
α

2
(2∇µ∇νR− 2gµν2R) +

β

2

(

∇µ∇νR−
1

2
gµν2R−2Rµν

)

+
1

2
Tµν = 0 .

A partir deste ponto procedemos exatamente como na teoria de Einstein. Escrevemos

gµν = ηµν + κhµν , (2.2)

onde as componentes não nulas da métrica de Minkowski ηµν são tomadas como η00 = 1,

ηii = −1, i = 1, 2, e substitúımos (2.2) na equação acima. Assim procedendo, obtemos
(

2

κ2
− β

2
2

)(

R̄µν − ηµν
R̄

2

)

−
(

α +
β

2

)

(

ηµν2R̄− R̄,µν

)

= − 1

2κ
Tµν . (2.3)

Aqui

R̄µν ≡ 1

2
2hµν −

1

2

(

γ ρ
µρ, ν + γ ρ

νρ, µ

)

, (2.4)

R̄ ≡ 1

2
2h− γµν,µν (2.5)

2 ≡ ηµν∂µ∂ν , (2.6)
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onde γµν = hµν −
1

2
ηµνh. Os ı́ndices são levantados (abaixados) usando-se ηµν(ηµν). Note,

entretanto, que R̄ ,ν
µν =

1

2
R̄,µ, o que nos permite concluir que

[ (

2

κ2
− β

2
2

)(

R̄µν − ηµν
R̄

2

)

−
(

α +
β

2

)

(

ηµν2R̄− R̄,µν

)

],ν

≡ 0 .

Portanto as equações linearizadas (2.3) implicam em

T ,ν
µν = 0 . (2.7)

As equações (2.3) são as leis de conservação de energia-momentum da teoria da relatividade

especial e implicam nas equações de movimento da relatividade restrita (as quais não contêm

quaisquer interações gravitacionais).

2.2 Causalidade e potencial efetivo não relativ́ıstico[13]

No gauge de Julve-Tonin o propagador para a gravitação quadrática em (2 + 1)D pode

ser escrito, como (vide Seção 1.2)

O−1 =
m2

1

k2 (m2
1λ1 − λ3k2)

P 1 +
m2

1

k2 (m2
1 − k2)

P 2

+
m2

0

k2
(

k2 −m2
0

)P 0 +
m2

1

k2 (2m2
1λ1 − λ2k2)

P̄ 0 , (2.8)

onde P 1, P 2, P 0 e P̄ 0 são os operadores de projeção de spin usuais de Barnes-Rivers e λ1, λ2 e

λ3 são parâmetros de gauge. Aqui

m2
0 ≡

1

κ2
[

3
4
β + 2α

] , m2
1 ≡ −

4

βκ2
.

Note que todos os termos do propagador acima comportam-se como k−4. A ausência

de táquions exige β < 0 e
(

3

4
β + 2α

)

> 0. Portanto, a gravitação quadrática tridimensional
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é causal em ńıvel de árvore quando m2
0 e m2

1 são positivos, o que admitiremos ser verdade a

partir daqui.

Isto posto, vamos calcular o potencial efetivo não relativ́ıstico. Fazendo D = 3 nas

expressões (1.23) e (1.24) obtemos

U(r) =
κ2m2

8(2π)2

∫ ∞

0

(∫ 2π

0
e−i|k|r cosθ dθ

)





1

k2 +m2
1

− 1

k2 +
m2

0

2



 |k| d |k|

=
κ2m2

16π

∫ ∞

0





1

k2 +m2
1

− 1

k2 +
m2

0

2



 J0 (|k| r) |k| d |k| ,

onde J0 é a função de Bessel de primeira espécie e ordem zero. Note, no entanto, que a integral
∫ ∞

0

xJ0(ax)

x2 + b2
dx só existe quando a > 0 e Re b > 0 [42]. Consequentemente, suporemos que

m2
0 > 0

(

3
4
β + 2α > 0

)

e m2
1 > 0 (−β > 0), o que nada mais é que a condição para ausência

de táquions (tanto com energias positivas, quanto negativas) no campo dinâmico da teoria.

Integrando, obtemos

U(r) = 2Ḡm2
[

κ0(m1r)− κ0

(

m0r/
√
2
)]

,

onde κ0 é a função de Bessel modificada de ordem zero e Ḡ ≡ κ2

32π
.

O potencial é dado então por

V (r) = 2Ḡm
[

κ0(m1r)− κ0(m0r/
√
2)
]

. (2.9)

Note que V (r) comporta-se como 2Ḡm ln
m0

m1

√
2
na origem e como

2Ḡm

[√

π

2m1r
e−m1r −

√

π

m0r
√
2
e−m0r/

√
2

]

assintoticamente[43].

Dois comentários se fazem apropriados aqui:

i) diferentemente do potencial Newtoniano, VN = 2Ḡm ln
r0
r
, que tem uma singularidade

logaŕıtmica na origem e não é limitado no infinito, o potencial referente à gravitação

quadrática tridimensional é extremamente bem comportado: ele é finito na origem e

zero no infinito;
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ii) V (r) → 0 quando m0 e m1 → ∞, confirmando assim o resultado bem conhecido que a

correspondência padrão entre a teoria de Einstein tridimensional e a teoria de Newton

é violada[1, 2].

2.3 Solução geral da equação de campo linearizada no gauge de

Teyssandier[12]

Como é bem conhecido, se utilizarmos as assim chamadas condições de coordenadas

harmônicas, as equações linearizadas de Einstein se simplificam enormemente. Isto não é ver-

dade, entretanto, no caso das equações linearizadas da gravitação quadrática. Felizmente,

Teyssandier[44] descobriu um gauge que, na aproximação de campo fraco, facilita bastante o

estudo da gravitação de ordem superior. Apresentamos em seguida a versão tridimensional

deste gauge.

Tomando o traço de (2.3) obtemos

−
(

α +
β

2

)

2R̄ = − T

4κ
+

1

4

(

2

κ2
− β

2
2

)

R̄ . (2.10)

Substituindo (2.10) em (2.3), podemos escrever
(

2

κ2
− β

2
2

)

R̄µν −
1

4

(

2

κ2
− β

2
2

)

ηµνR +

(

α +
β

2

)

R,µν =
Tηµν
4κ

− Tµν
2κ

.

Levando em conta (2.4), obtemos a seguinte expressão para as equações de campo linearizadas:
(

1− βκ2

4
2

)

[

−1

2
2hµν +

1

4
ηµνR̄

]

+
1

2
(Γµ,ν + Γν,µ) =

κ

4

(

Tµν −
Tηµν
2

)

, (2.11)

onde

Γµ ≡
(

1− βκ22

4

)

γ ,ρ
µρ − κ2

2

(

α +
β

2

)

R̄,µ . (2.12)

É interessante notar que quando α = β = 0, (2.11) e (2.10) podem ser reescritas,

respectivamente, como

2γµν − γ ,λ
µλ ν − γ ,λ

νλ µ + γλρ,λρηµν =
κTµν
2

− R̄

2
ηµν +

κTηµν
4

, (2.13)

κT

4
=

R̄

2
. (2.14)
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Assim, na ausência de termos de ordem superior, as equações de campo (2.11) reduzem-

se as equações de campo da teoria de Einstein, ou seja,

2γµν − γ ,λ
µν λ − γ ,λ

νλ µ + γλρ,λρηµν = −
κ

2
Tµν .

O gauge de Teyssandier é definido pela condiçao subsidiária Γµ = 0 sobre os potenci-

ais. Vamos mostrar então que esta condição pode ser implementada supondo inicialmente que

Γ 6= 0. Obviamente, a equação de campo linearizada (2.11) é invariante sob a transformação

infinitesimal de coordenadas xµ → x̄µ = xµ + κ∧µ, onde ∧µ(x) é um campo vetorial infinites-

imal. Ela deve ser infinitesimal para evitar inconsistência com (2.2). Sob essa transformação,

temos, de (2.2), Γµ(x)→ Γ̄µ(x) = Γµ(x)−
(

1− βκ2

4
2

)

2∧µ. A condição para que Γ̄µ se anule

pode agora ser implementada exigindo-se que Γµ =

(

1− βκ2

4
2

)

2∧µ . Assim, o problema de

se obter a solução das equações de campo no contexto da gravitação quadrática tridimensional

é completamente equivalente àquele de se resolver o seguinte sistema de equações
(

1− βκ2

4
2

)

[

−1

2
2hµν +

1

4
ηµνR̄

]

+
1

2
(Γµ,ν + Γν,µ) =

κ

4

(

Tµν −
ηµνT

2

)

, (2.15)

0 = Γµ ≡
(

1− βκ2

4
2

)

γ ,λ
µλ −

(

α +
β

2

)

κ2

2
R,µ . (2.16)

Seguindo passo a passo as instruções de Teyssandier dadas na Ref. [44], concluimos que

a solução geral das equações de campo para a gravitação quadrática tridimensional no gauge

de Teyssandier, ou seja, a solução do sistema de equações precedente, é dada por

hµν = h(E)
µν + ψµν − Φηµν ,

onde h(E)
µν , ψµν e Φ satisfazem as seguintes equações:

2h(E)
µν =

κ

2
[Tηµν − Tµν ] , γ(E) ,ν

µν = 0 , γ(E)
µν = h(E)

µν −
1

2
ηµνh

(E) ;

(

2 +m2
1

)

ψµν =
κ

2

[

Tµν −
ηµνT

2

]

, ψ ,µν
µν −2ψ = 0 ;

(

2 +
m2

0

2

)

Φ =
κT

4
.

Três comentários são apropriados aqui:
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i) o gauge de Teyssandier envolve derivadas terceiras dos potenciais, enquanto que o gauge de

de Donder envolve apenas derivadas primeiras dos mesmos potenciais;

ii) m0 e m1 podem ser reais ou imaginários, dependendo dos sinais de 2α +
3

4
β e β;

iii) a consistência do gauge de Teyssandier pode ser verificada facilmente mostrando-se que a

solução geral das equações de campo linearizadas para a gravitação quadrática tridi-

mensional satisfaz à condição subsidiária Γµ = 0.

2.4 A métrica para uma fonte pontual, isolada e estática[12]

Vamos agora determinar a métrica para uma part́ıcula pontual de massa m localizada

em r = 0. Neste caso o tensor de energia-momento tem a forma

Tµν = m ηµ0 ην0 δ
2(r) .

Para obter hµν precisamo de h(E)
µν , ψµν e Φ. Calculemos então estas quantidades .

• Obtenção de h(E)
µν

É trivial mostrar que as componentes não nulas de h(E)
µν são somente h

(E)
ii , i = 1, 2.

Estas satisfazem as equações

∇2h
(E)
ii =

κm

2
δ2(r) , i = 1, 2 . (2.17)

Para resolver estas equações utilizaremos o método da transformada de Fourier. Primeiro

definimos h̃
(E)
ii (k) como se segue:

hii(r) =
1

2π

∫

d2k e−ik·r h̃
(E)
ii (k) , (2.18)

h̃
(E)
ii (k) =

1

2π

∫

d2k eik·r h
(E)
ii (r) , (2.19)
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onde d2k e d2r representam elementos de volume no k-espaço bidimensional e no espaço

de coordenadas bidimensional, respectivamente. Substituindo (2.18) em (2.17) e levando

em conta que

δ2(r) =
1

(2π)2

∫

d2k e−ik·r ,

obtemos prontamente

h̃
(E)
ii (k) = −κm

4π

1

k2
.

Mas,

h
(E)
ii (r) = −κm

8π2

∫

d2k eik·r
1

k2
.

Para evitar a presença de uma divergência infravermelha na integral acima, introduzi-

mos na mesma um parâmetro extra a de modo que
1

k2
→ 1

k2 + a2
. O limite a → 0 é

então tomado no final do cálculo. Como resultado, obtemos

h
(E)
ii (r) = lim

a→0

[

−κm
8π2

∫

d2k
e−ik·r

k2 + a2

]

= lim
a→0

[

−κm
4π

∫ ∞

0

J0 (|k| r) |k| d |k|
k2 + a2

]

= lim
a→0

[

−κm
4π

κ0(ar)
]

=
κm

4π
ln r ,

onde, para simplificar, omitimos uma constante aditiva . Esta solução satisfaz à condição

subsidiária γ(E) ,ν
µν = 0.

• Obtenção de ψµν

Neste caso vemos facilmente que as componentes não nulas de ψµν são ψ00 = ψ11 = ψ22.

Elas obedecem à equação

(

m2
1 −∇2

)

ψ =
κm

4
δ2(r) , ψ ≡ ψ00 = ψ11 = ψ22 ,
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cuja solução é dada por

ψ00 = ψ11 = ψ22 =
κm

8π
κ0 (m1 |k|) .

• Obtenção de Φ

A equação que deve ser resolvida agora é
(

m2
0

2
−∇2

)

Φ =
κm

4
δ3(r) .

O resultado é

Φ =
κm

8π
κ0

(

m0√
2
|k|

)

.

Note que hav́ıamos suposto que m2
0 e m2

1 são reais de modo a evitar a presença de

part́ıculas taquiônicas no campo dinâmico da teoria. Neste caso a teoria possui um potencial

efetivo bem comportado (vide a Seção 2.2).

A solução geral das equações de campo da gravitação quadrática em três dimensões no

gauge de Teyssandier é então dada por

h00 =
κm

8π

[

κ0 (m1 |k|)− κ0

(

m0√
2
|k|

)]

, (2.20)

h11 = h22 =
κm

8π

[

2 ln r + κ0 (m1 |k|) + κ0

(

m0√
2
|k|

)]

. (2.21)

Note que κh00 = 2V [vide (2.9)].

A solução acima tende a h00 = 0, h11 = h22 =
κm

4π
ln r, quando m1 e m2 →∞, que nada

mais é que a solução das equações de campo linearizadas da teoria de Einstein tridimensional,

no gauge de de Donder, gerada por uma fonte estática pontual[11]. É claro que (2.20) e (2.21)

satisfazem à condição subsidiária Γµ = 0.

A métrica que acabamos de obter grandemente se assemelha, mutatis mutantis, com a

métrica da corda cósmica no gauge U(1) no contexto da gravitação quadrática linearizada obtida

por Linet e Teyssandier[45]. Esta última, tal como nossa métrica, envolve uma combinação

linear de K0’s bem como uma combinação linear de K0’s e ln.
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2.5 Efeitos gravitacionais em (2 + 1)D[13]

Analisemos, pois, os efeitos gravitacionais devidos à métrica obtida na seção precedente.

Vamos nos restringir ao estudo dos seguintes pontos:

(i) força gravitacional exercida sobre uma part́ıcula teste movendo-se em baixa velocidade num

campo gravitacional fraco;

(ii) desvio tridimensional da luz.

A. Aceleração gravitacional

Como é bem conhecido, na aproximação de campo fraco, a aceleração gravitacional

γk = dvk/dt de uma part́ıcula teste movendo-se em baixa velocidade neste campo gravitacional

é dada por

γk = −κ
[

hk0,0 −
1

2
h ,k

00

]

. (2.22)

Como o nosso campo é independente do tempo, esta equação se reduz a

γk = − κ

2
h00,k . (2.23)

Inserindo (2.20) em (2.23), obtemos

γk = −Ḡmxk

r
[m0K1(m0r)−m1K1(m1r)] , (2.24)

onde Ḡ2 ≡ κ2

32π
.

Note que xK1(x) é uma função positiva monotonicamente decrescente no intervalo 0 ≤
x <∞, já que d[xK1(x)]/dx = −xK0(x) e K0(x) > 0. Assim, a força gravitacional relacionada

à equação anterior é sempre atrativa se m0 < m1, é repulsiva se m0 > m1 e se anula se m0 = m1

(β+2α = 0). Observe que esta força não existe no contexto da relatividade geral em (2 + 1)D.

Esse é um resultado peculiar da gravitação quadrática em (2 + 1)D.
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B. Desvio da luz

Consideremos inicialmente um raio luminoso no plano x− y vindo do infinito, com um

parâmetro de impacto b. A fonte do campo gravitacional é uma part́ıcula pontual de massa m

localizada em r = 0. Se os raios de luz seguem geodésicas nulas, a correspondente equação de

movimento é dada por

uβuα;β = 0 ,

onde uν = dxν/dλ é o vetor tangente e λ um parâmetro afim. A equação precedente pode ser

escrita mais convenientemente como

uβuα,β =
1

2
gµν,αu

µuν . (2.25)

Vamos agora supor que na ausência do campo gravitacional o raio de luz seguiria a

trajetória dada por

x0 = aλ , x1 = aλ , x2 = b , (2.26)

onde a é uma constante. Na aproximação de campo fraco (2.25) se reduz, ao longo da trajetória

(2.26), a

d

dλ
(δuα) =

κ

2
hµν,αu

(0)µu(0)ν ,

onde

uα = ηαγu
(0)γ + δuα ,

u(0)γ = (a, a, 0, 0) é o vetor tangente ao longo da curva definida por (2.26) e δuα é um termo

linear em κ.

Consequentemente o ângulo de deflexão é dado por

θ =
1

a
[δu2(∞)− δu2(−∞)]

=
κa

2

∫ ∞

−∞

d

dr
[h00 + h11]

b dλ√
b2 + λ2a2

=
mκ2ab

4π

∫ ∞

0

[

1

b2 + λ2a
− m1K1(m1

√
b2 + λ2a2)√

b2 + λ2a2

]

dλ .
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Mas[42],

∫ ∞

0
Kν

(

α
√

x2 + y2

)

x2µ+1

√

(x2 + z2)2
dx

=
2µΓ(µ+ 1)

αµ+1zν−µ−1
Kν−µ−1(αz) (α > 0, Reµ > −1),

K±1/2(z) =

√

π

2z
e−z , Γ(1/2) =

√
π .

Logo

θ = 4πmḠ
[

1− e−m1/b
]

.

Note que o inofensivo modo escalar massivo não contribui em nada para a deflexão da

luz. Para explicar este fato, analisemos nossa métrica quando m1 → ∞. Neste caso ela pode

ser reescrita como

hµν = h(E)
µν + f(r)ηµν ,

onde

f(r) ≡ −κm
8π

K0(mr) .

Consequentemente

gµν =
[

h(E)
µν + f(r)ηµν

]

κ+ ηµν

= g(E)
µν + κf(r)ηµν

= (1 + κf) g(E)
µν ,

onde o produto de h(E)
µν com f foi desprezado. Podemos então enunciar o seguinte resultado:

Se 1 + κf > 0, a teoria de gravitação linearizada R + R2 em (2 + 1)D é conformemente

relacionada à teoria de Einstein linearizada tridimensional.

Como as teorias estão relacionadas por um mapeamento conforme, e tal mapeamento

preserva ângulos, chegamos à conclusão que o ângulo de deflexão para a gravitação linearizada
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R+R2 em (2 + 1)D é exatamente o mesmo que aquele dado pela teoria de Einstein linearizada

em (2 + 1)D. Chamamos atenção para o fato que a equivalência das teorias acima em (3 + 1)D

foi estudada classicamente por Whitt[48] e Teyssandier[44] e, em ńıvel de árvore, por Accioly

et al[30, 31]

2.6 Comentários

Listamos abaixo os principais resultados provenientes de nossa investigação sobre as

teorias quadráticas de gravitação em três dimensões:

• A teoria é causal em ńıvel de árvore se admitirmos que m2
0 e m2

1 são positivos (ausência de

táquions).

• Seu potencial não relativ́ıstico, ao contrário do potencial Newtoniano VN = 2Ḡm ln
r0
r

que

apresenta uma singularidade logaŕıtmica na origem e diverge no infinito, é extremamente

bem comportado: ele é finito na origem e zero no infinito.

• Se m0 > m1 a força gravitacional exercida sobre uma part́ıcula teste é repulsiva (“antigravi-

dade”), enquanto que se m0 = m1 esta força é nula (“blindagem gravitacional”). Note

que tais “fenômenos” não ocorrem no contexto da gravitação usual em (2 + 1)D.

• O inofensivo modo escalar massivo não fornece nenhuma contribuição para a deflexão da

luz, uma vez que as teorias linearizadas tridimensionais de Einstein e R + R2 são con-

formemente relacionadas.

• A teoria quadrática tridimensional não é dinâmicamente trivial.



Caṕıtulo 3

Gravitação Quadrática em (2 + 1)D com Termo Topológico de

Chern-Simons

Conforme vimos no Caṕıtulo anterior, a gravitação quadrática tridimensional, ao contrário

da relatividade geral em (2 + 1)D, é dinamicamente não trivial e tem um potencial não re-

lativ́ıstico bem comportado. Neste Caṕıtulo vamos analisar as mudanças que ocorrem quando

um termo de Chern-Simons é adicionado à esta teoria.

Teorias de gauge topologicamente massivas em espaço tempos tridimensionais tem sido

estudadas extensivamente desde a década de oitenta devido a sua estrutura dinâmica peculiar,

bem como por sua conexão com o limite em altas temperaturas de teorias quadridimensionais[46].

Em geral, os termos topológicos de massa, que estão relacionados aos invariantes de Pontryagin

quadridimensionais, afetam tanto o conteúdo dinâmico quanto o conteúdo de spin da teoria.

Por exemplo, no caso de Yang-Mills, o número de graus de liberdade não se altera pela adição de

um termo topológico massivo; no entanto, os geradores de gauge são modificados e ainda obe-

decem à mesma álgebra[47], enquanto que o conteúdo de spin muda de 0 para 1[15, 16]. A ação

de Einstein-Hilbert, por outro lado, não possui nenhum grau de liberdade em três dimensões

(vide Caṕıtulo 2), no entanto quando adicionamos um termo topológico à mesma obtemos uma

teoria, que conforme vamos mostrar na Seção 3.3, possui um único modo de propagação.

Na Seção 3.1 calcularemos o propagador de Feynman para a teoria quadrática tridi-

43
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mensional com termo topológico, utilizando um algoŕıtmo baseado na extensão dos operadores

tridimensionais de Barnes-Rivers. O cálculo do potencial efetivo não relativ́ıstico bem como

uma discussão em ńıvel de árvore sobre a causalidade da teoria serão apresentados na Seção

3.2. Na Seção 3.3 analisaremos a questão da unitariedade em ńıvel de árvore tanto da teoria

tridimensional de Einstein-Chern-Simons como da teoria quadrática tridimensional com termo

topológico.

3.1 O propagador de Feynman[17]

Seja L̄ a Lagrangiana relativa à qualquer teoria métrica de gravitação tridimensional

com (sem) derivadas de ordem superior. Vamos supor que esta teoria é invariante de gauge.

Seja LC.S. a Lagrangiana topológica de Chern-Simons. Esta última pode ser escrita como

LC.S. =
1

2µ
εµνλ

(

Rν
βµνΓ

β
νλ −

2

3
ΓαβµΓ

β
γνΓ

γ
αλ

)

=
ελµν

µ
Γρσλ

(

∂µΓ
σ
ρν +

2

3
ΓσωµΓ

ω
νρ

)

, (3.1)

onde µ é um parâmetro adimensional. Aqui ε012 = +1. Para calcular o propagador do gráviton

precisamos da parte bilinear da Lagrangiana L̄ + LC.S.. Esta é obtida decompondo a métrica

gµν como se segue

gµν = ηµν + κhµν , (3.2)

onde ηµν é a métrica de Minkowski. Seja ¯̄L a Lagrangiana obtida inserindo-se (3.2) em L̄+LC.S..
Sendo a teoria invariante de gauge, adicionamos a ¯̄L uma Lagrangiana de fixação de gauge Lg.f.

Assim, L = ¯̄L + Lg.f. pode ser reescrita como L = hµνOµν,ρσh
ρσ. Para obtermos o propa-

gador, temos agora que inverter o operador O. Este cálculo, entretanto, é bastante simplificado

se expandirmos o operador O numa base formada pelos operadores usuais de Barnes-Rivers

tridimensionais (vide Seção 1.2)

P 1
µν,ρσ =

1

2
(θµρωνσ + θµσωνρ + θνρωµσ + θνσωµρ) ,
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P 2
µν,ρσ =

1

2
(θµρθνσ + θµσθνρ − θµνθρσ) ,

P 0
µν,ρσ =

1

2
θµνθρσ , P̄ 0

µν,ρσ = ωµνωρσ , ¯̄P
0

µν,ρσ = θµνωρσ + ωµνθρσ ,

onde θµν e ωµν são os operadores de projeção transversal e longitudinal,

θµν = ηµν −
kµkν
k2

, ωµν =
kµkν
k2

,

e kµ é o momento do gráviton trocado, e pelo operador

Pµν,ρσ ≡
2∂λ

4
[εµλρθνσ + εµλσθνρ + ενλρθµσ + ενλσθµρ] , (3.3)

que tem sua origem na linearização de (3.1), ou seja,

LC.S.lin =
1

2

1

M
hµνPµν,ρσhρσ ,

onde M ≡ µ

κ2
. A tabuada de multiplicação destes operadores é mostrada na Tabela 1.

TABELA 1. Tabuada de multiplicação para os operadores tridimensionais P 1, P 2, P 0, P̄ 0, ¯̄P
0
, P .

Aqui P θω
µν,ρσ ≡ θµνωρσ, P

ωθ
µν,ρσ ≡ ωµνθρσ e O é o operador nulo.

P 1 P 2 P 0 P̄ 0 ¯̄P
0

P

P 1 P 1 O O O O O

P 2 O P 2 O O O P

P 0 O O P 0 O P θω O

P̄ 0 O O O P̄ 0 P ωθ O

¯̄P
0

O O P ωθ P θω 2(P 0 + P̄ 0) O

P O P O O O −k6P 2

A expansão do operadorO na base
{

P 1, P 2, P 0, P̄ 0, ¯̄P
0
, P
}

é trivialmente obtida usando-

se as identidades tensoriais abaixo, que são obtidas a partir da própria definicão dos operadores
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P 1, P 2, · · · , ¯̄P 0
(vide Seção 2.1)

1
2
(ηµρηνσ + ηµσηνρ) ≡ Iµν,ρσ =

[

P 1 + P 2 + P 0 + P̄ 0
]

µν,ρσ
,

ηµνηρσ =
[

2P 0 + P̄ 0 + ¯̄P
0
]

µν,ρσ
,

1
k2 (ηµρkνkσ + ηµσkνkρ + ηνρkµkσ + ηνσkµkρ) =

[

2P 1 + 4P̄ 0
]

µν,ρσ
,

1
k2 (ηµνkρkσ + ηρσkµkν) =

[

¯̄P
0
+ 2P̄ 0

]

µν,ρσ
,

1
k4 (kµkνkρkσ) = P̄ 0

µν,ρσ ,































































(3.4)

e a definição (3.3).

Expandindo o operador O na base
{

P 1, P 2, P 0, P̄ 0, ¯̄P
0
, P
}

com a ajuda das identidades

(3.4) e da definição (3.3), obtemos

O = x1P
1 + x2P

2 + x0P
0 + x̄0P̄

0 + ¯̄x0
¯̄P

0
+ pP .

Agora, levando em conta que OO−1 = I, chegamos à conclusão que o propagador é

dado por

O−1 =
1

x1

P 1 +
x2

x2
2 − p2k6

P 2 +
x̄0

x0x̄0 − 2¯̄x2
0

P 0 +
x0

x0x̄0 − 2¯̄x2
0

P̄ 0

−
¯̄x0

x0x̄0 − 2¯̄x2
0

¯̄P
0 − p

x2
2 − p2k6

P . (3.5)

Usando a prescrição acima vamos determinar o propagador da gravitação quadrática

tridimensional aumentada por um termo de Chern-Simons. A Lagrangiana desta teoria é

L̄ = −2R
√
g

κ2
+
εµνλ

µ
Γρσλ

(

∂µΓ
σ
ρν +

2

3
ΓσωνΓ

ω
νρ

)

+

(

α

2
R2 +

β

2
R2
µν

)

√
g , (3.6)

onde α e β são constantes de acoplamento adimensionais. Inserindo (3.2) em (3.6) e adicionando

ao resultado a Lagrangiana de fixação de gauge

Lg.f. = −λ1A
2
ν −

b

4

[

λ2

(

Aµ
,µ

)2
+ λ3F

2
µν

]

,
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onde λ1, λ2 e λ3 são parâmetros de gauge, Aµ ≡ hµν,ν , Fµν = Aµ,ν − Aν,µ e b ≡ βκ2

2
, que

corresponde ao gauge de Julve-Tonin, chegamos à conclusão que o operador O tem a forma

O =

(

− λ1k
2 − λ3

b

2
k4

)

P 1 +

(

k4 b

2
− k2

)

P 2 +
(

k3 +
3

2
bk4 + 4k4bc

)

P 0

+

(

− k4 b

2
λ2 − 2λ1k

2

)

P̄ 0 +
P

M
,

e o propagador é dado por

O−1 =
−2

k2 [2λ1 + bλ3k2]
P 1 +



− 1

k2
+

1

1 +
bM2

2

2

1

k2 −M2
2

+
1

1 +
bM2

1

2

1

k2 −M2
1



P 2

+
[

1

k2
− 1

k2 −m2

]

P 0 − 1

k2
[

2λ1 + λ2
b
2
k2
] P̄ 0

−
[

4

b2M (M2
1 −M2

2 )

(

1

k2 −M2
1

− 1

k2 −M2
2

)

1

k4

]

P , (3.7)

onde

M2
1 ≡

(

2

b2M2

)

[

1 + bM 2 +
√
1 + 2bM 2

]

,

M2
2 ≡

(

2

b2M2

)

[

1 + bM 2 −
√
1 + 2bM 2

]

,

m2 ≡ −1
b
(

3
2
+ 4c

) .

3.2 Causalidade e potencial efetivo não relativ́ıstico[18]

Se não queremos táquions no campo dinâmico podemos escolher, por exemplo, b > 0

e
(

3
2
+ 4c

)

< 0. Neste caso a teoria é causal em ńıvel de árvore. Vamos supor então, a partir

daqui, que m2, M2
1 , M

2
2 e M2 > 0.

O potencial efetivo não relativ́ıstico é dado por

U(r) =
1

4m̃2

1

(2π)2

∫

d2kMN.R. e
−ik·r , (3.8)
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onde MN.R. é o limite não relativ́ıstico da amplitude invariante de Feynman para o processo

S + S → S + S, como está mostrado na Fig. 1 do Caṕıtulo 1. Aqui S denota um bóson de

massa m̃ e spin 0. A amplitude invariante para este processo é dada por

M = V µν (p,−p′)O−1
µν,ρσV

ρσ (q,−q′) ,

onde

Vµν (p, p
′) =

1

2
κ
[

pµp
′
ν + pνp

′
µ − ηµν

(

p · p′ + m̃2
)]

é a função de vértice para o acoplamento trilinear g(k)−φ(p)−φ(p′). Aqui todos os momentos

são supostos incidentes. Assim,

M = κ2

[

− 1

2k2
+

1

bM2
2 + 2

1

k2 −M2
2

+
1

b2M2
1 + 2

1

k2 −M2
1

]

×
[

(p · q)(p′ · q′) + (p · q′)(p′ · q) + p · p′
(

m̃2 − q · q′
)

+
(

m̃2 − p · p′
)

q · q′

+
3

2

(

m̃2 − q · q′
) (

m̃2 − p · p′
)

− 1

4

(

3m̃2 − p · p′
) (

3m̃2 − q · q′
)

]

+
κ2

8

{

(

3m̃2 − p · p′
) (

3m̃2 − q · q′
)

[

1

k2
− 1

k2 −m2

]}

,

e

MN.R. = κ2m̃4

[

1

2

1

k2 +m2
− 1

2 + bM 2
2

1

k2 +M2
2

− 1

2 + bM 2
1

1

k2 +M2
1

]

. (3.9)

Inserindo (3.9) em (3.8) e efetuando a integração obtemos

U(r) = 2m̃2Ḡ



K0(rm)− 1

1 +
bM2

1

2

K0(rM1)−
1

1 +
bM2

2

2

K0(rM2)





onde K0 é a função modificada de Bessel de ordem zero.

Consequentemente, o potencial é dado pela expressão

V (r) = 2m̃Ḡ



K0(rm)− 1

1 +
bM2

1

2

K0(rM1)−
1

1 +
bM2

2

2

K0(rM2)



 .
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Note que V (r) comporta-se como

2m̃Ḡ ln
M

1+
bM2

1
2

1 M
1+

bM2
2

2
2

m

na origem e como

2m̃Ḡ





√

π

2mr
e−rm − 1

1 +
bM2

1

2

√

π

2M1r
e−M1r − 1

1 +
bM2

2

2

√

π

2M2r
e−M2r





assintoticamente.

Dois comentários se encaixam aqui:

i) ao contrário do potencial Newtoniano, VN = 2Gm̃ ln
r0
r1
, que tem uma singularidade logaŕıtmica

na origem e diverge no infinito, o potencial referente à gravitação quadrática tridimen-

sional acrescida de um termo de Chern-Simons é extremamente bem comportado: ele

é finito na origem e zero no infinito;

ii) V (r) → 0 quando α e β → 0, o que mostra que a correspondência entre a teoria de

gravitação de Einstein-Chern-Simons em 3D e a teoria de Newton é quebrada[22, 23].

Obviamente,

κh00 = 2V . (3.10)

3.3 Unitariedade em ńıvel de árvore

Usando as ferramentas desenvolvidas no Caṕıtulo 1, vamos agora discutir a unitariedade

em ńıvel de árvore tanto da teoria tridimensional de gravitação de Einstein-Chern-Simons, como

da teoria quadrática de gravitação em (2 + 1)D aumentada pelo termo topológico de Chern-

Simons.

• Gravitação tridimensional de Einstein-Chern-Simons

Neste Caso

A = g
2

[

T 2 − TµνT
µν

k2
+
TµνT

µν − T 2/2

k2 −M2

]

. (3.11)
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Temos portanto 2 pólos no setor de spin 2, ou seja, k2 = 0 e k2 =M2. Porém,

Res A
∣

∣

∣

∣

k2=0
= g

2
[

c2 − c2
]

k2=0
= 0 ,

enquanto que

ResA
∣

∣

∣

∣

k2=M2

= g
2

{

1

2

[

(a− b) k2
]2

+
1

2
c2 +

k2

2

(

e2 − f 2
)2 − (a− b)k2c

}

k2=M2

. (3.12)

Supondo então, como de praxe, que T ≥ 0, obtemos que c ≤ 0, o que implica em ResA
∣

∣

∣

k2=M2
>

0. A teoria de Einstein-Chern-Simons é portanto unitária em ńıvel de árvore. Esta teoria é

causal e seu conteúdo de part́ıcula abranje uma part́ıcula massiva normal de spin 2 e uma

part́ıcula sem massa normal de spin 2. A excitação normal não é um grau dinâmico de liber-

dade. Deser, Jackiw e Templeton chegaram a esta mesma conclusão usando um enfoque com-

pletamente diferente[15, 16].

• Gravitação quadrática tridimensional com termo topológico

De (1.14) e (3.7) obtemos

A = g
2

[

2

b2
bM2

2 − 2

(M2
2 −M2

1 )M
2
2

TµνT
µν − 1

2
T 2

k2 −M2
2

+
2

b2
2− bM2

1

(M2
2 −M2

1 )M
2
1

TµνT
µν − 1

2
T 2

k2 −M2
1

−
1
2
T 2

k2 −m2
+

4

b2M2
1M

2
2

T 2 − TµνT
µν

k2

]

,

Assim, se b > 0 e
3

2
+ 4c < 0 concluimos que ResA

∣

∣

∣

k2=M2
1

> 0, ResA
∣

∣

∣

k2=M2
2

> 0,

ResA
∣

∣

∣

k2=m2
< 0 e ResA

∣

∣

∣

k2=0
= 0.

Proposição 4. A gravitação quadrática acrescida de um termo de Chern-Simons é não unitária

em ńıvel de árvore. Se b > 0 e
3

2
+4c < 0 a teoria é não taquiônica e tem uma part́ıcula normal

sem massa de spin 2, uma part́ıcula normal de spin 2 e massa M2, uma part́ıcula normal de

spin 2 e massa M1, e um ghost de spin 0 e massa m. A excitação sem massa não é um grau

dinâmico de liberdade .
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Corolario 2. A teoria de gravitação R+R2 com um termo de Chern-Simons, ou seja, a teoria

definida pela Lagrangiana L = −2R

κ2

√
g +

εµνλ

µ
Γρσλ

(

∂µΓ
σ
ρν +

2
3
ΓσωµΓ

ω
νρ

)

+
(

α

2
R2
)√

g, é

não unitária em ńıvel de árvore. Se α < 0, a teoria é causal e tem uma part́ıcula f́ısica de

spin 2 e massa 0, uma part́ıcula f́ısica de spin 2 e massa M e um ghost de spin 0 e massa

m ≡
√

−1/2ακ2. A excitação sem massa não é um grau dinâmico de liberdade.

Assim, chegamos à conclusão que tanto a gravitação quadrática, como a gravitação

R +R2 acrescidas de um termo de Chern-Simons, não são unitárias em ńıvel de árvore.

3.4 Comentários

Uma comparação detalhada entre a gravitação quadrática tridimensional e a gravitação

quadrática com termo topológico mostra claramente que o inofensivo modo escalar massivo da

primeira torna-se um complicado ghost massivo de spin 0 no contexto da última, enquanto

que o ghost massivo de spin 2 relacionado à gravitação quadrática tridimensional é agora subs-

titúıdo por duas part́ıculas f́ısicas massivas, ambas de spin 2. Por outro lado, se compararmos

a gravitação R + R2 tridimensional com a gravitação R + R2 com termo de Chern-Simons,

chegamos à conclusão que o termo gravitacional de Chern-Simons é responsável pela quebra de

unitariedade da primeira.



Eṕılogo

Iniciamos este trabalho analisando as teorias quadráticas de gravitação em D dimensões.

Esta investigação nos forneceu três resultados importantes:

(1) um algoŕıtmo para o cálculo do propagador;

Este algoŕıtmo converte a árdua tarefa de calcular o propagador em um simples exerćıcio

de álgebra.

(2) uma prescrição para o estudo da unitariedade em ńıvel de árvore;

Este método permite analisar a unitariedade em ńıvel de árvore de modo sistêmico.

(3) uma expressão para o cômputo do potencial efetivo não relativ́ıstico.

O cálculo do potencial efetivo é reduzido a quadraturas.

Utilizando estas ferramentas matemáticas chegamos a algumas conclusões interessantes

sobre o comportamento destas teorias D-dimensionais no caso em que D > 2:

(i) as teorias quadráticas não são unitárias em ńıvel de árvore;

(ii) as teorias R +R2 são unitárias em ńıvel de árvore;

(iii) o modo não massivo não se propaga em D = 3;

(iv) o potencial não relativ́ıstico em D = 4 só concorda com o Newtoniano assintoticamente;
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(v) em D = 3 o potencial efetivo não se reduz ao Newtoniano; no entanto, ao contrário deste

último, ele é extremamente bem comportado: é finito na origem e zero no infinito.

Comentemos, de passagem, sobre alguns desses resultados e, se for o caso, sobre suas

extensões.

A não unitariedade da teoria quadrática é ainda uma questão em aberto. De fato,

se os argumentos de Antoniadis e Tomboulis[35] estiverem corretos, o ghost que aparece no

propagador nú em D = 4 é instável. Se isso for realmente verdade é de se esperar que este

ghost seja instável em qualquer dimensão. Este é um ponto que merece uma investigação

minuciosa. Talvez fosse mais fácil fazer esta análise primeiro em D = 3. Um outro ponto

fundamental seria investigar a renormalizabilidade das teorias quadráticas. Stelle[34] mostrou

que a gravitação quadrática é renormalizável em D = 4. Seria ela renormalizável em D = 3?

E em D > 4? A teoria R + R2, por sua vez, é unitária em ńıvel de árvore. No entanto

ela não é renormalizável em D = 4[34]. É bastante provável que ela também não o seja em

outras dimensões. É importante frisar que nossa análise se restrigiu a teorias que são obtidas

variando-se a ação com respeito à métrica. Talvez existam combinações unitárias mais ricas

em dimensões mais elevadas oriundas de variações independentes da métrica e da conexão. Se

este for o caso, estas teorias merecem ser amplamente pesquisadas. Seria também bastante

interessante estudar a gravitação quadrática em D = 2.

A teoria quadrática possui, pelo menos em D = 3, potencial não relativ́ıstico bem

comportado que, no entanto não reproduz o potencial Newtoniano correspondente. Conse-

quentemente, ao contrário da crença vigente, uma “boa teoria de gravitação” não precisa ne-

cessariamente se reduzir a lei de Newton em dimensão diferente de quatro. Note que em D = 3

o potencial Newtoniano apresenta uma divergência logaŕıtmica na origem e diverge no infinito.

Após analisarmos as teorias quadráticas em D dimensões, estudamos em detalhe as

teorias gravitacionais quadráticas tridimensionais. Listamos abaixo os resultados principais

encontrados:
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(i) não trivialidade dinâmica;

(ii) versão tridimensional do gauge de Teyssandier;

(iii) solução geral das equações de campo linearizadas na versão tridimensional do gauge de

Teyssandier;

(iv) solução geral destas equações no caso de uma fonte pontual estática;

(v) expressão para o ângulo de deflexão de raios luminosos;

(vi) “antigravidade” e “blindagem gravitacional”;

(vii) causalidade da teoria.

Possiveis extensões destas investigações seriam:

(1) análise Hamiltoniana completa, tanto da teoria original, quanto de sua versão linearizada,

via formalismo de v́ınculos de Dirac;

(2) investigação sobre a possibilidade dos universos de Gödel serem causais no contexto destas

teorias quadráticas tridimensionais.;

(3) possibilidade de propagação fotônica dispersiva no contexto da gravitação quadrática tridi-

mensional semiclássica.

Encerramos nossa investigação, acrescentando um termo topológico de Chern-Simons à

gravitação quadrática tridimensional com o intuito de obtermos uma teoria unitária em ńıvel

de árvore. A teoria resultante, porém, é não unitária: o modo escalar massivo da teoria não

topológica torna-se um ghost massivo de spin 0 na teoria topológica, enquanto que o ghost

massivo de spin 2 da teoria não topológica dá origem a duas part́ıculas massivas, ambas de spin

2, no caso da teoria topológica. É interessante notar que a adição do termo de Chern-Simons à

teoria tridimensional R+R2, que é unitária em ńıvel de árvore, viola a unitariedade da mesma.



Apêndice A

Equações de Campo para a Gravitação Quadrática[21]

As equações de campo da gravitação com derivadas de ordem superior em D dimensões

podem ser derivadas da ação S = SG − SM , onde

SG ≡
∫

dDx
√

(−1)D−1g

[

2R

κ2
+
α

2
R2 +

β

2
R2
µν

]

,

SM ≡
∫

dDx
√

(−1)D−1g LM ,

e LM é a densidade de Lagrangiana da matéria.

A variação da ação S com relação à métrica gµν nos dá as equações de campo. Vamos

então determinar as fórmulas variacionais das integrais
∫

dDx
√

(−1)D−1g R ,
∫

dDx
√

(−1)D−1g R2 e
∫

dDx
√

(−1)D−1g R2
µν .

(i) Variação de Rρ
µνλ

Em um sistema geodésico, Rρ
µνλ = −Γρµν,λ + Γρµλ,ν , onde a quantidade Γρµν , ou seja,

o śımbolo de Christoffel, é definido como: Γρµν =
1
2
gρσ [gµσ,ν + gνσ,µ − gµν,σ].

Logo,

δRρ
µνλ = −∇λδΓ

ρ
µν +∇νδΓ

ρ
µλ ,

δΓρµν =
1

2
gρσ [∇νδgµσ +∇µδgνσ −∇σδgµν ] .

Como conseqüência, obtemos
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δRρ
µνλ =

1

2
[gρσ (∇ν∇λ −∇λ∇ν) δgµσ + gρσ (∇ν∇µδgλσ −∇λ∇µδgνσ)

+ ∇λ∇ρδgµν −∇ν∇ρδgµλ] . (A.1)

(ii) Variação de Rµν

É claro,

δRµν = δRρ
µνρ

=
1

2

[

−∇λ∇νδgµλ −∇λ∇µδgνλ + gρσ∇(µ∇ν)δgρσ + 2δgµν
]

, (A.2)

onde ∇(µ∇ν) ≡
1

2
(∇µ∇ν +∇ν∇µ).

(iii) Variação de R

Já que δR = δ (gµνRµν), obtemos prontamente

δR = Rµνδg
µν −∇µ∇νδgµν + gµν2δgµν .

Agora, levando em conta que δgµν = −gµρgνσδgρσ, chegamos à conclusão que

δR = [−Rµν −∇µ∇ν + gµν2] δgµν . (A.3)

(iv) Variação de
∫

dDx
√

(−1)D−1g R2

Notando que

δ
√

(−1)D−1g =
1

2

√

(−1)D−1g gµνδgµν , (A.4)

obtemos

δ
∫

dDx
√

(−1)D−1g R =
∫

dDx
√

(−1)D−1g
[

Rgµν

2
−Rµν

]

δgµν

+
∫

dDx
√

(−1)D−1g gµν2δgµν −
∫

dDx
√

(−1)D−1g ∇µ∇νδgµν .
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Porém,

∫

dDx
√

(−1)D−1g gµν2δgµν =
∫

dτρ
√

(−1)D−1g gµν∇ρδgµν ,

e

∫

dDx
√

(−1)D−1g ∇µ∇νδgµν =
∫

dτρ
√

(−1)D−1g gρµ∇µδgµν .

Vamos supor que δgµν e ∇ρδµν anulam-se na fronteira da região de integração . Teremos

então

δ
∫

dDx
√

(−1)D−1g R =
∫

dDx
√

(−1)D−1g
[

Rgµν

2
−Rµν

]

δgµν . (A.5)

(v) Variação de
∫

dDx
√

(−1)D−1g R2

Usando as equações (A.3) e (A.4), encontramos

δ
∫

dDx
√

(−1)D−1g R2

=
∫

dDx
√

(−1)D−1g

[

gµνR2

2
− 2RRµν − 2∇µ∇νR + 2gµν2R

]

δgµν . (A.6)

(vi) Variação de
∫

dDx
√

(−1)D−1g R2
µν

Obviamente,

δ
∫

dDx
√

(−1)D−1g RµνR
µν =

∫

dDx
√

(−1)D−1g R2
ρσ

gµν

2
δgµν

+
∫

dDx
√

(−1)D−1g 2RµνδRµν −
∫

dDx
√

(−1)D−1g 2RµρR ν
ρ δgµν .

Por outro lado,
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∫

dDx
√

(−1)D−1g 2RµνδRµν

=
∫

dDx
√

(−1)D−1g
[

−2∇λ∇νRµλ + gµν∇ρ∇σR
ρσ + 2Rµν

]

δgµν .

No Apêndice B é mostrado que

∇λ∇νRµλ =
1

2
∇µ∇νR +RµρλνRρλ −RµρR ν

ρ , ∇σR
ρσ =

1

2
∇ρR .

Como conseqüência,

∫

dDx
√

(−1)D−1g 2RµνδRµν =
∫

dDx
√

(−1)D−1g
[

−∇µ∇νR− 2RµρλνRρλ

+ 2RµρR ν
ρ +

gµν

2
2R + 2Rµν

]

δgµν .

Assim, a forma expĺıcita da variação de
∫

dDx
√

(−1)D−1g R2
µν é

δ
∫

dDx
√

(−1)D−1g R2
µν

=
∫

dDx
√

(−1)D−1g
[

R2
ρσ

gµν

2
−∇µ∇νR− 2RµρλνRρλ +

gµν

2
2R + 2Rµν

]

δgµν .(A.7)

(vii) As equações de campo

Juntando todas as peças, e levando em conta que

δSM ≡
∫

dDx
√

(−1)D−1g
T µν

2
δgµν ,

encontramos que as equações de campo referentes à gravitação quadrática são dadas pela

seguinte expressão

2

κ2

(

Rµν −
1

2
gµνR

)

+
α

2

[

−1

2
gµνR

2 + 2RRµν + 2∇µ∇νR− 2gµν2R
]

+
β

2

[

−1

2
gµνR

2
ρσ +∇µ∇νR + 2RµρλνR

ρλ − 1

2
gµν2R−2Rµν

]

+
1

2
Tµν = 0 . (A.8)



Apêndice B

Uma Importante Identidade Tensorial[21]

Uma identidade útil involvendo derivadas segundas de um tensor contravariante de

ordem dois é

Aαβ
;νµ − Aαβ

;µν = Rα
ρµνA

ρβ +Rβ
ρµνA

αρ ,

que pode ser reescrita como

[∇µ,∇ν ]A
αβ = Rα

ρµνA
ρβ +Rβ

ρµνA
αρ .

Para demonstrar este resultado, notemos que num sistema geodésico são válidas as

seguintes relações:

(1) Rρ
λµν = −Γρλµ,ν + Γρλν,µ ;

(2) Aαβ
;µν =

(

Aαβ
;µ

)

,ν
= Aαβ

,µν + Γαρµ,νA
ρβ + Γβρµ,νA

αρ ;

(3) Aαβ
;νµ = Aαβ

,νµ + Γαρν,µA
ρβ + Γβρν,µA

αρ .

Portanto,

Aαβ
;νµ − Aαβ

;µν = Rα
ρµνA

ρβ +Rβ
ρµνA

αρ .

Esta equação é covariante, e portanto válida em todos os sistemas de coordenadas.
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Usando a identidade precedente, podemos mostrar facilmente que Rµλ;ν
λ pode ser escrito

como

Rµλ;ν
λ = Rµλ; ν

λ +RµρλνRρλ −RµρR ν
ρ .

Mas, como é bem conhecido,

(

Rµλ − 1

2
gµλR

)

;λ
= 0 ,

o que implica em

Rµλ
;λ =

1

2
R;µ .

Consequentemente,

Rµλ;ν
λ =

1

2
R;µν +RµρλνRρλ −RµρR ν

ρ ,

que é a identidade que estávamos procurando. A partir deste resultado vemos que Rµλ;ν
λ é

simétrico na troca de µ por ν, como esperado.
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