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Resumo

Apresentamos dois critérios para estudar a nao-existéncia, a existéncia e a unicidade
dos ciclos limites dos campos de vetores planares. Aplicamos estes critérios para al-
gumas familias de campos de vetores polinomiais quadraticos e cibicos, e computamos
uma férmula explicita para o nimero de ciclos limites que bifurcam a partir do cen-
tro 2’ = —y, y' = x, quando tratamos do sistema 2’ = —y + e " aya'y, Y =

T +e ZZF i1 a;;z'y’. Além disso, usando o segundo critério, apresentamos um método

para obter a forma do ciclo limite bifurcado a partir do centro.



Abstract

We present two new criteria for studying the nonexistence, existence and uniqueness of
limit cycles of planar vector fields. We apply these criteria to some families of quadratic
and cubic polynomial vector fields, and to compute an explicit formula for the number
of limit cycles which bifurcate out of the linear centre 2’ = —y, v = x, when we deal
with the system o' = —y +e3 0 aia'y’, ¥ =x+ed ] aya'y’. Moreover, by
using the second criterion we present a method to derive the shape of the bifurcated limit

cycles from a centre.
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Capitulo 1

Introducao e apresentacao dos

principais resultados

No presente trabalho, estudamos sistemas de equacoes diferenciais polinomiais no R?
n n
P = agaty’, oy =) byay
i+j=0 i+j=0
onde x = z(t), y = y(t), e a;j, b;; sdo constantes reais. Serd dada énfase aos sistemas
polinomiais de graus n =2 e n = 3.

W. A. Coppel, em 1966, em seu artigo sobre os sistemas com n = 2, denominou tais
sistemas por sistemas quadrdticos. Desde entao, refere-se desta maneira a tais sistemas.
Além disso, os sistemas polinomiais com n = 3 serao denominados sistemas cibicos.

Na teoria qualitativa das equagoes diferenciais, as pesquisas sobre ciclos limites sao
uma parte dificil e interessante. A nocao de ciclo limite para campos vetoriais planares
foi introduzida por Poincaré. No fim da década de 1920, van der Pol, Liénard e Andronov
provaram que uma trajetéria fechada de uma oscilagao continua ocorrida em um circuito
tubular a vacuo era um ciclo limite como havia idealizado Poincaré.

Apés tal verificagao, matematicos e fisicos estudaram extensivamente a nao-existéncia,
a existéncia e a unicidade e outras propriedades de ciclos limites. Recentemente, também
tem sido alvo de estudos de quimicos, bidlogos e economistas.

O método de Bendixson-Dulac é o mais conhecido para provar a nao-existéncia de

ciclos limites em uma regiao conexa simples, além de algumas variacoes deste. Veja o

7



Capitulo 2.

Em geral, para um dado sistema, o problema da unicidade de um ciclo limite é mais
dificil que o problema da existéncia.

Alguns critérios para a unicidade de ciclos limites podem ser dados usando a estabili-
dade ou instabilidade do ciclo limite. Para a unicidade, existem métodos desenvolvidos por
Poincaré, Andronov, Cherkas, Levinson, Leontovich, Liérnad, Massera, Sansone, Zhang
Zhifen e muitos outros. Mas, em geral, as condigoes suficientes desses métodos sao muito
restritivas.

Isto pode ser observado nos teoremas provados por Liénard, em 1928, e por N. Levison
(1914-1975) e O. K. Smith, em 1942, h& um tnico ciclo limite assintéticamente estavel no

retrato de fase do sistema
o=y, Y =-F)y—-Gx)
se as fungoes F'(x) e G(x) satisfazem as seguintes condigoes:

1. Ambas as fungoes sao continuamente diferenciaveis para todo x;
2. G(x) é uma funcao impar;

3. G(x) > 0 para todo = > 0;

4. F(z) é uma fungao par;

5. A fungao H(z) = [ F(s)ds deve ter uma raiz positiva em 2 = a, negativa para

0 < z < a, positiva e nao decrescente para x > a e lim H(x) =400
r—+00

Observagao 1. Na verdade, Liénard estudou o caso G(z) = x.

Um dos melhores métodos para estudar a nao-existéncia, a existéncia e a unicidade
de ciclos limites é uma andlise da aplicacdo de primeiro retorno de Poincaré definida em
uma secao transversal do fluxo planar. Em geral, tal andlise nao é facil.

Problemas mais dificeis aparecem quando um sistema planar tem mais do que um ciclo

limite e quando tentamos compreender suas distribui¢des no plano. De fato, o problema



sobre ciclos limites mais famoso é devido a Hilbert: “Qual é o numero mdzimo de ciclos
limites de um campo vetorial polinomial de grau menor que n e quais 4o suas Posi¢oes
relativas?” Tal problema foi proposto no Congresso Internacional de Matematica de Paris
em 1900.

Outros problemas interessantes para estudar sao o ntimero de ciclos limites que bifur-
cam de um ponto critico, de um gréfico de separatrizes (linha que divide o retrato de fase
em duas regioes de comportamento assintético distinto) ou de um centro.

O principal objetivo deste trabalho é apresentar dois novos critérios para estudar a
nao-existéncia, a existéncia e a unicidade dos ciclos limites de campos vetoriais planares.
Aplicaremos estes dois critérios para estudar algumas familias de campos vetoriais de
polinomios quadraticos e cibicos.

Estudaremos também o nimero de ciclos limites que bifurcam de um centro linear
X(z,y) = (—y,x) quando o perturbamos por um campo vetorial polinomial de grau n da

seguinte maneira:

X(z,y) = y+5z a;x'y’) x+5z (bijz'y’))

i+j=1 i+j=1
Mostraremos, também, como usar o segundo critério para encontrarmos a forma do ciclo
limite bifurcado.

Consideramos apenas aplicacoes V, de classe C', definidas em I/, um subconjunto
aberto do R?, tal que o conjunto ¥ = {(z,y) € U : V(x,y) = 0} é localmente uma,
variedade unidimensional a menos de um conjunto de medida zero.

Seja (P, Q) um campo de vetores polinomial definido em 4. Um método padrao para
determinar uma solugao explicita do campo (P, Q)) é encontrar uma solu¢ao V = V(x,y),

de classe C!, da equacao diferencial parcial linear

8V

8:6 Q— =RV, (x,y) €U (1.1)

para alguma aplicagdo R = R(z,y), de classe C'. A curva V(z,y) = 0 é formada por
trajetérias do campo (P, Q). De fato, se V' (z,y) = 0 entéo

Q5 =0 (P.Q) LYV (n)



Temos que VV(x,y) é perpendicular as curvas de nivel. Logo, (P, Q) é tangente a curva
V(z,y)=0.

Muitos autores usam a equagao (1.1) para encontrar solugoes algébricas do campo de
vetores (P, Q). Enquanto outros tem usado a equagao (1.1) quando RV nao muda de sinal
para encontrar uma orientagao ou uma funcao de Liapunov para obter informacoes sobre
o conjunto limite de érbitas.

No primeiro critério, nosso préximo teorema, usamos a equacao (1.1) para estudar as

solugoes periddicas do campo de vetores (P, Q).

Teorema 1.0.1 (Primeiro Critério). Sejam (P, Q) um campo de vetores polinomial defini-
do no subcongunto aberto U de R?, (u(t),v(t)) uma solugdo periddica de (P,Q) de periodo
T, R:U — R uma aplicagio C* tal que fOT R(u(t),v(t))dt #0 eV =V (x,y) uma solugdo
de classe C' da equagao diferencial parcial linear (1.1). Entdo, a trajetéria fechada
v = {(u(t),v(t)) € U : t € [0,T]} estd contida em ¥ = {(z,y) € U : V(z,y) = 0} e

v ndo estd contida em um periodo anular de (P, Q). Além disso, v é um ciclo limite.

Veja o Capitulo 3 para defini¢oes e a prova do Teorema 1.0.1.

Observe que, ao conhecermos uma solu¢ao da equagao (1.1), o Teorema 1.0.1 nos
fornece informacgoes sobre as solugoes periédicas de (P, (), pois se v é uma trajetéria
fechada, entao ~ estd contida em X ou fﬁ/ Rdt = 0.

Nos Capitulos 4 e 5, mostraremos como determinar a nao existéncia, a existéncia
e a unicidade de ciclos limites para varias familias de campos de vetores polinomiais
quadraticos e cubicos, respectivamente, usando o Teorema 1.0.1.

Atualmente, tem-se estudado extensivamente os ciclos limites de campos de vetores
polinomiais.

Embora alguns exemplos de retrato de fase de sistemas quadraticos podem ser encon-
trados no trabalho de Poincaré, o primeiro artigo exclusivamente sobre estes sistemas foi
publicado em 1904 por Biichel, ver [2], ainda que tenha sido principalmente uma colegao
de exemplos.

Somente a partir da década de 1950 é que houve um grande desenvolvimento da teoria
qualitativa para campos de vetores polinomiais quadraticos. De fato, aproximadamente

oito por cento dos artigos cientificos matematicos tem sido publicados sobre este assunto.



No fim do século 20 houve um crescimento na produgao de artigos sobre o tema

conforme se verifica no grafico apresentado na Figura (1.1).
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Figura 1.1: Nimero acumulado de artigos sobre sistema quadraticos

A existéncia e a nao-existéncia de ciclos limites é a principal dificuldade de compreen-
der os campos de vetores polinomiais quadraticos.

Segundo [17], os sistemas quadréticos
X(z,y) = (6x — y + l2* + may + ny®, (1 + ax + by))
podem apresentar ciclos limites nos seguintes casos:
e Familia I: a = b= 0;
e Familia II: a #2 0 e b = 0;

e Familia III: b # 0.



As seguintes proposicoes e o corolario serao provados no Capitulo 4, utilizando o

Teorema 1.0.1.
Proposicao 1.0.2. Suponha que para o sistema quadrdtico
' =0x —y -+ +may +ny?, Y =ax+bry

coml-n>0 el>+n?>0, erista um polinomio V(x,y) que satisfaz a equagao (1.1), para
algum R = ax + By, com B # 0. Se este sistema quadrdtico tem trajetorias fechadas,

entao elas estao contidas em
{(z,y) € R* : V(x,y) = 0}.
Corolario 1.0.3. O sistema quadrdtico
o =0x—y+a2t+may+ny, Y =x+bry

com
(1+n)? 4+ 8(m + mn + dn)
6%n

onde én(1 +n) #0 en > 0, ndo tem trajetorias fechadas.

b:

Proposicao 1.0.4. Seja (P, Q) um campo de vetores quadrdticos. Se eziste uma conica
P(z,y) + XQ(z,y) =0, \g € R com trago vazio ou com somente um unico ponto, entio

o campo de vetores quadrdticos (P, Q) nao tem trajetorias fechadas.

Proposicao 1.0.5. Considere o sistema quadrdtico
v’ =6x —y+12° +may +ny?, v =2(1+ax+by)

com 62 — 4 < 0 e vy uma trajetoria fechada deste sistema. Se

§(x? — dxy + y?) + (20 — da)z® + (2(m +a) — 6(b+ 1)) x*y + (2(n + b) — dm)zy® — dny?

R—
2 — dxy + y?

entdo fv Rdt = 0.

Veja os comentarios sobre a Proposicao 1.0.5 no Capitulo 4.



No Capitulo 5, estudaremos os ciclos limites de uma familia de campo de vetores
polinomiais ciibicos dependendo de dois parametros, ver Proposicao 5.0.18. Esta familia
foi considerada por Vorobev.

O proximo teorema nos da o segundo critério para estudar os ciclos limites. Uma
primeira versao heuristica deste resultado para campos de vetores planares analiticos é
devida a Giacomini e Viano, ver [8]. A demonstragdo que apresentamos aqui generaliza a

prova segundo Francoise, a qual é vélida para o caso analitico.

Teorema 1.0.6 (Segundo Critério). Seja (P, Q) um campo de vetores polinomial definido
no subconjunto aberto U de R?. Seja V =V (z,y) uma solucao , de classe C*, da equagdo

diferencial parcial linear

8V oP  0Q
= (= 4+ = 1.2
PO+ Q5 = (5o + ZOW. (1)
Se v € um ciclo limite de (P,Q), entdo ~y estd contida em

Y={(x,y) el : V(x,y) =0}.

Observacao 2. Note que o Primeiro Critério, dado pelo Teorema 1.0.1, é sobre trajetorias
fechadas, enquanto que o Segundo Critério, dado pelo Teorema 1.0.6, é sobre ciclos limites.
O Segundo Critério esta provado no Capitulo 6. A fungao V' é chamada de fator de
integracao 1nverso.
Finalmente, no Capitulo 7, estudaremos a bifurcacao de ciclos limites do centro
X(z,y) = (—y, ) , quando o perturbamos por um campo de vetores polinomial de grau
n tendo a origem como um ponto singular. Mais concretamente, consideramos o sistema

perturbado
X(x,y)=(—y+e Y (aa'y)),x+e Y (bya'y’))

it+j=1 itj=1

e definimos o polinémio de (m + 1)-ésimo grau

p(p) = Z PijH
j=0
onde

1 K
Z(Qj +1— 2]{3)”(2]{? — 1)!!(a2j+1_2k72k + b2k,2j+1—2k)

Pi= o
Y(j+ 1) =

en=2m+1sen éimpar oun = 2m + 2 se n é par.



Definicao 1.0.7. Se r € um numero natural impar, entao o fatorial duplo r!! € definido
por

rl=r(r—2)(r—4)---5-3-1.

Além disso convencionamos que

(1)l = 1.

Para tal sistema perturbado usando o Segundo Critério podemos provar o seguinte

resultado:

Teorema 1.0.8. Dado ¢ suficientemente pequeno, se p(p) tem h raizes reais positivas
simples, p=12 (com0<h<m, 1=1,2,---,h)ep=0 éuma raiz simples, entio o
sistema

X(z,y)=(—y+e Y (aa'y)),x+e Y (bya'y’))

itj=1 itj=1
tem no mdzximo h ciclos limites que sao assintoticos aos circulos de raio r;, centrados na

origem, quando € — 0.

O Teorema 1.0.8 é provado no Capitulo 7. Neste capitulo, veremos que nosso método
de provar o Teorema 1.0.8 (baseado no Segundo Critério) também pode dar a forma global
da bifurcacao de ciclos limites em funcao de x, y e £ (veja a Proposigao 7.0.8 para mais
detalhes). Esta forma global ndo pode ser obtida pelos métodos usuais aplicados para
o estudo das bifurcacoes dos ciclos limites de trajetérias fechadas adjacente ao centro,
como os métodos baseados na Aplicacao do Retorno de Poincaré, na Integral de Poincaré-
Melnikov ou na Integral Abeliana.

Do Teorema 1.0.8, podemos obter como corolarios alguns resultados sobre os sistemas

de Liénard obtidos por [11] e [1], ver Capitulo 7.

Finalizamos este capitulo introdutorio observando que os resultados principais sao
validos para campos de vetores de classe C'. Por simplicidade, nos restringimos a classe

dos campos polinomiais.



Capitulo 2

Resultados Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos algumas defini¢oes e alguns resultados elementares sobre

orbitas periddicas e ciclos limites.

Seja U um subconjunto aberto do R?. Um campo de vetores polinomial (P, Q) definido
em U é uma aplicagao que associa para cada ponto (z,y) € U um vetor (P(z,y), Q(z,y))

em R2, onde

P(l’,y) = Z aijxiyja Q(l’,y) = Z bijxiyj
i+5=0 i+7=0

sao polinomios de duas variaveis.

Definicao 2.0.9. O sistema

o' = P(r,y), v =Q(z,y) (2.1)
é chamado de sistema diferencial associado ao campo de vetores (P,Q), onde (x,y) € U.

Definicao 2.0.10. Se a solugio x = u(t), y = v(t) do sistema (2.1) é uma fungdo
periodica nao constante de t, ela € dita periodica. O lugar geométrico desta solucao em

U é uma trajetoria fechada do sistema (2.1).

Definicao 2.0.11. Se a trajetoria fechada do sistema (2.1) € isolada no conjunto de todas
trajetorias fechadas do sistema (2.1), dizemos que a trajetoria fechada do sistema (2.1) é

um ciclo limite.
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Definigao 2.0.12. Um periodo anular para o sistema (2.1) é um anel fechado folheado

por trajetorias fechadas do sistema (2.1)

Definigao 2.0.13. Sejam X = (P,Q) : U — R? um campo polinomial planar no aberto
UCR? ex €U, com trajetéria definida em [0,00). O conjunto w-limite do ponto v € U

¢ o conjunto w(x) dos pontos y € U para os quais existe uma seqiiéncia t,, — 400 tal que

o(tn, ) — .

Analogamente, para um ponto x € U com trajetoria definida em (—oo,0], definimos o
congunto a-limite como sendo o conjunto o(x) dos pontosy € U para os quais existe uma
sequéncia t, — —oo tal que

So(tnv x) - Y.

Notagao: O conjunto w(z) é também denotado por L,(z). Analogamente, o conjunto

a(x) é também denotado por L,(z).

Observagao 1. Dado x € U, ¢, : I(x) — U denotara a trajetéria maximal de X por z,
com I(z) = (a, ). Convencionamos que, ao usarmos w(z), temos que [0, +o00) C I(x).

Denotamos por O (z) a semi-6rbita positiva de X por z, isto é, {p.(t) : 0 <t < g}.

2.1 Aplicacao de Poincaré

Nesta se¢ao, apresentaremos a aplicacao de Poincaré, que é uma das principais ferramentas
para estudar o comportamento das érbitas do campo na vizinhaca de uma érbita periédica.

Seja X = (P, Q) um campo de vetores polinomial definido em um aberto & C R? com
fluxo ¢, : U — U definido para cada t € R, ou seja, para cada z € U, a solugao de (P, Q),
x(0) = z estd definida para todo tempo t.

Definigao 2.1.1. Seja 0 € I(x), onde I(x) é um intervalo mdzimo. Se existir t € R, tal
que t € I(x) para cada x € U, dizemos que o fluro no tempo t associado ao campo de

vetores (P, Q) em U € a aplicagao

(bt:UHRz



definida da sequinte maneira: dado x € U, tomamos a solu¢ao mdzima x : I(x) — U de

(P,Q), com x(0) = x e entao definimos

Observacao 1. Dizemos que a solugao no intervalo maximo é a solugao maxima do

campo (P, Q) por g, ou seja, a trajetéria do campo (P, Q) por x.

Observagao 2. Enquanto a trajetéria x(*) descreve a posigao da solugdo em fungao da
variavel temporal ¢t para x = x(0) fixado, o fluxo ¢;(*) no tempo ¢, por outro lado, exerce
um papel inverso: fixado ¢, descreve a posicao das solugoes em fungao da condicao inicial
x, ou seja, diz onde se encontra a trajetéria (que comegam em z no tempo 0) depois de
passado o tempo t.

H é uma secao transversal de X em X (zg) se H for uma reta passando por xy na
diregao v € R? e tal que X (xg) & [v]. Defini¢cio andloga pode ser dada para campos em
dimensoes maiores. As Figuras (2.1) e (2.2) mostram o que ocorre em dimensoes 2 e 3,

respectivamente.

Zo

Figura 2.1: Segao transversal no plano.

Note que X (y) € [v] para y suficientemente préximo de = devido a continuidade do

campo. Assim, obtemos o conceito de secao transversal local.



v

Figura 2.2: Segao transversal no espago.

Definicao 2.1.2. Uma secao transversal local, ou simplesmente, uma secdao local do
campo X num ponto x € U é um conjunto S = HNW C U obtida pela interseccao de uma
vizinhanga W C R? de x em U com uma reta H por x tal que, para caday € S = HNW,

colocando a origem do vetor X (y) no ponto y, temos X (y) & H.

Observe que sempre existe uma se¢ao local de X por qualquer ponto nao singular do
campo. E mais, se S é uma segao local de X em z, entdo X(y) # 0 para cada y € S .
Veja as Figuras (2.1) e (2.2), onde ilustramos o comportamento bésico das segoes locais
de campos no plano e no espaco.

Consideremos uma érbita periddica v C U de X com periodo ty, um ponto z € ~v e
uma segao local S = HNW de X por x. A trajetéria ¢;(x) de X por x retorna a z para
t =ty de modo que o difeomorfismo ¢, carrega, junto com z, todos os pontos da secao
local S de volta para S. A imagem ¢, (S) de S por ¢, ndo precisa coincidir com S, mas
certamente é tangente a S em z, ja que a aplicagao derivada de ¢, em x leva X (z) em
X(61, () = X ().

Note que as trajetérias por pontos de S proximos de x levam um tempo nao neces-
sariamente igual a ty para voltar a secao local, mas apenas aproximadamente igual a ¢y,
pela continuidade do fluxo.

Podemos projetar ¢, (S) utilizando um fluxo tubular, em x sobre H ao longo das



trajetérias de X e, assim, obter uma aplicacao m de S em H. A aplicagcao w : S — H
associa, a cada ponto y € S, o ponto z = 7w(y) = ¢(y) € H tal que t > 0 é o menor
valor positivo de t para o qual ¢;(y) € H. Em particular, 7(z) = ¢4, (z) = x é um ponto
fixo da aplicagao m. Como ¢;(z) é uma aplicagdo continua em ¢ e em xz, obtemos que
7 estd bem definida numa pequena vizinhaca de x na secao local S que, sem perda de
generalidade, podemos supor que é a prépria secao local S. Mais do que isso, 7 : S — H
é uma aplicagao bijetora sobre a imagem 7(S) C H pela unicidade de solugoes e, pela
continuidade do fluxo, até um homeomorfismo.

A aplicacao 7 : S — H é denominada aplicacao de primeiro retorno ou aplicacdo de
Poincaré de (P, (Q)) na segao local S e é a principal ferramenta para estudar o comporta-
mento das orbitas do campo na vizinhaca de .

As trajetorias de (P, () na vizinhanca de 7 possuem vérios comportamentos, todos
refletidos no comportamento da aplicagao de Poincaré. Por exemplo, se 7(y) = y para
todo y € S, entdao todas as drbitas de (P,Q) que passam por S sao periédicas, nao

necessariamente de mesmo periédo, veja a Figura (2.3).

7 = identidade S

Figura 2.3: Um fluxo que preserva area.

A tnica coisa que nao pode ocorrer numa sec¢ao local é o exemplificado na Figura (2.4),
no caso bidimensional, pois os vetores do campo sempre devem apontar para o mesmo

lado da secao local. Isto decorre da continuidade de X e da definicao de secao local: se



o campo em 7 € S e em x5 € S apontassem para lados distintos da secao S, entao,
por continuidade, deveria haver um ponto num caminho ligando z; a x5 em S, no qual o

campo ¢ tangente a S, o que nao é permitido.

S
N Ty
7

T3

X2

Figura 2.4: O que nao pode ocorrer com uma secao local.

Figura 2.5: Uma secao local e sua aplicacao de Poincaré.

Exemplo 1. Seja v uma orbita periddica de um campo de vetores definido no plano com
a aplicacdo de Poincaré correspondente, veja a Figura (2.5). A secao transversal H é,
portanto, unidimensional e a se¢ao local é um pequeno intervalo S que contém z em seu

interior. Obtemos algumas possibilidades de comportamento das trajetorias vizinhas a ~.



Na Figura (2.6), as trajetérias em torno de v tendem a se aproximar de 7y, enquanto que,

na Figura (2.7), as trajetdrias em torno de v tendem a se afastar de ~. O
g S

Figura 2.6: Uma &rbita periddica Figura 2.7: Uma orbita periddica

atratora. repulsora.

Dizemos que a trajetéria periddica é um ciclo limite, atrator no primeiro caso e repulsor
no segundo. Este comportamento é obtido pela aplicagao de primeiro retorno 7 e, na
Figura (2.8), ilustramos esta aplicagao nos casos das dérbitas peridédicas dadas nas Figuras

(2.6), (2.7) e (2.9), respectivamente.

m(y)

Figura 2.8: Trés aplicagoes de Poincaré.

A terceira aplicagdo de Poincaré, na Figura (2.8), reflete o comportamento de um
campo, veja a Figura (2.9), no qual as trajetérias em torno de - tem uma tendéncia de
se afastarem de v por um lado, e de se aproximarem de v pelo outro lado. Observe a

tangéncia do grafico 7 com a diagonal no terceiro grafico da Figura (2.8).



Figura 2.9: Uma érbita periddica semi-atratora.

A partir do grafico de 7 no 1ltimo caso ilustrado na Figura (2.8), deduzimos que as
trajetorias de (P, @), perto de 7, se aproximam por um lado de v e se afastam pelo outro.
Temos que a dérbita vy é o conjunto w-limite das trajetérias que estao do lado de fora (e
préximas), bem como o conjunto a-limite das trajetérias que estdo dentro (e préximas),
obtemos tudo isso apenas da andalise da aplicacao de primeiro retorno na se¢ao local.

Precisamos falar na derivada de 7 e, assim, analisar melhor a aplicacao w. Mas aqui
introduziremos apenas uma definicao com tal expressao, utilizando a Formula de Liouville.

Para melhor compreender tal construgao veja [6].
Definicao 2.1.3. Definimos a derivada da aplicagao de primeiro retorno w: S — H por
7(x) = detDey(x) = explo rPX(@s@)ds

Prova-se que a aplicacao de Poincaré é um difeomorfismo de classe C! e, para estudar
o comportamento assintotico das trajetorias vizinhas a 7, estudamos o comportamento
das iteradas de wm. A aplicacao de Poincaré m : S — H pode ser iterada colocando
m(y) = y, 7t (y) = 7w(y) e, em geral, 7" (y) = w(7"(y)), para n > 0, pelo menos
enquanto 7" (y) € S.

Se a derivada 7'(x) no ponto fixo  da aplicagao de primeiro retorno 7 definida na
secao local S da orbita v tem mddulo menor do que 1, dizemos que a dérbita v é uma

érbita periédica atratora. Para maiores detalhes, veja [6].



Observacgao 3. Notemos que, se a derivada 7/(x) no ponto fixo x da aplica¢ao de primeiro
retorno 7w definida na secao local S da érbita v tem mddulo maior ou menor do que
1, segue que fot trDX (¢s(x))ds é maior ou menor que 0, respectivamente. Tomemos
I = [JtrDX(¢s(x))ds = [, div X (¢y(x))ds. Assim, se I # 0, dizemos que y(¢) é um ciclo
limite hiperbdlico e concluimos que, se I maior ou menor que 0, entao y(¢) é repulsor ou

atrator, respectivamente.

Definicao 2.1.4. Dizemos que um conjunto C' C U € invariante pelo fluxo se
¢(C) C C para todo t € R. Mais precisamente, dizemos que C' € positivamente in-
variante se ¢,(C') C C para todo t > 0 e que € negativamente invariante se ¢.(C) C C

para todo t < 0.

Teorema 2.1.5. Sejam X um campo de vetores polinomial no abertod C R?, x ¢ U
um ponto de uma orbita periddica vy e S uma se¢ao local de (P,Q) em x com aplicag¢ao
de Poincaré . Se v € atratora, entao existe uma vizinhaca de v que € positivamente
wmvartante e todas orbitas por pontos nesta vizinhanga tendem a v, no sequinte sentido:
as iteradas ™ (y) dos pontosy € S suficientemente préximo de x convergem ao ponto fizo

T commn — Q.

Demonstracao do Teorema 2.1.5. Por hipdtese, v é atratora, ou seja, podemos escolher
0 <c<1tal que ||[7'(x)|| < c< 1. Segue, do Teorema do Valor Médio, que a restricao de
7 a uma pequena vizinhanga compacta de x é uma contragao. Como uma contracao de
um espago métrico completo possui um tnico ponto fixo, que é necessariamente atrator,
devido ao Teorema de Ponto Fixo de Contragoes, segue que para y € S suficientemente

préximo de x temos que 7"(y) — x com 1 — 0. [

Pelo teorema acima, as orbitas das solu¢oes do campo X que cortam S se aproximam
de 7. Se 7'(x) < 1, entdo podemos dizer que 7 se comporta como uma espécie de pogo
(em analogia com os pontos de equilibrio do tipo pogo), atraindo as trajetérias (em tempo
crescente) com condigoes iniciais em uma vizinhanga aberta da érbita. Uma tal 6rbita ~y
é um exemplo trivial do que se denomina um conjunto atrator em Sistemas Dinamicos.

Se a derivada 7'(x) > 1 no ponto fixo = da aplicagdo de primeiro retorno 7 definida



na secao local S da érbita v, dizemos que a érbita v é uma orbita periddica repulsora.
Neste caso, as orbitas das solugdes do campo (P, Q) que cortam S se afastam de ~
com tempo crescente e podemos dizer que 7 se comporta como uma espécie de fonte (em
analogia com os pontos de equilibrio do tipo fonte), repelindo as trajetérias (em tempo
crescente) com condigdes iniciais em uma vizinhanga aberta da érbita. Uma tal 6rbita

é um exemplo do que se denomina um conjunto repulsor em Sistemas Dinamicos.

Assim, a dinamica de ¢;(z) em torno de y pode ser analisada pela dinamica das iteradas
de 7 na secao local. No Capitulo 8, exemplificamos o comportamento das trajetérias de
um campo na vizinhanca de uma 6rbita periédica em R3.

O papel da segao local é discretizar o tempo. Uma outra maneira de discretizar o
tempo é considerar o fluxo ¢1(y), onde ¢1(y) é um difeomorfismo e podemos obter varias
propriedades do fluxo ¢;(z) a partir das iteradas ¢ (z) = ¢n(x).

Este ponto de vista, de analisar a dinamica de um campo vetorial através de uma
segao local m(y) ou de um difeomorfismo ¢;(y) que transforma o tempo de uma varidvel
continua em uma variavel discreta, tem produzido uma série de resultados importantes

na Teoria dos Sistemas Dinamicos.

2.2 Os Teoremas de Poincaré e Bendixson

Nesta secao, consideraremos apenas campos de vetores no plano, também denominados
campos planares. No que segue, X : U — R? é um campo polinomial no aberto U de R?
tal que todas as solugoes do campo (P, Q) estao definidas para todo tempo real.

Nosso primeiro objetivo nesta secao é demonstrar o Teorema de Poincaré-Bendixson,
que é um dos poucos resultados gerais sobre existéncia de dérbitas periédicas de campos
nao lineares, classificando os possiveis conjuntos w-limite de uma trajetoria limitada de

um campo planar com um numero finito de singularidades no fecho.

Teorema 2.2.1 (Teorema de Poincaré-Bendixson). Os wnicos conjuntos w-limite com-
pactos, nao-vazios e sem singularidades de um campo planar sao as orbitas periodicas do

campo.



Um resultado andlogo evidentemente vale para os conjuntos a-limite. Reforgamos
que o teorema é enunciado para campos planares, nao sendo valido em R™ com m > 2.
A restricdo tampouco é somente dimensional, pois embora o resultado seja valido para
campos de vetores na esfera bidimensional, nao vale no toro bidimensional, veja a Figura
(2.10). O ingrediente essencial para a validade do Teorema de Poincaré-Bendixson é a
cisao do dominio do campo em duas componentes por qualquer curva fechada simples, o

que ocorre no plano. Este ingrediente é o famoso Teorema da Curva de Jordan.

Figura 2.10: O toro.

Definicao 2.2.2. Uma curva fechada é a imagem do circulo unitdrio S' C R? e uma
curva fechada sem auto-interseccoes, também denominada uma curva fechada simples, é
a imagem homeomorfa do circulo unitdirio S* C R?; finalmente, dizemos que uma curva

fechada simples no plano é uma curva de Jordan.

Teorema 2.2.3 (Teorema da Curva de Jordan). O complemento no plano de uma curva
fechada e sem auto-intersecgoes tem duas componentes conexas abertas disjuntas, uma

limitada e a outra ilimitada, cuja fronteira comum € a curva.

As duas componentes conexas do complementar de uma curva de Jordan garantidas
pelo Teorema da Curva de Jordan, a limitada e a ilimitada, sao denominadas, respectiva-
mente, o interior da curva e o exterior da curva.

A afirmacao do Teorema da Curva de Jordan é intuitivamente ébvia para curvas de
Jordan visualmente elementares. No entanto, a afirmacgao do Teorema da Curva de Jordan

nao é elementar.



Se uma 6rbita v C U C R? de um campo é periodica, entao v é uma curva de Jordan
e, portanto, o interior e o exterior de v estao sempre bem determinadas pelo Teorema da
Curva de Jordan.

Passemos, agora, ao Teorema de Poincaré-Bendixson, que é um dos poucos resultados
gerais sobre a existéncia de érbitas periddicas de campos nao-lineares, classificando os
possiveis conjuntos w-limite de uma trajetoria limitada de um campo planar que nao

possui singularidades em seu fecho.

Figura 2.11: O interior U de uma curva de Jordan T.

Recorde que, para qualquer vetor v € S numa secao transversal local S de X, todos
os vetores X (v) sempre apontam para um mesmo lado de S. Assim, as trajetérias do
campo de vetores X que batem na secao S entram sempre todas pelo mesmo lado e saem
todas pelo outro lado. A Figura (2.11) descreve o que deve ocorrer entre duas batidas
subsequentes da trajetéria x(t) de X na segao transversal S. Mais exatamente, o que nao
pode ocorrer é algo do tipo descrito pela Figura (2.4), pois, por continuidade do campo,
havera um ponto no segmento .S em que o campo ou é tangente ou é nulo, de modo que
aquele segmento nao é, realmente, uma secao transversal.

Também é facil ver que nenhuma 6rbita de um campo pode retornar a uma segao local
do campo em tempos arbitrariamente pequenos, ou seja, a cada batida de uma trajetoria

numa se¢ao local transcorre um tempo positivo minimo, como podemos constatar tomando



uma caixa de fluxo tubular num ponto da segao local, veja a Figura (2.12).

Figura 2.12: Uma caixa de fluxo tubular.

A utilidade do Teorema da Curva de Jordan é fundamental para o que segue e pode
ser ilustrada pela Figura (2.11), onde a curva definida por um segmento de S e um
trecho da trajetéria z(t) determinam duas componentes conexas no plano, uma das quais

denotaremos por U. Observe que o aberto U nao precisa estar todo contido no dominio

U de X.

Lema 2.2.4 (Lema das Sequéncias Monétonas). Sejax € S um ponto da se¢ao transversal
local S definida. Se a trajetoria x(t) = ¢i(x) de X porx volta em S para tempos crescentes
0 <t <ty <..<ty, entdio a sequéncia de pontos x, = ¢, (xr) € mondtona em S, no
sequinte sentido: mo segmento S, x, sempre estd entre x,_1 e x,y1. Além disto, existem

t, < tpiq tais que x, = T,y1 Se, e somente se, a trajetoria de X por x é periodica.

Demonstracdo do Lema das Sequéncias Mondtonas. Note que, sempre que a trajetéria
x(t) = ¢(x) bate de novo em S, as batidas subsequentes determinam uma sequéncia
monoétona, devido ao comentario acima e pela Figura (2.13). De fato, note que a trajetéria
x(t) = ¢y(x), apds bater pela enésima vez em z, = ¢, (r) € S com t, > 0, ndo pode
mais sair do interior U da curva de Jordan I' determinada pela trajetéria e pela secao
transversal, pois, pela unicidade, a trajetéria nao pode cortar a trajetéria nem pode cruzar

a secao (onde o campo aponta para dentro de U). Sendo assim, as subsequentes batidas



formam uma sequéncia mondétona em S, ou seja, x, esta sempre entre x,,_1 € T, em S,

para qualquer k > 1.

Figura 2.13: A seqiiéncia monétona dos retornos.

Além disto, se duas batidas distintas da trajetéria de X por x em S coincidem, entao
a trajetéria é periddica (por definigao) e se duas batidas sao distintas, entao a trajetéria
nao pode ser periédica, pois como podemos ver na Figura (2.13), uma vez entrando em

U, a trajetéria nunca mais pode voltar ao ponto de partida x,,_;. |

Para demonstrar o Teorema de Poincaré-Bendixson destacamos mais dois resultados

preliminares.

Corolario 2.2.5. A trajetoria de um campo planar por um ponto de um conjunto w-limite

nao pode cruzar uma secao local do campo em mais do que um ponto.

Demonstragio do Coroldrio (2.2.5). Sejam S uma segao local do campo X : U — R? e
y € S tal que y € L,(x) para algum = € Y. Entao, existe uma sequéncia t,, — 400 tal
que x, = ¢, () — y. Como y € S, podemos supor que também x,, € S, projetando pelo
fluxo, se necessario.

Assim, temos duas possibilidades: a trajetéria de X por x é periddica ou a trajetéria

de X por x nao é periddica.



Afirmacao: Se a érbita de X por z é periddica, entao L, (x) é a prépria 6rbita periddica.
De fato, supondo que a 6rbita v de X por x é periddica de periodo tg, temos ¢y, () = x
para todo n € Z, pois ¢, (x) = x € Ppio(T) = (¢4, © ... © ¢y, )(x). Em particular, como
nty — +o00,  estd no seu conjunto w-limite e, portanto, L,(x) C =, ja que 7 é fechado e
invariante. Se y = ¢;(x) (para t fixo) é um ponto qualquer na érbita periédica -, entao
Gtinty () = (Pt (x)) = y para todo n € Z, de modo que y € L, (x), pois t +nty — +oo.
Logo, v C L,(z) e, concluimos, que v = L, (x). Dai, decorre que L,(z) NS = {y} é um
unico ponto.

Suponhamos que a trajetéria de X por x nao é periddica. Logo, os x,, sao pontos dis-
tintos de YN S que convergem a y € S. Pelo Lema das Sequéncias Monétonas, a sequéncia
v NS é uma sequéncia mondtona e sabemos que sequéncias mondtonas s6 podem ter, no
méximo, uma subsequéncia convergente. Isto significa que L,(x) NS = {y} é um tnico
ponto, pois qualquer outro ponto de L, (z) N S produziria uma outra subsequéncia de

7 NS que convergiria a um outro limite. |

Note que, na situcao do corolario acima, uma trajetoria de um ponto num conjunto
w-limite poderia até bater repetidamente numa mesma se¢ao local, mas sempre batera no

mesmo ponto da secao, que é o que ocorre com trajetorias periodicas.

Proposicao 2.2.6. Se o conjunto w-limite de um ponto de um campo planar é compacto e

contém uma orbita periddica, entao este conjunto w-limite coincide com a orbita periodica.

Demonstragao da Proposicao (2.2.6). Sejam x e y tais que L, (z) é compacto, a érbita -y
de X por y é periddica e v C L, (x). Queremos mostrar que também L, (x) C v, de modo
que L, (z) = é uma 6rbita periédica.

Suponhamos que L, (z) € v, ou seja, que L, (z) —~ # 0. Por ser compacto, o conjunto
w-limite L, (x) é conexo e, como 7 é um conjunto fechado, resulta que o complementar
nao-vazio L,(x) —~ de v em L, (x) ndo pode ser fechado e portanto existem um ponto
Yo € v e uma sequéncia yi € L, (x) — 7y tais que yr — Yo, com n — +00.

Como yg € v, temos X(yo) # 0 e, dessa forma, podemos tomar uma segao local de
X em yp; projetando pelo fluxo, se necessario, podemos supor também que L, (x) NS

consiste de, no maximo, um tnico ponto. Como y; € L,(x) N S para cada k, resulta que



a sequencia y; ¢ constante e, como y, — o, decorre que yr = yo € 7. Isto contradiz o

fato que yi € v e portanto estabelece que L, (z) C 7. |

A seguinte proposigao é necessaria na demonstragao do Teorema de Poincaré-Bendixson.

Proposigao 2.2.7. Se a semi-orbita {¢i(z) : t > 0} de X por x € limitada, entdo o

conjunto L, (z) € nao-vazio.

Demonstragao da Proposi¢ao (2.2.7). Por hipétese, a sequéncia x,, = ¢, (z) é limitada

e, assim sendo, possui uma subsequéncia convergente, cujo limite é um ponto de L, (z). R

Com estes resultados preliminares, podemos demonstrar o Teorema de Poincaré-

Bendixson.

Demonstracao do Teorema de Poincaré-Bendixson. Vamos provar que os unicos conjuntos
w-limite compactos, nao-vazios e sem singularidades de campos planares sao as érbitas
periédicas. Para isto, fixamos um campo planar X : & — R? e um ponto x € U quaisquer
tais que L, (x) # () é compacto e X(y) # 0 para cada y € L,(x). Queremos mostrar que
L,(z) é uma 6rbita periddica.

Seja y € Ly(z), dai, L,(y) C L,(z). Pela Proposigao (2.2.6), basta mostrar que
a trajetéria v de X por y é periddica, pois, entdo v = L,(y) C L,(z), e decorre que
L,(x) =~ é uma érbita periddica.

Ora, por hipétese, L, (x) é compacto, de modo que L, (z) # () pela Proposicao (2.2.7),
ou seja, podemos tomar um ponto z € L,(y). Por hipdtese, z ndo pode ser uma singu-
laridade de X, pois z € L,(y) C L,(x). Podemos, entao, tomar uma secao local S de X
por z.

Como z € L,(y), temos uma sequéncia y, = ¢, (y) — 2z com t, — 400 e, podemos
projetar pelo fluxo, se necessario, e supor que todos y, € S. Por outro lado, sabemos que
L,(x)NS é, no méximo, um unico ponto, pelo Corolério (2.2.5). Como cada y; € L, (x),

decorre que todos y; coincidem, ou seja, a trajetoria de X por y é periddica. |



Observacao 1. Tudo que foi dito até aqui para conjuntos w-limite vale também para
conjuntos a-limite, de maneira ébvia: basta lembrar que w=X(z) = o™ (z), ou seja, o con-
junto a-limite de x para o campo de vetores X é o conjunto w-limite de x para o campo
de vetores oposto —X. Assim, temos que o Teorema de Poincaré-Bendixson também

classifica os conjuntos a-limite.

Exemplo 1. Considere o sistema ctibico
! ! 2 2
Ty =1y, xh=—xy(22) + a5 —2) — 1y

eoanel Q= {(zy,29) : 1 < 2} + 23 < 3}, veja a Figura (2.14).

T2

0 1 \/§x1

Figura 2.14: Comportamento do sistema

A tnica singularidade do sistema ¢ (0, 0).
Dai, em §2 nao temos singularidades. Note que o anel {2 é invariante pelo fluxo do

sistema. De fato,

d(.ﬁ(]2 + LU2) dl‘l dIQ
Dali,
o]+ a5 =1= —225(22% + 235 — 2) = 215 > 0
€

2]+ 15 =3 = —225(275 + 25 — 2) = —2x3(23 + 1) < 0.



Logo, considerando p € €, pelo Teorema de Poincaré-Bendixson w(p) é uma Orbita

periddica. 0

Corolario 2.2.8. Um conjunto compacto, nao-vazio e invariante por um campo planar

contém pelo menos uma singularidade ou uma orbita periddica.

Demonstragao do Coroldrio (2.2.8). Seja C' um conjunto compacto, ndo-vazio e invariante
por um campo planar. Como C' é invariante por X, temos L, (z) C C paracadaz € C. Se
nao existem pontos de equilibrio em C', entao nao existem pontos de equilibrio em L, (x)

e portanto, pelo Teorema de Poincaré-Bendixson, L, (z) C C' é uma drbita periddica. J

Observe que, quando o compacto invariante é determinado por uma oOrbita periddica
junto com seu interior, podemos ser mais precisos: o interior de toda érbita sempre contém
pelo menos uma singularidade do campo. Isto pode ser visto no Corolario (2.2.13) adiante.

Nosso segundo objetivo nesta secao é estudar dois outros resultados relativos a campos
planares, o primeiro dos quais ¢ um outro Teorema de Bendixson e o segundo um outro
Teorema de Poincaré.

Seja v uma érbita periédica de um campo X : U — R? polinomial definido no aberto
U C R%. Como j vimos, v é uma curva de Jordan e, dessa maneira, o interior e o
exterior de v estao bem determinados pelo Teorema da Curva de Jordan. O interior
de v pode estar todo contido em U ou nao, o que nao afetou a prova do Teorema de
Poincaré-Bendixson. Um caso em que o interior de 7 esta todo em U é quando U nao tem
buracos, isto é, é simplesmente conexo. Dizemos que um conjunto & C R? é simplesmente
conexo se o interior de cada curva de Jordan contida em U esta inteiramente contida em
U; visualmente, isto significa que U nao tem buracos. Por exemplo, U = R?, ou qualquer
aberto convexo, como uma bola.

Quando o dominio U do campo é simplesmente conexo, o classico Teorema de Green da
uma restri¢cao sobre o tipo de campo de vetores que podem ter uma érbita periddica. Para

enunciar este resultado lembramos que o divergente do campo X é a funcao div X : U/ — R



definida em cada ponto (x1,z5) € U pelo trago da matriz jacobiana de X, ou seja, por

divX = 0_P + 8_@ =trDX.
0:)31 01'2

Proposigao 2.2.9 (Teorema de Bendixson). Se o campo polinomial X : U — R? definido
no aberto simplesmente conexo U de R* tem uma orbita periddica, entio ou divX €

identicamente nulo ou troca de sinal em U.

Demonstracao do Teorema de Bendixson. Uma Orbita periddica v de X é parametrizada
pela solugao (x1,x2) de X por um ponto qualquer de v, de modo que dx; = Pdt e
dry = Qdt garantem que

Pdl’g — Qd$1 = (—Q, P) . (dl’l,dl’g) = (—Q,P) . (P, Q)dt =

//leXdA //——F—dA:i%Pdl’g—le'l:O,
8331 8x2 v

onde R é o interior de 7y, contido em U, e a segunda igualdade é garantida pelo Teorema

Assim,

de Green.

Como X ¢ polinomial, o divergente de X ¢é continuo, e portanto, a igualdade
[ rdiv XdA = 0 garante que div X' é identicamente nulo ou troca de sinal em R. [}
Exemplo 2. O campo X (z1,72) = (12 — 23, —23) tem div X (21, 22) = —32%, que nao
troca de sinal nem é identicamente nulo em conjuntos abertos de R?, assim X nao possui
6rbita periddica alguma. Observe, pela Figura (2.15), que isto nao é de todo ébvio, haja

vista que o campo X tem jeito de centro nao linear. 0]

Observe também que o campo acima nao é gradiente, e nem é um campo linear
hiperbdlico, que sao os dois casos gerais que sabemos que nunca possuem 6rbitas periddicas.
Assim, o Teorema de Bendixson pode ser interpretado como dando uma condicao inde-
pendente que proibe a existéncia de 6rbitas periddicas.

O segundo resultado que queremos apresentar envolve o conceito de indice de uma

singularidade de um campo, devido a Poincaré.



)

Figura 2.15: Campo de vetores do exemplo 2.

Definicao 2.2.10. Seja xy € U uma singularidade do campo polinomial X : U — R2
no aberto U C R%. Se a derivada A = DX (zo) € M(2) de X em xq € inversivel, entdo
dizemos que a singularidade xy é simples. Dizemos que o indice (X, xo) de xg em relag¢ao
a X é +1 se detA > 0, em outras palavras, se o isomorfismo A : R? — R? preserva a

orientacdo canénica de R? e é -1 se detA < 0, ou seja, se A inverte a orientacdo de R2.

O fndice de o também pode ser dado por (—1)%, onde # indica o niimero de autovalores
de A com parte real negativa, estabelecendo uma relacao com o indice de estabilidade de

um campo linear hiperbdlico.

Exemplo 3. Em R? temos I(X,0) = 1 se X(x1,22) = (x1,22) e I[(X,0) = —1 se
X(x1,29) = (—x1,72). Estes campos lineares mostram a caracterizacao geométrica do
indice: observe que a transformacao identidade X (x1,xs) = (21, x2) leva a base canonica
{(1,0),(0,1)} nela mesmo enquanto que a reflexdo pelo eixo x5 dada por

X(x1,29) = (—x1,22) leva a base candnica positiva na base negativa {(—1,0), (0,1)}.



Mais geometricamente, vejamos a imagem do circulo unitario S* parametrizado por
r(t) = (cost,sint), com 0 < t < 27 (que percorre o circulo no sentido anti-horario,
que é positivo), pelos dois isomorfismos. A identidade leva o circulo em si mesmo,
dando uma volta completa no sentido positivo em torno da origem. O isomorfismo
X(x1,29) = (—21,29) leva o circulo unitario no circulo unitario percorrido no sentido
horario, dando uma volta completa em torno da origem no sentido negativo.

Assim, o indice da origem pode ser visto como o numero de voltas que a curva
imagem do circulo unitario positivo da em torno da origem. Note que o mesmo ocorre

com qualquer circulo em torno da origem e com qualquer matriz invertivel em M (2). O

Além do indice de uma singularidade, em R? podemos definir o indice de uma curva
fechada em relacao a um campo de vetores, desde que a curva evite todas as singularidades
do campo, como o nimero liquido de voltas completas que a curva imagem pela aplicacao

definida pelo campo da em torno da origem, como segue.

Definicao 2.2.11. Fizemos um campo polinomial X : U — R? no aberto U C R%. Dada
uma curva fechada C C U qualquer, tal que X (x) # 0 € R? para cada x € C, dizemos que
o indice de C' em relacao a X € o numero de voltas inteiras positivas menos o niumero
de voltas inteiras negativas que o vetor X (z) descreve enquanto x percorre C' uma vez no

sentido positivo, ou anti-hordrio.

Como X (x) volta para a posi¢ao inicial, o resultado liquido é sempre um nimero
inteiro, que é denominado o indice de C em relacao a X, ou mais precisamente, o indice
de Poincaré de C' em relagao a X denotado por I(X,C).

Para visualizar o indice, convém ver X (x) ndo como um vetor de um campo de vetores,
mas sim como um vetor na origem. Como X nao se anula em C, é melhor ainda observar

o vetor X (x) normalizado na origem.

Exemplo 4. Pelo visto acima, o indice do circulo unitdrio S' em relacao ao isomorfismo
X(z1,22) = (x1,79) é 1, que é o indice da origem em relacdo a X, isto é,
I(X,S') =1 = I(X,0). Analogamente, I(X,S') = —1 = I(X,0) para o isomorfismo

X(x1,x9) = (=21, 22). Resumindo, o sinal do determinante de um isomorfismo déd ambos



indices da origem e do circulo unitario. Observe que o mesmo ocorre com qualquer circulo

em torno da origem e com qualquer matriz invertivel em M (2). O

OOLEE

Figura 2.16: O indice de curvas em torno de singularidades.

Exemplo 5. Na Figura (2.16), esbogamos quatro curvas com vetores de um campo de

vetores, onde os indices sao 1, 0, 2 e -1, respectivamente. O]

Formalizando um pouco mais a nossa definicao de indice, podemos tomar uma parame-
trizagao qualquer r(t), a <t <b, de classe C' da curva C no sentido positivo e observar
que X (r(t)) define um caminho de classe C* de [a, b] em R?—{0} que pode ser decomposto
numa unica fungao-angulo 6 : [a,b] — R de classe C! tal que

mX(r(t)) = (cosf(t),sinb(t))
para cada t € [a,b]. Como X(r(b)) = X(r(a)), a diferenca 0(b) — 0#(a) é um miultiplo

inteiro de 27 e resulta que
1
I(X,C) = _[0(b) — 0(a)]

¢é o indice de Poincaré da curva C' em relagao ao campo X.

Prova-se que este niimero independe da parametrizacao escolhida e, mais que isso,
é invariante por deformagoes continuas da curva (homotopias), por maiores que sejam,
desde que evitem singularidades de X. Por outro lado, como é intuitivamente claro, o

indice nao é alterado por pequenas variacoes do campo.



Agora, se xg € U é uma singularidade simples de X e C' é uma curva de Jordan em
U, tal que x( é a tnica singularidade de X em seu interior, temos os indices de xy e de C
em relacdo a X. Como I(X,C) ndo muda encolhendo C, podemos tomar C' bem perto
de zg, de tal modo que I(X,C) = I(A,C) com A = DX (xg), j& que em xy o campo X é
uma pequena variacao do campo linear dado pela derivada. Se A é inversivel, entao, como
vimos no exemplo 4, I(A, C) = I(A, xy) = £1 de acordo com o sinal do determinante de
A = DX (x9).

Assim, estabelecemos a relagao local I(X,C) = I(X,x) entre os dois conceitos de
indice, de curva e de singularidade. Observe que desta maneira podemos estender o con-
ceito de indice a qualquer singularidade isolada de X, nao necessariamente simples. No

entanto, a contagem por autovalores so faz sentido em singularidades simples.

Exemplo 6. Os indices de uma fonte, sela e poco, veja a Figura (2.17), sdo +1, -1 e +1,

respectivamente. O de um centro também é +1. O

N
N\

Figura 2.17: O indice de singularidades hiperbdlicas.

Vejamos algumas relagoes globais entre os dois conceitos de indice. O primeiro resul-
tado abaixo é imediato tomando curvas cada vez menores e observando que o indice de
uma curva num fluxo tubular do campo é nulo, como na segunda curva da Figura (2.16).
O segundo resultado crucial a seguir, embora bastante simples de comprovar, nao é de

modo algum facil de provar.



Teorema 2.2.12. Sejam C C U uma curva de Jordan qualquer no aberto U C R? e

X : U — R? um campo polinomial em U que ndo se anula nos pontos de C.
1. I(X,C) =0 se X nao tem singularidades no interior de C.
2. I(X,C) =1 se C =+ é uma orbita periddica de X.

Juntando as duas afirmacoes do teorema, obtemos imediatamente o proximo corolario,

que é um poderoso teorema de existéncia de singularidade de campos planares.

Corolario 2.2.13. Seja X : U — R? um campo planar com uma érbita periddica v cujo
interior U estd todo contido em U. Entao, existe pelo menos uma singularidade do campo

em U.

Existem varias consequéncias profundas do teorema acima, como o Teorema Funda-
mental da Algebra, o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer e o Critério de Routh-Hurwitz
sobre o indice de estabilidade, mas aqui queremos chamar a atencao somente para o

seguinte resultado .

Teorema 2.2.14 (Teorema de Poincaré). Se C' é uma curva de Jordan cujo interior U
estd contido no dominio aberto U C R? de um campo de vetores polinomial X : U — R?
que nao se anula nos pontos de C' e se x1, %o, T, SGo as unicas singularidades de X em

U, entao
n

[(Xv C) = Z[(X’IZ)’

i=1

ou seja, o indice de C' em relacao a X € a soma dos indices das singularidades de X no

interior de C.
Da segunda afirmagao do Teorema (2.2.12) acima decorre o resultado seguinte.

Corolédrio 2.2.15. Seja X : U — R? um campo de vetores de classe C* no aberto

simplesmente conexo U C R? tal que todas suas singularidades sio simples.
1. Se todas singularidades de X sao selas, entao X nao possui orbitas periodicas.

2. Se v é uma orbita periddica entao em seu interior existe um numero impar 2n + 1

de singularidade, das quais n sao selas e n + 1 sao fontes, pocos ou centros.



Para finalizar, observamos que o indice de singularidades e curvas é um conceito
geométrico que ¢é invariante por mudancas de coordenadas. Assim, podemos falar em

indice de singularidades de campos definidos em superficies.



Capitulo 3
Primeiro critério

Neste capitulo, vamos demonstrar nosso primeiro critério para localizacao de ciclos limite,

isto é, provaremos o Teorema 1.0.1.

Demonstracao do Teorema 1.0.1.

Consideremos (P, ) um campo de vetores polinomial definido no subconjunto aberto U
de R?, y(t) = (u(t),v(t)) solugao periddica de (P, Q) de perfodo T, R : U — R uma
aplicacao C* tal que fOT R(u(t),v(t))dt # 0 e V = V(x,y) uma solugao de classe C* da
equacao diferencial parcial linear (1.1), isto é,

ov oV
P%(%y) + Qa—y(%y) = RV (z,y).

Queremos provar que V(y(t)) =0 e que 7 é um ciclo limite.

Denotemos R(t) = R(y(t)) e V(t) = V(y(t)) e tomemos a equagao diferencial

Fixada a condigao inicial z(0) temos que a solugao para tal equacao diferencial é

2(t) = 2(0) - exp ( /0 t R(s)ds) .

Como, V(z,y) é uma solucao da equagao diferencial parcial (1.1) e y(¢) é uma solucao

periddica de (P, Q), ou seja,



segue que z = V/(t) é uma solucao de 2’ = R(t) - z. De fato,

8_\/
ou

av v v

R(t)z = ROV (1) = P(1) (1) = W05 () + 0 (05 (0) = V(1) = 2 (0)

(t) + Q1)

V() =V(0)-exp ( /0 t R(s)ds) .

Além disso, como v(t) é uma solucao periddica de periodo T', entdao obtemos

Dai, e como fOT R(t)dt # 0, obtemos que

0=V(T) - V(0) = V(0) - exp ( /0 ' R(s)ds) —V(0) = V(0)- (exp ( /0 ' R(s)ds) - 1) .

Logo, V(0) = 0 ou fOT R(t)dt = 0.
Portanto, V(0) = 0 e, consequentemente, V' (¢) = 0 para t € [0,T]. Logo,

v C ¥ =V"Y0).

Suponhamos, por absurdo, que v esteja contida em um periodo anular, veja a Figura
(3.1). Entao, existe uma vizinhanga anular fechada A contendo +y e folheada por trajetérias

fechadas. Note que v pode estar na fronteira de A.

Figura 3.1: Periodo Anular.



Como f,y R(t)dt # 0, temos, por continuidade da aplicacdo R, que se A é suficiente-

mente pequeno, entao para toda trajetoria fechada 7' em A temos

/ R(t)dt # 0.
,\//
Assim, +' esta contida em ¥. Portanto,
AcCcY={(z,y) el : V(z,y) =0}.

Isto é uma contradigao, pois X é localmente uma curva regular, a menos de um conjunto
de medida zero. Portanto, v nao esta contida em um periodo anular.

Concluimos que v é um ciclo limite, pois a segunda possibilidade nao pode ocorrer. J



Capitulo 4

Ciclos limites de sistemas

quadraticos

Neste capitulo, provaremos as Proposicoes 1.0.2, 1.0.4, 1.0.5 e o Corolario 1.0.3 aplicando

o Teorema 1.0.1 para sistemas quadraticos.

Demonstracao da Proposicao 1.0.2. Consideremos o sistema quadratico
v =0z —y+ 12> +may +ny?, Y =2+ bay. (4.1)

com l-n > 0el®>+n?>0. Suponhamos que, para algum R = az + By com 3 # 0,
existe um polinémio V(z,y) que satisfaz a equacao (1.1). Queremos provar que se

v(t) = (u(t),v(t)) € U,t € [0,T] é uma trajetéria fechada do sistema, entao V(y(t)) = 0.

Suponhamos, por absurdo, que v nao estd contida em ¥ = {(x,y) € R?: V(z,y) = 0}.

Dessa forma, pelo Teorema 1.0.1, obtemos que

/0 : R(u(t),v(t))dt = 0

isto é, fOT(au + Bu)dt = 0.

Logo, temos duas situagoes (devido a Yanquian):

e b=0.

43



Dai, o sistema (4.1) torna-se

v =0 —y+ 12+ may +ny?, Y =

/udt: 0.
N

v':u:>/udt:/v'dt:v(T)—v(O):0.
Y Y

Como v' = u, segue que

Com efeito,

Como 0 = fy(ozu + pu)dt e 5 # 0, entao,

0= /vdt.
v

/ uvdt = 0.
¥
/ w=v(t) v(0)
/uvdt = /v vdt = / wdw = 0.
¥ ¥ v(0)

Agora, integrando a equacao diferencial correspondente a u/, obtemos que

T T T
0= / u'dt = l/ uldt + n/ v2dt.
0 0 0

Dali, elevando ambos os lados ao quadrado, temos que

T 2 T 2 T
12 (/ u2dt) +n? </ v2dt) +2ln/ u2dt/v2dt=0,
0 0 0 vy

o que contradiz o fato de 12 +n? > 0 e In > 0. Portanto, ~ est4 contida em X.

Também temos que

De fato,

b#0.
Como

v =wu+buv = u(l+ bv)

entao o segmento 1+bv = 0 é invariante pelo fluxo do sistema quadratico (4.1), pois
v = —+ é constante. Logo, v nao intercepta 1+bv = 0. De fato, se para algum ¢ € R

tivéssemos y(t) = (u(t),v(t)) satisfazendo que 1+ bv(t) = 0, entao a invariancia do



fluxo no segmento 1+ bv = 0 implicaria que 1+bv(t) = 0 para todo t € R. Dali, y(t)

estaria contida num segmento, o que é impossivel ja que y(¢) é uma 6érbita periédica.

Temos que
v'(t)
1+ bu(t)

[ W dt T W (t)dt
Lu(t)dt_L1+bv(t) _/0 T+ bo(t)

e considerando a mudanca de coordenada w = 1+ bv(t) temos que

w(0)
w(0) bw

Por hipétese, fﬁ/ Rdt =0e 3+#0. Dai

0:/0T(au(t)+ﬁv(t))dt:a/ dt+ﬁ/ V)t = ﬁ/

V'(t) = u(t)(1 + bu(t)) = = u(t).

Logo,

e portanto .
/ v(t)dt = 0.
0
Como v'(t) = u(t) +bu(t)v(t) segue, repetindo o argumento usado na se¢ao anterior,
que

0 = o(T) — v(0) = / o (t)dt = / w(t)dt + b / w(t)o(t)dt

/u(t)v(t)dt =0.

o

Agora, integrando a equacao diferencial referente a u’(¢) obtemos que

T T T
0= / u'dt = l/ uldt + n/ v2dt.
0 0 0

Elevando ambos os lados ao quadrado,

T 2 T 2 T
12 (/ u2dt) +n? </ v2dt) +2ln/ u2dt/v2dt:0,
0 0 0 Y

o que contradiz o fato de I> +n? > 0 e In > 0. Portanto, 7 estd contida em X. |



Demonstracao do Coroldrio 1.0.3. Consideremos o sistema quadratico
o = P(x,y) =0 —y+ 2> +may+ny’, ¥ =Q(x,y) =+ by (4.2)

com
(1+n)? 4+ 8(m + mn + dn)
6%n

onde én(1 +n) # 0 e n > 0. Queremos provar que o sistema acima nao tem trajetérias

b:

fechadas.
Suponhamos, por absurdo, que v = (u(t),v(t)) € U, t € [0,T] é uma trajetéria fechada

do sistema quadrético (4.2). Tomemos

1 1 ?
V(e,y)=1+2 +nx—2ny+( —gnz—ny) .

Um célculo trivial mostra que, tomando R(z,y) = 2 (:)3 — 1JFT"y), temos que V é uma

solugao da equacao diferencial (1.1), ou seja,

o,V _

5 T @, — RV

Como n > 0 segue que n # —1 e portanto R satisfaz a hipétese da Proposicao 1.0.2.

Logo, se v é uma ¢6rbita fechada ela deve estar contida no conjunto

Y={(x,y) el : V(x,y) =0}.

Mas temos
1 1 2
V=01+2 +nx—2ny+< j(;na:—ny) =0+«
1+n 2 1+n 1 1+n
r—ny|+1) =0+ r—ny | +1=0<=y=—+ T.
0 0 n no

Assim, obtemos que o lugar geométrico dos pontos (z,y) que satisfazem V(z,y) = 0

nao é uma elipse. Logo, o sistema (4.2) ndo tem trajetéria fechada. |

Os seguintes exemplos de campos de vetores quadraticos ilustram sistemas que nao

possuem trajetérias fechadas, por consequéncia do Corolario 1.0.3, do Teorema 1.0.1.



Mas, isso nao é facilmente observado, como se verifica nos seus respectivos campos de
direcgoes.

Exemplo 1. Considere o sistema quadratico
r_ 2 2 o
r=rv—y+ar+ary+y:, Yy =x+Txy.

Verifica-se facilmente que o sistema acima satisfaz as hipéteses do Corolario 1.0.3. Logo,

tal sistema nao tem trajetérias fechadas, cujo comportamento é ilustrado na Figura 4.1.
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Figura 4.1: Campo de direcoes do sistema 2’ = x —y + 22 + 2y + 3%,y = x + Tay.

Como pode-se observar nao é ébvio a nao existéncia de trajetorias fechadas. ([

Exemplo 2. Considere o sistema quadratico
v =x—y+a® 2y +4t Yy =2+ 9 Thay.

Note que o sistema acima satisfaz as hipdteses do Corolario 1.0.3. Portanto, nao tem
trajetorias fechadas. A Figura 4.2 ilustra o comportamento de tal sistema, onde é possivel

verificar que nao é ébvio a nao existéncia de trajetorias fechadas. OJ
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Figura 4.2: Campo de diregoes do sistema 2’ = x — y + 2% + 22y + 4y%,y' = x + 9, THay.
Exemplo 3. O sistema quadratico
I 2 2 I
r=2rx—y+a+ry+y, Yy =x+ 3y

satisfaz as hipdteses do Corolario 1.0.3. Assim, nao tem trajetorias fechadas. O compor-
tamento de tal sistema ¢ ilustrado na Figura 4.3.

Note que nao é ébvio a nao existéncia de trajetérias fechadas. O

Exemplo 4. O sistema quadratico
v =3 —y+attay+27 Y =x+ 2y

satisfaz as hipdteses do Corolario 1.0.3. Assim sendo, nao tem trajetorias fechadas.
Observe que nao é 6bvio a nao existéncia de trajetorias fechadas como se verifica na

Figura 4.4, que ilustra o comportamento do sistema. O]
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Figura 4.3: Campo de dire¢oes do sistema ' = 2z —y + 2% + 2y + y2, 5’ = = + 3xy.

Demonstragao da Proposi¢ao 1.0.4. Consideremos (P, ()) um campo de vetores quadrati-
cos. A nossa hipétese garante que existe \g € R tal que R = P + A\(Q é o vazio ou um

unico ponto. Entao, podemos assumir que
R = P(z,y) + MQ(z,y) >0, VY(z,y) € R*.

Queremos provar que o campo de vetores quadraticos (P, Q) nao tem trajetérias fechadas.
Suponhamos, por absurdo, que v(t) = (u(t),v(t)) € U, t € [0,T] é uma trajetéria
fechada do sistema quadratico (P, Q).

Tomemos
V([L’, y) = exp(x + )\OQ(xv y))
Observe que V' é uma solugao da equagao diferencial (1.1), isto é,

ov oV

o @G RV

com R = P+ \@. Note que R > 0, para todo (z,y) € R%
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Figura 4.4: Campo de diregoes do sistema 2’ = 3x —y + 2% + 2y + 2%,y = = + 2xy.
Como nenhuma trajetoria fechada v esta contida em R =0 e R > 0 temos entao que
/ Rdt > 0.
v
Logo, pelo Teorema 1.0.1, segue que v C . Contudo, note que
V(z,y) = exp(xz + XQ) > 0.

Portanto, o sistema (P, (Q)) nao tem trajetérias fechadas. B

Exemplo 5. Consideremos o sistema quadratico
? ="y —rt+y+1l, Y=y -y+1

Tomando )y = 1, segue que R = P + M@ = 2> — 2 + 2. Observe que 22 —x + 2 > 0,
para todo (z,y) € R?, e mais, o lugar geométrico dos pontos (z,y) que satisfazem R = 0

é o vazio. Portanto, pela Proposicao (1.0.4), o sistema dado nao tem trajetérias fechadas.
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Figura 4.5: Campo de dire¢oes do sistema 2/ =22 —y?> —a+y+ 1,9 =¢y> —y + 1.

Veja a Figura (4.5) que esboca o comportamento do sistema acima. ([

Exemplo 6. O sistema quadratico
=3+ -2 -2y, yY=2+y-y—-1

nao tem trajetérias fechadas, pois tomando A\g = —2, obtemos que R = P + \(@Q =
2?2 —x + 2 > 0, para todo (z,y) € R?, e o lugar geométrico dos pontos (z,y) que satis-
fazem R = 0 é o vazio. Portanto, satisfaz a Proposigao (1.0.4). Isto pode ser observado

na Figura (4.6) que esboga o comportamento do sistema dado. 0J
Exemplo 7. Consideremos o sistema quadratico

=44 —y+ay—1, y =22>—20+y—xy+3.

Tomando A\g = 1, obtemos R = P + \@Q = 2% + 2x + 2 > 0, para todo (z,y) € R?

e o lugar geométrico dos pontos (x,y) que satisfazem R = 0 é o vazio. Portanto, pela



Figura 4.6: Campo de diregoes do sistema 2’ = 322 + 2y — 2 — 2y,y/ = 2% +y?> —y — 1.

Proposicao (1.0.4), o sistema dado nao tem trajetérias fechadas. Veja na Figura (4.7) o

comportamento do sistema. 0]

Exemplo 8. Consideremos o sistema quadratico
v =242 —y+ 22y, v =y*—x+0,5y—xy.

Tomando \g = 2, temos R = P + \Q = 2? + 2. Dai, obtemos que R > 0 para todo
(r,y) € R? e o lugar geométrico dos pontos (x,y) que satisfazem R = 0 é um tinico
ponto. Pela Proposicao (1.0.4), o sistema dado nao tem trajetérias fechadas, como pode

ser observado no comportamento dado pela Figura (4.8). O

Como mencionamos no Capitulo 1, o Primeiro Critério mostra que, quando conhece-
mos explicitamente a trajetéria V (x, y) = 0 do campo de vetores (P, Q) através da equaciao
(1.1) para um dado R, obtemos informagoes adicionais sobre as solugoes periddicas de

(P,Q). Em geral, é dificil conhecer explicitamente uma trajetéria, com excessao dos
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Figura 4.7: Campo de diregoes do sistema 2’ = —22 + 42 —y +ay — 1,y = 22° — 20 +y — ay + 3.

pontos singulares.

A proxima proposi¢ao usa o ponto singular na origem para obter informagoes sobre as

solugoes periddicas do Teorema 1.0.1.

Demonstracao da Proposicao 1.0.5. Consideremos o sistema quadratico

v =0 —y+ 12 +may+ny?, Yy =x(1+ar+ by)

com 62 — 4 < 0 e v uma trajetéria fechada deste sistema. Suponhamos

R:

§(z? — dzy + y?) + (21 — da)z® + (2(m +a) — 6(b+ 1)) z*y + (2(n + b) — dm)xy?

x?—dxy+y
Queremos provar que f7 Rdt = 0.
Suponhamos, por absurdo, que fﬁ{ Rdt # 0. Seja

V =a2® — dxy + >

Note que V' é solucao da equacao diferencial P%—‘; +

2

2%
Oy

= RV associada ao campo e a

— ony
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Figura 4.8: Campo de diregoes do sistema ' = 2% + 22 — y + 22y, y’ = y*> — x + 0,5y — xy.
aplicacao R dados acima. De fato,
ov oV
P% + Qﬁ—y = (6x — y + 12 + may + ny®)(2x — 0y) + (2(1 + ax + by))(—6x + 2y) =

R (2* — éxy +y*) = RV.

Pelo Teorema 1.0.1, obtemos v C . Observe que
Viz,y) =0 <= (z,y) = (0,0),
pois caso contrario obtemos que
22—y + 1y =0 = 22 +1y? = Say = (2 +yH)? = %%y

Por hipétese, 2 — 4 < 0 = 6% < 4.
Dali,

(22 +y*)? < 42?y? = o' 202yt — 4%y < 0= 2t 2272+t < 0 = (22 —9?)? <.



Portanto,
v CE={(z,y) €R*: V(z,y) = 0} = {(0,0)}.

Logo, qualquer trajetdria fechada v de (P, Q) deve satisfazer fv Rdt = 0. |

Segundo as hipdteses da Proposicao 1.0.5, se 6 # 0, entao o conjunto de pontos
I'={(z,y) € R?: R(x,y) = 0} nao contém a origem.

Desde que fv Rdt = 0 para qualquer trajetdria fechada v, obtemos v (T # 0. Caso
contrario, R > 0 ou R < 0 em v e a integral nunca se anula.

Entao, conhecendo I', sabemos algo sobre o tamanho dos ciclos limites na vizinhanca

da origem, se eles existem. Veja a Figura (4.9).

Figura 4.9: Tamanho dos ciclos limites.



Capitulo 5

Ciclos limites dos sistemas de

Vorobev

Neste capitulo, estudaremos os sistemas ctibicos, em particular o sistema de Vorobev.
Definicao 5.0.16. O sistema cubico da forma

v =—y+ax(@®+y*—1), v =z+bylx*+y*-1) (5.1)
onde a e b sao constantes, é chamado de sistema de Vorobev.

A proxima proposicao estabelece condi¢oes para que tal sistema tenha ciclos limites,

devido a Vorobev, veja [16].

Proposicao 5.0.17. Consideremos o sistema de Vorobev (5.1) com ab > —1 e

(a —b)? > 4. Entao o sistema (5.1) tem o ciclo limite
:L,Q + y2 -1
na vizinhanga de um no, a saber a origem.

Recordemos, da Observagao 3, na Secao 2.1, que se y(t) = (u(t),v(t)) é uma solugao

periédica do sistema (5.1) de periodo T e

I= /OT (g—f + (?9_22) (u(t), v(t))dt (5.2)

o6



entdo y(t) é um ciclo limite estdvel se I < 0 e é um ciclo limite instdvel se I > 0. Quando
I # 0, dizemos que o ciclo limite € hiperbdlico.

A préxima proposigao melhora o resultado de Vorobev sobre os ciclos limites do sistema
(5.1).
Observagao 1. Notemos que (cos(t), sin(t)) é uma solugao do sistema de Vorobev. Disso,

temos que 22 + y? = 1 sempre é uma 6rbita periédica.

Proposicao 5.0.18. Consideremos o sistema de Vorobev (5.1), v uma trajetoria fechada
do sistema (5.1) definida por 2> + y* = 1, Ry = {(x,y) € R* : 22 +¢y? < 1} e
Ry = {(z,y) e R?: 22 + ¢y > 1}.

(a) Sea+b=0eab+#0, entio vy € o tunico ciclo limite do sistema (5.1).

(b) Sea-+b+#0, entio vy é um ciclo limite hiperbdlico, estavel se a+b < 0 e instdvel se

a+b>0.

(c) Sea+b#0 eab>0, entdoy € o unico ciclo limite do sistema (5.1) e a origem é o

unico ponto singular.

(d) Sea+b#0e—1<ab<0, entao o sistema (5.1) ndo tem trajetorias fechadas
em Ry, e se ele tem alguma trajetoria fechada em Ry esta deve ser um ciclo limite
hiperbdlico com a mesma estabilidade que . Além disso, o sitema (5.1) tem 5

pontos singulares, 1 em Ry e / em Rs.

(e) Suponha que a+b# 0 e ab < —1. Entdo, se o sistema (5.1) tem alguma trajetdria
fechada em Ry (respectivamente em Ry), esta deve ser um ciclo limite hiperbdlico
com a mesma (respectivamente diferente) estabilidade que . Além disso, o sistema

(5.1) tem 9 pontos singulares, 5 em Ry e 4 em Ry.
Demonstracao da Proposicao 5.0.18.
(a) Serd demonstrada no Lema 6.2.3 no Capitulo 6.

(b) Por hipdtese, a + b # 0. Tomemos

x = cos(t), y=sin(t)



a solucao periddica associada a trajetoria fechada v, e
P(z,y) = —y +az(a® +y* = 1), Q(z,y) = a +by(a® +y* —1).

A equacao (5.2) torna-se
I'=2(a+b)m (5.3)

De fato,

= /OT (g—]; + g—g) (u(t), v(t))dt =

2m
= / [3acos®(t) + asin®(t) — a + 3bsin®(t) + bcos®(t) — bldt =
0

= (3a + b) /27r cos®(t)dt + (a + 3b) /27r sin?(t)dt — (a + b) /27r dt = 2(a + b)r.

Como a + b # 0 entao, I # 0. Logo, v é um ciclo limite hiperbdlico. E mais, se
a+0b < 0entao I < 0. Assim, v é estavel. Analogamente, se a+b > 0, entao I > 0.

Portanto, v ¢ instavel.

(c) Por hipétese, a + b # 0 e ab > 0. Tomemos R(x,y) = 2(azx? + by?). Assim,

V(z,y) = 2% +y* — 1 é uma solugao da equagao
ov ov
P— — =RV
ar 9%y
com R dado acima.
Tomemos (u(t),v(t)) uma solugao periddica de periodo 7', do sistema (5.1) e
T T
J = / R(t)dt = 2/ [au?(t) + bv?(t)]dt.
0 0
Como ab > 0 e a+ b # 0 temos
J #0.

Pelo Teorema 1.0.1, a trajetoria fechada

{(u(®),v(t)) : t € [0,TT}



estd contida em ¥ = {(z,y) : 2% + y? = 1}.
Assim, {(u(t),v(t)) : t € [0,T]} é o circulo 2* + y* = 1. Portanto, v é o tnico ciclo
limite do sistema (5.1).

Note que (0,0) é um ponto singular do sistema (5.1). E mais, se o sistema (5.1) tem

algum outro ponto singular, ele deve ser solucao das equacgoes

1
ar? +by =0, 22+ =1+ . (5.4)
—ab
De fato, note que das equacoes
—y+ar(z® +y* —1)=0, z+by(x*+y°—1)=0
obtemos que
—y+ar(z® +y? —1)=0=y=ax(z® +y> - 1).
Portanto,
2t —1=2 (5.5)
azx
Substituindo a equacdo (5.5) na segunda equagao do sistema (5.1):
x4+ by(x? +y? —1) :0:>:c+by% =0=azr’ +by*=0.
Portanto,
y==+ _Tax (5.6)

Por fim, substituindo a equagao (5.6) na equagao (5.5):

1

2yt —1=4 .
—ab

Logo,

az® +by? = 0.

Como ab > 0, temos que nenhum ponto (x,y) # (0,0) satisfaz a equacao (5.4).

Portanto, a origem é o tinico ponto singular do sistema (5.1).



(d) Note que

A:

é a matriz obtida da parte linear do sistema (5.1). Dai, temos detA =ab+1>0e

tr A= —(a+b). Logo, a origem é um né ou um foco.

Recorde que, se tr A > 0, entao o ponto de equilibrio é instavel e, se tr A < 0, entao

o ponto de equilibrio é estavel.

Logo, a origem ¢é instavel se a + b < 0, e estavel se a + b > 0. Note que no item (b)

temos que, se a + b < 0, entao v é estavel e se a + b > 0 entao v ¢é instavel.
Portanto, a estabilidade da origem e de v sao contrarias.

Suponhamos, por absurdo, que (u(t),v(t)) seja uma solugao periédica de periodo
T, do sistema (5.1) em Ry, ou seja, u?(t) + v*(t) < 1. Agora, tomemos R(x,y) =
2(az? + by?) e
T T
J:/ R(t)dt:2/ [au?(t) + bv?(t)]dt.
0 0
Assim, V(z,y) = 22 + y?> — 1 é uma solugao da equagao

oV oV
P +Q8—y =RV

com R dado acima.

Comoa+b#0e—1<ab<0,segue que J = 0. Caso contrario, pelo Primeiro
Critério, {(u(t),v(t)) : t € [0,T]} é o circulo x* + y* = 1. Assim, a equagao (5.2)

torna-se

I:/O (g—i+%)<u(t>,v(t>>dtz<a+b)/0 (W2(t) + v2(t) — 1)dt.

Como a + b # 0 segue que I # 0. Logo, (u(t),v(t)) é um ciclo limite hiperbdlico.

Portanto, (u(t),v(t)) ou é um ciclo limite estdvel ou instdvel. Como origem e ~y
tém estabilidade contraria, segue que se (u(t),v(t)) é uma trajetéria fechada em Ry

entao (u(t),v(t)) é semi-estavel, o que contradiz o fato de ser hiperbdlica.

Logo, nao existe ciclo limite (u(t),v(t)) em R;.



Suponhamos que (u(t),v(t)) seja uma trajetéria fechada em Rs. Dali,

u?(t) + v*(t) > 1. Tomemos R = 2(ax?®+ by?) e J = fOT R(t)dt. Note que
V(z,y) =2 +y° — 1

é uma solucao da equacao diferencial

oV oV
P— _— =
oo +Q 5 RV

com R dado acima. E mais, J = 0. Do contrario, obteriamos do Teorema 1.0.1 que
{(u(t),v(t)) : t €[0,T]} é o circulo 2% + y* = 1, 0 que contradiz a hipitese que vy é
diferente de (u(t),v(t)).

Assim, a equacao (5.2) torna-se

1:/0 (g—f + %)(u(t),v(t))dt - (a+b)/0 (W2(t) +0%(t) — dt (5.7

Como a + b # 0, segue que I # 0. Logo, (u(t),v(t)) é um ciclo limite hiperbdlico.

Dai e da equagao (5.7) obtemos que se a +b > 0, entdo I > 0 e se a + b < 0 entao
I < 0. Portanto, das equagoes (5.3) e (5.7), temos que v e (u(t),v(t)) tem a mesma
estabilidade em R,.

Como —1 < ab < 0, 22 +y* > 2 ou 2?2 + y? < 0. Portanto,

1
—ab

ar’> +by? =0, 2°+y =1+

tem 4 solugoes. Entao, o sistema (5.1) tem 4 pontos singulares em Ry e 1 em Ry, a

origem. Assim, o sistema (5.1) tem 5 pontos singulares.

(e) Por hipdtese a +b # 0 e ab < —1. Suponhamos que a soluc¢do periédica (u(t),v(t))
do sistema (5.1) ¢ diferente de 7. Logo, u?(t) + v?(t) — 1 # 0.

Tomemos R = 2(az? + by?) e J = fOT R(t)dt. Note que

V(x,y):x2+y2—1



¢ uma solucao da equacao diferencial

oV oV
Pos t g, =RV

com R dado acima. E mais, J = 0, pois, caso contrario, obtemos do Teorema 1.0.1
que {(u(t),v(t)) : t € [0,T]} é o circulo z* + y? = 1, o que contradiz a hipdtese que
v é diferente de (u(t),v(t)).

Assim, a equacao (5.2) torna-se

T orP  0Q Ty 2
1= [ G+ Gh. o) =@+ 0) [ e+ - D
ou seja, a equagao (5.7). Como a + b # 0, segue que I # 0. Logo, (u(t),v(t)) é um
ciclo limite hiperbdlico.

Suponhamos que (u(t),v(t)) estd contido em R,. Entao,
u?(t) +v3(t) > 1.

Dai, e da equacao (5.7), obtemos que se a +b > 0 entdao I > O e, se a+b < 0
entdo I < 0. Portanto, das equagdes (5.3) e (5.7) obtemos que v e (u(t),v(t)) tem

a mesma estabilidade em Rs.

Agora, suponhamos que (u(t),v(t)) estda contida em R;. Entao,
u?(t) +v*(t) < 1.

Logo, da equagao (5.7), se a+b > 0, entdo I < 0 e, se a+ b < 0 entdao I > 0.
Portanto, das equacoes (5.3) e (5.7), v e (u(t),v(t)) tem estabilidade diferente em
Ry.

Por fim, como ab < —1 segue que

V—ab>1=0<

< 1.

1
v —ab
Logo, 2% 4+ y%? < 1 ou 2® + y? > 1. Assim, obtemos 4 pontos singulares e a origem

em R, ou seja, as 4 solugoes de

ar? +by? =0, 2°+yP=1-



e mais 4 pontos singulares em Ry, ou seja, as 4 solugoes de

1
ar® + by’ =0, 2°+yP=1+ 7
—a

> 1.

Portanto, o sistema (5.1) tem 9 pontos singulares, sendo 5 em Ry e 4 em Rs.

A seguir, apresentamos alguns exemplos onde aplicamos a Proposigao (5.0.18).

Exemplo 1. Consideremos o sistema quadratico

x/:—y—Qx(x2+y2—1), y':x—y(x2+y2—1).

Note que a = —2 e b = —1. Pelo item (b) da Proposigao (5.0.18), v é um ciclo limite

hiperbdlico estavel.

Exemplo 2. Consideremos o sistema quadratico

o=y 42 +yt 1), Y =ty +y" - 1).
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Figura 5.1: Campo de diregdes do sistema 2/ = —y — 2z(2% + y? — 1),y =z — y(2? + y? — 1).
O campo de diregoes é dado na Figura (5.1). O



hiperbdlico instavel.

Exemplo 3. Consideremos o sistema quadratico

/

xr = -y, y':x+2y(x2+y2—1).

Como a = 2 e b = 1 segue que pelo item (b) da Proposi¢ao (5.0.18) v é um ciclo limite

O

Note que a = 0 e b = 2. Entao, pelo item (c) da Proposigao (5.0.18), temos que 7 é o

Unico ciclo limite do sistema dado e a origem é o tinico ponto singular.
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Figura 5.2: Campo de dire¢des do sistema 2’ = —y,y’ = z + 2y(2? + y* — 1).

O campo de diregoes é dado na Figura (5.2).

Exemplo 4. Consideremos o sistema quadratico

/

T :—y—x(x2+y2—1), y':x—Qy(x2+y2—1).

Note que a = —1 e b = —2. Portanto, pelo item (c¢) da Proposi¢ao (5.0.18), obtemos que

~ é o unico ciclo limite do sistema dado e a origem é o tinico ponto singular. O



Exemplo 5. Consideremos o sistema quadratico

1
v = —y+ a2’ +y* - 1), y’:x—iy(xz%—gf—l).

Comoa =1eb=—-1/2,a+b# 0e —1 < ab < 0. Portanto, pelo item (d) da
Proposigao (5.0.18), o sistema acima nao tem trajetéria fechada em R;. E mais, se

existe alguma trajetoria fechada em Rs, esta deve ser um ciclo limite hiperbélico instavel.

O

Exemplo 6. Consideremos o sistema quadratico

1 1
x’:—y—zx(xz%—gf—l), y’:x+§y(x2+y2—1).
Note que a = —i eb= % Assim, a +b # 0 e —1 < ab < 0. Entao, pelo item (d)

da Proposicao (5.0.18), segue que o sistema dado nao tem trajetéria fechada em R;. E

mais, se existe alguma trajetéria fechada em Ry, esta deve ser um ciclo limite hiperbélico

instavel.
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Figura 5.3: Campo de direcdes do sistema 2/ = —y — 12(2? +¢y?> — 1),y =z + sy(2® + y> — 1).

O campo de diregoes é dado na Figura (5.3). O



Exemplo 7. Consideremos o sistema quadratico

1 1
x/:—y+§x(x2+y2—1), y':x—l—o (x2+y2—1).

Note que a =1 e b= —5. Daf, a+b#0e —1 < ab < 0. Pelo item (d) da Proposicao
(5.0.18), o sistema dado nao tem trajetoria fechada em R;. Se existir alguma trajetéria

fechada em Ry, esta deve ser um ciclo limite hiperbdlico instavel. O]

Exemplo 8. Consideremos o sistema quadratico
o= —y+2z(a® P - 1), Y =r—y@*+yt-1).

Como a = 2 e b = —1, obtemos que a + b # 0 e ab < —1. Portanto, pelo item (e) da
Proposigao (5.0.18), se o sistema dado possui alguma trajetéria fechada em R; (respecti-

vamente Ry), esta deve ser um ciclo limite hiperbélico estdvel (respectivamente instével).
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Figura 5.4: Campo de direcoes do sistema 2’ = —y + 2z(z2 + 32 — 1),y =z — y(2? + y> - 1).
g Y Y Y Y Y

O campo de diregoes é dado na Figura (5.4). O



Exemplo 9. Consideremos o sistema quadratico
v =—yta@®+y*-1), ¥ =2-2y@*+y*-1).

Comoa =1eb= —2segue que a+b # 0 e ab < —1. Portanto, pelo item (e) da
Proposigao (5.0.18), segue que se o sistema dado tem alguma trajetéria fechada em Ry
(respectivamente Ry) esta deve ser um ciclo limite hiperbélico instavel (respectivamente

estavel). O

Exemplo 10. Consideremos o sistema quadratico

1
= —y—2x(x2+y2 -1), ¢ :x+1y(x2+y2 —1).

Note que a = —2 e b = i. Dai, a +b # 0 e ab < —1. Portanto, pelo item (e) da
Proposigao (5.0.18), segue que, se o sistema dado tem alguma trajetéria fechada em R
(respectivamente Ry), esta deve ser um ciclo limite hiperbélico instavel (respectivamente

estavel). O



Capitulo 6

O fator de integracao inverso

Neste capitulo, provaremos o Segundo Critério. Para tanto, recordaremos algumas defini-
¢oes e apresentaremos alguns resultados preliminares. Um destes resultados diz que os

campos vetoriais associado a sistemas hamiltonianos nao tém ciclos limites.

6.1 Sistemas Hamiltonianos

Definicao 6.1.1. Sejam U um subconjunto aberto do R?> e H : U — R uma aplicagdo de

classe C%. Um sistema da forma

,  OH , _0_H

= a—y, Yy = oz’ ($,y) cu <61)

a

é chamado um sistema Halmitoniano.

Exemplo 1. Considere o sistema 2’/ =y, y' = —kz. Tomemos H(z,y) = 3(y* + ka?),

segue que %—g(x,y) = kx e %—Ij(x,y) = y. Logo, o sistema acima pode ser reescrito da

seguinte forma
y_on -, _oH
- 8y 9 y - 83: )

ou seja, ¢ Hamiltoniano. O

i

Exemplo 2. Considere o sistema
¥=y, y = —z® + .
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Tomemos H(x,y) = :”744 - %2 + % Dai, & (z,y) =2 -~z e %—I;(x,y) =y. Logo, H é uma

funcao Hamiltoniana e, consequentemente, o sistema dado é um sistema Hamiltoniano. [

Definigao 6.1.2. Um difeomorfismo h: U — U, onde U é um subconjunto aberto do R?,
preserva drea A se, para qualquer aberto limitado Uy C R?, os conjuntos h(U,) e Uy tem

a mesma drea.

A seguinte proposicao afirma que um difeomorfismo preserva area se, e somente se,

seu determinante jacobiano tem valor absoluto igual a 1 em cada ponto.

Proposicao 6.1.3. Um difeomorfismo h : U — U, onde U é um subconjunto aberto do
R2, de classe C' preserva drea se, e somente se, o determinante jacobiano de h tem valor

absoluto constante e igual a 1, ou seja, se, e somente se,
| det Dh(z) |=1
para qualquer x € U.

Demonstracao.

Para abertos limitados & C R?, temos que vale

AlU) = / dr = / | det Dh(z) | dx
u )

e, em particular,
A(h(U)) = / dx = / | det Dh(z) | dx.
h(U) u

Suponhamos que | det Dh(z) |= 1 para qualquer x € U. Logo,

AU)) = /u | det Dh(z) | dz = /u de = AU).

Portanto, h preserva area.

Por outro lado, se h preserva area e supormos, por absurdo, que exista um x € U
tal que | det Dh(z) |> 1, pela continuidade de det Dh(x), obtemos v > 1 e um aberto
limitado U; C U tal que | det Dh(x) |> v > 1 para cada x € U; e portanto,

Aieh)) = [

Uy

| det Dh(z) | dz > /
1%

vdr = v/ dx = vA(l) > A(lh)
1 251



o que contradiz a hipdtese que h preserva area. |

Agora, considere X : Y C R? — R? um campo de vetores polinomial cujo fluxo

¢ - U — U esta definido para todo t real.

Definicao 6.1.4. Dizemos que o fluxo do campo X preserva drea se

Alde(lh)) = A(th)
para cada Uy CU de drea finita e para cada t € R.

Recorde que o divergente do campo X = (P, Q) é o trago da matriz jacobiana de X,

ou seja,
orP 0Q
= Ty

A seguir, apresentamos o Teorema de Liouville, que nos afirma que o divergente de

div X =tr DX (x)

um campo determina a taxa de variacao da area pela acao do fluxo do campo.

Teorema 6.1.5 (Teorema de Liouville). Se um campo de classe C* tem divergente nulo,

entao seu fluxo preserva drea.

Demonstracao.

Pela férmula de Liouville,

det Désy () = exp! /0 DX (64(x))ds).

Como div X =0,

Ao = |

U

| det Doy (x) | do = /

u

exp(/0 trDX (¢s(x))ds)dx :/u dxr = A(Uy).

Portanto, o fluxo do campo preserva a area. |

O Teorema de Liouville nos assegura que a area de ¢;(U;) ¢ constante em ¢, de modo
que nao é possivel que todas estas trajetérias se afastem uma das outras, pois isto causaria
uma expansao da area de U;: se existir uma direcao em que as trajetorias se afastem uma

das outras, devera também existir uma outra direcao em que as trajetérias se aproximam



uma das outras, veja a Figura (6.1).

Exemplo 3. Considere a funcao Hamiltoniana H(0,w) = %uﬂ — gcosf, onde g é a

constante de gravidade. A equagao dada pelo campo hamiltoniano associado a esta fungao

hamiltoniana descreve o péndulo sem atrito e com [ = m = 1, obtemos

(0", W) = (w, —gsin?).

Figura 6.1: O fluxo de um péndulo sem atrito preserva drea.

A Figura (6.1) mostra, em termos genéricos, o que pode acontecer com a evolugao

temporal ¢,(U;) de U; pelo fluxo do péndulo sem atrito. O
O préximo resultado nos diz que o fluxo associado a qualquer sistema Hamiltoniano

(6.1) preserva a area.

Proposicao 6.1.6. O fluro de campos hamiltonianos preserva a drea.

Demonstracao.



Consideremos o sistema hamiltoniano (6.1), ou seja,
, OH , 0H
= 8—3/’ y = o
Pelo Teorema de Liouville, basta mostrar que o div X = 0. Note que como H ¢ de classe

02

X

oon _n_#n_ o o,
ox 0y’ 0xOy Oydx Oy Ox’

Dai,
. 0 0H 0, OH
div X =trDX = 55+ 5,0 %)

Portanto, todo campo hamiltoniano tem divergente nulo. Logo, o fluxo do campo X

preserva a area. B

Observe que o fluxo de um campo planar que preserva area tem propriedades especiais.
Por exemplo, tomando a aplicagao de Poincaré 7 : S — H de primeiro retorno em alguma
segao transversal local S| se m(z1) = x9 # x; para algum par de pontos x1, x5 € S, entdo
o fluxo ¢+ de X no tempo ¢* de primeiro retorno da trajetéria leva U (aproximadamente)
em ¢ (Uy) = W, veja a Figura (6.2). Como a édrea da regiao U, é maior do que a drea da

regiao W, o fluxo de X nao preserva area.

S
()
7 7 ™
1 \% A
N\ )
€9 )
T
| /
Nz d

Figura 6.2: O que nao pode ocorrer num fluxo que preserva area.

Assim, se o fluxo de um campo planar preserva area entao a aplicacao de primeiro

retorno deve ser a identidade 7(x) = z, veja a Figura (2.3).



Assim, podemos concluir que os sistemas Hamiltonianos planar nao tem ciclos limites.

Definigao 6.1.7. Uma integral primeira da equagao diferencial @' = X (z) de primeira
ordem associada a um campo X : U C R?> — R2, onde U é um subconjunto aberto do R?,
¢ uma funcao diferencidvel V : U — R que nao € constante em conjuntos abertos, mas

que € constante ao longo de cada solugcao da equacdo diferencial.

Em outras palavras, cada solucao da equacao permanece confinada a uma tnica su-
perficie de nivel V,, = {z € U : V(x) = a} da integral primeira V. Observe que o conceito

de integral primeira leva em conta o dominio &/ do campo.

Proposicao 6.1.8. Considere o sistema Hamiltoniano (6.1). Entao, a aplicagao H é
uma integral primeira do sistema Hamiltoniano, ou seja, H(x,y) permanece constante ao

longo das trajetorias do sistema.

Demonstracao.
Basta observar que

g O de [OH dy _OH oM oH -on _
COr dt Oy dt  Oxr Oy oy O

Logo, H =0, e consequentemente H é constante ao longo de cada solucao. |

Entao, pela proposicao acima, para descrever o retrato de fase de um sistema Hamil-

toniano, é suficiente desenhar as curvas de niveis H(z,y) = ¢, onde ¢ é uma constante.

Note que, como o divergente de um sistema hamiltoniano ¢ identicamente nulo, se
(x0,Y0) é um ponto singular do sistema hamiltoniano (6.1), entao o trago da parte linear

do sistema (6.1) em (xq,yo) € zero.

6.2 O segundo critério para existéncia de ciclos limite

Definicao 6.2.1. Uma aplicagio V : U — R de classe C' é um fator de integracao

inverso do sistema (2.1), isto é, v’ = P(x,y), v = Q(z,y) em U se V € uma solugdo



da equacao diferencial parcial linear

8V ov <8P Q)

Q—: %Jra—y) V, (z,y) elU.

Proposicao 6.2.2. Se V' € um fator de integracio inverso do sistema (2.1), entdo o

sistema associado ao campo (P, Q) é Hamiltoniano.

Demonstracao.
Por hipétese, V' é um fator de integracao inverso do sistema (2.1), por defini¢do, V é

solucao da equacao diferencial parcial linear

8V ov oP 0Q

Q—y:(ﬁ—m‘i‘a—y)‘/, <$,y) eu.

Tomemos
1
H(z,y) Z/VdeJrc,
onde ¢ é uma constante qualquer. Dali,
OH 0 (1 1 0V 1 0P 1 ov. 0P
o %(v@@“/(ﬁﬁ%9+vm)@ / w(ﬁﬂ‘@yyi

Como V é um fator de integracao,

oV OP..  0Q oV
Po = -V = a—yV— W
Assim,
OH 1 ( 0V 0P 1 /0Q vy,
o= m (ra -5y ) o= [ (G -o5; ) a-
1 0V 190 o[ 1 1
- [ (w50 va)w=[ 5 (-ve)u=-ve
E mais,
OH 0 (1 1
— = —(=P)dy==P.
aw o ()=

Por fim, observe H é de classe C2. Portanto, o sistema associado ao campo %(P, Q)

¢ hamiltoniano. |

Agora, estamos em condigoes de provar o Segundo Critério.



Demonstracao do Segundo Critério.
Consideremos (P, () um campo de vetores polinomial definido em um subconjunto aberto

U doR? eV =V(x,y), de classe C*!, uma solugao da equacao diferencial parcial linear

ox y

ox + oy
Queremos provar que se y(t) = (u(t),v(t)), com t € [0,7], é um ciclo limite de (P, Q),
entdo v estd contida em ¥ = {(z,y) e U : V(z,y) = 0}.

Note que o campo %(P, Q) : U \ ¥ — R? ¢ hamiltoniano, consequentemente niao tem
ciclo limite. Mas, ~y é ciclo de (P, Q). Logo, v é ciclo de %(P, Q) : U\ — R? pois (P,Q)
e %(P, () sao topologicamente equivalentes. Entao, como ¥ é invariante por (P, Q), ~y
nao estd contida em U \ X. Logo, v C X.

Portanto, V(vy(t)) = 0, para todo t € [0, 7. [

Agora podemos provar a sentenga (a) da Proposicao (5.0.18) no seguinte lema.

Lema 6.2.3. Seja v uma trajetoria do sistema (5.1) definida por x*> + y*> = 1. Se

a+b=0eab#0, entdo v é o unico ciclo limite do sistema (5.1).

Demonstracao.

Por hipétese, v é uma trajetéria do sistema
o' =—y+ar(@® +y*—1)=P(ry), ¥ =v-ay@@®+y*—1)=Q(z,y).

Tomemos
V=V(z,y)=2*+1y*— 1.
Note que
ov ov orP  0Q
P— —==—+= |V
o 9%y (ax i ay)
Logo, pelo Segundo Critério, todos os ciclos limites do sistema (5.1) estdo contidos em
Y ={(z,y) € R?: V(x,y) = 0}. Observe que
Viz,y) =02 +9° = 1.

Portanto, v é o tnico ciclo limite do sistema (5.1). B



Por fim, apresentamos dois exemplos de aplicagao do Lema (6.2.3).

Exemplo 1. Consideremos o sistema quadratico

¥ =—y+a@+y*-1), y=x—y*+y*-1).

Comoa=1eb=—1,a+b=0eab+# 0. Portanto, pelo Lema (6.2.3), v é o unico
ciclo limite do sistema.
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Figura 6.3: Campo de dire¢des do sistema 2’ = —y + 2z(2% + 9% — 1),y = — y(2® + y> — 1).

O campo de diregoes é dado na Figura (6.3). O

Exemplo 2. Consideremos o sistema quadratico
o=y =2z’ +yP 1), ¥ =+ 2@ +y - 1)

Como a = —2 e b = 2, obtemos que a+b =0 e ab # 0. Pelo Lema (6.2.3), v é o tnico
ciclo limite do sistema.

O campo de diregoes é dado na Figura (6.4). O
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Figura 6.4: Campo de diregoes do sistema 2’ = —y + 2z(2% + 9% — 1),y = v — y(2? + y°



Capitulo 7

Bifurcacoes de ciclos limites a partir

de centros

Neste capitulo, estudaremos as bifurcacgoes de ciclos limites a partir de centros dos campos

vetoriais polinimiais.

Consideraremos os sistemas da forma

/

t' = P(x,y) +ep(x,y,e), v =Qx,y)+eq(x,y,¢) (7.1)

onde P, (), p e ¢ dependem analiticamente de suas variaveis, € é um pequeno parametro

e o sistema tem um centro na origem quando € = 0.
Definicao 7.0.4. Dizemos que o sistema (7.1) com ¢ =0 € um sistema ndao perturbado.

Assim, o problema é determinar o niimero e as posicoes dos ciclos limites que emergem
das trajetorias fechadas do sistema nao perturbado quando o parametro ¢ é variado.

Existem trés métodos cldssicos para a andlise destes problemas de bifurcagoes. O
primeiro método é baseado na aplicacao de primeiro retorno de Poincaré, o segundo no
método da integral de Poincaré-Melnikov e o ultimo método é o da integral Abeliana. Na
verdade, os dois tltimos métodos sdo equivalentes, veja [1].

A idéia basica destes métodos é fazer uso das solugoes gerais do sistema integravel

nao-perturbado no céalculo das solugoes do sistema perturbado.
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Aqui, apresentamos um novo método, baseado no Segundo Critério. Como veremos,
tal método pode também obter a forma global dos ciclos limites bifurcados em funcao de
x, y e €. Observe que esta forma global nao pode ser obtida pelos métodos classicos.

Para ilustrar o uso do Segundo Critério no estudo das bifurcagoes de ciclos limites a

partir de centros, consideraremos o centro linear

x/:_yzp(zvy)a y,:l’:Q(l"y)’

e o perturbamos pelos diferentes campos de vetores polinomiais (ep, eq). Mais concreta-
mente, consideraremos o sistema
n n
LU/ = Y + & Z CLZ'jZL’iyj, y/ =x+¢€ Z bijflfiyj (72)
i+j=1 i+j=1
e olhamos para uma solugao analitica V = V(x,y, ) da equagao diferencial parcial linear
(1.2).
Recorde que V' é analitica sobre as variaveis z, y e €, exceto talvez nos pontos criticos
do sistema (2.1). Prova-se isso repetindo os argumentos da prova padrao da existéncia e
unicidade de solugées de uma equagao diferencial parcial linear, veja [10]. Tal prova essen-
cialmente reduz o problema para a existéncia e unicidade de solugoes de duas equagoes
diferenciais ordindrias. Assim, usando nestas reducoes o fato que as solugoes de uma
equacao diferencial ordinaria analitica sao localmente analitica, a composicao de fungoes
analiticas é também analitica, veja [15], obtemos que V' é analitica nas variaveis x, y e .

Recorde que, no Capitulo 1, definimos o polinémio de grau (m + 1)
p(p) = ijﬁ o
5=0

onde

1 &
pj = I Z(Qj + 1= 2k)!(2k — 1)!M(ag;1-ok.2k + Dok 2j+1-2k)
" k=0

21(j +1)! <

en=2m+1sen éimpar oun =2m+ 2 sen é par.

O préximo lema serd 1til na demonstracao do Teorema (1.0.8).



Lema 7.0.5. O coeficiente do termo linear 6 em [ sin®*(6) cos®(0)d6 ¢

(2k — 1)!1(20 — 1)

(7.3)

Demonstragdo. Utilizando uma tabela de integrais, veja 2.512.1 e 2.512.2 de [9], obtemos
que o coeficiente do termo linear § em [ sin®*(9) cos?(8)df é dado pela equacio (7.3). N

Agora, utilizando o Segundo Critério podemos provar o Teorema (1.0.8).

Demonstragao do Teorema (1.0.8). Consideremos € # 0 suficientemente pequeno e supo-

nhamos que p(p) tem h, (0 < h < m), raizes reais positivas simples p = 72

2 ( com

i=1,2,---,h) e p=0 é uma raiz simples. Queremos provar que o sistema
n n
_ iJ (2]
X(x,y) = (—y+e Y (ayz'y),z+e Y (bya'y))
itj=1 itj=1
tem, no maximo, A ciclos limites que sao assintoticos aos circulos de raio r; centrados na

origem quando € — 0.

Como o sistema (7.2) ¢é analitico, olhamos para uma solugao analitica
V =V(z,y,e) = Volz,y) +eVi(z,y) + o(e?)

da equagao diferencial parcial linear (1.2).

Dali,
ov ov A% A%
P— — = —_— —y—
8x+Q8y (xﬁy y@x)+
Vi Vi Vo~ OV~
5<xay y@:): + O ig;lam:cy + ay iélway +...

P 90 — y
(8—x + 8—y) V=ely r-i;:(]((r + 1)6Lr+1,s + (5 + 1)br,s+1)x Yyt

Logo, a equagao de ordem zero em ¢ da equagao (1.2) é

oV . oVy



Dali,

NV W B
Ay +x n =0< (—y,x) - VVy(z,y) = 0.

E mais, sabemos que VVy(z,y) é perpendicular a curva de nivel de Vj no ponto (x,y).

Assim, tomemos o caminho (t) contido na curva de nivel de V; por (z,y). Logo,
V() - V(v(t)) = 0.
E entdo, é possivel parametrizar v(t) por
V() = (x(t),y(t)) = (acos(t), asin(t))

pois ¥'(t) = (—y, ).
Por fim, observe que «y(t) é uma circunferéncia de raio a. Logo, as curvas de niveis de

Vo s@o circunferéncias. Portanto, uma solucao da equagao (7.4) é
Vo = Vo(a® + 7).

E mais, a equagdo de primeira ordem em ¢ da equacao (1.2) é

oV, OV, OV, —
1 1_% 0 :E:

x o Earraar= 7’ ]+— Z bijx'y’ =V, Z ((r+1Daps1,s+(s+1)by s11)2"y°
+j=1 i+j=1 r+s=0
Como
oVo IV o _yoVy
—y— —=0=> —
Yor Ty oy 10w
segue que
vy v, — .
—ya—; + ifa—yl = VOT;O((T + Darir,s + (s + Dby si1)z’y
Vo — - av
_a_xo > ayr'y = 2 Z bijz'y’
i+j=1 i+j=1
n—1
= Vo Y ((r+ Darrs+ (s + Dbyagr)z’y’
r4+s=0
Vo i Yo~
T 2o T =y 2 by
i+j=1 i+j=1
n—1
= Vo Y ((r+ Darrs+ (s + Dbygr)z’y’
r+s=0
1 aVb n+1

5. a9 2 r—1,s brs— "y®
2r Ox T§2 (@r1s 4 bris1)2"y



Note que, tomando v = 22 +y? e v =y, * = Vu —v? e y = v. E mais, tomando

gl(“? 'U) = ‘/0(113', y)>

W ,0) = 0
e, portanto, gi(u,v) = ¢(u).
Dali,
/ _ agl _ 1 aVE)
= Py T an
Portanto,
1%
0 2 Ox

Observe que, V] denota a derivada de V em relagio a variavel 22 + y2.

Assim, podemos reescrever

- %Hg%—v nz_l ((r+1)ars1s+(s+1)bys1)z"y* =V NZH 2(ar—15+brs_1)2"y’
Yy 8x 8y — V0 r+1,s r,s+1 Yy 0 r—1,s r,s—1 Y.
r+s=0 r4+s=2
Dali,
oVy oVy
gt R 7.5
Yar T, f(z,y) (7.5)
onde
n—1 n+1
flz,y) =V Z ((r+ D15 + (s + Dbysrn)z"y” — Vg Z 2(ar-1,5 + brs-1)2"y".
r+s=0 r4s=2

Note que, assumimos que se algum dos coeficientes a;; ou b;; que aparecem na expressao
de f tem um sub-indice negativo, entao eles sao nulos.

Agora, resolveremos a equagao (7.5). Para tanto basta resolver o sistema diferencial

ordindrio
o _dy_ i
-y oz f
Dali,
d d
. —I:—y:>zdatzydy:>fxd:zzfydy#xz—l—yz:c:az
—y oz
d
Ly Vi Sy
x f x
Note que
idy =dV; = %dx + %dy



W oy _f

Logo, — =0 e — = =. Assim, segue que
x

" Oz oy
Vi(z,y) Z/gdy

oV

GEIO

Assim, tomemos

fly) [ f(Va®—y2%y)
= [t

e, portanto, Vi(z,y) = g(z* + y?,y) é solucao da equacao (7.5).

Observe que, em (y/a?—1y?y), as fungoes Vy e Vj s@o constantes, pois
Vo(va? — 92 y) = Vo(a?) e Vi(v/a® — 2, y) = Vy(a?).

Para simplificar as contas de g(a?,y), levamos em conta a simetria circular do nosso
problema e mudamos para coordenadas polares, ou seja, z = acos(f) e y = asin(f).

Assim,

g(a?, asin(g / flacos(6 asm(e))acos(e)dﬁ = /f(a cos(d), asin(0))do

a COS

ou seja, os cdlculos de g(a?, asin(f)) é reduzido ao calculo de integrais da forma

/ sin® (0) cos” (6)d6

onde sabemos que a primitiva de tal integral sao polinomios nas variaveis sin(f) e cos(6),
mais eventualmente um termo em . Além disso, tal termo linear aparece quando ambas
as poténcias r e s, na integral acima, sao pares.

Note que devemos anular o coeficiente de § em [ f(acos(6), asin(f))df. Caso contrério,
obtemos que

Yy
6 = arctan(>
arca(x)

e assim, a funcao g(x? + y?,y) nao estara bem definida.

Afirmacao: Se colecionarmos todos os monomios onde z"y* aparece com r e s pares em
f(z,y) e os integramos, entdo obtemos que o coeficiente de 6 em [ f(a cos(d),asin(6))do
é

P (0)Valp) —p(p)Vo(p). (7.6)



De fato, primeiro observe que, se passarmos de um n impar para um n + 1 par, entao
em f(z,y) nao aparecem novos monomios com z"y* tendo r e s par .

Assim, provaremos por inducao com relagao a n = 2m + 1 impar.

en=1oum=0.
Dai,
f(l’, y) = (CL10 —+ bgl)‘/o — (2@101’2 —+ 2(&01 -+ bm)xy —+ 2b01y2)‘/0,.

e os Unicos termos em f(z,y) com r e s par sao

(aw + bOl)‘/O — (2@105(32 + 2b01y2)‘/0/. (77)

Tomando = = acos(f) e y = asin(f) na equagao (7.7) e depois integrando em relagao

a 0, obtemos
/ [(@10 + bo1)Vo(a®) — (2a10a® cos?(8) + 2bg1a® sin®(0)) Vg (a*)] df =
= [(alo + 601)VO(a2) — (alo + b01)a2\/0'(a2)} 0 — (a10 + 601)a2 COS(Q) sin(Q)VO’(az).
Dai, temos que o coeficiente de 6 é

(a10 -+ b01)‘/()(a2) — (CL10 + bgl)anO'(az). (78)

Como m = 0, segue que p(p) = pop = (@10 + bo1)p. Dai, p'(p) = aip + bo1. Assim, o

coeficiente de # dada na equacgao (7.8) é
P'(P)Volp) — p(p)V5(p).

en=2m—1oum=k.

Por hipétese de indugao (HI), temos que para

2m—2 2m
flz,y) =V Z ((r+ Darprs + (s + Dbrsrn)2"y” — Vg Z 2(ar-1,5 + brs-1)3"y’
r+s=0 r+s=2

o coeficiente de 6 é

P (p)Volp) = p(p)Vy(p).



en=2m-+1loum=%k+ 1.

Dai,
2m 2m—+2
flx,y) = Vo Z ((r+ 1)ar+1,s + (s + 1)br78+1)xrys - VE)/ Z 2(ar—17s + br,S—l)xrys
r+s=0 r+s=2

De agora em diante, denotaremos por fi(z,y) a expressao de f(z,y) dada na

hipétese de inducao.

Assim,
2m
f(xv y) = fl(xv y) + ‘/0 Z ((T _'_ 1>a7‘+1,s + (S + 1)bT75+1)xrys -
r4+s=2m—1
2m—+2
‘/()/ Z 2<ar—1,s + br,s—l)xrys
r+s=2m+1

Observe que, para provar a equagao (7.6), basta provarmos que os monomios de
f(z,y) tendo x"y* de grau r + s = 2m com r e s par multiplicado por Vy(a?) e os
monomios tendo x"y* de grau r + s = 2m+2 com r e s par multiplicado por Vj(a?)

contribuem com

(m + 1)pmp™ Vo(p) — pmp™ V5 (p) (7.9)
na equagao (7.6).

Com efeito, a soma dos monoémios de f(x,y) tendo 2"y* de grau r + s = 2m com r

e s par é

Z[@m + 1= 2k)agmi1-2k2%2°™ 2y + (2k + 1)boy—op op12°™ 2y
=0

ou, equivalentemente,

Z[(Qm +1 = 2k)agmi1-ok k™™ Y™ 4 (2m 41— 2K)bog g 1ok Yy
k=0

e a soma dos monomios de f(z,y) tendo x"y* de grau r +s = 2m+ 2 com r e s par
é

m

2m+2—2k, 2k 2m+2—2k,, 2k
E [2a2m+1—2k,2k55 Yy +262m+2—2k,2k—155 Yy ]
k=0



ou, equivalentemente,
m
2m+2-2k, 2k 2k, 2m+2—2k
E 2[agm+1-2k,2k% Y+ bk omy1—2kT Y ]
k=0
Assim, obtemos que a soma dos monomios de f(x,y) tendo x"y* de grau r+s = 2m

com 7 e s pares multiplicados por Vy(a?) e a soma dos monomios tendo x"y* de grau

r+s=2m+2 com r e s pares multiplicados por Vj(a?) sdo

Z[(Qm + 1 — 2k) (azms1-2k. 267> FY?F + bog oy 1ok y? ™) Vo (a?) —
k=0

Z 2[a2m+1—2k,2k1'2m+2_2ky2k + b2k72m+1_2kl,2ky2m+2—2k]‘/0/(a2). (710)
k=0

E mais, utilizando a equacgao (7.3), dada no Lema (7.0.5),

1. O monoémio (2m—+1—2k)agm+1-2k 262%™ 2*y**V (a?) contribui para o coeficiente

de 6 em [ f(acos(f),asin(9))dl com

m.
’

(2m + 1 = 2k)!1(2k — 1)!!@2
2min

2. O mon6mio (2m—+1—2k)bak 2m11-262* y*™ 2V} (a?) contribui para o coeficiente

de 6 em [ f(acos(),asin(f))df com

(2m 4+ 1 — 2k)!1(2k — 1)!!@2
2mn|

m.
’

3. O mondmio 2ag,, 1ok 2> 272 y?*V/(a?) contribui para o coeficiente de § em

[ facos(8), asin(6))dd com

(2m+1 =22k -1 ,
2m(m +1)! ’

4. O mondmio b 9mm 112622 y*™ 22V} (a?) contribui para o coeficiente de § em

[ facos(8), asin(6))dd com

(2m+1 =22k -1 ,
2m(m +1)! '




Portanto, a equacdo (7.10) contribui para o coeficiente de 6 em
[ flacos(9), asin(6))dé com

"L (2m 1 - 2k)1(2k — 1)

2m 2
2l Aom+1—2k,2k + Dok 2mr1—21) ¢ Vo(a®)—

(2m + 1 — 2k)11(2k — 1)
2m(m + 1)!

= (m+ 1)pmp™Vo(p) — pmp™ V3 (p).

(a2m+1-2k28 + o 2ms1-2k) a*"T2Vg (a?) =

OMS g

E, assim, concluimos a prova por inducao sobre n.

Por fim, como devemos anular o coeficiente de 6, segue que

P (p)Vo(p) — p(p)Vy(p) = 0.

(5;())) Volp) =0

mas, note que Vy(p) é constante. Assim, segue que

<‘2((pp)))/20

Dali,

e consequentemente,

rlp) _ .
Volp)
Tomando ¢ =1,
Vo(p) = p(p)

Pelo Segundo Critério, sabemos que os ciclos limites do sistema (7.2) estao contidos

no conjunto de pontos (z,y) € R? tal que
Vo(a® +y°) +eVila,y) +o(e?) = 0.

Portanto, quando € — 0, o sistema (7.2) tem no méximo h ciclos limites que sao

assintéticos ao circulo de raio r; centrado na origem. |



Como exemplo, damos o polinémio p(p) associado ao sistema (7.2) para n = 9. Por

definicao, temos que

4
p(p) =D 0" = pop+pr1p” + pap® + pap® + pap®
=0

onde
® po = (@10 + b );
° P =35 22:0(3 — 2k)N(2k — 1)!(ag—ok 2k + bors—2k) = 7(3as0 + a1 + bay + 3bos);

® P2 = 2%1 Zi:0(5 — 2k)(2k — 1)!Y(as ok 2k + bars—2r) = é(5a50 + asz + aig + ba +
bas + 5bos);

® D3 = ﬁ 2220(7 — 2]{3)”(2]{7 — 1)”<a7—2k,2k + b2k,7—2k> = 6—14(35a70 + 5a52 + 3@34 +
5&16 + 5b61 + 3b43 + 5b25 + 35[)07);

o pi = gt D po(9 — 262k — 1)l (ag_op2k + bawg—2r) = 1h5(63a0 + Tars + 3azs +
3ase + Tays + Tbgy + 3bgs + 3bys + Thar + 63bog);
Portanto,
p(p) = (aw +boi)p
+i(3a30 + a1y + by + 3bgs)
+%(56L50 + asz + aa + by + baz + 