A
AvAvAY  UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA

AV
u nesp W 4ULIO DE MESQUITA FILHO”

Campus de Sao José do Rio Preto

Jéssica Ventura da Silva

Uma classe de polindmios ortogonais de Sobolev
no circulo unitario: limitantes, resultados

assintoticos e zeros

Sao José do Rio Preto
2022






Jéssica Ventura da Silva

Uma classe de polindmios ortogonais de Sobolev
no circulo unitario: limitantes, resultados

assintoticos e zeros

Tese apresentada como parte dos requisitos para ob-
tencao do titulo de Doutor em Matematica, junto
ao Programa de P6s-Graduagdo em Matematica, do
Instituto de Biociéncias, Letras e Ciéncias Exatas da
Universidade Estadual Paulista “Julio de Mesquita
Filho”, Campus de Sao José do Rio Preto.

Orientador: Prof. Dr. Alagacone Sri Ranga

Financiadora: CAPES

Sao José do Rio Preto
2022



Silva, Jéssica Ventura
S586¢ Uma classe de polinémios ortogonais de Sobolev no circulo
unitario: limitantes, resultados assintéticos e zeros / Jéssica Ventura
Silva. -- Sao José do Rio Preto, 2022
79 p. @ il., tabs.

Tese (doutorado) - Universidade Estadual Paulista (Unesp),
Instituto de Biociéncias Letras e Ciéncias Exatas, Sdo José do Rio
Preto

Orientador: Alagacone Sri Ranga

1. Matematica. 2. Analise matematica. 3. Polindbmios ortogonais de
Sobolev no circulo unitario. 4. Pares coerentes de medidas. I. Titulo.

Sistema de geracédo automatica de fichas catalograficas da Unesp. Biblioteca do Instituto de
Biociéncias Letras e Ciéncias Exatas, Sdo José do Rio Preto. Dados fornecidos pelo autor(a).

Essa ficha ndo pode ser modificada.




Jéssica Ventura da Silva

Uma classe de polindmios ortogonais de Sobolev
no circulo unitario: limitantes, resultados
assintoticos e zeros

Tese apresentada como parte dos requisitos para
obtencao do titulo de Doutor em Matematica, junto
ao Programa de Pdos-Graduacgao em Matematica, do
Instituto de Biociéncias, Letras e Ciéncias Exatas da
Universidade Estadual Paulista “Julio de Mesquita
Filho”, Campus de Sao José do Rio Preto.

Financiadora: CAPES

Comissao Examinadora

Prof. Dr. Alagacone Sri Ranga
Orientador

Prof. Dr. Francisco Jose Marcellan Espanol
Universidade Carlos III de Madrid

Prof. Dr. Daniel Oliveira Veronese
UFTM - Uberaba

Profa. Dra. Vanessa Avansini Botta Pirani
UNESP - Presidente Prudente

Profa. Dra. Cleonice Fatima Bracciali
UNESP - Sdo José do Rio Preto

Sao José do Rio Preto
16 de fevereiro de 2022






Aos meus irmaos e familiares,
com muito amor e carinho,
ofereco!






Aos meus pais, Lianiro e Nelci,
a meu orientador, Ranga,
dedico!






AGRADECIMENTOS

A Deus, por ter me permitido vivenciar esta fase de grande aprendizagem, por me dar
sabedoria e guiar meu caminho.

Um agradecimento especial ao Prof. Dr. Alagacone Sri Ranga, pelos desafios propos-
tos, incentivo, paciéncia, cuidados e por todos os ensinamentos que muito contribuiram
para a minha formagao académica e pessoal.

A Profa. Dra. Cleonice Fatima Bracciali, pela atencdo, incentivo e disponibilidade em
todos 0os momentos vivenciados no curso.

Aos meus pais, Lianiro e Nelci, pelo apoio, incentivo, forga, carinho e principalmente,
pela simplicidade na forma que me educaram.

Aos meus irmaos Flavio, Marcelo, Thais e Giovana, que sempre zelaram e intercederam
por mim, e por serem exemplos de pessoas para mim. E, aos meus irmaos menores, Joao
Vitor, Julia Karoline, Vitéria e Leonardo, pelo companheirismo e momentos de ternura.

Também, agradeco aos professores que fizeram parte de minha vida, entre eles, a Profa.
Dra. Vanessa Avansini Botta Pirani, que me orientou durante os cursos de Graduacao e
de Mestrado com muito empenho e cuidado.

Agradeco aos amigos do Programa de Pés-Graduagao em Matematica: Luana, Yen e
Gustavo, pelas discussdes matematicas produtivas. Aos companheiros de café e de sorvete:
Ana Livia, Carol, Eduardo, Elaine, Jarne, Kumon, Otavio, Ronisio e Yino, obrigada pelo
acolhimento e experiéncias compartilhadas. Ao André Amaral, grande matematico e
amigo, obrigada pela amizade e parceria em todos os momentos. Agradeco imensamente
ao Lucas Queiroz Arakaki, matematico e amigo incrivel, grande irmao que o doutorado
me presenteou, obrigada pelo companheirismo, pelas caminhadas e conversas que muito
colaboraram para o meu crescimento matematico e pessoal.

Aos meus amigos Leticia, Roberto, Laison e Rodrigo que me acompanham desde a
graduacgao e mestrado, obrigada pela amizade e apoio.

O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenacao de Aperfeicoamento de
Pessoal de Nivel Superior - Brasil (CAPES) - Cédigo de Financiamento 001, & qual agra-
deco.






Aprenda como se vocé fosse viver para sempre.
Viva como se vocé fosse morrer amanha.
Santo Isidoro de Sevilha






RESUMO

O principal objetivo deste trabalho é apresentar um estudo detalhado de uma classe de
polinémios ortogonais de Sobolev no circulo unitario introduzida por A. Sri Ranga em
“Orthogonal polynomials with respect to a family of Sobolev inner products on the unit
circle, Proc. Amer. Math. Soc., 144 (2016), 1129-1143”. A classe paramétrica de pro-
dutos internos de Sobolev em nosso estudo envolve pares de medidas conhecidas como
“pares coerentes de medidas de segundo tipo no circulo unitario”. De acordo com este
conceito de coeréncia, os polindmios ortogonais de Sobolev associados estao relacionados
aos polindmios ortogonais com respeito a uma das medidas no produto interno de Sobolev
por uma férmula de conexao simples. Na presente tese consideramos outras propriedades,
tais como limitantes e assintéticas, relacionadas aos coeficientes na féormula de conexao
e também aos polindomios ortogonais de Sobolev associados. Assumindo certas restrigdes
nos parametros que definem o produto interno de Sobolev, mostramos também que os co-
eficientes de conexao estao relacionados a uma subclasse dos polindémios “continuous dual
Hahn”. Além disso, determinamos algumas condigoes para que os zeros dos polinémios or-
togonais de Sobolev e/ou de suas derivadas estejam dentro do disco unitario. Finalmente,
usando experimentos numeéricos, encontramos mais informagoes sobre os parametros para

que os zeros de tais polindmios estejam dentro do disco unitario.

Palavras-chave: Polinomios ortogonais de Sobolev no circulo unitario. Coeficientes de
conexao. Polinomios “continuous dual Hahn”.






ABSTRACT

The main goal of this work is to present a detailed study of a class of Sobolev orthogonal
polynomials on the unit circle introduced by A. Sri Ranga in “Orthogonal polynomials
with respect to a family of Sobolev inner products on the unit circle, Proc. Amer. Math.
Soc., 144 (2016), 1129-1143". The parametric class of Sobolev inner products in our
study involve pairs of measures known as “coherent pairs of measures of the second kind
on the unit circle”. Under this concept of coherence, the associated Sobolev orthogonal
polynomials are found to be related to the orthogonal polynomials associated with one of
the measures in the Sobolev inner product by a simple connection formula. In the present
thesis we consider further properties, such as bounds and asymptotics, regarding the coef-
ficients in the connection formula and also the associated Sobolev orthogonal polynomials.
Assuming certain restrictions on the parameters that define the Sobolev inner product, we
also show that the connection coefficients are related to a subclass of the “continuous dual
Hahn” polynomials. Furthermore, we determine some conditions so that the zeros of the
Sobolev orthogonal polynomials and/or its derivatives stay within the unit disk. Finally,
using numerical experiments, we find further information on the parameters so that the

zeros of such polynomials are within the unit disk.

Keywords: Sobolev orthogonal polynomials on the unit circle. Connection coefficients.
Continuous dual Hahn polynomials.
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1 Introducao

Os polinémios ortogonais possuem diversas aplica¢gbes em muitos campos da Matema-
tica Aplicada como, por exemplo, no estudo de equagoes diferenciais, fragcoes continuas,
estabilidade numérica de sistemas lineares, entre outras. Vale destacar que uma das apli-
cagOes mais interessantes destes polindmios estd relacionada ao fato de seus zeros serem
os noés das mais utilizadas formulas de quadratura, as de Gauss. Tais formulas possuem
o maior grau de precisao algébrica, o que significa que elas aproximam, da maneira mais
eficiente possivel, integrais de funcoes suficientemente suaves. Estes polindmios também
sao definidos de forma simples, como segue.

Dizemos que ¢ é uma medida positiva definida no intervalo (a,b), —oco < a < b < 0,
se ¢ é uma funcao real, limitada, nao decrescente, e com infinitos pontos de aumento em
(a,b), tal que existam as integrais de Stieltjes

b
,uk:/a:kdw(x), k=0,1,2,....

Uma sequéncia de polindmios {P,}>°, ¢ uma sequéncia de polindmios ortogonais com
relagdo a medida positiva ¢ definida em (a,b), se P, tem grau n e

b
<Pm,Pn>w:/a P (2)Py(2)d(z) = p26pn, myn=0,1,2,...,

onde p,, ¢ uma constante diferente de zero e d,,, ¢ o delta de Kronecker, ou seja, d,,, = 1
se m =n e dy,, = 0 caso contrario. Outra caracteristica importante destes polinémios
é o fato de que eles satisfazem uma relacao de recorréncia de trés termos. Quando esses
polinémios sdo modnicos, essa relacao é dada por

Poii(z) = (x — cpi1)Po(z) = M1 Poa (), n>1, (1.1)

com Py(x) =1, Pi(x) =x—c1, ¢, € Re A1 > 0,n > 1. Utilizando essa rela¢ao de recor-
réncia prova-se varias propriedades interessantes relacionadas aos polindmios ortogonais.
Por exemplo, que seus zeros sdo reais, simples e pertencem ao intervalo de ortogonalidade
(a,b), (ver [10, 15]).

A relacao de recorréncia de trés termos é uma ferramenta essencial na teoria dos
polinémios ortogonais, e ¢ valida se o operador de multiplicacao for simétrico com relacao
ao produto interno, isto é, (zf,g)y = (f,zg)y. Entretanto, quando o produto interno
envolve termos com derivadas, tal como o produto interno de Sobolev, em particular, o
produto interno definido em (1.2), o operador de multiplicagdo nao é mais simétrico e,
consequentemente, a relagao de recorréncia de trés termos nao € mais valida.

(. G)svomn = [ F@g@)duo(@) +s [ F(@)g @) (). (12)
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20 Introducao

onde s > 0, o e pp sao medidas positivas.

Embora a falta dessa ferramenta represente uma grande dificuldade, o conceito de
par coerente de medidas introduzido por A. Iserles e outros em [14] deu uma nova luz ao
estudo dos polindmios ortogonais com relagao ao produto interno de Sobolev (1.2).

De acordo com [14], um par de medidas (po, pt1) forma um par coerente de medidas se as
respectivas sequéncias de polindomios ortogonais monicos { P, (uo; ) }52, e {Pa(u1;x) 122,
satisfazem

nPo1(p1;x) = Py (po; ) + an by (Ho; ), n =2, (1.3)

com a, # 0.

Usando este conceito, mostra-se que os polinémios ortogonais associados ao produto
interno de Sobolev (1.2) satisfazem relagoes simples envolvendo os polindémios ortogonais
{Pn(10; ) }22 e { Pu(1; ) }5°, 0 que contribui para o estudo de suas propriedades. Uma
caracterizagdo completa das medidas na reta real satisfazendo o conceito de coeréncia é
apresentada em [26].

Os polindmios ortogonais monicos no circulo unitario T = {z = ¢? : 0 < § < 27},
também conhecidos como polinémios de Szegd, em homenagem a Gabor Szegd, que os
introduziu na primeira metade do século XX, podem ser definidos por

(®,,, D)) / ., 2du(z) = /0 T @0 (N Ap(?) = K25, (14)

onde ®,, é um polindmio de grau exatamente n e p é uma medida positiva em T. Observe
que k5,2 = ||®,||>. Estes polindmios nio satisfazem uma relacdo de recorréncia de trés
termos da forma (1.1). Todavia, satisfazem a seguinte relagao

D,11(2) = 29,(2) — @, P (z), para n >0,

onde ®y(z) =1, ) (z) = 2" P, (1/Z) é o polindmio reciproco de ®,(z), e a, = —P,,11(0),
n > 0, sdo conhecidos na literatura como coeficientes de Verblunsky. Os coeficientes de
Verblunsky a,,, n > 0, de grande importancia no estudo dos polindémios de Szegd, sao
tais que |a,| < 1 e, por meio de tais coeficientes, é possivel caracterizar completamente a
medida associada (ver [30] e [31]). Os polindmios de Szegé também possuem muitas apli-
cagoes, algumas delas em processamento de sinais, teoria de operadores, teoria espectral
e féormulas de quadratura.

Ao acrescentar termos com derivadas no produto interno dado em (1.4), define-se um
produto interno de Sobolev sobre o circulo unitario. Em particular, se u e v sao medidas
positivas sobre o circulo unitario podemos definir a sequéncia de polindmios ortogonais
com respeito ao produto interno de Sobolev

<f’ g>5 = <fa g>,u +s <f,7g/>V'

Muitos trabalhos foram desenvolvidos sobre tais polinomios, que podemos ver em [2, 3,
4,6,7,8,9, 13, 20, 21, 22, 33] e [35].

Novamente, como no caso dos polindmios ortogonais de Sobolev na reta real, a grande
dificuldade no estudo dos polindémios ortogonais de Sobolev no circulo unitario esta no
fato de que em geral eles também nao satisfazem uma relagdo simples. No entanto, em
[6] foi introduzido o conceito de coeréncia para medidas definidas no circulo unitério, e
entdo por meio dessa propriedade torna-se possivel representar tais polinémios através de
relacoes simples.
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Na literatura sao exibidos poucos exemplos de pares de medidas definidas no circulo
unitario, satisfazendo a propriedade de coeréncia original. Entretanto, no caso de pares
de medidas que satisfazem um conceito alternativo conhecido como pares coerentes de
medidas de sequndo tipo no circulo unitario, os estudos revelaram-se muito interessantes.
Em [22], onde uma caracterizagao de tais pares de medidas é considerada, trés familias
diferentes de pares de medidas também foram determinadas.

De acordo com [33], um par de medidas positivas (jg, p1) sobre o circulo unitério,
chama-se par coerente de medidas de sequndo tipo se as respectivas sequéncias de poliné-
mios ortogonais ménicos {®,(10; 2)}5%, e { P, (11; 2) 122, satisfazem

1
E%(MO; z) = O 1 (15 2) = XnPr2(p1;2), n>2.

Motivados por este conceito, neste trabalho consideramos o produto interno de Sobolev
definido sobre o circulo unitario dado por

<f7 g>5(ba675) = <f7 g>'u(b76) +s <f/7 g/>u(b+1)7

com parametros s > 0,0 <e< 1, b=X+in A > —1/2en € R, e o par de medidas
(®9), 1) definidas no circulo unitério da seguinte forma

(fr @) o0 = (1 —e){f,9) . +€[(1)g(1),

21 T(b) 2

(g = J FED ) D) = 0 J 0 T g(e) (€770 (son(9/2)) "0

by _ 20t D(b+1)[2
T D(b+b+1)
unitdrio. Consequentemente, (1,1) .0 = 1 e também (1, 1)gp.eo = 1.

Aqui, 7 . para que 1 seja uma medida de probabilidade sobre o circulo

Denotemos por {Wb)Y o LY e {1 -4 respectivamente, as sequéncias de
polindémios ortogonais monicos com respeito aos produtos internos (f, g)sw.es, (f,g) 1 (6:€)
€ <f7 g>y,(b) .

Em [33], foi mostrado que o par de medidas (), u(®*1) é um par coerente de medidas
de segundo tipo, ou seja, as respectivas sequéncias de polindomios ortogonais no circulo
unitario, {®®9},59 e {®ETVY, 5, satisfazem

oY (2) = nd" V) (2) — nx 9 eV (), n>2.

n—1 n—2

Além disso, sobre os polindmios ortogonais de Sobolev W% também foi mostrado
que
U () = B W) (2) = Bl (2), n> 0,

Desta forma, pela relacdo acima, podemos observar que conhecer detalhadamente
informacdes sobre os coeficientes de conexdo 5¢*) é importante para determinar as pro-
priedades dos polindémios ortogonais de Sobolev (%) Alguns resultados interessantes
desses coeficientes podem ser encontrados em [33].

Esta tese esta estruturada da seguinte maneira: no Capitulo 2, com o objetivo de de-
terminar as propriedades satisfeitas por esta familia de polindmios ortogonais de Sobolev,
abordamos o estudo de alguns dos principais resultados sobre sequéncias encadeadas posi-
tivas, funcoes especiais, polindomios ortogonais, pares coerentes de medidas e sobre alguns
resultados recentes relacionados aos polindmios ortogonais de Sobolev W) apresentados
em [22] e [33].
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No Capitulo 3, determinamos limitantes, monotonicidades e propriedades assintéticas
associadas aos coeficientes de conexao ). Dentre tais resultados, também apresenta-
mos o estudo dos polinomios, denotados por Q) definidos por

b,e
B(b eln(b Vy) sz—} <y>
n+ - €
Q7 (y)
(bse)

Observamos que {Q}9 },>¢ satisfazem uma interessante e simples rela¢ao de recorréncia
de trés termos, indicando que eles sao ortogonais com respeito a alguma medida positiva
na reta real negativa. Em particular, quando € = 0, estes polinomios estao relacionados a
uma subfamilia dos polinémios “continuous dual Hahn”.

O Capitulo 4 é dedicado ao estudo das propriedades assintéticas dos polinémios orto-
gonais de Sobolev (%% com respeito aos pardmetros A, 7 e s, e ao estudo dos zeros destes
polindmios. Estabelecemos algumas consideracoes sobre os zeros de W(%¢%) ¢ U(b:65)/ hem
como, tratamos as condicdes sob as quais os zeros de tais polindémios permanecem no
disco unitério. Em particular, mostramos que os zeros de W(%%%) estao dentro de uma
regiao anelar no disco unitario e provamos que os zeros da derivada de \Ilﬁf"o’s) estao den-
tro do disco unitario. Além disso, uma interessante contribuicao obtida via experimentos
numéricos, diz respeito a existéncia de uma fungéo s(n) tal que para todos valores de s
limitados superiormente por s(n), os zeros do polinémio ¥*%*) permanecem dentro do

disco unitario. Também determinamos uma estimativa para o comportamento de s(n).

(b _ A+ 1)(2A+2)(1 —¢)

d
ol (b+117)



2 Resultados Preliminares

Neste capitulo apresentamos um breve resumo dos resultados conhecidos na literatura
sobre sequéncias encadeadas positivas, as func¢oes especiais gama e hipergeométricas, po-
lindbmios ortogonais na reta real e no circulo unitario, e polindémios ortogonais de Sobolev.
Além disso, abordamos o estudo de outra ferramenta importante para o desenvolvimento
deste trabalho, o conceito de pares coerentes de medidas. Por fim, apresentamos alguns
resultados obtidos por Marcelldn e Sri Ranga em [22] e por Sri Ranga em [33], sobre a
familia de polinomios ortogonais de Sobolev, que é o principal objeto de investigacao do
presente trabalho.

2.1 Sequéncias encadeadas positivas

O conceito de sequéncia encadeada foi introduzido por Wall em sua monografia sobre
fragoes continuas [34]. Nesta secdo abordamos brevemente a defini¢do e os principais
resultados sobre sequéncias encadeadas positivas que serao utilizados no desenvolvimento
deste trabalho. Tais resultados podem ser encontrados em [10] e [34].

Defini¢ao 2.1. Uma sequéncia {d,}5, é uma sequéncia encadeada positiva se existe
uma sequéncia {g,}22, tal que

(i) O§90<17 0<gn<17n21)
(i) dn=(1—=Ggn-1)9n, n=12,3,....
A sequéncia {g,}22, é chamada de sequéncia de pardmetros para {d,}>>, e go é o

parametro inicial.
Vejamos, a seguir, um exemplo de sequéncia encadeada positiva.

1 o
Exemplo 2.2. A sequéncia constante dada por {d,},°, = {4} ¢ uma sequéncia
n=1
n
encadeada positiva com sequéncia de pardmetros {g, ooy =4 =—>——~ . Além disso,
N 2n+1) ),
podemos notar que a sequéncia {} também é uma sequéncia de parametros para
n=0

{dn}izs-

Defini¢ao 2.3. Seja {d,}>°, uma sequéncia encadeada positiva. Uma sequéncia de pa-
rametros {m,, }°°, é chamada de sequéncia minimal de pardmetros se mg = 0.

23



24 Resultados Preliminares

No Exemplo 2.2, podemos observar que {g,}ory = {2(11)} ¢ uma sequéncia
n

n=0

1 o0
minimal de pardmetros para {d,}>, = {4} .
n=1
Caso a sequéncia minimal de parametros seja a Unica sequéncia de parametros para a

sequéncia encadeada positiva {d,}2 ,, dizemos que {d,}>2; é unicamente determinada.

Definigao 2.4. Seja {d,, }°°, uma sequéncia encadeada positiva. Uma sequéncia de para-
metros { M, }>2, é chamada de sequéncia maximal de pardmetros se, para qualquer outra
sequéncia de pardmetros {g,}°%,, M, > gn, n > 0.

A seguir, enunciamos os resultados relacionados a sequéncias encadeadas positivas que
serao utilizados no desenvolvimento deste trabalho. Para mais detalhes, citamos [10].

Teorema 2.5. Sejam {d, }°° | uma sequéncia encadeada positiva com {my,}>> o e {M,}>°,,
respectivamente, sequéncias de pardmetros minimal e mazimal para {d,}5,, e {c,}5,
uma sequéncia encadeada positiva com sequéncia de parametros {h,}5°,. Se d, < ¢,
n > 1, entao

m, < h, <M,, n>0.

Como uma consequéncia do Teorema 2.5 enunciamos o seguinte corolario.
Corolario 2.6. Se para algum N > 1, dy < ¢y, entdo
my < hg, parak >N e hy <M, para0<Fk<N.

O proximo resultado fornece uma maneira de verificar se uma dada sequéncia é uma
sequéncia encadeada positiva.

Teorema 2.7 (Teste da comparagao). Sejam {d,}>2, uma sequéncia encadeada positiva
e {c,}5°, uma sequéncia. Se 0 < ¢, < d, para n > 1, entdo {c,}°, é também uma
sequéncia encadeada positiva.

Teorema 2.8. Seja {d,,}°, uma sequéncia encadeada positiva com {m,}52, e {M,}°°,,
respectivamente, sequéncias de parametros minimal e maximal para {d,} ,, tal que

lim d,, = a.
n—oo

Entao, 0 <a<1/4 e

1
lim M, = -[1+ V1 — 4a.

n—oo 2

Além disso, se My > 0, isto €, m,, # M, entdo

1
lim m,, = 5[1 — V1 —4a).

n—oo

2.2 Funcgoes especiais

Nesta secao apresentamos alguns resultados basicos sobre a funcao gama e séries hi-
pergeométricas. Para estes estudos, utilizamos a referéncia [1].
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Dado um ntmero complexo a, o simbolo de Pochhammer, também conhecido por
fatorial deslocado, denotado por (a),, sendo n um inteiro nao negativo, é definido pelo
seguinte produto

(@), =ala+1)(a+2)...(a+n—-1), n>1,
(a)ozl.

Observe que, se a = 1 temos (1), = n! e se n > m sdo inteiros positivos, temos
(—m), = 0.

A fungdo gama foi introduzida por Euler em 1729, com o intuito de estender o do-
minio da funcao fatorial ao conjunto dos nimeros complexos. Esta funcao possui varias
representagoes, dentre elas temos o produtério infinito e a representagao integral.

Para todo niimero complexo z # 0, £1, +2,.. ., a fun¢ao gama I' é definida por
k=1
['(z)=1 2.1
(2) = lim =~ (2.1)

Como consequéncia imediata de (2.1) a fungdo I' satisfaz a propriedade I'(z + 1) =
2I'(z). E, ainda, se z € N temos que ['(z + 1) = zl e I'(z + n) = (2),I'(2).

Dentre as muitas formulas interessantes envolvendo a fun¢ao gama, apresentamos a
formula de reflexdo de Euler dada por

I'x)ra--z) = z ¢ 7.

sen(mz)’
A série hipergeométrica é uma série Z ¢, em que a razao dos coeficientes sucessivos in-

dexados por n, ¢,11/¢,, € uma fungao racional de n, ou seja, usando fatoragao polinomial,
temos
i1 (nta))(n+taz)---(n+ay)z
oAb+ by) e (nt b+ 1)

(2.2)

coma; €C,1=1,2,...,p,eb; € C\{0,—-1,-2,...},i=1,...,q. O fator z aparece pois
o polindémio em (2.2) pode ndo ser mdnico, e o termo n+ 1 pode ser resultado da fatoragao
do denominador, ou nao. Se nao for, multiplicamos o numerador e o denominador por
n+ 1. Assim, de (2.2) temos

e © (a)p(a2)n - (ap)y 2"
ch:COZ( Dn(t) ( ») ﬁ::coqu(al,...,ap;bl,...,bq;z). (2.3)

Aqui os valores b;, i = 1,...,q, ndo podem ser inteiros negativos ou zero, pois isso tor-
naria o denominador nulo. Se o termo geral estiver claro no contexto podemos simplificar
a notacao ,Fy(a,...,a,;b1,...,042) por ,F,.

As séries hipergeométricas, se convergentes, definem fungoes hipergeométricas, que
sao de grande importancia na literatura, visto que por meio destas é possivel expressar
fungoes elementares, bem como outras fungdes interessantes na matematica.

Note que, se em (2.3) para algum ¢, tomarmos a; = —m, com m € Z*, entao

n

o) — = (a1)nlaz)n - (ap)n 2
b 2) =) ROARSSOA
<= (@n)n(az)n - (ap)n

= 2 bl by

oFylar, ... a0y, ... '

n

[ 2

3
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Portanto, neste caso vemos que a série hipergeométrica se reduz a um polinémio de grau
m na variavel z.

Uma pergunta natural que surge sobre a série hipergeométrica diz respeito ao raio de
convergéncia da mesma. E conhecido que a série converge absolutamente para todo z € C
sep<gqgepara|z| <lsep=gq+1. Sep>q+1 a série diverge para todo z # 0. Mais
detalhes no Teorema 2.1.1 em [1].

Se p =2 e g = 1 a série hipergeométrica definida em (2.3) é conhecida como fungao
hipergeométrica de Gauss e pode ser definida como

N L (a)n(D)n 2"
o F1(a, b;c; 2) nZ:O O
para |z| < 1 e por continuidade analitica para |z| > 1.

Desta forma, temos que oF}(a, b; ¢; z) converge para todo |z| < 1, e além disso a série
também converge absolutamente para |z| = 1 desde que R(c —a — b) > 0. Mais detalhes
no Teorema 2.1.2 em [1]. A fungao hipergeométrica de Gauss y(z) = 2F(a, b; ¢; z) satisfaz

d b
y(2) = a—gFl(a—l— Lb+1;c+1;2).
dz c

O seguinte teorema fornece uma féormula muito 1til que sera utilizada nos capitulos
seguintes.

Teorema 2.9 (Chu-Vandermonde).

(C_b)m_

Fi(—=m,b;c;1) =
2 1( m, 0;¢C; ) (C)m

2.3 Polinémios ortogonais

Nesta secao apresentamos alguns resultados classicos sobre a teoria de polindmios
ortogonais na reta real e no circulo unitario, que podem ser encontrados, por exemplo,
em [10, 15, 30, 31]. Além disso, abordamos polindémios ortogonais com relagao a produtos
internos de Sobolev.

Consideremos um intervalo (a,b), com —oo < a < b < 00, ¥ uma fungao real e nao
decrescente definida em (a,b) e f uma funcao definida em (a,b). A expressao

[ s

¢ conhecida como integral de Riemann-Stieltjes ou simplesmente, integral de Stieltjes da
funcao f com respeito a 1.

Definigao 2.10. Seja ¢ uma funcdo real nao decrescente definida em [a,b] com
—o0 < a < b < oo Um ponto § € [a,b] é chamado de ponto de aumento de 1 se,
para todo € > 0,

V(E+e) —v(€—€)>0.

Em particular, o conjunto de todos os pontos de aumento de 1

supp() = {€ € (,5) | (€ + ) — (€ —€) >0, paratodo € > 0}

¢ chamado de suporte de .
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Defini¢ao 2.11. Seja ¢ uma fungao definida em (a,b), —oco < a < b < oo, limitada, nao
decrescente, e com infinitos pontos de aumento, tal que as integrais de Stieltjes

b
[y = / ¥ dy(z), k=0,1,2,...
existam. Entdo, dizemos que 1 é uma distribuigdo ou medida positiva em (a, b).

b
Os valores i, sao chamados de momentos da medida v. E, se puy = / dy(z) =1, a

medida v é chamada de medida de probabilidade.
Quando a fungao v é absolutamente continua, podemos escrever di(z) = w(x)dz,
onde w é uma funcao nao negativa e nao identicamente nula, w é chamada de funcdo peso.
Observemos que, ao supormos que @ tem infinitos pontos de aumento, ou seja, que
seu suporte é um conjunto infinito, garantimos que 9 é tal que

[ Payivta) >0

para qualquer polinémio P(z) > 0, mas nao identicamente nulo em (a, b). Assim, podemos
definir o produto interno (-, -),, da seguinte forma

(F.gbo = [ F@)gla)dv ),

onde f e g sdo fungbes continuas no intervalo (a,b).

2.3.1 Polindmios ortogonais na reta real
Uma sequéncia de polinémios { P, }2 , é uma sequéncia de polinémios ortogonais com

relacdo a medida positiva ¢ definida em (a,b), se P, tem grau n e

b
(P, By = / Po(2) Po(2)dvo(z) = p26n, myn=0,1,2, ...,

onde 0, € o delta de Kronecker, definido por

P 1, se m=n
e 0, se m#n.

Além disso, se p, = 1, n > 0, a sequéncia {P,}>°, ¢ chamada de sequéncia de
polinomios ortonormais com relagao a 1.

Uma condicao necessaria e suficiente para a existéncia de uma sequéncia de polinémios
ortogonais com relacao a uma medida 1 é que os determinantes de Hankel,

T R
An - ,u.l HjQ . “n.—’_l s n Z 07
Hn  Hpy1 - Hon

sejam todos positivos.
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Na literatura, uma das caracteristicas mais importantes dos polinémios ortogonais ¢é
o fato de que eles satisfazem uma relagdo de recorréncia de trés termos. Quando tais
polinémios sdo monicos, essa relacao é dada por

Poii(x) = (x — cpy1)Po(z) = My Poa (), n>1, (2.4)

com Py(z) =1, Pi(z) = & — ¢ e os coeficientes ¢, 41 € A,11 S30 tais que

Chi1=————, n=>0 e A\j1=-———", n=>1
H <Pn) Pn)@l) i <Pn717 Pn71>w
2
Note que, como A1 = —5"—, podemos escrever
n—1

pi = <Pn7 Pn>1/) = )\n+1,03171 = )\nJrl)\n N )\2/,60, n Z 1,

2
com pg = fio.

Exemplo 2.12. De acordo com [18, p.196], os polindémios “continuous dual Hahn”, p,,
satisfazem a ortogonalidade

/OOO P (@) pn(2®)dv(z) =T(n +a+b)T(n+a+ )L(n+b+c)nl S,

onde a medida de probabilidade v definida sobre a reta real é representada por

7 @) = o 7 paws,

/0

para a > 0,b >0, c> 0 e por

o0 1o F(a+b)I'(a+c)l'(b—a)l'(c—a)
[ty = [7 rat)oteyds + re
a+b)p(a+c)x (—1)F ,
’ k%; (a—b>+<) (a)—(c+1))k | k!> f(=(a+k)%),
a+k<0

paraa <0,a+b>0ea+c>0. Aqui a fungao peso w é dada por

_ |I'(a+iz)L'(b +iz)I(c + iz) ?
wiz) = | T(2ix)

Tais polinémios, p,, satisfazem a relagdo de recorréncia de trés termos

pi(z) =2 —ag— ¢+ a?, 25
2.5
pn(x) = [13 —Qp_1— Cp—1 + aﬂpnfl(x) - anf2cn71pnf2($)a n > 27

onde a, = (n+a+b)(n+a+c)ec,=n(n+b+c—1).
Além disso, estes polinémios tém representacao em termos de fungao hipergeométrica
dada por

—n,a+1xr,a — 1T

pala?) = (<17 Si(aab.6) = (<17t Do +c)aFo 0

1>, n > 1.
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Uma importante consequéncia da relagdo de recorréncia de trés termos (2.4) é dada
no préximo resultado.

Teorema 2.13 (Identidade de Christoffel-Darboux). Seja {P,}>°, uma sequéncia de
polindmios que satisfaz (2.4) com A\,11 # 0, para n > 0. Entao

 Pi(z) Pi(u) _ 1 Pri1(2) Po(u) — Po(2) Py (u) (2.6)
k=0 )\1)\2 cee )\k—l-l /\1A2 cee /\n+1 r—Uu . .
Observe que de (2.6) podemos escrever
~ Pr() Pe(u) 1 [Prt1(2) = Pra (w)] Bu(w) — [Po(u) = Pu(@)] Py (1)

k=0 A2 - A B AMA2 - Apg r—1u
Fazendo u tender a x na expressao acima, obtemos a forma confluente de (2.6) dada por

L PE)  P(@)Pale) = Pal@) Pan () .
iZo A2 Ak AAg - A

O teorema a seguir, afirma que qualquer sequéncia de polindmios que satisfaz uma
relagdo de recorréncia da forma (2.4) é uma sequéncia de polinémios ortogonais.

Teorema 2.14 (Favard). Sejam {c,}32, e { .}, sequéncias de nimeros complezos
arbitrarios, com ¢, € R e A\py1 > 0 para n > 1, e seja {P,}32, uma sequéncia de
polinomios monicos satisfazendo a relagdo de recorréncia de trés termos

P,(z) = (x — cp)Pr1(z) = \iPoa(x), n=2,3,...,

com Py(z) = 1 e P(x) = x — ¢;. Entao, existe uma medida ¢ com relagio d qual a
sequéncia de polinomios { P, },>o € ortogonal.

Dentre outras propriedades interessantes satisfeitas pelos polindmios ortogonais, P,
podemos citar que seus zeros sao reais, distintos, e pertencem ao intervalo (a,b). Além
disso, se denotarmos por 1, Tp2,...,Tny 0s zeros de P,, n > 1, em ordem crescente,
entao

Tn4+1,1 < Tn,1 < Tn+1,2 < Tn,2 << Tn+1n < Tnn < Tn4+1,n+1,

ou seja, entre dois zeros consecutivos do polinémio P, existe um tnico zero de P,. Neste
caso, dizemos que os zeros de P, e P, se entrelacam.

2.3.2 Polindmios ortogonais no circulo unitario

Nesta secao fazemos um breve estudo sobre os polindomios ortogonais e para-ortogonais
no circulo unitario, utilizando as referéncias [17, 30] e [31]. Os polinémios ortogonais no
circulo unitario também sao conhecidos como polinémios de Szego.

Seja p uma medida positiva no circulo unitdrio T = {z € C : |z| = 1}, parametrizado
por z = €, ou seja, a medida p(e?) definida em 0 < 6 < 27, é uma funcio real, limitada
e nao decrescente, com infinitos pontos de aumento em T. Aqui, vamos assumir que p é
uma medida de probabilidade.
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A sequéncia de polindmios {®,,}22, ®,, monico de grau n, é chamada de sequéncia de
polindmios ortogonais no circulo unitario com relagdo a u, se satisfaz

. 2r . ) 1
/ 7P, (2)du(z) = / e, (e”)du(e”) = —0ny. 0<j<m,
T 0 K2
onde k.2 = ||®,|]* = / |®,,(2)|?du(z). Visto que a integral é sobre o circulo unitério,
T

temos Z = 27!, de onde

[ #0udn(z) = [P0 ().

Denotemos por ®; o polinomio reciproco de ®,, definido por

O (2) = 2B, (1/7).

Os polindmios de Szegd nao satisfazem uma relacao de recorréncia de trés termos da
forma (2.4), como acontece para os polindmios ortogonais na reta real. No entanto, os
polinébmios moénicos de Szego satisfazem as seguintes relagoes. Para n > 0,

Ppi1(z) = 2Pn(2) — WP (2), (2.8)
q);—i—l(z) = &) (2) — an2®,(2), (2.9)
onde ®y(z) =1, ®¥ é o polindmio reciproco de @, e a,, = —P,,11(0).

Os coeficientes a,,, n > 0, sao conhecidos na literatura como coeficientes de Verblunsky
e satisfazem

n—1
D,
anl <1 e [0 —loaf)=r2 =", n>0,
k=0 Dry

onde D, sdao os determinantes de Toeplitz, a saber,

Ho H—-1 - —n
Do=po e Dy=| 0 M s,
Hn Hpn—1 - Ho

21 X .
sendo f,, os momentos associados a medida u, definidos por u, = / e du(e®?), e
0

satisfazem p_,, = 1,.
Uma importante propriedade dos coeficientes de Verblunsky é que podem ser expressos
em termos dos determinantes de Toeplitz, ou seja, em termos dos momentos

-1 H—2 - Hep-1
B (=)™ | Mo Hr o o Hep
n — > >0
=D, | s "=
Hn—1 Hpn—2 - -1

O proximo teorema, conhecido como Teorema de Favard para o circulo unitario e
apresentado em Simon [30] como Teorema de Verblunsky, garante a existéncia de uma
unica medida sobre o circulo unitario tal que os polinémios ®,,, gerados pelas relagoes
(2.8) e (2.9), s@o polindomios de Szegd.
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Teorema 2.15 (Verblunsky). Seja {a,}5°, uma sequéncia arbitrdria de nimeros com-
plexos, onde |a,| < 1, n > 0. Entao, associada a essa sequéncia, existe uma unica medida
de probabilidade 11, com suporte no circulo unitario, tal que os polinomios ®,(z), n > 0,
gerados pelas relagoes (2.8) e (2.9), sao os respectivos polinomios de Szegé monicos.

Outra propriedade satisfeita pelos polinomios de Szeg6 é que seus zeros estao todos
no disco unitério aberto |z| < 1 e, portanto, os zeros do polinémio reciproco estao fora do
disco unitario.

A seguir, apresentamos um exemplo de polindmios ortogonais no circulo unitario.

Exemplo 2.16. Consideremos a medida de Lebesgue p definida por

1
d = d eT.
Hez) omiz
Note que
1 2 do
m7 ™ = ZM——d :/ in—m)0 _— :5mn' 2.10
(272" /TZZZM'zZ o © 27 ’ (2.10)

Assim, de (2.10) vemos que @, (z) = 2™, n > 0, sdo os polindmios ortogonais monicos
associados a medida de Lebesgue p, e os zeros, z,x, 1 < k < n, dos polinémios ®,(z) = 2",
n > 1, sao todos iguais a zero. Além disso, os coeficientes de Verblunsky associados a
medida de Lebesgue sao dados por

a, =—®,,1(0)=0, n>0.

Note também que os momentos correspondentes sao tais que
=1 e ,un:/z’”du(z)zo, n=0,+1, £2,....
T

O préximo teorema, cuja demonstracao é dada em [32], garante a existéncia de uma
medida positiva sobre o circulo unitario tal que a sequéncia associada de polinémios
ortogonais é dada por uma relacao de recorréncia de trés termos.

Teorema 2.17. Seja {P,,}5°, uma sequéncia de polinomios dada pela relagao de recor-
réncia de trés termos

D,01(2) = (24 Bur1)Pn(2) = Aug12Pp_1(2), n>1, (2.11)
onde o(z) =1 e D1(2) = 2+ 1. Se

>\n+1

Bn—‘rl

entdo existe uma medida positiva p sobre o circulo unitdrio tal que {$,}5°, sao os res-
pectivos polindomios ortogonais monicos no circulo unitario.

Bai1 70, A1 #0 e 0< =1—|0,(0)? para n>1, (2.12)

Observe que, de (2.11), obtemos
/T Oy (2)dp(z) = /T 2B (2)du(2) + B /T o (2)du(2),
/T%H(Z)du(z) = /T(2+5n+1)<1>n(2)dﬂ(2) - >\n+1/1,2‘1>n—1(2)dﬂ(2)7

L@ (2)du() = [ 7+ i) @u(2)dp(2) = s [ 27 00 (2)dn(2),
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ou seja,
p—1+ Brpo = 0,
/Tz@n(z)du(z) — Ant1 /Tzcbn,l(z)d,u(z) =0,
ﬂnH/Tz’”(I)n(z)du(z) — Ant1 /Tz’”“cbn,l(z)d,u(z) = 0.
Logo, os coeficientes da relagao de recorréncia (2.11) sdo tais que

By = _ K=t L= Jr 2Pn(2)dp(z) o Ant1 _ Jp 27", (2)dp(z)
fo " Jr 2®@n_1(2)dp(2) Bni1  Jrz= DO, (2)du(z)’

para n > 1. Desta forma, ry? = / |Do(2)|?du(z) = po, e para n > 1, os coeficientes &2
T

sao dados por

- / |®,,(2) (= /T 2" (2)dpu(2)

A Mods ... A
o —(n—1) n+l o 2N\3 n+1
= z D, _1(2)du(z == g2
UT 1(=)du(=)| 5o 0 3 Bs - Bt

Além disso, temos também que

/Tz@n(z)du(z) = )\nH/Tz@n,l(z)du(z) = An+1AnAz®n,2(z)du(z)
== A1 Asdopor = —Anpr s AsAapio i,

para n > 1.
O exemplo a seguir serd muito 1til no desenvolvimento deste trabalho.

Exemplo 2.18. Sejam a, b, c € C com ¢ # 0, —1, —2,..., e consideramos a relagdo de
recorréncia (2.5.16) em [1]:

(c—a)Fi(a—1,b;¢;2) = (c—2a—(b—a)z) 2 F1(a, b; ¢; 2)+a(l—2) o Fy(a+1,b; ¢; 2). (2.13)

Escolhendo a = —n, b=b+1,c=b+b+1ez=1—2 com2R(b) # —1,—-2,-3,..., na
equagao (2.13) obtemos

(b+b+1+n)Fi(—n—1,0+1;0+b+1;1—2) = —zoF(—n+1,b+ 1;0+b+1;1 —2)
+(b+n+O+1+n)z)2Fi(—n,b+1;04+b+1;1 - 2).
(2.14)

Dai, usando a definigao da fungao hipergeométrica de Gauss e observando que, (—n); = 0
para n,k € N* e k > n, temos que
“ )(b+1) (1—2)*

F b+1b+b+1:1—

¢ um polinémio de grau n na variavel z, cujo coeficiente do termo de maior grau é

b+1),

——— " Denotemos por ®® os polinémios ménicos de grau n dados por
b+b+1),

o, (b+b+1),
2 =,

n

oFi(—n,b+1;0+b+1;1—2), n>0. (2.15)
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Além disso, de (2.14) temos
(b+b+1)

5 R (—n—1,b4+1b+b+1;1—2) =
n+1

(b+n+(b+1+n)2)

(b+b+1+n)

s )
wgﬂ(—n,b—kl;b—kb—k 1;1—2)

(b+ 1)n+1
(b+b+ 1)1 -
— g S F(— 1,b+1:64+b+1:1—
ou seja,
b+n b+b+n
o® _ ®) () _ (0) '

Assim, os polinémios monicos ®*) definidos em (2.15) satisfazem a relacdo de recorréncia

b
Oh1(2) = (2 4+ B8 (2) = Mhe®a(2), n2 1, (2.16)
para n > 1, com @éb)(z) =1lea )(z) =2+ 8% onde
() b+n ) n(b+b+n)
Bn—‘,-l = =

btntl & T tntDbtn)
Observe que ﬂnﬂ #0e )\ﬁfll # 0,

2

Aﬂi_ nb+b+1) e @), |© nb+b+1)
Y (b+n)(b+n) L= 127(0)] _1_|®+1%  (b+n)b+n)

para n > 1. Logo, esses coeficientes satisfazem as condi¢oes do Teorema 2.17, desde que
R(b) > —1/2, ou seja, se R(b) > —1/2 existe uma medida positiva p*) sobre o circulo
unitario tal que {®®} sdo polindmios ortogonais monicos no circulo unitario. Além disso,

0 _ BB AL b+ DG+ (b+2(0+2)  (b+n)(b+n)
TN gAY AL (b +1) 200+b+2) n(b+b+n)’

n

ou seja,

b+1),?
(D) [(b+ 1)

" ¢®+b+1%m’

E os coeficientes de Verblunsky associados aos polinémios ® siao dados por

para n > 1.

0 — _o® (0) = _50 w_ (O+n-1)(0+n-2) ()
isto é,
w_ O (O
anb = CEE = G+1), para n > 1.

Sri Ranga em [32], fornece uma férmula explicita para p®, isto ¢é,
au®(2) = du® (&) = 7090 sen (6/2) Mo,

Wb+ 1), ®

de R(b) > —1/2 e 7 tal
onde R(b) /[2eT 27TF(b—i—b+1)e al que pug

=1.
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Os polinomios para-ortogonais no circulo unitario foram introduzidos por Jones, Njas-
tad e Thron em [17]. Uma sequéncia {R,}32, é uma sequéncia de polinémios para-
ortogonais com respeito a uma medida g no circulo unitario se, para n > 1, R,, é um
polinémio de grau n que satisfaz

(Rn(2),1), #0, (Rn(2),2"), #0
(Rn(2),2™), =0, para m=1,2,...,n—1.

Uma propriedade importante destes polinomios é que eles possuem n zeros simples
localizados no circulo unitario T que satisfazem a propriedade de entrelacamento. A
nomenclatura para-ortogonal se deve ao fato de que, na relagao de ortogonalidade de tais
polinémios temos (R,(2),1), # 0, o que nao ocorre no caso dos polinémios ortogonais.

Seja {P,,}22, sequéncia de polindmios ortogonais no circulo unitéario, se w, € C, com
|w,| = 1, 0s polinémios para-ortogonais também sao dados por

D, (wn; 2) = Pp(2) + w, @ (2), para n=1,2,.... (2.17)
Além disso, das relagdes (2.8) e (2.9) temos

D, (wn; 2) = 2P, 1(2) — @1 P 1 (2) +wu[PF_1(2) — ap_12®P,1(2)]
= (1 —wpan_1)2Py1(2) + (wn — @1) D) _1(2)

= (1 = wntn_1) |2®pr(2) + 2L pr ()] (2.18)

1- WnQn—1

Wp — Op—1
Denotando por p, = ————— notamos que, como |w,| = 1,
1- WnQp—1
o wn(l - wnan—l) o Wy — an—l
Pn = - ’
1- WnQn—1 1- WnQn—1
e entdo |p,| = 1, n > 1. Portanto, tomando o polinémio em (2.18) na forma ménica,

obtemos
(I)n(wn; Z) = Z(I)n—l(z) + an):;—l(z)

Em [11], os autores estabeleceram que os polindmios para-ortogonais no circulo uni-
tario (z — 1)R,,(z) dados por

2®,(2) + 7,95 (2)

R, = On ) > 07
(z2) =0 o n >
onde
7—0 - (bO(l) - 17 n — (Dn(l) = Tn_l — an_l 9 n Z ]-a
@3(1) (I);kl(l) 1-— Tn—10pn—1
1- Tn—1Qn—1
=1 n — n—1, > 17
(o) s g 1 %(Tnflanfl)o— 1 n
e a,—1 = —,(0), n > 1, satisfazem a relagdo de recorréncia de trés termos

Rui1(2) =[(1+ichr1)z + (1 —icy1)|Ra(2) — 4dpy12Rn1(2), n>1,
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com Ry(z) = 1e Ri(z) = (1 4ic1)z+ (1 —icy). Sendo as sequéncias de niimeros reais
{Cn}zozl € {dn+1}zo:1 tais que
_%(Tnflanfl) . Tn — Tn—1
1= R(Tho10n-1)  To+ Toot
11— |m1op 1|1 — mon,?

Tt = = Rrron ][~ R(rmon)]

Cp =

n > 1.

E ainda, {d,,4+1}22,, onde d,11 = (1 — gn)gn+1, ¢ uma sequéncia encadeada positiva com
sequéncia de parametros {g,+1}22, dada por

1 11— 7a,|?
gnt1 = 92 [1 _ %(Tnan)y

O exemplo a seguir tem grande importancia no presente trabalho.

n > 0.

Exemplo 2.19. Seja 1® medida positiva sobre o circulo unitario definida por

du® (2) = du® () = 70O sen(0/2)] 0 dg,

2040 (b 4 1))

onde R(b) > —1/2 e 7 = = tal que /d ®(z) = 1.
(®) / ol +b+1) ' K

No Exemplo 2.18, vimos que os polinémios ortogonais no circulo unitario com relacao a

medida p*), denotados por @), sdo dados pela relacdo (2.15). Desta forma, aplicando os
resultados enunc1ados anterlormente temos que os polindmios para-ortogonais associados
(z — 1)R®)(2) sdo tais que

n 200 (2) — TP (2)

n
n z—1 ’

n >0,

onde

B ) _ P (1) _(0+1), S0

Além disso, estes polindmios satisfazem

RYL(2) = [(1 + i)z + (1 — el )] RO (2) — 4dV) 2RP 1 (2), n>1,

com Rob (z)=1eR b)( )=(1+ icgb))z +(1— icgb)), onde as sequéncias de nlimeros reais
{cb)}ee e {dn+1} ° | sao tais que

FON n (b)

I n2A+n+1)
S > 1. 2.19
" adn " T A0 ) Otntl) T (2.19)

. (b) , A o A A
A sequéncia {dn +1}n , € uma sequéncia encadeada positiva e sua sequéncia de parametros
maximal {M, +1}n ° , satisfaz

1 1=7Pa®)2 12X 40

== , n>1.
2[1 - %(Tﬁb)ag’))] 2 A+n

Os polindmios R gerados pelas sequéncias acima por meio da relacdo de recorréncia,
também sao dados por

(2X+2),

=,

oFi(—n,b+1;b+b+1;1—2), n>0.
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2.3.3 Polinémios ortogonais de Sobolev

Sejam ug, k = 0,1,..., N, medidas positivas na reta real R, tendo suporte limitado
ou ndo. Se o espaco das fungoes diferencidveis até ordem N em R satisfaz

> [ () < oc,

entao esse espaco € chamado de espaco de Sobolev. Neste espago, consideremos o produto
interno definido por

(f.0)s =3 [ FO@g®@)dpute), N2 1. (2:20)

Este produto interno é conhecido como produto interno de Sobolev.
Uma sequéncia de polinémios {V,,},>0 ¢ chamada de sequéncia de polindémios ortogo-
nais de Sobolev, se V,, é de grau n e

N
(W Whs = > [ 0P @) @) djue(2) = p2n (2.21)
k=0 /R

Os polindmios ortogonais de Sobolev sdo objetos de estudo de muitos autores, nos mais
variados enfoques. A motivagao inicial para tal estudo surgiu na teoria da aproximacao,
mais precisamente, no problema de aproximacao por minimos quadrados. Neste caso, uma
funcéo f e as suas derivadas f*), para k = 1,2,..., N, sdo aproximadas simultaneamente
por um polinémio p € P, que satisfaz

o 2:‘f - 2
1f = pllE = inf 117 — gl

onde P, é o espago linear dos polindmios de grau no maximo n e || - ||s denota a norma de
Sobolev induzida pelo produto interno de Sobolev definido em (2.20). E bem conhecido na
literatura que a solugao para este problema é dada em termos da sequéncia de polindmios
ortogonais de Sobolev {¥, },>¢, mais precisamente, a melhor aproximacao é o polinémio
p € P, dado por

Este problema de aproximacao por minimos quadrados foi apresentado inicialmente em
1947 por Lewis, cujo trabalho [19], ndo aborda polindmios ortogonais. Estes foram consi-
derados e estudados pela primeira vez na década de 1960, para medidas particulares, por
varios matematicos alemaes.

Uma ferramenta essencial na teoria dos polindmios ortogonais na reta real é a relagao
de recorréncia de trés termos que os polindomios ortogonais satisfazem, e vale se o operador
de multiplicacao for simétrico em relagio ao produto interno, isto €,
(xf,9), = (f,xg),. Entretanto, considerando o produto interno de Sobolev, (:,-)g, 0
operador de multiplicacao nao é mais simétrico e, consequentemente, a relacao de recor-
réncia de trés termos nao é mais valida. Visto que a falta desta ferramenta fundamental
nao pode ser facilmente compensada, diferentes métodos foram desenvolvidos para lidar
com diversos produtos internos de Sobolev. Os artigos [23] e [25] apresentam um levan-
tamento bibliografico e as principais ideias e técnicas desenvolvidas.
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De acordo com [23], o estudo dos polindémios ortogonais de Sobolev tornou-se inativo
por quase duas décadas, ressurgindo apenas quando o conceito de pares coerentes de
medidas foi introduzido.

Usando este conceito, mostra-se que os polindmios ortogonais de Sobolev satisfazem
relacoes simples envolvendo os polindmios ortogonais associados as respectivas medidas
do par de coeréncia, o que abriu caminho para o estudo de muitas propriedades algé-
bricas, diferenciais e assintéticas dos polindémios ortogonais de Sobolev. Dedicaremos a
proxima sec¢ao ao conceito de par coerente de medidas visto que tal ferramenta é de grande
importancia para o desenvolvimento deste trabalho.

2.4 Pares coerentes de medidas

O conceito de par coerente de medidas foi introduzido por A. Iserles e outros em
[14] enquanto estudavam os polinémios ortogonais, U,,, associados ao produto interno de
Sobolev

<f7 g>3(#07#118> = <f7 g),uo + 5<f/7 gl>,u17 (2'22)

onde 1y e py sdo medidas positivas sobre a reta real e s > 0. De acordo com [14], um par
de medidas (po, pt1) e suas correspondentes sequéncias de polinémios ortogonais monicos,
{P.(110; ) }n>0 € { Pn(pt1; ) }n>o0, forma um par coerente de medidas se existem constantes
{an}n>2 tais que

nP,_1(p;x) = Po(po; ) + an Pl (po; ), an #0, n>2. (2.23)

Como uma consequéncia, foi demonstrado que os polindmios ortogonais monicos
{U,,}n>0 associados ao produto interno de Sobolev (2.22), satisfazem a seguinte relagao:

U, (x) + by sVio1(2) = Po(po; @) + anPo—1(po; ), n > 1, (2.24)

onde {b, s }n>1 sdo fungoes racionais em s > 0. Esta relagdo se mostrou muito ttil para o
estudo de propriedades analiticas e assintoticas dos respectivos polindmios ortogonais de
Sobolev.

Em 1997, Meijer em [26] provou que se (fi, it1) ¢ um par coerente de medidas positivas
na reta real, para o qual (2.23) é vélida, entdo uma das medidas tem que ser cléssica
(Laguerre ou Jacobi). Além disso, em [26] sdo apresentados todos os possiveis pares
coerentes de medidas positivas suportadas na reta real.

Delgado e Marcellan em [12], apresentam um conjunto de funcionais lineares quase
definidos tais que suas correspondentes sequéncias de polindémios ortogonais monicos { R,, }
e {P,} satisfazem

n+1 n
onde a, # 0 para todo n € N. Note que, a relagao (2.25) é uma extensao da definigdo de
coeréncia dada em (2.23).
O caso mais geral de par coerente de medidas foi apresentado em [16]. De acordo com
este artigo, um par de medidas positivas (g, 1) é chamado um par (M, N)—coerente
de ordem (m,k) se as correspondentes sequéncias de polinémios ortogonais monicos,

{P,(1o; ) }n>o0 € {Pu(t1; @) bn>0, satisfazem uma relagao de estrutura tal que

P.(z) + b,P,_1(x) =

Za’j’l’b n+m ] MO? ijn n—‘,—k ] Ml’x)7

7=0
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onde a;,, e b;, sao nimeros complexos tais que ay;,, #0sen > M, ay,, #0sen >N e
a;n = b, = 0 quando 7 > n. Observe que, sob essa notacao o par de medidas para o qual
a relacao (2.23) é valida é chamado de par de medidas (1,0)—coerente de ordem (1,0). E,
o par de medidas que satisfaz (2.25) é denotado por par (1,1)—coerente de ordem (1,0).

Com relacao as medidas com suporte no circulo unitario, o conceito de coeréncia foi
introduzido em [6], onde os autores estenderam o conceito de par coerente de medidas
da reta real para arcos e curvas de Jordan e, estabeleceram que se (ug, 1) é um par de
medidas coerente sobre o circulo unitario, entao py ¢ uma medida semi-classica. Desta
forma, segue de [6] que um par de medidas positivas com suporte sobre o circulo unitario é
dito ser um par coerente de medidas positivas sobre o circulo unitario se as correspondentes
sequéncias de polindémios ortogonais monicos {®,(o; 2) fn>o0 € {Pn (115 2) fn>o satisfazem

n®y_1 (13 2) = P (o3 2) + pu®r 1 (103 2), n =2 (2.26)

Assim, como no caso da reta real, quando o par de medidas satisfaz esse conceito os
polindmios ortogonais de Sobolev podem ser dados por relagdes simples.

Sri Ranga em [33], introduziu um conceito de coeréncia alternativo conhecido como
pares coerentes de medidas de sequndo tipo no circulo unitario, isto ¢, um par de medidas
positivas (po, t11) sobre o circulo unitario é um par coerente de medidas de sequndo tipo
se as respectivas sequéncias associadas de polindomios ortogonais monicos satisfazem

1
H%(Mo; 2) = Op_1(p152) — XnPr—2(p152), n>2. (2.27)

A seguir, apresentaremos um exemplo de par coerente de medidas de segundo tipo no
circulo unitario, que representa a base do presente trabalho.

Exemplo 2.20. Consideremos as medidas positivas no circulo unitario p® definida no
Exemplo 2.19, e 19 dada por

(900 = (L= €){f,9)00 + ef(1)g(1),

comb=A+ineC, R(b) >—-1/2e0<e< 1.
De acordo com [11], os polinémios ortogonais ménicos com respeito ao produto interno
(f, ) 00 satisfazem

B0 = G [RO) - PR )] nz1 @y

onde os polinomios R sdao dados no Exemplo 2.19. Diferenciando (2.28) com respeito a
variavel z obtemos

P q);b,e)(z)} — [iz‘—f—l)” {Rﬁf’)(z) ~ 91— mfﬁ’e)]Rﬁbll(Z)H .

+ 1),

Observe que

d [(/\ + 1)”R(b)( >] A+ 1) (2N +3)1

=l er. = 1)oFy(—n +1,b+2;b+5+3;1—
dz [ (b+ 1), " bt D (i), OBt Lo+ Lo 4D+ 31 =)

2\ + 3)n_ _
:n((b:2>)1QFl(—n+1,b+2;b+b+3;1—z).
n—1
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Logo,

Consequentemente, obtemos <I>§b’€)’ z)=1le
1
1

P (z) = (2) —nx 9 L) (z), n>2, (2:29)

com

(0:€) — 911 — y,(N6)

Portanto, pela relacio (2.29) temos que o par de medidas (p*€, u®+1)) é um par coerente
de medidas de segundo tipo no circulo unitario.
Aqui, {mfﬁ’g)}nzo ¢é a sequéncia de pardmetros minimal da sequéncia encadeada posi-

v
N

(2.30)

tiva {d} }oso, isto &,

onde

e A\ A (2)\+1) (A€ A
dg ):(1—6)M1(), Ml():(Q)\JFQ) € dn+1) dﬁw)b n =1,

I A , A .
e a sequéncia {dgll}nx ¢ uma sequéncia encadeada positiva tal que

[ f(/\]én+1_d£ﬁ21:[1 M)\]MO—;-)D

n

w_ Lln—1 o 12X +n W 1 n@A+n+1) n=>1. (2.31)

" ToN s T T2t n S M T IO ) rnt 1)

As sequéncias {Kn +1}n>0 e { +1}n>0 sdo respectivamente as sequéncias de parametros
minimal e maximal de {dn +1}n21, e satisfazem

(Y < mA9 < MM quando € # 0 e (Y <m0 = pV, (2.32)
para n > 1.

2.5 Alguns resultados recentes

Nesta secao apresentaremos alguns resultados sobre a sequéncia de polindmios orto-
gonais com respeito ao produto interno de Sobolev (f, g) gv.c.) definido por

<f7 g>8(b’573) = <f’ g>,u,(b»€) +s <f/7 g,>u(b+1)7 (233)
onde (f,9),00 = (1 —€){(f, ). + eﬁl)g(l) e
G = [T e %) = T [T T ) (€0 sen(0/2)) "0

Tais resultados serao tteis na compreensao e no desenvolvimento deste trabalho e podem
ser encontrados em [22] e [33].

No teorema a seguir, consideramos a expressao para U}
: (bye
linear dos polinomios {®®9},5,.

(b:e5) como uma combinagao
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Teorema 2.21. Se {U®e9)} o e {®LA) <4 sdo as sequéncias de polinémios ortogonais
monicos no circulo unitdrio com respeito aos produtos internos (f,g)sw.es € (f,g) 0.0,
respectivamente, entao

b,e,s b,e
U (2) = 2 (2)
b,e,s b,e,s) be
qumﬂ)( ) =12 n+1 —{—Za( o (2), n > 1.

(be)

28 €,8 €,8 T ~
Aqui, agz) = % e se aff’e’s) = {as’l’ ), agé’ ), e ,aﬁf”ﬁ’s)} , entao
A7V + s ’

T gbe9) = ¢O5e, n > 2, (2.34)
onde e, € a n-ésima coluna da matriz identidade de ordem n X n e T<b’6’s € a matriz
Hermitiana tridiagonal de ordem n X n:

B b,e,s b,e,s ]
pg(b | _c(lbg )) (b,
qQ €, S p2 ,€,8 _q3 € S
Iw(b,e,s) — . .
b,e,s (be,s ,6,5)
ats) gl —qe
qnb,e,s pglb ,6,S)
Os mimeros p»<%) e qlb) sdo tais que q(bes) =0e
b,e,s b+1 €
q£L+1 ) = sn(n + 1)A7(’L +1) Xiﬁ,
n>1, (2.35)

pg”e’s) _ A( 94 sm {A (b+1) A(b+1 |X1(1b,6)

’
onde AL = (®L) OL)) 5 e ALY = AL = (@) dP)) ) com AT ) — .

n n n

(bye)

Sri Ranga em [33], apresenta uma férmula expllclta para A9 e ainda no Exemplo

2.18, podemos notar o valor explicito de A% isto é, AO

B (b—i—l_)—l-l)nn‘ be) 1 —me b
A;)—W e AE@ )_(1_E)WA%)7 n > 1. (2-36)

n

O préximo teorema, considera a expressao para ®¢ como uma combinagdo linear
dos polindmios {Wb)1, .

Teorema 2.22. Os polinémios ortogonais de Sobolev no circulo unitdrio { W<}, o com
respeito ao produto interno de Sobolev (f, g)sw.es Ssatisfazem a relagao de recorréncia

Pbes) (2) — 57(;),5,3) \If,(fff)(z) _ (I)%b,e)(z)’ n>1, (2.37)

n

onde @;b’ﬁ) s@o os polindomios ortogonais no circulo unitario com respeito ao produto in-
terno (f, g) uw.e . Os coeficientes BWes) satisfazem

(bye,s)

(b7678) _ (b,E,S) — qn+1
it =0 e Burl’ = G5 en e 2L (2.38)

(bye,s) (b,e,s)

onde os nimeros p eq, sao definidos no Teorema 2.21. Além disso,

(beﬁ(bes >O n>2.
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As constantes x> sdo como em (2.30). Ademais, uma férmula alternativa para tais
constantes é dada por

(b:) b+ 1/? b+n A‘”
Xn =

2 +FD2A+2)(1—€) n AlTD nz22 (2:39)

Como limitantes e resultados assintéticos relativos aos coeficientes 3*), os seguintes
resultados também podem ser encontrados em [22] e [33]:

—(be B(bes |X
n —

lim X( )5(1),6,8) =1 e lim 5 (bie,s) _ 1.

n—o0 n—oo

n > 2,
(2.40)

De (2.38) temos que os polindmios ortogonais ménicos de Sobolev \If,(f’e’s), n > 1, sao
tais que

wP(z) = o9 (2),
W (2) = @) + A5 RO(2) + BB O () +

(bye,s) 6,5) (bye,s b,e
4 BB B 9 (2),

(2.41)
para n > 1. Assim, para o vetor al>>*) em (2.34), observe também que a&"’f’s) = aﬁ”f’s) =
651),6,8) e

r €,8) T (be,s €,s b,e,s) ]
alf? ][ BBl gt
aébye,s) — b: —= (b ): I n 2 2
anh Bt AP
€,8 be,s
Lalbe) || B _

(b,
Desta forma, os coeficientes de conexao Bk &)

coeficientes a(be N , k > 1. Consequentemente, utlhzando os Teoremas 2.21 e 2.22, também
obtemos 1nformagoes detalhadas sobre os polindmios ortogonais monicos de Sobolev no

circulo unitério W% associados ao produto interno (f, g) gw.c.s). O estudo dos coeficientes
(bye,

, k > 2, nos dao informagoes sobre os

de conexao Bk 8), k > 2, é exibido no préximo capitulo.






3 Coeficientes de Conexao

Com o intuito de determinar as propriedades dos polindémios ortogonais monicos de
Sobolev no circulo unitario, ¥(»*) e visto que tais polinémios satisfazem a relacao (2.37),
ou seja,

PP (2) = gL U (2) = 9P (2), m> 1,

observamos que para este estudo é essencial ter um conhecimento detalhado dos coefici-
entes de conexao ﬁ}f”evs). Neste sentido, dedicamos este capitulo a tal estudo.

Vale ressaltar que os resultados presentes neste capitulo compoem os objetivos pro-
postos na tese de doutorado, e foram publicados na revista Journal of Approximation
Theory, ver [5].

3.1 Relacao com os polindmios “continuous dual Hahn”

Nesta se¢do mostraremos que os coeficientes 67(5’7675) podem ser expressos como fungoes
racionais envolvendo uma sequéncia de polinémios que satisfazem uma simples relacao de
recorréncia de trés termos.

Para b = A +ine 0 < e < 1, consideremos o conjunto de funcdes {Q9(y)},>0 tais
que

(bye)
(b N _ (bie,x®)y) _ Qn1(y)
Q) =1 e B" m7 n =1 (3.1)

Para simplificar a notacdo vamos denotar a constante k¢ por k. O valor de k serd
escolhido adiante.
Observe que, pelo Teorema 2.22, temos

(b.e/9)
(bvev"{/y) _ (b757ﬁ/y) . qn+1
51 =0 e Bn+1 o p,(-bb’e’ﬁ/y) be /) B(beﬁ/y nzl

Assim, de (3.1), obtemos

be, Kk b,e be, K b,e
05" Q" (y) = p QP (y)
b.e, k € €K b,e —(b,e, K b,e
A QL (y) = p QTN (y) — AP QIG (), m > 1.

Substituindo a expressdo para p{&), segue que,

be, K b,e b,e R b b,e
ay R () = [A% MyAé*”] Q" ()

b6 K € € b b b,G —(b.e, k b,C
A QP (y) = lAS”)Jr " 2[ATED + AV X IH Qul(y) = ar Q).

43
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Multiplicando ambos os lados das igualdades acima por 4 L respectivamente,

Y e ——
Agb,ﬁ) A%b,e
obtemos
(bye, 5/y)
Y92 (bye) o
Agb’e) 1 (y) = {y"' Agb’e)
(b€, K5/y) 2 —(b,e, K/Yy)
Y11 be (b+1) (b+1) | (be))2 (be) Yq,,
W@% '(y) = {y—i- A0 {A A I HQn—l(?J) A%T

Observe que, yq»*/%) nao depende de y para todo n > 1. Assim, definindo

n (b6 r/Y)

Q;b,s)( be) H qk(be o>

K

AP Q). cpara 0>

QY ().

segue que
yq (bye, k/y) yq%b,e,n/y)
b,e b,e
AP Al

. K n? (b€
o~ e S AT i

n

Qv ().

~(be K
paran > 2 e le% )(y) = [y + 400 A(()b+1)
1

Note que,
yqbe K/Y) — ’b+1’2
i A+ 12X +2)(1 —¢)
A+ 1) (2N +2)(1 —¢)
b+ 1|2

n(b+n+1)A%, n>1.

Assim, se escolhermos r = k9 = , entao

M n(b+n+1)Aff’ﬂ B n2(A+n+ 12 A+n+1)1—mi
A(be) o ASzb’E) - ()\—l—n)(b—l—n—i— 1) 1_m£1)\76)7 =

rn2AUTY o n*(2A+n+1)

AP 2()\ +n)(1 = mi)
QA(b-H)

- Z(Qb |>Xn C o)1 - mP) =29, n> 1,

yq (b€, k/y) ng}’e’,{/y) B (n o 1)3(2>\+7’L>()\ i n) 1_ m(

AT AT GkaoD) 1om

n—1

=2n(A+n+ 1)m,(fjr? =a) n>1,

)
=, n>2,

be, K A€
1 L )2 ) 0 R S ) R R Y
i AL b+2)n  AFL q-—p™H T T

Desta forma, obtemos uma sequéncia de polinémios ménicos {Q*)(y)},>0 que satisfazem
a relagao de recorréncia de trés termos

A (b,e A( Ne) (Ne) A(bye
QL) = [y + a? + Q) — a9 ] Q). n>2,

A (b,e € Ae)|l Ab,e A (b,e
Py =y + o+ M0 w), e QP =1,
onde
a) =2 +n+1)mY e Y =2m—1D)A+n)1-mP)), n>1.

E entao, obtemos o seguinte resultado.
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Teorema 3.1. Para n > 0, Q< ( ) em (3.1) € um polinomio em y de grau exato n.
Precisamente, se Q) (y) = €®)Q0A (y), n >0, com

TL

C;b,e)_( n)?2A+2), A+ n+1(1 - mn+1) n >0,
(b+2), A1 (1= w9y
entio Q9 (y) sdo polinémios monicos tais que QU9 (y) = QNI (y), n > 0 (isto €, inde-

pende den) e
Q) =y + o™ + M0 (w),

’ . A (3.2)
QW) = [y + a2 +]Qw) — ot Q). nx2

Aqui,
o) =2\t n+ Dm) e ) =2 - DA +n)(1-mi}), n>1.

n—

Embora os coeficientes na relagdo de recorréncia de trés termos (3.2) tenham repre-
sentacoes muito simples e agradaveis, infelizmente, em geral eles nao tem representacao

explicita. Quando € # 0 e A ;é 0, para obter esses Coeﬁcientes é preciso gerar {mM9}, 5
recursivamente usando m(() =0e (1—m®M))m, (’\ E) = dn 11 para n > 0. Entretanto, ve-
remos que quando e = 0 e/ou A = 0 os coeﬁcientes em (3.2) tem representagoes explicitas.

Consideremos primeiramente o caso em que A = 0. De (2.31), temos para 0 < e < 1

que a sequéncia {m(%9}, 50 é a sequéncia de pardmetro minimal da sequéncia encadeada

positiva
1—e¢ 1 11
{ }”1{2 444"'}'

0,
Assim, os primeiros termos da sequéncia {m (%9}, ¢ sdo m{™ =0

0,) dgo’e) _ (1 — 6) 0,) dgo ) 1 1
my - - ) mo — =
1 — m{ 2 1—m® 9 2(1+e)
00 _ _ds 0 _ 1+ (06 _ di™) 11+ 2¢)
’ 1—m$?  2(1+2¢) ! 1—my?  2(1+3€)’
e, consequentemente,
1 -1 1 1
i = Lo le e Lrlr e s
2(1 + ne) 2(1 + ne)

Portanto, podemos enunciar o seguinte corolario.
Corolario 3.2. A sequéncia de polinomios {QU9)},~¢ que seque de (3.1) € tal que
nfn+DIP1+(n+1) 1
(in +2), [1+ne  (1+e€)

onde Qy(y) =1, Q") =[y + af"? + "] e

QU (y) = Q¥ (y), n=0,

QL) =y + o+ Oy — a9 QYI(w), n>2 (3.3)
Os coeficientes a,(lofl) e c;‘)fl) sao dados explicitamente por
(0,€) 1+ (n — 1)6 (0 o 14 ne
a9 _ o\ e —(n—1)n—01F1" > 1.
nm1 = n(n+1) 1+ ne ¢ Gt = (n )nl—l—(n—l)e’ "=
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Agora, consideremos o caso € = 0. Neste caso todos os coeficientes da relagao de
recorréncia de trés termos (3.2) também sdo dados explicitamente.
Quando € = 0 temos que m™® = MM Assim, usando (2.31) obtemos

(2,0)

M =n@r+n+1) e M =m-1n, n>1 (3.4)
Desta forma, apresentamos o seguinte corolario para o Teorema 3.1.

Corolario 3.3. A sequéncia de polinomios {Q9},~o que seque de (3.1) satisfaz

(2)\ +2),
(b+2),
onde Q5" (y) =1, QM (y) =y +20+1) ¢

QM) =y + 20+ m)] QXY () — (0= 1Pn@A+ QXY (Y). n22 (35

nl(n +1)! QV(y) = QM (y), n >0,

b (b,e)
Com o Teorema 3.1, também podemos escrever os coeficientes de conexao /Bn g /)

em termos dos polindmios moénicos Qg’ )(y), ou seja,

b,e €
et _ Qi) _ €09 Q. ()
ntl %b €) (y) Q:(b ANe) (v)

n— n

n > 1. (3.6)
2 N+ 1) (A +n+1) (1-my)) QM (y)

Gtntl) (Atn) (1—me) oMy

)

Além disso, observe que a relagdo de recorréncia de trés termos (3.2) mostra que a
sequéncia de polindbmios monicos {QS”E) }n>0 s@0 ortogonais com respeito a alguma medida
positiva sobre o eixo real negativo (—oo, 0). Isso é esperado, uma vez que o produto interno
de Sobolev (f, g) sw..s é definido positivo para 0 < s < oo e, portanto, as fungdes racionais
Q") () /O (y) estdo bem definidas para 0 < y < oo.

Uma pergunta natural que surge diz respeito a identificacdo dessa medida, ou seja,
é possivel identificar essa medida com alguma medida conhecida na literatura? No caso
e = 0 a resposta é sim. Mostraremos que os polindémios @;’\’0) no Corolario 3.3 estao
relacionados a uma subclasse dos polinémios “continuous dual Hahn” apresentados no
Exemplo 2.12.

Consideremos uma subclasse dos polindémios “continuous dual Hahn”, que denotaremos
por h,(z; ), e sdo tais que

hn(a%0) = (=1)"Su(2% 3 = A3+ 2,3 +2),

LAz, L= A —ix

-n 3.7
L O VY (R 3D

1), n >0,

onde A > —1/2. Dos resultados dados em [18], é facil verificar que esses polindmios
satisfazem a ortogonalidade

/0 T (@A) (225 0) dv (s 3) = (012 (14 DA+ 2)1 G

onde a medida de probabilidade v(x; \) definida sobre a reta real ¢ dada por

/f )dv(x; M) —/ s \)dx,
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1 1
para 5 > A > —; e

[(22-1)/2]

/f ) du(; \) 217T/oof(x2)w(x;)\)dx + Y wk()\)f(—(k;Jr}—)\)Q),

0 o 2

(2X — 1 — 2k)(k + 1)! (=1)*
oA+ 1 (—2\);

para A > % Aqui, wi(A) =

(3 —A+ix)T(5+ A +ix)T(2 + X +ix)|?
T'(2\ + 2) T'(2iz)

w(z; A) = ’

Teorema 3.4. Seja h,(z;\) os polindmios “continuous dual Hahn” ménicos especiais
dados em (3.7). Entdo os polinomios Q™ (y) que aparecem no Coroldrio 3.3 sio tais
que

~ 1
T (2 \) = (—1)”@9’0)( _r— (A + 2)2), n>0.
Demonstracao: Da relagao de recorréncia de trés termos (2.5) com pardmetros

1 1 3
= —\+= b=+ = =A+-
a +2, +2, e C +2,

e de (3.4), segue que

a1t —at=nn+1)+n—-1)(n+2)\) - (=\+1/2)
—n@A+n+1)+m—Dn—A+1/2)? =aP + M — (A +1/2)2,
Apo X €1 = (n—1)nx (n—1)(n+2X)

(n—1)2X+n) x (n — Dn = a™ x (X0,

Desta forma, os polinémios ménicos h,(z; \) satisfazem a relagdo de recorréncia de trés
termos

hi(zA) =2 =20+ 1) + (A + 3)%,

ho (23 0) = [2 = 20X+ 1) + (A + D2 hucr(230) = (0= 102\ + n)haa(z;N), 0> 2.
Assim, o resultado do teorema segue pela comparacao dessa relagdo de recorréncia de trés
termos com a relagdo de recorréncia de trés termos no Corolério 3.3. [

Agora, olhemos para a matriz tridiagonal que define o sistema de equacoes

T ®se )a(bes) (bie,s) n>?2

n - qn-‘rl €n, )

no Teorema 2.21. Mais precisamente, consideremos o polinémio caracteristico associado
a matriz T(b ©5)

€, J€,8 (bye,s J€,8 b.e,s
09 (2) = (2 — pPeNtG (2) — [q®) 26097 (2),

n

onde t07(2) =1 e t"°V(2) = z — p<*). Claramente, t<*)(0) = det(T®*)), n > 0.

n
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2A+1D(2A+2)1
|b+ 1|2

Além disso, tomando € = 0 e s (y) = — temos que

: 2\ + 1)an ,0,5(60)
tﬁf”o’s(b W) () = <z — 7( y+2n(A+n > t( @),

~1n! [ 2
B (n—1n!(2A+1),(b+ n) 1 tglbioés(b,t))(y))(z), n>2.
(b + 1)n[? y?
| 2\ + 1)
onde t! (0050w (y — ¢ POV W Ly = 4 (2A+D) +2(\ + 1)|. Portanto, segue

o proximo resultado.

Teorema 3.5. Os polinomios “continuous dual Hahn” especiais modificados QW), dados
no Corolario 3.3 e no Teorema 3.4, satisfazem

. b+ 1))
(0 (y) = (—y)"det(THO0 W) ’(7
Jn 41, 20
— ndt )\08(/\0)
(—y)"det(T; jl_[oj X+ 1),

3.2 Limitantes e resultados assintoticos

Nesta secao apresentamos o estudo do comportamento dos coeficientes de conexao
B%s) com respeito aos pardmetros b, € e s. Tal estudo serd de grande importancia na
determinacdo das propriedades dos polinémios ortogonais de Sobolev W(b:),

O teorema a seguir fornece limitantes para o valor absoluto dos coeficientes de conexao
[be:s)
6s),

Teorema 3.6. As constantes B>9%) n > 1, definidas por (2.38) para 0 < s < oo,
0<e<1leRb) =\>-1/2, sio tais que 5(1;63 =0e

+1 @ A AFn+1 n+2\+2
A' (b,€,s) n (be) = 2[1 — (Ase) < > 1
|Bn+1 n |Xn+1 [ mn+1]|b+n+1| |b—|—n—|—1|’ n -1,
s DY 1 ( €) c(>\6)
B 1% < 2 -mg Atntl it n>1,

\b+n+1\a“) ()\5)_|_I{(be)/

CA+1)2A+2)(1—¢)
b+ 1|2

A A .
onde k*9 = AaM Y sr e {1 st sdo como no Teorema 3.1.

Demonstracao: De (2.40) e (2.30) segue que

n+1 A tn+1

= 92 R — > 1.
’ n+1’ [ nH]\b—i—n—i—l]’ n =

|6nlii-€18 | <
E de (2.32) temos [1 — SLH)} <[1- o ] logo

A+n+1 1 n A+n+1 n+2\+2
21 —m)) T <21 — = = > 1.
[ m”+1]]b+n+1| oAtntllptntl] |prn+l] T
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Para provar a parte B utilizamos um procedimento bem conhecido associado a relagoes

de recorréncia de trés termos, polindmios ortogonais e sequéncia encadeada positiva (ver
[10, p. 110]).
Da relagéo de recorréncia de trés termos (3 2), determinamos a sequéncia encadeada

positiva {Dn—l-l( ) a1 associada a sequéncia {Q®9) (1)}, ou seja,

MW gty
A(be o A€ Xe)] A(be ’
{y+a% s )}Q% )(y) [y+aq(m NS )}Q% )(y)
dai, podemos escrever
A (be A€ ) A (be
2 (O N e )
A€ b,e - A€ Ne)] A(be ’
[y+a( )+ e )} ) (y) [y—ka% )+ ¢ )}Q% ()
. . . QU (y)
E, multiplicando ambos os lados da igualdade acima por o 6) COTAGT, ob-
v+ a4+ 7] w)
temos as sequéncias {DnH( V>t € {l‘)&?(y)}nzo, tais que
()\ ) ()\ ) ()\ ) (/\>E) c(/\ 6)
1 =5, () | by (¥) = 0,35 (y) = , n>1
| Jois +1 [y+ad+ C(A e)} [y + a2+ ]
¢ H(Ae)

X, X9 AN
v+ + )] )
Para y > 0 a sequéncia {On +1( )In>1 ¢ uma sequéncia encadeada positiva e
{l‘)n +1( )}n>0 € sua sequéncia minimal de parmetros. Verificamos esta afirmacao da

seguinte maneira:
A sequéncia {Dn +1( )}n>1 € claramente uma sequéncia encadeada positiva, com sua

sequéncia minimal de parametros {f)n’\fl)( 0)}»>0 dada por

oo

> (3.9)

b:(0) =
a®d | e

Observe também que
A€ A€
0 (y) <a(0), m=1,

para y > 0. Assim, pelo Teorema 2.7 temos que {aﬁﬁ;ﬁ( ) }n>1 € uma sequéncia encadeada

positiva, e como hﬁ“) (y) = 0, segue que a sequéncia de pardmetros {f)nH( )}nso € sua
sequéncia minimal.
Além disso, pelo Coroldrio 2.6 obtemos que hgj;l( ) < hn’\fl)( 0) paran > 1ey >0, ou
seja, 1 — hgjﬂ) (y) >1-— 5:1)(0) para n > 1 ey > 0. Isso significa que, de (3.8), temos
QM (y) N QR(0) 0,
A€ xe) | ANe A€ A€ A€ )
[+ a9+ IO w) T o+ + QR (0) el

para n > 2. Assim, para y > 0,

(3.10)

) a4
Cl(

<
Q(/\ 6)(9) 7(1 1) [y + 1) +c

(/\6)] n > 1.
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Substituindo essa desigualdade em (3.6) obtemos a parte B do teorema. "

Algo 1nteressante de ser observado ¢ o fato de que quando e =0 a sequenma encadeada
positiva {Dn i ( ) bn>1 coincide com a sequéncia encadeada positiva {dn +1}n>1 em (2.31).
Além disso, de (3.2) e (3.10), vemos também que

(A,
Lo 29— gt )l nz (3.11)

2(0)

Observe que, para n > 1, temos

©> <©>

Ne) n2(2>\+n+1)

. 1 22 +n+1)  1n2@2A+n+1) 2(A+n) )
24 n)(1—mi) |

1n
2004n)1 -6y 2 (A+n) @ +n+1)

>

Logo, a™Y > n? e, consequentemente, a'™¢ > 1 para n > 1. Portanto, pela equacio

(3.11), segue que
(e A (e
QM(0) > Q(0)
para n > 1. Assim, paray > 0 e n > 1 segue que @975) (y) > @Sl)‘_ﬁl) (y), isto significa que
para g € [0, +00) os polinémios da sequéncia {Q™(y)},>0 ndo se cruzam.

O teorema a seguir fornece informacoes sobre o comportamento assintotico dos coefi-
cientes de conexao B(b”

Teorema 3.7. Seja b= X\ +1in. Para qualquer n > 2 o0s sequintes resultados valem
A+n

e))
T )Y +n
para b e € fixos, |6 (be.s \ ¢ uma fungao estritamente crescente de s para s € [0,00);

A lim g =2(1 —m

§—00

B.  lim |9 =0 e

n—oo

C.  lim || = 0.
A—00

Demonstracao: Derivando a equagao (3.6) com relagao a varidvel y obtemos

il gt _ I Z §| QL (y) Q4 (y) — Q%A;)(y)Qfl_f'(y)’
€ A (A€
(e (@)

para n > 1. Desta forma, pela forma confluente da Identidade de Christoffel-Darboux
(2.7) e da relagdo de recorréncia de trés termos (3.2), segue que

o\ A 2
< H al(c )C(/}H)> [Qf’:\—%)—j(yﬂ , n=>2.
N .

Logo, Q(A’e)’( )@(’\’E)(y) — Q(A’e)(y)@ff"?/(y) é positivo para y € R e, assim, temos que
21 gles®/y) é negativo para y € R. Portanto, |3 #"9/9)| ¢ uma funcdo estritamente
Iﬁnﬂ g para y ¢

decrescente de y e, consequentemente, ¢ uma funcao estritamente crescente de s.
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Além disso, lim Bles) — fim glbe #9196 de (3.6) e (3.11) segue que

y—0
Gentoy _ 2CAFn+ D) A+n+1) (1—m?) 1
11_} Bn-i-l =n (b—|— 1 A\ (A€) (Ae)”
n+1)  (A+n) 1—mp ) 2n\+n+ DmiY

Assim, de (1 — m,(;\’e))m(’\fl = dnJr1 = dnH, para n > 1, e usando a expressao para a
sequéncia encadeada positiva {dn+1}n21 dada em (2.31), obtemos

Gertayy _ (A +n+1)(1—m mAD) AN+ n) (A +n+ 1)

y
i 1 btntl) (Atn)2  nr+ntl)
e Adn+1
=2 T

O comportamento assintotico apresentado na parte B neste teorema é uma consequén-
cia imediata da parte A do Teorema 3.6.
Agora, para provar a parte C' deste teorema consideremos dois casos: € =0 e € # 0.

Quando € = 0 temos que m*® = MW para n > 1, dai
lim m()‘o) = lim }2)\—4—71 =
A—00 A—oo 2\ +n

Assim, pela parte A do Teorema 3.6, temos que

A+n+1
: (6,0,9) < 1 _
e, portanto, hm 80| = 0.

Para e # 0 observe que

22 +1

lim d™ = lim (1 — )M = lim (1 — —1-
fn = Jim (1= M= Jim (1 —dgyng =1

)\hm d

oo 1 (n=1(2A+n)
li d lim =0 > 2.
At TR A0 1) o F
N d()‘ae) )\
Logo, lim m{™? = lim 17/\ = lim d™ =1 —¢, e como lim d™9 = 0, para
A—00 A—00 []_ _ mg 76)] A—00 A—00

n > 2, entao pelo Teorema 2.8 segue que

1
lim mXe = F(1=/1-40) =0, n>2

A—00
Além disso, de (3.6) e (3.8), temos que
B(l:,rel,s) _ n2(2)\+n+1)()\+n+ 1)(1 — 51/\4;61))

(b+n+ 1A +n)1 —mON[1 =59 (k0 /5)][a™) + ¢ + k0 /5]
para n > 1.

Observe que lim [a 9
A—ro0

a 1+c(AE)—|—/<;bE)/3] 00 €, Como

o ()\e)( €)

lim o9 (k9 /s) = lim On—1n =0,
Aros +1 As00 [a%)\7e)_|_c( )+/€b6/8][ (A6)+c( )—l—I{(b’e)/S]

segue do Teorema 2.8 que Alim hgm(n(’“) /s) — 0 quando s < oo e, consequentemente,
— 00

obtemos lim |39 = 0. m
A—00
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3.3 Um caso particular

Consideremos agora, o caso A =0 e € = 0, de (3.1) e do Corolério 3.2 temos

6(“70 k(i 0)/y) _ QST{)) (y) . TL(TL + 1)2 Q(OO (y)

; = — , (3.12)
Qi (y) (4D QR(y)
para n > 1, onde £ = 2/(1 + ).

Teorema 3.8. Para qualquer s > 0, as sequéncias {0}, 5o e {|BW99)|}, 5o sdo
sequéncias monotonicamente crescentes com respeito a n. Isto é,

BOOY < BT e 1B <18,
paran > 1.

Demonstragao: Como ﬁ(oo T =0e Béo’o’s) > 0, a primeira desigualdade do teorema ¢
valida para n = 1. Para n > 2, de (3.12) temos que

B(OO 1(0:0)/4)) ﬁ(o’o’ H(O,O)/y) _ [Q(OO ( )} Q ( )Q(OO ( )
" QW) ()

Assim, basta mostrarmos que os determinantes de Turan
Auly) = [Q0W)]" - QYW QY w), n>1,
sdo todos positivos para y > 0. Da relagao de recorréncia (3.5) obtemos
20" (y) = (v + Q55" (v).
n(n+DQVO(W) = (y +202)Q 0 () — (0= D@ 3(y), n =2,

onde Q{"”(y) = 1. Desta forma, temos A;(y) = y(y + 1)/6 > 0.
Além disso, podemos escrever a relagao (3.13) como

QP (y) =y — Bua]QPV(Y) — a1 QP (y), n>2

onde v, 1 =n(n+1), Bo1 = —2n*e a, 1 = (n — 1)n. Assim,

1) = 1 [QPV )]~ QL) QY (1)
=3[0~ QW) [(v — 500w — . QP w)]
=75 [Q0W)] - 8.) QUYWL () + [ w)]"

Dai,

Yl (Y) = T [Q(O’O)( )] + oy, [Q(OO (y)} — (Bt — ﬂn)Q(OO ()Q 00)(y)
— (= Bo)QPY ()QLO (y), para n>2.
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Utilizando novamente a relagdo de recorréncia, obtemos

1a(®) = 3 [QLOW)] + 0 [Q0 )] — (Bacr - ARV 1RO )
— 3 [QO0W)] — e QP WPV (),

para n > 2. Desta forma,

Wln(®) = (3 = 1-0) [QLO )] + (0 — 00 QLY (w)]
— (Bu1 = Ba) QT QL) () + an 1 An 1 (y),

para n > 2. Entao, substituindo os valores das constantes v, ai e O para k =n,n — 1,
temos

(n+1)(n+2A(y) = 20+ 1)][QLO)] +20[Q ()]
=220+ 1)QPO () Q) + (n— nd,i(y),
para n > 2. Claramente, esta expressao pode ser escrita como

(n+1)(n +2)A,(y) = 2[QP) (y) — QY )] [(n + DQLV (y) — nQTY (v)]
+ (n - 1)nAn_1(y)7

(3.14)

para n > 2. Uma vez que Q0% (y) > 0e1 > QY (y)/QfZOJrOl)(y) para n > 1, a positividade
A, (y) para n > 1 segue imediatamente.
Agora, para mostrar a segunda desigualdade do teorema, consideremos a férmula

0.0 ) _ n+1 500.0/y)

>1
n+1 27’/+n+1 n+1 ) n -1,

que segue de (3.6). Como ambos n/|in +n| e |30/ sdo funcdes crescentes de n, a
segunda desigualdade é confirmada. n

Os polindmios “continuous dual Hahn” monicos associados {h,(z;0)},>0 sdo tais que

ne (113
ha(@0) = (~1)"Su(55,5.5)

(3.15)
~ 1
- <_1)nQn070)<_x_ 4)) n=>0
De (3.12) também temos
A(0,0) 2 0,0) (., \A(0,0)
SO0 _ 00y n(n+ D[R )] — (n = QLY (1) QI (y) o

O (y) Q) (y)

para n > 2. Assim, usando (3.15) segue que a seguinte desigualdade dos determinantes
de Turédn vale para os polindmios “continuous dual Hahn” especiais {h,(z;0)},>0:

n—1

———hyo(x;0) hyy(2;0) > 0,

n—+1

hifl(x; 0) -

para x < —1/4 en > 2.






4 Polinomios Ortogonais de Sobolev

Com base na representacao simples dos polinomios ortogonais de Sobolev monicos,
Wbes)  dada pela expressio (2.37), consequéncia da propriedade de coeréncia de segundo
tipo, e juntamente com os resultados obtidos sobre os coeficientes de conexdao B
neste capitulo, caracterizamos o comportamento assintético dos polinémios ortogonais de
Sobolev \Ifﬁf’evs) com respeito aos parametros s,7 e A. E, apresentamos um estudo sobre o
comportamento dos zeros de tais polindmio e de sua derivada.

Os resultados deste capitulo também compdem os objetivos propostos na tese de
doutorado, e foram publicados em [5].

4.1 Resultados assintoticos

(b,e,s)

» % associados

Com relagao as propriedades dos polinémios ortogonais de Sobolev ¥
ao produto interno

<f7 g>$(baﬁ~,s) = <f7 g>u(b75) +s <f/7 g/>u(b+1)7

recordamos o seguinte comportamento assintético ja provado em [22]:

P (bse,s)
lim —2 (2) == ,
n—o0o (I)(b’e) (Z) z—1

n

em todo subconjunto compacto de C\ D. Aqui, D representa o disco unitério fechado e,
C\ D ¢é o complementar do disco unitdrio fechado.

No teorema a seguir, abordamos o comportamento assintotico de \IJ;W com respeito
ao parametro s.

Teorema 4.1. Para qualquer n > 1,

A+1
lim §0e)(z) = AT Lo

onde R®) e m9 sdo como em (2.28) e (2.30).

n

Demonstracao: Das expressoes hipergeométricas para @flbjll)(z) e R®(z) dadas nos
Exemplos 2.18 e 2.19, observe que

R(b)(z)] =nd"V(z), n>1.

b+1), "

d [(AJF n
dz
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Com isto, e considerando os polinémios ortogonais que seguem do produto interno
.. . 1 I
limite lim s™(f, g)sw.cr = (f*, ) yo+n), obtemos

A+ 1),

lim \I/(bes)( ) = \1/51”»@°°>(z) = o+ D)

§—00

RY(2) +pb9 . n>1.

n

Os valores das constantes pﬁf”e), n > 1, serao determinados.
Por outro lado, de (2.37), temos

W) - B (z) = 00(z), 1

n n - n Y

onde B ©) — () e os valores de Bbeo0) = lim BGes) n > 2 sdao dados no Teorema 3.7.

Combinando as duas formulas anteriores, obtemos

A+ 1 € €
((b 1)) Rgb)(z) + pgb’ ) — (ID(lb’ )(z) e
A —+ 1 n 1€,00) A 1 n— € €,00 )€ €

para n > 2. E, comparando as equacoes acima com a expressao para q> ) (2 ) dada por

(2.28):
) A1), :
909(2) = ((bH)) RO(E) =21 = PR ()], nz 1,

imediatamente segue que

A+l (b)

_ (b,e,00) (b,e) > 9
byl ¢ Pn 5 p n =

b,e A€
pg ) - _2(1 - mg )) n n—1>

Y

sendo ¢>) conforme a parte A do Teorema 3.7. Ademais, recursivamente temos

P = nAF D H
" b+1n;1
Isto completa a prova do teorema. [

O polinémio ménico W) avaliado no ponto z = 0, fornece o valor de seu termo
independente. Assim, pelo Teorema 4.1 obtemos

oo o o)

De acordo com a expressao em termos da func¢ao hipergeométrica dada para os polinémios
R® no Exemplo 2.19, temos

20+ 2) -
R®(0 :5———JEF'—mb+Lb+b+1g,
e, aplicando o Teorema 2.9 de Chu-Vandermonde a esta expressao hipergeométrica, obte-
b+1)
mos R®(0) = (7n e, consequentemente, segue que
w (0) 0T, q gue q
A1), | (b+1), n e
\I’S)’E’OO)(O) _ ( + ) ( + ) _on H(l . m§A7 ))

b+1), |(A+1),

=1
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Como os polinémios ¥*4>) s3o monicos, a expressio acima fornece informacoes sobre o
produto dos zeros de \1/5{’ 26:00)

Observe que quando € = 0 no Teorema 4.1, e recordando que mg»A’O) =M ](’\), temos
A+ 1) & A
lim W0 ("[R(b) — 2" T[(1 — MW } > 1.
lim ) = ), [ 2 LA ) 2

Assim, de (2.31), segue que

o),y A+ 1), (Dn
PE0)(z) = M[HS’)(@ - M] n> 1.

Avaliando o polindmio W) no ponto z = 0, temos

A1), [(0+1), (1)
‘Il(b,0,00) — ( — >1
n0) b+, [0+ 1, O+D.) 7
E, em particular,
1
\Ilgl)\,O,oo)(()) —1— i n>1. (41)

A+ 1), -

Novamente, as expressdes acima fornecem informagoes sobre o produto dos zeros de
)
Y b0 () e WAO2) (%) respectivamente.
No resultado a seguir, apresentamos o comportamento assintético de W) com rela-
¢ao ao parametro 7.

Teorema 4.2. Seja b = )\ +1n. Para qualquer n > 1,
lim U9 (2) = (2 — 1)™

n—00
Demonstracao: De (2.37):
() = B W (2) = BP(2), m>1

) Y

e da parte B do Teorema 3.7, segue que nlggo \If;b’e’s)(z) existe e satisfaz

lim W0 () = nlgrolo b (2).

n—00

Assim, substituindo a expressio do polindmio ) dada em (2.28), temos

(be,5) (A 1)n[ B (N — 91 — (MO O)
Jlim WP (2) = lim G+ 1), R (2) = 2[1 = my IR, (2) |
Deste modo, segue que
A+ D e A+1), (2A+2), & +1);
lim ~———"R®) li I(1—2) = (5 — 1)
nooo (b+ 1), (2) = =% (h+ 1), (A+1ngg 2A+2)3J' (A=2P=-1)
) O+ 1)
: + L ()
lim ——2[1 — =0.
A, G, 2 M) = 0
Portanto, o resultado do teorema segue. [

O préximo teorema nos fornece o comportamento assintético de W) com relacio
ao parametro .
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Teorema 4.3. Seja b = \+1in. Para qualquer n > 1,
/\lim U0 () = (z41)" e

lim U9 (2) = (z = D(z+ 1" se 0<e<l.

A—00

Demonstracao: De (2.37):
W (z) = AL BT (2) = @P(z), n >,

n

e da parte C' do Teorema 3.7, vemos que lim Thes) () existe e satisfaz

lim U4 (2) = lim &9 (2).

A—00 A—00

Assim, substituindo a expressio do polinomio ®(* dada em (2.28), obtemos

(he) () — ‘M+1%[w> ol — 0] p®)
Jim W34 (2) = lim b1, R, (2) = 2[1 = m, R, (2).
Note que
A+ Dn 5 A+1)n (A +2), & (b+1);
1 RY(z) =1 1—2z)
ﬁQWb n"(d A£i®+1%(A+1n;% m+&%ﬂ( 2
= (—=n);
2" 2 (1 — z)/
=2y~ (1-
s 4! 2

E observando que

O (2) = HFi(—n, 1511 —2) = Z

n

Jj=0 j'
segue que
Jim mRn (2) = (z+1)",
e, consequentemente, temos que
(At D (At n) A+ a1, Lo -
1 72}% =1 2R =2 "
A gy, 2R (@) = Jim e ey, () = 2=+ )

Além disso, como observado na prova da parte C' do Teorema 3.7, temos que
/\hm m* =1 e se € # 0 entdo hm mM9 = 0. Dai, segue que )\lim 1 —mM] =0
—00 —0
e se € # 0 entdo Ahm [1—mA9] = 1.
—00
Portanto, quando € = 0 temos que

0.0 . AT D gy o n
Algngoﬁl (z)—}gngoi( +1an (2) =(z+1)™

E, quando 0 < € < 1 segue que
)}im o) () = (z+ 1) =202+ 1" = (z = 1)(z 4+ 1)" !
— 00
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4.2 Localizacao dos zeros

E bem conhecido que os zeros dos polindmios ortogonais no circulo unitério estao
dentro do disco unitario aberto ID. Consequentemente, os zeros dos polinémios @S’) e
() estdao dentro de D. Uma pergunta natural que surge é: serd, que essa propriedade se
estende aos polindmios ortogonais de Sobolev no circulo unitario ¥*)? No caso b = 0
e € = 0 a resposta é sim, os zeros de ¥U("%*) estao dentro do circulo unitério e também
obtemos o seguinte resultado.

0,s)

Teorema 4.4. Sejan > 1. Entao z =0 é um zero de ‘Ijn—&-l e 0s zeros restantes sao tais

que:
A. Eles estao dentro da regido anelar dada por {6;0’05 <z < B(OOS <1};
B. Eles estio fora da regiio parabdlica {S(z2)? < 41 {7’ + 3‘%(2)}, R(z) > —7}.
Aqui, T = mm{ﬁ,ﬁ?s ]go,o,s) : k=1,2,...,n}.
Demonstragiao: Como &% (z) = &) (2) = 2", n > 0, temos de (2.37),
U () = 2 4+ BUTT RO () = 2 BT [+ 8,007 (2)] =
Sl 5 00 s) n 57(10&5 @(Lo,o,s)zn 5(00 e ﬁ (0,0,8) . 65070,8)Z'

Desta forma, podemos escrever

\Ijq(m(:-ols = ZZ anoj(:-sl) ]7 n =1,
onde anor?fl) =1le (OOS) = 53(25(1)78) ((),ﬁi‘sl); j=nn-—1,...,1
Como 0 < 6(008 <1, j > 2, temos a( OS) < a,(loj(fl), j = 1,2,...,n. Portanto, pelo

Teorema de Enestrom-Kakeya (ver [24, 27]) todos os zeros de \I/,(l e *) estdo dentro do

disco unitario |z| < 1. Além disso, podemos usar uma extensao deste teorema, atribuida

a Enestrom (ver [27, p.275]), pela qual os zeros de \Ilq(loJrOls (2)/z estao dentro da regiao

anelar
. OOS (0, Os) (0,0,s
min [al /a2 < [z < max [alP fanyi],

1<j<n 1<j<n
a(O’O’S)
n,J _ p(0,0,s) (0,0,5) (0,0,s)
com —5y = B;11". Pelo Teorema 3.8 temos 3; < 5]+1 ,j > 2 eisto conclui a

parte A do teorema.
Para provar a parte B, novamente de (2.37) temos

0,0,s 0,0,s s n
‘Ifgz+1 )( ) — 57(z+1 ) w00, Nz)=z"" n>0,

n

onde BEO’O’S) = 0. Assim,

n

U (2) = BN WO(2) = 2| WP (z) - POV ()], >,
e os polindémios monicos r,(z) = 2*1\117(10401’5)(,2) satisfazem a relagao de recorréncia de trés
termos
ra(2) = (24 BT Jraa(2) = BV 21 s(2), n>2,
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comro(z) =1leri(z)=z+ B0 Deste modo, aplicando [29, Teorema 2.1] provamos a

parte B do teorema. Aqui, é importante que 7 > 0, que é garantido por B(O 0) 5 00 ) ,
J=2. ]

A seguir, apresentamos um exemplo numérico ilustrando as regioes determinadas no
Teorema 4.4.

Exemplo 4.5. Os graficos na Figura 4.1 apresentam os zeros do polindmio de Sobolev
\115%’0’5), para trés valores distintos do parametro s, junto com os anéis e regioes parabdlicas
correspondentes. Observe que os zeros diferentes de z = 0 permanecem dentro das regioes
esperadas no Teorema 4.4.

Os numeros que correspondem aos anéis e regides parabdlicas na Figura 4.1 sdo os
seguintes:
- B0 02857, BOYY ~ 0.8664 e T A 0.0092623 no caso do grafico (a);

(003 ~ 0.7500, B9"? ~0.9642 e 7~ 0.0026010 no caso do grafico (b);

- B0 ~0.8333, B9 &~ 0.9760 e T A 0.0017457 no caso do grafico (c).

Figura 4.1: Zeros de \I'(O 0.5)

No caso geral, por meio de experimentos numéricos observamos que W**) tem zeros
fora do disco unitario, como mostra as Figuras 4.2, 4.3 e 4.4.

Os graficos na Figura 4.2 mostram os zeros de \I/%Hn’ 05, 1) para trés valores distintos
do parametro 7. Nesses graficos, muitos dos zeros estao fora do ID. No entanto, como

esperado pelo Teorema 4.2, os zeros tendem ao ponto z = 1 quando 7 é grande.

n =10 n = 100

Figura 4.2: Zeros de \If%ﬂn,o.al)

(A+2i,0,3 N .
A Figura 4.3 apresenta informagoes sobre os zeros de \If +26:0,3) para trés valores dis-

tintos do parametro A\, com ¢ = 0. Novamente, muitos dos zeros estao fora do disco
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unitario aberto. Entretanto, esses graficos também indicam que todos os zeros se apro-
ximam do ponto z = —1 a medida que A cresce. Este comportamento pode ser previsto
pelo Teorema 4.3.

L
0.5 10 110

A =30
. A+2i,0,3
Figura 4.3: Zeros de w{}%"%3)
. . A+i,0.2, 1 R .

Os gréficos na Figura 4.4 apresentam os zeros de \Ifgoﬂ ) para trés valores distintos
de A, com € # 0. Assim, como se espera do Teorema 4.3, um dos zeros se move em dire¢ao
ao ponto z = 1 e os zeros restantes se movem em direcao a z = —1 quando A é grande.

. , A A+2i,0,3 .
Nestes gréficos, também observamos que o polinémio ¥ig" ) tem zeros localizados fora
do disco unitario.

A =10

Figura 4.4: Zeros de q;gé+i,0.2,1)

Embora as Figuras 4.2, 4.3 e 4.4, evidenciam certo comportamento dos zeros do polino-
mio de Sobolev (%) fora do disco unitario, simulacées numéricas indicaram que para
determinados valores dos parametros b, e e s, os zeros de tais polinbmios permanecem
dentro do disco unitério.

A fim de encontrar condicoes suficientes sob as quais os zeros de W) ficam den-
tro do disco unitario D, consideremos primeiramente, o seguinte lema. Resultados que

apresentam condigoes desse tipo sdo bem conhecidos na literatura (ver, por exemplo, [28]).

Lema 4.6. Seja {®,,},>0 uma sequéncia de polinomios ortogonais com respeito a alguma
medida positiva no circulo unitdrio e seja a1 = —P,(0) os coeficientes de Verblunsky
associados.

Para n > 1, seja o polinomio V,, de grau exato n dado por

%@=%@+i%ﬂw@'
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Entao, uma condigcdo suficiente para os zeros de V,, estarem dentro do D é A,, < 1, onde

- Zn: {\% jl H - |an_ J (4.2)

J=1

Demonstracao:. Observe que
U (2) = 2", (1/7) = Z% 2O 5(2),

onde 7, = 1. Na literatura é conhecido que os zeros de ®;, para todo n, estao fora do
disco unitario. Consequentemente, se ¢ € D, isto é, |(| < 1, é um zero de ¥’ entao

0=0*(C Z () = @5 (O) + -V y O 5(0).
j=0 j=1

Assim, usando a desigualdade triangular e |¢| < 1, obtemos

sG] I usl95(C)
Z 30 ‘SZ mu@m) —]Zl PG

Aplicando o principio do médulo maximo, temos

"l (1 ] il 1251195001 195,(0)
tEL e [@* 8] Z Il FE Q) 15 1) 195 Q)]

Além disso, pela relagao de recorréncia dos polindmios ortogonais sobre o ciculo unitario
temos

o* 1
e |
F=1 |5k (2)] 1= |
Consequentemente,
|'7n ]| 1 1 1 = h/n J| 1
1< = =A,.
S e e T T~ o kHl -

Isso significa que se ¢ € D entdo A, > 1.
Assim, se a condigdo no Lema for mantida, entdao U? nao tem zeros em D). Isto é,
todos os zeros de W, estao dentro de D. [

(b
Agora, podemos usar este Lema para obter informagdes sobre os zeros de U, ;18).

Temos de (2.37),

b,e,s b,e) (bye,s) (b,e
‘1’1(1“)(75) = £z+1 +Z Apn— g+1 (I)n ])+1(Z) n>1,

b b, (b, ‘
onde af”fsﬁl BﬁL 6]‘_12 nisgﬁ, 7 = 1,2,...,n. Desse modo, usando o Lema 4.6
obtemos

—+1
Afzbfis) Z gzbeyiﬂH

Jj=1 k=11 — | oy k+1
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(bye,s)

Observe que podemos escrever os coeficientes a,,” 7y, j =1,2,...,n, da seguinte forma
(be,s)  (be,s) _ plbes) (bye,s) (b,e, (bye,s) (bye,s)
an G = a5y = BEG ey anilsy = Bl B tnnlliy

_ nlbes) (bye,s) (b,e,s) b €,3) (bye,s)
o Bn*(jfz) Bn*(j*i’)) T an(n 3) n (n 2) H ﬁ k—l—l

Assim, segue que
(bye,s)

ja— b@] Z[H 2 l].

k01_| jlk()l_l

n+1 [i-1

nb-:ls Z [H

(bes
n—k+1

Desta forma, usando o Lema 4.6 podemos enunciar o seguinte teorema.

Teorema 4.7. Sejam o) = —®L9(0), n > 1, ¢

n

(bye,s)

anrels) Z H |6n+1 k n>1

Dol — ™))

Para qualquer n > 1, se Anbfis) < 1 entdo os zeros de \117(1“8) estao dentro do .

3] b: I 7
Agora, vamos analisar os termos de AgL Jfls) dado no Teorema 4.7, para determinar

quando a condicao Anbfls) < 1 ¢é satisfeita.

Observe que dos coeficientes de Verblunsky aﬁf’f{ = 9 (0), associados a sequéncia

de polinémios ortogonais ménicos no circulo unitério {®®9},54, e de (2.28), podemos
escrever

1
e I )

Aplicando o Teorema 2.9 de Chu-Vandermonde na expressio de R® dada em (2.19)
determinamos uma expressio para R (0), como segue

(2A +2),, 2A+2), 2A+2-b-1), (b+1),

T A+ 1), A+1), 2 +2), (A +1)

Deste modo, temos que

gq = O Dn 121 mf) - =),
+1 b+n

para n > 1. Assim,

. )\
oz(b’) B +n

| n—1 n > 1.

(AE])\—l—n‘

< P ‘+‘1—2
b+n

Contudo, de (2.32), ou seja, de LN < m* < Mé’\) para € # 0 segue que

-\ A+l
=1-2M» < 1-2m < 1-200 i
A+n A tn
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Considerando A > —1/2, temos |1 —2m9| < (A+1)/(A+n), n > 1. Consequentemente,

0] < '1 )\+n‘+‘1_2 ])\+n’ ‘ 277‘ A+l nl+A+1
o b+nl = 1b b+ 7 b+ n
Portanto,

n—1

lim [1 — o9 = 0.

Além disso, como pode-se observar dos Teoremas 3.6 e 3.7, embora | ﬁn e k| seja uma
funcao crescente de s, seus valores ficam mais prox1mos de zero quando s é pequeno.
Portanto, para pequenos valores de s, a condicao Anb’fis) < 1 no Teorema 4.7 é satisfeita,
entao podemos afirmar que para qualquer n > 1, é possivel encontrar § suficientemente

pequeno tal que para qualquer s < § todos os zeros de \I/nbjfis) estao dentro . Esta

afirmacao também pode ser justificada por continuidade, visto que os zeros de \Ifilbjfio) =

b, ~
(Pgﬁ estao dentro .
A seguir, apresentamos um exemplo numeérico relacionado a condigao estabelecida no
Teorema 4.7.

Exemplo 4.8. Os gréaficos na Figura 4.5, apresentam os zeros de \I/go'7+i0'3’0'1’5), para

trés valores distintos do parametro s. Os valores atribuidos a s, e as correspondentes
constantes A (0710.3,0-1.5) 4 Teorema 4.7 sdo 0s seguintes:
-5 =0.045 e ALTTO30LY — 09878331 ... < 1 no caso do gréfico (a);
-5=06 e Ago‘”io’?”o'l’s) = 6.0288710--- > 1 no caso do gréfico (b);
Ss=120 e ALTHOROL _ 34 1970740 > 1 no caso do grafico (c).

No grafico (a) da Figura 4.5, observe que a condi¢ao do Teorema 4.7 é satisfeita e como,
ja esperado neste resultado, os zeros de \II(O 7i0:3.0-1.5) ostd0 dentro do D. Com respeito

ao grafico (c) da Figura 4.5, note que a condi¢do do Teorema 4.7 nao é satisfeita e alguns

(0-7+i03,0.1,5) oot30 fora do D. Entretanto, com rela¢ao ao grafico (b) na Figura

zeros de \Il
e , (0.7+i0.3,0.1, 5)
4.5, a condi¢ao do Teorema 4.7 nao ¢ satisfeita, porém todos os zeros de ¥y

estao dentro do D

Figura 4.5: Zeros de w0501

O exemplo apresentado na Figura 4.5 e outras simulagoes numéricas realizadas indicam
que, infelizmente, o valor de § obtido desta forma nao ¢é o ideal. Contudo, deste estudo
observamos que existem relagoes entre os parametros n, \,n,€ e s que garantem que 0s
zeros de W) (be%) permanecam dentro do disco unitario.
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Neste sentido, consideramos alguns casos particulares, e apresentamos a seguir exem-
plos numéricos do estudo do comportamento dos zeros dos polindémios ortogonais de So-
bolev W +im€5) com respeito aos pardmetros n, A, 7, € e s.

Exemplo 4.9. Sejamn =12, A\ =1,e=0en € [0.5,5]. A Tabela 4.2, apresenta o maior

)

1+in, 0, . - .
zero em valor absoluto de U™ %% para trés valores distintos do pardmetro s.

n | ~ max|zeroy] n | ~ max|zero] n | ~ max|zerog]
0.5 0.944210 0.5 0.965652 0.5 0.993338

1 0.962284 1 0.978328 1 1.002173
1.5 0.977095 1.5 0.987855 1.5 1.007099

2 0.986724 3 1.002196 3 1.008166

4 1.000185 4 1.002644 4 1.005336

5 1.001894 D 1.003011 ) 1.003868

(a) s=0.5 (b) s=1 (c) s=5

Tabela 4.1: Maior zero em valor absoluto de \I/gl;rm’ 0:2)

1+in, 0, ~
Observe que para s = 0.5 e n € [0.5,2], os zeros de \I/(l2 m.0:5) estdo dentro de D, e
conforme aumentamos o pardmetro s, vemos que o intervalo de 7, que indica que os zeros
1+in, 0, ~ L ,
de \1152 m:0:5) estio em D, diminui. Este comportamento também pode ser observado na
. . 1+in, 0,
Figura 4.6, onde para os pontos (s,n) abaixo da curva, os zeros de P09 bormanecem
dentro do . Note também, a medida que s é suficientemente pequeno, o intervalo de 7,
1 o (1+7/777078) S
que indica que os zeros de ¥, estao em I, cresce.

n
5+

s
5 10 15 20 25

1+in, 0, ~
§2+m, *) estdo em D

Figura 4.6: Regiao abaixo da curva para (s,n) tais que os zeros de ¥

Exemplo 4.10. Considere n =7, 71 =0,e=0.2 e A € [0.5,5]. Para trés valores distintos

N . 2,0.2
do parametro s, a Tabela 4.2 expressa o maior zero em valor absoluto de lllg 0-29),

Observe que para s = 0.5 e A € [0.5,1.5], os zeros de \11(7)" 02,9 estao dentro do D.

Também, quando s =1 e A € [0.5,1) notamos que os zeros de \119’0'2’8) permanecem em

D. Porém, quando s =5 e A € [0.5,5] vemos que \119’0'2’8) tem zeros fora de .

Deste modo, conforme aumentamos o pardmetro s, vemos que o intervalo de A, que
indica que os zeros de \1/9’“’ %) estdo em D, diminui. Este comportamento também pode
ser observado na Figura 4.7, onde para os pontos (s, A) abaixo da curva, os zeros de
\IJ(A,O.Q, s)

7 permanecem dentro do D.
Na Figura 4.7, pode se observar também que a medida que s ¢ suficientemente pequeno,

. .. 2, 0.2, -
o intervalo de A, que indica que os zeros de \Ifg %) estdo em D, cresce.
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A | = max |zeroy] A | = max |zeroy] A | ~ max |zero|
0.5 0.941542 0.5 0.986414 0.5 1.131585

1 0.973581 1 1.017583 1 1.165180
1.5 0.990999 1.5 1.033454 1.5 1.180334

2 1.001956 2 1.040872 2 1.182483
2.5 1.008782 2.5 1.043849 2.5 1.177311

3 1.013030 3 1.044445 3 1.168468

5 1.018649 > 1.038742 ) 1.126429

(a) s=0.5 (b) s=1 (c) s=5

Tabela 4.2: Maior zero em valor absoluto de \11(7’\’0'2’5)

A

20

. N s
0.5 1.0 1.5

)

Figura 4.7: Regiao abaixo da curva para (s, \) tais que os zeros de \IJ;)"OQ’S estdo em D

Nos Exemplos 4.11, 4.12 e observagoes seguintes, consideramos o caso em que b = A,
e = 0es > 0, e apresentamos o estudo do comportamento dos zeros dos polindmios

ortogonais de Sobolev WA%%)  com respeito a tais pardmetros.

Exemplo 4.11. Na Tabela 4.3, para trés valores diferentes de s e A € [0.5, 5], temos o

maior zero em valor absoluto de \1153 %) Observe que para s = 30 e A € [0.5,5], todos
os zeros de \I/%,o,:ao) estao dentro do disco unitario. Entretanto, para s = 40, quando
A € [1.5,2.5] entdo 0249 tem zeros fora do disco unitario. No caso em que s = 50,
temos que se A € [1,3] entdo \I/% 059 tem zeros fora do disco unitario, dai podemos
(A,0,50)

notar que os zeros de WUy, apresentam um comportamento semelhante aos dos zeros
de A 0:40)

12

A | = max |zeroy] A | = max |zeroy] A | ~ max |zero|

0.5 0.997645 0.5 0.998798 0.5 0.999499

1.0 0.999216 1.0 0.999929 1.0 1.000362

1.5 0.999741 1.5 1.000151 1.5 1.000399

2.0 0.999768 2.0 1.000049 2.0 1.000219

2.5 0.999862 2.5 1.000053 2.5 1.000168

3.0 0.999860 3.0 0.999997 3.0 1.000080

5.0 0.999875 5.0 0.999929 5.0 0.999962

(a) s=30 (b) s =40 (¢) s=50

Tabela 4.3: Maior zero em valor absoluto de ‘I/% 0.2)
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Exemplo 4.12. Considere n = 15, A € [0.5,5] e para trés valores diferentes de s, a
(A,0,8)

Tabela 4.4 apresenta o maior zero em valor absoluto de Vi3 ". Note que, para s = 40
e A € [0.5,5], todos os zeros de \11%’0’40) estao dentro do disco unitario. No entanto,
para s = 50 se A € [1,2] entao \11%’0’50) tem zeros fora do disco unitario. Ademais,
no caso em que s = 60, temos que se A € [1,3] entao \11%’0’60) tem zeros fora do disco
unitario. Consequentemente, podemos notar que os zeros de \I/% 0.60) apresentam um
(A, 0,50)

comportamento semelhante aos dos zeros de W5 .

A | = max |zeroy] A | = max |zerog| A | ~ max |zero|

0.5 0.998725 0.5 0.999278 0.5 0.999649

1 0.999743 1 1.000075 1 1.000298

1.5 0.999919 1.5 1.000124 1.5 1.000261

2 0.999907 2 1.000034 2 1.000119

2.5 0.999893 2.5 0.999983 2.5 1.000043

3 0.999894 3 0.999958 3 1.0000013

5 0.999913 5 0.999938 5 0.999954

(a) s=40 (b) s =50 (c) s=60

Tabela 4.4: Maior zero em valor absoluto de \I'%’O’s)

Deste modo, com base em simulagoes numéricas, observamos que para cada n existe
uma regiao, denotada aqui por 9B,, no plano - s A tal que para qualquer (s,\) ¢ B, os
zeros de WA3) estdo dentro do disco unitario. Na Figura 4.8 apresentamos a regido B,
para dois valores distintos de n, especificamente n = 12 e n = 15.

n=12 n=15

! 20 50 60 70 T4 50 55 60 &5 70
s(12) s s(15) s

Area rachurada representa B1s. Area rachurada representa B15

(

Figura 4.8: Regioes para (s, \) onde UM% tem zeros fora do disco unitério

Outra interessante observacao é com relagdo aos pontos mais a esquerda da regiao ‘B,,,
que denotamos por s(n). Os pontos s(12) e s(15) estao indicados nos graficos na Figura
4.8.

Numericamente, para muitos valores de n geramos os valores de s(n) tais que para
s < s(n) os zeros de UM% #) permanecem dentro do disco unitério, e para s > s(n), U109
tem zeros fora do disco unitario. Os valores de s(n) sdo plotados na Figura 4.9, iniciando
em n = 4 e finalizando em n = 65. A aparéncia nao suave da curva que passa por esses

pontos tracados pode ser devido a erros de arredondamento.
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o 10 20 30 40 50 60

n

Figura 4.9: Os pontos s(n) e curvas de limite superior §(n) e inferior $(n).

Contudo, é interessante ver que os pontos plotados de s(n) ficam dentro das duas
curvas

i(n) = [17(n — )™ ¢ §(n) = [18(n — 2)]°7%,
repectivamente. Baseados nas evidéncias apresentadas na Figura 4.9, conjecturamos:

Conjectura 1. Ezxiste uma fung¢io crescente s(n) de n tal que se 0 < s < s(n) entdo
todos os zeros de WU N05) estdo dentro do disco unitdrio aberto. Além disso,

$(n) < s(n) <s(n) para n=3,4,5,....

Para chegar a essas funcgoes limitantes, inicialmente usamos técnicas dos minimos
quadrados. E possivel que a forma exata de s(n) tenha uma estrutura semelhante as
curvas de limites inferior e superior, mas com o expoente 1/ V2.

4.3 Informacoes sobre os zeros da derivada

Nesta secao, apresentamos o estudo do comportamento dos zeros da derivada do po-
linbmio de Sobolev W(%€*),
Para o caso b = 0 e € = 0, o teorema a seguir fornece uma regiao anelar onde estao

: 0.0, (0,0,
localizados os zeros de \I!fI +1S) e uma regiao parabdlica que nao contém zeros de ¥, +1S) .

oY

Teorema 4.13. Sejamn > 1 e s > 0. Os zeros de \I/n+1 sao tais que:

1 s
A. FEles estao dentro da regiao anelar dada por { 550’0’ ) < |z <

0,0,s
/87(L+1 )}7

B. Eles estio fora da regiio parabdlica {S(z)? < 4?{? + ?R(z)}, R(z) > —7}.

(\]

n+1

L
o+ 1

k

—1
goos _k=Lgo00 . p o }

Aqui, T = min

Demonstragiao: Como ®*%(z) = &) (z) = 2", n > 0, temos de (2.37),

n
(0,0,s) _ n+1 (0, 0 ,8) o (0,0,8) 5(0,0,5) ,n— 1 (0,0,8) 5(0,0,s) (0,0,s)
U, (2) = + 5 + Bn—i—l By Yz -t 5n+1 B0 3y
Derivando esta expressao com relagao a variavel z, otemos

UG (2) = (n+1) 2"+ BT 4 BT B0 L g0,
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Desta forma, podemos escrever
0,0,s
U (2)
n+1

S ' 1 S) ~ S .
com a(oos) =1 ea,(jff’ ) = ‘;;’:2 6](»9;(2)’ ) agﬁf,] =n—1,n-2,...,0.

Usando uma extensao do Teorema de Enestrom-Kakeya, atribuida a Enestrom (ver

[27, p. 275]), segue que os zeros de \Ifﬁfﬂ’s)’ estao dentro da regiao anelar

min [ OOS/A(?JOJFSI] < 7] < max[ 005)/A((3]0+51]

0<j<n 0<j<n
~(0,0,s) .
Oy +1 s 2 8 . . '
com (OJD y = j o ﬂj(&g ). Pelo Teorema 3.8 temos 6 (0.0) @00 ). j > 2 eisto conclui
—~ s ]
U jt1

a parte A do teorema.
Para provar a parte B, novamente considerando o caso b = 0 e € = 0, e derivando a
expressao (2.37) com relagdo a variavel z obtemos

VY () = BT B () = (1), 0.

Assim, podemos escrever

\IJS:,—OI,S)/(Z) o @(Lt}r(i,s) \D(O’O’s)’(z) _ P [\1,7(10,0,8)/(2) _ 57(10’073) \Ij(oos)( )} ’

n

e conquentemente, temos

\I[(O,O,s)/<z> . [(n + ) ﬁ(003‘| 075),(’2) _ (TL + ].) 57(10,0,3) PR O,O,S)I(Z)
n

1 - 1 -1
n+ n+ n n

e os polindbmios monicos

s n! (0,0,s)/
rP09(z) = 1) Ui (z), n=0,
satisfazem a relacao de recorréncia de trés termos
s ,8 ,0,8 n—1 s ,0,8
P0e) = |p g A () - (n) B0 2 7). 22,
com T[()005)< y=1le T(O’O’S)( )=z+ 550’0’8) Deste modo, aplicando o [29, Teorema 2.1]

provamos a parte B do teorema. Aqu1 ¢ importante que 7 > 0, que é garantido por

0,0,s (0,0,s)
63( )</8]+1 7]>2 u

A seguir, apresentamos um exemplo numérico ilustrando as regioes determinadas no
Teorema 4.13.

Exemplo 4. 14 Os graficos na Figura 4.10 apresentam os zeros da derivada do polinémio
de Sobolev \IJ( - ), para trés valores distintos do parametro s, junto com os anéis e regides
(0,0,s)7

parabélicas correspondentes. Observe que os zeros de Wy,
regioes esperadas no Teorema 4.13.

Os nimeros que correspondem aos anéis e regides parabodlicas na Figura 4.10 sdao os
seguintes:
0.5 B0 ~0.2222, 0.9 B0 ~0.7966 e 7~ 0.0210816 no caso do grafico (a);
- 0.5 A5 ~ 0.4902, 0.9 B0 ~0.8965 e 7~ 0.0114532 no caso do grafico (b
0.5 B0~ 0.4995, 0.9 B0 & 0.8998 e 7 A 0.0111286 no caso do grafico

permanecem dentro das

);
(c)-
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-1.0f -10f -10f

(a) s =0.8 (b) s =50 (¢) s =1000

(O 0, s)/

Figura 4.10: Zeros de ¥y

Uma observacao interessante a ser feita é que a regiao anelar apresentada no Teorema

(0,0,s) -
4.4, onde estao localizados os zeros de W, Hs) juntamente com o Teorema de Gauss-Lucas

(0,0,s)/ 005

(ver [24]), indica que os zeros de W, ;™" est@o no disco |z| < ﬂ . Contudo, o Teorema

(0,0
4.13 fornece uma regiao mais refinada sobre a localizacao dos zeros de U, HS) , conforme

pode ser observado no exemplo a seguir.

Exemplo 4.15. A Figura 4.11 apresenta para trés valores diferentes do pardmetro s, as
regioes anelares determinadas nos Teoremas 4.4 e 4.13, respectivamente, representadas
em azul e cinza. Nos graficos, os pontos representam os zeros de \IJ(O ) ¢ 08 triangulos
representam os zeros de \IJ(O 0 " Os nimeros que correspondem aos anéis que contém os

(0,0,s)7

zeros de U3, sao dados no Exemplo 4.14, e os nimeros referentes aos anéis que contém

os zeros de \Iflo %)

- B0~ 0.4444, BP0 ~ 0.8851 mo caso do gréfico (a):
. 500 0 ~ 0. 9804, 6(00 %) ~0.9961 no caso do grafico (b);
- BO01000) 9 9990, B0~ 0.9998 no caso do gréfico (c).

sao os seguintes:

(¢) s = 1000

Figura 4.11: Regioes anelares para os zeros de \II(O 0-2) \Ilg%’o’s),

1
Agora, para o caso geral onde b = \ + in com \ > 5 0<e<les >0, vamos

utilizar o Lema 4.6 para obter informacoes sobre os zeros da derivada de \Ifnbfls).
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Observe que de (2.37) e (2.29) segue que
W (2) = Y (2) + B W ()

_ (n_‘_l)q)?(Ib—H)( ) (n‘{'l)XSer%(I)(b—i_l)( )_l_BT(Ll)fl,s)\I]?(Ib,e,s)/(z).

Assim,
\Ijq(lb,eis)/(z) , 0+1) (bes) \IJ b,e,s)/ (Z)
4ﬁT:%m@WM@(%%7%
b b,e n b,e,s b,e b+1
= (1)7(1+1)(Z) - 51-1—% nal 51(1+1) ntl Xn )(I)gz 2)( )
b,e,s
L_" (n — 1)5(1776,8)5(1),675) \1;7(1_1 )'(z)
(n+1) n n—1 "~
Desta forma, recursivamente obtemos
W) _
n (b+1 (be,s) (b 1 >
n -+ 1 Z,Ynn -7 -7 )7 n = 1a
j—1
(b,e,s) bes) (bye,s) (b,e,s) n+1-k (b,e,s) .
onde Tnn— 1_5 e fynn 6n H76n+2—k7 j:27"'7n7 com
B Toin+2—k
€,s b,e n+1 be,s
§les) = (oo B n=0,1,2,.... (4.3)

n+ 2

Deste modo, aplicando o Lema 4.6 temos

T
bee, (b
AT =37 ni?\H Gy ‘]

=1 | kll—\

(be,s j— (be,s
"5 )’ ﬁ n+1-k 6n+2k }
b 1 (bye,s)
e e Y
Portanto uma condlgao Suﬁc1ente para os zeros de W, +1s) estar dentrodo D é A}, b’e’s

5(1)65 | n |5(bf"8) j—1 n+1 ‘5 (bye,s)
Abes) | n—j n+2-k > 9.
" 1—1““r+?2 1—@$?NJEH+2—k1—rS?r’ e

Pelo Teorema 3.7 observamos que

b,e n—+ 1 b,e,s
X£1+2 B1(7,+2

lim [§®es)| = lim
S5—00 — 00

= 0, para n=0,1,2,....
Isto significa que, se s ¢é suficientemente grande entdao os zeros de \I/nb’fis) estao dentro

D. Por outro lado, pelo Teorema 4.7 e pelo Teorema de Gauss-Lucas (ver [24]), se s é

(b,
suficientemente pequeno entao os zeros de ¥, fls)

também estao dentro do disco unitario.
. .~ (b,e,s)
A seguir, apresentamos um exemplo numeérico relacionado a condicao An,l apresen-

tada anteriormente.
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Exemplo 4.16. Na Figura 4.12, os triangulos nos trés graficos representam os zeros de
\IJ(O'7+ZO'3’O'1’S)/, para trés valores distintos do pardmetro s. Os valores atribuidos a s, e as

correspondentes constantes A(O 703,019 o35 08 seguintes:
-5=0.045 e Ag()f““ 0-1:5) = 1.4779875- -+ > 1 no caso do gréafico (a);
-5=06 e A(O THO8,015) — 9 5662174 - - > 1 no caso do gréfico (b);

~s=26 ¢ AV, (O.7+103,01,) _ 0.9988677 - - - < 1 no caso do grafico (c).

No gréfico ( ) da Figura 4.12, observe que a condicdo é satisfeita e como, ji espe-
rado, todos os zeros de 11150'7“0'3’0'1’8)/ estao dentro do D. No entanto, com respeito aos
graficos (a) e (b) na Figura 4.12; apesar de a condigdo nao ser satisfeita, os zeros de

0.74i0.3,0.1,0.045)/ 0.7+4i0.3,0.1,0.6)/ _. .
\Ilg ! e \IJSS ! ) ainda estdo dentro do D.

Figura 4.12: Zeros de \II(O 7+i0.3,0.1, )/

Baseados em muitos experimentos numéricos, podemos formular a seguinte conjectura.

€s)r

Conjectura 2. Para todon > 2 os zeros de \I/nH estao dentro do disco unitario aberto.

Agora, provaremos que a afirmacao desta cojectura é verdadeira paran =0 e e = 0.

De fato, como §*0) > 0, 5n1?8)>0paras>06

A1) A+1
Op_1" = )
Tn+A+1

A0 _ At 1)60) . z”: An+2— )00 b pn 42— kﬁ(m,s)
A+n+1 Atn+1
- Pt soes  Dantl goos s0a9
n n—+1

(4.4)

paran >2e s> 0, comA’\Os ()\+2)5(()/\7078)‘

s)

Assim, diferenciando An,1 com respeito ao parametro s usando (4.3) e (4.4) temos

1— AN

n— 1

aAS\QS) __()\—i—n—l—l){
ds n+1

0 (10,5) ()\—i—n—l—l) (10,5) J .
"y A )
:|8sﬁn+1 n+1 /8

0 A0 A+20 A,0,s)
> 7A( S = —-—— 8 .
para n -~ 2 CcOo1m S 1,1 552
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Agora, observe da parte A do Teorema 3.7 que

0 s
angﬁ’O’ ) <0 para s > 0.
S b
, . (2,0,0) ,
Além disso, como 3,77 = 0, também notamos que

AC00) _ A+n+1) oo
™ n

Portanto, obtemos sucessivamente, que

paran > 2 e s > 0. Isto prova o seguinte.

(A,0,9)

Xni1 =1, n>1

Teorema 4.17. Para todon > 2 os zeros de W, 1" estdo dentro do disco unitdrio aberto.






5 Consideracoes Finais

O objetivo desta tese foi estudar detalhadamente os polindémios ortogonais com relacao
ao produto interno de Sobolev definido por

(fs @) swes = (f,9) u00 +5(f', ) pesrn),

onde o par de medidas positivas definidas no circulo unitério (9, p®+9) satisfazem
a propriedade de coeréncia de segundo tipo. Como mencionado, por meio desse con-
ceito de coeréncia, os polindmios ortogonais com respeito ao produto interno de Sobolev
(f,9)stes, denotados por U3 podem ser expressos de forma simples através da se-
guinte relagao

U (2) = BT B (2) = 97(2), n= 0.

Com base nesta relagao, observamos que para determinar as propriedades dos polino-
mios W(*) ¢ essencial ter um conhecimento detalhado dos coeficientes de conexdo 3.
Deste modo, provamos que os coeficientes 5¢*) podem ser expressos como funcdes raci-
onais envolvendo uma sequéncia de polinémios ortogonais com respeito a alguma medida
positiva sobre o eixo real negativo (—oo,0). Em particular, quando o parametro € é nulo,
os coeficientes %) estdo relacionados a uma subfamilia dos polinomios “continuous dual
Hahn”. Além disso, estabelecemos limitantes, monotonicidades e propriedades assintoti-
cas associados aos coeficientes de conexdo 5 com relagio aos pardmetros b = A+in, €,
e s.

Além disso, usando os resultados obtidos com relacao aos coeficientes de conexao
67(117’6’3), caracterizamos o comportamento assintético dos polindomos ortogonais de Sobolev
\If(b’e’s) com respeito aos parametros s,n e A.

Sobre a localizacdo dos zeros de W) quando b = 0 e € = 0, provamos que 0s zeros
de U009 estio em uma regido anelar dentro do disco unitdrio. Entretanto, através de
experimentos numéricos, vimos que, em geral, W) tem zeros fora do disco unitario.
Contudo, estabelecemos uma condi¢ao sob a qual todos os zeros de W% ficam dentro
do disco unitario.

Infelizmente, essa condicao é satisfeita apenas para valores suficientemente pequenos
de s. Numericamente, observamos que existem valores de s em que a condi¢do nao é
satisfeita, porém todos os zeros de W) permanecem dentro do disco unitario.

Desta forma, pode-se perguntar: EXlste alguma relacao entre os parametros n, A\, n, €
e s que garantem que os zeros de \IJS”E’S) permanecam dentro do disco unitario? Para o
caso b = X\, e =0 e s > 0, por meio de simulagoes numéricas observamos que para cada
valor de n existe uma regiao do plano - s\ tal que para qualquer ponto (s, A) fora dessa
regido os zeros de ¥%%) permanecem dentro do disco unitario.

As simulagdes numéricas sobre o comportamento dos zeros dos polinémios W) e de
suas derivadas apontaram evidéncias interessantes, sob as quais conjecturamos a existéncia

75
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de uma fungao s(n) tal que para todos valores de s limitados superiormente por s(n) os
zeros do polindmio WA%s) permanecem dentro do disco unitério. Também determinamos
uma boa estimativa para o comportamento de s(n). Além disso, conjecturamos que todos
os zeros da derivada de W, (be5) estao dentro do disco unitério. Por fim, para o caso
particular b = A e € = 0, provamos que os zeros da derivada de \11,97078> estao dentro do
disco unitario.

As conjecturas apresentadas sdo problemas em aberto muito interessantes que pos-
sibilitam o desenvolvimento de trabalhos futuros. Além disso, como uma aplicacdo dos
polindmios ortogonais de Sobolev W(®<*)  também iniciamos o estudo numérico e tedrico
do problema de aproximacgao por minimos quadrados. Neste caso, o problema consiste

em aproximar simultaneamente uma dada funcao f por um polindémio

P(bes i bes)\llbes)(z)7

onde os coeficientes c( ), 7 =0,1,...,n, sao determinados de forma que 77 (bes) seja

o polinémio de melhor aproximacao. Em outras palavras, o problema consiste em de-
) . bes) - .

terminar os coeficientes c,(w-E 9§ =0,1,...,n, tais que o erro ||f(z) — P ()]s

seja minimo. Aqui, || - ||g@.c.) denota a norma induzida pelo produto interno de Sobolev
<', '>S(b,e,s) .
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