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DELINEAMENTOS OTIMOS VISANDO A POSSIBILIDADE DE
TRANSFORMACAO NA VARIAVEL RESPOSTA
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RESUMO

Nas mais diversas dareas do conhecimento se procura aumentar a eficiencia dos
delineamentos experimentais, principalmente, para minimizar os custos das pesqui-
sas. O uso dos delineamentos 6timos, com seus diferentes critérios de otimizacao,
¢ fundamental para se obter resultados que maximizam a informacao em estudos
experimentais. A maioria dos métodos pressupoe homogeneidade de variancias,
a qual nem sempre é verificada no conjunto de dados. O objetivo deste trabalho
¢ desenvolver uma metodologia para construcao de delineamentos étimos exatos
e cientes em situacoes de variancia nao homogénea. Assume-se que linearidade e
homoscedasticidade sao obtidas via o uso de transformacoes da familia Box-Cox
e, além de critérios de otimizacao puros, critérios compostos que combinam duas
propriedades sao propostos. Resultados para varios exemplos sob os modelos de

primeira e segunda ordem sao obtidos e discutidos.
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OPTIMAL DESIGNS UNDER RESPONSE VARIABLE
TRANSFORMATION

Author: CASSIO PINHO DOS REIS
Adviser: Profa. Dra. LUZIA APARECIDA TRINCA

SUMMARY

In several areas of knowledge we seek to increase the efficiency of experimental
designs, mainly in order to minimize the costs of reaserch. The use of optimal design
with different optimization criteria is fundamental to obtain results that maximize
the information in experimental studies. Most of the methods assume homogeneity
of variances, which is not always verified in the data set. The goal of this work is to
develop a methodology to construct exact optimal or efficient designs in situations of
nonhomogeneous variance. It is assumed that application of a transformation from
the Box-Cox family accomplish both linearity and homocedasticity. Pure design cri-
terion as well as compound criteria using two desired properties are used. Results for

several examples assuming first and second order models are presented and discussed.
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Keywords: Heteroscedasticity, Box-Cox Transformation, Factorial, FEfficient

Designs.



1 INTRODUCAO

Experimentos sao realizados em diversas areas com o intuito de adquirir co-
nhecimento entre a relacao de uma variavel resposta e varias caracteristicas que,
possivelmente, a influenciam. Para tanto, é necessario construir delineamentos expe-
rimentais que fornecam resultados cientificamente validos. Apesar de tal fato, nao é
raro se deparar com experimentos que nao utilizam metodologias disponiveis e com
credibilidade, acarretando em experimentos sem sucesso, além de haver desperdicio
de recursos e tempo empregados. Assim, o bom planejamento requer uma tomada
cautelosa de decisoes que contemple todos os fatores circundantes da variavel res-
posta, sendo necessario o controle de fatores que possam influenciar a variavel em
estudo, mesmo que nao seja de interesse investiga-los (Banzatto & Kronka, 2006).

Conforme o numero de fatores investigados for aumentando, o nimero de tra-
tamentos pode se tornar excessivo impedindo a utilizacao de um delineamento expe-
rimental classico, baseado nos principios de balanceamento e ortogonalidade.

Nesses casos, na presenca de outras restricoes ou complexidades, o pesquisador
pode utilizar como recurso os delineamentos 6timos, os quais sao uma alternativa
aos delineamentos classicos.

Por conta da falta de tecnologia e computacao avancada, durante muito tempo,
a aplicacao da teoria de delineamentos 6timos nao teve um grande avanco, ja que o
problema de delineamento experimental envolvendo muitos fatores era muito dificil
de resolver, mesmo para modelos relativamente simples. Com o desenvolvimento
computacional, a teoria de delineamentos 6timos comecou a ganhar forca, e passou a
ser aplicada com uma maior frequéncia nas mais diferentes dreas, como nas ciéncias

biologicas, engenharias, ciéncias alimentares, farmacéutica, dentre outras.
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Um delineamento 6timo é aquele que busca dentre varios possiveis, o con-
junto de tratamentos com suas respectivas repeticoes, dentre todas as combinacgoes
possiveis, de forma que alguma propriedade estatistica seja otimizada, utilizando
método matematico ou computacional. Véarias sao as propriedades estatisticas que
podem ser consideradas na otimizacao produzindo delineamentos 6timos sob varios
aspectos. Combinacoes dessas propriedades também podem ser utilizadas de forma
que os delineamentos tenham maior aplicabilidade e robustez.

Entretanto, apesar de todos os avancos da teoria de delineamentos 6timos, a
metodologia ainda apresenta grandes desafios. Um deles é que para certos modelos
a construcao de um delineamento 6timo necessita do conhecimento dos verdadeiros
valores dos parametros do modelo que, por motivos claros, sao desconhecidos na
fase de planejamento. Este desafio pode ser resolvido de algumas maneiras. A
primeira, é a utilizacdo de informagoes ji existentes (por meio de estudos prévios)
sobre os parametros na fase inicial do delineamento, resultando em delineamentos
ditos localmente 6timos. A outra é a utilizacao de distribui¢oes de probabilidade a
priori dos parametros desconhecidos, por meio de métodos pseudo-Bayesianos para a
construcao dos delineamento. Ambas as arbodagens serao consideradas neste estudo.

O modelo mais simples para estudar a relagao entre uma resposta e os fatores
experimentais é o linear homoceddstico (variancias homogéneas). Contudo, nem
sempre a pressuposicao de variancias homogéneas é satisfeita, o que é frequente nas
andlises de dados.

O problema de heterocedasticidade em modelos de regressao ¢ muito discutido
por varios autores do ponto de vista de delineamento e, de acordo com Atkinson
& Cook (1997) e Gaviria & Rios (2014), sao duas as opgdes para resolver esta pro-
bleméatica. Uma delas é incorporar no modelo uma fungao para a variancia dos erros
e a outra é realizar uma transformacao da familia Box-Cox na variavel resposta,
ou em ambos os lados do modelo, se este for nao linear. Os autores argumentam
que o modelo com a transformacao de Box-Cox é preferivel quando a funcao deter-

ministica (parte fixa do modelo) é linear, enquanto que o modelo com uma estrutura



de variancia incorporada no modelo tem sido preferivel em modelos nao lineares.

Gaviria & Rios (2014) apontam que o problema de encontrar delineamentos
otimos em modelos com heterocedasticidade é mais complicado do que no caso de
homogeneidade de variancia, ja que a funcao a ser otimizada, geralmente o deter-
minante da Matriz de Informacao de Fisher, depende dos parametros de variancia,
que serd visto em mais detalhes nesta tese. Tanto Atkinson & Cook (1997) quanto
Gaviria & Rios (2014) obtiveram delineamentos étimos continuos para o modelo li-
near sob transformagao da varidvel resposta. Nesta tese serao obtidos delineamentos
otimos exatos estendendo os resultados desses autores.

Dessa forma, utilizando a metodologia de delineamentos 6timos, espera-se que
seja possivel planejar experimentos mais informativos para modelos com heteroce-
dasticidade, utilizando diferentes tipos de critérios, incluindo propostas de critérios
compostos que envolvem mais de um objetivo, os quais podem resultar delineamentos
mais robustos e apresentar maior aplicabilidade.

Acredita-se que esta pesquisa contribuird para as areas experimentais, ja que
os métodos atualmente disponiveis consideram o problema teérico produzindo de-
lineamentos continuos, ou seja, para experimentos de tamanho tendendo a infinito
e otimizacao de apenas uma propriedade, o que pode tornar o delineamento pouco

atrativo para uso em experimentos reais.

1.1 Objetivo Geral

O objetivo geral desta tese é desenvolver uma metodologia de delineamentos
otimos exatos robustos para situagoes nas quais o pesquisador suspeita de heteroge-
neidade de variancia na variavel resposta. O modelo considerado para esta possivel

correcao do problema de heterogeneidade é baseado na transformacao de Box-Cox.



1.2 Objetivos Especificos

Como objetivos especificos, considera-se estudar a sensibilidade dos delinea-
mentos obtidos em relagao aos valores dos parametros do modelo por meio das suas
eficiéncias.

Além disso, propor critérios compostos para obtengao de delineamentos 6timos
sob o modelo de transformacao, sempre utilizando modelos com transformacao de
Box-Cox para a correcao da heterogeneidade, tentando obter delineamentos mais

robustos.

1.3 Esbocgo da tese

Além desta introducao (Capitulo 1), este trabalho é constituido por uma funda-
mentagao (Capitulo 2), que detalha todo o referencial teérico sobre os delineamentos,
a transformacao de Box-Cox, matrizes de informagoes, critérios de otimalidade e al-
goritmos de busca.

A metodologia utilizada estd no Capitulo 3, no qual é descrito o procedimento
para a construcao dos delineamentos 6timos exatos, e também sao apresentadas as
propostas dos critérios compostos.

O Capitulo 4 relata todos os resultados encontrados usando 4 tipos de modelos
diferentes. Resultados para modelos com dois ou trés fatores e modelos com e sem
interacao sao estudados para diferentes valores paramétricos.

A realizacao desse estudo se inicia com a extensao dos trabalhos de Atkinson
& Cook (1997) e Atkinson et al. (2007) que construiram delineamentos D-6timos
continuos, e Gilmour & Trinca (2012), que apresentaram vérias configuragoes expe-
rimentais, e critérios de otimalidade.

Por fim, tém-se as consideracoes finais no Capitulo 5, que resume as principais

conclusoes encontradas nesta tese.



2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Um estudo experimental consiste na avaliagao de respostas resultantes de al-
teracoes deliberadas num sistema. Cada condicao experimental de interesse é cha-
mada de tratamento e um determinado tratamento é definido pelo nivel de um fator
ou uma combinagao de niveis de varios fatores experimentais, que sao as variaveis sob
controle do pesquisador, que possivelmente influenciam as respostas. Neste trabalho
serd considerado o problema de fatores quantitativos, de forma que haja sentido in-
vestigar superficies continuas que explicam a relacao entre a variavel resposta Y e
os fatores Xy, Xo,..., X,.

Seja x; = (14, T, - - ., Tqi) & combinagao dos niveis dos ¢ fatores que definem o
tratamento aplicado na unidade experimental i. Para Y continuo, os modelos mais

populares assumeinm
Y;:??(Xmﬁ)*‘ﬁz (221727777')7 (1)

no qual Y; é a variavel resposta a ser observada na unidade experimental 7, 3 é um
vetor de p parametros, 17 € uma funcao em x; e 3 que descreve as formas das relagoes
entre Y e os ¢ fatores e ¢; é o i-ésimo componente aleatorio aditivo.

Se n for linear em B o modelo se reduz, em notacao matricial, a
Y =X +e¢, (2)

na qual Y, € o vetor de respostas observadas, X, x, ¢ a matriz do modelo, 3, ¢
o vetor de parametros de regressao, €,y o vetor de erros, com FE(€) = 0.
Sob os pressupostos usuais de ndo correlacao e homocedasticidade, cov(e) =

0?1, e com X tendo posto completo, o estimador de minimos quadrados de 3 ¢ dado



por
B = (X"X)"'X"y, (3)

~ ~

tal que F(B) = 3 e cov(B) = o*(XTX) .

Sabe-se também que esse estimador é equivalente ao de Maxima Verossimi-
lhanga sob normalidade dos erros (e ~ N(0;I0?)). Esse resultado (Equagao 3)
indica que, em estudos experimentais, o pesquisador tem a possibilidade de escolher
os niveis dos fatores de forma que a precisao de B seja otimizada, ja que COU(B)
depende apenas da matriz X e da constante o2

Note, portanto, que o delineamento que otimiza OOU(B) depende do modelo su-
posto em (1), de forma que para modelos mais complexos, o problema da construgao
do delineamento também é mais complexo.

Na pratica, uma ou mais violagoes das suposigdes associadas ao modelo em (1)
podem ocorrer. Embora nem sempre todas as violagoes possam ser corrigidas com
uma unica transformacao (Sakia, 1992), alguns autores como (Atkinson & Cook,
1995), (Atkinson & Cook, 1997) e (Gaviria & Rios, 2014), argumentam que o seu
uso é promissor para estabilizar as variancias quando essas aumentam com E(Y) .

Uma familia de transformacoes do tipo poténcia foi apresentada por Box &

Cox (1964), dada por
A
o [ Ao "
log(Y) A=0.
Como se pode observar, quando A = 0, a transformacao indicada ou requerida
é a logaritmica, enquanto que para A # 0, é uma poténcia. Caso o valor de A
seja 0,5, a transformacao necesséaria é a raiz quadrada, e quando A = 1, nenhuma
transformagao é necesséria. De acordo com Atkinson (2003b), valores de A iguais a 0,
0,5 ou 1, sao os trés valores mais encontrados nas publicagoes com a transformacao
de Box-Cox, talvez por serem valores que correspondem a fungoes mais conhecidas
pelos pesquisadores.

Em geral, a prépria natureza da resposta pode indicar a transformacao que

corrige o problema, como ¢é o caso da raiz ctbica para resposta de volume e da raiz
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quadrada para dreas ou contagens, conforme discutido em Atkinson (1985) e Cook
& Weisberg (1982). J4 a transformagao logaritmica é frequentemente usada quando
a variavel resposta assume valores com diferentes ordens de grandeza. Outros va-
lores de A\ podem ser usados dependendo da natureza do problema estudado, como
mostram Atkinson (2003a) que encontrou A = 0,35 e 0, 1 ao analisar dados farmaco-
cinéticos e Lischer (1999), que encontrou valores de A\ préximos de 0, 14 ao analisar
dados de incerteza de medicao em laboratérios de quimica analitica e ambiental.

Na literatura, pode-se verificar diversos casos em que se houve problema de
heterocedasticidade, como em Nascimento et al. (2006)por exemplo, os quais apés
realizarem um experimento em producao de serapilheira, verificaram que por proble-
mas de heterocedasticidade, necessitou-se utilizar uma transformacao de Box-Cox.
Outro exemplo pode ser visto em Fazeli et al. (2012), em que uma transformagao de
Box-Cox também se fez necessaria num experimento com o objetivo de descrever o
rendimento da cor de um tecido 100% algodao tingido com uma combinagao de seis
corantes distintos.

Em qualquer que seja o caso, na pratica, nao se deve criar resisténcia para o
uso de transformacao na resposta se a mesma conduzir a andalises mais simples e
modelos com as pressuposig¢oes usuais.

Atkinson (2005) argumenta que a transformagao poténcia da resposta em mo-

delos de regressao é muito utilizada quando a variancia de Y obedece a relagao
Var (Y) o {E (Y)}*7, (5)

e, por expansao em série de Taylor, é possivel mostrar que a familia Box-Cox de
transformacoes é capaz de estabilizar a variancia. Note que para A\ < 1, a variancia
aumenta com E(Y).

Outras familias de transformacoes similares a Box-Cox foram propostas por
outros autores e sdo descritas em detalhes em Cook & Weisberg (1982), Carroll
& Ruppert (1984), Atkinson (1985) e Hinkley (1985). Nas relagdes mais simples,

apos a transformacao, é assumido um modelo linear na escala transformada com



e; ~ N(0,1), dado por
Y = 1 (x:) B + o (6)

no qual f(x;),,; ¢ uma funcdo aplicada ao vetor x; de forma a acomodar os efeitos
em 3, com ¢ =1,2,...,n. Esse modelo, além dos parametros 3 e o, tem o parametro
adicional \. Assim, denota-se o vetor de parametros desconhecidos por @ = (3, \, 0?)
que passa a ter dimensao p' = p + 2, lembrando que p é o ntiimero de elementos no
vetor 3. Esse modelo compartilha dos problemas de estimacao dos modelos nao
lineares ja que o parametro A aparece nao linearmente na expressao.

Para o estudo de delineamento no contexto do Modelo (6) é necessario obter a
matriz de informagao para 3, baseada na funcao densidade de Y. Para a observacao

i, essa densidade é dada por (Cook & Weisberg, 1982)

b(u10.%)) = ——

2T

|:yz(>\) - ff(x)B i

exp { — 52 ) (7)

dy;”

dy;

A estimagao de 8 é usualmente via o método da méxima verossimilhanca e a
precisao dos estimadores aproximada pela inversa da Matriz de Informacao de Fisher,

cujos detalhes serao apresentados na secao 2.1.

2.1 Matriz de Informacao

A matriz de informacao de Fisher depende do modelo assumido. Para modelos

lineares homocedésticos ou modelos como em (1) com A conhecido, a matriz de

XX
informagao, considerando as n observagoes, é M (§) = ( 5 ) em que X ¢é a matriz
o

do modelo, com cada linha dada por f7(x;). Porém, na presenca de nio linearidade,
como o caso do modelo (6) para A desconhecido, a expressao da matriz de informacao
se torna mais complexa. Por definigao (Casella & Berger, 2001), para cada observagao

7, a informacao de Fisher é dada por

0?log [k <y§’\)|(0, Xz)ﬂ
00*

M, (0.x) = —E
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Substituindo (7) em (8), Atkinson et al. (2007) mostram que a matriz de in-

formagao pode ser escrita de forma geral por

f(xi) f1(x:) 0 F(x)E ;™)
o2 o2
. 0 1 E(ey; V)
M, (0,x;) = 204 gt (9)
B fx) Ei™)  E(ei™) + B(5: ™M)
o2 ot o2

(p+2) x (p+2)

na qual € = y(’\) — f(x;)8, e y?) e gj(’\) indicam a primeira e segunda derivada de

7 7

yi(’\) em relacao a A dadas por

A A A
SO yMog(yM) =y + 1

yl A2 <1O>

M\ M\ 2 (N
.. y; log(y;” — 1)* +y; 2
ji N = )\3) : (11)

Por conta que as esperancas em (9) nao apresentam solugoes analiticas, é ne-

cessario empregar aproximacoes para a obtencao da matriz M} (6,x;). Utilizando-se

expansao em série de Taylor, obtém-se

E(ey™)  log(u(6,x;))

D (12)
e
E(i/;(») N IOgQ(M;QG,XZ’))’ "
nas quais
w(0,x:) = B(y”) = AT (x:) B+ 1, (14)
e
E@i™V) ~ (0, %:)log(11(6,x:)) — (6, %;) + 1 (15)

22
Substituindo (12), (13), (14) e escrevendo um vetor de pardmetros cy =

(u(0,x;)log(p(0,%;)) — 11(0,x;) +1) /A% em (9), Atkinson et al. (2007) mostram que,
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para a observagao i, a matriz de informagcao pode ser aproximada por,

fxi) T (xi) 0 f(xi)co(xi)
o2 o2
i N 1 _ log p(6, %)
M (6,x;) = 0 5 o2 (16)
Ccoxi)fT(xi)  logp(Bxi) ,log?u(B:x:) | (co(x:))’
o2 Ao2 A2 o2 (p+2) % (p+2)
para A # 0.
Para A = 0, a aproximacao em (16) se reduz a
F i) ST (x:) o 1) (ST (x)B)?
o2 T20‘2
« 0 1 _ T xi)B
M (0,%;) = 201 o7 (17)
(T8 M) [ 0B)" Tig) . UT08)"
e B G I W A,

Para as n observagdes a matriz de informagao total aproximada é M, (0,&) =
S MA(0,x;), na qual € representa o delineamento (definigao na Equagao (23), da
Secao 2.2. Note que nas Equagoes 16 e 17, a primeira linha e coluna da matriz possui
informagoes apenas dos parametros 3. Na segunda linha e coluna informacoes de o,
enquanto que na ultima linha e coluna, informacoes tanto de 3, B e A. Atkinson &
Cook (1997) mostram que a matriz de informacao aproximada (17) é a mesma quando
se parte do modelo construido levando em conta a heterocedasticidade (constructed

model) dado por

u™ = 7 (xi)B + co(xi)a + 1+ g log(1(xi]0o)) e, (18)

fixado A =Xy #0 e
log(y) = f7(x)B+ 27 {f7(x:)Bo}" a + |1 + fT(x;)Bye|oe (19)

se Ao = 0, nos quais a = X\ — g, e ¢p(x;) é o componente cy(x;) avaliado nos valores
alvo B, = B,. A equivaléncia se da quando avalia-se a informacao de (18) e (19) nos
pontos By, 02 e a = 0. Tal informagao também pode ser expressa como a soma das

matrizes de posto 1, a saber

M, (8,x;) = z12] + 222, . (20)
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tais que
f(x:)
z1 (x;,0) = o’ 0 ) (21)
CQ(XZ‘)
e
0

z5 (x;,0) = V2 o2 : (22)
—A"log(1(6, %))

A formulagao em termos de modelo construido levando em conta a heteroce-
dasticidade é importante para mostrar que a informagcao para A é obtida tanto pela
funcao de regressao quanto pela funcao de variancia. A funcao de regressao contribui
através da variavel cy(x;) enquanto que a fungdo de variancia contribui através da
funcao log(u(0,x;)). Esses resultados ajudam na interpretagao dos comportamentos

dos delineamentos construidos sob o modelo de transformacao.

2.2 Delineamento Experimental

Basicamente, pode-se dizer que o delineamento é determinado pelo tamanho
do experimento, quantas repeticoes de cada tratamento serao realizadas, como as
unidades experimentais se relacionam, quais tratamentos serao testados, e como os
mesmos serao atribuidos as unidades experimentais. Nesta pesquisa, concentrou-se
nos delineamentos inteiramente aleatorizados, ou seja, submetidos a situacoes con-
troladas, de forma que o sorteio dos tratamentos é do tipo simples, sem restrigoes.
Nesse caso, os tratamentos e respectivos niimeros de repeticoes podem ser represen-
tados, resumidamente, como uma matriz com duas linhas, a primeira indicando os
tratamentos distintos e a segunda indicando o numero de repetigoes ou pesos. A
representagao em (23) é comumente usada, na qual o delineamento é denotado por

&, em que

5 _ X1 X9 ... X ' (23>

wy W ... Wt
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onde t é o nimero de tratamentos distintos.

Um delineamento 6timo é aquele que busca a lista de tratamentos e respectivos
pesos, de forma que alguma propriedade estatistica da estimacao dos parametros do
modelo de interesse seja otimizada, usando algum método matematico ou computa-
cional. Essa representacao permite que, no processo de otimizacao, o pesquisador
nao fixe o tamanho do experimento (n), mas busque a lista de tratamentos e os
valores de wy, no intervalo de [0,1] sob a restrigio >, , wj, = 1. Os espaco dos
fatores 1, x9, ..., 74 também pode ser considerado continuo. O delineamento obtido
seguindo esse processo ¢ chamado de continuo ou aproximado, ou ainda, tedrico, ja
que é 6timo para n — oo.

Para que o experimento seja efetivamente realizado, seu delineamento deve ser
discreto ou exato, ou seja, cada wy deve ser um numero racional dado por r/n tal

t .
que >, _, rp =n, e o delineamento representado por

X1 X9 ... X
f = ry  To Ty : (24)

onde r; é o nimero de repeticoes no tratamento i.

Embora, matematicamente, a busca por um delineamento 6timo continuo seja
mais facil, na pratica, todo delineamento é exato. E possivel, por meio de um
delineamento continuo, obter o delineamento exato, fixando n e aproximando cada
ri ~ wy X n para o valor inteiro mais proximo, sujeito a »_ 7, = n. Esse processo,
no entanto, nao garante a obtencao do 6timo exato. Assim, o desenvolvimento de
métodos especificos para a busca de delineamentos 6timos exatos é justificado, sendo
o foco deste trabalho.

Atkinson et al. (2007) apresentam os conceitos e métodos para a construgao
tanto de delineamentos continuos quanto exatos. Em ambas as versoes, é necessaria
a escolha da(s) propriedade(s) que se deseja otimizar, referidas como critérios de
otimalidade de delineamentos. Os critérios mais populares sao resumidamente apre-

sentados na Secao 2.3.
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2.3 Critérios de Otimalidade

Diversos critérios podem ser utilizados para a otimizacao do delineamento,
sendo que para muitos autores o cuidado na escolha do critério é fundamental para o
sucesso do experimento. Espera-se que o critério escolhido reflita os objetivos prin-
cipais do experimento, mas também introduza alguma robustez quanto a incertezas
envolvidas ja que, raramente, o pesquisador conhece o modelo correto ao planejar o
experimento.

Uma lista extensa de possiveis critérios é apresentada por Atkinson et al. (2007),
sendo que a maioria deles é uma funcao da matriz de informacao dos parametros
do modelo que se deseja estimar. Alguns critérios podem ser baseados na parte
da informacao de um subconjunto de parametros de interesse quando os demais
parametros sao considerados pertubadores (nuisance).

Por exemplo, para os modelos lineares homocedasticos, a informacao relevante
para B do modelo em (2) é proporcional a XTX. Tem-se entdo que a matriz de
informacao depende apenas do delineamento. Assim, pode-se escrever M(§) = XTX.

Ja para o modelo linear na escala transformada (6), a matriz de informacao
depende dos valores dos parametros, como mostram as Equagoes (16) e (17), visando
transformacao da varidvel resposta. Nesse caso, a matriz de informacao é denotada
por M, (¢, 0), onde 0) = (3, ),0?). Quando a matriz de informagao ¢ fungao dos
verdadeiros valores dos parametros que se deseja estimar, a construcao do deline-
amento 6timo é mais complexa e o problema é aproximadamente resolvido com a
incorporacao de informagao a priori. Essa informacao pode ser pontual para o ve-
tor de parametros ou em termos de distribuicao de probabilidades a priori para os
parametros. O uso de informacao pontual leva a obtencao de um delineamento lo-
calmente 6timo, ou seja, 6timo para aquele conjunto de valores especificos. O uso de
informacao pontual leva a obtencao de um delineamento localmente étimo, ou seja,
6timo para aquele conjunto de valores especificos. O uso de distribuicoes de pro-
babilidades leva a delineamentos referidos como Bayesianos ou pseudo-Bayesianos,

de acordo com a escolha utilizada para a matriz de variancias e covariancias para a
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realizacao de inferéncias, a posteriori ou frequentista assintotica, respectivamente.
Como nessa pesquisa, o modelo de interesse leva a informagao que é funcao dos

parametros, a apresentacao dos critérios mais usuais se restringe a matriz M, (¢, 9).

2.3.1 Critérios com uso de informacao pontual

O critério mais antigo e o mais utilizado dentre todos é o D, que tem por
finalidade maximizar o determinante da matriz de informacao dos parametros, ou
maximizar a funcao

S(M,(E,0)) = |M, (£,0)]"7. (25)

ou equivalentemente, minimizar

$(M,(§,0)) = —log M, (¢, 0)]. (26)

em que M, (§,0) é a matriz de informagao dos parametros (8) do modelo para o
delineamento. A razao para a introdugao do logaritmo é que esta funcao transforma
a fungao que é concava num espaco de busca compacto e convexo, assim, qualquer
otimo encontrado sera global, ao invés de local, no caso de busca de delineamentos
continuos. A transformacao log também ¢é indicada para delineamentos discretos a

fim de evitar problemas numéricos (valores muito altos).

#a
D-criterion

b

Figura 1: Elipse de confianca para dois parametros, £, e §2 do modelo de regressao

(Smucker et al., 2018).
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A motivagao para o critério D é que ele minimiza o volume da regiao de con-

fianca dos parametros 0, ja que este é proporcional a My (&,8) |~1/2

, como se pode
ver na Figura 1 (Smucker et al., 2018).

Quando o interesse é na estimacao de apenas alguns parametros do modelo,
pode-se usar o critério Dg. Similarmente ao critério D, este critério tem como
objetivo minimizar o volume da regiao de confianca, s6 que agora de um subconjunto

dos pardametros do modelo. Exemplificando, para o modelo em (6), a matriz de

informacao pode ser escrita, simplificadamente, por

M11(€7 0) M12(£7 0)
M, (£,0) = . (27)

MTQ (57 0) M22 (57 0)
tal que My, se refere a parte concernente a 3 e My a (02, \). Caso estes dois
parametros sejam considerados os de pertubacao, o critério Dg consiste em minimizar

o determinante de My, o que se torna equivalente a maximizar a fungao

H(M, (£, 0)) = % (28)

Observe que este critério nao ignora totalmente os parametros que nao sao de
interesse, ja que usa a informacao em 3 uma vez que o e A estao no modelo, porém
o foco esta na parte com os parametros de interesse.

O delineamento D-6timo continuo é equivalente ao G-6timo, como Atkinson
et al. (2014) mostram, com base em resultados de Kiefer (1959). O critério G tem
como objetivo minimizar o maximo da variancia de predi¢ao na regiao experimental,
ou seja, o foco estd na funcio Var(Y).

O critério L, tem como objetivo minimizar a soma das variancias dos estima-

dores dos parametros ou de combinacgoes lineares desses, ou seja, minimiza
O(M,(€,0)) = trago (WM, (£,6) ) , (29)

no qual W é uma matriz de pesos para 6. Se essa matriz for diagonal com todos

elementos iguais, tem-se o critério A. Através de W pode-se incorporar pesos de
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prioridade aos parametros, ou ainda, corrigir problemas de escalas presentes em
parametros de naturezas distintas.

Da mesma forma que o Critério D, pode-se definir o critério Ag quando o
interesse é na estimagao de apenas alguns parametros do modelo. Neste caso, usa-se
peso 0 para os parametros pertubadores.

Outros critérios sao apresentados em Atkinson et al. (2007), como é o caso do
D4, também chamado de D Generalizado, utilizado quando o interesse nao é em
todos os parametros do modelo e, sim, em s combinagoes lineares de B dadas por
AT, onde A é uma matriz p x s com rank s<p. A matriz de covariancia para essas

combinagoes lineares é dada por
ATM, (£,0) 7" A, (30)

e, portanto, para encontrar o delineamento 6timo, segundo o critério D generalizado,
basta minimizar
log |[ATM, (£,0) A|. (31)
Existem outros critérios, como por exemplo, o C', V', entre outros, cuja escolha
deve depender dos objetivos do experimento a ser realizado. Esses critérios otimizam
uma Uunica propriedade do delineamento, o que na pratica pode nao ser o ideal,
ja que um delineamento bom para uma propriedade pode ser pobre em relagao a
outra. Como, em geral, um experimento deve responder diversos objetivos, uma
funcao de otimizacao que incorpora varias propriedades é bastante promissora. Tal
funcao define a classe de critérios compostos discutidos em Atkinson et al. (2007) e
Gilmour & Trinca (2012), que podem resultar em delineamentos mais robustos, ou
seja, menos dependentes do modelo assumido. Neste caso, todos os interesses podem
estar incluidos, com pesos apropriados, para cada uma das propriedades desejadas.
Os critérios compostos sao definidos como uma combinagao de critérios, de
acordo com os objetivos do pesquisador. Assim, o critério composto pode ser escrito

CcOo1mo

H {¢:(M,(£, 0))}™ (32)
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no qual h é o numero de propriedades e a; é o peso referente ao critério ¢;, com
h ~ s

Zi:l a; = 1. Nesta tese sao propostos alguns critérios compostos no contexto do

modelo (6) que serdo apresentados na Secao (3.2).

2.3.2 Critérios Pseudo-Bayesianos

Seja p(@) a informacdo a priori de @ em termos de distribuicao de pro-
babilidades. Uma das definicoes do critério pseudo-Bayesiano é a esperanca da
fungao ¢(M,(€,0)) com respeito a distribuicao de @ proposta, ou seja, ®(§) =
Eo(p(M,(&,0)). Por exemplo, no caso particular do critério D tem-se

B(E) = Eslog/M, (€, 0)| = /6 log|M. (£, 6) p(8) d6. (33)

Esse tipo de critério é chamado de pseudo-bayesiano porque a funcao nao con-
sidera a matriz da informacao a posteriori. Em geral, para se obter a matriz de
informacgao a posteriori, sao necessarios os resultados experimentais, o que na fase
de delineamento implica no uso de simulagoes ou de informagao de um experimento

piloto. Outros exemplos de critérios pseudo-bayesiano podem ser vistos em detalhes

em Chaloner & Verdinelli (1995).

2.4 Eficiéncia

Como o delineamento 6timo pode variar com o modelo, com o critério e com
os valores a priort dos parametros, recomenda-se um estudo de robustez dos deline-

amentos o0timos encontrados através do cédlculo da eficiéncia, ou seja,

(oML (£,6))
B (¢(MA (5&9))) | (34

Se o valor da eficiéncia for menor que 1, significa que o delineamento & é menos

eficiente que o delineamento £*, de acordo com o critério utilizado. Para o critério

D, em particular, a eficiéncia é medida por

ML, 0)
Eﬂ‘(mmg*,en) ’ (35)

na qual pf é o niimero de parametros do modelo.
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2.5 Algoritmos para busca de delinamentos 6timos

E possivel usar uma variedade de métodos computacionais para encontrar o
delineamento 6timo exato. De acordo com Nguyen & Miller (1992), na maioria
dessas metodologias seleciona-se t pontos ou tratamentos de um total de N pontos
possiveis (pontos candidatos), a serem incluidos no delineamento. Dependendo do
nimero de fatores do experimento, o nimero total de pontos possiveis pode ser muito
grande. A melhor combinacao possivel desses t pontos, de acordo com algum critério
pré-estabelecido, definem o delineamento 6timo.

Como foi visto, todos os critérios de otimalidade minimizam ou maximizam
alguma funcao especial da matriz de informacao e, para tal, é necessario algum
algoritmo de alta performance, de modo que o delineamento 6timo seja encontrado
dentre todos os delineamentos possiveis. Essa quantidade de delineamentos possiveis
aumenta de maneira extremamente rapida dependendo do aumento da quantidade
de fatores e/ou niveis que se pode ter. Apenas em situagdes relativamente simples
(poucos fatores e modelo bem simples), é possivel encontrar o delineamento 6timo
de forma analitica.

Segundo Ferreira (2010), por conta desta dificuldade em encontrar a solugao
otima, alguns pesquisadores demoraram para utilizar esta metodologia, embora te-
nha sido proposta em 1959 por Kiefer. Alguns autores argumentam que nao se
faz necessario obter o melhor delineamento absoluto, apenas um que seja bom o
suficiente, justificando a utilidade dos algoritmos de aproximacao. O método para
encontrar esse melhor delineamento é tao importante que Zhang (2006) diz que " pro-
curar o melhor de todos os valores possiveis da funcao é o coracao de toda rotina
de otimizagao”. O objetivo da maioria dos algoritmos do tipo exchange é encontrar

uma solucao 6tima seguindo os seguintes passos:

1. Escolher uma solucao inicial.
2. Modificar de alguma maneira esta solucao.

3. Repetir (2) até encontrar a solugao Gtima.
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Os algoritmos modificam a solucao atual de forma que, ou essa mudanca é
aceita, ou ela é rejeitada por meio de algum critério. Todavia, a maioria dos algorit-
mos nao garante a otimalidade dos resultados, mas resulta em delineamentos étimos
ou muito proximos do 6timo com grande probabilidade. Na literatura de delinea-
mentos Gtimos, pode-se identificar diversos algoritmos, desde Nelder & Mead (1965),
como em Fedorov (1972), Wynn (1972), Chaloner & Larntz (1989), Mitchell (2002),
Zhang (2006), Chang & Lin (2007), Harman & Pronzato (2007) e Pronzato (2008).
Porém, neste trabalho foi implementado somente o algoritmo Point Ezchange, que é

considerado um método computacional heuristico.

2.5.1 Troca por ponto (Point Exchange)

Dentre os diversos algoritmos de otimizacao, pode-se destacar o algoritmo ex-
change (Fedorov, 1972). Este algoritmo é um método heuristico que busca a solugao
otima por meio de trocas, sendo que a cada iteragao a solugao corrente é melhorada.
De acordo com Woods et al. (2006), o algoritmo ezchange é uma das técnicas mais
comuns e mais utilizada para a busca de delineamentos 6timos exatos, cujo sucesso
ou fracasso depende do delineamento inicial e do caminho que ele ira percorrer.

Para, por exemplo, o critério de D, cujo objetivo é maximizar o determinante da
matriz de dispersao M, (§), este algoritmo inicia-se com o sorteio de um delineamento
inicial (&) de tamanho n a partir do conjunto de todos os tratamentos ou pontos
possiveis. Seja X; a matriz do modelo no preditor linear, cuja i-ésima linha é dada
por fT(x;). Calcula-se o determinante [My (£;)]. A seguir, faz-se uma troca de uma
linha de X; por um ponto do conjunto de candidatos formando o delineamento &,
e verifica-se qual o maior determinante. Se |M, (&) > |M, (&2)], entao rejeita-se
a troca. Caso contréario & se torna o delineamento corrente e o processo de trocas
para todas as linhas continua sequencialmente até a convergéncia do processo. Para
outros critérios, a tinica mudanga é a forma de obtencgao do critério (fungao ¢), como
visto na Sessao 2.3.1.

Esse algoritmo nao garante que o delineamento final é o verdadeiro 6timo. Para
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aumentar a probabilidade de se chegar ao 6timo, todo o processo é repetido para um
nimero de delineamentos iniciais diferentes, uma vez que étimos locais podem ser

encontrados como resultado.



3 METODOLOGIA

Este capitulo propoe um procedimento para a construcao de delineamentos
6timos exatos para estimar os parametros de efeitos de tratamentos (3) assim como o
parametro de transformagao da varidvel resposta (). Para investigar a sensibilidade
do delineamento aos valores dos parametros supostos a priori, varias configuragoes
experimentais, modelos e critérios de otimalidade foram considerados.

As configuracoes estudadas abordaram experimentos com dois ou trés fatores

(k =2, 3), sob modelos incluindo:
1. Efeitos principais lineares.
2. Efeitos principais lineares mais interacoes entre dois fatores.
3. Efeitos principais lineares e quadraticos.
4. Modelo de segunda ordem completo.

Para cada valor de k£ foram variados os valores dos elementos de 3, o valor
de X e de 0% Para a escolha dos valores dos parametros utilizou-se, em parte, os
valores ja estudados por Atkinson & Cook (1997) na construcao de delincamentos
continuos. Segundo Atkinson & Cook (1997), estes valores estao sujeitos a restrigoes,
por exemplo, para A > 0 tem-se que E(Y M) deve ser maior que —%.

Foram construidos delineamentos 6timos para diversos tipos de critérios: pri-
meiramente envolvendo uma tnica propriedade e informacao pontual, em seguida
com uma Unica propriedade e informacao em termos de distribuicao de probabili-

dades e finalizando com critérios compostos. Na sequéncia sao descritos os detalhes

envolvidos nesses critérios.
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O tamanho do experimento foi escolhido para permitir a comparacao com ou-

tros delineamentos, em alguns casos n = 20 e outros n = 16.

3.1 Propriedade tnica

Para os critérios simples, foram utilizados: D (matriz de informacao completa),
Dgs e Ag (matriz de informagao apenas para 3), todos com informacao pontual para
cada parametro. O critério Ag foi definido como a média aritmética das variancias
para os modelos sem efeitos quadraticos e a média ponderada das variancias para os
modelos com efeitos quadraticos. Os pesos foram inseridos através da matriz diagonal
W conforme descrito na se¢ao 2.3.1. Assim, inicialmente, o os parametros Sy, A e o
receberam peso 0, os lineares e interagoes peso 1 e os quadréticos peso 1/4, conforme
sugerido por Gilmour & Trinca (2012). Esse padrao de pesos sugerido tem como
objetivo corrigir as escalas diferentes dos efeitos lineares/interagoes e quadraticos.
Especificados os pesos iniciais estes foram re-escalados tal que 5, Wj; = 1. Outra
forma de atribuir pesos aos parametros em escalas diferentes é encontrar o deli-
neamento localmente Dg étimo para cada um dos parametros e usar o inverso da
variancia como peso. Uma exploracao preliminar desta alternativa indicou, para os
parametros 3, pesos muito similares a sugestao de Gilmour & Trinca (2012). Desta
forma optou-se por utilizar essa versao simplificada.

O critério Bayesiano foi investigado apenas para o D no qual, aos elementos
de B, foram incorporadas distribuigdes a priori Normal (2, 2), independentes. Para

2

os parametros A\ e o considerou-se apenas informacao pontual. Assim, a busca do

delineamento pseudo-Bayesiano maximizou a funcao

D(€) = Eqlog|M, (&, 0)] = / log|M, (€, 6) [p(6)do. (36)

Essa integral nao tem solucao analitica e foi aproximada numericamente pelo

método de quadratura Gauss-Hermitiana.
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3.2 Critérios Compostos

Os estudos preliminares utilizando o critério Ag resultaram em delineamen-
tos com pontos bastantes concentrados numa pequena parte da regiao experimental.
Isso levou a sugestao de construcao de delineamentos talvez mais robustos conside-
rando dois componentes no critério de otimizacao. Um dos componentes considera a
informacao para o modelo linear homocedastico e o outro a informacao do modelo he-
terocedastico, ou seja, com possibilidade estimacao do parametro de transformacgao.

Assim, a expressao da primeira proposta de critério composto é
Waa(My(&,0)) = [tr [WiM(€)7!]]" x [tr [WaM,(,0)71]] " (37)

na qual W; é a matriz de pesos para os parametros 3 do modelo usual (homo-
ceddstico), e Wy é a matriz de pesos para os parametros do modelo considerando
transformacao. « é o outro peso que reflete a prioridade da propriedade. Quanto
maior o seu valor, maior o peso para a parte homocedastica do critério. Note que esse
critério composto denotado por W 44 significa que ambas propriedades sao referentes
ao critério A.

Uma outra combinacao possivel pode ser com parte usando o critério D para a
informagcao sob o modelo de transformacao e parte usando o critério A sob o modelo

classico. Ou seja

l—«

Upa(Mi(€,0),a) = [M,(&,0)|" x [tr [WiM()™']] (38)

A vantagem pratica deste critério é que na primeira parte, que usa uma matriz

de dimensao maior, nao é necessario obter a inversa.

3.3 Algoritmos

Para a otimizacao do delineamento utilizou-se o algoritmo exchange que parte
de um delineamento inicial gerado aleatoriamente. Esse delineamento vai sofrendo
alteracoes sequenciais de acordo com a otimizacao do critério escolhido, conforme

descrito na Secao 2.3.1. Como conjunto de pontos candidatos utilizou-se os fatoriais
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21% (k =2, 3), que, numa escala codificada no intervalo [—1; +1] implica em pontos
equidistantes com espacamento de 0,1 para cada fator.

O procedimento de busca do delineamento étimo foi implementado computa-
cionalmente no programa R (R Core Team, 2018). No caso do critério Bayesiano foi
necessério o calculo da integral multipla em (36).

Os passos para a obtencao do delineamento 6timo sao:

1. Entre com a lista de todos os parametros de entrada do seu programa.

2. Gere um delineamento inicial aleatoério.

3. Calcule o valor do critério.

4. Altere o delineamento e recalcule o critério.

5. Se o novo critério for melhor que o anterior, descarte o delineamento anterior.

6. Repita (4) até encontrar o delineamento 6timo.



4 RESULTADOS

Encontram-se o resultados organizados nas secoes 4.1 e 4.2 encontram-se os re-
sultados para os critérios simples e compostos, respectivamente. A secao 4.1 engloba
quatro sub-secoes separadas segundo a complexidade do modelo de regressao, sendo
4.1.1 para o modelo com dois fatores, sem e com intera¢ao (Exemplo 1), 4.1.2 para
o modelo de segunda ordem com dois fatores (Exemplo 2), 4.1.3 para o modelo com
trés fatores, sem e com interagdo (Exemplo 3) e 4.1.4 para o modelo de segunda or-
dem com trés fatores (Exemplo 4). A secao 4.2 contém duas sub-segoes que ilustram

os critérios compostos, retomando o Exemplo 1 em 4.2.1 e o Exemplo 2 em 4.2.2.

4.1 Delineamentos 6timos sob Critérios Simples

Essa sub-secao expande o estudo feito por Atkinson & Cook (1997), em deline-
amentos continuos localmente 6timos ampliando a faixa de valores dos parametros
para encontrar delineamentos 6timos exatos. Expandiu-se o estudo para o critério
Ag local e para o critério D pseudo-Bayesiano.

Para tentar identificar a influéncia dos valores dos parametros nos delineamen-
tos, foram propostos diversos modelos, tomando como base alguns casos particulares
encontrados nos trabalhos de Atkinson & Cook (1997), Atkinson et al. (2007) e Gil-
mour & Trinca (2012), modificando alguns valores de parametros com o objetivo de
estudar delineamentos resultantes.

Para o caso de apenas um tnico fator, pode ser visto em Atkinson & Cook
(1997) que, para o modelo linear, se a média nao se alterar de forma abrupta sobre a

regiao do delineamento ou se a variancia nao for um valor incomum, o delineamento
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D-6timo tera somente trés pontos, todos com peso (%), sendo dois nos extremos e
um ponto interior, porém, a localizacao deste ponto no interior dependera do valor

de A, podendo ser positivo ou negativo.

4.1.1 Exemplo 1

Considerando k& = 2 fatores e os modelos sem interacao
(E (Y(’\)) = [y + frx1 + 523:2) e com interagao ( F (Y(A)) = Bo + Brx1 + Boxo +
Psx122), Atkinson & Cook (1997) obtiveram delineamentos D-6timos continuos para
algumas combinacoes de valores de parametros. Nesse estudo foram construidos
um grande nimero de delineamentos exatos para n = 20, ampliando-se o conjunto
de combinagoes de valores dos parametros, a fim de investigar mais detalhada-
mente a influéncia exercida sobre os resultados. Estudou-se também os critérios

pseudo-Bayesianos, Dg e Ag.

4.1.1.1 Delineamentos localmente D-46timos

Foi construido um grande nimero de delineamentos para n = 20, mas apenas
alguns deles serao apresentados, ja que resumem bem o comportamento quanto ao
critério D. A Tabela 1 apresenta os modelos, em termos de 3’s e o, utilizados para a
construcao dos delineamentos D-6timos assumindo A = 0, 0,5 e 1. No caso do critério

D, os resultados mostraram que o valor de A pouco influencia no delineamento.
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Tabela 1: Valores dos parametros dos modelos considerados para a busca dos deli-

neamentos 6timos (exemplo 1)

Modelo fy B Bo Pz o A
1 15 495 495 0 0,1 0,0
2 15 330 6,60 0 0,1 0,5
3 15 495 495 0 30 00
4 15 330 660 0 30 05
) 15 495 495 495 0,1 0,0
6 15 3,30 6,60 4,95 0,1 0,0
7 15 495 495 495 3.0 00
8 15 3,30 6,60 4,95 3,0 0,0
9 15 -495 495 495 3.0 0,0

A Figura 2 apresenta os nove delineamentos D-6timos cujas eficiéncias estao

apresentadas na Tabela 2. Os delineamentos de 1 a 4 sao D-6timos para modelos sem

interacao, enquanto que os de 5 a 9 para modelos com interagao. O delineamento 1

é D-6timo para o modelo com ff; = [3, sem interagao, qualquer valor de A (ou seja,

nao se altera na mudancga de seu valor)e variancia muito pequena. Sua configuragao

é a mesma de um fatorial 22 balanceado com 5 repetigoes (Figura 2 (a)).
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Figura 2: Delineamentos localmente D-6timos para o Exemplo 1, com o niimero de

repeticoes e E(Y M) (entre parénteses) para cada tratamento.
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Tabela 2: Eficiéncia dos delineamentos localmente D-6timos apresentados na Figura

2 sob diversos modelos

Delineamento
Modelos sem interagao Modelos com interagao

Modelo A 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,00 100,00 99,38 98,39 98,38 92,55 91,46 97,84 98,38 97,83
1 0,50 100,00 99,51 98,39 95,25 92,10 91,12 97,83 98,38 96,05
1,00 100,00 99,51 98,39 98,37 92,08 91,11 97,83 98,38 97,83
0,00 100,00 99,95 98,39 98,37 93,57 9355 97,84 98,38 97,83
2 0,50 99,97 100,00 98,36 98,34 92,84 92,52 97,81 98,35 97,80
1,00 99,97 100,00 98,39 98,34 92,79 92,45 97,80 98,34 97,79
0,00 98,87 98,30 100,00 95,14 91,66 91,02 97,37 97,50 96,43
3 0,50 98,80 98,23 100,00 98,37 91,63 91,00 98,81 96,70 97,83
1,00 98,79 98,22 100,00 95,12 91,61 90,99 98,77 96,63 96,45
0,00 99,01 98,48 100,00 95,71 92,22 91,23 98,38 97,84 96,20
4 0,50 95,80 97,75 95,14 100,00 91,87 90,68 94,73 98,22 98,93
1,00 98,79 97,76 95,12 100,00 91,84 90,63 94,71 98,27 99,00
0,00 43,31 42,90 4354 41,61 100,00 92,32 43,92 4354 41,42
5 0,50 43,63 43,22 43,87 41,92 100,00 92,92 44,25 43,87 41,73
1,00 43,68 43,27 4392 41,97 100,00 92,95 44,30 43,97 41,77
0,00 40,36 40,03 40,44 38,96 94,75 100,00 40,77 40,81 39,06
6 0,50 40,53 40,22 40,36 39,42 94,10 100,00 40,66 41,08 39,59
1,00 40,60 40,29 40,40 39,52 94,05 100,00 40,70 41,16 39,69
0,00 98,62 97,62 99,14 94,75 92,93 92,32 100,00 99,14 94,30
7 0,50 98,62 97,62 99,14 94,75 93,51 92,92 100,00 99,14 94,30
1,00 98,62 97,62 99,14 94,75 93,53 92,95 100,00 99,14 94,30
0,00 98,52 97,60 97,50 98,72 93,31 94,15 99,51 100,00 95,35
8 0,50 98,67 97,73 97,52 98,24 93,76 94,57 98,98 100,00 96,37
1,00 98,66 97,71 97,49 98,17 93,73 94,52 98,89 100,00 96,43
0,00 98,62 97,68 94,75 99,14 91,87 92,32 94,30 99,14 100,00
9 0,50 98,62 97,68 94,75 99,14 90,49 90,37 94,30 99,14 100,00
1,00 98,62 97,68 94,75 99,14 90,20 89,95 94,30 99,14 100,00
Minimo 40,36 40,03 40,36 38,96 90,20 89,95 40,66 40,81 39,06
Média 87,54 87,01 86,75 86,08 93,31 92,77 86,57 87,18 85,82
Miéximo* 99,97 99,95 99,14 99,14 94,75 94,57 98,98 99,62 99,90

*Méximo excluindo a situagdo na qual o delineamento em questao é o étimo.

Note que o balanceamento se perde quando o valor da variancia aumenta, como

no delineamento 3 (Figura 2 (¢)), porém a perda de eficiéncia deste delineamento
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em relagao ao balanceado é pequena (menos de 2%). No caso de desbalanceamentos,
os resultados mostram que mais repeticoes sao alocadas para os tratamentos que
resultam em maior dispersio de E(Y ™) em relacio ao valor médio. Note a inversio
da diagonal com maior nimero de repeticoes nos delineamentos 3 e 4.

Caso um dos efeitos seja reduzido pela metade, como por exemplo 5; = 3,3
e P = 6,6 (modelo 2), o delineamento localmente D-6timo fica muito parecido aos
discutidos anteriormente. Por exemplo, para ¢ =0,1 e A = 0, o delineamento 1
se mantém como D-6timo. E quando se aumenta o valor de A para 0,5 ou 1, por
exemplo, o delineamento 2 é o D-6timo que, embora nao seja um fatorial completo
22, estd muito préximo disto.

O efeito da alteracao dos valores de (3; e (5 se perde um pouco no caso de
variancia grande (o = 3), sendo o delineamento 3 (Figura 2 (¢)) o D-6timo quando
os dois efeitos lineares tem o mesmo sinal, nao importando a magnitude. Alteracao
ocorre quando os efeitos apresentam sinais opostos, como ¢é o caso do delineamento 4
(Figura 2 (d)). Assim, para modelos sem interagdo, verifica-se grande influéncia do
valor de o sobre o delineamento D-6timo. Ha também certa influéncia dos valores
de B, porém, erro nesses valores acarreta perda razoavel de eficiéncia (~ 5%) apenas
na presenca de grande variabilidade aleatéria.

A inclusao do termo de interagao no modelo tem efeito importante na cons-
trucao do delineamento D-6timo, principalmente quando o é pequeno. O delinea-
mento 5 (Figura 2 (e)), construido sob o modelo com todos os efeitos com o mesmo
valor apresenta pontos em dois lados do quadrado, além dos vértices, sendo as
posicoes simétricas em relacao a diagonal crescente da regiao experimental. Esse
comportamento foi também verificado em Atkinson & Cook (1997) nos delineamen-
tos continuos. As posigoes dos dois pontos internos podem variar levemente de acordo
com o valor de A (delineamentos nao apresentados), mas nao ocorre grande perda de
eficiencia. O peso desses pontos é a metade do peso dos pontos nos vértices.

Quando os valores de 3 e (5 sao diferentes, mas com mesmo sinal, e 0 =

0,1, apenas o ponto da lateral do fator com maior efeito se mantém (delineamento
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6, Figura 2 (f)). A perda de eficiéncia entre esses dois delineamentos é de aproxi-
madamente de 6% a 8%, sendo preferivel o uso do delineamento com mais pontos
(delineamento 5). Estudos sobre outros valores para o efeito de interacao, resul-
tam em delineamentos intermedidrios (ndo apresentados) entre o delineamento 5 e
o delineamento 1, com as posi¢oes dos pontos internos migrando para os vértices,
conforme o valor da interagao diminui.

Analisando o valor das eficiéncias, identifica-se que ao se utilizar o delineamento
balanceado quando existe interagao, perde-se mais eficiéncia (~ 40%) quando com-
parado ao se utilizar o delineamento com pontos internos sem interacao (~ 91—92%).
Em virtude deste fato, é importante considerar o modelo com uma possivel interacao
na fase de delineamento, a fim de nao se perder eficiéncia.

Para modelos com interagdo e alta variabilidade (¢ = 3), os delineamentos
D-6timos (Figura 2 (g, h, 1)) voltam a apresentar apenas 4 pontos (22), porém, des-
balanceados. As eficiéncias destes delineamentos sao muito baixas quando avaliados
sob modelos com interacao e ¢ pequeno, indicando que, na fase de planejamento,
¢ importante considerar o modelo com interagao e o pequeno. Note que de todos
os delineamentos apresentados na Tabela 2, os mais robustos (alta eficiéncia para
qualquer modelo) sao os delineamentos 5 e 6 (Figura 2 (e, f)) que apresentam os
pontos extras, além do 22. A menor eficiéncia do delineamento 5 é 90,20% e do
delineamento 6 é 89,95%. Outra vantagem do delineamento 5 é a possibilidade de
verificacao de falta de ajuste do modelo com efeitos lineares e interacao, ja que ela
fornece 5 graus de liberdade para o modelo. Note também que o delineamento 1 (22
balanceado) nao apresenta bom desempenho frente aos modelos com interacao, in-
dicando a importancia de se considerar a estimacao do parametro de transformacao,

embora o seu valor nao seja importante.
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4.1.1.2 Delineamentos pseudo-Bayesianos D-6timos
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Figura 3: Delineamentos pseudo-Bayesianos D-6timos para o Exemplo 1, com o

nimero de repeticdes e £(Y M) (entre parénteses) para cada tratamento.

A fim de se obter delineamentos mais robustos para os valores de (3, assumindo
os mesmos tipos de modelos para YV delineamentos pseudo-Bayesianos D-6timos

foram construidos. A informacao a priori usada foi pontual para \ e o2. Distribuicao
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Normal para os valores de § foram assumidas, cujas médias seguem as da Tabela
1 e desvios padroes todos iguais a 2,0. Similarmente aos delineamentos localmente
D-6timos, nao houve influéncia do valor do parametro A nos delineamentos pseudo-
Bayesianos.

Sao apresentados na Figura 3, na qual é possivel verificar muita similaridade
aos delineamentos localmente D-6timos da Figura 2. Foi realizada uma avaliacao
dos delineamentos localmente D-6timos em relagao aos pseudo-Bayesianos, o que
mostrou que a perda de eficiéncia é muito pequena e pode ser desconsiderada em se
usar prioris pontuais. Portanto, para dois fatores e os tipos de modelos considerados,

nao se observa ganho no uso do critério D pseudo-Bayesiano.

4.1.1.3 Delineamentos localmente Dg-6timos

Do ponto de vista pratico, os parametros de interesse inferencial sao os coefi-
cientes de regressao, justificando entao o uso do critério Dg. Assim, delineamentos
obtidos por diferentes critérios, delineamentos localmente Dg-6timos foram cons-
truidos para os modelos da Tabela 1, considerando a informacao para o sub conjunto
de parametros ('s (exceto o intercepto). Pode-se perceber, pela Figura 4, que os
delineamentos encontrados sao um pouco mais desbalanceados que os delineamentos
D-6timos vistos na Figura 2. As eficiéncias sao apresentadas na Tabela 3.

Percebe-se que os delineamentos que previram estimacao da interacao podem
ser considerados mais robustos, ja que possuem alta eficiéncia para todos os modelos
em relacao ao delineamentos sem interacao. E, assim como no critério D, os deli-
neamentos que possuem mais pontos como os 5,6 e 8 podem ser considerados mais

robustos.
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Figura 4: Delineamentos localmente Dg-6timos para o Exemplo 1. Os modelos sob

os quais cada delineamento foi obtido sao os da Tabela 2. Os ntimeros se referem ao

niimero de repeticoes e E(Y M) (entre parénteses) para cada tratamento.



35

Tabela 3: Eficiéncias dos delineamentos localmente Dg-6timos apresentados na Fi-

gura 4 sob diversos modelos, todos com A =0

Delineamento
Modelos sem interagao Modelos com interagao

Modelo 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 100,00 93,13 98,57 97,21 81,40 81,63 93,09 92,31 93,09
2 96,18 100,00 96,44 97,09 80,52 84,71 94,64 95,10 94,64
3 98,37 93,98 100,00 99,42 90,71 90,36 96,92 95,86 96,92
4 96,62 96,94 99,13 100,00 90,70 93,00 98,58 97,77 98,58
5 22,43 35,71 22,98 24,30 100,00 95,08 25,20 86,40 25,20
6 20,52 35,91 20,91 21,84 91,45 100,00 22,54 88,86 22,54
7 88,99 88,63 91,18 96,41 91,88 91,31 100,00 99,03 100,00
8 89,15 86,66 90,88 94,97 91,41 95,55 98,02 100,00 98,02
9 88,99 86,57 91,18 96,41 77,88 78,99 100,00 95,43 100,00
Minimo 20,52 35,71 20,91 21,84 77,88 78,99 22,54 86,40 22,54
Média 77,92 79,73 79,03 80,85 88,44 90,07 81,00 94,53 81,00
Maéximo* 98,37 96,94 99,13 99,42 91,88 95,55 98,58 99,03 98,58

4.1.1.4 Delineamentos localmente Ag-6timos

Para estender um pouco mais o estudo, foram construidos nove delineamen-
tos localmente Ag-6timos, considerando a variancia do estimador do mesmo sub-
conjunto de parametros usado para os Dg. Eles sao apresentados na Figura 5, que
mostra desenhos mais discrepantes do fatorial 22 com maiores desbalanceamentos.
A tendéncia dos pontos com resposta média mais discrepantes serem mais repre-
sentados, observada no caso do critério D, também nao é mais tao clara. No caso
de 0 = 0,1, os delineamentos sao bastante surpreendentes, principalmente o 5, que
apresenta um unico tratamento com quase metade das repeti¢oes. Comportamento
este considerado nao desejavel.

A Tabela 4 apresenta as Ag-eficiencias comparando os 9 delineamentos da Fi-
gura 5. Nota-se que, em geral, a perda de eficiéncia quando o modelo considerado
nao é aquele que gerou o delineamento é bem maior do aquelas obtidas para o critério
D ou Dg. A perda de eficiéncia com o uso de um delineamento obtido sob modelos

sem interacao (delineamentos de 1 a 4) nos modelos com interagdo pode chegar a
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quase 90%. No geral, os delineamentos obtidos com modelos com interacao apresen-
tam mais pontos, e, portanto, tém melhores desempenhos. Nota-se, no entanto, que
todos os delineamentos que possuem aproximadamente 4 pontos exibem uma baixa
eficiéncia em dois modelos. Mesmo caso observado na Tabela 3. Nesse caso, o deli-
neamento mais robusto é o 8, que foi obtido com ¢ = 3, contradizendo o resultado

atingido quando do uso do critério D.

Tabela 4: Eficiéncias dos delineamentos localmente Ag-6timos apresentados na Fi-

gura b sob diversos modelos, todos com A =0

Delineamento

Modelos sem interacao Modelos com interagao

Modelo 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 100,00 83,56 88,38 87,07 56,83 50,44 69,24 62,02 87,16
2 75,41 100,00 70,98 70,30 50,05 45,79 61,34 55,07 70,78
3 95,00 82,43 100,00 87,65 50,47 50,56 74,34 68,95 78,72
4 92,26 51,63 72,63 100,00 55,74 64,96 70,24 75,05 94,82
5 18,49 60,59 27,18 27,18 100,00 89,41 35,95 60,19 23,20
6 12,99 29,04 17,73 19,93 76,20 100,00 26,49 68,30 17,36
7 55,91 59,08 78,44 78,82 78,28 82,75 100,00 96,72 68,57
8 48,61 37,60 59,37 73,16 74,20 95,97 78,60 100,00 66,33
9 86,15 45,88 65,75 96,90 59,08 70,77 66,63 80,52 100,00
Minimo 12,99 29,04 17,73 19,93 50,05 45,79 26,49 55,07 17,36
Média 64,98 61,09 64,50 71,22 66,76 72,29 64,76 74,09 67,44
Méximo* 95,00 83,56 88,38 96,90 78,28 95,97 78,60 96,72 94,82

Em alguns casos, observa-se uma certa semelhanca dos delineamentos da Figura
5 em relacao aos Dg da Figura 4, embora estes tendem a ser mais balanceados. Essa
semelhanca entre os delineamentos Ag e Dg deve-se ao fato do uso das informagoes
na matriz de informagao de Fisher. Em ambos os critérios, o foco foi na estimacao
dos ('s. Na prética também é de interesse avaliar o desempenho de um dado deline-
amento segundo outras propriedades nao consideradas para sua construcao. Nesse
sentido, na Tabela 5, os delineamentos localmente Dg-6timos sao avaliados sob o
critério Ag e, na Tabela 6, os delineamentos localmente Ag-6timos sao avaliados sob
o critério Dg. De maneira geral, os delineamentos Dg perdem menos eficiéncia em

relacao ao critério Ag do que os delineamentos Ag sob o critério Dg, embora quando
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os modelos nao contém o termo da interacao, os desempenhos sao similares. Em par-

ticular, os delineamentos Ag-6timos 5 e 6, ja destacados como um tanto anoémalos,

contribuiram para as baixas eficiéncias na Tabela 6.

Xz

10

°

05

00

-0.5

-10

: | [
5 (15,00) 3(24,90)
7 (5.10) 5 (15,00)
un__
-1.0 -05 0.0 05 10

(a) Delineamento 1

"?(15‘30) 5 (24,90)
2(14,34)

] [
8 (5.10) 1(11,70)

‘ ‘ ‘ .

-1.0 -05 0.0 05 10

(d) Delineamento 4

n

4(10,05) 1(21,93) 8(29.85)
1(2193),

3(10,05) 3(10,05)

Bl | n
T T T T T
-10 -05 0.0 05 10

X

(g) Delineamento 7

o ]
4 (24,90)
° | m4assy
2(14,01)
2 2
$ 4 4(13,68)
6(5,10) u
o .
! T T T T
-1.0 -0.5 0.0 05 10
X
(b) Delineamento 2
24m | ]
2(10,05) 3(29,85)
v |
5
9(19,76)
X 31
$ 4
2(10,05) 3(10,05)
3w | |
-10 -05 0.0 05 10
Xy
(e) Delineamento 5
2(13:35) 6(29,85)
o |
3
2 2 4(20,61)
.
ey
3(10,05) 5 (6,75)
.
(L I : —
-10 -05 0.0 05 10

(h) Delineamento 8

Xz

-1.0

10

05

00

-05

-10

4(15,00)

8 (5,10)

5 (24,90)

3(15,00)

-1.0 -05 0.0
Xy

(¢) Delineamento 3

[] u
2(13,35) 3(29,85)
8 (18,30)
2(10,05) 5675
u
T T T T
1.0 -05 0.0 05 10

X1

(f) Delineamento 6

ERl |

4(19,95) 4(19,95)
o
2
o
3
o
g
?

4(19,95) 8(0.15)
Bl |
! T T T

-1.0 -05 0.0 05 1.0

X;

(i) Delineamento 9

Figura 5: Delineamentos localmente Ag-6timos para o Exemplo 1. Os modelos sob

os quais cada delineamento foi obtido sao os da Tabela 2. Os ntimeros se referem ao

niimero de repeticoes e E(Y M) (entre parénteses) para cada tratamento.
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Tabela 5: Eficiéencias dos delineamentos localmente Dg-6timos do Exemplo 1 sob o

critério Ag, todos com A =0

Delineamento

Modelos sem interacao

Modelos com interagao

Modelo 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 94,66 95,06 98,35 99,10 24,13 21,69 95,74 94,31 95,73
2 72,91 86,69 78,10 83,94 24,36 20,19 73,82 70,98 69,94
3 80,89 83,17 90,62 93,16 2359 20,93 93,61 91,07 93,61
4 76,67 82,44 8728 90,94 52,02 53,35 88,09 8551 84,86
5 62,00 66,32 63,03 65,09 76,16 70,04 69,07 68,61 64,58
6 65,25 70,67 68,78 71,41 79,96 81,42 7571 78,43 70,83
7 75,18 79,15 81,69 84,75 70,65 64,94 88,77 86,62 87,20
8 70,04 74,14 7711 79,67 76,81 78,04 84,17 8525 8249
9 93,50 92,98 94,90 94,94 2398 21,72 9514 9439 95,14
Minimo 62,00 66,32 63,03 65,09 2359 20,19 69,07 68,61 64,58
Média 76,79 81,18 82,21 84,78 50,18 48,04 84,90 8391 8271
Méximo 94,66 9506 98,35 99,10 79,96 81,42 9574 94,39 95,73

Tabela 6: Eficiéncias dos delineamentos localmente Ag-6timos do Exemplo 1 sob o

critério Dg, todos com A =0

Delineamento

Modelos sem interacao

Modelos com interagao

Modelo 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 85,98 72,60 71,76 72,14 0,13 0,10 40,08 41,04 90,09
2 94,73 93,07 83,44 82,87 1,14 1,23 52,78 47,42 76,08
3 95,15 79,26 85,76 83,65 0,13 0,10 40,18 40,22 87,50
4 99,38 85,07 90,97 89,80 0,18 0,13 55,97 52,22 86,50
5 63,49 54,11 74,95 74,43 65,31 51,26 57,69 58,62 72,72
6 65,30 55,64 75,30 71,80 54,03 64,72 56,66 62,36 74,36
7 95,35 82,90 91,34 90,13 0,27 0,19 79,71 72,67 89,01
8 90,36 80,36 86,34 84,70 35,43 41,36 73,83 74,57 90,37
9 95,35 82,90 91,34 90,13 0,27 0,19 79,71 72,67 89,01
Minimo 63,49 54,11 71,76 71,80 0,13 0,10 40,08 40,22 72,72
Média 87,23 76,21 83,47 82,18 17,43 17,70 59,62 57,98 83,96
Méximo 99,38 93,07 91,34 90,13 65,31 64,72 79,71 74,57 90,37

O delineamento

D-6timo balanceado de um

para o modelo sem interacao e com variabilidade

fatorial 22

que se tinha

baixa do delineamento 1

(E (Y()‘)) = Po+ Prx1 + 52x2), é perdido para o critério Ag, pois, embora o deli-
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neamento continue sendo um fatorial 22, torna-se desbalanceado com os maiores
nimeros de repetigoes alterados nos pontos (1;1 e —1;—1), que sdo os tratamen-
tos com valores esperados mais distantes do valor esperado médio (24,90 e 5,10,
respectivamente).

Com uma variabilidade mais alta (modelo 3), a distorgdo é maior ainda, pois o
delineamento agora ¢ desbalanceado em mais pontos, como se pode ver melhor pela
Figura 6, que apresenta os delineamentos D e Ag para os modelos 1 e 3 da Tabela 1.

Essa mesma caracteristica ocorre também se ; < [y para o modelo sem interacao

(modelo 2 e 4).
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Figura 6: Delineamentos D e Ag-6timos para os modelos 1 e 3 da Tabela 1, com o

nimero de repeticoes e valor esperado em parénteses.
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4.1.2 Exemplo 2

Esse exemplo é uma extensao do Exemplo 1 para modelos de segunda ordem,
também considerado por Atkinson & Cook (1997) no caso continuo. Os valores de
[ utilizados refletem situacoes nas quais as combinagoes dos niveis dos fatores que
maximizam a resposta estao localizadas no interior da regiao experimental. Foram
considerados valores de parametros que resultam desde leve curvatura da superficie
de resposta até curvaturas bem acentuadas. A Tabela 7 apresenta os modelos usados

para a construcao dos delineamentos localmente Dg e Ag-0timos.

Tabela 7: Valores dos parametros dos modelos (com os pontos de 6timos) usados no

Exemplo 2, todos com o = 0,01

Modelo  Bo B1 P B11 Ba2 P2 x(opt)

a 1,00 005 005 -0,075 -0,075 0,05 (0,5:0,5)
b 22,00 4,95 4,95 -7,425 -7.425 495 (0,5:0,5)
c 60,00 4,95 4,95 -4950 -2720 4,95 (0,1:1,0)
d 23,00 1,10 880 -3,025 -6,873 4,95 (1,0:1,0)
e 15,00 050 0,550 -6,000 -6,000 -0,75 (0,0;0,0)

4.1.2.1 Delineamentos localmente D-46timos

Os delineamentos D-6timos estao apresentados na Figura 7 e suas eficiéncias
na Tabela 8. No geral, nota-se uma leve influéncia do valor de A sob o delineamento,
porém, em termos praticos, desprezivel. Para o modelo "a”, o delineamento D-6timo
nao se altera com o valor de \ e é uma distorcao de um fatorial 32, mas desbalanceado
7(a). Este delineamento é similar ao delineamento continuo, porém com peso menor

no ponto central.
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Figura 7: Delineamentos localmente D-6timos para os modelos de segunda ordem
(Exemplo 2). O tamanho do simbolo dos pontos é proporcional ao nimero de re-
peticdes (1, 2, 3), E(YW) (entre parénteses) para os tratamentos das bordas e X é

o ponto de 6timo.

Para um modelo com alta curvatura ”b”, mas ainda simétrico (3 = (22,00;
4,95; 4,95; -7,425; -7,425; 4,95)), com A = 0, o resultado é o delineamento 2 (Figura

7(b)), que é similar ao delineamento 1, porém com trés pontos na linha de x; + x5 =



42
0,6 e sem o ponto central. Percebe-se uma pequena mudanga quando se altera o
valor do A para 0,5 ou 1 (delineamento 3 da Figura 7(c)), principalmente, proximos
dos pontos (0 ; -1) e (-1 ; 0). Contudo, identifica-se que apesar de necessitar mais
pontos, a estrutura é bem parecida ao delineamento 2, com uma perda bem pequena
de eficiéncia (~ 0,1%), conforme pode ser conferido na Tabela 8.

Até entao foram discutidos modelos simétricos para os parametros [.
Pertubando-se inicialmente os parametros quadraticos, ou seja, utilizando 3 =(60,00;
4,95; 4,95; -49,5; -2,72; 4,95) (modelo ”¢”), cujo maximo esperado estd no ponto
(0,1;1,0), novamente obtém-se delineamentos diferentes para A =0 ou A = 0,5 ou 1,
que sao os delineamentos 4 (Figura 7(d)) e 5 (Figura 7(e)), respectivamente. Ambos
delineamentos incluem mais pontos do que os anteriores.

Para simular uma situagdo bem dréstica, usou-se B = (23,00; 1,10; 8,00; -
3,025; -6,873; 4,95) (modelo ”d”). Os delineamentos resultantes sdo apresentados na
Figura 7. Novamente, assim como no exemplo anterior, os delineamentos sao muito
parecidos com perda de eficiéncia para os diferentes valores de A abaixo de 1%.

Por fim, voltando ao modelo simétrico, todavia agora de forma que o valor
méximo esperado seja no ponto central (0;0), foram utilizados os parametros 3 =
(15,00; 0,50; 0,50; -6,0; -6,0; -0,75). Para A = 0, o delineamento 8 (Figura 7(h)) e
A =0,5 ou 1 para o delineamento 9 (Figura 7(i)) sdo os étimos. Estes delineamentos
sao bem préximos do fatorial 32 com trés pontos préximos do centro.

No geral, as eficiéncias da Tabela 8 mostram que a pior situagao para se delinear
é quando a posicao do 6timo da resposta estd localizado na fronteira ao longo de
um dos lados da regiao experimental. Todos os delineamentos construidos perdem
eficiéncia acentuadamente em pelo menos uma situagao e , talvez, do ponto de vista
prético seja aconselhavel planejar sob modelos como nos delineamentos 3, 4 e 5, que
apresentam eficiéncias acima de 90% em todas as situagoes, exceto quando o étimo

estd na borda.
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Tabela 8: Eficiéncias dos delineamentos localmente D-6timos apresentados na Figura

7 sob diversos modelos de segunda ordem (Exemplo 2)

Delineamento
Modelo A 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,0 100,00 94,10 93,88 93,35 93,79 93,63 93,06 97,58 97,33
a 0,5 100,00 94,04 93,82 93,32 93,76 93,63 93,07 97,58 97,33
1,0 100,00 94,01 93,80 93,31 93,74 93,64 93,08 97,57 97,32
0,0 89,82 100,00 99,70 90,39 89,50 94,66 93,44 92,61 92,23
b 0,5 90,81 99,52 100,00 92,07 91,45 94,93 94,29 94,42 94,04
1,0 90,90 99,46 100,00 92,25 91,67 94,94 94,34 94,56 94,18
0,0 85,17 81,35 84,98 100,00 99,37 82,25 83,89 87,31 87,60
¢ 0,5 84,12 83,08 85,61 99,25 100,00 82,86 83,70 86,55 86,76
1,0 84,10 83,26 85,74 99,19 100,00 82,97 83,77 86,56 86,77
0,0 88,98 96,53 96,00 84,40 83,97 100,00 99,35 86,65 85,76
d 0,5 89,01 96,19 96,58 85,15 84,65 99,80 100,00 86,93 86,01
1,0 89,05 96,11 96,57 85,40 84,91 99,71 100,00 86,97 86,05
0,0 96,60 93,25 95,90 92,94 92,98 94,37 95,01 100,00 99,95
e 0,5 95,29 93,26 95,70 92,65 92,68 94,16 94,42 99,77 100,00
1,0 95,07 93,22 95,64 92,61 92,65 94,10 94,30 99,73 100,00

Miimo 84,10 81,35 84,98 84,40 83,97 82,25 83,70 86,55 85,76
Média 91,93 93,16 94,26 92,42 9234 93,04 9305 92,99 92,76
Méximo* 96,60 99,52 99,70 9925 99,37 99,80 99,35 99,77 99,95

*Méximo excluindo a situagao na qual o delineamento em questdo é o étimo.

Na pratica, é possivel que o pesquisador assuma um modelo mais complexo na
fase de delineamento, porém na andlise de dados tem a oportunidade de simplificar
este modelo. Assim, é de interesse verificar a perda de eficiéncia dos delineamentos
D-6timos obtidos sob os modelos de 2* ordem apresentados na Figura 7, em relacao
aos delineamentos obtidos sob modelos mais simples. Para este fim, comparou-se
os delineamentos da Figura 7 aquelas da Figura 2 que foram obtidos sob modelos
sem efeitos quadraticos. As eficiéncias sao apresentados na Tabela 9. Em geral, a
perda varia de ~ 9 a 26% de eficiéncia ao utilizar os delineamentos planejados sob

modelos com mais parametros, sendo o delineamento 8 o que apresenta menor perda.
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Com base nesses resultados, como a perda nao é exagerada na presenca de incerteza
sob a ordem do modelo, é preferivel arriscar perder alguma informacgao utilizando
o delineamento obtido sob modelos mais complexos, ja que uma vez delineado para
modelos mais simples, pode ser impossivel ajustar um modelo mais complexo, devido
a singularidade da matriz de informacao. Note que os tratamentos sao préximos do

fatorial 3% desbalanceados, com maior nimero de repeticoes nos vértices e centro.

Tabela 9: Eficiéncias do delineamentos localmente D-6timos apresentados na Figura

7 em relacao aos delineamentos obtidos sob os modelos sem os efeitos quadraticos

Delineamentos com efeitos quadréticos

Modelo 1 2 3 4 5 6 7 8 9

82,87 85,14 82,78 83,68 91,55 86,83 82,43 83,11 81,37
77,68 80,43 77,36 78,49 85,14 80,16 75,69 76,21 74,60
78,45 81,12 77,61 78,73 83,74 7885 7556 76,09 75,40
79,568 81,72 79,27 80,58 85,55 79,53 77,91 7844 76,42
80,59 82,78 80,21 81,42 86,65 80,61 79,06 79,55 77,61
79,09 82,51 78,67 79,85 8542 81,62 77,02 78,18 78,57
76,92 80,22 7593 77,33 83,16 79,20 74,02 75,18 78,23
78,70 81,25 78,32 79,41 83,67 79,17 7544 76,16 77,85
78,656 81,07 78,57 79,59 83,97 79,53 7561 76,35 77,92
Minimo 76,92 80,22 75,93 77,33 83,16 78,85 74,02 75,18 74,60
Média 79,17 81,81 78,775 7990 8543 80,61 76,97 77,70 77,55
Maximo 82,87 85,14 82,78 83,68 91,55 86,83 82,43 83,11 81,37

© 0 N O Ut s W N

4.1.2.2 Delineamentos localmente Dg-6timos

Utilizando-se o critério Dg para os parametros 3's (exceto o intercepto), os
delineamentos encontrados sao apresentados na Figura mais desbalanceados do que
os D-6timos. Na Figura 8. Nota-se que, na maioria dos casos os pontos dos delinea-
mentos se concentram, mais ou menos, na mesma regiao de concentragao de pontos

dos delineamentos D-6timos 7. As eficiéncias encontram-se na Tabela 10.
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Figura 8: Delineamentos localmente Dg-6timos para o Exemplo 2. Os modelos sob
os quais cada delineamento foi obtido sao os mesmos da Tabela 4. O tamanho do
sfmbolo dos pontos é proporcional ao niimero de repeticdes (1, 2, 3), E(Y™N) (entre

parénteses) para os tratamentos nos cantos ou vértices e X é o ponto de 6timo.
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Tabela 10: Eficiéncias dos delineamentos localmente Dg-6timos do Exemplo 2, todos

com A=0

Delineamentos Dg

Modelo 1 2 3 4 5 6 7 8 9

100,00 94,74 93,55 87,97 91,05 95,60 95,71 97,29 95,99
90,20 100,00 99,31 68,50 80,02 93,99 93,50 86,29 85,06
91,00 99,63 100,00 73,33 82,63 93,02 92,84 87,46 86,27
77,32 75,98 76,95 100,00 98,84 70,90 71,21 80,66 82,98
75,86 75,07 75,88 98,10 100,00 71,09 70,98 77,97 79,93
84,66 94,15 92,54 77,00 78,35 100,00 99,78 77,83 78,69
85,15 94,75 94,25 76,99 78,16 99,65 100,00 78,94 79,35
97,07 94,08 94,61 74,79 88,62 93,73 93,68 100,00 99,68
96,40 93,62 94,92 76,35 88,21 93,15 92,85 99,54 100,00
Minimo 75,86 75,07 75,88 68,50 78,16 70,90 70,98 77,83 78,69
Média 88,63 91,34 91,33 81,45 87,32 90,13 90,06 87,33 87,55
Maximo 97,07 99,63 99,31 98,1 98,84 99,65 99,78 99,54 99,68
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4.1.2.3 Delineamentos localmente Ag-6timos

Foram construidos nove delineamentos Ag-6timo sob os modelos da Tabela 7.
Na Figura 9 tém-se as configuracoes dos delineamentos e na Tabela 11 tém-se as suas
eficiéncias. Percebe-se que os delineamentos Ag-6timos vistos na Figura 9 sao bem
diferentes dos D-6timos e, da mesma maneira que no Exemplo 1, apresentam regioes
de pontos com alto niimero de repeticoes.

As eficiéncias apresentadas na Tabela 11 mostram a maior sensibilidade do
critério Ag aos valores dos parametros. Em relacao a A\, a perda varia de ~ 4 a
13%, mas maior sensibilidade é verificada em relagao aos s, com perdas que podem
chegar a 90%. Dentre os casos estudados nao foi possivel encontrar um modelo
que gerasse um delineamento mais robusto, pois o melhor deles apresenta perda de
~ T76%, que, similarmente ao encontrado na Secao 4.2.1.1. é o delineamento sob o

modelo com ponto de étimo no perimetro da regiao experimental.
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Tabela 11: Eficiéncia dos delineamentos localmente Ag-6timos apresentados Exemplo

2, sob diversos modelos

Delineamento
Modelo A 1 2 3 4 5 6 7 8 9

a 0,00 100,00 67,66 65,15 60,75 63,28 58,24 57,24 59,86 67,55
b 0,00 37,69 100,00 94,54 46,71 34,29 77,54 69,10 60,64 58,83
b 0,50 37,08 91,46 100,00 46,72 38,73 63,48 61,87 59,98 63,04
c 0,00 12,08 22,47 20,74 100,00 87,52 19,39 21,14 52,78 55,65
c 0,50 12,21 24,99 21,09 89,42 100,00 16,00 18,39 46,05 52,68
d 0,00 16,59 66,93 77,79 29,37 24,52 100,00 92,48 18,83 13,98
d 0,50 13,66 58,00 78,39 23,71 21,81 91,04 100,00 12,75 9,48

e 0,00 48,02 43,37 40,06 43,11 32,55 49,88 38,76 100,00 96,06
e 0,50 40,10 31,03 28,92 37,26 28,74 35,88 28,23 93,85 100,00

Minimo 12,08 22,47 20,74 23,71 21,81 16,00 18,39 12,75 9,48
Média 35,27 56,21 58,52 53,01 47,94 56,83 54,13 56,08 57,47
Méximo* 48,02 91,46 94,54 89,42 87,52 91,04 92,48 93,85 96,06

*Méaximo excluindo a situagao na qual o delineamento em questdo é o étimo.

Comparando os delineamentos Dg e Ag-6timos nas Tabelas 12 e 13, é possivel
verificar que as perdas de eficiéncias para este exemplo, sao maiores daqueles vistos
no Exemplo 1. E, assim como foi visto no Exemplo 1, os delineamentos Dg perdem

menos eficiéncia comparados aos Ag-6timos do que vice versa.
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Figura 9: Delineamentos localmente Ag-6timos para os modelos de segunda ordem

(Exemplo 2).

O tamanho do simbolo dos pontos é proporcional ao nimero de re-

peticoes do tratamento (1, 2, 3, 4, 5), E(Y V) (entre parénteses) para os tratamentos

nos vértices e X é o ponto de 6timo.
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Tabela 12: Eficiéncias dos delineamentos localmente Dg-6timos do Exemplo 2 sob o

critério Ag

Delineamentos Dg

Modelo A 1 2 3 4 5 6 7 8 9

a 0,00 87,51 74,06 74,37 62,36 62,51 66,20 67,59 79,00 79,17
b 0,00 84,48 90,88 89,48 67,84 69,51 87,78 87,44 7745 76,55
b 0,50 77,02 84,58 84,00 61,38 61,81 83,02 82,90 71,30 70,61
c 0,00 7872 73,80 7515 8528 8330 67,69 67,37 76,04 77,11
c 0,50 61,76 55,59 56,78 67,35 67,50 50,84 50,87 56,89 57,61
d 0,00 76,31 80,42 7831 5887 57,52 8573 84,19 71,71 70,75
d 0,50 70,26 72,60 71,63 56,63 5570 79,35 79,27 64,36 63,85
e 0,00 63,49 62,07 63,16 5921 58,14 53,09 52,54 6858 69,34
e 0,50 61,88 59,58 61,00 58,19 57,88 48,20 47,95 6522 66,84
Minimo 61,76 55,59 56,78 56,63 5570 4820 47,95 56,89 57,61
Média 73,49 72,62 72,65 64,12 63,76 69,10 6890 70,06 70,20
Méximo 87,51 90,88 89,48 8528 83,30 87,78 87,44 79,00 79,17

Tabela 13: Eficiéncias dos

critério Dg

delineamentos localmente Ag-6timos do Exemplo 2 sob o

Delineamentos Ag

Modelo A 1 2 3 4 5 6 7 8 9

a 0,00 8227 49,66 4559 17,21 14,74 33,05 24,68 63,25 48,67
b 0,00 67,71 87,98 8359 2240 19,84 61,55 5283 6535 51,10
b 050 62,32 8588 8455 2532 2218 56,83 51,53 69,06 5591
c 0,00 67,16 25,17 2620 74,07 6568 3446 26,87 1840 15,83
c 0,50 71,84 39,63 4096 70,14 7509 33,60 2509 44,60 35,02
d 0,00 70,92 66,34 5647 13,28 12,81 78,07 67,43 62,66 47,89
d 0,50 70,58 64,01 5509 13,79 12,87 78,16 68,64 62,98 47,37
e 0,00 76,68 46,72 41,75 23,62 18,69 2588 19,10 6508 50,60
e 0,50 7529 4536 40,94 2859 2233 2985 2122 6620 54,07
Minimo 62,32 2517 26,20 1328 1281 258 19,10 1840 1583
Méd 71,64 56,75 5279 32,05 29,36 47,94 3971 57,51 45,16
Méximo 82,27 87,98 8455 74,07 7509 78,16 68,64 69,06 5591

4.1.3 Exemplo 3

A exploracao do comportamento dos delineamentos 6timos para mais fatores,

serd baseada nos dados de um experimento na &drea téxtil, para os quais Box &

Cox (1964) e Atkinson et al. (2007) recomendaram transformacao. O experimento
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utilizou o fatorial 3% com n = 20. Os fatores foram: X; o comprimento (cm) da
amostra de fio (25;30;35) , X, a amplitude (mm) de ciclo de carregamento (8;9;10)
e X3 a carga (g) (40;45;50). O objetivo foi estimar o nimero de ciclos & falha de
um fio de 1a (penteado) sob ciclos de carregamento repetido.

De acordo com Atkinson et al. (2007), um modelo de primeira ordem
(E (Y(’\)) = Bo + frx1 + Poxo + ﬁgzr;g) é adequado, com as seguintes estimativas dos
parametros: 3 = (6,335; 0,832; -0,631; -0,392), A = 0 e 6 =0,1856. Encontrou-se
delineamentos localmente D-6timos assumindo os valores dos parametros iguais as
estimativas e também para o modelo incluindo os trés termos de interacao dupla,
assim como dois valores para o.

Os delineamentos sao apresentados na Figura 10 e suas eficiéncias na Tabela
14. Como para o caso de 2 fatores, o valor de A\ nao afeta o delineamento. Para
os modelos sem interacao, desbalanceamento maior é obtido para o caso de maior
variancia. O conjunto de pontos de ambos os delineamentos é o fatorial 23.

Para o delineamento 1 (Figura 10 (a)), os nimeros maiores de repeticoes (2/10)
estao localizadas justamente nos tratamentos que possuem o maior e menor valor es-
perado (4,48 para o tratamento (—1;1;1) e 8,19 para o tratamento (1;—1;—1)),
enquanto que as menores repetigoes (1/10) estao nos tratamentos com valores espe-

rados intermedidrios.
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Figura 10: Delineamentos localmente D-6timos para o Exemplo 3. Tamanho dos

simbolos proporcional ao nimero de repetigoes do tratamento (1, 2, 3).

Caso a variabilidade aumente para um valor 5 vezes maior (¢ = 0,928), os

nimeros de repeticoes sao bastantes alterados, embora continue o fatorial 22, como

se pode ver no delineamento 2 (Figura 10 (b)). Isso ocorre para todos os valores de

A, exceto A = 0, embora, em termos de eficiéncia, pode-se verificar que a perda é,

em geral, muito pequena.
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Os delineamentos 3 e 4 foram obtidos sob o modelo com as interacoes de se-
gunda ordem, totalizando 7 parametros de regressao, ou seja, F (Y(’\)) = Bo+ P11+
Loty + PB3x3+ Bar1x9 + Bsr123 + Berox3. Similarmente ao caso de 2 fatores, quando a
variabilidade ¢ pequena, um ponto extra é incluido no 23. Este ponto interno (0;1;1)
possui um peso inferior aos demais. Para variabilidade maior, volta o delineamento

23 desbalanceado.

Tabela 14: Eficiéncias dos delineamentos localmente D-6timos para o exemplo 3

apresentados na Figura 10 sob diversos modelos

Delineamento

o A 1 2 3 4

Sem interagao
0,0 100,00 98,59 97,52 9891
0,1856 0,5 100,00 98,51 97,54 98,86
1,0 100,00 98,50 97,55 98,86

0,0 100,00 99,74 97,58 98,23
0,9280 0,5 99,80 100,00 97,32 98,00
1,0 99,73 100,00 97,24 97,93

com interacao

0,0 97,77 90,95 100,00 98,66
0,1856 0,5 97,62 91,03 100,00 98,46
1,0 97,61 91,05 100,00 98,43
0,0 99,14 9228 97,99 100,00
0,9280 0,5 99,23 92,64 97,98 100,00
1,0 99,25 92,69 97,98 100,00

Miimo 97,61 90,95 97,24 97,93
Média 99,10 95,22 98,29 98,86
Méximo* 99,80 99,74 97,99 98,81

*Méximo excluindo a situacao na qual o delineamento em

questao é o 6timo.

Assim como nos Exemplos 1 e 2, os valores das eficiéncias indicam que é me-
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lhor delinear sob o modelo com interacao, pois ao se avaliar os delineamentos 3

ou 4, sob modelos sem interacao, perde-se menos eficiéncia do que avaliando-se os
delineamentos 1 e 2 sob modelos com interacao.

Como o aumento do nimero de fatores (aumento da complexidade do modelo)

nao parece trazer novidades aos resultados, aumentando apenas o esfor¢co computa-

cional, a investigacao nesse exemplo fica restrita ao critério D.

4.1.4 Exemplo 4

Os resultados nos exemplos anteriores mostram que os delineamentos obtidos
sempre apresentaram pelo menos um tratamento com repeticao. Isso serviu de mo-
tivagdo para a comparagao desses delineamentos com o delineamento (D P)-6timo
que modifica o critério D de forma que o delineamento apresente graus de liberdade
para estimar o erro puro. Para este fim, sera utilizado o mesmo exemplo de Gilmour
& Trinca (2012), que usaram n = 16, k = 3 e o modelo de 2° ordem. Os autores
apresentaram o delineamento Dg-6timo e verificaram que este inclui poucos pontos
proximos ao centro da regiao e tratamentos nao replicados. Assim, nao é possivel
a estimagao do erro puro. Este delineamento é apresentado na Figura 11 (¢). Por
sua vez, o delineamento (D Ps)-6timo (Figura 11 (d)) apresenta 6 graus de liberdade

para o erro puro.
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Figura 11: Delineamentos localmente D, Dg e DP-6timos para o Exemplo 4.

Simbolos pequenos apresentam 1 repeticao e simbolos grandes 2 repeticoes.

Note, porém que, esses delineamentos nao foram construidos visando a trans-
formacao de y. J4 considerando o modelo de transformagao, foram construidos 3
delineamentos D-6timos para A= 0, 0,5 e 1, 8 foram (1; 0,05; 0,05; 0,05; -0,075;
-0,075; -0,075; 0,05; 0,05; 0,05) e o =0,01.

No entanto, os delineamentos, em termos de eficiéncia, nao sofreram influéncia
de A e um deles é apresentado na Figura 11 (a). Dois dos tratamentos desse deli-
neamento é repetido duas vezes e os demais apenas uma. A Tabela 15 mostra que
em termos de eficiéncia, os trés delineamentos sao equivalentes. O delineamento

Dg-6timo usual perde apenas ~ 1,5% de eficiéncia frente aos construidos visando a
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transformagao de Box-Cox. J4 o (DP)s-6timo mostra grande perda, mais de 15%,
indicando que para a transformacao, as repeticoes, se existirem, devem estar em
pontos especificos. Note, porém, que o delineamento 1 apresenta apenas 1 grau de

liberdade para erro puro.

Tabela 15: Eficiéncia dos delineamentos localmente D-6timos apresentados na Figura

11 do Exemplo 4 sob diversos modelos

A Com transformacao Dg (DP)gs
A=0 100,00 98,47 84,16
A=0,5 100,00 98,43 84,17
A=1 100,00 98,41 84,18

4.2 Critérios Compostos

O uso do critério Ag nas secoes 4.1.1.4 e 4.1.2.3 resultou em delineamentos
com altissimos desbalanceamentos, nao sendo de uso muito encorajador na pratica.
O uso de um critério composto pode corrigir esse problema, que ¢ investigado nesta

secao. Para isso, os modelos dos exemplos 1 e 2 serao considerados.

4.2.1 Exemplo 1

Uma combinagao de dois critérios pode ser feita com critérios compostos, com o
objetivo de incorporar ao delineamento, a possibilidade de ajuste de um modelo tanto
homocedéstico quanto o que considera transformacao. A primeira opgao investigada
usa uma composicao de tracos de inversas de duas matrizes de informacao, a primeira
referente ao modelo sem transformacao e a segunda com transformacao. Assim o

critério utilizado foi

Wy = [tr [WM(E) 7] x [tr [WoML(£,0)71]] " (39)

no qual W; e W, sao matrizes de pesos aos parametros dos modelos sem e com

transformacao, respectivamente. Esse critério, denotado por W44, indica o uso do
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traco em ambos os componentes do critério. Quanto maior o valor de «, maior o

peso para a parte homocedastica do critério.

R ] []] o I 1(1830) [] 2
5 (15,00) 4(24,90) 47.60) 4(24,90) 4 (15,00) 5 (24,90)
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Figura 12: Delineamentos localmente 6timos sob o critério W a4 (o =0,5). Os mo-
delos sob os quais cada delineamento foi obtido sao os mesmos da Tabela 1. Os
niimeros se referem ao niimero de repeticées e E(Y ™M) (entre parénteses) para cada

tratamento.

Com a =0,5, obteve-se os 9 delineamentos sob os modelos da Tabela 1, que sao
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apresentados na Figura 12. Os delineamentos resultantes apresentam padroes mais
similares aos delineamentos D e Dg-6timos (Figuras 2 e 4), porém com repetigoes
distintas. O problema do desbalanceamento acentuado dos delineamentos Ag-otimos
(Figura 5) nao aparece mais. Para os modelos com interagao, os delineamentos
apresentam mais pontos (como o que ocorre com o critério D). Além disso, é visivel
que quando se aumenta o valor da variabilidade, o delineamento tende se tornar o
fatorial 22, porém continua sendo desbalanceado. Para os modelos sem interacao, o
delineamento tende a se tornar um fatorial 22 mais balanceado.

Critérios baseados no traco apresentam custo computacional alto devido a ob-
tencao das inversas das matrizes. Assim, outro tipo composto com o uso do trago em
apenas um dos componentes pode ser interessante. Propoe-se, entao, o critério com-
posto ¥ p 4 que usa informacao do critério D na parte do modelo com a transformacao

de Box-Cox, e do critério A na parte do modelo homocedastico, dado por

Wpa = [MA(E0)]* x [tr [WoM(€) Y]] " (40)

no qual Wy é a matriz de pesos aos parametros de regressao.

Na Figura 13 sao apresentados os delineamentos obtidos para os valores de
a = 0,00, 0,25, 0,50, 0,75, 1,00, fixando-se o modelo 5 da Tabela 1. Para os outros
modelos, o comportamento é similar, ou seja, quanto menor o valor do peso o (maior
o peso para o A cldssico), o delineamento tende a se tornar mais balanceado e se

aproximar para o fatorial 2.
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Figura 13: Delineamentos localmente 6timos sob o critério ¥ p4 para o modelo 5

do Exemplo 1. Os ntimeros se referem ao niimero de repeticdes e E(Y V) (entre

parénteses) para cada tratamento.

Ao observar na Figura 14, os 9 delineamentos sob os modelos da Tabela 1

usando o critério Vp4 e a =0,5, pode-se perceber que eles pouco se alteram na

mudanca dos parametros (3’s, sendo que a maioria destes sao um fatorial completo

22,

interacao 5 e 6.

Esse comportamento sé nao é observado nos delineamentos sob modelos com
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Figura 14: Delineamentos localmente étimos sob o critério Vpa (a =0,5). Os mo-
delos sob os quais cada delineamento foi obtido sao os mesmos da Tabela 2. Os
niimeros se referem ao niimero de repeticdes e E(Y M) (entre parénteses) para cada

tratamento.

Por outro lado, observando-se a Tabela 16 e analisando as eficiéncias dos deli-
neamentos W p4-6timos sob o critério D, fica evidente que estes sao mais robustos,

pois a perda de eficiéncia é bem pequena. Assim, o uso deste critério composto pode



ser considerado satisfatério.
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Tabela 16: Eficiéncias dos delineamentos localmente 6timos sob o critério ¥ p4 do

Exemplo 1 em relacao aos delineamentos D-6timos (Figura 2), usando o =0,5 e

A=0
Delineamentos W p 4

Modelo 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 100,00 99,25 97,90 97,90 94,07 92,99 97,54 98,89 98,29
2 100,00 99,28 97,90 97,90 94,12 93,10 97,54 98,89 98,28
3 100,00 99,11 98,31 98,31 92,29 91,09 97,80 98,57 97,55
4 100,00 99,13 98,27 98,27 92,42 91,11 97,76 98,62 97,55
5 97,91 96,90 95,97 95,97 95,24 94,44 9547 9597 95,13
6 97,43 96,43 95,48 95,48 94,85 94,43 94,98 95,53 94,74
7 100,00 98,71 98,15 98,15 90,88 90,01 97,87 98,15 95,98
8 100,00 98,71 98,04 98,04 91,06 90,66 97,74 98,34 96,37
9 100,00 98,71 96,68 96,68 90,52 90,01 9597 98,15 97,87
Minimo 97,43 96,43 95,48 95,48 90,52 90,01 94,98 95,53 94,74
Média 99,48 98,47 97,41 97,41 92,83 91,98 96,96 97,90 96,86
Méximo 100,00 99,28 9831 98,31 9524 9444 97,87 98,89 98,29

4.2.2 Exemplo 2

Nos modelos descritos na Tabela 7, utilizou-se também o critério composto ¥ p 4

(parte usando informagao do critério D com a transformacao de Box-Cox e parte do

critério A cléssico), podendo-se notar que quanto menor o peso para a parte do D

com a transformacao de Box-Cox, o delineamento se distancia daquele observado

anteriormente (Figura 7). Por exemplo, para o modelo simétrico a da Tabela 7,

que apresenta uma baixa curvatura, foi visto que o delineamento D-6timo é uma

distorcao de um fatorial 32. Este é exatamente o mesmo quando se usa o valor 1

para «, como se pode ver na Figura 15 (e).

Na medida que este peso diminui, ou

seja, diminui o peso referente ao critério D com uso da transformacao de Box-Cox,

o delineamento tende a nao ter mais o ponto central, e somente nas extremidades.

Este mesmo cendrio pode ser percebido também para os outros modelos.

Os delineamentos Ag-6timos obtidos para o modelo com efeitos quadraticos no

Exemplo 2 (Figura 9) apresentaram um alto grau de desbalanceamento. Contudo,
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para os delineamentos sob o critério ¥ p 4, foram realizadas as correcoes da heteroge-
neidade de variancia por meio da transformacao de Box-Cox. Como no critério Wp 4,
é utilizado o trago da matriz sem o uso da transformagao, este pode ser o motivo de

um maior balanceamento dos delineamentos utilizando o critério composto.

S w2080 [ ] 2(1.00) M S {m 2080 [ ] 2(1.00) W S {3080 [ ] 2(1,00) W
? w2080 ] 3(0.80) |l ? {3080 ] 3080 2‘ {m2080 ] 3(0.80)
o s 00 05 10 1o s 00 0s 10 1o 05 00 0s 10
Xy Xi X
(a) Delineamento 1 (o =0) (b) Delineamento 1 (o =1%) (c) Delineamento 1 (o =3)
S 3080 ] 3ol 3 1M 3080 [] 300l
. o . o - -
< 3 X 3
3 w2080 ] 30080 S M08 30080
1o 05 00 0s 10 1o 05 00 0s 10
Xy X
(d) Delineamento 1 (o =2) (e) Delineamento 1 (« =1)

Figura 15: Delineamentos localmente 6timos sob o critério W p 4 para o modelo ” a” do
Exemplo 2. O tamanho do simbolo dos pontos é proporcional ao niimero de repeticoes

(1,2, 3) e E(Y™W) (entre parénteses) para os tratamentos das bordas.

Os 5 delineamentos sob o critério composto Wp, visto na Tabela 17 foram
construidos sob cada modelo da Tabela 7, usando A = 0 e a =0,5. Por meio das
eficiéncias dos delineamentos localmente sob o critério composto ¥p4 em relagao ao
critério D, pode ser visto que para os delineamentos com A = 0 e com um valor de
a =0,5 houve uma perda maior de eficiéncia (~ 15%) do que os vistos na Tabela 16,
que foi utilizado modelos mais simples (exemplo 1). Assim, diferente do exemplo 1, os

resultados mostram que o uso do critério composto ¥ p 4 proporciona delineamentos



um pouco mais eficientes.
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Tabela 17: Eficiencias dos delineamentos localmente 6timos sob ¥, do Exemplo 2

em relagao aos delineamentos D-6timos, usando o« =0,5e A =0

Delineamentos W p 4

Modelo A 1 2 3 4 5

Modelo 0,0 88,82 87,71 87,49 87,64 89,08
Modelo b 0,0 92,21 95,09 90,82 9519 92,79
Modelo b 0,5 92,06 95,59 90,81 95,61 92,74
Modelo ¢ 0,0 81,86 82,30 81,43 82,15 82,83
Modelo ¢ 0,5 80,23 81,06 79,90 80,90 81,30
Modelo d 0,0 73,40 85,09 74,95 85,90 75,18
Modelo d 0,5 76,96 86,73 77,47 86,82 78,35
Modelo e 0,0 84,63 82,37 83,38 82,14 86,61
Modelo e 0,5 85,56 82,44 84,54 82,09 87,29
Minimo 73,40 81,05 74,95 80,90 75,18
Média 83,97 86,49 83,42 86,50 85,13
Méximo 92,21 95,59 90,82 95,61 92,79




5 CONSIDERACOES FINAIS

O objetivo deste trabalho foi encontrar delineamentos 6timos exatos com tra-
tamentos fatoriais, assumindo um modelo linear, mas com suspeita de heterocedasti-
cidade e estudar a robustez ou sensibilidade dos delineamentos aos valores assumidos
aos parametros do modelo sob diversos critérios.

Os resultados indicam pouca sensibilidade do critério D as alteracoes dos valo-
res de A, embora em alguns casos, o delineamento tenha sofrido modificagoes, prin-
cipalmente em relacao ao parametro o (onde houve uma sensibilidade). Contudo,
é clara a tendéncia do delineamento 6timo colocar mais repeticoes nos tratamentos
cujas médias sao as mais discrepantes, priorizando as partes da regiao experimen-
tal que espera-se produzir respostas com variancia muito pequena e/ou aquelas com
variancia muito grande. Além disso, outra caracteristica que pode ser observada é
que os delineamentos 6timos construidos sob modelos que nao possuem interacao
perdem menos eficiéncia quando os valores dos parametros mudam do que os deline-
amentos construidos sob modelos que possuem interagao, embora os delineamentos
sob modelos com interacao sejam mais robustos na maior parte dos exemplos.

Em relacao aos delineamentos pseudos-Bayesianos D encontrados, é nitido que
sao muitos similares aos delineamentos localmente D 6timos, levando a pequena
perda de eficiéncia. Nao se nota ganho no uso desse critério, ja que ele demanda
maior tempo.

Observou-se que ha uma sensibilidade maior para o critério Ag, uma vez que
usando como critério a minimizagao da variancia ponderada de BIS (excluindo BO), 0s
delineamentos foram mais discrepantes e desbalanceados do que o fatorial completo

balanceado.
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Os delineamentos de segunda ordem quando comparados ao de primeira or-
dem perdem eficiéncia, conforme o esperado. Na pratica, essa perda de eficiéncia
observada pode valer a pena, pois a partir do modelo mais simples na fase inicial
de delineamento, nao sera possivel ajustar o modelo mais complicado, caso seja ne-
cessario. Uma outra observacao que pode ser citada é que os delineamentos Dg
perdem menos eficiéncia sob o Ag do que os delineamentos Ag avaliados sob o Dyg.
Em relacao aos delineamentos sob critério composto, verificou-se que o critério
W 44 resulta em delineamentos muito préximos do D e do Dg. Quanto ao critério
W pa, percebeu-se que quando o valor do peso o diminui, o delineamento tende a se
tornar mais balanceado e se aproximar para o fatorial 22. Além do mais, modificando
os valores de (’s, os delineamentos pouco se alteram.
Além disso, notou-se que os delineamentos sob o critério Wp 4, apresentam re-
sultados mais satisfatorios do que o W 44, talvez pelo motivo de ter como justificativa,

a colocacao de uma prioridade no critério D.
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