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Resumo

O objetivo deste trabalho € analisar a forma como Huygens e os irmdos Bernoulli,
propuseram e resolveram, respectivamente, os problemas do Isocronismo do
Péndulo (Tautécrona) e da Braquistocrona, Buscando, assim, contribuir para o
entendimento dos métodos utilizados pelos eruditos para essas demonstracoes.
Trata-se de uma pesquisa de cunho histérico-analitico, centrada no século XVII, que
fez-se uso de bibliografias que transcreviam os originais dos dois cientistas.
Observou-se que para o0 sucesso da resolugédo dos problemas propostos, muitos
conceitos matematicos conhecidos até entdo foram usados, contudo os que mais
deram suporte ao sucesso dos trabalhos em questao foram as teorias de Galileu e
as contribuicbes de Mersenne. Tanto os Bernoulli quanto Huygens concluiram no
final de seus trabalhos, que a curva procurada era uma Cicloide. A Braquistocrona €
um problema que faz parte de todo o desenvolvimento do Calculo de Variacdes e 0
Isocronismo contribuiu para a construgdo de reldgios de péndulo mais precisos e dos
maritimos.

Palavras-chave: Histéria da Matematica, Isocronismo, Braquistocrona, Cicldide.



Abstract

The goal of this essay is analyzing the way how Huygens and the Bernoulli brothers,
proposed and solved, respectively, the problems of the Pendulum Isocronism
(tautochrone) and the brachistochrone. Intending, this way, to contribute for the
understanding of the methods used for the erudites to these demonstrations. It is a
research of a historical aspect, centered in the XVIII century, and it was made use of
the bibliography which transcribed the originals of both scientists. It was observed
that for the success of the resolution of the suggested problems, lots of mathematical
concepts known at that time were used, however, the ones that had support to the
success of the resolution of the suggested problems were Galileu’s theory and
Mersenne’s contribution. As Bernoulli’'s as Huygens concluded at the end of their
works that the curve searched was a Cycloid. The Braquistocrona is a problem that is
part of all the development of the Calculus of Variations and the Isocronism
contributed to the construction of the most accurate pendulum clocks and the
maritime ones.

Key-words: Mathematic History, Isocronism, Brachistochrone, Cycloid
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1- CONSIDERACOES INICIAIS

Para compreender o avan¢o matematico do século XVII é necessario fazer um
breve relato dos seus aspectos histéricos que influenciaram esse periodo,
representado por monarcas e pela nobreza - o chamado “regime feudal”, onde a
politica € comandada pelo valor da terra, na figura do senhor feudal, tendo o dinheiro
como simbolo do poder econdmico. Assim, com 0 apoio de monarcas e nobres a

cultura e a ciéncia puderam obter um desenvolvimento expressivo.

Foi, entdo, uma época de grandes cientistas, em todas as areas, sendo alguns
deles: Thomas Harriot (1560-1648), John Napier (1550-1617), Jobst Burgi (1552-
1632), Henri Briggs (1561-1631), Galileu Galilei (1564-1642) Johann Kepler (1571-
1630), Gregory Saint-Vicent (1584-1667), Marin Mersenne (1588-1648), Girard
Desargues (1591-1661), Albert Girard (1595-1632), René Descartes (1596-1650),
Bonaventura Cavalieri (1598-1647), Pierre Fermat (1601-1665), Gilles Persone de
Roberval (1602-1675), Evangelista Torricelli (1608-1647), Frans van Schooten (1615-
1660), John Walllis (1616-1703), Alfonso Antonio de Sarasa (1618-1667), Nicolaus
Mercantor (1620-1687), René Francoise de Sluse (1622-1685), Blaise Pascal (1623-
1662) Jan Witt (1623-1672), Christian Huygens (1629-1695), Isac Barrow (1630-
1677), James Gregory (1638-1675), Isaac Newton (1642-1727), Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646-1716), Guillaume Francois I'Hopital (1661-1704), Jacob Bernoulli
(1654-1705), Johann Bernoulli (1667-1748), entre tantos outros que também

escreveram a histéria do século XVII.



E nessa época que esta centrado o trabalho aqui apresentado, que tem por
objetivo analisar a forma como Huygens propds e resolveu o problema do
Isocronismo do Péndulo e os irmdos Bernoulli o da Braquistocrona, a pesquisa
busca contribuir para o entendimento dessas demonstracoes.

Tendo em vista os trabalhos dos eruditos
acima citados, foi investigado os procedimentos
utilizados por esses matematicos, em seus
trabalhos sobre Braquistocrona e Isocronismo,
observou-se que eles utlizaram recursos
baseados na teoria de Galileu' sobre o
movimento acelerado da queda livre -
publicada em 1638, sob o titulo de Discursi e

Demonstrazioni Matematiche intorno a Due

Nuove Scienzie attenenti AllA Mecanica Ed ai
Galileu Galilei (1564-1642)

Movimenti Locali.

Galileu se interessava em comparar
velocidades, tempos e distancias para o
movimento ao longo de planos inclinados, bem
como para a queda livre. Assim, ele apresentou um
postulado dizendo que a velocidade adquirida por
um objeto deslizando por um plano inclinado, sem

atrito, depende somente da altura? do plano e n&do

do angulo de inclinagdo conforme representacdo

A D B

ao lado (figura 1).
Alturade CAe CD é CB

1 Galileu Galilei nasceu em 18 de fevereiro de 1564, na cidade de Pisa. Por influéncia da familia, estudou medicina entre

1581 e 1585, na Universidade de Pisa. Decidiu seguir a carreira de matematico, e em 1859, tornou-se professor em
Padua. Em 1592, foi convidado para ser o professor titular de Matematica em Padua, onde desenvolveu seus trabalhos
cientificos mais importantes. Foi um grande astronomo e fisico, tendo construido o primeiro telescopio “satisfatorio”, um
microscopio moderno e um extenso trabalho em fisica. Faleceu em Florenga, no dia 8 de janeiro de 1642.

Galileu chama altura de um plano inclinado a perpendicular que, tragada do ponto superior desse plano, cai sobre a linha
horizontal que é tragada pelo ponto inferior desse mesmo plano inclinado, ou seja, AB // horizonte, 2 planos inclinados
CA e CD; a perpendicular CB é a altura. Ele supde que os graus de velocidade de um mesmo movel que desce pelos
planos inclinados CA e CD, adquiridos nos pontos finais A e D, sdo iguais, por ser sua altura CB a mesma; e 0 mesmo é o
grau de velocidade que alcangaria 0 mesmo movel, se caisse do ponto C ao ponto B. (GALILEI, 19?7, p.133)



Na mesma obra, Galileu deduz resultados
semelhantes sobre o tempo de queda de um
determinado objeto ao longo de dois planos
inclinados distintos, de mesma altura, que estao D--tL
entre si na propor¢cdo inversa das raizes

guadradas de suas respectivas alturas (fig. 2).

Segundo Katz (1998), Galileu também fez

C

progressos com a solugédo do problema da curva

de descida mais rapida e demonstrou que em um

. p L
determinado circulo, o tempo gasto por um corpo AD e AE sio intervalos de tempo

para descer ao longo de uma corda de um ponto

qualquer para outro mais baixo do circulo, por -Hl a linha segundo a qual o

; . movel partindo de H caird com
exemplo DC é maior do que o tempo para descer . .
um Movimento Uniformemente

ao longo de duas cordas DB e BC, a primeira Acelerado.

iniciando no mesmo ponto da corda original e a
. . . -HL o espago percorrido — 1°
segunda terminada no mesmo ponto mais baixo.

intervalo AD e
Com DC subtendido num arco ndo maior que 90°
(fig. 3). Por estender esses resultados para mais e -HM o espago percorrido no

. . . tempo AE
mais cordas Galileu concluiu, erroneamente, que

2
L . N HM _( AE
a trajetéria de descida mais rapida € um arco L —[—ADJ

circular.

Também tentou encontrar a area sob um
arco de cicléide®, geometricamente, ndo obtendo
sucesso. Porém, chamou a atencdo dos
matematicos para esta curva, recomendando o
estudo de suas propriedades e a indicou para ser  , ;
usado em construgdes de pontes.

% Acicléide foi estudada primeiramente por Cusa (1401-1464) quando estava tentando encontrar a area de um circulo pela

integragdo. Nicholas de Cusa era um padre alemao que se interessava por Geometria e Logica e também por Filosofia e
Astronomia. Foi Galileu quem deu esse nome a curva em 1599. (O'CONNOR e ROBERTSON, 2007)



Mersenne?, um padre francés que
admirava as obras de Galileu e que sabia dos
problemas deste com a Igreja e das
dificuldades dele em divulgar sua obra na Italia,
trouxe os trabalhos do italiano para Paris.
Centrados em Mersenne havia um grande
circulo de matematicos, e ele realizava
regularmente reunides para discutir novas

idéias na Matematica e na Fisica.

Mersenne fazia registros de descobertas

e correspondéncias e, concomitantemente,

Marin Mersene (1588 — 1648)

copiava-os e os distribuia para serem lidos
pelo grupo®. Em 1627, Roberval® chega a Paris
e se junta ao grupo de Mersenne, que
reconhece seu talento e o incentiva a trabalhar

com a cicléide.

Mersenne também foi orientador dos estudos de Christiaan Huygens durante
muito tempo, através de correspondéncias com Constantin Huygens — pai e
educador — sugerindo os temas para investigacdes, tendo inclusive, sugerido o

péndulo como mecanismo para o primeiro reldégio construido por Huygens.

Segundo Yoder (1991), Mersenne estudou a cicléide, ndo obtendo sucesso na
questdo do centro de oscilagdo de um corpo vibrando. Propés, entdo, o problema da

cicléide a Huygens, através de uma carta, que também enviou a Torricelli’. Huygens

Marin Mersene nasceu em 8 de setembro de 1588, na pequena cidade de Qizé, na provincia de Maine, na Franca.
Estudou Gramatica, Teologia e Filosofia. Foi ordenado padre, em julho de 1612, passou algum tempo nos monastérios de
Nigeon e Meaux e, em 1614 se fixou no monastério de Nevers, onde ensinou filosofia e teologia. Em 1616, foi transferido
para o monastério de Royale, em Paris €, a partir dai, a Matematica tornou-se centro de seus interesses. Faleceu em 1° de
setembro de 1648, na cidade de Paris e, desejou que seu corpo fosse doado a pesquisa bioldgica. (O'CONNOR e
ROBERTSON, 2007

Este centro de estudos era conhecido como Académie Parisiensis ou, entre amigos, por Academie de Mersenne.

Gilles Roberval (1602 - 1675) era um cientista francés que desenvolveu métodos eficazes no estudo da integracéo.
Mersenne lhe propds o problema do célculo da area da cicloide em 1628. Roberval, em 1634, demonstrou que a area sob
0 arco é 3maz (O'CONNOR e ROBERTSON, 2007

Evangelista Torricelli (1608 - 1647) foi um cientista italiano, o primeiro a criar uma teoria sustentavel sobre o vacuo e
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se interessou pela proposta em 1658, devido aos desafios feitos por Pascal®. Apos
resolver o problema, o estudioso reconheceu sua divida com Mersenne, sobre esse

assunto, na introdugéo da quarta parte de sua obra Horologium Oscillatorum.

Mersenne teve dificuldades quando tentou verificar as afirmagdes de Galileu a
respeito da queda livre. Primeiro quis encontrar o comprimento do péndulo que
completasse o balanco (de um lado para o outro) em 1 segundo e, entdo, usa-lo
como um crondmetro para determinar a distancia percorrida em 1 segundo, por um
corpo, em queda livre. Nao ficou satisfeito com os valores que encontrou, pois sabia
que a vibragéo variava porque o péndulo ndo era verdadeiramente isécrono e estava
sujeito a resisténcia do ar (KATZ, 1998).

Apods a morte de Mersenne foram encontradas, em seus aposentos, cartas de
78 correspondentes, entre eles, Fermat®, Huygens, Galileu e Torricelli. Havia
também diversos instrumentos de Fisica e trabalhos que foram publicados em 1651.
Mais tarde foram publicadas as cartas que Mersenne enviou e recebeu dos eruditos.
Segundo OConnor e Robertson (2007) essas correspondéncias trazem uma visao
do que foi a ciéncia no século XVII e mostram que Mersenne'® estava ciente dos

assuntos que interessavam os cientistas.

No século XVII, eram constantes os desafios entre matematicos, nos quais o
desafiador mandava problemas, por ele ja solucionados, ao desafiado, e em
algumas ocasides, os desafios eram lancados em forma de concurso com
premiacdes. Governos da Europa, interessados em progressos cientificos que

trouxessem beneficios, ofereciam grandes prémios.

descobrir o principio do bardbmetro. Conseguiu também alguns resultados importantes no desenvolvimento do Calculo.
(O'CONNOR e ROBERTSON, 2007)

Blaise Pascal era matemético e filésofo francés muito influente que contribuia com muitas areas da Matematica.
Trabalhou com secgdes conicas e na geometria projetiva. Na correspondéncia com Fermat escreveu as fundamentagdes
para a teoria da probabilidade.(O'CONNOR e ROBERTSON, 2007)

Pierre de Fermat (1601 - 1665) era advogado e oficial do governo francés, recordado mais por seu trabalho na teoria do
numero; e pelo Teorema de Fermat. E também importante nas fundamentacdes do calculo.

1 No Anexo 1 apresenta-se uma lista das publicacdes de Mersenne.
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Ainda, nesse mesmo século, eram
comuns os estudos sobre curvas, em
geral, problemas de valores extremos.
Trés problemas deste periodo tém
como solucdo a Cicléide'. Estes
problemas sd3o a lIsécrona® que é
definida como a curva ao longo da qual
um corpo caird com velocidade vertical
uniforme; a Tautécrona®™ que é a curva
plana ao longo da qual uma particula
material atinge um ponto dado da
trajetoria num espaco de tempo que ndo
depende do ponto de onde ela saiu; a
Braquistécrona'® que é a curva de

descida mais rapida.

Como j& foi ressaltado, nosso
estudo interessa-se em analisar o0s
trabalhos de Huygens e Bernoulli sobre
a Braquistécrona e o Isocronismo do
Péndulo, na tentativa de contribuir para
0 entendimento dessas demonstragoes,
sem o uso do Célculo Diferencial e
Integral. Assim, o trabalho se divide em
dois capitulos assim apresentados: no
primeiro encontra-se um breve historico
da familia Bernoulli, a biografia de Jacob

Bernoulli e a de seu irmdo Johann,

11

2 encontra-se uma breve descrigdo historica dessa curva.

2 Iso =igual e crono =tempo

¥ Tauto = 0 mesmo

¥ Braqui = descida

Cicloide

Iscrona

Tautdcrona

A

Braquistdcrona

2

Cicldide é a curva descrita por um ponto da circunferéncia de um circulo que rola sobre uma reta sem deslizar. No Anexo
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descreve-se sobre seus principais estudos e o desafio proposto por Johann, na Acta
Eruditorum®™, em junho de 1696, & comunidade matematica, para que se
demonstrasse a curva de descida mais rapida: a Braquistécrona. Varios
matematicos responderam a tal desafio, inclusive Newton, que o resolveu em,
aproximadamente, 24 horas. Mas a solu¢éo publicada como sendo a correta, foi a de
Jacob Bernoulli. E é essa demonstracdo que se apresenta nesta parte do trabalho,

com notacdes e comentarios.

No capitulo seguinte, fez-se uma breve biografia de Huygens, seus estudos e
inventos. Abordou-se também, o modo pelo qual Huygens prop6s a si um problema
envolvendo a cicléide (isocronismo do péndulo), que foi publicado em 1659, e
também publicado pela Sociedade Holandesa de Ciéncias em 1629, no Tomo XVI de
Euvres Complétes™. E, com fundamento nessa obra, mais especificamente em seu
capitulo 1ll, da pagina 392 a 400, que foram feitas as analises das demonstracdes
originais de Huygens, fazendo complementa¢gbes com notagdes e comentarios para

um melhor entendimento da Matematica utilizada.

15
16

No Anexo 3 encontra-se parte do indice geral da Acta Eruditorum, entre os periodos de 1692 a 1701.
Essa obra pode ser encontrada na integra, ou seja, 22 tomos, com comentarios feitos pela Sociedade Holandesa de
Ciéncias, no site da Biblioteca Nacional da Franga - http://gallica.bnf.fr/

13



2- OS BERNOULLI e a BRAQUISTOCRONA

Familia Bernoulli

A familia Bernoulli de religido protestante, originaria da Holanda chega a
Basiléia, na Suica, fugida da faria espanhola que ocorria nos Paises Baixos por ser
protestante, na época da perseguicdo dos espanhdis aos ndo catolicos, em 1583.
Nicolaus Bernoulli (1623-1708) era negociante de especiarias, casou-se com
Margaretha e teve trés filhos, Jacob, Nicolaus e Johann, dos quais apenas o
segundo seguiu a profissdo do pai. Os irmaos, bem como vérias outras geracdes
dos Bernoulli se dedicaram a Matematica, tendo como os mais renomados, Jacob e

Johann Bernoulli.

Hicolme (1625-1708)

Tacob I(1654-1705) Hicolox (1662-1716) Tobura [ 1667-1748)

Micolux T{1657-1750) Hicalnx {1655 1726) Draredel T{1700-1752) Tobara, {17 10-1790)
Tobare I 1746-1807 ) Damiel {1751-1834) Tacoh I{1750-1758 )
Chiristoph (1752 1863)

Toharm Chastame {1811- 1363 )

14



Por mais de um século essa familia contribuiu para o avanco da Ciéncia. A
Arvore Genealégica dos Bernoulli's'” mostra os membros que se dedicaram aos

estudos de temas em Matemética e Fisica.

Os dois irmaos Bernoulli entraram em contato com o Calculo através da revista
Acta Eruditorum. Envolvidos profundamente pelos artigos de Leibniz*®, tornaram-se
seus discipulos, e abandonadas outras ocupacdes, dedicaram-se exclusivamente a
Matematica. Discipulo e admirador fervoroso de Leibniz, Jacob comecou a se
corresponder com ele e se interessou pelas obras de Wallis™® e Barrow®™ sobre
infinitésimos. Sugeriu ao mestre a ado¢do do termo “integral”. Jacob trocava
correspondéncia com muitos matematicos e estava inteirado dos problemas
existentes na época. Entre esses estavam os de achar as equacfes catenaria, da
tratiz e da isécrona, que ja vinham sendo estudados por Huygens e Leibniz (BOYER,
1996).

Os dois irmdos também estavam interessados em encontrar solugdo para o
célculo de variagbes, e juntamente com Leibniz procuravam solugdo para o
problema da Braquistécrona. Jacob e Johann Bernoulli deram grandes contribuicfes
a Matematica. E importante observar que o foco principal dos matematicos do século
XVII tinha como objetivo o estudo e ampliacdo dos conceitos de Célculo vinculados

a Mecéanica e a Astronomia.

Y BOYER (1996, p.286).
8 Gottfried Leibniz (1646 — 1716) matematico alemao que desenvolveu a notagdo atual para o Calculo Diferencial e
Integral apesar de nunca ter pensado derivada como um limite. Sua filosofia também é importante e inventou uma
maquina de calcular. (O'CONNOR e ROBERTSON, 2007)

% John Wallis (1616 — 1703) matematico inglés que utilizou o método de Cavalieri dos indivisiveis para construir um
método de interpolagdo. Usando o conceito de Kepler da continuidade descobriu métodos para avaliar integrais.
(O'CONNOR e ROBERTSON, 2007)

2 |saac Barrow (1630 — 1677) matemético inglés que desenvolveu um método para determinar as tangentes, e foi o
primeiro a reconhecer que a integragao e a diferenciacdo sao operacdes inversas.(O'CONNOR e ROBERTSON, 2007)

15



Jacob® Bernoulli (1654-1705)

Fonte: The MacTutor History of Mathematics archive

21
22

Jacob também pode ser encontrado como Jaques, James ou Jakab.
Imagem retirada do site http://www-history.mcs.st-and.ac.uk
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Jacob Bernoulli nasceu na Basiléia (Suica), em 27 de dezembro de 1654.
Primeiro estudou Teologia, e contra a vontade de seu pai, Matematica. Foi o primeiro
da familia a atingir alguma reputacdo nesse campo. Jacob viajou pela Franca,
Holanda, Bélgica e Inglaterra com o propdsito de devotar seu tempo para os estudos
e tornar-se um erudito. No retorno a sua terra natal, em 1683, foi homeado como
professor de Fisica, na Universidade da Basiléia (KATZ, 1998). Em 1684, casou-se
com Judith Stupanus. Tiveram um casal de filhos, que ao contrario de muitos
membros da familia de Bernoulli, ndo se tornaram matematicos ou fisicos. Em 1687,

foi nomeado professor de Matematica, cargo que ocupou até o fim de sua vida.

Escreveu um grande numero de artigos para a Acta Eruditorum (1683-1701).
Foi o primeiro matematico a utilizar o termo integral (termo que foi sugerido a
Leibiniz). As primeiras contribuicbes importantes de Jacob Bernoulli foram um
paralelo entre a l6gica e a algebra (1685), probabilidade (1685) e geometria®® (1687).
Em 1689 publicou um trabalho importante sobre série infinita e também sua lei de

"24 na teoria de probabilidade. Publicou cinco tratados sobre séries

“ndmeros grandes
infinitas® entre 1682 e 1704. Em maio 1690, publicou na Acta Eruditorum, um artigo
gue mostrava que o problema de determinar a is6crona € equivalente a resolver uma

equacao diferencial ndo-linear de primeira ordem.

Jacob Bernoulli descobriu também um método
geral para determinar evolutas de uma curva como
o envelope de suas circunferéncias. Investigou
curvas causticas® e também essas curvas

associadas a parabola, a espiral logaritmica e as

epicicloides (1692) e descobriu o Lemniscate de Curva Caustica

2 Esse trabalho mostra a construgo para dividir qualquer triangulo em quatro partes iguais com duas retas perpendiculares.

2 A interpretacdo da probabilidade diz que se uma experiéncia for repetida um grande nimero vezes entio a frequéncia
relativa com que um evento ocorre é igual a probabilidade do evento.

% 0 dois primeiros continham o resultado fundamental de que a série £(1/n) diverge. N&o encontrou uma solug&o exata para a
série £(1/n2) mas mostrou que convergia para um limite finito menor do que 2.

% Curva formada pela interseccdo dos raios luminosos que uma superficie curva reflete ou refrata. A cicldide é a catacaustica

de um circulo quando os raios de luz vém de um ponto na circunferéncia. A cdustica da cicl6ide, onde os raios estdo paralelos
ao eixo y é uma cicldide duas vezes maior. Mostrado por Jacob e por Johann Bernoulli em 1692.

17



Bernoulli?’ (1694). Estudou a catenaria®®, foi um dos primeiros a utilizar coordenadas
polares, em 1696 resolveu a equacdo y' = p(x)y + q(x)y", hoje conhecida como

“Equac&o de Bernoulli”. Seu trabalho mais original foi Ars Conjectandi?® (1713).

Ele e o irmdo Johann estudaram juntos os primeiros trabalhos de Leibniz,
porém, entre eles havia disputas de vaidades matematicas e o problema da
Braquistdcrona foi uma delas — Johann propés o problema na Acta Eruditorum, em
1696, e Jacob respondeu ao desafio, e foi esta a solucdo publicada na mesma
revista em 1697 (KATZ, 1998).

Jacob Bernoulli faleceu na Basiléia (Sui¢ca), em 16 de agosto de 1705.

2 E a curva que tem forma similar ao numeral 8 e ao simbolo *° .

% Catenaria descreve uma familia de curvas planas semelhantes as que seriam geradas por uma corda suspensa pelas suas
extremidades e sujeitas a acdo da gravidade. Este problema foi proposto por Galileu, que a conjectura de que a curva
fosse uma parabola. A resolugdo do problema foi publicada independentemente em 1691 por Johann Bernoulli, Leibniz e
Huygens, que estavam respondendo a um desafio feito por Jacob Bernoulli, em 1690, para encontrar a equagao ' da
corrente-curva . (O'CONNOR e ROBERTSON, 2007)

% 0 trabalho estava incompleto, porém um trabalho significativo para a teoria da probabilidade. Nesse livro reviu o
trabalho de outros estudiosos na probabilidade, tais como o de von Schooten, de Leibniz e de Prestet. Os nimeros de
Bernoulli aparecem no livro em uma discussdo da série exponencial. (O'CONNOR e ROBERTSON, 2007)
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Johann® Bernoulli (1667-1748)

Fonte: The MacTutor History of Mathematics archive

30

31

Johann também pode ser encontrado como Jean ou John.

http://www-history.mcs.st-and.ac.uk
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Johann Bernoulli nasceu no dia 27 de julho de 1667, na Basiléia (Suica), era o
décimo filho de Nicolaus e Margaretha Bernoulli e irmdo de Jacob, 12 anos mais
velho. O desejo de seu pai era de que seguisse a carreira empresarial, contudo o
filho n&o obteve sucesso (KATZ, 1998).

Quanto a sua educacdo, frequentou a Universidade da Basiléia, cursando
Medicina. Influenciado por seu irmdo Jacob, que dava aulas de Fisica na
Universidade da Basiléia, comecou a desenvolver seu gosto pela Matemética,
dedicando-se, principalmente, aos estudos realizados por Leibniz sobre Calculo.
(BOYER, 1996). Junto com seu irmao Jacob, fizeram diversas colaboragdes aos
trabalhos de Leibniz, trabalharam em curvas causticas (1692-93) embora né&o

publicassem conjuntamente. (KATZ, 1998).

Casou-se com Drothea Falkner e pouco tempo depois se mudou para a
Holanda, em 1 setembro 1695. Seus filhos Nicolaus (Il), Daniel Bernoulli, e Johann
(1) Bernoulli tornaram-se mateméticos, também teve uma filha que faleceu aos seis
meses (O'CONNOR e ROBERTSON, 2007).

Segundo Katz (1998), Johann desenvolveu as técnicas de Leibniz** com mais
detalhes em varios artigos nos anos de 1690, o que lhe proporcionou, através da
ajuda de Huygens, uma cadeira de Matematica, em 1695, na Universidade de
Groningen, na Holanda. Propds o problema da Braquistécrona em junho 1696 e
desafiou Jacob. A ja sabida rivalidade dos irmaos fez entdo com que Jacob também
desafiasse Johann propondo o problema isoperimétrico, minimizando a area incluida

por uma curva.

Foi mais prolifico que seu irméo, escrevendo sobre uma extensa variedade de
topicos, incluindo curvas causticas (1692), equacdes diferenciais (1694), a
retificacdo e quadratura de curvas por série, a cicléide (1695), catoptricas e
diéptricas (1701), curvas isocronas e curvas de descida rapida (1718) entre outros
(SMITH, 1958).

% Quando I'Hopital descobriu que Johann Bernoulli compreendeu os métodos do Calculo que Leibniz tinha publicado,

pediu-lhe que o ensinasse. Johann concordou e as ligdes foram dadas em Paris e também na casa de pais de I'Hopital em
Oucques. Depois que Bernoulli retornou a Basiléia continuou suas licdes do Calculo por correspondéncia.
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Johann obteve grande fama durante sua vida, recebendo muitos convites de
diversas universidades, os quais recusou. Em 1699 tornou-se membro da Academia
de Ciéncias de Paris, e ap0s a morte de seu irmdo, em 1705, voltou para a Basiléia

ocupando a cadeira que fora de Jacob (KATZ, 1998).

Johann Bernoulli faleceu na Basiléia (Suica), em 1° de janeiro de 1748.
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Braquistdocrona

Johann Bernoulli, professor de matematica em Groningen, requereu na Acta
Eruditorum, que matematicos determinassem a curva de descida mais rapida, a

Braquistocrona. Desse modo, propés em junho de 1696, o seguinte problema:

PROBLEMA NOVUM,

ad cujus Solutionem Mathematici invitantur.

“Datis in plano verticali duobus punctis A et B, assignare mobili M viam AMB, per
guam gravitate sua descendens, et moveri incipiens a puncto A, brevissimo tempore

perveniant ad alterum punctum B.”3

Fonte: Woodhouse (1810, p.3)

A solucdo publicada foi a de Jacob Bernoulli, em maio de 1697, na Acta
Eruditorum. Ha também uma tradugédo para o inglés, de autoria de Woodhouse,
publicada em 1810, a qual foi utilizada para a elaboracdo deste trabalho. Os

traducdes para o portugués que aqui aparecem sao de responsabilidade dos autores

% Dados um plano vertical e dois pontos A e B sobre o plano, com A mais alto do que B, e um ponto mével M, determinar
uma curva ao longo da qual uma particula material desliza no menor tempo possivel de A até B, considerando apenas a
acdo da gravidade, sem atrito. (BARON, 1985)
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do presente texto e serdo transcritas em itdlico. Em seguida, € apresentado a
solucédo proposta por Jacob Bernoulli e apresentados nossos comentarios e as

andlises acerca da demonstragéo de Bernoulli.

Dada a curva OGD, considere uma porcao de CGD, dividida em duas partes CG,
GD; e acrescente o0 elemento para a curva CLD, dividida também em duas partes
CL, LD, e indefinidamente proximo de CGD: temos por hip6tese, que o tempo
completo de CG + GD, € minimo, e desde que as quantidades ou proximidades de
seu estado minimo podem ser consideradas constantes (para seus incrementos ou

decrementos sejam muito pequenos)®, temos

0 H
A T
M
B G '
E L
N
K F D

teg +lgp =t +1p

[tes ,representa o tempo completo de CGJ*®

34
35

Bernoulli utiliza a seguinte notagdo t.CG, que no texto foi substituido por tcg.
E assim, reciprocamente, para todas as outras representacGes de tempo.
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Sleg oL =t —tep

porém
CE:CG:uty it
[considerando CG em um plano inclinado]
e
CE:CL::t ity
consequentemente,
CE :CG-CLMG]:: teg tteg —to
mas
MG:LG:EG:CG
[por semelhanca dos triangulos LMG, GCE]
S CE:LG::EGxX(ts ): CG X(teg —to )
analogamente

EF : LG : Gl xtg :GD x(t,p —tsp)

Disso, igualando os dois valores de LG, temos

. EG Xt X EF XGD =Gl xt,: XCE XCG

ou
EG x CG xEFxGD:GIxGD X CE x CG
JHC VHE

[substituindo tcg, ter]
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ou

EG
—: :CE :EF :CG:GD
JHC «/HE 1]

como é uma propriedade da cicldide®®: conseqiientemente a curva de descida mais

rapida, ou braquistocrona, é uma cicléide.

A proporcéo [1] pode ser assim expressa como :

ou

ou

EG. Gl .. Jhc:JhE

GC GD°

sen <ECG : sen <GDI :: VHC : +/HE ::vel” emC :vel” emG

o seno do angulo formado por um vértice e um elemento da curva € proporcional

a velocidade.

Depois dessa apresentacao e para compreender melhor as afirmacdes de Bernoulli,

faz-se uma retomada da demonstragdo com comentérios e complementos sobre o

trabalho do matematico

teg +lgp =t +1p

Sleg oL =t —tp

36

“Isto aparecera facilmente construindo a figura com seu circulo gerando; ou, a equagdo sabida da cicloide pode assim ser

EG Gl dx dx’ q q
s = = Xy .dZ )
deduzida: seja JHCCG  JHE.GD temos \/y~dz \/y'~dz' , € y séo os valores respectivos de

dx
dx,y,dz segue da equacdo acima, que W é sempre a mesma, ou € constante, e pode conseqiientemente ser
1 ae Y4 ~ - ~
posto \/— Daqui adx? =y-dx® +y-dy? ¢ dx = W Y . a equacdo para uma cicléide”. (tradugdo nossa)

(WOODHOUSE, 1810, p.5)
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Segue, do Teorema lll, Proposicao Il de Galileu (1935, p. 146) que afirma

Se sobre um plano inclinado ou segundo uma
vertical, tendo ambos a mesma altura, um
mével se movimenta a partir do repouso, 0s
tempos do movimento estardo entre si na
mesma proporcdo dos comprimentos do plano
inclinado e da vertical.

Disso tem-se que,

CE L

CG t.
e

CE L

CL t

Assim temos que CE . tcg = CG. tcg e CE . tc. = CL . tcg , donde se conclui que:
CE ( tco - tCL): (CG - CL) tce
Em outras palavras:

CE  te
CG-CLMG] teo—tq,

Mas

MG _EG
LG CG

Para entender essa ultima afirmacdo pode-se construir um ponto M, tal que

CG-CL =MG, fazendo-se assim, a comparacéo entre os tridngulos®’ MLG e CEG

nos leva a observar que:

3 Esta demonstracao é feita por aproximagdes e as construcdes sio feitas sobre triangulos “curvos” e, somente assim, as

equivaléncias sao validas.
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©, m,
Ml

E L G
MG =EG .
ou seja, % = E
LM =CE LM CE

Desse modo os triangulos MLG e ECG séo semelhantes e portanto

MG _EG

LG CG
Portanto,

CE 3 tee
(CG-CL) (t-t.)

ou seja,

CE 1,

MG t

podendo-se chegar a seguinte demonstracéo:

CE _MG CE
LG LG MG

comum

>
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Ainda utilizando o teorema de Galileu sobre planos inclinados tem-se que CE = tce €,

consequentemente, MG = tyg, entao

CE _MG t,
LG LG t,
MG-CG
CE__1G le
LG CG t

MG
Como MG=CG - CL, entao tyg = tcg — tcL € assim

CE_EG tg
LG CG (t. —t.)

E assim Jacob chega aos seguintes resultados

_CE EG X (t ) EF Gl Xt

LG CGx(is ~ty)| © |LG  GDx(t, -tep)

ele iguala os dois valores de LG, para se obter o seguinte:

LG = CExXGCx(t, —tg)
EGxt,

LG = EFXGDx(t,, —tgp)
Glxt,,

CEXGCx(t,, —t,) EFXGDx(t, -tg,)
EGxt. Glxt,,

Como Bernoulli constréi, por hipotese, quetes — e =1 — e . Tem-se que

S EG xt X EF xGD =Gl xt. XCE xCG
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e usando o teorema de Galileu que diz que a velocidade de corpo em queda é igual

a raiz quadrada de sua altura

e analogamente tem-se que

0 que Bernoulli conclui

simplificando

tem-se

CG GD
EG x X EF x GD =Gl x x CE x CG
JVHC VHE
Jol=% HBxEFxgyﬂyw(G'xcExgy/
VHC VHE
EG Gl
— xEF =—— xCE
VHC VHE
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e assim,

EG

vHC _ CE
Gl EF

VHE

logo

EG JHE CE
Gl " JHC FEF

Através do teorema de Tales, pode-se fazer a seguinte relacdo: Sejam EG e FD

retas paralelas e CD e CF retas transversais a elas, podemos afirmar que

—
C
CE _CG
M EF GD
G 1
E L
N
F D

Com essa demonstracao pode-se chegar aos resultado de Jacob

EG +HE CE CG
—_——=— = —
Gl ~vHC EF GD

onde se pode afirmar que

EG JHE CG
Gl ~ JHC GD

JC
JHE

5828
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assim

EG CG _ JHC
Gl "GD +HE

Logo chega-se ao resultado encontrado por Bernoulli de que

EG Gl +HC

CD GD JHE

F D

considerando os triangulos retangulos ECG e GDI, pode-se afirmar a seguinte

relacéao

EG _ cateto oposto a C
CG hipotenusa CG

pode-se afirmar entdo que é seno do angulo C, analogamente para o seno do angulo

D, assim sendo

EG
cG _senC «HC

Gl senD JHE
GD

e retomando o conceito de Galileu de que a velocidade de um corpo em queda livre

€ igual a raiz quadrada da sua altura, Bernoulli finaliza sua demonstracao
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sen <ECG +HC vel’emC

sen <GDI +/HE vel’emG

Assim Bernoulli conclui sua demonstracdo, que futuramente veio trazer

grandes contribuicdes ao desenvolvimento do célculo, mais tarde conhecido como

Célculo de Variacoes.
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Christiaan Huygens (1629 — 1695)

Fonte: The MacTutor History of Mathematics archive

38

http://www-history.mcs.st-and.ac.uk
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3- CHRISTIAAN HUYGENS e 0 ISOCRONISMO DO PENDULO

Christiaan Huygens nasceu em Haia, na Holanda, em 14 de abril de 1629.
Segundo filho do grande poeta alemdo e diplomata Constantin Huygens®, foi
instruido até os 16 anos por professores particulares, com 0s quais aprendeu
geometria, a fazer modelos mecanicos e habilidades sociais. Sua instrucao
matematica foi influenciada por Descartes que era um visitante ocasional na casa
dos Huygens. Ainda jovem, foi levado ao conhecimento erudito e rapidamente
distinguiu sua propria matematica e astronomia observacional (O'CONNOR e
ROBERTSON, 2007).

Christiaan Huygens estudou Direito e Matematica na Universidade de Leiden
de 1645 até 1647. Frans Van Schooten, foi seu professor em Leiden. De 1647 até
1649 estudou no College Orange em Breda. Através do contato de seu pai com
Mersenne, uma correspondéncia entre Christiaan e Mersenne comegou nessa

época. Mersenne o desafiou a resolver inimeros problemas*.

Em 1654, junto com seu irmdo Constantin, descobriu uma nova forma de polir
lentes que contribuiu para seus estudos sobre os anéis de Saturno (EVES, 1997).
Seus primeiros empreendimentos incluindo estudos tradicionais na mateméatica

foram uma aproximagao de pi, a primeira edicdo do tratado de probabilidade, a

¥ Constantin Huygens fez com que o filho tivesse acesso aos circulos cientificos da época. Teve muitos contatos na

Inglaterra, correspondeu-se regularmente com Mersenne e foi amigo de Descartes. (O'CONNOR e ROBERTSON, 2007).

0 Frans Van Schooten nasceu em Leiden, em 1615 e faleceu em 29 de maio de 1660, na mesma cidade (BOYER, 1996).

* Chistiaan Huygens em suas primeiras publicacées, a de 1651, o Cyclometriae, mostrou o erro nos métodos propostos
por Gregory de Saint-Vincent, que tinha reivindicado ter feito a quadratura do circulo, e a de 1654, De Circuli

Magnitudine Inventa, abordava temas similares.
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descoberta de uma lua de Saturno (Titan), a correta explanacdo da variagdo do
contorno de Saturno (sua hipotese circular) e um tratado de mecéanica de impacto
ndo publicado. Cientista renomado, estudou e publicou sua teoria ondulatoria da luz.
(YODER, 2004). Em 1655, foi pela primeira vez a Paris e 14, informou aos
matematicos a respeito de suas descobertas e, por sua vez, conheceu um trabalho
sobre probabilidade, através de uma correspondéncia entre Pascal e Fermat. Em
seu retorno a Holanda, Huygens escreveu o De Ratiociniis in Ludo Aleae sobre

céalculo de probabilidades sendo este o primeiro impresso sobre assunto.

No ano seguinte descobriu a forma verdadeira dos anéis de Saturno e o0s
resultados foram relatados ao grupo de Paris. Em Systema Saturnium, de 1659
explicou as fases e as mudangas na forma do anel. O trabalho em astronomia o
levou a inventar o relégio de péndulo, para obter meios mais precisos de medir o
tempo e em 1656 patenteou o primeiro relégio de péndulo, que aumentou

extremamente a exatiddo dessa medida (EVES, 1997).

Huygens tinha conhecimento de que as oscilagdes simples ndo séo isocronas,
provavelmente pelos trabalhos de Galileu (BOYER, 1996). Usou infinitesimais para
descobrir, e geometria para provar, que a curva ao longo da qual um objeto desce,
sem a influéncia da gravidade, leva o mesmo tempo para alcancar o ponto mais
baixo, independente do ponto em que se inicia a trajetéria, € uma cicloide (KATZ,
1998).

Huygens percebeu que o péndulo obtém um movimento num arco cicloidal e
gue descrevia o0 tempo perfeitamente, para qualquer comprimento da oscilagéo
(KATZ, 1998). Essa descoberta foi importante para determinar que a involuta® de
uma cicléide é uma cicléide ou inversamente, que a evoluta® de uma cicl6ide é uma
cicloide (BOYER, 1996).

Seu trabalho sobre 0 péndulo esté relacionado a um outro trabalho matematico

2 Involuta: curva tragada pelo ponto de extremidades de um fio quando este, mantido tenso, é desenrolado de um carretel

fixo.

* Aevoluta de uma curva é o envelope das normais da curva. Ela pode ainda ser pensada como o locus (lugar geométricos)
dos centros de curvatura
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que fez sobre cicléide em conseqiiéncia do desafio proposto por Pascal* (EVES,
1997). Huygens acreditou que um péndulo longo seria mais Gtil no mar e inventou o
péndulo cicloidal (1673). Construiu diversos relégios de péndulo para determinar a
longitude no mar, fazendo experimentagcdes no mar em 1662 e em 1686. No seu
trabalho Horologium Oscillatorium sive de motu pendulorum, publicado em 1673,
descreveu a teoria do movimento do péndulo e também a lei da for¢a centrifuga para
0 movimento circular uniforme*. (O'CONNOR e ROBERTSON, 2007).

Embora seja conhecido, principalmente, como um dos grandes fisicos de seu
tempo, particularmente em relagdo ao estudo do péndulo, & invencéo do relégio de
péndulo e as leis de quedas de corpos, Huygens foi importante no progresso da
geometria e mostrou a importancia do calculo. O Horologium Oscillatorium, além do
péndulo, prova que a cicloide é tautdcrona e resolve também o problema do péndulo
composto. Nessa mesma publicacdo descreve a descida dos corpos em um Vacuo,

verticalmente ou ao longo das curvas.

Define evolutas e involutas das curvas, e apos ter dado algumas propriedades
elementares, encontra as evolutas do cicléide e da parabola. Nesse trabalho tenta
pela primeira vez estudar a dindmica dos corpos melhor que particulas (O'CONNOR
e ROBERTSON, 2007).

Ele também retificou a ciss6ide*®, investigou a forma e as propriedades da
catenaria®’, escreveu sobre a curva logaritmica, deu uma nova regra para encontrar
maximos e minimos da funcéo integral e contribuiu extensamente para a aplicacao
da Matematica na Fisica (SMITH, 1958)

4 Blaise Pascal, nasceu em 19 junho 1623, em Clermont, Auvergne, Franga. foi matematico e filésofo muito influente, fez

varias contribuicbes em diversas areas da Matematica. Trabalhou em secdes conicas e na geometria projetiva e na
correspondéncia com Fermat discutiu sobra a teoria da probabilidade. Faleceu em 19 agosto 1662 em Paris.
** Em conseqiiéncia deste trabalho de Huygens, Hooke, Halley e Wren formularam a lei do inverso-quadrado (inverse-
square) da atragdo gravitacional.
% Esta curva foi inventada por Diocles em aproximadamente 180 a.C. em relagdo a sua tentativa de duplicar o cubo por
métodos geométricos. O nome parece primeiramente no trabalho de Geminus aproximadamente 100 anos mais tarde.
Fermat e Roberval construiram sua tangente em 1634. Huygens e Wallis encontraram, em 1658, que a area entre a curva e
sua assintota era 3ma2. De um ponto dado ha uma ou trés tangentes ao cissoide. cissdide em grego significa: Kissos (hera)
eidos (forma). (O'CONNOR e ROBERTSON, 2007 )
4T Catenéria descreve uma familia de curvas planas semelhantes as que seriam geradas por uma corda suspensa pelas suas
extremidades e sujeitas a acdo da gravidade.
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Christiaan Huygens faleceu em Haia, no dia 8 de julho de 1695.

Membros da Sociedade Holandesa de Ciéncias (SHC) propuseram em 1882,
eternizar a memoria de Huygens, em uma homenagem publica, erguendo-lhe uma
estatua e ao mesmo tempo prestar um servi¢co a Ciéncia fazendo uma nova edigcéo
das suas obras, publicando seus escritos, bem como sua correspondéncia. Tal
homenagem foi editada em 22 tomos, datados de 1889 a 1950. Os 10 primeiros séo
somente de cartas trocadas por Huygens com diversos eruditos, depois 11 tomos
tratam de suas obras matematicas, entre outros temas como Fisica, Astronomia e

Musica e o dltimo é uma biografia de Huygens, contendo também seu testamento®,

No tomo | h& uma introducdo, assinada pelos Diretores da Sociedade
Holandesa de Ciéncias, descrevendo os objetivos de tal publicacdo. Assim,
esclarecem que Huygens, em testamento, deixou seus escritos matematicos,
tratados inéditos, observacdes, notas e céalculos, bem como a sua correspondéncia
com diversos cientistas para a Biblioteca de Leiden, desejando que os professores
de Volder (de Leiden) e Fullenius (de Franeker), estudassem e publicassem os

manuscritos que julgassem estar corretos

O testamento encontra-se na integra no anexo 5.

37



EUVRES COMPLETES

o @

CHRISTIAAN HUYGENS

PUBLIEES PAR LA

SOCIETE HOLLANDAISE DES SCIENCES.

Fonte: Tomo XVI*

* No tomo XVI encontram-se o problema proposto por Huygens e sua solugdo que foram publicados pela Sociedade
Holandesa de Ciéncias (Anexo 4).
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O Problema do Isocronismo do Péndulo

No século XVII a medicdo do tempo era de extrema importdncia para a
navegacdo devido a necessidade de determinar de modo preciso as longitudes,
durante as viagens (BURROWES e FARINA, 2005). Nessa época 0s governantes de

Varios paises europeus ofereciam excelente remuneragéo por esses estudos.

O estudo do péndulo, como ferramenta para medi¢do do tempo inicia-se com
Galileu, que percebeu que o péndulo simples é ndo isécrono e por essa razao a
posicdo na qual o péndulo é “solto” é importante para a determinagdo do tempo de
oscilacdo do péndulo. Assim, considerando um arco minimo de oscilagdo, por meio
do qual o circulo é aproximadamente uma isécrona, Huygens teve possibilidade de

determinar uma relacéo entre a queda livre independente do comprimento do arco.

Além disso, com seu contumaz talento como ge6metra,
foi capaz de estender sua solucdo para a cicl6ide, sem a
restricdo para uma minima oscilacdo, e o resultado para
sua nova investigacao foi sua descoberta do isocronismo
da cicloide (YODER, 1998, p.50, traducdo nossa).

Segundo Yoder (1998), em 1° de dezembro de 1659, Huygens propbs a si
mesmo um problema sobre o isocronismo do péndulo. Ele confiou que o resolveria
imediatamente e escreveu a questao nos cantos de uma pagina ja desordenada com
outro trabalho e com um pequeno espago para um extensivo calculo. (Veja figura a

seqguir)
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O problema proposto por Huygens é o segunte:

“Quaeritur quam rationem habeat tempus minimae oscillationis penduli ad tempus

casus pendularis ex penduli altitudine”. *°

11,

[1659]".

[Premiire PanTie)] ).
t Decembr, 1659.
Hinc dara fuit occafio inventi de Cycloide.

Quaritur quam rationem habeat tempus minime ofcillationis penduliad tempus
cafus perpendicularis ex penduli alticudine +).

(Fig.6.]%)

{9&- - Icfjf

1,

llustragdo 1°* — Fonte: Tomo XVI

No tomo XVI, membros da SHC fizeram anota¢cbes e sdo nelas que esta parte

do trabalho se pauta. Nao terd como na primeira parte uma traducao do original em

% Qual a razdo entre o tempo de uma oscilacio minima de um péndulo e o tempo da queda livre perpendicular  altura do

péndulo.(traducdo nossa)

*! Esta ilustracéo e todas as que aparecem nesse capitulo sio do Tomo XVI, publicado pela Sociedade Holandesa de Ciéncias,
1929.
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latim, uma tradugcdo e interpretacdo dos calculos e conclusdes da comissdo
responsavel por esta publicagéo.

Esse problema proposto por Huygens, considera o periodo de oscilacdo de
acordo com uma particulam® de arco de circulo que conduziu as investigacdes das
quais saiu a descoberta do tautocronismo® da queda de acordo com arcos

cicloidais.

TRAVAUX DIVERS DE STATIQUE ET DE DYNAMIQUE DE 1659 A 1666. 1659,

Tempus per particulam E ¢) , ex K cadentis [Fig. 6], eft ad tempus per parti-
culam B cum celeritate ex AZ in ratione composita ex longitudine E ad B, hoc

eft ex ratione TE feu GB ad EB, ct ex ratione ZE feu BF ad BA 7), qua ratio
compofita eft que ] GBF ad (] EBD,

Ut CJEBD ad (] FBG ita BF ad BX, unde ut omnes BX ad omines BF ita
tempus per KZ ad tempus per AZ cum celeritace ex AZ *). Etcempus per KZ

llustragéo 2

Huygens inicia sua demonstracdo fazendo algumas construgdes, explicadas
nos comentarios da Sociedade Holandesa de Ciéncias. Ele considera um ponto T,
como sendo o centro de um quarto de circunferéncia de raio TZ, um ponto K
gualquer, onde o arco KZ da circunferéncia coincide com o arco KZ de uma
parabola. Os dois arcos interceptam-se em K. KZx com extremo em Z e intercepta o
“latus rectum”®® TZ. Constréi QF, de tal forma, que é uma parabola congruente a

parabola KZx tendo como extremo o ponto A.

52 particulam neste trabalho sera considerado como parte infima ou infinitesimal.
%8 Segundo a Sociedade Holandesa de Ciéncias, esse problema trata do tautocronismo da cicléide que se encontra nas paginas

72-74 da obra “Chartee Mechanicz” (a numeracdo das folhas desta obra data de 1928) e as paginas 187-188 do
Manuscrito A. (Tomo XVI, p. 396, tradugdo nossa)

** Latus rectum foi traduzido aqui como lado ortogonal TZ em relacéo & ZM.
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A A e K\: i o
Figura 1

Sendo assim, E € uma parte infima pertencente ao arco KZ e B € a projecao

ortogonal na reta AZ. Huygens, entdo, compara o tempo de queda (t;) ao longo de

E, quando o movel parte de K com uma velocidade nula e sob efeito da aceleragéo

da gravidade, com o tempo (tz) correspondente a um movimento uniforme de queda

de ao longo de B com velocidade igual a que o movel teria em Z, ao partir em queda

livre de A com velocidade nula, sob a acéo da forca de gravidade.

velocidade serd denotada por v,. (fig. 2)

Figura 2

Esta dltima

Considerando a ordenada BX medindo o tempo t;, tal que F € uma projecéo

ortogonal do ponto K na reta BX. (Fig. 3), temos a seguinte razao:

t

-1
[

BX
BF
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o O =

E
___,”/ E\-i

x

o

-

Figura 3

O tempo de queda através do arco KZ é considerado como a soma de todos 0s
tempos tj, isso corresponde a superficie ASPR ... NY ... HVZA (Fig. 4), considerada

como a soma de todas as ordenadas BX

p
A 5 - R
&
Y H
Figura 4 — superficie
Portanto,

tempo de queda KZ Y BX
t,(v,) BF

1)

tempo de queda AZ (v,) > BF
t, (V2) ~ BF

(@)

fazendo a razdo entre (1) e (2), tem-se*

tempo de queda KZ  »BX  ASPR..NY..HVZA 56
tempo de queda AZ(v,) Y.BF [ |kz

% v, significa o tempo de percurso de um elemento determinado B com velocidade v,.

% []1KZ significa o retangulo AKZZ
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Huygens utilizando o Teorema da Velocidade Média, de Galileu, que reza que
“o tempo de queda AZ de um corpo em movimento com velocidade uniforme é a

metade do tempo da queda AZ com aceleragéo gravitacional”, conclui que

tempo de queda AZ(v,) _ 1 [ ASPR..NY..HVZA
tempo de queda AZ de um corpo partindo de A 2 [ Kz

2 [tempo de queda AZ(v,)]=[tempo de queda AZ de um corpo partindo de A]
Que é a afirmacgédo que Huygens faz no final da pagina 393 e inicio da 394 de
seu trabalho: Et tempus per KZ ad tempus per AZ ut spatium infinitum
ASPRLNYHVMZA ad 2 [] KZ, ou seja®’

tkZ ASPR..NY..HVZA
tAZ 2[ [kz

394 TRAVAUX DIVERS DE STATIQUE ET DE DYNAMIQUE DE 1659 A 1666. 1659.

ad tempus per AZ ') uc fpatium infinitum *) ASPRLNYHVMZA ad

CG--———CF . CN%) COx CF

ergo CN 20 2BG.
litAZ o ¢ CF CN 2 2BG
IM, TZ 2 b. |/ 5ho—2b

llustragdo 3 - parte da superior da p.394

Considerando F e G pontos de interseccao da reta CN com as KX e SM,
respectivamente®®. A definicdo de BX, aplicada no ponto C, muito préximo de B, tem-
se que:

CQ.CQ CF
CFCG CN

% SETZ=b;AZ=centio CN=2TZ, ouseja, CN=2b

% Fe G sio utilizados tanto para a reta B quanto para a C (na horizontal).
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CQ? CF?
CG CN

Ou
1 1
CQ*==KX? ==CF?
Q 2 2
Sendo assim,
2 _1

CQ* = CF* = 2CQ* =CF*

E como

CQ” _CF
CFCG CN

Tem-se

CQ* _CF* _ CQ° _2CQ°
CG CN CG CN

onde se conclui que
CN=2CG

A partir dai, Huygens constrdi uma reta CO como a terceira proporcional a CF e

a CQ, ou seja CO é tal que

CF _CQ
CQ CO
CO.CF =CQ?
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como

CQ2_1
CF2 2’
obtemos
CO = iCF ,
2

five l/ibc hazc eft ipfa CO ; CF.

confideratur AK applicata in circumferentia tanquam ®qualis applicatz in
parabola ZK N, cujus —; lac. reétum TZ, cui eadem eft parabola AQE. hoc it
fupponitur AK 20 ZX *).

llustragdo 4 — parte central da p.394

Verifica-se, entdo, no original acima, que Huygens retoma a suposi¢céo de que a

circunferéncia de raio TZ tangencia a parabola ZKx no ponto Z.

A

)

¢} 1

2=y 4

llustragdo 5

Huygens constréi uma ordenada Ba qualquer da semicircunferéncia AlZ,
determinando Bf3 de tal modo que

Ba _ Cl

Cl BB

A proposicéo citada afirma que a superficie compreendida entre a curva assim
construida, as assintotas AR, ZH e a reta AZ esti para aquela do retangulo AW

numa razao igual aquela da semicircunferéncia p para o diametro g.
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Chamando esta superficie de O, e o espaco infinito AR...N...HZA de superficie,

considerado anteriormente, O;, temos que

" ] 0 R
Ao
¢
7 T 1 :
W H
Figura 6
tempo de queda KZ 3 |
percurso AZ de um mével partindo de A 2| |KZ
E, de acordo com a proposi¢gédo anteriormente citada
O, _p
[ Jaw g
Temos também que
O, 0, 0, []Aaw
2[ [kz o, [ ]aw 2] [kz
e \ K S P R
N ] Cor - L H.-—""'__ I2
q nvl 5 \\/ﬁ fz/f (N
?_‘Z \\ T
z v H

Figura 6

Pode-se notar que as ordenadas correpondentes BX e B3 estdo a uma razéo
constante igual aquela das superficies O; e O2, tem-se a relagéo
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BE.BD _Ba
cQ* Cl

Substituindo-se o valor obtido de BE.BD da expresséao acima em BX teremos

« _BF?.BG _BF”.BG.Cl
BE.BD  CQ?.Ba

Como

llustragdo 6 — ultima parte da p.394

BX
Entdo na razao B_B a Unica grandeza variavel Ba desaparece. Para determinar

essa razao constante, toma-se o ponto B em C, o que resulta em:

O, CN

o. Cl

2
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A equacao

o O 0, []aw

2[ [kz _i'[]AW'Z[]KZ

Resulta em
O, CN P Cl  CN.p
2[ [kz"Cl g 2AK q.2AK
. \ K !5 F R
NIZ=D \Ef’F 'af-“”— Z g
Ay ‘";I A E/"' T4
71 .Z Gv \\
z y H
Figura 6

Considerando entre as ordenadas BX e BB uma razdo constante igual a das

superficies O; e O, tem-se a relagéo

BE.BD _Ba
cQ*  Cl

Multiplicando por BF? e BG, tem-se

BF2.BE.BD BF’.Ba
CQ?2 Cl

BF2.BG.BE.BD BF’.BG.Ba
CQ? Cl
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De tal forma que BX seja

« _ BF?.BG _BF?.BG.CI

BE.BD CQ2?.Ba

\/ |

=><D

AN

]

—
ﬁl o a: 7 |

z

v

E assim, concluir que

Ba _CI
Como Cl BB

figura 6

el

B
BBOL

BF?.BG.Cl
BX  CQ?.Ba

Bf o
Ba

BX BF2.BG.CI Ba

B CQ?.Ba CI?
BX _BF’.BG Ba
B CQ?.Ba ClI
BX BF’.BG CI
B CQ?.Ba Bp

o1




_ BF?.BG _BF?.BG.CI
BE.BD  CQZ?.Ba

394 TRAVAUX DIVERS DE STATIQUE ET DE DYNAMIQUE DE 1659 A 1666. 1659.

ad tempus per AZ ') uc fpatium infinitum *) ASPRLNYHVMZA ad

CG--———CF . CN%) COx CF

ergo CN 20 2BG.
CF CN 2 2BG
IM, TZ 0 b |/ b ab

llustragdo 3 - parte da superior da p.394

EcomoTZ=beAZ=c,entdo CN=2TZ=2b

CNp 2b.p 2b
q.2AK q.2AK

29 Ak
p

considera-se AK como ordenada da parabola ZKx. Logo

AK =,AZ.2TZ

Ou seja

CNP 20 O
q.2AK 29 o 2[ Kz’
p

Huygens se utiliza das Relagbes de Euclides e, de acordo com esta teoria

pode-se concluir que:
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a:b=c:d

b:e=d:f
e:g=f:h
Logo, a:g=c:h.
Ou seja,
0,:0,=CN:ClI
0,: [ ]AW =p:q
[ ]JAW :[ Kz =cI:CF
Portanto,
0,:[ [Kz=CN:CF

Fazendo uma transformacao da segunda equacgéao de tal forma que seu terceiro

termo torne-se Cl ou %c , tem-se

1
p:q:Ec:CH,
logo
E.c q
CIT = 2
p

Foi necessario a seguir transformar a terceira equacao de tal maneira que seu
terceiro termo torne-se CII .

Cl:CF =CII: %comprimentoCN

~c.
’ q
c__p
CF ECN
4
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1
—C

cl %9 4

CFE p CN

CN _2c.q

CF p.Cl
Como C_N:L
cF []kz

O, 2c.g

[[kz p.CI

O, _cug

2[ Kz p.Cl

0, 2b

Sabe-se que CN=2b, e assim tem-se a seguinte equagéo

CN

2;3.1/2 bc

Sabendo que

tempo AZ =+/2bc

e que

tempo TZ =+/2bb



E como

tempo de quedaKZ O,  APRXNHVZA  pb
percurso AZ (v,) 2[]Kz 2AzZ-zY  qg42bc

TRAVAUX DIVERS DE STATIQUPR ET DE DYNAMIQUE DE 1659 A 1666, 1659, 397

—_——— - g — - - - —— —

ita erit fpatium infinicum vertice N ad duplum [ KZ, hoc eft ita cempus per
KZ ad tempus per AZ. _
fed tempus per AZ eft ad tempus per TZ ut |/ 2bcad |/ 266 ') hocelt ut

5; |/ abe od ;?ana

Ergo ex 2quo tempus per KZ arcum ad tempus per TZ ur 26 ad ;g[/iéb

five u:é—-~--———g-[/ abbhoceltutp - - - |/ 2g¢. hoc eflt ut quadrans cir-

cumferentiz ad fuam fubtenfam,
Quum AZ pro arbitrio fumea fit, fiatque femper tempus per KZ ad cempus per

TZ ut pad ]/ 29¢. ponendo nempe punita K et E effe in parabola cujus vertex
Z, ; lat. re@tum TZ, hinc vidi opus efle, fi curvam velimus per cujus arcus quos-

vis in Z terminatos, tempora delcenfus finc 2qualia, ut fitejus natur2, utquemad-
modum ET curve perpendicularis ad applicatam EB, ica faciendo rectam datam
ut GB ad aliam EB, cadat punétum E in parabolam vertice Z. Hoc autem
Cycloidi convenire inveni ex cognita tangentis ducendz ratione *).

llustragéo 7

tempo de queda KZ _ pb
percurso TZ(v,)  g+/2bb

Sabe-se que o tempo de queda livre € proporcional a raiz quadrada da

distancia (Galileu) e combinando as duas equac¢des, temos
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tempo de queda KZ pb

percurso AZ(v,)  g+/2bc
tempo de queda KZ  pb

percurso TZ(v,) g+2bb

ou seja
percurso AZ(v,) +/2bc 2bc
percurso TZ(v,) /2bb 2bb
Entéo,

percurso AZ(v,) _ ¢

percurso TZ(v,) b

Esta ultima equagdo contém a descoberta do tautocronismo da queda cicloidal.
O autor observa que o resultado obtido seria exato, se o ponto E se encontrasse
sobre a parabola ZKx e ndo sobre a circunferéncia. Porém, durante a demonstracao,

E foi considerado uma Unica vez como ponto da circunferéncia, a relagdo entre os
elementos E e B foi substituida por

TE GB
BE BE'
. //)H
\ N/
L /
3 //
/4
\ p
:_/
\\ K = <] =]
<T—=5. —— T 3
T —[FfFFF  —F %
I 5 T = A
AS—""™N\L k Y
W H
Figura 7

Assim foi substituida a circunferéncia por outra curva, de modo que TE
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represente a normal em E, limitada pela vertical que passa por Z, ndo se tem mais a

igualdade TE = comprimento de GB (constante).

GB

TE
Coloca-se E:ﬁ (GB com comprimento constante dado) e E' é situado

exatamente sobre a parabola ZKx, o raciocinio do texto continua sendo inteiramente

valido quando o tautocronismo encontrado advém de um tautocronismo exato.

Huygens observa que sera assim, quando o ponto E encontra-se sobre uma

cicléide e fara esta demonstracédo na segunda parte que se segue.

398 TRAVAUX DIVERS DE STATIQUE ET DE DYNAMIQUE DE 1659 \ 1666. 1659,

[Drusieme Partie] *).

Sine quibus motus ®quabilis in cava cycloide inveniri
non poterat.

velocitates gravis cadentis ex A per AC [Fig. 7],
efle in punéis fingulis B, C, ficut applicat2 in parabola
BD,CE *).

5

Tempora quibus grave ex A cadens [Fig, 8] particulas ®quales conficit, purta
in B et C, effe inter fe ficut applicate BL, CH in curva FHL , ejus natur® w
[femper (inc continue proportionales BD, BK , linea certa, et BL 3).

Di&z curve (pacium infinicum OFHLZA effe duplum re&@anguli AF *).

llustracédo 8
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De uma parte da parabola as ordenadas séo proporcionais aos quadrados das
abscissas, as distancias percorridas por um moével que cai a partir do repouso séo
proporcionais aos quadrados dos tempos, por conseguinte também aos quadrados

das velocidades.

Como BK é uma constante, a proposicdo diz que BL €& inversamente
proporcional & BD. Assim, dado que os tempos considerados sao inversamente
proporcionais as velocidades. Estdo também nessa propor¢cdo em relagdo as

ordenadas correspondentes da pardbola, onde se tem que

BL-BD =CH-CE

Portanto, tem-se

2 tempo da queda AO de um movel partindo do repouso

1 - tempo de percurso de AO com vel. constante v, (vel. final queda AO) -

_ XZBL _superficie OFHLZA
SOF  superficie [ | AF

Sendo assim,

FG-FH .AF.FD NF
KL-KM JAK.KD OK
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Sifintduze femi-parabole [Fig. 9] quacunque
ad cundem axem fed contrario fitu, ut ABC,
DBE, et ducantur applicate communes FGH ,
KLM, eandem effe rutionem rectanguli HFG
ad MKL que eft parcium di®tarum applica-
tarum , femicirculo fuper AD interceptarum,
nempe quaz NF ad OK ¢),

Si femicirculumACB
[Fig.10] tangatinver-
tice recta PCQ, duc-
tisque ordinatis DFG ,
fiat icurt DF ad DG ita
hec ad DM Effe (pa-

—_ ftium inter curvam

CMM er afymptoros

ejus NA, OB, retam-

—3 — -- que ADB interjettum ad
reftangulum AQ, w

femiperipheria ACB ad re@tam AB®),
Si PQ diftet a vertice C; tamen {patium curva qua tunc orietur datum efle,
pofica feilicet quadratura circuli 7),

llustragéo 9

Huygens compara os tempos nos quais um moével percorre por um lado a
semicircunferéncia, por outro o didmetro AB, com a mesma velocidade constante;
estes tempos estardo entre si como p (semicircunferéncia) : g (diametro). Portanto,
encontra-se outra expressao comparando um elemento F do arco AB com a sua

projecao D sobre didmetro AB e observa-se que

tempo de percurso F _ VF _CV _ DM
tempo de percursoD DF DF VC

sendo V o centro da circunferéncia. E conclui que

p _ tempo de percurso semi —circunferéncia AB _ >DM _ superficie ANMCOQBA
q tempo de percurso didmetro AB >VC superficie [ ]AQ
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Figura 1

Este caso esta apresentado na figura acima onde o “spatium infinitum” ASPR...
NY...HVZA é um "spatium datum"; ou seja, uma superficie de grandeza calculavel.

Que pode ter demonstrado da seguinte forma: AA; o circulo gerador do arco
cicloidal ABB e B um ponto qualquer deste arco que corresponde a normal BD, tém-
se de acordo com a propriedade conhecida tangentes ao cicléide: BD é paralelo a
GA1, quando BG é horizontal (paralelo a tangente no ponto A; da circunferéncia AA;)

e que G encontra-se sobre a circunferéncia AA;. Por consequéncia,

BD_AG_AG
BC CG AC

(por semelhanca de triangulos)




400  TRAVAUX DIVERS DE STATIQUE ET DE DVNAMIQUE DE 1659 A 1666. 1659,

[Fig. 11.]%)

Curvam AB [Fig. 11] qua fic cjus
naturz , uc duétd ipfi BI) ad ang. reftos,
que occurrat axi AD in 1), faciendoque
uc BD ad applicatam ordinatim BC, ita
fit re¢ta quaevis EC ad CF in eadem or-
dinata fumptam, fict FFA parabola; eam
curvam efTe Cycloidem ).

llustragéio 10 >
Assim, toma-se um F, tal que:

BD _CE
BC CF

ou CE é um comprimento arbitrario constante, que resulta em

AG _CE
AC CF

ou

2 2 2 2 2
_AC’-CE® _AC®-CE® _CE® .

CF? = =
AG AA -AC  AA, ¢

do que se conclui que o lugar do ponto F € uma parabola.

59 . A e .
Os membros da Academia Holandesa de Ciéncias acrescentaram a figura acima os pontos A; e G.
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Huygens continua sua demonstragcao do seguinte modo: admitiu que a curva

considerada possuia o veértice A e o eixo de simetria AD.

O "latus rectum" da parabola que deve provir da construcdo p, toma um
comprimento AA; como CE2 = p. AA;; para que o circulo de didmetro AA; possa
gerar o cicloide rolando sobre uma perpendicular A; ao eixo AD. A tangente ao ponto
de interseccdo do cicléide com o prolongamento de CG € a paralela AG. Mas
tangente a curva primitiva (lugar dos pontos B) é igualmente paralelo a AG: com

efeito, tem-se que

CF* AC
CE*> AA "’
por conseguinte
AC BC?
AA, BD?
ou
AG _BC
AA, BD
ou
CG _BC
AG BD

ou conclui-se que A;G é paralelo & DB, por conseguinte AG paralelo a tangente
de B

Do ponto A partem duas curvas gue possuem tangentes paralelas entre elas os

seus pontos de intersec¢cdo com uma ordenada qualquer perpendiculares a AD.
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Segundo os membros da SHC,

Huygens pode ter reconhecido intuitivamente que
estas curvas devem ser idénticas, e teria dado, se
fosse necesséario, uma demonstracdo exata desta
identidade de acordo com um método analogo a
Prop.lll da Parte Il do Horologium Oscillatorium uma
proposicdo do mesmo tipo para duas curvas que
possuem normais comuns. (Tomo XVI, p.401,
traducdo nossa)

Daqui em diante o trabalho de Huygens tem mais 4 partes (p.400 a 413), porém
todas se retratando ao trabalho Chartae Mechanicae que ndo sera mostrado aqui,
pois tais partes consistem em demonstracdes analogas as que ja foram
apresentadas, nas quais o matematico demonstra o isocronismo da cicldide

(tautdcrona).

Como vimos, Huygens propdem a si préprio o problema do isocronismo do
péndulo, preocupado em melhorar o desempenho do relégio de péndulo ja existente.
Ele resolve o problema com sucesso, porém um reldégio de péndulo, que ele
acreditava ser realmente eficiente para a utilizacdo em navegacdo, sé seria

construido em 1673.
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4- CONSIDERACOES FINAIS

Com a parte historica apresentada nesta pesquisa, observou-se que 0s irmaos
Bernoulli, quando propuseram o desafio, estavam preocupados com O
desenvolvimento da Matemética como Ciéncia, no caso da Braquistocrona, era o de
confirmar sua aplicagdo no desenvolvimento da matemética, mais tarde no Célculo

de Variagoes.

J& Huygens se preocupou com a solu¢éo do Isocronismo do Péndulo como um
meio de melhorar o relégio de péndulo ja existente, porém pouco eficiente para a
navegacdo. Com a descoberta do Tautocronismo da Cicloide, pode construir relégios

mais precisos, o que contribuiu na localizagéo dos navios nas longitudes.

Pensando no objetivo aqui proposto, que era o de analisar como esses
matematicos propuseram e resolveram os problemas do Isocronismo do Péndulo e
da Braquistocrona, pdde-se observar a importancia do papel desempenhado por
Mersenne ao disseminar a matematica produzida por grandes eruditos europeus,
como no caso de Galileu, pois tanto a primeira solu¢gdo quanto a segunda partiram
do mesmo principio norteador: a geometria grega e as teorias de Galileu sobre

Corpos em movimento.

Mesmo que se trate de contextos distintos, a escolha de se trabalhar com

esses problemas deu-se porque, além de partirem do mesmo fundamento teérico,
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ambos tém a mesma solucéo, a curva cicloide. A época, essa curva era de interesse
de muitos eruditos, sendo chamada até mesmo de “Helena da Geometria” (BOYER,
1996).

Esses trabalhos desenvolvidos pelos Bernoulli e por Huygens em torno desse
“pomo da discordia”, com comentarios e complementos a seus calculos, s6 faz
reforcar a validade da contribuicdo de tais matematicos e torna acessivel aos
contemporéneos a génese dessas teorias, fundamentais para a compreensdo do

desenvolvimento histoérico e epistemoldgico das Equagdes Diferenciais.

Tal fato torna essa pesquisa de grande valia como material complementar para
um curso de EquacOes Diferenciais como, por exemplo, auxiliar na elaboracdo de
um conhecimento construido por meio da Histéria da Matematica. Construido porque
ndo se trata de entregar ao aluno o contetdo pronto, mas sim leva-lo a estabelecer
relacbes com o Calculo diferencial, como é conhecido hoje, de forma que a Historia

seja parte do processo de fomento do raciocinio matematico.

Pode ainda ser um acionador de um a série de estudos e discussdes acerca do

tema: Equacbes Diferenciais, conduzindo os graduandos s outros estudos.
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6- ANEXOS

Anexo 1- Publicacées de Mersenne®

L'usage de la raison (Paris 1623).

2. L'analyse de la vie spirituelle (Paris 1623) (still undiscovered).

© © N o v

10.
11.
12.

13.

Quaestiones celeberrimae in Genesim (Paris 1623) -- defended orthodox
theology against deists and atheists.

Observationes ... (Paris 1623) - Suite manuscrite des Quaestiones in Genesim
-- second half of Quaestiones in Genesim that stopped after Chapter
6.Commentaire manuscript sur I'Evangile.

L'impiété des Déistes (Paris 1624)

De Gaferello judicium (Paris 1625).

La vérité des Sciences (Paris 1625) -- an account against Science Sceptics.
Synopsis mathematica (Paris 1626).

Traité de I'Harmonie Universelle (Paris 1627) -- a work on music, acoustics
and instruments which he continued to improve throughout his life.
Esquisse manuscrite d'un Traité de Son -- an outline of Traité du Son.

Petri Gassendi theology epistolica exercitatio (Paris 1630).

Questions inouyes (Paris 1634).

Questions Harmoniques (Paris 1634) -- includes many remarkable
findings in Physics, Ethics and other Sciences.

Les questions theologiques (Paris 1634) -- physics, ethics and

mathematics.

60

Lista retirada do site de Historia da Matematica: http://www-history.mcs.st-and.ac.uk
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14. Les mechaniques de Galilée (Paris 1634) (a translation into French of
Galileo's Dialogo).

15. Les préludes de I'Harmonie Universelle (Paris 1634) -- useful questions
for astrologers, theologians, doctors, philosophers and preachers.

16. Harmonicorum libri (Paris, 1635).

17. Harmonie universelle (Paris 1636) -- the theory and practice of music
including the nature of sound, movement, key, voice, mood and harmonic
instruments.

18. Les nouvelles pensées de Galilée (Paris 1639) -- a work on natural and
violent movement and the more subtle ideas of mechanics and physics (a

translation into French of Galileo's Discorsi).

19. Lettre a Naudé sur l'aimant (Paris 1639).

20. Universe Geometiae synopsis (Paris 1644).

21. Cogitata Physico-Mathematica (Paris 1644).

22. Novarum observationum physicomathematicorum (Paris 1647).
23. Liber Novus Praelusorius (Paris 1648).

24. Harmonicorum libri XII (Paris 1648).

25. L'optique et la catoptrique (Paris 1651).

26. Brouillon d'un ouvrage inachevé sur |'optique.
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Anexo 2- Cicléide®

A B

Equacao Cartesiana Paramétrica
X =at - hsen(t),y =a- hcos(t)

A cicléide é o lugar geométrico de um ponto na distancia h do centro de um
circulo de raio a rolando ao longo de uma linha reta. Se h<a, entdo é curtate cycloid

enquanto que se h>a entdo € prolate cycloid. A curva extraida acima tem a=h.

A cicléide foi estudada primeiramente por Cusa quando estava tentando

encontrar a area de um circulo pela integracéo.

Mersenne deu a primeira definicAo apropriada da cicloide e indicou as
propriedades 6bvias tais como o comprimento da base é igual ao do circulo que rola.
Tentou encontrar a &rea sob a curva pela integracdo mas falhou. Propbs essa

guestao a outros matematicos.

A curva foi nomeada por Galileu em 1599. Em 1639 escreveu a Torricelli sobre
a cicléide, declarando que tinha estudado suas propriedades por 40 anos. Galileu
tentou encontrar a area comparando-a a area do circulo gerador. Depois que nao
encontrou um método matematico recorreu pesar as partes de metal cortadas na
forma de cicléide. Encontrou que a relacdo dos pesos era aproximadamente 3 para
1, mas decidido que ndo era exatamente 3, tal fato que supés (errado) que a relacéo

nao era racional.

61 Essa é uma tradugdo livre do texto de O'CONNOR e ROBERTSON, retirada da pagina da internet: http://www-

history.mcs.st-andrews.ac.uk
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Mersenne prop6s o problema da area a Roberval em 1628 e, embora falhasse
no inicio, foi resolvido por Roberval em 1634. Se a = h entdo a area sob um arco

sera 3ma’ . Roberval, orgulhoso de seu resultado, escreveu a Descartes narrando-o.

Descartes desafiou Roberval a encontrar um método de extrair uma tangente a
cicloide que descobrisse como construir uma. Roberval falhou mas Fermat, que foi

incluido no desafio, obteve sucesso.

Vale a pena anotar que Torricelli descobriu a area da cicloide e que Viviani

encontrou um método para construir uma tangente.

Em 1658 Pascal, apés um periodo longo devotado a religido quando ignorou a
matematica, voltou a pensar sobre problemas matematicos numa noite que néao
conseguia dormir em consequéncia de dores. Resolveu o problema da area
gualquer segmento de cicléide e do centro de gravidade de qualquer segmento.
Resolveu também os problemas do volume e da area de superficie do sélido de
revolugdo formado pela rotagdo da cicloide sobre o eixo x. Pascal publicou suas
proprias solucdes a seus problemas do desafio junto com uma extensdo do

resultado encontrados por Wren.

Pascal publicou um desafio (ndo sob seu préprio nome mas sob o nome de
Dettonville) que oferecia dois prémios pelas solucdes destes problemas. Wallis e
Lalouéere entraram mas a solucdo de Lalouére estava errada e Wallis ndo foi bem
sucedido também. Sluze, Ricci, Huygens, Wren e Fermat todos comunicaram suas
descobertas a Pascal sem entrar em competicao. A contribuicdo de Wren foi o mais

notavel porque encontrou o que o comprimento do arco é 8a.

A cicloide tem a propriedade que uma particula P que desliza em uma cicléide
descrevera o movimento harmdnico simples e o periodo sera independente do ponto
de partida. Esta é a propriedade da tautécrona e foi descoberta por Huygens em
1673 (Horologium Oscillatorium). Ele construiu o primeiro relégio de péndulo com
esse dispositivo para assegurar-se de que o péndulo fosse isocronico forgando o
péndulo a balancar em um arco cicloidal. Entretanto apresentou muitos problemas

mecanicos para fazé-lo prético.

Desargues prop6s dentes cicloidais para a engrenagem de roda por volta dos
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anos 1630's.

Em 1696, Johann Bernoulli, no Acta Eruditorum, questionou qual a curva que
satisfaz a propriedade da braquistécrona. Ja sabia a propriedade da braquistocrona
da cicloide e publicou sua solucdo em 1697. Foi mostrada também por Leibniz,
Newton, Jacob Bernoulli e L'Hépital. Era um dos problemas variacional avancado e
sua investigacdo era o ponto de partida para o desenvolvimento do calculo de

variagoes.

A evoluta e a involuta de uma cicléide sdo uma cicléide idéntica. De fato, a
cicléide foi estudada por Huygens e por causa de seu trabalho sobre cicloide

desenvolveu uma teoria geral das evolutas das curvas.
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Anexo 3- Indice da Acta Eruditorum

INDICES GENERALES

AVCTORVM ET RERVM

PRIMI

ACTORVM

ERVDITORVM

quz Lipﬁx publicantur

DECENNIL

nec non

SVPPLEMENTORVM
TOMI PRIML

Cum

S CZESAREZ MAJESTATIS

&POTENTISSIMI ELECTORIS SAXONIZ
PRIVILEGIIS.

LIPSIE
Proftant apud JO H. GROSSII HAZREDES
& J. F. GLEDITSCHIUM.
ANNO M DC XClL

Figura®

%2 ndice da Acta Eruditorum de trabalhos publicados entre 1682 a 1693. Retirado do site da Biblioteca

Nacional da Franca - http://gallica.bnf.fr/




Figura®

% indice da Acta Eruditorum de trabalhos publicados entre 1682 a 1693. Retirado do site da Biblioteca

Nacional da Franca - http://gallica.bnf.fr/
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Figura®

64

indice da Acta Eruditorum de trabalhos publicados entre 1682 a 1693. Retirado do site da Biblioteca
Nacional da Franca - http://gallica.bnf.fr/
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Figura®

65

indice da Acta Eruditorum de trabalhos publicados entre 1682 a 1693. Retirado do site da Biblioteca
Nacional da Franca - http://gallica.bnf.fr/
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 INDICES GENERALES

AUCTORUM ET RERUM

SECUNDI

CTORVM

ERVDITORVM,

quz Lipfia publicantur,

DECENNII

nec non -

SVPPLEMENTORVM
TOMISECUNDI ET TER T

Cum

S. CxsarReEZ & REG1E PoOLO-
NicZ MAJESTATuM PRIVI-
LEGIIS.

LIlIPSI!ZA,

OH. GROSSII HZAREDES,
Proftast apud-!cl FRID. GROSCHUF.

® ndice da Acta Eruditorum de trabalhos publicados entre 1692 a 1701. Retirado do site da Biblioteca
Nacional da Franca - http://gallica.bnf.fr/

77



Eorhnnienﬁum thermaram g’rﬁﬂfr&a
IX. 404
Borea fprante atr gravior. V.42
Bl dematze mifenlsrion hyporl jis
Pl it zog!
Boceax Fomerns quale 5l € V.330
Botanici woracs K. 436
Rotert { Toanuis ) de aquis Db an-
yereateme Fonew inflweralis fimremita
gxaminara. Isi3
Boves in faderibus maandi mos. i
250
Boylzanum pha/phorum prapavandi ra-
rio. S.th.433
Bovla (Ruberts} femtentiadeipfinaieea
[fub exanmin pucara. Vi4z§
Braccianenfis lacis derivatio- Vi.396
Brachmanum de creanune &F inperitti -
IF.}JD'
Vi, 203, 297~
23 21123
Brevhan unde dicatur ¢ IV..61
Bronchiulis arrerie bomine exorins
atd, e arieiea pulmonals anflomas
s Virg1y
wene nills nee feas VIO6

ﬂf'ﬂﬂ'ﬁ Afp‘gmpi.
Brachyttochrona dmes.

PEFIRERALEF

eff. xus.

T By achocels meareria dmerfa. 11511
Biuta Muns BEoRS -I.Tl'l'?#lﬂmgrdﬂrff‘ﬁ#ﬂr"
ancd 173

num frutint? ih.303

L. 19§

Figura ®’

67

wera th fubilapiumm ranist
VI 5 l
Fer Rronchoodem dperiam mtenfiurm

s |

yemedia [umet ipfis npent ntid .

MEDICARUMET MATHEMATICARUM,

In.gagt
V484

Brutis vindicari fenfus.
vatio a Stoicu rribura,
pindicata. Va7
prrle po Qa2 AR Vi o439
Bryoma bz commendata in byir pea
SO T R R X
Bubones peffilontialcs quorem v e
gurandis CR A B 8
Buct i vemerreofion ampi Hacen sy
gemis rumf_;'f.':-rym. S5k 2y
Bucentauri defirip-io, S 7
Bufonires guwd £ S.lLo
Bulbus vererum , C-locafis. X.5100
Burnce. theoris relluris confutara. Vile
1o
C. :
morb. s comprebendat ¥
. 362.§
Cahexir caufi. HEL36.%
Cadavers er-mands &8 bumandimos ik
demn por portbies recepris., Vil 341
Codaveram bumanorum  confirvatio
Rupfibinwas. V.270.27K
Caxl v filtio fetumorine &8 Matre fit~
perflice felicitor celebrata. (ER-51: 3
num in i adminifirandsy
guibus wteri paging 47¢! fata incer

Cachexia oS

ferum in tuba wteri geflante, admi-
ni:fimira, X.82
Calculi diferentialis fpecmen. L 292
d_d?:-rrmmﬁd Forbmriziane pra-

anitia 1 a7 Vg X1 9
Leibuiizians preflantio,il (123,

V.58 313

¥E 3 Cabour

indice i i
da Acta Eruditorum de trabalhos publicados entre 1692 a 1701. Retirado do site da Biblioteca

Nacional da Franca - http://gallica.bnf.fr/

wumwe of carglagn fum? 11343 :
gperatio in fepanay 2 menfes

78



Figura ®
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indice da Acta Eruditorum de trabalhos publicados entre 1692 a 1701. Retirado do site da Biblioteca
Nacional da Franca - http://gallica.bnf.fr/
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Figura®
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indice da Acta Eruditorum de trabalhos publicados entre 1692 a 1701. Retirado do site da Biblioteca
Nacional da Franca - http://gallica.bnf.fr/
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indice da Acta Eruditorum de trabalhos publicados entre 1692 a 1701. Retirado do site da Biblioteca
Nacional da Franca - http://gallica.bnf.fr/
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Anexo 4- Tomo XVI (p.392 a 413)

.

[£659] 7.

[PremiEre ParTie) 3).
1 Decembr, 1659,

Hinc data fuic occafio inventi de Cycloide.
Quaritur quam rationem habeat tempus minime ofcillationis penduliad tempus
cafus perpendicularis ex penduli alticudine +),

(Fig.6.15)

(9&«- - lcf”}-

3 La Pidee, qui tralee du cautochronisme de 12 cyeloide, est empruntée aux p. 72—74 du Re-
cueil ,,Charte Mechanicx™ (T2 numération des feuilles de ce Recuell date de 1928 etaux p.
137——188 du Manuserit A.

Ellea été publiée par i'vn de nous avec une traduction néerlandalse {,,De Ontdekking van
et Tantochronisme der Cycloidale Valbeweging, eene hijdrage tot de jootherdenking van
den geboortedsg van Christiaan Huygens op 14 April 1929, door E, }. Dijksterbuis, Eucli-
des, AK. 5. jrargang 1928/ag, P. Noordhoff, Groningen); daus cette publication on retrou-
vera les figures de Huygens, mais plus correctement dessindes,

82



TRAVAUX DIVERS DE STATIQUE ET DE DYNAMIQUE DE 1659 A 1666. 1659, 393

Tempus per particulam E ¢) , ex K cadentis [Fig, 67, eft ad tempus per parti-
culam B cum celeritate ex AZ in ratione composita ex longitudine E ad B, hoc
eft ex ratione TE feu GB ad EB, et ex ratione ZE feu BF ad BA 7), qua ratio

compofita elt que ) GBF ad ] EBD,
Ut CJ EBD ad (J FBG ita BF ad BX, unde ut omnes BX ad omnes BF ita

tempus per KZ ad tempus per AZ cum celeritace ex AZ ®). Ettempus per KZ

*) La Premiére et la Cinquiéme Partie de cette Piéce ont été datées par Huygens.

3) »Charte Mechanice", p. 72 recto, Qutre le texte imprimé ici la feuille contient différents
calculs biffés qui nous paraissent étrangers au probléme de la cycloide.

*) Il apparatt donc que c'est la considération de la période d'une oscillation suivant un trés petit
arc de cercle qui n conduit aux recherches dont est sorti la découverte du tautochronisme de
la chute suivant des arcs cyclofdaux.

Galllées'était déja sériensement occupé du imouvemen td'ulfcﬂrps geave suivant une circon-
férence de cercle verticale; voir la Giorn. [11 des ,Discorsi", surtout la Prop. XXX VI (Ed.
Naz. VLI, p. 261 et suiv.). A la p.73 versodes ,,Charta mechanice™ Huygens se propose de
calculer le temps d'une oscillation circulaire de 1 80°, mais sans suceés; Il remarque: ,,Qua-

ritur tempus per quadrantem circumferentiz quod dubito an inveniri possit™.
Il ne réussit que plus tard & trouver une solution approchée de ce probléme (voir le début de
la Pars Prima de I',Horologlum oscillatorium™).

5) Dans la Fig. 6 T est le centre et TZ le rayon d'un quare de circonférence, K un point quel-
conque de ce dernier. L'arc ZK de [a circonférence est censé coincider avec I'arc ZK d'une
parabole ZK® 4 sommet Z et ,latus rectum™ 2TZ, AQE est une parabole congruente avec la
parabole ZKNayant son sommet en A, l.a gendse des autres courbes de la figure est expliquée
dans le texte,

%) E est une partie infiniment petite de I'arc KZ, I3 sa projection sur AZ. L'auteur compare l¢
temps ¢, d'une chute suivant E, lorsque le mobile part de K svec une vitesse nulle, avec le
temps 7, correspondant 2 un mouvement uniforme suivant B d’un point possédant une vitesse
égale 2 celle que posséde en Z un mobile tombant parti de A avec une vitesse nulle, Nous

désignerons cette dernlére vitesse par v:.
7) Il faut lire: BD. Voir le premierThéoréme de la Deuvxiéme Partie qui suit (note 2 de lap. 398).

%) L'auteur introduit donc une ordonnée BX telle que ;:= g% (voir sur les temps 7, et 7, la

note 6). Par conséquent, si I'on considére les ¢éléments successifs B comme ¢gaux entre eux,
de sorte que #, est une constante, les ordonnées BX mesureront les temps 7,. Le temps dela
chute suivant KZ, considéré comme la somme destewmps ¢, , sera donc représenté par la sur-
face ASPR..NT..HV7ZA [Fig. 6] considérée comme la somme de toutes les ordonnées BX.

On a par conséquent
e EMps de la chutesuivamt K2 _ omwes BX
t,(c.4.d.temps de parcoursd’un élément décerminé I avec la vitesse rz) BF
Mais on a aussi
temps de parcours de A7 avec |a vitesse v, _ omnes BF

A I )
donc
temps de la chute suivant KZ ~ omnes BX _ surf. AR..N..HZA
temps de parcours de AZ avec 1a vitesse v- — omnes BF K2 ‘

3@
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394 TRAVAUX DIVERS DE STATIQUE ET DE DYNAMIQUE DE 1659 A 1666, 1659.

ad tempus per AZ ') uc fpatium infinitum *) ASPRLNYHVMZA ad
a (JKZ %),

CO -~ CG--——CF . CN+%) €O/ CF
ergo CN 2 2BG,
it AZ 0¢ CF CN 2 2BG Ci
’ - I ! be
ZM, TZ 2 b. |/ 2be - 2b 2 ¢ 1ok )

five l/i-bc hzc eft ipfa CO 20 ; il

confideracur AK applicata in circumferentia tanquam ®qualis applicatz in
parabola ZKN, cujus ; lat, ve€tum TZ, cuieadem eft parabola AQE. hoc eft

[upponitur AK 20 ZX ¢).

cn
o
P gt g
‘P
CI CE CI17)
! 5 2
=€ e 1/ 2be 7 | lia gy

CN
2b - —. %ﬁ/ 2be

") [n margine: yytempus per AZ est 2quale tempori motus aquabilis per AZ cum*/,

celeritate ex AZ".
) C. 4. d. un espace qui s'étend jusqu'a I'infini.
i) Enefiet,ona
temps de parcoursde AZ avec Ia vitesse v: (note 6dela p.393) |
temps de parcours de A7 lorsque le mobile tombant part du reposen A~ 2
(Galilée, De Motu Accelerato, Prop. [. ,,Discorsi” , Giorn. I{1. Ed, Naz. VIII, p. 208).
4) F et (5 doivent étre considérdes ici comme des lettres courantes: |orsque B vienten C, F et
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TRAVAUX DIVERS DE STATIQUE ET DE DYNAMIQUE DK 1659 X 1666. 1659. 39§

-

(5 seront les intersections de CN avec K2 et SM respectivement.
L.a définition de BX (note 8 de la p.393), appliquée au point C au lien de I3, donne

(TPRT'_CN you CQ = ;—EE’ ==; CF*. [l s"ensuit que CN = 2CG.
Quant au raisonnement du texte, i faut "entendre comme suit. Une droite CO est con-

' A ) '
struite comme troisiéme proportionnelie da CF et 4 CQ. De %—, = % , on tire donc CO =

é-CF. Dans la sulte aussi "auteur construit souvent des lignes ne servant qu'a représenter
1
des expressions composées ayant Is dimension d'unc longueur (telles que I’ expression -, Q
dans le cas considéré).
Y) Dans la suite , sucun usage n'est fait de cette relation.
) On vérifiera nisément que cette supposition revienta celle-ci: la circonférence (T; TZ) oscule
en Z la parabole ZKn.
*) Dans ce qui suit 'auteur fait usage de la courbe A sommet I (voir la Fig. 6 et 12 Fig. ci-jointe).
La genése de cette courbe est expliquée dansla

A quatriéme Proposition de la Deuxiéme Pattic de
). cette Piéce, & laquelle nous empruntons dés main-
tenant ce qui swit: Ba étant une ordonnée quel-
[~ conque de 1a demi-circonférence AZ, on déter-
mine BS de telle maniére que
Ba _ CI
z 4 <1 = B

l.a Proposition citée dit en outre que lasurface
comprise entre la courbe ainsi construite, les asymptotes AR, ZH et 1a droite AZ est a celle
du rectangle AW dans un rapport égal & celui de !a demi-circonférence p au diamétre 4.

Appelant cette surface O, et le ,spatium infinltum™ AR..N..HZA, considéré plus haut
[Fig. 6], O, nous savons ( voir Iz note 3, et la note 8 de la p. 393):

temps de Ia chute sulvant KZ 0,
temps de parcours de AZ , lorsque le mobile tombant part du reposen A = 5Kz
0, _¢

et, d'aprés ce qui vient d'dere die, =AW=
0, 0, 0, AW
Remplagons ez P 6. Saw * acakz ('
On peut remarquer que les ordonnées correspondantes BX et Bff sont dans un rapport
constant, égal 2 celul des surfaces O, et O,. En effet, suivant la troisiéme Proposition de la
BE.BD Bea
Deuxiéme Partie, on a la relation —cQr o

BF.BG _BF.BG.CI
de sorte que BX = RE-BD = SCQ B
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396  TRAVAUX DIVERS DE STATIQUE KT DF. DY mmqur Dk 1659 h 1666. |65y

3
tandis que Bf = %lm .

Dans le rapport l]g la seule grandeur variable,, Bs, disparatt. Pour déterminer ce rappornt
nous prenons le point b en C; il s'ensuit que g %I;' L.'équation (1) nous donne alors

0, _CN _n Cl _CN.p__ 2

2CIKZ T Cl ¢ "2aK ™~ 4.3AK = 24, AK
P

ot AK = V/AZ . 2TZ, si I'on considére AK comme ordonnée de la parabole ZKN. Puisque

TZ = bet AZ = ¢, on trouve en effet pour le rapport cherché la valeur 24 : ? Vabe.

Chez Huygens le ralsonnement n'est pas absolument le méme: il se conforme évidemment
aux régles de la théorie des rapportssuivant Euclide, telles qu'onlestrouvedans le Cinquidme
Livre des Eléments. Suivant cette théorie Ia transformation des équations doits"accomplir en
appliquant la conclusion &’imov (,,ex aequo" ou ,ex aequali™) — Euclide V, 25 — d'aprés
laquelle on dérive des équations

——
™ = D
™ A oo
R i
= on

i

I'équation a:g=c¢: A
‘ 0,:0, = CN:CI
0,: AW = p:q

QOr, on sait
Pl‘:f_'.l.-!L W:mK7”=Cl:CF.

Pour tirer de ces équations une nouvelle équation .ex aequo™, il faut d'abord transtormer
l2 deuxi¢me équation de telle maniére que son troisiéme terme devienne CI ou %r. C'est ce
EW
qu'un obtient en pusant pig = E : Cn d'oi I'on tire Cni = 5

Il faut ensnite transformer la troisiéme équation de telle maniére que son troisiéme terne
devienne C11. On pose donc

CI:CF = Cn : une quatri¢me longueur.
Cette derniére est multiplide par 2 , pulsqu'il s'agit de comparer O, avec 203K/ (non pas

avec CJKZ); on obtient ainsi :q};j’__r L.e rapport cherché devient maintenant ,exaequo”
CN: 2q)/ 3be '
P

Nous avons donc expliqué la signification de toutes les proportions quon trouve dans le
texte.
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ita crit fpatium infinicun vertice N ad duplum ] KZ, hoc eft ita cempus per
KZ ad tempus per AZ. .
fed tempus per AZ elt ad tempus per TZ ue )/ 2bcad |/ 2bb ') hoceft ut

”p‘? |/ 2bc ad ":o?l/ 2bb
Ergo ex 2quo tempus per KZ arcum ad tempus per TZ ut 26 ad iﬂ/ibé

fiveut & -- "‘—"g'l/ abbhocelturp - - - |/ 2¢4. hoc et ut quadrans cir-

cumferentiz ad fuam fubtenfam,
Quum AZ pro arbitrio fumta fit, fiacque femper tempus per KZ ad tempus per

TZ ut pad |/ 2¢4. ponendo nempe punéta K ct E effe in parabola cujus vertex
Z, i lat. re@tum TZ, hinc vidi opus efle, fi curvam velimus per cujus arcus quos-

vis in Z terminatos, tempora deflcenfus finc qualia, ut fit ejus natur, utquemad-
modum ET curve perpendicularis ad applicatam EB, ita faciendo rectam datam
ue GB ad aliam EB, cadat pun@um E in parabolam vertice Z. Hoc autem
Cycloidi convenire inveni ex cognita tangentis ducendz ratione 2).

') D'aprés 1z Prop. 1 du trité ,,De Moty Accelerato™ de Galilée (,,Discorsi”, Giorn. 111, Ed.
Naz, VIII, p. 208).

*) Ce dernier alinda contient la découverte du tautochronisme de la chute cyclofdale. L'auteur
observe que le résultat obtenu serait exact, si le point E se trouvait récliement surla parabole
ZK®retnon passur lacirconférence de cercle. Or, dans le cours du raisonnement E n'a étécon-
sidéré qu'une seule fois comme un point de cette circonférence,savoir 12 on le rapport des élé-

G
nents E et B(volr 1a note 6 de lap. 303) a été remplaceé p:r%ll:;‘-' ou lillj Lorsqu'on substitue
une autre courbe & la circonférence de cercle, de sorte que TE représente lanormaleen I,
lintitde par la verticale passant par Z, on n’aura plus TE =Ia longueur constante GI3.

Mais si I'on pose E—E =g§, (GB ¢tant unc longueur constante donnée), on BE’
correspond & la ,alla BE™ du texte, et que E’ est situd exactement sur ia parabole ZKn, le
raisonnement du texte reste valable en entier et le tantochronisme trouvé devient un tauto-
chronisme exact.

Huygens remarque qu'il en sers ainsi, lorsque le point E se tronve sur une cycloide (voir
Ia cinquiéme Proposition de 1a Deuxiéme Partie qui suit ).

87



398 TRAVAUX DIVERS DE snnqun ET DE nvuamquz NE |659 h 1666 t659

[Druxieme ParTie] ).

(Fig. 7.]
A Sine quibus motus 2quabilis in cava cycloide inveniri
B P non poterat.
velocitates gravis cadentis ex A per AC [Fig. 7],
¢ ¢ effe in punéis fingulis B, C, ficur applicata in parabola
BD, CE *).
[Fig. 8.]

Tempora quibus grave ex A cadens [Fig. 8] particulas ®quales conficit, puta
in B et C, cfle inter e ficuc applicate BL, CH in curva FHL | ejus naturz ut

femper fint continue proportionales BD, BK , linca certa, et BL 3).
Diétz curvz fpatium infinitum OFHLZA efTe duplum re@anguli AF 4).

') Charta Mechanica™ p. 73 recto.

*) Cette Proposition est facile & démontrer: d’une part dans la parabole les ordonnées sont pro-
portionnelles aux carrés des abscisses, d'autre part les distances parcourues par un mobile
tombant a partir du repos sont proportionnellesaux carrés des temps, donc aussl aux carrés
des vitesses.

) Comme BK est une constante, toutaussi bien que la ,linea certa™, la Proposition dit que BL est
inversement proportionnelle & BD. Cette Proposition est une conséquence de 2 précédente,
Eneffee, puisque les temps considérés sont inversement proportionnelsaux vitesses, I1s le sont
aussi aux ordonnées correspondantes de la parabole. C.A.d.ona BL . D = CH . CE, etc.

3 Eneffer, ona

2 _ temps de |e chute suivant AO d'un mobile partant du repos
1~ temps de parcours de AQ avec la vitesse constante v, | vitesse finale delachute
sulvant AQ)

omnes _l!iL:surF. OFHLZA
omnes OF surf. COAF
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[Fig. 9] Sifinc duz femi-parabolz [Fig. 9] quacunque
A — € ud cundem axem fed contrario ficu, ue ABC,
¥ DBE, et ducantur applicate communes FGH ,
K KL’M eandem efle rationem rectanguli HFG

ad MKL qua eft partium ditarum applica-
tarum, femicirculo fuper AD interceptarum,
nempe quz NF ad OK 5).

?
Sifemicirculum ACB
(Fig. 10.) [Fig.10] tangatinver-
_N tice reta PCQ, duc-
tisque ordinatis DFG ,

fiat ficut DF ad DG ita

hzc ad DM Effe {pa-

- fium inter curvam
CMM et afymptotos
ejus NA, OB, reftam-

-- que AD interjettum ad
T re@angulum AQ, ut

o

femiperipheria ACB ad re@am AB©),
Si PQ diftet a vertice C; ramen {patium curva qua tunc orietur datum efle,

pofita fcilicet quadratura circuli 7).

FG.FH__yAF.DF _FN
5 Ll e
) e R KL.KM~— VAK.DK KO

) Nous émettons I'hypothdse suivante sur la méthode de démonstration de ce théoréme par
Huygens. Comparons les temps dans lesquels un mobile parcourt d*une part la demi-circon-
férence, d'autre part le diamétre AB, avec la méme vitesse constante; ces temps seront entre
eux comme p (la demi-circonférence): ¢ (le diamétre). Or, on trouve une autre expression
du méme rapport en comparant un élément F de I'arc ABavec saprojection D sur le diamétre

AB et en remarquant que

le temps de parcoursde F__ VF _ CV_ DM
le temps de parcoursde D~ DF~ DF~ VC’

V étant le centre de la circonférence de cercle,
On en conclut, comme dans la note 8 de la p. 393, que
p _ le temps de parcours de lademi-circonférence AD __omnes DM _ surf, ANMCOQBA
q le temps de parcours du diamétre AB omnesVC ~  surf. OAQ
7) Ce cas se présente dans la Fig. 6. Le ,spatium infinicum™ AR .. NT,, HZA est un ,spatium

datum™; ¢, 4. d. une surface de grandeur calculable.
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Curvam AB [Fig. 11] que fic cjus
naturz , ut doctd ipfi B ad ang. retos,
quz occurrat axi AD in I), faciendoque
ut BD ad applicatam ordinacim BC, ita
fit recta quevis EC ad CF in eadem or-
dinata fumptam, fit FFA parabola; eam
curvam effe Cycloidem *),

e — e S i | —

') Nous avons ajouté 2 Ia Fig, 11 lesTettres A, et G.

*) Considérons cette Proposition conjointement avec la remarque qui cldt la Premiére Partle
de cette Piece (voir la p. 397); tandis que I"auteur disait & cet endroit que la cycloide
posséde la propriété en question, il avance ici qu'une courbe possédant cette propriété
est nécessairement une cycloide. 11 peut avoir démontré la vérité du premier théoréme de
la fagon suivante. AN\, ¢rant le cercle générateur de 1'arc de cycloide ABB [Fig. 11],
et B un point quelconque de cet arc correspondant 4 la normale BD, on a suivant la
propriété bicn connue des tangentes A la cycloide (voir 4 la p. 374 et suiv, du T. X1V Ia
démonstration de Huygens): BD est paralléle 2 GA,, lorsque BG est horizontale (paral-
I¢le A la tangente au point A, 2 la circonférence AA, ) et que G se trouve sur la circonférence

BD _A,G_AG . BD_ CE
AA,. Parconséquent gc= CL- =a\C » Or, i I'on prend F de telle maniére que BC = CF'

oil CE est une longueur constante arbitraire, il s'ensuit que ;g gg ou bien CF' =
AC’.CE? _ AC'.CE' _CE? ..

AGE T AALLAC T AL
parabole,

Quant au second théoréme, Huygens peut I'avoir établi comme suit, en commengant par
admettre que la courbe considérée posséde le sommet A et I'axe de syméerie AD.

I.e ylatus rectum™ de |a parabole qui doit provenir de la construction étant p, prenonsunc
longueur AA, telle que CE* = p. AA,; puisse le cercle 2 diamétre AA, engendrer unecy-
¢loide en roulant sur une perpendiculaire en A, 4 I"axe AD). Latangente su point d'intersec-
tion de cette cycloide avec le prolongement de CG est paralléle 3 AG, Mals la tangente en B

, d'oi 'on conclut que le lieu des points F est une
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[TrotsitmE ParTie,] 3)

Sed fpatium infinicum & cft ad ] AA uc femicircumferentia AZE ad AE,
hoc eflt (fi fiat ut ~ AZE ad AE ita B¢ ad L) ut £¢ad Bu. Ergocx ®quo erit

fpatium infinitum VX ad TJAA ut VBad Bwhoc eft ut 2bad :%: nam V@ eft 20

2b et fw 2 égt.ﬁtm:im.ad[:jﬂl,hnceﬂ ut B¢ ad By ita Pwad LU

[Fig.12.]

4 la courbe primitive (lieu des points B) est également parallélc & AG: en effet,on a

Ci _AC done AC =BC’ ou AG _bC ou bien G _ BC d*on "en conel ue
CE* = AA, AA, T BD M AA, T D AGT Bpr Y et q

A, G est paralléle 4 DB, partant AG paralléle & Ia tangente en [,

Du point A partent donc denx courbes possédant des tangentes paralléles entre elles en
leurs points d'intersection avec une ordonnée queélconque perpendiculalre & A Tluyrens
peut avoir reconnu intuitlvement que ces courbes doivent {tre identiques, ot il aurait pu
donner, s'il et faltu, une démonstration evacte de cette identité d'aprés une mdthode
analogue A celle par laquelle il prouve dans la Prop. Il de la Pars [l de I',Horologium
oscillstorium™ une proposition du méme genre pour deux courbes pussédant des normales

communes,
¥ L.a Troisigme Partie est empruntde a la p. 74 recto des ,Chartz Mechanicz™. Elle contient

51
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(Fig. 12.]

'hﬂ'l-"l

[ue@z ad Q¢ ia Pu ‘a_déd.r_g_
e )V Bh- — LEE Y 30¢
N T

Ergo fpatium infinitum VXad TJ Alwe V@ ad B¢

b — - L2

unde fpatium infinicum VX ad 2 [ Al €. -y
hoc eft cempus per QOE ad tempus per AE ' & TTp V abe.
Sed tempus per AE eft ad tempus per CE, hoc eit, per dimidiam EZuc AM ad

Cx, hoceft, ue |/ 2be ad b, hoc elt ur;— )/ 2bc ad E;

Ergo ex ®quo erit tempus per QOE ad tempus per CE ut b ad ii hoc eft ut

pad e,
Ergo ex quocunque punéto Q mobile delcendar per curvam EQE erit tempus

un fragment d"un raisonnement analogue & celul de 1a p. 72 recto (volr la Premidre Partle de
cette Pidee) mais formulé plus correctement, Clest le début qui fait défaue; celul-cl se trou-
vait sans doute sur une teuille brolée, dont le dernier reste & bords carbonisés est attaché & la
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dr:l'cenl'us nd tempus deﬁ.enﬁn per perpendlcular:m CFE ut p ad ¢, hoc n:'ﬂ ue
femicircumferencia ad diametrum.

Ergo ex quocunque punéto curve defcenderic usque in E, femper zquale tem-
pus impendet.

p. 74; on y lit de la main de Huygens: ,pertinebat ad inventum de Cycloides Iso-
chronismo™.

La partle manquante de la déduction se reconstruit aisément (comparez 4 ce sujet le denx-
iéme alinéa de 1a note de Ya p. 404 ):

DanslaFig.12 ona Cy==EZ =2 CE; Cyestla base de la cycloide; EL est I'arc de cycloide
donné,  le point oil commence la chute avec une vitesse nulle, O un point quelconque de

I'arc QE. l.a parabole Ex est le lieu des points R, déterminés par I'équation D:.': l-(]-:i{

Cyx est donc la longueur constante arbitraire qui s'appelait CE dans la cinquiéme Propo-
sition de la Deuxiéme Partie (voir la Fig. 11 2 la p. 400). ASI est une parabole 4 sommet A ,
congruente avec la parabole E 7.

On a donc, en raisonnant comme dans le cas de la p. 72 recto (voir aux p. 03— 307 les
notes de la Premiére [artie):

BO s, Da El_ Da.De

DOy, DR'DS T DR.DS”

Posons
Da.Da _ DX
DR.DS™ De?

on aura elors, comme dans la Premiére Partle,

temps de parcours de I'src EIE omnes DX _ surfice AQ..XV..NFA
temps de ia chute suivant AE ~ 2.omnes Do 2. surface .3 Al

Construlsant ensuite Dy de telle maniére que N ;: De = Di: Dy, on aura

surface AQ _:;:EE_& deml-circonférence
surface LoAK diamétre

(4*™ Proposition de la Deuxiéme Pertie, denxiéme alinéa de la p. 399).

C'est par cette derniére proportion que commence le texte imprimé de notre Troisiéme
Partie; la surface AQ..#y.. NEA y est désignée par {n. Le reste du raisonnement est entidre-
ment comparable & celui de [a p, 72 recto (voir ls Premiére Partle de cette Piéce). Pour faci-
liter la comparaison nous observons que fm [Fig, 12] correspond & Cn [Fig. 6], etcaq.
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Quarrime Pannie '),

i Fig. 13

]

Ponimus mobile defcendere
per cycloidem ex punctoaliquo
Q [Fig. 13] usque in E; et
comparandum fit tempus hujus
defcenfus cum tempore quo
mobile cadit ex A in E mortu
naturaliter accelerato vel cum
tempore huic =quali, quo
nempe percurreret lineam AE
motu =quabili et celeritate
dimidia ejus quam acquirit in
fine cafus per AE.

sEIangulus rectus. CE 20 C5.

ERx eft parabola cujus latus
retum o 2EE, cui (imilis eft
oppofita ASI.CTIE eft circulus
genitor cycloidis EOQE.A¢E
(emicirculus. AB 20 RE.

Tempus per particulam cycloidis in O, punéto quolibet, ad tempus per parti-
culam perpendicularis in D, ponendo utramque particulam ijsdem parallelis hori-
zontalibus includi, et celeritatem mobilis in O efle eam quam acquirit cadendo
ex Q five ex altudine AD, celeritatem vero mobilis in 1D effe dimidiam ejus
quam acquirit cadendo ex AE; illud ergo tempus ad hoc habebit rationem compo-
fitam ex ratione particulz O ad particulam D, et ex ratione celeritatis qua pera-
gitur particula D ad celeritatem qua peragitur O. per propof.. . Galilei de motu

) Les pages examinées contiennent encore différentes rédactions ou projets de rédaction dela
preuve de la propriété tautochrone de lacycloide. En faisant suivre ici le fragment qu'on
trouvea la p. 187 du Manuscrit A, nous observons I'ordre chronologique: ce fragment doit
étre postérieur aux Parties précédentes et antérieur aux deux démonstrations compiétes qui
suivent, En effet, dans le raisonnement considéré ici la parabole Ex joue encore un rdle,
tandis que dans la démonstration plus correcte elle ne paraltra plus; mais d'autre part
I'auteur cherche déja A s'affranchir de 'emploi des courbes 4 sommets V et { de la Fig. 12.

I.e raisonnement initial de cette p. 187 est conforme au début reconstruit du raisonneinent

qui se poursuit dans le morceau de la p. 74 recto des ,,Chartz Mechanicz" (voirla Troisiéme
Partic qui précéde et,41a p.403,le denxidime alinéa de la note 3 de la p. g4o1); il confirme done
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zquabili. hoc eft, et ex ratione celeritatis dimidiz acquifitz cafu per AE ad cele-
ritatem acquifitam calu per QO five AD. hoc eft, et ex ratione dimidiz EIad DS,
quia ASI eft parabola. E(t autem particula O ad D, ut OB (qua cycloidi occurrit
apdoyuves) ad OD. hoc eft ue CrTad ITD, (nam CIT eft parall, BO). hoceftur CE
ad EIT, hoc eft in fubduplicata ratione CE ad ED, uc propterca eadem quam habet
Cyx, ad DR. Ergo tempus dictum per particulam O ad tempus per D particulam,

habet rationem compofitam ex rationeéEl ad DS, ct Cx ad DR, hoc eft eam
quam ; JCyx, EI, five _: [ «De ad 7] RDS. hanc autem dico efle eandem
qua i El ad DJ. nam quia L___:] «D, ; De ad qu. 2y, five ad (] fub AB et 22D
(nempe latus retum parabolz) five ad ] AE, 2D, eflt ut : Da five EZ-EI ad AE
five ut ;El ad ¢f. quadratum vero By ad [J RDS uc¢f ad 8D : erit ex zquo
, (3 &P ad CIRDS e ZELad DJ,

[CiNQuiEME PARTIE] ).
15 Dec. 1659,

Demonftratio melior huc tandem redaéta,

Sit dimidia cycloides ABC vertice A deorfum fpefante et axe A1) ad perpen-
dic. [Fig. 14].
Et ex quocunque ejus punéto B defcendac per ipfam mobile usque in A. Dico

cette reconstruction, l.a déviation commence 12 oi le rapport g-ﬁ est épalé 2 % y Coadds au
rapport de deux longueurs se rapportant au cercle CE qui engendre la cycloyde. On passc
de |2 4 la parabole ER 7 en posant EC Cx
¢ ESE ED DR
, Da.Da _; El
' . 10R ——icmc o~ 03t & il
L'auteur trouve ensulte que "expression DRCDS” o ¢gale au rapport 4 de sorte

que lacourbe 3 ordonnées DX [Fig. 12] n'est plus introduite; mais il ne va pas plus loin: le
morceau est resté A 'éeat fragmentaire.

*) Cette Partic est empruntée aux p. 188—191 du Manuscrit A, Elic contient une preuve
compléte de la propriéré tautochrone de la cycloide, preuve qui, il est vrai, ne satisfait pas
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tempus hujus defeenfus ad tempus calus perpendicutaris ex D in A, fore ut femi-
peripheria circuli ad diametrum. Ideoque ex quovis cycloidis punéto tempora
defcenfus ®qualia effe *). Sit enim BF parallela CD, quam fecet femicirculus
genitor DEA in E et ducawr AE 2),

Magna nec ingenijs inveftigata priorum 2),

(Fig. 14.)

Quia igitur tempori cafus per DA ®quale eft tempus defeen{us per planum
inclinatum EA*, five tempus quo tranfitur eadem EA motu =quabili et celeri-

encore aux conditions rigoureuses que I'auteur s'est imposées en rédigeant 1a démonstration
définitive de 1’ Horologium oscillatorium™,

On trouve une deuxléme rédactionde cette preuveaux p. 76—y 7 des ,,Charta Mechanica'';
mais clle diffdre trop peu decelle publiée ici pour qu'il soit nécessaire de Ia reproduire in
extenso. Nous nous contenterons de la citer dans queiques notes et d'en emprunter lestrois
derniersalinéas {voir 1a note 1 de lap. 410).

) On lit 4 12 p, 76 recto des,,Chartz Mechanice™ deux énoncés de cette proposition; fls ont
éré bifféds tous les deux. Les volei:

wlempora reciprocationum quibus mobile per cavam cycloidem naturali
imperu descendit ascenditque, a quocunque cycloidis puncto dimissum illud
fueric sunt @qualia; Habentque singula eam racionem ad tempus casus perpen-
dicularis per axem cycloidis quam circumferentia circuli ad dismetrum®.

w1 empora lationum reciprocarum mobilis per quoslibet cycloidis arcus inter
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tate dimidia ejus quam acquirit mobile cadendo per EA *, vel per I'A * perpen.
diculariter; Oftendendum nobis eft, tempus per partem cycloidis BA effe ad
diétum tempus motus equabilis per EA, ut lemicircumferentia circuli ad dia-
metrum,

Defcribatur fuper FA femicirculus FGA, et intelligator ei circomferiptum
polygonum ex tangentibus cujus unum lacus fic SI.S. Potelt autem tot laterum
fieri ur A peripheria ipfa FL A quamlibet parum differat. Per conta@um L. ducatur
ILKH reéta parall. DC, cui item parallel® ducantur TM, intercipiences poly-
goni latus S8, uc er reétam MHM , tangentem cycloidem in H, reétz vero AE
partem RR. Quod fi fingulis porro lateribus polygoni circa FLLA deftripti,
eodem modo tangentes cycloidis refpondentes conftituantur, he tandem fi infi-
nitus numerus earum fuerit ipfam curvam conficient, et tempusdefcensus mobilis
per omnes ejusmodi tangentes idem erit cum tempore defcenfus per curvam
BHA fecundum ante expofita ). Tempus defcenfus per fingulas earum ponimus
non differre a tempore motus 2quabilis per casdem celeritate ea qua acquiritur
cafu ex punto B usque ad punttum conta@us cujusque tangentis. Veluti pro tem-
pore defcenlus per MM ufurpabimus tempusquo tranfirecur MM motu equabili,
celeritate vero quanta acquiritur cafu per BH five per perpend. Fl; nam ha
celeritates ezdem func uc oftenfum eft. atque ita in fingulis cangentibus fieri incel-
ligendum.

se sunc equalia, habentque singula ad tempus casus perpendicularis per axem
cycloidis eam rationem quam circumferentia circuli ad diametrum™.
On lit encore en marge: ,,Theorema hoc proponatur 1js verbis quibus positum

est in fine pag. preecedentis™. 11 s'sagit apparemment de Ia p. 74 recto (voir, 4 Ja p.401,
Ia Troisiéme Partie de cette Piéce).

2 leiil y a un signe de renvoi qu'on retrouve 2 la p. 189 du Manuscrit A.

3) Ovide, Métamorphoses, XV , 146.

4) Volr ,Discorsi”, Giorn. L1, Ed. Naz, VIII, p. 221 (Prop. VI) et p. 208 (Prop. 1).

$) Chez Galilée ceci n'est pas une proposition , mais un postulat ; voir ,Discorsi”, Giorn. L1,
Ed. Naz. VIII, p. 205.

) Volr 1a p. 411, Aprés cette phrase les mots j,secundum quz etiam™ ont été intercalés.

Ce sont les premiers mots de la remarque qu'on trouve in margine: ,,sccundum qux etiam
tempus motus accelerati per singulas adequabimus tempori cuidam motus
®quabilis, videlicet ut pro tempore motus accelerati per MM sumarur™,

A 1a p.76 verso des ,Charte Mechanica™ une phrase qui exprime & peu prés la ménie
chose fait partle du texte lui-méme, On y lit: ... per curvam BHA , secundum ante
exposita. Secundum que etiam pro tempore descensus per MN usurpabimus
tempus quo transiretur eadem MN motu ®quabili. celeritate vero quanta
acquiritur casu per BH".
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Porro jungatur AK, et fecet in PP parallelas TM. Jungantur item FL, LA,

ut ce FG, GA, fefto prius femicirculo FGA bifariam lined VG ex centroeduétd,

Quoniam itaque lineam MM cranfiri ponimus celeritate 2quabili quanta acqui-

rieur cafu per FI, lineam vero RR, celeritace zquabili dimidia ejus quae acqui-

ritur cafu per I\, habebit tempus per MM ad tempus per RR rationem eam qua

componitur ex racione MM ad RR ct ex ratione dimidiz celeritatis acquifiiz cafu

* Galilei theor... per A ad celeritatem acquifitam calu per FI *. Atqui celeritas tota ex calu per
e mow F4ub. 1A ot ad celeritatem ex cafu per FI in fubduplicaca [ratione] fpatiorum FA ad
I'l ') ac proinde eadem quz IFA ad FL, ergo dimidia celeritas ex cafu per FA

[Fig. 14.)

ad celeritatem ex cafu per FL ut VF ad FL. Iraque tempus ditum per MM ad
tempus per RR habebit rationem compoficam ex ratione MM ad RR et ex ratione
c;’t‘:?;;fg: ﬂ;:;'J} VF ad FL. Eft autem MM tangens *) cycloidem in punéto H parallelare@te AK®,
fupra demons,  ~ idcoque PP mqualis MM, Ergo tempus di@tum per MM ad tempus per RR
habebir rationem compofitam ex ratione PP ad RR , hoc eft, KA ad ZA, hoc elt

. ;n;ra{n;s‘h:-\i'# EA ad KA *, ct ex ratione VF ad FL. Eft antemut EA ad KA, ita FA ad AL
CAGRALAA pro-

portionales el fa-

vile oftendi potelt, == —=--=m e

'Y A la p. 76 verso des ,,Chartz Mechanice™ on trouve ici un renvoi 4 la Prop. 2 Galilei de
motn accelersto. Yolr ,Discorsi”. Giorn, 111, Ed. Naz, V11, p. 209,

*) On trouve ici les mots: ,,vide pag. preced. ad signum.,.”, On trouve en effet le mdme
signe au Jdébut du passage qui suit, &la p. 18R du Manuscrit A,
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nam quia L-A quadr eltzquale [::'.‘ D:\F et KA qu. D“DAI eftque (7) I)AE
ad ) DAl ut FA ad Al hoc eft ut qu. FA ad qu.AL ;ergo et qu. EA ad qu.KA
ut qu. FA ad qu. AL, ldenque EA ad AK ut FA ad AL, ficur dicebamus. Ratio
itaque temporis per MM ad tempus per RR , eadem elt campcﬁt: ex ratione FA

ad AL et cx racione VF ad FL, ac proinde eadem eritqua [JAFV ﬁvcéqu.AF

ad (J AL, LF. five, fumtis horum dimidijs, eadem qua trianguli FGA ad trian-
gulum FLA, Sunt autem triangula hec (uper eadem bali AF , ac proinde inter fe
ue alticudines GV ad L1, Ergo tandem tempus per MM ad tempus per RR erit
ficut GV five VL ad LI, hoc eft ut tangens SSad Y14). hoc enim facileapparet $).

Eodem modo oftendetur tempus defcenfus motus accelerati per fequentem
cycloidis tangentem INQ effe ad cempus =quabile per RO, particulam reétz AE
inter easdem parallelas horizontales cum dicta tangente interceptam, ficuttangens
circuli SW ad re@am YX, quarum utraque inter easdem quoque iftas parallelas
interjicitur, atque ita de ceteris omnibus, Quia autem lineam totam EA, ac
_proinde fingulas quoque partes ejus ponimus motu 2quabili percurri, fcilicervelo-
citate dimidia ejus quee acquiritur cafu per FA, ldcirco neceflario erit tempus per
RR ad tempus per RO, utipfa longitudo RR ad RO, hoc eft ut TT4) ad TX.
arque ita fimiliter cztera tempora per particulas re&tz EA inter fe, ficut particule
ipfis refpondentes inre®a FA.

Sunt itaque magnitudines quadam reéte TY , YX &c. et totidem ali@ tempora
[cilicer quibus percurruntur reétz RR, RO &e., quarum unagquzque in priori-
bus ad fuam fequentem eadem proportione refertur qua unaquzque pofteriorum
ad fuam fequentem. Quibus autem proportionibus priores ad alias totidem nempe
ad tangentes circuli, SS, SW referuntur ijsdem proportionibus et eodeni ordine
pofteriores ad alias totidem referuntur, nempe ad tempora motus qualem diximus,
per tangentes cycloidis MM, MQ, Ergo * quam rationem habent omnes {imul
priores ad omnes eas ad quas referuncur, hoc eft quam tota FA reéta ad totam
femicircumferentiam FLA, ecam habebunt omnes pofteriores ad omnes ad quas
ipfe fimiliter referuntur, hoc elt tempus quo tota EA percurritur moru ®quabili,
velocitate aucem dimidia ejus quz acquiritur cafu per FA, five, quod idem eft,
tempus motus accelerati per EA vel per DA ; ad tempora omnia motus qualem
diximus per tangentes cycloidis, hoc eft ad tempus delcensus per totam cycloidis
portionem BHA. quod erat demonftrandum,

e e e —

33 C.4.d. dansle Manuscrit A. Voir la p. 374 du 1. X1V, déja nommdée dans la note 2 de la p. yoo.
*) La figure [ Fig. 14] a une fois la lettre Y et une fois Ia letere Y.
$) On litici: 4, Vide fol. sequens versum, ad signum . ..". Le texte indiqué, qui suit, se
trouve en cffet 2 la p. 190 du Manuscrit A.
%) C'est Ia Prop. I dans I'édition moderne de J. L. Heiberg (Archim. Opera Omnia, Lipsiz, in
xd. B. G. Teubneri).
§2
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o e e ! T T T — 4 8 —

Coroll. tempus cafus per BH elt ad tempus casus reliqui per Ha utarcus FL
ad arcum LA '),

Fx his facile etiam colligitur defcendente mobili ex B ad A, (fumtum autem
cft punétum B ad lubitum) tempora defcenfus per partes quaflibet curve BA cam
inter fe rationem habere quam habent arcus circumferentiz FGA ijsdem paral-
lelis horizoncalibus intercepti quibus fingul® earum partium continentur. lea
nimirom tempus per arcum BH crit ad tempus reliquum per arcum HA ficut
arcus circumferencie F1L ad arcum LA.

[Fig. 14:]

h

P

d

Conftat porro ubi grave per arcum cycloidis BA defcenderit, continuato motu
per 2qualem huic arcum ex altera parce axis afcenfurum temporaque utriusque
motus ®qualia futura, adeo ut in cavo cycloidis per quofliber arcus reciprocatio-
num fingularum tempora fueura fine ad tempus lapfus perpendicularis per axem
cycloidis ficut circumferentia circuli ad diametrum ).

1) Lestrois alinéas qui suivent sont empruntés 4 la p. 77 verso des ,,Charta Mechanica™. Com-
parez, 4 la p. 406, le deuxidme alinéa de la note 2 de la p. 405.
3 Cette Proposition s'exprime en notations modernes par la formule de la période d'une demi-

oscillation cycloidale 1 = -\/; , ol / est l¢ double du dlamétre de la circonférence qui
engemdre la cycloide,
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Eadem vero omnia etiam in cycloide qua in plano inclinato fita fit contingere
manifeftum eft, ita nempe uc axem ad plani lineam horizontalem perpendicularem
habear, Eadem enim utrobique eft demonftratio.

hec ante precedens theorema legenda 3).

De moru per cycloidem a¢turus curvam hanc quali ex infinita multitudine tan-
gentium conftare confiderabo. Et rurfus pro tempore delcenfus accelerati per
omnes hasce tangentes, confidero fummam temporum quibus fingule tangentes
percurrerentur motu 2quabili et velocitare quanta acquiritur ex cafua principio
defcenfus ad usque punétum carum concactus. Ut hoc clarius fiat ueque appareat

fummam iftorum temporum non differre

[Flg. 15.] A tempore defcenfus naturalis per tan-
gentes infinitas fint tangentes infinita ex
quibus conftat curva AB, BC, CD &e.
[Fig. 15].

Primd igitur tempus defcenfus accele-
rati per curvam AGE non differre fumo
a tempore delcenfus cum per omnes rec-
tas AB, BC, CD &c. mobile decurrit.
nusquam videlicer offendendo, hoc eft,
ut velocitatem quam acquifivit in fine
cujusque linex, eam habeat moveri inci-
piens in linea fequenti, ac deinceps can-
dem fecundum leges motus accelerer. Quum autem tali defcenfu unaquaeque
wngens velut CD percurratur motu paulatim accelerato, (nam cum ad finem ejus
1) pervenit mobile celerius utique movetur quam in principio C) fi ponamius toram
CD percurri motu ®quabili celeritate illa majori quam habet mobile cum per-
venit defcendendo ad finem di€flz tangentis D, veniens fcilicet ex A, hoc enim
et in fequentibus femper intelligi debet; conftat tempus hujus motus brevius fore
quam tempus quo mobile percurric CD velocitate crefcenti feu defcenfu naturali,

At contra, fi totam CD percurri ponam moru 2quabili et celeritate ea rantum
quam habet in C, tempus hujus motus eric longius tempore motus accelerati
per CD, quo fertur fcilicet ex A veniens. Sed quoniam tangentem infinité par-
vam pono ratione totius AE , ideo et discrimen celeritatis quam acquirit mobile,
five defcendat ex A usque in C, five ex A usque in D, five denique ctiam
ex A usque in H punéum, ubi CD curvam tangit, tanquam nullum eft repu-
tandum. Quare ct tempus quod longius efle dictum eft cempore defeenfus natu-

¥y Manuscrit A, p. 191.
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ral:s per CD ab illo tempore quod hrevms effe di@um el! non differre emfh-
mandum: Ideoque nec utrumvis corum i tempore defcenl‘us naturalis per CD.
Unde itaque nec tempus motus zquabilis
(Fig. 15.] per CD, celeritate qua acquiritur ex caf
j per AH, quod fcilicet tempus incer illud
A longius breviusque medium quodam-
F modo eft, differre quicquam cenfendum
4  efthtempore delcenfus naturalis per CD.
Tale ergo medium tempus in fingulis
tangentibus pro tempore defcen(us natu-
¢ ralis per easdem tangentes ponimus;
omniumque iftorum temporum (ummam
pro tempore per totam curvam ufurpa-
bimus,
Quod tuto fieri pofle periti geometra
facile perspicient neque defiderabunt puto ut longo ambitu illa exfequamur quz
ad demonftrationem more veterum geometrarum conferibendamhic requirerentur,

——

H

[Sixitme ParTie]l V).

Magna nec ingenijs inveftigata priorum *),

(Fig. 15bis.]
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Cafus per ﬁB [Fl{, 15bis] 20 per RB 20 quabilis per RB cum dimidia cele-
ricate ex RB vel DB, Oftende tempus per TV feu FG cum celeritate ex DN
efle ad tempus per HK cum celeritate dimidia ex DB ut PQ ad SO.

illud tempus eft ad hoc in ratione compofita ex ratione FG ad HK, hoc eft,
MB ad BL hoc elt RB ad BM hoc eft DB ad BE, hoc eft, DE ad N et ex ratione
ED ad DE. Ergo eadem quz ED five EX ad ZN hoc eft PQ ad SO,

) Cette Partie est empruntée 4 une fenille détachdée datant probablement de la méme époque
(Chartz Astronomice, p. 224 recto). La démonstration indiquée briévement dans le texte

correspond & cclle de la Cinquiéme Partie qui précéde.
) Comparcz la note 3 ae la p. 407,
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Anexo 5- Testamento

TESTAMENT.

Nouws reproduifons le Teftament d*aprés la copie qui fe trouve dans la colle&tion-Huygens
4 Leiden. Le notaire déclare qu'elle eft conforme & I'original ')

IN DEN NAMEN DES HEEREN.  .dmen.

Ick onderges*. overdenckende de feckerheijt des doodts, de onfeeckere tijt ende
wijze vandien, en foude dienvolgende nict geerne uijt defe werelt {cheijden, fonder
van de tijdelijcke Goederen mij van Godt Almagtigh verleent gedifponeerd te hebben,
alvooren daer toe te coomen, beveele ick eerftelijck ende vooraffmijne onfterfielijcke
ziele inde Bermhertige Handen van Godt Almagtigh, mijne Lichaem de Aerde met
cen Chriftelijcke begracflenifle, wijders te revoceren, cafleren, doodt ende te niette
doende bij deefen alle voorgaende difpofitien van vijtteriten wille bij mij gepafleert.

Ende bij deefen op nicuws difponerende, foo verclare Ick onderges'. fonder mdu&le
ofte perfuatie van Imandt:

Eerflelijck: te prelegateren aen Chriftiaen Huygens, foon van mijn Broeder de
Gecommitteerde Raet int Collegie rer Admiraliteijr, dienick gegeven heb boven fijn
Erfigedeelte cen van mijn Silvere Lampetten, omdat geen pillegift van mijn gehade
heefts .

Acn mijn Nigte Madame de la Ferté, Legatere ick de fomume van twee duyfent
guldens, en noch vijif hondert guldensaen haer oudfte Dogter die ick ten Doop ge-
heven hebbes

Acn mijn Nige, Jufl', Eda van Dorp, Legateere ick vijff hondert guldens;

Acn Mons', Johan Wiljeth, twee hondert guldens;

Aen Hendrick mijn Knegt, omdat hij mij wel gedient heeft, Legateere ick hondert
rijxdaclders;

Aen Annamijn Dienftmeije legateere ick hondert en vijftigh guldens;

Aen Macehijs mijn Tuijnman, hondert guldens, mede foo veel aen Grietie fijn
Sufter.

Mijne fchriften van Mathematique, leggende meefte part in de onderfte lacijen van
mijn grootfte Cabinet, op Iofwijck, beftacnde in negen Ingebonde Boecken met de
letters van A tot I gemercke, En voorts in veel Traftaten, dien ick onder handen

) Accordeert naer Collatie jegens de minute onder mij Notaris berustende, desen 15 July 1695.
Quod Attestor, A. v. d, Smalingh, Not*. publ. 1695.
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hadde, Legateere ick aende Accademije ofte Biblioteccq van Leijden, en verfoeck
acnde Heeren Profefforen de Volder tot Leijden, ende Fullenius tot Francker, die
te willen doorfien, en *tgeen dacrin foude mogen weefen bequaem om gepubliceert
te werden, hetfelve willen beforgen ten beften fij fullen connen, gelijek dacr is de
Dioptrika dacrop gesr: ftaet, dat een tractaet vande parelia daer foude bij gecoomen
hebben, Item de Leges percuffionis in Occurfu corporum ectc., Item de konft van
Glaefen tot verrekijckers te flijpen, in duijts; gemelte Heeren fullen Ider een gedeclee
van die Schriften naer haer nemen, ende met defelve gedaen hebbende, die dan reci-
proce acn malckanderen overgeven, ende eijndelijck weder ter hande ftellen aen die
geene die opfich hebben op de gemelte Biblioteeeq van Leijden; Ick legateere mede
aen defelye Biblioteecq, de pacquetten dacrop gefchreeven ftact Litera Doctorum
off Eruditorum, leggende op cen ftoel in mijn Cabinet op Hoffwijck, alsmede de
Franfche brieven van Mons'. Leibnitz en den Marquis de I'Hofpital, lcggundc int
groote Sakerdane Cabinet tot Hoffwijck in eenc lacije apart, wacrbij fijn mijne ant-
woorden; aen de Heeren de Volder en Fullenius inake ick 1]der duijfent guldens, tot
recc-mpenﬁ: van hare moeijte.

Het Tra&taet opgefchreeven Cofimotheoros, leggendeinmijn Cabinetindenk lacgh,
behalven drie a vier bladen die ick gefonden hadde aenden Drucker Ramazijn, recom-
mandeere ick aen mijn broeder den Ieer van Zuijlichem, aen wien het gededuceerd
is, te beforgen dat het voortgedruckt wert, gelijck begonnen is bij Mons'. Moetjes,

tfelve recommandeere ick aen d’llecren Executeurs van defe mijn lacfte wil, hier
nae te nomineeren.

Wijders verclare ick onderges®.in alle de verdere Goederen foo rocrende als onroc-
rende, Actien, Crediten ende Geregtigheden, egene [fic] van dien uijtgefondert,
dewelcke ick metter doodt zal coomen te ontruijmen ende naer te laeten, bij defen
tot mijne eenige ende Univerleele Erﬂ'gcnacmen te nomineren ende te inftitucren,
mijne Broeders ende Sufters kinderen in Capita, met dien vetftande nochtans, dat de
oudfte Soon van mijn Broeder van Zuijlichem, ende de oudfte Soon van mijn Broe-
der Huygens Admiraliteijes Heer, met haer beijden fullen looten wie hebben fal de
Heerlijckheijt van Zeelhem, en aen dewelcke defelve Heerlijckheije fal te beurte
vallen, die fal daermede voor fijn erfiportie int geheel gecontentcert fijn, hem dacr
inne Inftitucerende bij deefen, het O&trooy om dacr van temoogen difponeren, beruft
onder den Rent®, Adriacn Cools *).

) Le sort fut favorable 2 Constantyn fils de Lodewijk (1675--1739) puisque celni-cisigne,leer
van Zeelhem™ aprés la mort de son oncle, C’est 2 ui, 2 en juger d’aprés I'écriture, que nous
devonsles,,Apographa” deslettresde Christiaan Huygensainsi que —comme I’a d¢ji remarqué
F. Kaiser, T. XV, p. 20 — différents catalogues; voyez la p. 503 du T. XV; et en outre le
., Memorie” cité dans le présent Tome ainsi qu'a la p. 7 (note 3) du T. XVIII, et la courte
biographie de son oncle o il fait mention du portrait par Bourguignon, p. 754 qui précéde;eile
contient aussi le passage cité dans la note 10 de la p. 743.
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