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Ensinar nao é transferir conhecimento,
mas criar as possibilidades

para sua produc¢ao ou sua construcao.
(QQuem ensina aprende ao ensinar

e quem aprende ensina ao aprender.
Paulo Freire






Resumo

Este texto tem como objetivo, reconhecendo a devida importancia do tema Fun-
coes, apresentar uma proposta de atividades apoiadas pelo software Geogebra como
forma de potencializar a aprendizagem da matemética, onde enfatizamos o conceito de
funcao, as particularidades de suas representacoes e as propriedades, nos utilizando da
transicao entre elas como sugestao para sanar as dificuldades encontradas pelos alunos
na compreensao desse tema. Também incluimos uma noc¢ao dos conceitos de limite
e continuidade entendendo que a abordagem de alguns topicos do calculo no Ensino
Médio seria de grande valia para auxilid-los nessa tarefa, ressaltando que utilizamos a
tecnologia em conjunto com os atores tradicionais (oralidade e escrita) através de aulas
expositivas dialogadas.

Palavras-chave: Conceito de funcao, Limite e Continuidade, Software educacional,
Representagoes multiplas, Tecnologia.






Abstract

This paper aims, recognizing the importance of the theme Functions, to present a
proposal of activities supported by Geogebra software as a way to enhance the learning
of mathematics, where we emphasize the concept of function, the particularities of its
representations and the properties, using of the transition between them as a suggestion
to remedy the difficulties encountered by students in understanding this theme. We
also included a notion of the concepts of limit and continuity, understanding that the
approach to some topics of calculus in High School would be of great value to assist
them in this task, emphasizing that we use technology with traditional actors (oral and
written) through dialogic expositive classes.

Keywords: Function concept, Limit and continuity, Educational software, Multiple
representations, Technology.
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1 Introducao

Durante mais de vinte anos de docéncia tive o privilégio de atuar em quase todos os
niveis de escolaridade, transitando pelo Ensino Fundamental II, Ensino Médio, Técnico,
Tecnologo e Superior. Foi através dessa trajetoria que fomentaram os fundamentos
acolhidos para o desenvolvimento desse trabalho.

O primeiro fundamento a merecer destaque ¢ a importancia dada ao estudo de fun-
coes nos niveis citados anteriormente, que pode ser justificada devido o conceito de
funcao estabelecer relacoes entre diversos outros conceitos matematicos e sua aplicabi-
lidade no estudo de fendémenos em diversas areas do conhecimento.

De acordo com os Parametros Curriculares do Ensino Médio, o ensino de funcoes
deve

[...] garantir que o aluno adquira certa flexibilidade para lidar com o
conceito de funcao em situagoes diversas e, nesse sentido, através de uma
variedade de situacoes-problema de matematica e de outras areas, o aluno
pode ser incentivado a buscar a solugao, ajustando seus conhecimentos sobre
funcoes para construir um modelo para interpretacao e investigacao em
Matematica. [5, p. 257]

Entretanto, a contextualizacao e interdisciplinaridade no ensino de fungoes nos ni-
veis fundamental e médio, pode nao estar sendo efetiva para aprendizagem dos alunos
e para esperada obtencao de flexibilidade na resolucao de problemas. De fato, o que
temos evidenciado sao muitos alunos apresentando dificuldades em trabalhar com fun-
coes e alguns poucos aparentando compreender o conceito. Essas dificuldades também
identificamos em estudantes de nivel técnico e superior.

Nessa perspectiva, apresentamos uma proposta de atividade que possibilita uma
aprendizagem dos conceitos relacionados ao estudo de fungoes trazendo no Capitulo
Dois, um breve historico da evolugao do conceito de funcao dentro da matematica,
definicoes e propriedades relacionadas ao tema.

Em particular, procuramos ressaltar os tipos de representacao de uma funcao e as
transigoes entre elas, pois como Gotzinger |6, 2010|, consideramos a exploracao das re-
presentagoes uma forma de aproveitar seus papéis complementares, pois as diferencas
entre elas podem contribuir tanto pelas informagcoes que cada uma traz como também
pelos processos que cada uma suporta, auxiliando o aluno em sua aprendizagem atra-
vés da soma dessas vantagens. Também concordamos que ao se utilizar de diferentes
processos de representacao de um mesmo objeto do conhecimento, temos o beneficio
da visualizagao de diferentes maneiras, aspecto esse favorecido pelos ambientes compu-
tacionais, onde se pode obter de forma rapida, variadas representagoes de uma mesma
situagao, o qual procuramos explorar em nosso trabalho.

21



22 Introducao

Devemos levar em consideracdo o que apontam pesquisadores como Ainsworth
(1988), Kaput (1989) e Borba (1994), citados em [6, 2010], onde indicam que a utili-
zagao de representagoes promovem aos alunos uma melhor compreensao dos conceitos
estudados, podendo ser relacionada a promocao da abstragao, ao incentivo a generaliza-
¢ao e a compreensao das relacoes existentes entre as diferentes formas de representacao.
Também Borba e Penteado |7, 2005|, alicer¢cados em diversos autores, enfatizam a im-
portancia de nao se privilegiar um tipo apenas de representacao, mas sim, as diferentes
representacoes para uma mesma funcao: expressao algébrica, tabular e o grafico. En-
quanto, Borba e Confrey (1996, apud |6, 2010]) indicam a coordenagao entre elas como
um novo caminho para o conhecimento de fungoes, em outras palavras, uma epistemo-
logia das representacoes multiplas, concluindo que o “conhecer sobre fungoes passa a
significar saber coordenar representacoes”.

Outro topico que evidenciamos em nossa proposta é apresentar de uma maneira
intuitiva uma nocao dos conceitos de limite e continuidade apoiada pelo software,
entendendo que a abordagem de alguns topicos do Calculo no Ensino Médio seriam de
grande valia para auxiliar, por exemplo, na compreensao de intervalo de crescimento
e decrescimento, pontos de maximo e minimo e pontos criticos de uma funcao, como
sugeridos nos estudos de [8, 9.

O segundo fundamento a destacarmos, foi introduzir em nossas aulas a utilizacao da
tecnologia no ensino da matematica, fato que nos encaminhou a escolha desta area de
Especializacao para um melhor aproveitamento dessa ferramenta. Iniciamos pela utili-
zacao da linguagem LOGO!, em turmas de quinto e sexto anos do Ensino Fundamental
II, e assim fomos incorporando outros softwares como EXCEL?, GRAPHMATICA?,
WINPLOT* e por fim o GEOGEBRA também em outras salas dos outros niveis de
escolaridade.

Isso nos direcionou a estudos ligados a essa realidade, com o objetivo de traba-
lhar com novas metodologias e técnicas de ensino com o uso de computador e software
especifico, verificando suas potencialidades e sua relevancia em nosso contexto, po-
sicionando esses elementos como complementos didaticos pedagogicos que agregados
a oralidade e a escrita possam proporcionar uma aprendizagem mais significava aos
estudantes. Nesse sentido, |7, p. 49| justificam o uso desses recursos tecnologicos,
acentuando o preparo do professor para essa acao.

[...] os computadores nao substituem ou apenas complementam os seres hu-
manos. Os computadores, como enfatiza Tikhomirov (1981), reorganizam
o pensamento. A visao de pensamento aqui adotada inclui a formulacao e
resolucao de problemas e o julgamento de valor de como se usa um dado

LLOGO: ¢ uma linguagem de programacio voltada para o ambiente educacional fundamentada
na filosofia construtivista e em pesquisas na area de Inteligéncia Artificial. Usada para comandar
um cursor, normalmente representado por uma tartaruga, com o propésito de ensinar ao cursor novos
procedimentos além dos que ele j& conhece, afim de criar desenhos ou programas. O grau de sofisticagao
desses desenhos ou programas depende do nivel do usuério que pode ser tanto uma crianca de 8 anos
como um adulto, e podem ensinar ao cursor como desenhar um simples quadrado ou como plotar um
grafico complexo.

2EXCEL é uma planilha eletronica utilizada para criar tabelas e graficos que ajudam a apresentar
dados de uma maneira mais atrativa.

3GRAPHMATICA ¢é um software livre utilizado para construcdo de tabelas e graficos a partir de
func¢bes matematicas.

4WinPlot é um programa para gerar graficos de 2D e 3D a partir de funcdes ou equacdes matema-
ticas.
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conhecimento. Entendemos que nao hé apenas uma justaposicao de técnica
e seres humanos, como se a primeira apenas se juntasse aos ultimos. Ha
uma interacao entre humanos e nao humanos de forma que aquilo que é
um problema com uma determinada tecnologia passa a ser uma mera ques-
tao na presenca de outra. Tracar um grafico de uma fungao como y = 2%
pode ser um problema que engaje alguém em um coletivo no qual nao haja
midias informaticas, mas nao serd onde houver um software que permite o
tracado de graficos. O nosso trabalho, como educadores matematicos, deve
ser o de ver como a matematica se constitui quando novos atores se fazem
presentes em sua investigagao.

Junto a isso, tendo a percepcao do crescimento de softwares gratuitos, dentre eles
os softwares graficos, escolhemos o Geogebra pautados nas consideracoes de Moreira
(2014, apud [10]).

O GeoGebra foi desenvolvido para fins educacionais, podendo ser utilizado
desde o ensino fundamental até o universitario. Apresenta varios recursos
para se trabalhar de forma dinamica com diversos campos da matematica.
A principal vantagem é utilizar na mesma tela objetos geométricos e algé-
bricos que interagem entre si. Além disso, pode ser usado para criar figuras

geométricas de excelente qualidade visual para serem usadas em editores
de textos. (MOREIRA, 2014, p. 15 apud [10]).

Assim, no Capitulo Trés apresentamos seus elementos e comandos, tomando o cui-
dado de fazé-lo com imagens das telas do proprio software elaboradas por nos com as
devidas explicacoes quando necessarias. Também relatamos alguns dos estudos que
corroboram com nossa escolha.

No Capitulo Quatro, detalhamos a atividade apresentando a metodologia adotada,
o publico alvo, o ambiente de trabalho e sua organizagao, a descricao dos encontros
realizados para sua aplicagao, onde trazemos o detalhamento passo a passo das resolu-
coes e construcoes realizadas para resolucao das questoes nela envolvidas. Finalizamos
esse capitulo, abordando o comportamento, a visao e as construcoes dos alunos.

Aqui precisamos enfatizar que as caracteristicas da metodologia adotada nos per-
mitiu utiliza-la durante todo o processo (trés encontros), pois nossa proposta vem em
concordancia com o que ressaltam Anastasiou e Alves [11, 2007, p. 79| sobre a aula
expositiva dialogada.

“E uma exposicao do conteido, com a participacdo ativa dos estudantes,
cujo conhecimento prévio deve ser considerado e pode ser tomado como
ponto de partida. O professor leva os estudantes a questionarem, interpre-
tarem e discutirem o objeto de estudo, a partir do reconhecimento e do
confronto com a realidade. Deve favorecer andlise critica, resultando na
producao de novos conhecimentos. Propoe a superacao da passividade e
imobilidade intelectual dos estudantes.”

Nessa perspectiva, se torna essencial a exposicao oral, por parte do professor, nesse
processo ensino-aprendizagem, para orientar o aluno durante o desenvolvimento do
conteudo, nao de uma forma mecanica, como verdade absoluta e inquestionavel, mas
como um instrumento que estimule sua participagao, apresentando suas duvidas, seus
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questionamentos e suas conjecturas, tendo através desses didlogos uma forma de diag-
nosticar as dificuldades e conhecer a realidade do aluno.

Por fim, o Capitulo Cinco, traz as conclusoes sobre os pros e contras que durante
o decorrer do desenvolvimento desse trabalho vieram a nos surpreender, nos levando a
novas conjecturas e nos conduzindo a confirmar nossas perspectivas, que é acreditar-
mos numa abordagem metodologica diferenciada e na utilizacao de recursos didaticos
variados, onde possamos proporcionar ao aluno uma maneira mais significativa de
aprendizagem que garanta uma maior compreensao dos conceitos estudados e nessa
concepcao nos conduzir a elaborar, compartilhar e realizar novos projetos.

Nos Apéndices podem ser encontradas as propriedades de limites e as consideracoes
dos alunos sobre a atividades realizadas.



2 Funcao: definicao e propriedades

Neste capitulo iniciaremos com um breve historico sobre o desenvolvimento do con-
ceito de funcao, pois essa andlise pode vir a nos auxiliar no entendimento de que a
constru¢do Matematica ndo se faz em um tnico momento. Em concordancia com [12],
compreendemos que fatores socioculturais devem ter influenciado essa criagao, propor-
cionado pelos problemas que as sociedades concideraram como relevantes em sua época,
juntamente com a comunidade cientifica. Essa noc¢ao corrobora com uma maneira de
elaborar as ideias matematicas dentro de sala de aula, levando em conta os problemas
levantados pelos alunos e pelo professor, como também as formas de expressao, através
da linguagem matemaética, com as quais essas ideias podem ser abordadas.

2.1 Breve historico

As informacoes relatadas nesta secao foram resultados do trabalho desenvolvido em
[12, 2016], lembrando que nosso foco é a evolugao do conceito de funcao ao longo do
tempo, nao se atentando a outros desenvolvimentos dentro do tema funcoes aos quais
podem ter influenciado em seu desenvolvimento.

Segundo a autora, nao existe consenso sobre a origem do conceito de funcao en-
tre diversos autores. Alguns consideram que os babilénicos ja possuiam um “instinto
de funcionalidade” (MACHADO, 1998, apud [12]). Este instinto antecipou o conceito
mais geral de funcao, cerca de 2000 A.C., em calculos babil6énicos que utilizavam tabe-
las sexagesimais de quadrados e de raizes quadradas, podendo ser consideradas como
“funcoes tabuladas”, cuja utilizacao foi para um fim pratico.

J& os gregos, se utilizavam de tabelas para fazer conexodes entre a Matematica e a
Astronomia mostrando também evidéncias de uma percepcao de dependéncia funcional,
na utilizacdo da interpolagao linear (MACHADO, 1998, apud [12]).

Uma das primeiras ideias de funcao podem ter surgido na Franca, antes de 1361,
através da descricao grafica de um corpo movendo-se com aceleracao uniforme no
tempo, feita por Nicole Oresme, um dos maiores escritores e professores de sua época
(Boyer, 1974, apud [12]). Mas seu trabalho resumiu-se em ilustrar aspectos qualitati-
vos, nao se importando com a utilizagdo de medidas (MACHADO, 1998, apud [12]).

Ela ainda destaca que para Youschkevitch (1976), existem trés fases principais do
desenvolvimento da nocao de fungao: 1) Antiguidade: estudo de casos de dependéncia
entre duas quantidades sem haver as nogoes de variaveis e de funcio; 2) Idade Média:
nogoes expressas sob uma forma geométrica e mecanica, prevalecendo ainda, as descri-
¢oes verbais ou graficas; 3) periodo Moderno: a partir do século XVII, principalmente,
ao qual faremos a seguir, alguns destaques.

25
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Galilen Galilei (1564-1642): contribuiu para a evolugao da ideia de funcgdo in-
troduzindo o quantitativo nas suas representacoes graficas e isso se fez possivel
pelo aprimoramento dos instrumentos de medida que proporcionaram resultados
através de experiéncias e observacao.

Descartes (1596-1650): utilizagao de equagdes em z e y apresentando uma relagao
de dependéncia entre quantidades variaveis, possibilitando o calculo dos valores
de uma delas, a partir dos valores da outra.

Newton (1642-1727): na teoria sobre “fluentes” - termo utilizado para descrever
as suas ideias de funcgoes - ligadas a nocao de curva e as “taxas de mudanga” de
quantidades variando continuamente, restringindo-se a “imagens geométricas de
uma funcao real, de variavel real” (CARACA, 1952, apud [12]).

Leibniz (1646-1716): na década de 1670 foi o primeiro que usou o termo “fun-
¢ao” ao se referir a “certos segmentos de reta cujos comprimentos dependiam de
retas relacionadas a curvas”, sendo utilizado depois para se referir a quantidades
dependentes ou expressoes (ITO, 1987, apud [12]).

Jean Bernoulli (1667-1748): uma das primeiras defini¢oes do conceito de funcao
- “Funcao de uma quantidade varidvel é uma quantidade composta de alguma
maneira desta variavel e de quantidades constantes” (SIERPINSKA, 1992, p.
45, apud [12])- fungdo era definida por uma expressdo algébrica. Experimentou
diversas notagoes para funcoes de z, sendo a mais proxima da que estid em uso a
“¢px” (BOYER, 1974, apud [12]).

Leonard Euler (1707-1783): Discipulo de Jean Bernoulli, em seu Introductio in
analysin infinitorum, de 1748, organizou o célculo diferencial, levando pra outro
ramo da Matematica - a Andlise, as ideias de “fluentes” de Newton (BOYER,
1974, apud [12]), tornando, a partir dai, a ideia de fung¢ao, fundamental para esta
area. Elaborou a seguinte defini¢ao:

“Uma funcao de uma quantidade varidvel é uma expressao analitica,
composta de alguma maneira desta mesma quantidade e nimeros ou
quantidades constantes. Assim, qualquer expressao analitica a qual,
além da varidvel z, contém também quantidades constantes, é uma
fungao de z. Por exemplo: a + 8z; az - 42z; az + b/ aa - 2z; cz; etc;
sao fungoes de 2”.(SIERPINSKA, 1992, p.45, apud [12])

Contudo, nesta definicao, nao existe um esclarecimento sobre o termo expressao
analitica. Outra contribuicao a se observar é em relacao a linguagem simbdlica
e as notacoes utilizadas hoje, como o “f(z)” utilizado para denotar uma fungao
de z. Desenvolveu estudos sobre as funcgoes trigonométricas, exponenciais e 0s
logaritmos.

Para [12, 2016], sua contribuigao, mesmo que indiretamente, para o aperfeigoa-
mento da definicdo de funcdo (em particular, fungdes exponenciais e logaritmi-
cas), foi esclarecer que os logaritmos de niimeros negativos nao sao nimeros reais,
levando a se considerar restri¢coes a seus dominios e bases consideradas.
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e Jean-Louis Lagrange(1736-1813): matematico francés que incorporou a sua de-
finicao de conceito de funcao a possibilidade de termos varias variaveis, como
podemos ver a seguir:

“Chama-se funcao de uma, ou varias quantidades, toda expressao de
calculo na qual estas quantidades entram de uma maneira qualquer,
misturadas ou nao com outras quantidades, que se veem como valores
dados e invaridveis, de modo que as quantidades da funcao podem
receber todos os valores possiveis. Assim, nas func¢oes considera-se
somente as quantidades que se consideram variaveis, sem consideracao
as constantes que podem estar ai misturadas.” (SIERPINSKA, 1992,
p.45, apud [12])

e Augustin Cauchy (1789-1857): matematico francés a quem se atribui, na época,
um devido rigor no desenvolvimento de suas contribuicoes na Matematica. Sua
definicao de funcao era: “Chamam-se fungoes de uma ou varias quantidades varia-
veis as quantidades que se apresentam, no calculo, como resultados de operagoes
feitas sobre uma ou varias outras quantidades constantes ou variaveis” (SIER-
PINSKA, 1992, p.45, apud [12]). A autora, ressalta, que apesar do rigor de seus
trabalhos, nessa definicao nao encontramos os devidos esclarecimentos sobre a
natureza das “operacoes” feitas sobre as variaveis.

e Peter Gustav Lejeune-Dirichlet (1805-1859): Em 1837, apresentou uma defini¢ao
geral de fungao que foi aceita amplamente até meados do século XX:

“Se uma variavel y esta relacionada a uma variavel z de modo que, ao
se atribuir qualquer valor numérico a z, existe uma regra de acordo

com a qual um tnico valor de y é determinado, entao y é dito ser uma
fungao da variavel independente z.“(STERPINSKA, 1992, p.46, apud

[12])

e Giuseppe Peano (1858-1932): matematico italiano, deixou diversas contribuigoes
em relacao a nocao de nimero, como também, em seus fundamentos da aritmé-
tica, que para Zuffi (2016), podem ter servido de base para a elaboracao final
do conceito de funcao. Ja, em seu Sulla definizione de funzione, Atti dei Lincei,
de 1911, propoe a reducao do conceito de fun¢ao ao conceito de relagao univoca
(STERPINSKA, 1992, p.48, apud [12]).

e Nicolas Bourbaki(1930-atual): nome ficticio com o qual um grupo de mateméti-
cos franceses, formado sob a lideranca de André Weil, comegou a redigir e editar
textos de matematica no final dos anos 1930. Participaram inicialmente, além
de André, Henri Cartan, Claude Chevalley, Jean Coulomb, Jean Delsarte, Jean
Dieudonné, Charles Ehresmann, Possel René e Mandelbrojt Szolem. E de sua
autoria a definicao de fungao usada atualmente nos meios matematicos e cienti-
ficos, proposta em 1939: “uma fungdo é uma tripla ordenada (XY, f), em que
X e Y sdo conjuntos e f é um subconjunto de X x Y tal que, se (z,y) € f e
(x,y1) € f, entdo y = y1” (SIERPINSKA, 1992, p.30, apud [12]).

[12, 2016] ainda destaca, ao fazer essa transcrigao da evolugao do conceito, que fo-
ram os problemas que ocupavam os matematicos, em cada época, que influenciaram o
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seu desenvolvimento e acrescenta que esse conceito nao se reduz a aspectos numéricos
e quantitativos. Essa concepcao ¢ um dos direcionamentos deste trabalho, além de
enfatizar que nao é somente a definicao atual, ou a lei, ou o valor, que definem uma
funcao, mas a juncao de tais aspectos adicionados aos conceitos de dominio e contra-
dominio (Sierpinska, 1992, apud [12]) e através da transicdo entre esses elementos que
pretendemos elaborar este trabalho.

2.2 Conceito de funcao

O conceito de funcao é considerado um dos mais importantes da Matematica, pois
seu entendimento se faz necessario nao so6 para o estudo do topico funcoes como para
outros topicos relacionados e sua aplicacao também se faz presente em outras areas do
conhecimento. Muitos fendmenos fisicos, biologicos, sociais, entre outros, sao expressos
através de funcoes, para que a partir delas possam ser estudados.

Vimos na secao anterior que o desenvolvimento deste conceito, até chegarmos ao
que conhecemos hoje, foi longo e criterioso. Por esse motivo, ele ¢ tratado no Ensino
Médio por alguns autores de livros didaticos, como em [13] e [14], com uma introdugao
de forma intuitiva para depois apresentar a definicao, considerando que dessa maneira
possam amenizar a complexidade do assunto para facilitar a aprendizagem dos alunos.

A primeira definicdo de funcao que assemelha-se a que usamos atualmente, foi
apresentada em 1837 pelo matemético alemao Peter Gustav Lejeune-Dirichlet (1805-
1859).

Definicao 2.1. Se uma varidvel y estd relacionada a uma varidvel © de modo que, ao
se atribuir qualquer valor numérico a x, existe uma regra de acordo com a qual um unico
valor de y € determinado, entao y € dito ser uma func¢ao da varidvel independente x

(SIERPINSKA, 1992, p. 46, apud [12]).

Por fim, com o desenvolvimento da teoria dos conjuntos, ao fim do século XIX,
formalizou-se a definicao do conceito de funcao por meio de conjuntos.

Definig¢ao 2.2. Dados os conjuntos X, Y, uma func¢éo f: X — Y (lé-se “uma funcgao
de X em Y”) é uma regra (ou conjunto de instrugoes) que diz como associar a cada
elemento z € X um tunico elemento y=f(z)' € Y/[15, adaptado, p. 38].

Quando estamos dentro do contexto da Matemaética Elementar, na maioria dos
exemplos de funcoes f: X — Y temos que X e Y sdo conjuntos numéricos, mas
geralmente nao é necessario essa escolha. A natureza da regra estabelecida para se
obter f(z) quando é fornecido z, é inteiramente livre, se impondo somente as seguintes
condicoes [15, p. 38]:

(a) Nao pode haver excegoes: de forma que a func¢do f possua o conjunto X como
dominio, a regra deve mostrar quem é o f(z), independente do x € X fornecido.

(b) Nao podem acontecer ambiguidades: para cada z € X, a regra deve estabelecer
correspondéncia a um dnico f(x) em Y.

1O simbolo f(z) representa a ordenada y do ponto de abscissa x e portanto o simbolo f(z) pode
ser substituido por y e vice-versa.
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Os exemplos a seguir mostram a liberdade de escolha dos conjuntos e ilustram essas
exigéncias. Também podemos observar que as varidveis podem ser representadas por
qualquer outra letra, ndo precisando ser somente por z e y (ou f(z)).

Exemplo 2.1. Sejam X o conjunto dos retangulos do plano II e R o conjunto dos
niimeros reais. Se, a cada r € X, fizermos corresponder o ntimero real f(r) = area do
retangulo r, obtemos uma funcao f: X — R.

Exemplo 2.2. A correspondéncia que associa a cada namero natural n seu dobro 2n
define uma fun¢do d: N — N, com d(n) = 2n.

Exemplo 2.3. Sejam S o conjunto dos pontos do plano II e A o conjunto das retas
desse mesmo plano. A regra que associa a cada dois pontos A, B € S uma reta g(A,B)
define uma funcao ¢g: S— A.

2.3 Dominio, contradominio e imagem de uma funcao

Considerando a definicao 2.2 temos que o conjunto X chama-se dominioe Y é o
contradominio da fungio f. Para cada z € X, o elemento y = f(z) € Y chama-se
a imagem de z pela funcao f, ou o wvalor assumido pela fungdo f no ponto z € X.
Escreve-se z +— f(z) para indicar que f transforma (ou leva) z em f(z) [16, p. 36].

O conjunto de todos os y = f(z) obtidos é chamado conjunto imagem da funcao
f. Nos exemplos 2.1, 2.2 e 2.3 a imagem da fungao f é o conjunto dos ntimeros reais
positivos, a imagem de d é o conjunto dos nimeros naturais maiores ou iguais a 2 e
imagem de ¢ é todo o conjunto A.

Para indicar esses conjuntos, encontramos nos livros didaticos [13, 14, 17| a seguinte
notagao:

e D(f): 1é-se dominio da fungao f.
e CD(f): 1é-se contradominio da fungao f.
e Im(f): lé-se imagem da fungao f.

Devemos observar que uma funcdo sé existe se trés ingredientes forem definidos:
dominio, contradominio e a lei de correspondéncia x +— f(z). Por isso, a necessidade de
tomarmos o devido cuidado ao apresentar esses elementos aos alunos na aprendizagem
do tema. Segue que ao colocarmos, simplesmente, “a funcao f”, ficam implicitos seu
dominio e contradominio. Desta maneira, nao seria correto formularmos uma pergunta
do tipo “Qual é o dominio da funcao f(z)= 1/27” mas sim “Qual é o maior subconjunto
X C R tal que a formula f(z)= 1/z define uma funcao f: X — R?”[16, p. 37].

Exemplo 2.4. Dados os conjuntos A = {0,1,2,3} e B = {0,1,2,3,4,5,6}, vamos consi-
derar a fungao f: A — B que transforma z € A em 2z € B. A Figura 2.1 representa a
fungao f através de um Diagrama de Venn? (ou Diagrama de flechas). Nesse exemplo,
temos que o dominio ¢ A = {0,1,2,3}, o contradominio ¢ B = {0,1,2,3,4,5,6}, a regra
¢ dada por y = f(z) = 2z e o conjunto imagem é dado por Im(f) = {0,2,4,6}.

’Diagramas usados em matemaética para simbolizar graficamente propriedades, axiomas e proble-
mas relativos aos conjuntos e sua teoria.
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Figura 2.1: Diagrama de Venn representando a fungao f.

Existem casos onde podemos determinar o dominio e a imagem de uma funcao
através de seu grafico. Para isso, projetamos o grafico sobre os eixos x e y. A projecao
no eixo x corresponde ao dominio e a projecao no eixo y, a imagem da funcao estudada
(Veja Figura 2.2).

Exemplo 2.5. Observando os graficos apresentados nas figuras a seguir, devemos lem-
brar que assim como nos intervalos reais a bolinha vazia(o) exclui o ponto do grafico,
enquanto a bolinha cheia(e) inclui o ponto no grafico. Entao, podemos identificar que:

e Na Figura 2.2(a) o dominio da fun¢ao é D(f) = {x € R | =6 < z < 6} e sua
imagem Im(f) ={y e R| -2 <y <4}

e Na Figura 2.2(b) temos o dominio D(g) = {z € R | =3 < x < 6} e a imagem
Im(g) ={yeR| -4 <y <5}

e Na Figura 2.2(c) apresenta dominio D(h) = {x € R |z < =2 ou z > 2)} e sua
imagem Im(h) ={y e R |y < —-1louy > 1}.
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Figura 2.2: Dominio e imagem através do grafico de uma funcao.

2.4 Tipos de representacao de uma funcao

Nesta se¢ao as definigoes e os exemplos apresentados serdo baseados em [13], [14],
[16], [18] e [17]. Nos livros didaticos, os autores procuram contextualizar os exemplos
para aproximar o conceito matematico do dia a dia do aluno, entendendo que dessa
forma aconteca uma aprendizagem mais significativa. Devemos salientar que iremos
trabalhar com funcoes reais de uma variavel real, isto é, f : X — R onde X é um
subconjunto dos reais (X C R) e f(z), para todo x € X, sdo nimeros reais.

2.4.1 Analitica

Este é o tipo de representacao que desperta um interesse especial no estudo de
funcoes, onde y pode ser calculado a partir de z por meio de uma férmula, ou regra
ou lei de formacao. Devemos salientar que nem sempre conseguimos representar
uma funcao por uma férmula. Muitas vezes necessitamos fazer aproximacoes com os
valores de y para conseguirmos representar esta relacao por uma expressao matemaética.
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Exemplo 2.6. Namero de litros de gasolina e preco a pagar

Suponhamos que em um posto de combustiveis o preco do litro da gasolina é dado
por R$ 4,10. Temos que o pre¢o a pagar é fornecido em fungao do nimero de litros
comprados, isto é, o preco a pagar depende do nimero de litros. Entao a lei da funcao
ou formula matemdtica da func¢ao ou regra da funcdo ou ainda representacao analitica
da funcao serd

preco a pagar (p = f(x)) = R$4,10 vezes o nimero de litros (x) comprados
ou
f(x) = 4,10-x.

Exemplo 2.7. Lado do quadrado e area®

Dado a medida do lado de um quadrado, em centimetros, deseja-se calcular sua
drea, em centimetros quadrados. Observamos que a drea ¢ fornecida em funcao da
medida do lado do quadrado em questao, isto é, a drea depende da medida do lado
e mais, a cada valor dado para a medida do lado corresponde um unico valor para a
drea.

{

Figura 2.3: Quadrado de medida de lado /.

Entao a let da funcao sera

drea (A = £(¢)) = medida do lado({) vezes a medida do lado ({)
ou

f(0) =0-0=02

Exemplo 2.8. Tempo e distancia percorrida

Consideremos uma pista de ciclismo contendo marcacoes a cada 800 m, onde um
ciclista treina para uma prova de resisténcia, desenvolvendo uma velocidade constante
de 800 metros por minuto. Observamos que a cada instante? x corresponde uma tinica
distdncia percorrida y e portanto a distancia percorrida é fun¢ao do instante. Assim,
a lei da funcao seré

distancia percorrida (y = f(x)) = 800 vezes o instante (x)
ou

f(x) = 800 - z.

Ainda utilizando o ezemplo 2.8, se considerarmos que a velocidade do ciclista nao
permaneceu constante, nao deixaremos de ter uma funcao, pois para cada instante

3 Area: medida relacionada a superficie de uma figura geométrica plana.
‘Instante: termo utilizado para designar a medida de tempo decorrido durante um determinado
momento.
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ainda correspondera uma tnica distancia, mas nao conseguiremos uma féormula para a
mesma, a nao ser que outras informagoes sejam fornecidas (Por exemplo: a velocidade
durante determinado tempo).

Algumas fungoes, denominadas Funcoes elementares, possuem formulas ja definidas
e um estudo mais aprofundado. Entre elas, temos:

(a)

Fungao afim

Definicao 2.3. Uma funcao f: R — R chama-se afim quando existem constantes
a, b € R tais que f(x) = ax + b para todo z € R.

Exemplo 2.9. Sao casos particulares de funcao afim, a funcdo identidade f:
R — R definida por f(z)= z, as transla¢oes f: R — R, f(x)= = + b, fungoes
lineares, f(x)= ax e as fungoes constantes f(x)= b.

Funcao quadratica

Definicao 2.4. Uma func¢ao f: R — R chama-se quadrdtica quando sao dados
nimeros a, b, ¢ € R, com a # 0 tais que f(x) = ax® + bx + ¢ para todo z € R.

Exemplo 2.10. As fungoes f,g,h: R — R definidas por f(z) = 2> + 52 + 6,
g(z) = 32% — 10 e h(z) = 1222 — 4z sdo fungoes quadrdticas.

Funcao Exponencial

Definicao 2.5. Consideremos um nimero a real positivo tal que a # 1. A
funcdo exponencial de base a, f: R — R.,5, representada por f(x) = a®,
€ uma funcao que tem as sequintes propriedades, para quaisquer que sejam T,y
e R:

(i) a® - a¥ = a®t¥;
(ii) f(1) =a' =a;
(iii) v <y = a” < a¥ quando a > 1 e
r<y=a¥<a® quando 0 <a < 1.

Exemplo 2.11. Sejam as fungdes f,g : R — R, definidas por f(z) = (
g(x) = 2% sdo fung¢oes exponenciais.

b e

Algumas formulas que representam funcoes sao elaboradas com o intuito de exem-
plificar alguma situacao que as diferenciam das outras por alguma propriedade espe-
cifica. Assim, sao apresentadas dentro do contexto desta propriedade para que possa
enfatiza-la e discuti-la em sala de aula.

Exemplo 2.12. Estes exemplos foram elaborados para estudar o dominio da funcao.

1.

2.

T+ 3
fla) =21

g@)= 3=z

SR, : conjunto dos nlimeros reais positivos.
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Também encontramos funcoes definidas por mais de uma sentenca (formula). Ob-
serve no Ezemplo 2.13.

Exemplo 2.13. Para produzir até 50 unidades de certa embalagem, uma industria
tem um custo inicial de R$ 270,00 mais um custo de R$ 4,00 por embalagem. Para
produzir mais de 50 unidades, tem um custo inicial de R$ 310,00 mais um custo de R$
3,50 por embalagem.

Podemos notar que o custo(C') dessa indistria depende da quantidade de em-
balagens(z) a serem produzidas e essa dependéncia possui um critério:

e producao até 50 unidades temos que o custo serd 4 vezes a quantidade de emba-
lagens produzida mais o custo inicial para o mesmo, ou seja,

C(z) = 4z + 270, se 0 < z < 50.

e producgao acima de 50 unidades o custo sera 3,50 vezes a quantidade de embalagens
produzida mais o custo inicial para o mesmo, ou seja,

C(z) = 3,50z + 310, se = > 50.

Assim, a situacao descrita acima ¢ definida por uma funcao de mais de uma sentenca
e pode ser descrita como

4z +2 <
C@):{ v +270,  se0<az <50 o)

3,50z + 310, se x > 50

2.4.2 Numérica ou tabular

Denomina-se em geral por tabela qualquer disposicao em linhas e colunas. Mas, na
analise de Duval (2002, apud [2017][19]), deve-se destacar a contribuigao cognitiva das
tabelas e suas iniimeras utilizacoes, considerando primordial diferenciar dois aspectos:
a propria organizacdo representacional, isto &, a composicao semittica® das tabelas, e
as funcoes cognitivas que elas representam. “Essa organizacao apresenta uma dupla
vantagem, pois distribui os dados de acordo com o cruzamento de linhas e colunas,
separando-os visualmente” (Aratjo e Flores, 2010, p. 4, apud [19]). Entretanto, Duval
(2002, apud [2017][19]) acrescenta que isso nao basta para descrever o funcionamento
representativo das tabelas, fazendo-se indispensavel reconhecer as particularidades de-
las em relagao as demais representacoes graficas.

Cabe ainda destacar, segundo o referido autor, que as tabelas nao possuem um fim
exclusivo de consultas rapidas ou questoes desse género, mas também podem apresentar
caracteristicas relacionadas a classificacdo e variacao. KEssas caracteristicas exigem
que se faga uma leitura global da tabela para se ter uma compreensao plena, e nao
simplesmente uma leitura estanque e pontual. Assim, propoe ao sujeito ultrapassar de
“um passo pontual para um passo de interpretagao global na leitura dos dados” (Araujo
e Flores, 2010, p. 4, apud [19]).

6Semistica: Ciéncia que analisa todos os sistemas de comunicacio presentes numa sociedade.
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Portanto, “entende-se como essencial refletir que o aluno s6 tera condigoes de realizar
uma leitura global compreensiva das estruturas tabulares quando o professor utilizar-
se de encaminhamentos pedagogicos adequados a questao, atuando como colaborador
nesse processo.” [19, p.43]

Para (CRESPO, 1999 apud [19, p. 43]) na construgdo de uma tabela é necessario
que se apresente alguns elementos importantes :

e Corpo: conjunto de linhas e colunas que contém informacoes sobre a variavel
em estudo;

e Cabecalho: parte superior da tabela que especifica o contetido de cada coluna;
e Coluna indicadora: parte da tabela que especifica o contetido das colunas;

e Linhas: retas imaginérias que facilitam a leitura, no sentido horizontal de dados
que se inscrevem em seus cruzamentos com as colunas;

e Casa ou célula: espaco destinado a um s6 nimero;

e Titulo: conjunto de informacoes, as mais completas possiveis, e que possa res-
ponder as perguntas: O qué? Quando? Onde? Deve estar localizado no topo da
tabela e é de suma importancia, pois se nao colocarmos os leitores nao saberao
sobre o que esta falando a tabela.

CORPO

Produciio de algodio de uma cooperativa de agricultores entre 1995 e 1999 | B Titulo

' I‘ Cabecalho
mp Célula
]

Coluna indicadora

Figura 2.4: Elementos de uma tabela.

Os exemplos a seguir, sao uma das possiveis representacoes tabulares referentes aos
Exemplos 2.6, 2.7 e 2.8 respectivamente.

Exemplo 2.14. Ntamero de litros de gasolina e prego a pagar

| Niimero de litros | Prego a pagar(R$) |

1 4,10
2 8,20
3 12,30
4 16,40
20 82,00
X 4,10x

Tabela 2.1: Prego a pagar em fung¢ao do ntimero de litros comprados.
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Exemplo 2.15. Lado do quadrado e area

Exemplo 2.16. Tempo e distancia percorrida

Medida do lado({ em cm) | Area(A em cm?) |

1 1
2 4

2.5 6,25
3 9

5,2 27,04
¢ IZ

Tabela 2.2: Area em funcio da medida do lado do quadrado.

| Tempo(x em min) | Distancia(y em m) |

0 0

1 800
2 1600
5) 4000
7,9 6000
X 800x

Tabela 2.3: Distancia percorrida em funcao do tempo.

Observamos que os valores apresentados pelas tabelas referentes aos exemplos 2.1/,
2.15 e 2.16 foram escolhidos observando o contexto de suas aplicacoes. Isso também
pode ser observado quando o estudo é sobre alguma das fung¢oes elementares. Geral-
mente, nesses casos, utilizam-se das propriedades das mesmas para se fazer essa escolha
de modo a garantir, a partir da tabela, uma construgao gréafica contendo as principais

caracteristicas da funcao em estudo, o que apresentaremos na secao seguinte.

grandezas envolvidas.

Exemplo 2.17. Tempo e temperatura: para estudar a variacao da temperatura em
certa cidade mede-se a temperatura em intervalos regulares de tempo, por exemplo, a
cada 2 horas, e monta uma tabela que relaciona as grandezas hora e temperatura.

Existem exemplos de tabelas de dados que apesar de representar uma fun¢ao, nao
¢ possivel encontrar uma le: de formagao elementar para descrever a relacao entre as

Hora

0

2

4

6

8

14 | 16

18

20

22

24

Temperatura(°C)

3

6

8

12

15

20| 20

15

12

8

7

Tabela 2.4: Temperatura em funcao do tempo.
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No exemplo 2.17 podemos verificar que trata-se de uma funcao, pois para cada
tempo existe uma dnica temperatura, mas a aleatoriedade na variacao dessa segunda
grandeza dificulta a definicao de uma regra para essa relacao.

2.4.3 Grafica

Observamos que este tipo de representacao, juntamente com as tabelas, possui
diversos fins em vastos contextos sociais, com o intuito de fazer a comunicacao dentro
do cotidiano das pessoas.

De acordo com [16] e [20], apresentaremos as defini¢oes de par ordenado, produto
cartesiano, plano cartesiano e posteriormente a de grdfico de uma funcao.

Defini¢ao 2.6. Um par ordenado P = (x,y) é formado por dois objetos, = e vy,
chamados de primeira ¢ segunda coordenadas de P, respectivamente. Dois pares
ordenados de nimeros reais P = (z,y) e Q = (u,v) sdo iguais se, e somente se,
tivermos * = u e y = v, ou seja, possuam mesmas primeira e sequnda coordenadas.
Simbolicamente:

(x,y) = (u,v) S r=uey =0. (2.2)

Deve-se ter o cuidado de nao confundir o conjunto {z,y} com o par ordenado
P = (z,y) porque {z,y} = {y,x} sempre, enquanto (x,y) = (y,x) se e somente, se
r=y.

Definicao 2.7. O produto cartesiano X XY de dois conjuntos X eY € o conjunto
formado por todos os pares ordenados (x,y) cuja a primeira coordenada x € X e a
sequnda coordenada y € Y. Simbolicamente:

X xY ={(z,y;ze X,y Y} (2.3)

Caso os conjuntos X e Y forem finitos com m e p elementos, respectivamente,

entao o produto cartesiano X X Y serd finito e possuird m - p elementos, ou seja,
n(X xY)=n(X)-n)".

Exemplo 2.18. O exemplo mais importante de produto cartesiano é R? = R x R.
Exemplo 2.19. Sejam os conjuntos X = {1,3,5,7} e Y = {2,4,6, 8} entao temos que

X xY ={(1,2),(1,4),(1,6),(1,8),(3,2),(3,4),(3,6), (3,8), (5,2), (5,4),

(5,6), (5,8),(7,2),(7,4), (7,6), (7,8)} (2.4)

Y x X ={(2,1),(2,3),(2,5),(2,7),(4,1),(4,3), (4,5),(4,7), (6,1), (6, 3),

(6,5),(6,7),(8,1),(8,3),(8,5), (8,7)}. (2.5)

Definicao 2.8. Consideremos dois eizos x e y perpendiculares em O, o0s quais deter-
minam o plano 1I.

Dado um ponto P qualquer, P € «, conduzamos por ele duas retas: '|z e y'||y.

Denominemos P® a interseccio de x comy' e Py a inlersec¢io dey com ' (Figura
2.5).

Nestas condigoes, sequndo [20, p. 60-A], define-se:

"n(A): indica o ntimero de elementos do conjunto A.
80 autor considera a correspondéncia biunivoca entre a reta Oz (ou Oy) e o conjunto R, a qual
associa a cada ponto P dessa reta sua abscissa (ou sua ordenada).
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(a) a abscissa de P é o nimero real xp representado por Pi;
(b) a ordenada de P é o nimero real yp representado por Ps;

(c) as coordenadas cartesianas de P sio os nimeros reais xp e yp, geralmente
indicados na forma de par ordenado (zp,yp) onde xp € o primeiro elemento e
yp 0 segundo;

(d) o eixo das abcissas é o eixo v (ou Ox);
(e) o eixo das ordenadas é o eizo y (ou Oy);

(f) o sistema de eixos cartesiano ortogonal (ou ortonormal ou retangular) é o
sistema xOy;

(9) a origem do sistema é o ponto O = (0,0);

(h) o plano cartesiano é o plano I1.

b y'

Eixo das

ordenadas

P, (=yp) P
X'
s
0 p1(= xp) Eixo das
abscissas

Figura 2.5: Plano cartesiano.

Essa denominagcao foi uma homenagem dada a René Descartes (1596-1650), filosofo,
fisico e matematico francés que formalizou o conceito de coordenadas em sua obra La
Géomélrie(1637), conectando a Algebra com a Geometria[l3, p. 49].

O plano cartesiano é dividido pelos eixos ortogonais em quatro regioes denominadas
quadrantes, que seguem uma ordem, como mostrado na Figura 2.6. Nesse sistema
podemos localizar os pontos no plano, através de suas coordenadas cartesianas, como
o ponto P = (a,b), em que a é a sua abscissa e b sua ordenada.
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A y
b P=(a, b)
2° quadrante 1° quadrante
- x
(0] a -
3° quadrante 4° quadrante

Figura 2.6: Plano cartesiano: quadrantes.

Com isso, podemos identificar o sinal das coordenadas dos pontos a partir de sua
posicao em cada quadrante e vice-versa, entao teremos que:

e P =(a,b) € 1° quadrante < a > 0e b > 0;
e P =(a,b) € 2° quadrante < a <0 e b > 0;
e P =(a,b) € 3° quadrante < a <0 e b < 0;
e P =(a,b) € 4° quadrante < a >0e b <0.

Também podemos destacar que todo ponto de abscissa nula pertence ao eixo Oy
e todo ponto de ordenada nula pertence ao eixo Oz. Consequentemente, pontos com
estas caracteristicas nao pertencem a nenhum quadrante.

Exemplo 2.20. Os pontos A = (-2,3), B = (2,4), C = (4,-3), D = (-3,-1),
E =(-4,0), F =(0,2), G = (2,5, 0.5) e H = (—1,8, —2.7) podem ser localizados no
plano cartesiano, como na figura a seguir.

I f A [ I [
NN ENEES SEEEE EEEF) SV SN SN SENEE SN SN NAE RN
' B=(24)
| |
As 2y e
! F=@.2 |
| » | |
| | |
— . : . , ........ : G=(2.5'os)
E* (4,0 :_" LIl oKL e r‘? X
-6 5 —.4 ) —:’I 1 0 1 2 25 3 ? 5 [
1 | i
 imh i
D=(2.-1) |4 I
) b |
b | : i
i =r==]ar | |
H=(18,-27 - - )
: ‘ C=\(4.-3)
T BEAEENENNEESESEENNNEL] HAEAS U NN ARREN ANAS A ANEY ARRRY §

Figura 2.7: Pontos localizados no plano cartesiano.
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Através do Ezemplo 2.20 podemos identificar as seguintes propriedades citadas
anteriormente:

e 0s pontos B e G estao localizados no 1° quadrante, A no 2° quadrante, D ¢ H no
3° quadrante e C no 4° quadrante;

e o pontos E e I estao localizados sobre o eixo Ox e Oy, respectivamente;

e O ponto A possui abscissa —2 e ordenada 3 enquanto o ponto C', possui abscissa
4 e ordenada —3.

Devemos observar a existéncia de uma correspondéncia biunivoca® entre pares de
nimeros reais e pontos no plano permitindo a construcao de conceitos e propriedades
geométricas em uma linguagem algébrica e, reciprocamente, a interpretacao geometrica
dessas relagoes entre os nimeros reais.

Teorema 2.1. [20, p. 61-A] Entre o conjunto dos pontos P do plano cartesiano o e
o congunto dos pares ordenados (zp,yp) de nimeros reais existe uma correspondéncia
biunivoca.

Demonstracao. 1% parte:

As definicoes dadas anteriormente indicam que a todo ponto P, P € «, corresponde
um tnico par de pontos (P, P,) sobre os eixos x e y respectivamente e, portanto, um
inico par ordenado de nimeros reais (xp,yp) tais que sao representados por P e Py,
respectivamente.

Esquema: P — (P, Py) — (zp,yp).

2% parte:

Dado o par ordenado de ntmeros reais (zp,yp), existem Py € x e P, € y tais que
Py representa xp e P, representa yp conforme visto na Definicao 2.8.

Se construirmos z’||x por P, e ¢/||y por P; essas retas vao concorrer em P. Assim,
a todo par (zp,yp) corresponde um tnico ponto P, P € a.

Esquema: (zp,yp) — (P, ) — P. O

Definicao 2.9. Denomina-se grdafico de uma funcao f: X — Y o subconjunto G(f)
do produto cartesiano X XY formado por todos os pares ordenados (x,y), onde x é
um ponto qualquer de X ey = f(x). Entdo,

G(f) ={(z,y) e X x Yy = f(2)} = {(z, f(2));z € X}. (2.6)

Para que o subconjunto G C X X Y seja considerado o grafico de alguma funcao
f X — Y énecessario e suficiente que as seguintes condicoes sejam validas:

(i) Para qualquer x € X existe um par ordenado (z,y) € G com a primeira coorde-
nada sendo x.

(ii) Se P = (z,y) e P' = (x,y') sdo pares que pertencem a G que possuem mesma
primeira coordenada x entdo y = y'(ou seja, P = P’).

9Cada par ordenado de ntimeros reais corresponde a um tnico ponto no plano cartesiano e vice-
versa.
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Resumidamente, tais condi¢oes podem ser apresentadas numa so, escrevendo-se que
para cada x € X existe um, e somente um, y € Y tal que (z,y) € G.

Alguns dos livros didaticos que estamos utilizando como referéncia apresentam um
pequeno roteiro de como proceder para realizar a construcao do grafico de uma funcao,
mas antes de apresenti-lo vejamos algumas observagoes:

e Deve-se saber qual o dominio da funcao.

e Os métodos apresentados sao peculiares a construgao de graficos quando conhe-
cemos a lei de formacao da funcao.

e Geralmente, ao estudarmos uma determinada funcao, sao apresentadas suas prin-
cipais caracteristicas, o que nos ajuda na escolha dos valores para a varidvel z na
montagem da tabela que auxiliard na elaboragao do grafico.

Entao, dada uma funcdo cuja a lei de formagao é y = f(z) e seu dominio um
conjunto D C R, teremos:

1. Se D for finito:

e 1° passo: construimos uma tabela contendo os valores atribuidos & variavel
x e os valores da correspondente variavel y, calculados por meio da ler y =
f(@);

e 2° passo: representamos cada par ordenado (x,y) da tabela por um ponto
do plano cartesiano. O conjunto dos pontos constituira o grafico da fungao.

Exemplo 2.21. Seja o conjunto D = {—3,—2,—1,0, 1,2}, a tabela e o grafico
da fun¢ao f: D — R dada pela lei f(x) =2z — 1 sera:

’x\y:Qx—l\ ponto ‘
3 7 A= (—3,-7)
-2 ) B =(-2,-5)
1 3 C=(-1,-3)
0 -1 D =(0,-1)

1 1 E=(1,1)
2 F=1(2,3)

Tabela 2.5: Tabela da funcao y = 2x — 1.
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[

[

LI O O O 6 O A

Figura 2.8: Gréafico da func¢ao f(x) = 22 — 1 com dominio finito.

2. Se D for infinito:
e como no item anterior, escolhemos alguns valores para a variavel z para
construcao da tabela;

e determinamos os pares ordenados no plano cartesiano fornecidos pela tabela,
mas ressaltamos que o grafico da fungao sera constituido por infinitos pontos.

Exemplo 2.22. Seja o conjunto D = R. Utilizando a Tabela 2.5 o gréfico da
fungdo f: D — R dada pela lei f(z) = 2z — 1 seréa:

| 3

Figura 2.9: Gréafico da funcao f(z) =2z — 1 com D = R.
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Observamos que a lei de formacao da funcao é o mesmo do Ezemplo 2.21 entao
podemos utilizar a mesma Tabela 2.5, mas como agora o dominio de f é o conjunto
R, o gréfico se torna uma linha continua (infinitos pontos). O gréfico dessa funcao
é chamado de reta e tem essa caracteristica devido a férmula representar uma
fungao do tipo afim (Defini¢ao 2.3).

Vejamos outros exemplos cujo o dominio é um conjunto infinito.
Exemplo 2.23. Seja o conjunto D = R e a funcao f : D — R dada pela lei

f(x) = 22 — 9 (Fungdo quadrdtica - Definicao 2.4). Uma possivel escolha de
valores para a tabela poderia ser a seguinte:

|z |y=a"-9] ponto |
1 7 A= (47
3 0 B=(-3,0)
-2 -5 C = (-2;-5)
A5 6,75 | D=(—15—6,75)
1 3 E=(-1-8)
05| 875 | F=(-0,5 8,75
0 9 G = (0, -9)
05| 875 | H=(0,5 875
1 8 T=(L;-8)
15| 6,75 T=(1,5,6,75)
2 5 K =(2-5)
3 0 L= (3,0)
1 7 M= (47)

Tabela 2.6: Tabela da funcao y = 22 — 9.

O grafico dessa fungao é uma curva denominada pardbola e podemos visualizar
(Figura 2.10) algumas de suas caracteristicas:

e Possui um eizo de simetria'® em x = 0;

e intersecta o eixo Ox em dois pontos denominados zeros da fun¢ao - B =

(=3,0) e L =(3,0);

e em z = 0 assume o menor valor (ou minimo) da fun¢ao, denominado vértice
da parabola.

1Em geometria, o eizo de simetria é uma linha que divide uma figura em duas partes simétricas,
isto é, como se fossem o objeto e a sua imagem refletida em um espelho.
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Figura 2.10: Grafico da fungao f(z) = 22 — 9.

Exemplo 2.24. Seja o conjunto D = R e a funcao f : D — R* ' dada pela lei

fla) =%
|z [ fl@)=2] ponto |
8] 1  [A=(= 1
4| 2 [ B=(-4 -2
S A4 | C=(=2,—1)
1] 8 | D=(-13
N E= (19
> 1 F=24)
1 2 0=(4,2)
8 1 H=(81)

Tabela 2.7: Tabela da funcéo f(z) = &.

Nesse exemplo, a escolha dos valores para a varidvel x levou em consideracao
o denominador da fracao. Destacamos também a restricao de que z nao pode
assumir o valor zero, pois nao existe divisao por zero no conjunto R.

A curva grafica descrita por essa formula é chamada de hipérbole. Uma de suas
caracteristicas ¢ a nao interseccao da curva com os eixos ortogonais, qualquer que
seja o valor de z adotado.

HR*: conjunto dos niimeros reais excluindo o zero.
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Figura 2.11: Grafico da funcao f(z) = %.

Se nao tivermos a lei de formacao ¢ a partir do grafico da funcao que podemos
obter muitas informacoes a respeito de seu comportamento, mas devemos lembrar que
essas propriedades precisam ser verificadas algebricamente. Dentre as quais, pode-se
ter uma visdo de crescimento (ou decrescimento), dos valores méximos (ou minimos
quando existem) que ela assume em seu conjunto imagem, de eventuais simetrias, do
comportamento para valores de x muito grandes (ou muito pequenos), aonde é positiva
(ou negativa), os seus zeros (quando existem) e em determinados casos, obter até seu
dominio e imagem. Consideramos esse tipo de investigagao um dos mais importantes
dentro do estudo de graficos de fungoes sendo tratados nos livros didaticos como andlise
de grifico de funcgoes ao qual iremos abordar com mais detalhes na Secao 2.5.

Outra informacao advém da caracterizacao de uma funcao f : X — Y que seria
associar cada x € X um unico y € Y. Assim, podemos verificar se um determinado
grafico representa, ou nao, uma fungdao. Para isso, basta tracarmos retas paralelas
ao eixo Oy e se tais retas intersectarem uma unica vez o grafico (ndo ha abscissa x
associada a mais de uma ordenada y), este representa uma fungao (Figura 2.12(a)),
caso contrario, nao representa (Figura 2.12(b)).

Y

=

¥

e, e T

- —— -

(a) Gréafico de fungao. (b) Nao grafico de funcéo.

Figura 2.12: Anélise de graficos.
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Finalizamos essa se¢ao salientando que os exemplos foram utilizados com o intuito
de ilustrar os tipos de representacoes, nao nos preocupando o detalhamento das carac-
teristicas das func¢oes utilizadas, deixando para outro momento tais consideragoes.

2.5 Propriedades elementares de uma funcao

Na subsecao 2.4.3 destacamos que algumas propriedades de uma fun¢ao podem ser
observados a partir de seu grafico e nesta se¢ao iremos caracteriza-las.

2.5.1 Sinal e raizes (ou zeros) de uma fungao

Definig¢ao 2.10. /2, p. 131] Sendo [ uma fungao de dominio D, dizemos que:
e [ ¢ positiva para um elemento x, com x € D, se, e somente se, f(x) > 0;
e f € negativa para um elemento x, com x € D, se, e somente se, f(x) < 0;

e f se anula um elemento x, com x € D, se, e somente se, f(x) = 0. Nesse caso,
dizemos que x € raiz(ou zero) da funcao.

Exemplo 2.25. Do grafico da funcao f : [—6,7] — R dado pela figura a seguir,
observamos que

(a) As raizes da fungdo sdo x = =5, v = —1l e x = 4.
(b) A funcgao é positiva nos intervalos | — 5, —1] e |4, 7|, enquanto ¢ negativa nos
intervalos [—6, —5[ e | — 1,4].
sy

pm———--

[T R

Figura 2.13: Estudo do sinal e zeros de uma funcao f (adaptado de [1]).

Analisando o gréafico visualmente, podemos fazer essa classificacao de uma maneira
mais intuitiva da forma que é apresentado em [14, p. 56]:



Propriedades elementares de uma funcao 47

e Os pontos de interseccao do grafico com o eixo Oz apresentam ordenadas y = 0,
ou seja, suas abscissas x sao tais que f(z) = 0. Esses x sado os zeros da func¢ao

f.

e Os pontos do grafico situados acima do eixo Ox apresentam ordenadas y > 0, ou
seja, suas abscissas x acarretam f(z) > 0.

e Os pontos do grafico situados abaixo do eixo Ox apresentam ordenadas y < 0,
ou seja, suas abscissas x acarretam f(z) < 0.

Trazendo para um contexto envolvendo uma situagao do cotidiano, encontramos o
seguinte exemplo em [2| onde os itens (a) e (b) levam o aluno a confrontar a defini¢ao
de raiz de uma funcao com um contexto fisico.

Exemplo 2.26. A trajetéria de uma bola de futebol, chutada a partir de um ponto
do campo, pode ser descrita pela fungdo h(t) = 3t — 2, em que h(t) representa a altura
da bola, em metros, em relagao ao campo, e t representa o tempo, em segundos, desde
o instante do chute até o instante em que a bola atinge novamente o solo.

a) No contexto deste problema, quais sao as raizes da funcao h?

(
(b) Qual a interpretacao fisica das raizes da fungao h?

)
)
(¢) A que altura estava a bola 1,5 segundo apds o chute?

(d) Na trajetoria descrita pela fungao h, a bola atingiu 4 m de altura em relagao ao
campo? Justifique sua resposta.

Também com o proposito de estabelecer uma relagao do conceito de variacao de uma
funcao com o cotidiano, o proximo exemplo foi utilizado por nos para uma avaliacao
sobre func¢ao polinomial de 1° grau aplicada numa classe de 1° ano do Ensino Médio.

5) O gréafico mostra a temperatura da cidade de Sdo §
Joaquim num dia de inverno no periodo das 4h da "512 Baeats e el st
manha até 12h. Sendo y = fi{x) = ax + b a fungdo 5 :
que representa a temperatura y em fungdo do B '
tempo x, obtenha, no intervalo considerado: -4 :
a) osvalores deaeb; E 4 .

p—y

>
b) atemperatura as 8 horas da manh3; Z Tempo (h)

d) durante quanto tempo, no periodo considerado, a temperatura esteve positiva? E negativa?

¢) o hordric em que a temperatura é de 0°C;

Figura 2.14: Estudo do sinal e zeros de uma funcao f.

2.5.2 Funcao crescente, decrescente ou constante

O estudo da variacao de uma funcao é um topico que ganha grande destaque no
ensino de derivadas no Céalculo Diferencial mas também em aplicacoes em outras areas
do conhecimento.

As defini¢oes aqui apresentadas foram adaptadas de [2] e [16].
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Definigao 2.11. Uma func¢ao [ € crescente em um subconjunto A do dominio de f
se, e somente se, para quaisquer nimeros r1 e Ty de A, com 11 < To, a imagem de x
€ menor que a imagem de xo através de f. Isto é, f € crescente se, e somente se:

{z1,2} CAex) <xg= f(x1) < f(2). (2.7)
Quando x1 < xo = f(x1) < f(x2), f é denominada mondtona ndo-decrescente.

Definigao 2.12. Uma funcao f ¢é decrescente em um subconjunto A do dominio de
f se, e somente se, para quaisquer niumeros r1 e xo de A, com x1 < T2, a imagem de
r1 € mator que a imagem de xo através de f. Isto €, f ¢ decrescente se, e somente se:

{z1,2} CAex) <o = f(x1) > f(x2). (2.8)
Quando x1 < x9 = f(x1) > f(x2), f € denominada mondtona nao-crescente.

Definigao 2.13. Uma funcao f é constante em um subconjunto A do dominio de f
se, e somente se, para qualquer nimero x de A temos f(x) = k, sendo k uma constante
real.

Temos entao que no Ezemplo 2.25 a fungao f é crescente nos intervalos [—6, —4] e
2,5], decrescente nos intervalos [—2,2] e [5,7] e constante no intervalo [—4, —2](Veja
na Figura 2.13).

Considerando a grande abrangéncia da aplicacao dos conceitos definidos anterior-
mente, o nimero de exemplos envolvendo o cotidiano do aluno é significativo. Assim,
apresentamos nas [igura 2.15 e Figura 2.16 exemplos encontrados em [2| onde en-
tendemos que o aluno poderad fazer suas consideracoes sobre o assunto a partir de
um grafico como também desenvolver outras habilidades relevantes no que se diz res-
peito a demostrar (ou provar) a veracidade de uma sentenca utilizando as definigdes
apresentadas sobre funcao crescente e funcao decrescente.

@ O Ministério da Economia de certo pais divulgou o balango da inflagio no ano de 2017, apresentando o

gréifico abaixo:
[ Unidades federativas do Brasil h
3
B
2
[ =4
8
a
K|
RN SRR SR RN N
0"+ 4 &8 4 5 6 7 8 9 10 11 12 W&
. S

Dados ficticios.

De acordo com esse grifico, classifique em verdadeira ou falsa cada uma das afirmagées a seguir.

a) A taxa de inflagdo foi crescente no perfodo de janeiro a marco de 2017.

b) A taxa de inflagéio foi decrescente no periodo de maio a agosto de 2017.

) A taxa de inflagio foi crescente nos perfodos de janeiro a margo e de outubro a dezembro
de 2017.

d) A taxa de inflagio foi constante no periodo de julho a outubro de 2017.

) A taxa de inflagdo foi constante nos periodos de mar¢o a maio e de julho a setembro de 2017.

f) A menor taxa de inflagio em 2017 foi de 2,5%.

Figura 2.15: Variacao de uma fungao - graficamente [2].
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@ Em um trecho de uma estrada, a velocidade v de um caminh@o, em quilémetro por hora, em funcio
r‘ do tempo t, em hora, pode ser calculada por v(f) = 6t + 60.

JUCA MARTINS/OLHAR IMAGEM

Caminhdes né Rodovia Dutra, Sdo Paulo. Foto de 2014.

a) Durante esse trecho, sejam ¢, e ¢, dois valores quaisquer do tempo, em hora. Mostre que, se
t,>t,entiov(t) > v(t,).

b) De acordo com o que vocé demonstrou no item a, pode-se concluir que o caminhao esteve em
movimento acelerado ou retardado? (O movimento é acelerado ou retardado conforme a veloci-
dade v do caminhio seja crescente ou decrescente, respectivamente.)

Figura 2.16: Variagao de uma fungao - algebricamente [2].

2.5.3 Maximos e minimos de uma funcao

Podemos considerar esta propriedade uma das mais importantes em termos de
aplicagoes em outras areas do conhecimento. No célculo diferencial, esse estudo é
desenvolvido com a apresentacao das propriedades das derivadas de primeira e segunda
ordens de uma funcao, tema que nao abordaremos por se tratar de uma matematica
mais voltada ao ensino superior, mas que consideramos a sua leitura indispensavel.

Consideramos importante trazer as defini¢oes dadas por |3, p. 248|, sobre maximos
e minimos absolutos e locais.

Definig¢ao 2.14. Seja ¢ um nimero no dominio D de uma fung¢ao f. Entao f(c) é o
e valor mdximo absoluto de f em D se f(c) > f(z) para todo x em D.
e valor minimo absoluto de f em D se f(c) < f(x) para todo v em D.

Um maximo ou minimo absoluto as vezes é chamado de maximo ou minimo global.
Os valores maximos e minimos de f sdo chamados de valores extremos de f.

Definicao 2.15. O ndmero f(c) € um
e valor mdximo local de f se f(c) > f(x) quando x estd prozimo de c.
e valor minimo local de [ se f(c) < f(x) quando x estd proximo de c.

Exemplo 2.27. Seja o grafico a seguir de uma funcao f: D — Y.
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(@) ===

f(a) +--

flc) +---+--——-N\c----------

f(d) +---
(I S SRR

X
»
»

E
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
i
e

|

| [}

|

| |

] 1

i }

c d

Figura 2.17: Méaximos e minimos de uma funcao.

Temos que:

f(a) e f(c) sao valores de mdzimos locais;

(
f(d) é valor de minimo local;

f(e) & valor de mdzimo local e absoluto;
(b)

f(b) é valor de minimo local e absoluto.
Algumas observagoes se fazem necessarias no intuito de esclarecer ao aluno a pro-

priedade em questao:

(i) a propriedade de um ponto pertencente a fun¢ao ser de maximo ou minimo esta
diretamente vinculada ao intervalo estudado contido no dominio;

(ii) o ponto de maximo (minimo) geralmente ocorre numa transicao da funcgao de
crescente para decrescente (decrescente para crescente);

(iii) a presenga do grafico da fungdo nos permite uma maior facilidade em identificar
os pontos com tais propriedades, o que nao ocorreria se tivéssemos somente a lei
de formacao da funcao. Nesse caso, teriamos que nos auxiliar com a construcao
de uma tabela e muitas vezes o trabalho pode ser bem maior. Também pode-
mos utilizar as propriedades da funcao a qual estamos estudando, caso esse das
chamadas funcoes elementares.

2.5.4 Simetrias de uma funcao

As simetrias que vamos destacar sao as relacionadas as propriedades de uma funcao
quanto a ser par ou impar, como apresentadas em [14, p. 58|.

Definicao 2.16. Dizemos que uma funcio f: D — R € par se f(—x) = f(x) para
todo x € D. FEntao, f tem o grdfico simétrico em relagdo ao etrxo das ordenadas

(Oy).

Exemplo 2.28. Sejam f,g: R — R definidas por f(z) = —2% e g(x) = |z|. Como f
e g sao funcoes pares, podemos verificar a propriedade algebricamente ou através da
elaboragao de uma tabela e posteriormente a construcao dos gréaficos respectivos, os
quais apresentamos a seguir:
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o Algebricamente:
f(=2) = —(—2)* = —2* = f(x); (2.9)
g(=z) = | —z| = |z] = g(). (2.10)

e Tabela e grifico:

3 9 3
2 4 2
1 1 1

0,5 20,25 0,5

/4] -1/16 1/4
0 0 0
1/4 ‘1/16 1/4
0,5 20,25 0,5
1 1 1
2 4 2
3 9 3

by b

f (:[:} = —:1:2 gixo de simetria .

a0 de simetria

&

A. -

g~ -
b

15 25

Figura 2.18: Gréficos das funcoes pares f e g.

Defini¢ao 2.17. Dizemos que uma func¢ao f : D — R € impar se f(—x) = —f(x)
para todo x € D. Assim, f tem o grdfico simétrico em relag¢do a origem (0,0).

Exemplo 2.29. Sejam f, g : R — R definidas por f(x) =3z e g(x) = 2> — 2. Como f
e g sao funcoes impares, podemos utilizar a mesma forma de verificagao nesse caso.

Também

o Algebricamente:
f(—2) = 3(—2) = 35 = — f(x); 1)
o) = (af — () =t r =~ - )= —gle). (21)
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o Tabela e grifico:

3 9 24
2 6 6
1 3 0

0,5 15 0,625

14| -3/4 15,64
0 0 0
1/4 3/1 “15/64
0,5 1,5 20,625
1 3 0
2 6 6
3 9 24

Tabela 2.9: Tabela das fungoes f e g (Ezemplo 2.29).

T e e e

)| IO

| @) =32

e

Figura 2.19: Gréficos das funcoes impares f e g.

2.5.5 Funcao injetora, sobrejetora e bijetora

As propriedades que definiremos nesta subsecao nos leva aquela que possui uma
grande importancia dentro da Teoria de Conjuntos que é a de bije¢ao ou correspon-
déncia biunivoca. Uma das aplicagoes a se destacar podemos encontrar em [16] que
nos permite identificar quando um conjunto ¢ finito ou nao(infinito), acarretando até,
no primeiro caso, a obtencao de seu numero cardinal.

“Seja X um conjunto. Diz-se que X é finito, e que X tem n elementos
quando se pode estabelecer uma correspondéncia biunivoca f : I,'2— X.
O ntmero natural n chama-se entao o numero cardinal do conjunto X ou,
simplesmente, o numero de elementos de X.”([16], p.41)

121, :conjunto dos nimeros naturais de 1 até n.
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Para enfatizar as propriedades aqui envolvidas, além das definicoes achamos que
a utilizacao de diagramas de flechas podem garantir uma melhor aprendizagem pelas
caracteristicas também serem apresentadas graficamente, como em |2, 13, 18|.

Defini¢ao 2.18. Uma funcio f : X — Y chama-se injetiva(ou injetora) quando
elementos diferentes em X sao transformados por f em elementos diferentes em Y.
Ou seja, [ € injetiva quando

r# 2 em X = f(x) # f(2). (2.13)

Esta condi¢ao também pode ser expressa em sua forma contrapositiva:

(2.14)

fungéo injetiva fungédo injetiva fungdo nédo injetiva
(Ndo ha elemento em Y que seja imagem T:e'?;n?iﬂz?o‘i:
de mais de um elemento de X) ntos distintos de X)

Figura 2.20: Diagrama de flechas: fun¢ao injetiva e nao injetiva.

Podemos verificar se uma fungao é injetiva observando seu gréafico. Por definicao,
sabemos que, se a funcao é injetiva, nao existird elemento do conjunto imagem que
seja imagem de mais de um elemento do dominio. Portanto, ao tracarmos linhas
horizontais cortando o grafico, tais linhas s6 poderao interseccioné-lo uma tnica vez
para cada y(Figura 2.21).

AY AY

— IR

% g v

v

X

(a) Grafico de fungdo injetiva. (b) Grafico de func¢do ndo injetiva.

Figura 2.21: Teste das horizontais para funcoes injetivas.

Exemplo 2.30. (a) A funcao f : R — R definida por f(z) = 3z ¢é injetiva, pois faz
corresponder a cada nimero real x o seu tripo 3z, e nao existem dois ntimeros
reais diferentes que tenham o mesmo triplo. Simbolicamente:

Para quaisquer x1,xs € R,z # 19 = 311 # 329 = f(21) # f(22). (2.15)
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(b) A fungdo f: R — R definida por f(z) = 2% — 4 nao é injetiva, pois:
e para r = —2 corresponde f(—2) = 0;
e para x = 2 corresponde f(2) = 0.

Neste caso, para dois valores diferentes de x encontramos um mesmo valor para
a funcao.

Utilizando o recurso do teste das horizontais nos graficos das fungoes dadas no
Ezemplo 2.30 podemos verificar a propriedade(Figura 2.22).

6 / . \ sh

it

F'
W
: S
bd
'\4»\“‘____

(a) Grafico da funcao injetiva f(z) = 3z. (b) Grafico da fungio nao injetiva f(z) = 22 —

4.

Figura 2.22: Teste das horizontais para funcoes injetivas.

Outro aspecto que achamos importante destacar é de uma funcao poder ser injetiva,
ou nao, dependendo do dominio da func¢do a ser considerado. No Ezemplo 2.30(b), se
considerarmos o dominio da fun¢ao como sendo R_ ou R, ela se tornara injetiva.

s i
i e

\ " floy=a"—4 fl@)==2F—1
(a) Grafico da fungao f(z) = 2% — 4 (b) Gréfico da funcio f(z) = 2% — 4
com dominio R_. com dominio R;.

Figura 2.23: Funcoes injetivas quando restringe-se o dominio.

Definigao 2.19. Diz-se que uma funcao f: X — Y € sobrejetiva (ou sobrejetora)
quando, para qualquer elemento y € Y, pode-se encontrar (pelo menos) um elemento
x € X tal que f(x) =y. Ou seja, f € sobrejetora quando todo elemento de'Y é imagem
de pelo menos um elemento de X, isto é, Im(f) =Y.
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fungao nao sobrejetiva

funga brejeti funga brejeti
"nﬁff:(%;;ﬁ va n;;a;ns{%:*‘_;e va (Had elementos em Y que
ndo sdao imagem de nenhum

elemento de X; logo, Im(f) = Y)

Figura 2.24: Diagrama de flechas: funcao sobrejetiva e nao sobrejetiva.

Exemplo 2.31. (a) A fungdo f: R — R dada por f(z) = x — 3 é sobrejetiva, pois
todo elemento de R ¢ imagem de um elemento de R pela funcdo z = f(z) + 3,
logo Im(f) = R. Vejamos alguns desses elementos:

e y=23¢éimagem de z =3+ 3 =6, pois f(6) =6 —3 =3;

e y=—4¢éimagem de xr = -4+ 3 = —1 pois f(—1) = —-1—-3 = —4;

e y=—27¢éimagem de z = —2,7+ 3 = 0.3 pois f(0,3) =0,3 -3 =-2,7.
(b) A fungao f : R — [-9,00[ dada por f(x) = 2% — 9 & sobrejetiva, pois todo

elemento de [—9,00[ é imagem de pelo menos um elemento de R pela fungao
r==+/f(z)+9, ouseja, Im(f) =[—9,00[. Vejamos alguns desses elementos:

e y=—6¢imagem de x = —/3 e x = \/3;
e y=0,61 é&imagem de z = —3.1 e x = 3.1 (£v/9.61);
e y=7¢éimagem de x = —4 e z =4 (£V16).

(¢) A funcao sucessora f : N — N definida por f(n) = n + 1 nao é sobrejetiva,
devido Im(f) = N*13 e N* # N, ou seja, dado 0 € N, nao existe natural algum
que seja transformado em 0 pela funcao f, pois 0 nao é sucessor de nenhum
ntmero natural [13].

Y g S U
1
. ! :
! :
: ' ! Im(f)=[-5,00[
e 2 3 LD %a % 3 % % 0 -8 - -‘3 11 [] 10 11-l
1 1 —3.
] af
] ]
: 2 : fz)=z—-3
:4‘.; flz)=2-9
/:/ Im(f)=R
-l
(a) Grafico da funcdo sobrejetiva f(z) = z — 3. (b) Grafico da fungéo sobrejetiva f(z) = 2%—9.

Figura 2.25: Fungoes sobrejetivas do Fremplo 2.31.

13N*: conjunto dos niimeros naturais excluindo o zero.
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Devemos observar que em alguns casos a mudanca no conjunto referente ao contra-
dominio da funcao podem favorecer a sobrejetividade da mesma. E o caso do Exemplo
2.31 (b), onde o contradominio foi restringido ao intervalo [—9, ool.

Exemplo 2.32. A func¢do f : R — R definida por f(z) = 2% nao é sobrejetiva, pois
Im(f) =Ry (Im(f) # R). Porém, se restringirmos seu contradominio para R, ela se
torna sobrejetiva, porque todo elemento de R, é imagem de um elemento de R pela
fungao = = log,[f(z)].

Definicao 2.20. Uma funcao f : X — Y € byetiva se ela for, simultaneamente,
ingetiva e sobrejetiva. Quando isso ocorre, dizemos que hd uma bijecao ou uma
correspondéncia biunivoca entre X e Y.

fungdo nao bijetiva
(E injetiva, mas ndo sobrejetiva.)

fungdo nao bijetiva fungdo nao bijetiva
(E sobrejetiva, mas néo injetiva.) (Néo é injetiva, nem sobrejetiva.)

Figura 2.26: Diagrama de flechas: fun¢ao bijetiva e nao bijetiva.

Exemplo 2.33. (a) A funcdo f : R — R dada por f(z) = 3z é bijetiva, pois ela &

simultaneamente injetiva (Ezemplo 2.30(a)) e sobrejetiva; cada nimero real no
contradominio R tem como correspondente no dominio a sua terca parte (z =

f(z)

7 € R) que sempre existe e é unica.

No Ezemplo 2.32 vimos que a funcdo f : R — R, definida por f(z) = 2% é
sobrejetiva, mas ela também é injetiva, pois

Para quaisquer x1, 9 € R, x1 # 19 = 21 # 272 = f(x1) # f(x2). (2.16)

Logo trata-se de uma funcao bijetiva.

A fungao f : {0,1,2,3} — Ndada por f(z) = x+2 é injetiva mas nao sobrejetiva,
pois existem elementos no contradominio N que nao sao imagem de nenhum
elemento do dominio, pois Im(f) = {2,3,4,5}(Im(f) # N). Logo, nao é bijetiva.

A funcao f : R — R, definida por f(x) = x? ¢ sobrejetiva mas nio ¢ injetiva,
portanto nao é bijetiva. De fato,
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e todo elemento do contradominio R, é imagem de pelo menos um elemento
de R pela fun¢ao x = ++/ f(z) (sobrejetiva);

e cxistem elementos no dominio que possuem a mesma imagem, como r = —2
e © = 2 cuja imagem ¢é 4 (ndo injetiva).

(e) Se trocarmos o contradominio da fun¢ao f definida no item (d) para R teremos
que elementos do contradominio, pertencentes ao intervalo [0, —oo[, ndo serao
imagem de nenhum elemento do dominio, isto é, a funcao também se torna nao
sobrejetiva.

flx) ;/ Im(f) =R, 2 flx) = 2 Im(f) =R,

€ 5 -4 3 2 1 0 ' R T T TR TR ¢ PRy T WL 1 2 3 4 5 &8

4 cD(f)=R | CD(f)=R,

(a) Funcao f(z) = 2* com contradominio R - (b) Funcao f(x) = 2% com contradominio Ry -
nao bijetiva. bijetiva.

Figura 2.27: Fungoes bijetiva e nao bijetiva devido ao contradominio.

O que buscamos evidenciar nessa subsecao é a particularidade a respeito da influén-
cia do dominio e contradominio da fungao ao se caracterizar as propriedades definidas
aqui. Devemos sempre alertar nossos alunos que antes de definir a funcao como in-
jetiva, sobrejetiva ou bijetiva, observarem qual o dominio e contradominio estamos
trabalhando com a funcao.

2.5.6 Taxa de variacao média de uma funcao

Uma das principais caracteristicas que a aplicacao do estudo de funcoes apresenta é
a possibilidade de estudarmos a variacao das grandezas que estao sendo representadas
pelas variaveis * e y = f(z). Neste aspecto, pela correspondéncia, os valores da
imagem (variavel y) variam a medida que variam os valores do dominio (variavel z)
e a partir destas variagoes podemos avalid-las através da taxa de variacao média.
Este topico é apresentado por [2, 13, 14|, onde, posteriormente, tratam da sua relagao
com assuntos na Fisica (Observagao 2.2) e somente o primeiro citado aponta uma
importante propriedade no estudo da variagao de uma fungao (Observagao 2.4).

Definigao 2.21. [2, p. 143] Para qualquer funcao y = f(x), a razao entre a variagao
de valores de y e a correspondente variacao de valores de x, nessa ordem, é chamada
de tazxa de variacao média de y em relagao a z, isto €, se A = (x1,y1) e B = (x2, 1)
sao dois pontos distintos do grdfico da funcio y = f(z), entdo a razdo
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ﬁ: Y2—Y _ Y1 — Y
Ar  x9—21 T — To

(2.17)

é a taza de variagao média de y em relagdo a x no intervalo [x1, xo].

Ay
y: =f(x)
Ay=y,-y,
y: =f(x)
__-—/
. >
X, X; X
Ax=x,-x,

Figura 2.28: Taxa de variacao média.

Observacao 2.1. Através da taza de variagcio média de uma funcao podemos medir
o quanto é maior ou menor a “rapidez” dessa variacao em determinado intervalo.

Exemplo 2.34. Dada a fungao f(r) = 2? — 4z + 4, a taxa de variagio média dessa
funcao:

e 1o intervalo [2,4], é dada por

Ay fA)-f2) 4-0_ 4
Ac . 4-2 2 277 (2.18)
e no intervalo [4, 6], é
Ay f(6)—f(4) 16—4 12
= _ = = — =6. 2.1
Ax 6—4 2 2 0 (2.19)

" f(I)=Iz_4I+4

104 Ay=12

Figura 2.29: Grafico da funcao f(x) = 2% — 4z + 4.
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Aqui podemos notar que a funcao f(z) = x* — 4z + 4 varia “mais rapidamente” no
intervalo [4, 6] do que no intervalo [2, 4].

Observacao 2.2. Na fisica, a taxa de variacao média possui um significado importante.
Estamos nos referindo a velocidade média, que corresponde a taxa de variacao média
quando temos o espaco percorrido por um maével em funcao do tempo.

Exemplo 2.35. Um automével passa pelo quilometro 320 de uma rodovia as 8 h e pelo
quilometro 550 as 10 h. A taxa de variagao média do espago percorrido em funcao do
tempo desse carro no intervalo citado, ou seja, a velocidade média (v,,), é o seguinte:

e intervalo de tempo [8,10], portanto At = 10 — 8 = 2 horas;

e espaco percorrido no intervalo dado pela func¢ao s(t), portanto

As = s(10) — s(8) = 550 — 320 = 230km. (2.20)
Assim, concluimos que
As 230
= = 11 . 2.21
v ; 5 5km/h (2.21)

Observacao 2.3. No caso das fun¢oes polinomiais de 1° grau, definidas por f(x) =
ax + b (Definicao 2.3), o valor da taxa de variacdo média é o mesmo, independente
do intervalo considerado. Além disso, seu valor é o do coeficiente a de x, chamado de
coeficiente angular, que esta relacionado a inclinagdo (ou declividade) da reta (gréafico
da fungao f) em relacdo ao eixo das abscissas (Ox).

Exemplo 2.36. Seja a funcao f(x) = 2x — 3. A taxa de varia¢do média nos intervalos
[—2,0], [3,3] e [-1,1] é dada por:

fO)—f(=2)  3-(=7) _4

o [—2,0]: 0—(=2) 5 2522;
FPRCHURSEE
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v o 1 e

Figura 2.30: Gréfico da fungao f(z) = 2z — 3.

Observacao 2.4. Uma propriedade da taxa de variacao média é podermos classificar
uma funcao como crescente, decrescente ou constante em um intervalo.

Definigao 2.22. /2, p.1//4 (adaptado)] Seja uma fungao f : D — R e S um subconjunto
do dominio D. Dados dois pontos distintos quaisquer A(x,ya) € B(zp,yp) do grifico,
com {xa,xg} CS:

e a funcao € crescente em S se, e somente se, a taza de variagcdo média € positiva
em [Ta,zB];

e a funcao é decrescente em S se, e somente se, a tara de variacao média é
negativa em [T, rp];

e a funcao € constante em S se, e somente se, a taxa de variagdo média € nula
em [Ta,rp].

No Ezemplo 2.25 vimos que a funcao f é crescente no intervalo [—6, —4], decrescente
no intervalo [5, 7] e constante no intervalo [—4, —2] e podemos verificar através da taxa
de variagao média, pois:

e para qualquer {x 4,25} € [-6,—4] com x4 # 25

f(zg) — f(za)

> 0; (2.22)
B —TA
e para qualquer {z4, 25} € [5,7] com x4 # zp

B —TA
e para qualquer {za,zp} € [—4,—2] com x4 # zp

f(fB) — f(za)

B —TA

= 0. (2.24)
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Devemos destacar que quando se deseja estudar a variacao de uma funcao a escolha
dos intervalos deve ser criteriosa, principalmente se nao tivermos seu grafico. Em
alguns intervalos o grafico pode ter variado muito, ou seja, pode ter aumentado ou
diminuido muito mais rapidamente do que nos indica a taxa de variacao média. Logo,
em intervalos muito grandes pode-se ter casos onde a fungao teve um comportamento
diferente do mencionado pela taxa.

Na figura a seguir, as fungoes possuem mesma taxa de variacao média no intervalo
indicado, mas a tnica que pode ser classificada como crescente é f(x), pois as demais
possuem muitas variagoes, logo, para elas devemos diminuir o intervalo de estudo.

f(x)

& g(x)

f(x,) 1

f(x,)

Xr

Figura 2.31: Taxa de varia¢ao média no intervalo [z, z].

2.5.7 Limite de uma funcao

O conceito de limite ¢ o mais fundamental do célculo, pois a partir dele define-
se alguns de seus principais conceitos: derivada, continuidade, convergéncia, diver-
géncia, integral, entre outros. Historicamente, para sua construcao, transcorreram
mais de 2500 anos, dos paradoxos de Zenao de Elea (século V a.C) a formalizagio de
Weierstrass(1815-1897). A diversidade da aplicagao desse conceito envolve varias areas,
nos possibilitando a resolucao de problemas relacionados a velocidade, aceleracao, area,
volume, comprimento de curvas, trabalho, maximizacao de lucros e minimizacao de
custos (ligados & economia), entre outras aplicagbes que poderiamos destacar.

Levando em consideracao que esse trabalho esta voltado para alunos do Ensino
Médio, antes de apresentarmos o conceito formal de limite, vamos explorar alguns
exemplos que trazem uma noc¢ao intuitiva desse conceito.

Exemplo 2.37. Consideremos uma regidao quadrada de area igual a 1 m? a qual de-
vemos pinta-la seguindo os seguintes passos:

1
e 1° Passo - Pintamos metade do quadrado, ou seja, 5 da figura;

1 3
e 2° Passo - Pintamos mais metade do que restou do quadrado, ou seja, 5 + 1-1

da figura;
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1 1 1
e 3° Passo - Pintamos mais metade do que restou do quadrado, ou seja, —+-+—= =

7 2 4 8
3 da figura;

e assim, sucessivamente e indefinidamente, continuamos a pintar mais metade do
que sobrou da etapa anterior.

A figura a seguir nos mostra o desenvolvimento da pintura apds 6 passos.

1° Passo 2° Passo 3° Passo

4° Passo 5° Passo 6° Passo

Figura 2.32: Sequéncia de passos (nocao intuitiva de limite).
Denotando por a,, a area pintada do passo n, ficariamos com
a1 =3=0,5
ay=3+1=0,75
a3 =3+ 3+5=0,875

+1+4+4=0,9375

[
oo~

ag =
a5 =L+t 4 4L L0 084375
ag =S+ 1414 L gL 9921875

1 1 ~~
L 2~ 0,99902344

=

_ 1
a10—§+

g =1 +1+ 144 1~ 0,99998474

Podemos entao conjecturar que a medida que somamos mais e mais termos, a area
da regiao pintada fica mais proxima de 1, ou seja, que o limite desse desenvolvimento,
para um nimero de passos suficientemente grande, é a figura estar pintada completa-
mente, entdo o limite da drea pintada serd igual a 1 m2.
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Outra maneira intuitiva e informal de se caracterizar o limite de uma funcao num
determinado valor xy ¢ analisar o comportamento da funcao préximo a ele, ou seja,
para valores que se aproximem de xy pela esquerda (valores menores que o) e pela
direita (valores maiores que xg), 0 que apresentamos no proximo exemplo.

2

Exemplo 2.38. Seja a fun¢ao f : R — R definida por f(z) = 2 — z + 1. Vamos
tomar valores para x que se aproximem de x = 2, pela sua esquerda e pela sua direita,
calculando o valor da funcao para esses valores.

r | flz)=22—-2+1 r | flx)=2>—-2+1
1,5 1,75 2,5 4,75
1,7 2,19 2,3 3,99
19 2,71 2.1 3,31
1,95 2,8525 2,05 3,1525
1,98 2,9404 2,03 3,0909
1,99 2,9701 2,01 3,0301
1,995 2,98503 2,005 3,01503

Tabela 2.10: Valores f(z) proximos de x = 2.

\ &

Figura 2.33: Gréfico de f(z) = 2% — x + 1 apresentando os valores préximos de z = 2.

Podemos observar que & medida que o valor de x se aproxima de 2, o valor de y (ou
f(z)) se aproxima de 3, ou seja, quando x tende a 2, f(z) tende a 3. Assim, concluimos
que o limite de f(z) = * — x + 1 quando x se aproxima de 2 ¢ 3, mais que isso, a
funcao assume o valor 3 quando x = 2. No entanto, esse comportamento nem sempre
ocorre, em alguns casos a func¢ao pode nao estar definida no ponto estudado ou possuir
outro valor diferente daquele ao qual as aproximacoes laterais conduzem.

No Ezemplo 2.39 trazemos duas fungoes que possuem o mesmo comportamento que
a f do Ezemplo 2.38 mas que diferem em = = 2.
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23 =322 +3x—2
r—2 '

Exemplo 2.39. (a) Seja g : R — {2} — R definida por g(z) =

Para x # 2 temos

?—32°+3x -2 (P—zx+1)(z—2)

2
= — 1 2.25
x—2 x—2 ozt ( )

g(x) =
ou seja, g possui 0 mesmo comportamento que f préximo a x = 2, portanto o
limite de g(x) quando x tende a 2 também ¢é 3, mas a fungao nao esta definida
neste ponto (¢g(2) nao existe).

(b) Seja h: R — R definida por

h(z) = { v _f’; 1, ii ; (2.26)

Para x # 2 temos que h(z) = f(x), logo o limite de h(x) quando z tende a 2 sera
3, mesmo sendo h(2) = 1.

) ST | o T
y - 322 + 3z 2,:}:;&2 y h(z) = .L_ z+1l,sex#2
-2 l,8ex =2

| 3

Figura 2.34: Gréaficos das fungoes g e h (Ezemplo 2.39): limite em z = 2.

No Ezemplo 2.39 pudemos concluir o valor do limite da funcao pois para os valores
tao proximos de x = 2, pela esquerda e pela direita, quanto quisermos, nos indica-
ram a aproximagao do valor 3 (Tabela 2.10) mesmo a fun¢ao nao estando definida ou
assumindo outro valor no ponto.

Esperamos, através dos exemplos anteriores, ter apresentado uma forma mais com-
preensivel de introduzir o conceito de limite, ao nosso modo de ver, para o nivel de
escolaridade que estamos trabalhando. Assim, apresentamos entao uma definicao de
limite segundo [3, p. 81].

Definicao 2.23. Seja f uma funcao definida em algum intervalo aberto que contenha
o numero a, exceto possivelmente no proprio a. Entao dizemos que o limite de quando
x tende a a € L, e escrevemos

lim f(z) =L

r—a

se para todo nimero € > 0 houver um nimero § > 0 tal que se 0 < |z —a|] < § entdo
0<|f(z)—L|<e.
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Ainda com objetivo de sermos mais ponderados na explanacao desse conceito, acha-
mos que a maneira de expressa-lo em palavras apresentadas por [3], uma abordagem
mais palpavel aos alunos. Lembrando que |z — a| é a distancia de z a a e |f(x) — L]
a distancia de f(z) a L, com a possibilidade de tomarmos ¢ arbitrariamente pequeno,
temos que:

lim f(z) = L significa que a distancia de f(z) e L fica arbitrariamente pequena
r—a

tomando-se a distancia de = a a suficientemente pequena (mas nao igual a 0).
Ou ainda,

lim f(z) = L significa que os valores de f(x) sdo tao proximos de L quanto dese-
r—a

jarmos, tomando-se x suficientemente proximo de a (mas nao igual a a).

Também, utilizando-se das equivaléncias,

O<|r—a|<d&a—-0<z<a+dcomz#a

Iflx) —Ll<ee L—c< fz)<L+e¢

traz uma reescrita da defini¢ao em termos de intervalos da seguinte maneira:

lim f(x) = L significa que para todo £ (ndo importa quao pequeno for) podemos
Tr—a

achar 0 > 0 tal que, se x estiver no intervalo aberto (a — d,a + §) e x # a, entdo f(x)
estard no intervalo aberto (L —e, L +¢) [3].

Figura 2.35: Limite por intervalos([3, p. 102]).

Exemplo 2.40. Prove que lirréll(?)x —7)=>5.
r—r

Dado € > 0 queremos encontrar 6 > 0 tal que
se 0 < |z —4] < dentao |(3x —7) — 5| <e.
Porém, temos que
|(3x — 7) — 5| = |3z — 12] = 3|x — 4.
Portanto, queremos ¢ > 0 tal que
se 0 < |z — 4| < J entdo 3|z — 4] < €, ou seja,

se 0 < |z — 4] < § entdo |x—4\<§.
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Isso nos sugere que devemos tomar 6 = %.
Assim, dado € > 0, escolhemos § = %
Se 0 < |z —4| <6, entdo
(32 — 7) — 5| = |3 — 12| = 3|z — 4] <35=3(§) -
Assim,
se 0 < |z —4] <dentdo |3z —7) 5| <e.
Portanto, pela Definicao 2.23,

lim(3z —7) = 5.

z—4

?h f(®)=3x—-7
54 6
e=1
5 ___________
5—¢c4

5=0.33
-1 0 1 2 3/1 \5 6 T 8
1 4-8 4446

Figura 2.36: Grafico da funcao f(x) = 3x — 7 (Ezemplo 2.40): defini¢do de limite.

| B

]
e )

Gostariamos de ressaltar a forma de solugdo que utilizamos no FExemplo 2.40 em
dois estagios - conjectura e demonstra¢do, como apresentado por [3]. Através de uma
analise preliminar pudemos conjecturar um valor para 0 e num segundo momento,
voltamos para demonstracao cuidadosa a onde concluimos, logicamente, que fizemos
uma conjectura correta. Stewart (2013) acrescenta que tal procedimento é tipico de boa
parte da matematica, onde muitas vezes temos a necessidade de primeiro apresentar
uma conjectura para a resposta de um problema e entao demonstrar que tal conjectura
esta correta.

Uma outra interpretacao grafica de limite colocada por [3] que achamos coerente
com o nosso direcionamento, ¢ a dada a partir do grafico da funcao. Sendo dado € > 0,
tracamos os graficos das retas horizontais y; = L —¢ e y, = L+ ¢ juntamente ao gréafico
da funcdo f (Figura 2.37(a)). Assim, se il_r)r(ll f(z) = L, entdo existe a possibilidade de

determinarmos um ntimero § > 0 tal que se limitarmos « ao intervalo (a —J,a+0) com
x # a, o grafico de y = f(x) estara situado entre as retas y; e yo (Figura 2.37(b)).
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(a) (b) (c)
3 /_1.- = fix) y y
i y,= L+e J y.=L+e its B
F o [ 3 --\\ \ _\—\ v=L+e
Lt e —————— esti | Lm————— P e —————— s
b aqui | i y=L—-e
y=L—¢& \‘/ y=L—¢ \\-/ L-g i
0 & x 0 ,f’ a \ x 0 ,f' ;‘\ x
a—d a+8 a—3& a+d
quando x estd aqui
(x = a)

Figura 2.37: Interpretacao grafica de limite([3, adaptado - p. 102]).

Podemos visualizar que encontrado o §, qualquer nimero menor que ele também
servird na obtencao do intervalo que x deve pertencer. Devemos ainda salientar que o
processo descrito acima precisa funcionar para todo nimero positivo €. Consequente-
mente, se escolhermos um niimero € menor seré necessario um 0 também menor (Figura

2.37(c)).

Exemplo 2.41. |3, p.108] Use um grafico para ilustrar como encontrar um numero §
tal que

se |x — 1] < § entdo —0,4] <0,1

2+ 4

Solucao: Pelas condicoes impostas, podemos verificar no grafico de f que o interesse
estd numa regido proxima ao ponto (1, 0,4). Reescrevendo a desigualdade

2x
— — 0,4/ < 0,1
244
como
0,3 < < 0,5
x2+4
concluimos que precisamos estabelecer os valores de x para que o grafico da funcao
2x
Yy = o se encontre entre as retas horizontais y = 0,3 e y = 0,5. A partir disso,
x
2x
tracamos os graficos das funcoes y = pERwL y=0,3 ey = 0,5 proximos ao ponto
x

(1, 0,4) e determinamos os pontos de encontro entre a curva e as retas(algebricamente),
que pode ser ilustrado através de um software (como o Geogebra).

Algebricamente:
2x 9 9
e —— =03&2r=0,3(z"+4) 0,32 -2 +1,2=0
x*+4

A=(-2)%*-4x0,3x1,2=256

(—2)£ 256 2+1,6 0,4 3,6
=r = = Sr=—=0,067 =—=6
v 20,3 0.6 Y06 MY T 06
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2x

o —— =0,52r=0,512>+4) 0,522 —2x +2=0
2+ 4

A=(-22-4x0,5x2=0

Portanto, proximo ao ponto (1, 0,4), as retas intercectam a curva em x = 0,67 e
x = 2 e podemos escrever que

se 0,67 <z <2 entdio 0,3 < —2— < 0,5.
x4+ 4
Notemos que o intervalo (0,67, 2) ndo é simétrico em torno de x = 1, pois a dis-
tancia de x = 1 até a extremidade esquerda é 1 — 0,67 = 0,33 e até a extremidade
direita ¢ 2 — 1 = 1. Assim, basta tomarmos 0 como a menor das distancias, ou seja,
0 = 0,33 e reescrevemos as desigualdades em termos de distancia da seguinte forma

se |z — 1| < 0,33 entao —0,4| <0,1.

x
244

A Figura 2.38 apresenta algumas das etapas descritas na solucao do Exemplo 2.41,
contendo a construcao do grafico de y = x§i4 em (a) e a obtencao dos pontos de

interceccao das retas horizontais y = 0,3 e y = 0,5 com a curva em (b).

(a) (b)
b b
. 2 15 2z
H o —
wl F@) =y 1@ =t
[ 1
M e | y=05 -
. L= —
1 ]
| X y=023 \ : |
06 -04 02 04 06 08 1 12 14 16 -y ~ T Fin ; s -
-0.2 T
I 0.67
£ a8
-0.6
-1
-08

Figura 2.38: Interpretacao gréfica de limite( Fzemplo 2.41).

2.5.8 Continuidade de funcoes

E na Analise onde encontramos a sofisticada e dificil definicio de continuidade que
geralmente é apresentada nos livros do Ensino Médio. Sua aparicao foi possivel somente
ap6s os matematicos terem trabalhado com varios tipos de funcoes definidas por séries
infinitas que apresentavam descontinuidades de diversos tipos, dentro de um processo
de cerca de setenta anos apos as primeiras ideias de continuidade.
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Foi numa discussao em torno de um problema matematico sobre as vibragoes de
uma corda esticada, entre Euler (1703-1783) e d’Alembert (1717-1783), em meados do
século XVIII, que surgiu pela primeira vez a no¢ao de continuidade. A saber, “func¢ao
continua seria aquela dada por uma unica formula ou expressao analitica” como, por
exemplo, y =2 —lemz <0ey=x—1emz >0 [4].

Figura 2.39: Funcao continuay =2 —lemz <0ey=z—1em x>0 [4].

A primeira definicao moderna de continuidade aparece num trabalho de Bernardo
Bolzano (1771-1848) em 1817, a qual, posteriormente, utilizou para demonstrar o te-
orema do valor intermedidrio, consolidando seu trabalho como um marco importante
na Anélise, mesmo contendo falhas, pois na época a teoria dos niimeros reais ainda nao
se encontrava totalmente desenvolvida [4].

Definicao 2.24. [4] Uma funcao f(z) [definida num intervalo] varia sequndo a lei da
continuidade se a diferenca f(x 4+ w) — f(z) pode tornar-se [em valor absoluto] menor
que qualquer valor [positivo] dado, tomando w > 0 bastante pequeno.

Em 1823, Augustin Louis-Cauchy (1789-1857), apresenta um livro contendo um
programa para tornar mais rigorosos os métodos da Anélise (o Calculo ja praticado a
mais de um século). Nesse livro sua definicdo de continuidade é praticamente similar
a de Bolzano, a qual utilizou para provar que uma série infinita de fun¢oes continuas é
uma fun¢ao continual4].

Seguindo o desenvolvimento do conceito de fun¢ao, o da definicao moderna de con-
tinuidade também apresentou suas evolucoes, tendo inicio com Bolzano e se aperfeico-
ando com Weierstrass. Hoje, considerando a evolugao do Cidlculo, se fundamenta no
conceito de limite, observando que tal definicao considera somente pontos pertencentes
ao dominio da funcao.

Definicao 2.25. [3, p.109] Uma funcio f é continua em wum ndmero a, com
a€ D(f) se

lim f(2) = f(a).

T—ra

Entao, nos apoiando no conceito de limite, a Definicao 2.25 nos diz que f é continua
em a se para todo nimero € > 0 houver um ntmero § > 0 tal que se |z — a| < § entdo
|f(z) — f(a)| < e e analisando-a, subentende-se que a continuidade implique nas trés
afirmacoes seguintes:
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1. f(a) esta definida (isto &, a estd no dominio de f );

2. lim f(z) existe;
r—a

3. lim f(z) = f(a).

Tr—a

fx)

tende a

fla).

o

0

Quando x tende a a

Figura 2.40: Limite da funcao continua f em a. [3]

Considerando a defini¢do dada anteriormente, podemos concluir que a fungao f(x) =

22 — 2 + 1 do Ezemplo 2.38 é continua em x = 2, pois como foi mostrado lirré f(z) =
r—

f(2) = 3. Ja as fungoes g e h do Ezemplo 2.39 sdo continuas em R — {2}.
Para falarmos de continuidade em alguns conjuntos, como dos niimeros naturais
(N) e inteiros (Z) precisamos da defini¢cdo de ponto de acumulagao e de ponto isolado.

Defini¢ao 2.26. [21] Seja X C R. Um nimero a € Ré dito ponto de acumulagao
de X se, dado qualquer € > 0, tem-se

X\{a}N(a—¢c,a+e)#0

O conjunto dos pontos de acumulacao de X ¢é denotado por X' e é chamado o
derivado de X.

Um ponto a € X que nao € um ponto de acumulacao de X €é chamado ponto
isolado de X.

Exemplo 2.42. Se X ={1,3,%,---, L ..} entdo X' = {0}.

Exemplo 2.43.
(i) (a,b)' = (a;0]' = [a;0)’ = [a, ]
(i) @ = (R\Q) =R =E;
(iii) N' = Z' = 0.

Pelo exemplo anterior, concluimos que todos os pontos de N sao isolados. O mesmo
acontece em Z.

Tendo definido a continuidade de fungoes em um ponto, podemos estender o con-
ceito para um intervalo (subconjunto).
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Definigao 2.27. [3, p.111] Uma fun¢ao [ € continua em um intervalo se for con-
tinua em todos os nimeros do intervalo. (Se f for definida somente de um lado da
extremidade do intervalo, entendemos continuidade na extremidade como continui-
dade a direita ' ou & esquerda '°.)

Vejamos alguns exemplos, salientando a devida importancia dos dominios das fun-
coes envolvidas:

3r —6
a =
() y=—"—3

(b) y =tg(z) em R — {5 + k.m, k € Z}.

Exemplo 2.44. em | —oo,—2[ e | —2,00[.

(¢) y=nem N.

(d) y=2—+v4—2%2em [-2,2].

3y

(a) d (b)

3
o

-1

y=tg z,comz # I + km,k € Z.

=

I
1
I
|
I
1
I
1
I
|

iz
]
1
|
I
|
1
|
I
|
|

(c)

y=n,comneN

(d)

b/

1

y=2-\d4—-2%comzec|[-2,2]

Figura 2.41: Fungoes continuas. (Ezemplo 2.44)

Para mostrarmos a continuidade das funcoes dos itens (a), (b) e (¢) do Ezemplo
2.44 € necessario a utilizacao de alguns teoremas. No caso do item (d), aplicamos as
propriedades dos limites (Apéndice A), como apresentamos a seguir.

1Uma funcdo f é continua a direita em um niimero a se lim+ f(z) = f(a) (aproximacdo de a pela
T—ra

direita).
5Uma fungao f é continua a esquerda em um nimero a se lim f(z) = f(a) (aproximagao de a
r—a—
pela esquerda).
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Demonstracao. Se —2 < a < 2, entao

lim f(z) = im (2 — V4 — 2?)

z—a z—a
=2- iﬂ(ﬂ) {pelas Propriedades 1 e 2}
=2- \/W {pela Propriedade T}
=2—-V4—a? {pelas Propriedades 1, 2 e 6}
= [(a).

Assim, pela Defini¢ao 2.27 a fungdo y = 2 —+/4 — x? é continua no intervalo aberto
(—2,2). Através de demostracoes anilogas também podemos mostrar que

lim f(z)=2=f(-2)e lim f(z)=2= f(2).
r——2F T2~
Logo, a funcao é continua a direita de —2 e a esquerda de 2, e consequentemente, é
continua no intervalo fechado [—2,2]. O

Devemos aqui enfatizar a escolha em definir o conceito de continuidade a partir
do conceito de limite, fazendo as devidas condicoes necessarias. Como destacado por
[22], tais conceitos, geralmente, nao se encontram definidos no mesmo conjunto de
pontos, pois para continuidade, pressupoe-se que os pontos considerados pertencam ao
dominio da funcao, enquanto que para o limite os pontos pertencem ao conjunto de
acumulagao. Se tomarmos f : A C R — R, o conjunto de acumulacao de A em R ou
derivado do conjunto A, denotado por A’, é aquele que dado a € A’, qualquer intervalo
aberto contendo a contém também pontos de A distintos de a (o préprio a ndo precisa
pertencer a A).

Exemplo 2.45. Seja o conjunto B C R dado por B =]1,2[U{3} entdo o derivado
de B sera o conjunto B’ = [1,2]. Embora 3 seja um elemento de B, ndo é um ponto
de acumulacao mas um ponto isolado, pois existe pelo menos um intervalo aberto
contendo 3 que nao possui nenhum elemento de B diferente dele. De fato, um exemplo
¢ o intervalo (2.5,3.5).

Teorema 2.2. [3, p.111] Se f e g forem continuas em a e se ¢ for uma constante,
entao as sequintes funcgoes também sao continuas em a:

1. f+g
2. f—g
3. cf

4. f-g

5. g se g(a) #0
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Demonstracao. Cada um dos cinco itens desse teorema podem ser demonstrados utili-
zando as respectivas propriedades dos limites (Apéndice A). Demonstraremos entao o
item 1, sendo a do 2 andlogo.

Sabendo que f e ¢ sao continuas em a, temos

lim f(z) = f(a) e lim g(z) = g(a)

T—a Tr—a
Entao,
lim (f + g)(z) = lim[f(x) + g(z)]
r—a Tr—a
= lim f(x) 4 lim g(x) {pela Propriedade 1}
Tr—a r—a
= f(a) +g(a)
= (f+9)(a)
Assim, mostramos que f + g é continua em a. ]

Através do Teorema 2.2 em conjunto com a Definicao 2.27 podemos concluir que
se f e g forem continuas em um intervalo entdo f+g, f —g, c¢f,f-ge f/g (se g nunca
se anula no intervalo) também o sdo.

Vamos agora nos concentrar no significado de uma func¢ao ser descontinua em um
ponto a. Segundo [4], alguns livros do Ensino Médio explicam que uma funcao f(z)
é descontinua num ponto a se ela nao estd definida nesse ponto (a ¢ Dom(f)), ou
nao possui limite quando = tende a a, ou o limite existe mas é diferente do valor da
fungao em a (}}E}I f(z) # f(a)). Ja |3, p.109] apresenta a descontinuidade apenas como

negacao de continuidade.

“Se f esta definida proximo de a (em outras palavras, f esta definida em
um intervalo aberto contendo a, exceto possivelmente em a), dizemos que
f € descontinua em a (ou que f tem uma descontinuidade em a) se f nao
é continua em a.”

Entretanto, [22] aponta a necessidade de se ter cautela nesse posicionamento, apesar
de relatar ser natural, mas nao obrigatorio, que autores que adotem tal definicao ou
consideraram a descontinuidade para os pontos que nao pertencam ao dominio da
funcao.

Segundo o autor, se o ponto ¢ nao estiver no dominio da func¢ao, nao se aplica tal
definicao, pois esses pontos nao foram nem considerados na definicao de continuidade,
ou seja, a expressao “f € continua em a” nao é verdadeira nem falsa para esses pontos
e acrescenta que a maioria dos autores preferem nao falar de descontinuidade nesses
Casos.

Nessa direcao, existem dois casos a considerar: o ponto a ser ou nao de acumulacao.
Para o segundo caso, nao teremos a necessidade de uma defini¢do, pois os conceitos de
limite e continuidade procuram relatar o comportamento da funcao em pontos proximos
de a, e nessa situacao a funcao nem esta definida na proximidade do ponto. J4, para
a € A’ (ponto de acumulagao), se L = 1iin f(z) existe, define-se uma funcao continua,

T—ra

“estendida” de f em A U {a}, que coincide com f em A fazendo f(a) = L. Caso
contrario, entende-se ser 1til definir a descontinuidade da funcao em a.
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Acreditamos que essas discussoes tem por objetivo despertar nos professores um
processo de investigacao, adotando um ou outro direcionamento, de acordo com o nivel
de escolaridade a ser apresentado. Para nos, o conceito citado por [4]| serd o mais
apropriado e considerando isso, traremos alguns exemplos de descontinuidade a partir
do grafico e da férmula que representa a funcao.

Exemplo 2.46. [3, p.117 adaptado| A Figura 2.42 representa o grafico da fungio f.
Podemos identificar os pontos em que f é descontinua.

YA

I\

|
B
|
o8]
o
N 4
=
=]
=Y

Figura 2.42: Descontinuidade de uma fungao [3, p.117].

Podemos observar quatro pontos com rupturas (buracos ou saltos) no grafico, que
serao os possiveis pontos de descontinuidade:

e em r = —4 parece haver uma descontinuidade pois temos um “buraco”. No
entanto, f nao esta definida em —4 (—4 ¢ Dom(f));

eem 1 = —2 e x = 2 o grifico apresenta “saltos”, mas aqui a descontinuidade
é diferente, pois f(—2) e f(2) estdo definidas mas o lime(x) e liH% f(z) ndo
r—— r—

existem (limites esquerdo e direito sdo diferentes);

e em x = 4 temos que f(4) esta definido e o lirrélL f(z) existe (limite esquerdo e
z—>

direito iguais), mas hH’le f(z) # f(4).
T—

Portanto, f apresenta trés pontos de descontinuidade em seu dominio: z = -2, x =
2ex=4.

Agora, vamos ver como identificar descontinuidades quando uma funcao estiver
definida por férmula.

Exemplo 2.47. [3, p.117 adaptado| Dadas as fun¢oes abaixo, vejamos onde cada uma
é descontinua.

2 -1

(a) f(z) =

r—1
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—, z#0
© ) ={ 77
, =20
(d) t(z) = [«]
Solugao:

(a) Podemos observar que f nao esta definida em = =1 (Dom(f) = R — {1}), logo
f é continua para qualquer z € Dom(f).

(b) Neste caso, g esta definida em x =1, g(1) =1 e

21 1)(z—1
limg(m):limx—:lim (r+ Dl ):lim(zv—l—l) =2

rz—1 x—1 1 — 1 rz—1 xr — 1 r—1

existe, mas lin% g(z) # g(1). Logo g é descontinua em 1.
Tr—r

1
(¢) Aqui, 2(0) =1 mas lim h(x) = lim — nao existe pois & medida que = tende a 0,
r—0 z—0

z* também tende a 0, ¢ - fica um niimero muito grande. Assim, h(z) nao tende
a um numero (tende a infinito) e portanto h é descontinua em 0.

(d) A fungdo t : R — Z definida por t(z) = [z] é denominada fun¢do maior inteiro
que atribui a f(z) o maior inteiro que é menor que ou igual a x. Por exemplo:
[4] = 4, [4.8] = 4, [v] = 3, [V2] = 1, [-3] = —1. Portanto, a funcdo ¢ possui

descontinuidades em todos os inteiros, devido lim [z] nao existir se n for um inteiro
T—n

(limites laterais diferentes).

De fato, pela Figura 2.43 que apresenta os graficos das funcoes do Eremplo 2.47,
podemos constatar que nao podem ser feitos sem levantar o lapis do papel, devido
a ocorréncia de um buraco, um salto ou uma quebra. A descontinuidade observada
no item (b) é chamada removivel, pelo fato de podermos redefinir as fun¢oes em
x = 1 de maneira que ilir:ll g(x) = g(1). Ja& nos itens (c) e (d), temos as chamadas

descontinuidade infinita e descontinuidade em saltos.
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(a) (b)

L4

/ S

- 2 1 o 1 2 3
2 1 ] T 7 3
z2—1 ¥l
i f()—z 1 ! g(:)={:11 o
(c) (d)
by
4 2 *—-=0
3 1 *—0
1 ] z 1 o v 2z 3 *
14 *—
X t(zx) = |z
— T —0 2 (=) =[=]

Figura 2.43: Gréficos das funcoes do Ezemplo 2.47.

Finalizamos essa seccao destacando que ao apresentarmos uma nocao dos conceitos
de limite e continuidade para o Ensino Médio podemos ter um indicativo de que alguns
topicos do Célculo possam ser desenvolvidos nesse nivel de ensino para através de suas
aplicacoes, colaborar para uma aprendizagem mais significativa no estudo de funcoes.

Na proxima seccao, apresentaremos o software Geogebra e resultados de estudos
que o utilizaram para consolidar nossa escolha por essa ferramenta.



3 O Geogebra

O Geogebra é um software livre de mateméatica que pode ser utilizado em todos
niveis de ensino para auxiliar no desenvolvimento, ensino e aprendizagem da matemé-
tica, possuindo, dentro do mesmo ambiente, elementos de geometria, algebra, graficos,
planilha de célculos, probabilidade, estatistica e calculos simbolicos. Criado em 2001,
como tese de Markus Hohenwarter, vem ganhando popularidade no mundo inteiro,
onde grupos de colaboradores, através de alteracoes em seu codigo fonte contribuem
para melhorar, aprimorar e atualizar suas ferramentas. Por ser um software multipla-
taforma sua instalacao pode ser feita em praticamente qualquer tipo de computador
pois possui versoes para as plataformas Desktop Windows, Linux e MacOs. Também
é executavel em tablets e celulares com sistema operacional Android, Windows Phone
e 1085, observando que todas as versoes sao livres e gratuitas.

3.1 Instalacao do software

A instalacao do Geogebra pode ser feita fazendo o download do software no site
https://www.geogebra.org/download.

{-'(O Downloads - GeoGebra x"'\_\ -] - 8 x
€ & C ) | @ Seguro | https//wwwgeogebra.org/downioad #) &
GeQGe b rd + Materials Downloads Blog Help

Figura 3.1: Site oficial do Geogebra.

Apobs acessar o site indicado escolha a versao de acordo com a plataforma desejada
(Figura 3.2).

Devemos salientar que na guia Materials encontramos diversos materiais desenvol-
vidos pelos usuarios da plataforma que podem ser explorados gratuitamente. Para esse
trabalho utilizamos a versao Geogebra 5.0 - 3D.

77
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GeoGebra Classic 6 GeoGebra Classic 5
al EE
.. Windows .- Windows

B - L -
@; Chrome OS Q Linux

P
« App Store

Linux

()

Figura 3.2: Opcoes de instalacao.

3.2 Elementos e comandos

Para apresentarmos os elementos e comandos do software procuramos identifica-los
através de texto itélico.

3.2.1 Janela Inicial

mmmwmmm

(2)e]
S+ o ®
) R e ) 2T d
° ] | } } } | } | | ] I ln ¢ |BEEGE|®> | B>
a o EEEE
|2 | I I
3
T [ |
5
s |
(7 |
(s |
(o |
g (10 |
1 f
0 12 |
13
14 |
a e
1
17 |
18
(10 |
(20 |
B I
% 2
& I
| | | | s | | | | | | | | | | ul .
Zm — |

Figura 3.3: Janela de trabalho do Geogebra.
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Na Figura 3.3 temos em destaque os seguintes elementos:

. Barra de menus
Barra de ferramentas
Janela de algebra
Janela de visualizacao
Campo de entrada

Planilha

3.2.2 Barra de menus

Na barra de menus encontramos varios comandos do Geogebra os quais iremos
destacar alguns nesta secao e a medida que necessitarmos de outros apresentaremos no

decorrer do texto.

(a) Menu Arquivo

m Editar Exibir Opches Ferramentas Janela Ajuda

elc]<)

—

|
==l

I
[z

2 |
e

Janela de Visualizagio

E

~

|:| Mova Janela Cirl+M T
MNovo :!,
& Abrr... Cii+0  §
[& Abrir do GeoGebra
Abrir Arquivo Recente 4
@ Gravar Cirl+5
Gravar Como...
Zia Compartilhar. ..
Exportar 4
@ Visualizarimpress3o Ctr+P
[&] Fechar Alt+Fd

Figura 3.4: Menu Arquivo: comandos e atalhos.

O menu Arquivo possui os comandos Novo, Abrir e Gravar para arquivo padrao
do Geogebra, cuja extensao é .ggb. Destacamos também o comando FEzxportar
arquivo com opgoes de exportagao do tipo: planilha dinamica como pagina de
WEB (.html), imagem (.png, .eps, .jpg,...) e GIF animado.



80 O Geogebra

(b) Menu Ezibir

Arquivo Editar |Exibir| Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

r 1l £ | Janelade Algebra Cirl+Shift+A
oI & Pianilha Cirl+Shift+S
" Janela de Al = Janelacas Cirl+Shift+K
" | @ Janelade Visualizagio crisshits1 | T 1
& Janela de Visualizagio 2 Cirl+Shift+2
& Janela de Visualizagio 3D Cirl+Shift+3
£5  Protocolo de Construgio csshisL | |
<& (Calculadora de Probabilidades Cirl+Shift+P
Teclado =i
v | Campo de Entrada
&k Layout . 2
@ Atualizar Janelas Cirl+F - |
Recalcular Todos os Objetos  Cirl+R
‘. e 14

Figura 3.5: Menu Ezibir: comandos e atalhos.

No menu FEzibir temos os comandos para ativar e desativar as janelas e funciona-
lidades. O Geogebra tem como padrao apresentar as Janela de Algebra, Janela
de Visualizacao e Caiza de Entrada mas o usuario pode ativar ou desativar as
demais janelas de acordo com sua necessidade. Na Figura 3.3 apresentamos a
janela Planilha pois serd um elemento que iremos utilizar nas atividades. Deve-
mos destacar também a Janela de Visualizacao 3D e a Janela CAS, sugerindo
ao leitor que procure conhecer seus recursos e funcionalidades.

(c) Menu Opgoes

SN e .

Arquivo Editar Exibir |0p<;6e5 Ferramentas Janela Ajuda

-l /_, Arredondamento
=4 X as Rotular »

» Janela de Algebra

]
IE
[

Tamanho da Fonte 3
5] Idioma b

7 Avancado.. 5

o
EI Gravar Configuracbes

Restaurar Configuracdo Padrao 44

Figura 3.6: Menu Opgoes: comandos.

No menu Opgoes estao os comandos para configurar o nimero de casas deci-
mais para arredondamento, tamanho de fonte, escolha de idioma, além de gravar
configuracoes e restaurar configuracao padrao.
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(d) Menu Ajuda

Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela |Ajuda

" A / }, @ @ Tutoriais
A | | 3 I: 3 4 4 & Manual F1
» Janela de Algebra 3 | » Janela de Visi Férum do GeoGebra
Reportar Erro
i Sobre/Licenca

Figura 3.7: Menu Ajuda: comandos e atalho.

J&a no menu Ajuda sao encontrados os comandos que acionam péginas na internet
e que levam ao usuério tutoriais e forum do Geogebra onde podem encontrar
respostas a dividas sobre comandos do software e as especificacoes sobre a licenca
do software.

3.2.3 Barra de ferramentas

Na barra de ferramentas apresentam-se os botdes que nos auxiliam na realizacao
de construcoes de elementos geométricos como também elementos de entrada e saida
de informagoes de uma forma intuitiva e grafica. Muitas destas construcoes também
podem ser executadas através de comandos texto digitados no Campo de entrada ao
qual apresentaremos numa das secoes seguintes. Optamos por apresentar somente
alguns dos botoes seguidos de seus comandos de texto, quando existirem. Caso haja a
necessidade, no decorrer do trabalho, de alguma outra ferramenta, faremos as devidas
apresentacoes.

Observe que todos os botoes da barra apresentam no canto inferior direito uma
seta que ao posicionarmos o cursor do mouse sobre a mesma, ativa um acionador que

ao clicarmos, abre a cortina de ferramentas' relacionada ao botao em questao (Figura
3.8).

£} GeoGebra £ GeoGebra
Arquivo Editar Exibir Opcies Feramentas Janela Ajuda Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda
= i PN = T - = = -
.-jﬁ‘,. bo @e, @v &a N et .?v v, ..Aé /:- )rp D‘!H ®v Z@i;' ‘{-‘v N :.E\I'J "I‘v
a X |» Janela de Visualizagéo N | Mover @ Visualizagio
I 1 I | M 1 I o
Botdio aclonador 2R Rotagéio em Tomo de um Porto
s V Fungiio & Méo Livre T 5
HE (/t:anem 4
T I Cortina de i 3
ferramentas
2 | | acionada | 2

Figura 3.8: Botao acionator e a cortina de ferramentas.

!cortina de ferramentas: termo utilizado para designar uma janela cuja a abertura é vertical
(ou horizontal) ao ser acionada.
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(a) Conjunto de ferramentas “ Mover”

v et e

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda
®
.

ad A1 D QYO 4

v, =) ¥ | )
nela de Visualizagao
1 % Mover e

‘@R Rotagioe em Torne de um Ponto
& e
% Fungdo a Mao Livre

./o Caneta 4

Figura 3.9: Ferramentas Mowver, Rota¢cao em Torno de um Ponto, Mao Livre e Caneta.

No primeiro conjunto de botoes, destacamos a ferramenta Mover que serve para
selecionar e mover (somente nas janelas de visualiza¢ao) os objetos, basta posicio-
nar a seta sobre o objeto desejado e com o botao esquerdo do mouse pressionado,
movimenta-lo. Também podemos acionar o menu rapido de comandos a partir
das janelas ou objetos (Figura 3.10) posicionando o ponteiro sobre o elemento e
pressionando uma vez o botao direito do mouse.

> GeoGebes. €7 GeaGebra
ivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Nudn Arquivo Editar Exibir Opgdes Femamentas Janela Ajuda
IﬂHlID@&@UM
» Janela de Algebra < X |» Janela de
- F ! s I
o f(x) =x—5x+6 || | f f o \ |
- Ponlo | ENEEE SEEEE AEEEE
® A=(-3.92286) ibir Objeto | ® A=(3.84,3.42) | | /n
@ B=(0.74,4.14) g::m ',15 4 @ B={-0.66,4.96) T g |
,"'Sacg'“l“”m = Habiltw Rasko |77 1] —® C=(058,21) | Tridngulo t1: Poligono A, B, C
® a=286 % Renomear . 4 W ® a=286 T Leli ot
e b=352 4. Apagar . ‘ {-e b=352 BRESSRET, UL
® c=35 : Fdians TRaEamEaan ® c=353 I Ehask
- Tiidngulo © Propriedades .. [~ | |c - Trianguio B % Renomear
~® t=461 S aRmaHASRHAREaaNaars AamRRS. e H=de1 || 1@ Apagar
| e ° = )
| o e o ]
S EEL BEEL MEELIEEL 1 [ REELIRREE L] u| E] =~ ] 5

Figura 3.10: Menu rapido acionado na Janela de Algebra e na Janela de Visualizagio.

(b) Conjunto de ferramentas “ Ponto”

Esse conjunto de ferramentas é utilizado para construcao de pontos. Cabe ressal-
tar a precisao que apresentam ao serem utilizadas, no caso de se obter o ponto de
interseccao entre objetos, o ponto médio de um segmento, o centro de um objeto,
pontos de maximo, minimo e inflexdo de uma curva (func¢do), como também as
raizes? de uma funcao.

2Raizes: pontos do dominio de uma funcao f para os f(z)=0.
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st
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Figura 3.11: Conjunto de ferramentas “Ponto”.

Neste segundo conjunto de ferramentas merecem destaque:

Nome \ Comando de texto ‘
Ponto <Nome do ponto> = (coord. x, coord. y)
Ponto em Objeto Pontoem|<Regiao>|
Interseccao entre Dois Objetos Intersecgao|<Objeto>, <Objeto>|
Ponto Médio ou Centro PontoMédio|<Segmento™>|
Otimizacao —
Raizes Raiz( <Polinomio> )

Tabela 3.1: Nome e comandos de texto das ferramentas “ Ponto”.

(c) Ferramentas para manipulagao de valores numéricos e insergao de tex-
tos e imagens

Com este conjunto de ferramentas podemos adicionar controles deslizantes, tex-
tos, imagens, botoes de comando, caixa para exibir e esconder objetos e campos
de entrada, ou seja, um conjunto de objetos auxiliares que muitas vezes sao uti-
lizados para enriquecer o ambiente da construcao.
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Figura 3.12: Ferramentas para manipulacao de valores numéricos e insercao de textos
e imagens.

(d) Ferramentas de propriedades da Janela de Visualizagdo e de objetos

Estas ferramentas servem para mover, ampliar e reduzir o foco de visualizacao da
tela mais conhecidos por zoom (+) e zoom (—). Também encontramos comandos
para exibir, esconder e apagar objetos e exibir/esconder rotulos.

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

Bl olol =)

» Janels de Algebra k Janela de

Mover Janela de Visualizagio |7
e |

Ampliar

Reduzir

Exibir / Esconder Objeto
Exibir / Esconder Rétulo

Copiar Estilo Visual

- a2 0 00 Lﬂ

Apagar

Figura 3.13: Ferramentas de propriedades da Janela de Visualizacao e de objetos.

3.2.4 Janela de Algebra

A Janela de Algebra é onde encontramos a lista no formato algébrico de todos os
elementos que foram construidos, estando eles no modo exibir ou oculto.
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Arquivo Editar Exibir Opcoes Ferramentas Janela Ajuda

» Janela de Algebra X
Conica -

@ d:(x+258p+(y-126p=249 | OO
Funcdo
® f(x) = 1.75x— 1.6 -
Nimero

L®a=175
® b=-16
Ponto

L@ A=(-176,19)

-® B=(128,484)

~® C=(1.64,3.1)

0 D=(-3.38,3.5)

-® E=(-2.32,49)

0 F=(-2.58,1.26)
® G=(0,252)

-~ H=(-1.98,-0.2)
Segmento
® a =34
® b, =351

~® c=298
Texto

L@ texto1=“Fucéo Afim”
Tridngulo

‘e u=4am
Valor Booleano

L ® e=tfrue

Figura 3.14: Janela de Algebra.

Podemos verificar na Figura 3.1/ que os elementos ficam organizados por categoria
(conica, funcdo, nimero, ponto, segmento, etc), podendo ser selecionados individual-
mente ou em grupo, clicando na categoria, ou de forma aleatoéria, clicando nos elementos
com a tecla Ctrl pressionada. Verificamos também que a esquerda de cada elemento
existe uma bolinha que pode estar preenchida ou nao e ela identifica se o elemento
estd visivel ou ndo em algumas das janelas de visualizagao (preenchida = visivel e nao
preenchida = oculto). Para executar essa agdo, basta clicar na bolinha ou utilizar o
comando Ezibir Objeto no menu rapido (Figura 3.15), clicando sobre o objeto desejado
com o botao direito do mouse.

| | &

b Janela de Visualizagio ¥ Janela de Algebra < | » Janeiade

) 5 ) ) ) I_EI i* fiw ) 5
~ Cbnica
L@ guix-266) + (y+254F =3

| Ofir=znsr

A=(1.44, 3.87)
B=(-0.5,0)

C=(354,3.42) <
2 / Fungho D-(562,462) =" Objeto oculto e
“, | Exibir Obieto %
ol néo apagado
: M| Exibir ROt s-%.?-o.rel' i | I |
B/ # Habilitar Rastro =} :Sagmant 5
a| I Definir como Objeto Audiiar | | : s L
[l Renomear o 1 4

[ .
- Tridngulo — Trdngulo
L@ poll =469 -1 4. Apagar L@ pol =469 T -1 T T T T
g
% Propriedades ..
L 1

Figura 3.15: Objeto visivel com menu répido e objeto oculto.
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3.2.5 Janela de Visualizacao

A Janela de Visualizacao é uma das principais telas do GeoGebra, pois ela possui
um plano infinito® onde podemos construir os elementos geométricos e inserir os objetos
auxiliares. Como auxilio a essas construcoes é possivel ativar eixos cartesianos ou uma
malha, que pode ser cartesiana, isométrica ou polar. Essa acao pode ser executada
através do menu rdpido ativado em uma area vazia do plano clicando com o botao
direito do mouse. (Figura 3.16)

€2 GeoGebra
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

DRERSoEHRANEER
" Janela de Alge E Janela de Visualizagdo

conica AlLEInc~

e d(x+2 a=-125
Funcdo Fucdo|/Afim '3
®f(x) = Zorenco & b=:16
e g(xl - "
Namero
~® a=.125 &
e b=18 d
Ponto c
Lo A=(-22
-® B=(12
@ C=(164 Janela de Visualizagéo
D=(-3.3 b;
@ E=(-2.8( E Eixos
F=(-2.5¢ Malha
~® G=(0,2. Barra de Navegacdo
H=(-19
Segmento Q Zoom iz
e a =34 EixoX : EixoY >
L aiiian 1 Exibir Todos 0s Objetos ‘
L Visualizagdo Padrdo Ctri+M
® c=369
Texto 2 \ & Janela de Visualizagio ...
i RO . A

Figura 3.16: Janela de Visualizacao e seu menu de Propriedades.

3.2.6 Campo de Entrada

O Campo de Entrada é a &rea onde digitamos os comandos de texto do software
que utilizamos para construcao de objetos ou para executar operacoes. O Geogebra
possui um conjunto de comandos de construcao e outras operacoes que auxiliam em
determinadas construcoes. Ao iniciar a digitacdo no campo, o software apresentard
todos os comandos que possuem aquelas letras como iniciais (Figura 8.17). Além
disso, ele aceita a entrada de varios caracteres especiais. Para acesséa-los, clicamos no
Campo de Entrada, o cursor ird ativar e no final da linha um botao com o simbolo
« aparecera, entao basta clicarmos nele para que os caracteres especiais aceitos pelo
programa sejam exibidos (Figura 3.18).

3Plano que possui limite somente pela tela do computador, podendo ser visualizado através da
ferramenta Mover ou Ampliar.



FElementos e comandos 87

EE[EIIS] B

» Janela de Aige| ~ Janela de Visualizagio
| HEEnlcw

[ParaBase( <Nimero> <Base-) |
Pardbola( <Ponto=>, <Reta=> )

Parametro( <Pardbola> )

PardmetroDoPontoSobreCaminho{ <Ponlo sobre o Caminho>
__|PararRegistro( )

Entrada:|para] ;| @

Figura 3.17: Cortina de autopreenchimento de comando.

2 GeoGebra - o x
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Figura 3.18: Campo de Entrada e caracteres especiais.

3.2.7 Planilha

Na janela Planilha encontramos uma planilha eletronica?, planilha de calculo ou
folha de calculo formadas por uma grade composta de linhas e colunas. Essa janela
possui recursos para trabalharmos em conjunto com as Janela de Algebra ¢ Visuali-
zagao. Geralmente, ela nao estd presente na tela inicial do Geogebra, mas podemos
aciona-la por meio do menu Ezibir/Planilha ou pelas teclas <Ctri+Shift+S> (Figura
3.5). Essa acao fara carregar a Janela Planilha no lado direito do GeoGebra, conforme
mostra a Figura 3.19.

4Planilha eletrénica: O nome eletronica se deve & sua implementacio por meio de programas de
computador.
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Figura 3.19: Janela Planilha.

Os itens destacados na figura acima sao:

1. Barra de ferramentas da janela Planilha

Ela possui as ferramentas para trabalharmos com os dados contidos na planilha,
contendo os seguintes comandos:

e Mover e selecionar;

e Analise estatisticas e calculos de probabilidade;
e Criar Listas, Listas de Pontos, Matrizes, Tabelas e Caminhos Poligonais;
e Efetuar calculos com listas de valores como Soma, Média, Mdzimo, Minimo

e Numero de Células utilizadas.

2. Barra de formatacao

Sao recursos de formatacao para as células e seus contetidos.

3. Cursor de selecao

Indica que a célula (ou grupo de células) esta selecionada para efetuar a en-
trada de dados ou para aplicar alguma formatacdo. Na figura, a célula B2® esté
selecionada.

Em uma célula da planilha é possivel digitar valores numéricos, coordenadas de
pontos, funcoes, segmentos, poligonos, entre outros. Na Figura 3.20 observamos que
nas células A1 & A5 foram digitados as seguintes entradas:

e Al: 3.5
o A2: (L,1)

®B2: Referéncia usada para localizar uma informacao na planilha(o "B"indica a coluna e "2"indica
a linha).
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o A3: 2x
o AJ: Segmento[(1,-2),(2,0)]
e A5: Poligono[(-3,4),(-1,2),(-2,1)]

A partir dessas entradas o Geogebra exibira, na Janela de Visualizacao, o ponto
A2, o grafico da funcao f(z)=2z, o segmento A/ e o poligono formado pelos segmentos
B5, C5 e D5. Ja na Janela Planilha teremos o valor numérico em A1, as coordenadas
do ponto em A2, nas células A/ e A5, o comprimento do segmento A4 e a drea do po-
ligono A5, respectivamente. Devemos também observar, que ao digitarmos o comando
Poligono[(-3,4),(-1,2),(-2,1)], nas células a direita de A5, ou seja, B5, C5 e D5, apare-
cerdo as medidas dos segmentos que constituem o poligono (Figura 3.20). Lembramos
que para visualizar os comandos digitados, basta dar um clique duplo na célula.

2 GeoGebra - ] > 4
Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
| '~ | = En
a7 zZn -
» Janela de Alc| » Janela de Visualizacio & | ~ Planilha L
[ SN I EBEE =~ D~
: A Bl c[ o
Bs 1 35 =
3 2 (1.1 |
D5 3 2x
2 4 | 224 | [
s A2 5 2 283 | 141 | 3.16 4
1 . B
3 -2 1 1 8
9
A3 -1 Ad4 10
5 11
12 - . L
{!_ >
Entrada: | ®

Figura 3.20: Janela Planilha com objetos inseridos.

Finalizamos assim, a apresentacao do software Geogebra, o qual utilizaremos para
desenvolvermos as atividades relacionadas a funcoes, deixando para o préximo capitulo
os detalhes das construcoes relacionadas ao tema desse trabalho.

3.3 O Geogebra no ensino de funcoes

Pudemos constatar, em nossas pesquisas bibliograficas, os iniimeros trabalhos con-
siderando o software Geogebra como elemento integrante numa perspectiva de inovacao
e enriquecimento no processo de ensino-aprendizagem em varias areas da Matematica,
em particular, no contexto de fungoes.

Assim, para alicercar nossa escolha por essa ferramenta, compreendemos a necessi-
dade de relatar algumas dessas intervencoes, destacando trabalhos realizados em varias
partes do Brasil, onde o tema esta integrado ao ensino de funcoes.

Scano [23, 2009] em seu trabalho utilizou-se de uma sequéncia de ensino fundamen-
tada na Teoria das Situacoes Didaticas e na Teoria dos Registros das Representagoes
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Semioticas para iniciar o estudo com alunos do 9° ano do Ensino Fundamental. Seu
objetivo era que essa sequéncia contribuisse para o desenvolvimento da capacidade de
expressar algébrica e graficamente a dependéncia de duas variaveis de uma funcao afim,
mediada pelo uso do software Geogebra.

Ele ressalta que as contribuicoes foram grandes como recurso dindmico e auxilio no
processo da andalise do comportamento de graficos da funcao estudada, no que se refere
as alteracoes que sofrem quanto as mudancas nos valores de seus coeficientes, como
também na conversao entre as representacoes dos registros algébrico e grafico.

Nos estudos de Lopes |24, 2010]] os recursos do software foram utilizados para
otimizar o ensino e aprendizagem de Trigonometria através da aplicagao de um moédulo
de atividades investigativas em alunos da segunda série do Ensino Médio.

A autora cita que em tais atividades, segundo Brocardo (2001), processos mate-
maéticos sao envolvidos, tais como: formulacao de conjecturas, teste de conjecturas e
prova das conjecturas, onde o software foi um facilitador, permitindo encorajar o pro-
cesso de descoberta e de autoavaliacao dos alunos, possibilitando ao professor obter a
verificacao dos procedimentos de construcao que foram feitos pelos alunos através do
recurso “protocolo de construcao”.

Através dessa investigacao chegou a conclusao que essa ferramenta que pode auxi-
liar na resolucao de problemas de trigonometria, especialmente em atividades investi-
gativas, pois os alunos podem interagir e explorar visualmente as figuras construidas,
minimizando algumas dificuldades encontradas no ensino desse tema.

Ja Suguimoto [25, 2013|, Jatoba et all [10, 2015] e Nogueira |26, 2015] se pau-
taram na utilizacao do software como instrumento auxiliar no processo de ensino e
aprendizagem no estudo das funcoes elementares.

Suguimoto [25, 2013| através de dois minicursos, um destinado aos professores da
rede estadual de ensino do Parana e o outro aos académicos de graduacao em matemé-
tica da Universidade Estadual de Maringa, apresenta possibilidades de trabalho como
complemento do processo do ensino-aprendizagem no estudo das funcoes, diferenciada
da tradicional, onde os alunos do 1° ano do Ensino Médio tivessem a oportunidade
de investigar, testar ou comprovar eventuais conjecturas que pudessem surgir durante
os estudos. Além disso, relata que houve total aceitacao ao software GeoGebra, por
parte dos dois grupos (professores e académicos), mostrando entusiasmo, facilidade e
possibilidades quanto ao seu uso, chegando a estd conclusao pela superioridade dos
pontos positivos em relacao aos pontos negativos observados.

Em Jatoba et all [10, 2015], encontramos a descri¢ao do curso denominado “Estudo
dos graficos das funcgoes elementares usando o software Geogebra” onde apresenta al-
guns resultados desta experiéncia centrada no uso das novas Tecnologias de Informacgao
e Comunicacgao (TIC’s) no ensino - aprendizagem da matemaética, o qual foi ministrado
por trés alunos do IV periodo do curso de licenciatura em matematica e um professor
orientador do IFPE - Campus Pesqueira.

Inicialmente utilizou um questionario com a finalidade de sondar o nivel de conhe-
cimento que se encontravam os alunos em relagao ao tema. Em seguida, com aulas em
laboratoério, os alunos tiveram o primeiro contato com o software e suas ferramentas de
construcao de graficos partindo, posteriormente, & um estudo mais aprofundado sobre
o tema, realizando comparativos entre a forma algébrica e geométrica das fungoes.

Sua escolha por esse software se pautou nas consideracoes de Moreira (2014, apud

[10]):

O GeoGebra foi desenvolvido para fins educacionais, podendo ser utilizado
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desde o ensino fundamental até o universitario. Apresenta varios recursos
para se trabalhar de forma dinamica com diversos campos da matematica.
A principal vantagem ¢é utilizar na mesma tela objetos geométricos e algé-
bricos que interagem entre si. Além disso, pode ser usado para criar figuras
geométricas de excelente qualidade visual para serem usadas em editores
de textos. (MOREIRA, 2014, p. 15 apud [10]).

Na proposta pedagogica de Nogueira [26, 2015], desenvolvida em turmas do 1°, 2°
e 3° ano do Ensino Médio, destacamos a utilizacao de recursos tecnolégicos visuais
envolvendo a modelagem de suas formas graficas e variacoes utilizando as ferramentas
do software, em particular, as de animacao.

Contextualizada em trés fases distintas de aprendizagem em relagao ao tema, propos
para o 1° ano, uma abordagem de apresentacao pela primeira vez junto com os recursos
do software GeoGebra. Para o 2°, tendo aprendido sobre o assunto de uma maneira
mais tradicional, agora integrando uma nova metodologia com aspecto de auxiliar sua
prévia aprendizagem, possibilitando fazer uma relagdo entre os métodos e, para o 3°,
apresentando uma metodologia que poderia ajuda-los em provas externas, considerando
uma melhor fixacao do conceito de funcao por estarem na fase de realizar o ENEM e
demais vestibulares.

Unindo aulas costumeiras sobre funcao, através da explanacao na lousa e materiais
concretos (papel quadriculado) agregados aos recursos tecnologicos do software, em
oficinas pré-moldadas para construcao dos graficos relativos as fungoes lineares (afim),
quadratica e exponencial, [26, 2015] teve como objetivo comprovar que a utilizagao
desses recursos, a assimilacao do tema se tornaria mais significativa, servindo como
um incentivo para os alunos utiliza-los em outros temas mateméticos, de forma mais
intensa.

No trabalho de Ramos [27, 2018] analisou-se a aplicacao do uso de ambientes gra-
ficos do software nas atividades, tendo como proposta a investigacao desse uso e sua
contribuicao nas conjecturas de solucoes de problemas no estudo de graficos de fun-
coes e suas propriedades. Foram utilizados um questionario e duas avaliacoes, antes e
depois da introducao da tecnologia, que foram aplicados com o proposito de avaliar as
diferencas de percepcao dos alunos no inicio e fim do projeto.

Os resultados puderam mostrar uma desconstrucao de conceitos equivocados sobre
a disciplina de Matematica tomando esse tipo de pratica como ponto de partida, possi-
bilitando a compreensao do conceito e das propriedades envolvidas em sua realizacao.

O autor aponta que segundo Duval (2003, p. 23)

Na matematica o contetido fungoes é amplo e de grande complexidade, apre-
sentando dificuldades especificas; uma delas sao suas diferentes represen-
tacoes. Sendo assim, cabe ao professor pesquisar e oportunizar atividades
desafiadoras para que o aluno consiga “trafegar” entre elas verificando suas
semelhancas e desta forma facilitar a compreensao dos seus conceitos, suas
propriedades, bem como as especificidades das relacoes em suas aplicagoes.

Ele também considera que a utilizacao do software assume grande aplicabilidade,
tendo em vista que ¢é acessivel, gratuito, de facil manuseio e facilitador na construcao de
graficos, argumentando em se tratar de um recurso que ameniza certas deficiéncias en-
contradas na area da matematica dentro desse contexto, apresentando as consideragoes
de Maia e Pereira (2015, p. 403).
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Através do software GeoGebra é possivel a manipulacao de recursos dispo-
niveis, entre os quais, mover objetos na tela e alterar o periodo e o conjunto
imagem das funcgoes estudadas, possibilitando ao aluno ser agente do seu
proprio conhecimento, sendo capaz de formular conceitos mateméticos, di-
namizando assim, o processo de ensino da Matemaética.

Os autores citados anteriormente puderam concluir ao final de suas observacgoes, a
grande potencialidade do software ao ser utilizado em sala de aula no estudo das fun-
coes elementares, que com ele criam-se possibilidades de ensinar matematica de forma
diferenciada, tanto na grafica como explorando suas ferramentas algébricas, acarre-
tando uma melhor assimilacao do contetido de maneira geral, o que possibilitou a
aplicacao em situagoes praticas e resolugoes de questoes, nas quais se encaixavam as
caracteristicas das fungoes estudadas, como em [26, 2015].

Eles ainda destacam uma macica aceitacao e preferéncia por parte dos alunos,
mas quanto aos professores, por causas distintas, ainda se mostram arredios aos novos
recursos apresentando algumas dificuldades em relagao ao uso da tecnologia. Por isso,
indicam pontos que devem ser considerados, como condig¢oes de laboratorio, niimero
de alunos na turma, a disponibilidade de um profissional para auxiliar (monitor) e a
inseguranca na utilizacao da ferramenta tecnologica.

Contudo, puderam constatar grande interesse por parte dos mesmos, em integrar
esse software como parte de sua pratica pedagogica, no sentido de auxilid-los na ela-
boragao e confeccao de atividades relacionadas ao estudo das fungoes e seus graficos,
destacando ser imprescindivel a reflexao e reconhecimento que seu uso vem para somar,
para contribuir e auxiliar no processo de ensino e aprendizagem, devendo ser utilizado
em conjunto com a metodologia tradicional, pois isso lhes permite que o ensino possa
ser agregado de forma agradavel e ludica.

De fato, os relatos anteriores foram unanimes em ressaltar as potencialidades do
software GeoGebra no ensino-aprendizagem do tema fungoes, mas também relataram
alguns pontos que devemos ser cuidadosos ao adotar a inclusao dessa ferramenta em
nossas metodologias as quais daremos a devida importancia na conclusao desse traba-
lho.



4 Aplicacoes

Neste capitulo abordaremos a estruturacao de nossa proposta descrevendo sua me-
todologia, publico alvo, ambiente de trabalho e sua organizacao e a atividade, sendo
detalhado o que realizamos nos encontros e as construgoes elaboradas para resolucao
das questoes apresentadas na mesma.

4.1 A metodologia

Adotamos como estratégia de ensino a aula expositiva dialogada por se diferenciar
das aulas expositivas ou magistrais tradicionais, por estimular o didlogo entre o profes-
sor e os alunos. Sua base se faz nesse didlogo, transformando a aula em uma troca de
experiéncia, partindo do conhecimento prévio do aluno, da sua pratica social, trazendo
as discussoes para niveis de reflexao e compreensao em que o aluno consiga relacionar
o seu saber inicial com o saber cientifico apresentado pelo professor. E no decorrer
deste processo, que deve-se estimular o aluno a perguntar, expor suas experiéncias so-
bre o tema e apresentar sua compreensao obtida através dos didlogos realizados com a
mediacao do professor.

Anastasiou e Alves |11, 2007, p. 79|, ressaltam que a aula expositiva dialogada:

“E uma exposicio do conteado, com a participacdo ativa dos estudantes,
cujo conhecimento prévio deve ser considerado e pode ser tomado como
ponto de partida. O professor leva os estudantes a questionarem, interpre-
tarem e discutirem o objeto de estudo, a partir do reconhecimento e do
confronto com a realidade. Deve favorecer anélise critica, resultando na
producao de novos conhecimentos. Propoe a superacao da passividade e
imobilidade intelectual dos estudantes.”

Esta estratégia abre caminho para a integracao do software Geogebra na atividade,
como recurso para transpor o desafio de manter a participacao ativa dos alunos na
aula, para que haja envolvimento nas discussoes, acompanhando e raciocinando junto
com o conjunto de atores, ou seja, alunos e professor. Também apresentamos quais
eram os objetivos que se buscava com as aulas, mostrando o valor, a atualidade e a
aplicabilidade do contetudo.

Para [11, p. 79|, este tipo de aula, propicia ao aluno a obtencao e organizagao de
dados, a interpretagao critica, decisao, comparacao e resumo do contetido apresentado.

Pensando nisso, ao prepararmos as aulas, pesquisamos e buscamos em informagoes
mais recentes, ilustracoes, exemplos cléssicos e atuais sobre o tema, e organizamos
nossa fala levando em consideracao a natureza do contetido, dando o devido destaque
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aos aspectos factuais, conceituais e procedimentais, selecionando os recursos disponiveis
para dinamizar a aula.

4.2 Puablico alvo

A atividade foi direcionada aos alunos do 1° ano do Ensino Médio integrado com
técnico em informatica, pois a concentracao maior do conteiido envolvendo o estudo de
funcoes é nesse periodo. Houve a participacao de duas turmas identificadas por T125
e T126, contendo 28 e 17 alunos, respectivamente. Praticamente, todos os alunos na
faixa de 14 e 15 anos.

Devemos observar que nada impede de sua aplicacao ser em turmas de menor ou
maior classe, contanto que tenham os pré-requisitos apresentados no Capitulo2.

4.3 O ambiente de trabalho e sua organizacao

O trabalho foi desenvolvido no Instituto Federal de Educacao, Ciéncia e Tecnologia
de Sao Paulo — IFSP, Campus Sao Joao da Boa Vista, por ser a instituicao em que o
autor possui vinculo. Por estar afastado para qualificacao contou com a colaboragao
das professoras de Matematica e Logica das turmas, que cederam suas aulas para o
desenvolvimento da proposta. Foram trés encontros de duas horas-aulas (1 hora e
40 minutos) cada, todos em laboratério de informética, para cada turma, durante o
proprio horario normal de aula.

O laboratoério era equipado com 21 computadores ligados a rede com internet. Tam-
bém contdvamos com um computador para o professor, retroprojetor, lousa branca e
tela de projecao. O software Geogebra ja se encontrava instalado em todos os compu-
tadores devido & solicitacao antecipada ao suporte técnico®.

Os alunos foram divididos em duplas para que além do auxilio do professor pudessem
através de questionamentos e discussoes entre si, desenvolver as questoes da atividade.

Além da projecao das questoes da atividade, a utilizacao do software Geogebra
era apresentada pelo professor-autor, apos questionamentos, argumentagoes e posici-
onamentos dos participantes em relacao a questao envolvida. Também foi entregue
para cada dupla, uma copia impressa da atividade contendo as questoes e os espacos
definidos para possiveis anotacoes referentes a resolucao das mesmas.

4.4 A atividade

Como ja citado anteriormente, para implementarmos a realizacao da atividade,
pudemos contar com trés encontros de duas horas-aula, devido a colaboracao das pro-
fessoras da turma, que nos cederam tais aulas com a prerrogativa de disponibilizar
uma oportunidade aos alunos de agregarem mais uma ferramenta no auxilio da apren-
dizagem. Estes encontros foram realizados no periodo normal de aula durante uma
semana.

A turma T125, por exceder o nimero de computadores disponivel no laboratorio,
foi dividida em duas turmas de 14 alunos. Tivemos algumas faltas no primeiro encontro

L Conjunto de técnicos em informdtica que trabalham na institwicio para dar suporte aos demais
funciondrios na manutencao das ferramentas tecnoldgicas.
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pois alguns alunos das duas turmas estavam participando de um outro evento cultural,
mas isso nao acarretou problemas no decorrer da aplicacao da atividade.

E importante salientar que a professora de Matemética ja havia, em aulas anteriores,
apresentado o software Geogebra e algumas de suas ferramentas, mas somente através
de projegao, onde somente ela o manipulava. Também tivemos o cuidado de averiguar
com a professora, quais eram os contetudos ja vistos pelos alunos, relacionados ao tema
proposto aqui, para que pudessemos elaborar as questoes envolvidas na atividade que
por sua vez, foram selecionadas dos livros didaticos [1, 13, 18] e adaptadas de acordo
com os posicionamentos relatados na Secgao 4.1.

4.4.1 Relatando o 1° encontro

Entendemos que antes de iniciarmos a atividade proposta, os alunos deveriam co-
nhecer e manipular o software Geogebra e as ferramentas que poderiam ser necessérias
para resolucao das questoes, pois até o momento, s6 o conheciam através da manipu-
lacao feita pela professora em sala de aula.

Iniciamos o encontro no laboratério apresentando questoes selecionadas nos li-
vros didaticos [1, 2, 13, 18] as quais através de questionamentos e didlogos, realiza-
mos(professor e alunos) as solucoes através do software, para que se familiarizassem
com suas ferramentas e aplicabilidade dentro do contexto.

As questoes também foram direcionadas com a finalidade de abordar nesse encontro
o conceito de funcao, suas representagoes e propriedades, assuntos que explanamos nas
Seccoes 2.2, 2.4, 2.3 e 2.5, respectivamente.

Gostariamos de enfatizar que apresentaremos em detalhes as ferramentas e coman-
dos do software utilizados nesse encontro nas descricoes da aplicacao da atividade, pois
se tratou de uma prévia das potenciais possibilidades do software.

4.4.2 Relatando o 2° encontro

Nesse encontro, procuramos apresentar comandos para criacao de fungoes definidas
por partes e apresentamos os conceitos de limite de uma funcdo e funcdo continua,
assuntos desenvolvidos nas subsecoes 2.5.7 e 2.5.8, respectivamente.

Através das funcoes apresentadas, criamos aspectos favoraveis & abordagem dos
conceitos e utilizando os recursos disponiveis do software Geogebra pudemos esclarecer
as davidas que surgiram nos didlogos. No Ezremplo 4.1, a seguir, apresentamos uma
sugestao de construgao, envolvendo esse direcionamento.

Exemplo 4.1. Seja a funcao f definida por

2?2 —1
1
fa) =4 71 7 (4.1)
4, ser =1

(a) Em que intervalos a funcao é continua?

(b) Se existir, qual o lirq f(x)?
Tr—

O passo a passo da construcao para a resolucao desse exemplo seria o seguinte:
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1. Digite na Caiza de Entrada o comando f(z) = Se(z # 1,(z* — 1)/(z — 1),4)
(Figura 4.1 (a)):

ao digitar f(x)=Se na Caiza de Entrada apareceram os comandos inicia-
dos com a palavra Se. Escolha o comando Se( <Condigao>, <Entao>,
<Senao> ) e substitua <Condigao>, <Entdo> e <Senao> pelo indi-
cado anteriormente;

o sinal de # deve ser selecionado através do icone « no final da Caiza de
Entrada, referente a caracteres especiais;

para a poténcia x? digite x + acento circunflexo + 2, ou pode ser sele-
cionado, também no icone a.

clique com o botao direito do mouse sobre a féormula da funcao na Janela
de Algebra e selecione Propriedades para escolher a cor e estilo (espessura

da linha.

2. Construa um Controle Deslizante com intervalo de —5 a 5 e incremento 0.01
(Figura 4.1 (b)):

Selecione a ferramenta Controle Deslizante, e clique na Janela de Visualiza-
¢ao;

Na Caiza de didlogo do controle, digite no campo incremento o valor 0.01 e
clique em OK.

3. Construa os pontos B e C' (Figura 4.1 (¢)):

Digite na Caiza de Entrada B = (1,2);

Clique com o botao direito do mouse sobre o ponto B na Janela de Algebra
e selecione Propriedades para escolher cor e Estilo/Tamanho do ponto;

Digite na Caiza de Entrada C = (1, f(1));

Clique com o botao direito do mouse sobre o ponto C' na Janela de Al-
gebra e selecione Propriedades para escolher Bdsico/Fxibir rotulo, cor e
FEstilo/Tamanho do ponto.

4. Construa o ponto A (Figura 4.1 (d)):

Digite na Caiza de Entrada A = (a, f(a));

Clique com o botdo direito do mouse sobre o ponto A na Janela de Al-
gebra e selecione Propriedades para escolher Bdsico/FExibir rotulo, cor e
Fstilo/Tamanho do ponto;,

Clique com o botao direito do mouse sobre o ponto A na Janela de Algebra
e selecione Habilitar Rastro.
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Figura 4.1: Passo a passo do Fzemplo 4.1.

5. Transponha as coordenadas do ponto A para a Planilha.

— Clique no menu Ezibir e selecione Planilha (Figura 4.2 (a));

— Clique com o botao direito do mouse sobre o ponto A e selecione Gravar
para Planilha de Cdlculos(Figura 4.2 (b));

— Na Caiza de didlogo, clique em Fechar, pois as opgoes desejadas ja estaram
selecionadas (Figura 4.2 (c));

— Selecione, com a ferramenta Mover, o cursor? do Controle deslizante e
movimente-o com as setas («<— e —) do teclado para visualizar as coor-
denadas do ponto A na Planilha(Figura 4.2 (d)).

Observacao 4.1. Para que o comando seja executado, ap6s digitd-lo na Caiza
de Entrada deve-se teclar Enter.

Observacao 4.2. Os pontos B e C foram construidos para auxiliar na visuali-
zacao das caracteristicas da funcao em x = 1, onde apresenta um “salto”. Isso,
devido ao software s6 apresenta-las utilizando a ferramenta Ampliar em demasia
para cada ponto, separadamente, tornando a visualizacao da funcao prejudicada,
para o que se pretende utilizar. Consideramos que essa ampliacao pode ser feita,
para mostrar aos alunos que o software construiu a funcao corretamente.

2¢polinha” situada sobre a haste do controle.



98 Aplicacoes

I(a) O aumplslancontes b - @ x (b) mmmarnwsmem -
BBE IS Cm N D O
TJF:;‘ — a-045 FICHT
= e { T
o1k = - nmoe:um pme—y i _— . ” *
. R = :

® B=(1.2) | PonioA

Porto
® A=(oas, @ Layod e toa

® 82112 & Angizar Janelns b

te{mfujafe]sfelul

® €04 " pocaicuar Todos os Objetos  CieR A=
B1=
) K
"
/ a2
fi O 1 2 3 S ) .« — : s 1 | — =
- i1 [ «om =l s e — — L&
I(C) Ao Eta Emrgfwes&nmls dancls Aystn_ - : (d) Arcurvo Ecitar Exber Opges Janela Agcta -
| P4 XN B | )
B30 HINE0) e By TN .
| » Janeia de Aigebra’ | » Janela de Visualizagio ~ Planitha X
™1 EEE e s YA = (B
E] [ & |
0'(-l={ = 3 094 104 i
4 . 4| oss| 1ss)
E— 5| 0% 198
®a=108 Farl i i
) i B 0% 187)
® A=(108,208 7] 198
®B=1.2 8 || 0% 19
®c-nq p Bl
Texto —
or w
B1=yAr 41| 102] 202
RN 183 2m
193] 104] 204
L, |4l vos| 208
rOE T T H |6 | 108 208
6 107 207| .
== > [Fs >
Enbada [)

Figura 4.2: Passo a passo do Ezemplo 4.1(item 5).

Assim, de acordo com o conceito de continuidade o item (a) pode ser respondido
por visualizagdo do grafico, verificando presenca do “salto” na funcao. Ja, para o item
(b), basta utilizarem o Controle Deslizante, para se verificar que tao proximo quanto
se queira de x = 1, o valor da fun¢ao (coordenada y do ponto A) se aproxima do 2
(Figura 4.2 (d)), concluindo-se entao que glclg% flz) =2.

Observacao 4.3. Para obtermos uma aproximacao com mais casas decimais, precisa-
mos alterar o incremento do Controle deslizante para 0.001, por exemplo, e mudar a
configuragao de arredondamento do software através do menu Opgées/Arredondamento/3
Casas Decimais.

4.4.3 Relatando o 3° encontro

Nesse encontro aconteceu o desenvolvimento das resolugoes das questoes contidas
na atividade proposta. As copias da mesma foram entregues a cada dupla e as respos-
tas para cada questao, se fizeram através de indagacoes, conjecturas e didlogos entre
professor-autor e alunos, sempre com a utilizacao do software Geogebra, até mesmo
na Questao 1 que sugere respostas apenas através de visualizagao. Podemos destacar
a utilizagao do projetor, o que nos possibilitou, simultaneamente com os alunos, mos-
trar as ferramentas (e/ou comandos) do software que poderiam ser usadas em cada
resolucao.

Apo6s a obtencao da resposta, os alunos a anotavam na folha e caso tivessem a ne-
cessidade de efetuar alguma colocagao extra (célculos, comandos entre outros) tinham
um segundo conjunto de folhas destinado para isso.
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Foi pedido aos grupos que gravassem os arquivos gerados no Geogebra para resolu-
cao das questoes, que foram armazenados pelo professor, posteriormente.

4.4.4 Questoes

Traremos nessa seccao, o objetivo e o passo a passo da construcao efetuada para re-
solucao de cada questao apresentando os possiveis comandos utilizados para responder
cada item.

Para que as descricoes nao se tornem um tanto repetitivas, nao nos preocuparemos
com relatar os comandos de configuracao dos objetos, lembrando que para isso, deve-se
clicar com o botéo direito do mouse sobre o objeto na Janela de Algebra e selecionar a
op¢ao Propriedades escolhendo depois a configuracao desejada (oriente-se pelo Ezemplo
4.1). Também devemos lembrar o leitor da Observacao 4.1 que alerta a teclar Enter
apos digitar comandos na Caiza de Entrada.

Dividimos as descricoes em trés topicos: objetivo, descricao da construcao e re-
solucao dos itens da questao. Em objetivo informamos de forma sucinta os conceitos
elencados nesse trabalho, envolvidos no contexto da questao. Na descricao da constru-
cao relatamos o que foi utilizado e construido para favorecer a resolucao da questao
e na resolucao dos itens da questao relatamos os didlogos, ferramentas, comandos e
construgoes produzidas para resolucao de cada item.

Devemos destacar que antes de utilizarmos os recursos do software, durante os dia-
logos para chegarmos nas resolucoes, a lousa e o pincel fizeram parte dos instrumentos
de aprendizagem.

Questao 1.

(i) Objetivo: transposi¢ao do registro grifico para o tabular, evolvendo tam-
bém a identificacao de algumas das propriedades da funcao e os conceitos
de limite e continuidade.

1) (Balestri 2016, adaptado) Seja o gréfico dado abaixo de uma fungéo [, c) Quais sdo os zeros dessa fungdo?
_1 d) Escreva os intervalos em que:
fg>0 fix)<0
e) Fornega os intervalos em que a fungéo &
/ \ = crescente = decrescente
- con
FaEEe P19 ) Qual o valor maximo da fungdo? E qual € o valor minimo?
+ \d;
I\ b
Q -+ 1 g) Indique os intervalos aonde a fungdo é continua? Quais os pontos
a) Complete a tabela. onde a fungéo é descontinua?
5 -4 2 -1 0 2 4 6
4 3 4
h) Obtenha os imites, se existirem.
b) Determine o dominio e a imagem da fungdo ; . e
Mlimeey flx)=___ (1) limeyf(x) =___ (i) limesofx)=__

Figura 4.3: Questao 1 da atividade.

(ii) Descrigao da construcao
Construimos o grafico da fungao a partir de seu registro algébrico. Em se-
guida, acrescentamos alguns pontos para melhor compreensao dos alunos,
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entre os quais um que percorrerd o grafico através do acionamento de um
controle deslizante, apresentando suas coordenadas na Planilha. Detalha-
remos O passo a passo a seguir:

— Construa o grafico da funcao digitando na Caiza de Entrada o comando
f(z) =Se(—6 <x <= —4,-2 Se(d <x <=0,(x* + 3z +2)/(z + 1),
Se(0 <z <2, —2*+4,8e((2<=x<=6)A (v #4),-05z +1,
Se(r ==4,4)))));

— acrescente os pontos que pertencem ao grafico, digitando na Caiza de
entrada A = (0,2), B = (4,4) e C = (6,—2), um ponto de cada vez;

— acrescente os pontos que nao pertencem ao grafico, digitando na Caiza
de entrada D = (—6,-2), E = (—=1,1), FF = (0,4) e G = (4,—1), um
ponto de cada vez;

— adicione um Controle Deslizante com as seguintes especificagoes: nu-
mero, nome a, intervalo de —6 a 6 e incremento® 0.01 (Ver Ezemplo 4.1
- item 2.);

— construa o ponto H que percorrerd o grafico, digitando na Caiza de
Entrada H = (a, f(a));

— transporte as coordenadas do ponto H para a Planilha (Ver Ezemplo
4.1 - item 5).

Observacao 4.4. Os simbolos A e # sao acionados pelo icone « dos ca-
racteres especiais.

Observacao 4.5. Os pontos foram construidos para uma melhor identifi-
cacao visual para os alunos.

€ questacl.ggh = o *
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Figura 4.4: Construgao do grafico da funcao da Questao 1.

3

incremento: medida de alternancia em cada deslizamento.



A atividade 101

(iii) Resolugao dos itens da questao

A partir do grafico exibido pelo projetor, fizemos (professor e alunos) vi-
sualmente a procura das respostas para cada item, mas para alguns deles
pudemos verificar (“provar”) utilizando o software.

As intervengoes iremos relatar a seguir.

a) Utilizaremos o Controle Deslizante e a Planilha.

— Com a ferramenta Mover, selecione o cursor* do Controle Deslizante
e movimentando-o através das setas do teclado;

— as coordenadas dos pontos que pertencem ao grafico da fungao apa-
recerao na Planilha.

» Janela de Visualizagido X |+ Planilha X
gaes Y AIN 115G Em- 8
o @ s A s B

i + AR
2 -5 -2
3 | 2
4 -3 -1
5 -2 0
6 ? ?
1 7 0 2
8 1 3
9 2 0
o 1
10 4 4
-1 1 6 2
12
-2 13
14

Figura 4.5: Item a) da Questao 1.

Observacao 4.6. A presenca dos simbolos 7 no lugar das coordenadas,
significa que a funcao nao esta definida para aquele valor, nesse caso
corresponde a x = —1.

b) Aqui podemos acrescentar dois pontos que ilustrardo o dominio e a

imagem da funcao.

— Digite na Caiza de Entrada o comando I = (a,0) e depois J =
(0, f(a)) (I representarda o Dominio e J a Imagem);

— Clique com o botao direito do mouse sobre os pontos I e J, e sele-
cione Fxibir Rotulo;

— Clique com o botao direito do mouse sobre os pontos I e J, e sele-
cione Habilitar Rastro;

— Movimente o Controle deslizante de um extremo inferior (z = —6)
ao superior (z = 6).

Observacao 4.7. Devemos lembrar os alunos que a funcao nao esta
definida para © = —6 e x = —1 no intervalo determinado como domi-
nio, pois esse detalhe nao aparecera na tela, a nao ser que se utilize a

4“Bolinha” situada na haste do Controle Deslizante utilizado para efetuar a mudanca de valores da
variavel que representa.
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ferramenta Ampliar ou gire o scrool® do mouse para frente (efeito de
aproximacao ou Zoom +).

¢) Faremos aparecer os zeros da func¢ao utilizando a ferramenta Raizes.

— Na Barra de Ferramentas, acione a Cortina (Figura 3.8) da ferra-
menta Ponto e selecione a ferramenta Raizes;

— clique no gréfico da funcao e seré acrescentado dois pontos novos de
coordenadas (—2,0) e (2,0).

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

L2 o= B N [E2

» Janela de Algebr| » Janela de Visualizagao X
Fungéo =

a=§
o

e f(x) =

Nimero

Figura 4.6: Item b) e ¢) da Questao 1.

d) Dialogo sobre estudo do sinal da fungao (resolugio visual®).

e) Didlogo sobre os conceitos de func¢do crescente, decrescente e constante
(resolucao visual).

f) Dialogo sobre mdzimo e minimo de uma funcao (resolucao visual).
g) Diélogo sobre conceito de continuidade (resolugao visual).
h) Novamente utilizaremos o Controle Deslizante e a Planilha
— Na Planilha, clique na “bolinha” vermelha que se encontra no cabe-
calho da coluna A.
— movimente o cursor do Controle Deslizante para proximo do valor
de x que o item deseja o limite;
— clique na “bolinha” no cabecalho da coluna A, agora cinza, para
reativa-lo (cor vermelha);

— selecione o cursor do Controle Deslizante e movimente-o através das
setas do teclado.

50 botdo de scroll é a rodinha usada para rolamento que se encontra no centro do mouse.
6Validar as respostas através da interpretacdo do grafico.
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» Janela de Visualizagéio B X | ~ Planilha i
T Y AN EEE -]
B [s A e g |
s ® L1 [ xH) yiH)
| 2 | 094 | 108
s | 3 | 095 | 105
| 4 | 096 | 1.04
| 5 | -007 | 103
| 6 | 098 102
i gt [ 7 | 099 | 101
o BE g
-— - | 9 | 101 | 099
|10 | 102 | 098
-1 |11 | -1.03 | 097
|12 | 104 096
-2 |13 | 105 095
|14 | 106 094
o BEEEE 15 | 1.07 | 093

Figura 4.7: Item h)(i) da Questao 1.

Questao 2.

(i) Objetivo: transposicao do registro tabular para o algébrico e grdfico, evol-
vendo também o conceito de funcgao, taxa de variacao, varidvel dependente
e varidvel independente.

2) (Dante, 2013) A tabela abaixo indica o custo de produgdo de certo c) De acordo com a resposta do item (b), qual a férmula matematica
namero de pegas para informatica: que relaciona as duas grandezas: Custo (C) e nimero de pegas (x).

1 2 3 4 L 6 7 8
d) Construa um gréafico para representar esta produgao.

1,20 | 2,40 | 360 | 480 | 6,00 | 7,20 | 8,40 | 9,60
€) Quars os custos para: 10 pegas?

a) A relacéo entre nimero de pegas e custo representa uma fungéo? 0pegas?_____ SOpegas?
P ?
. f) Com um custo de R$ 120,00, quantas pegas podem ser
produzidas? i

b) O que & dado em fungdo do qué, ou seja, quem & a variavel
dependente e quem é a independente?

Figura 4.8: Questao 2 da atividade.

(ii) Descricao da construcao
Com a janela Planilha acionada, construimos a tabela e transportamos os
pontos para Janela de Visualiza¢ao. Na sequéncia, obtivemos o grafico, a
formula e respondemos aos itens através da Caiza de Entrada e ferramenta
Interseccao de Dois Objetos, como descrevemos a seguir:
— Clique no menu FExibir e selecione o comando Planilha;

— digite os dados na Planilha, colocando na coluna A os valores referentes
a 0 Ndmero de pecas e na coluna B os do Custo, respectivos;

— com a ferramenta Mower, selecione os dados;

— clique com o botao direito do mouse e escolha a op¢io Criar/Lista de
Pontos.

(iii) Resolugao dos itens da questao

a) Dialogo sobre o conceito de funcao.
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b) Dialogo sobre o conceito de varidvel dependente e independente.

c¢) Diélogo sobre a taza de variag¢io da fungao e construcao do grafico da
reta que passa pelos pontos dados pela tabela.

— Selecione a ferramenta Reta na Barra de Ferramentas;
— clique em qualquer dois pontos na Janela de Visualizacao;

— na Janela de Algebra, clique com o botdo direito do mouse sobre a
equacao da reta criada e selecione equacao y = ax + b.

d) Construiremos o grafico de acordo com o contexto (dominio).

— na Janela de Algebra, clique na “bolinha” azul (Ezibir Objeto) na
frente da equacao da reta f :y = 1.2z para oculta-la;

— digite na Caiza de Entrada o comando g(x) = Se(z >= 0, 1.2x);
— faga as configuragoes desejadas (Propriedades).
e) Obteremos os valores da fun¢ao para z = 10, x = 30 e z = 50.

— Digite na Caiza de Entrada os comandos ¢(10), g(30) e ¢g(50), um
de cada vez;

— aparecera na Janela de Algebra os ntimeros a = 12, b = 36 e ¢ = 60,
que sao as respostas respectivas.

€ questao2.ggb - u] %
Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda
M A Il 2 |[I1Ne [l fa=2 N EN
| k .1 "/(.a ,\,—." D.v ®'J ®v ‘{‘4' \ g ‘%..u i
» Janela de Algebra X/ [» Janela de Visualizagao X |~ Planiha X
Fungdo oy LN 1 BEIE| = B
@ g(x) =12x, (x20) <] A B
Lista 1 | N°depecas | Custo |~
~e L,={(1,1.2),(2,24),(3,36),(] ° 2 1 12
. = ]
Namero
a=12 7 3 2 24
b=36 4 3 36
c=60 - B & 4 48
Ponto
~® A=(1,1.2) b 3 8
® B=(224) v D i 6 72
® C=(3,3.6) 8 7§ 8.4
® D=(4,48) 9 8 96
® E=(56) 4 C 10
® F=(6,72) |
® G=(7,84) ; 11
® H=(8,9.6) B 12
® 1=(100,120) |
Reta 2 13
fy=12x A L |
® h:y=120 15
Texto ¥ 16
A1="“N°de pecas™ T
B1=“Custo” o R
0 1 2 3 4 5 6 7 8 18 o
< > < >
Entrada:| i @

Figura 4.9: Construcao da Questao 2.

f) Construiremos a reta y = 120 para obter o ponto de intersec¢ao com a
fungao g(z).
— Digite na Caiza de Entrada os comandos y = 120;
— aparecera na Janela de Algebra a equacio da reta y = 120;
— selecione a ferramenta Mowver e clique na Janela de Visualizacao;

— posicione o cursor do mouse no canto inferior esquerdo da janela e
role o scrool do mouse para tras (efeito de afastamento ou Zoom -)
até visualizar as duas retas e sua interseccao;
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— aclone a cortina da ferramenta Ponto e selecione a ferramenta In-

tersecgao de Dois Objetos;

— clique nas duas retas, sequencialmente, aparecera o ponto de inter-

seccao [ = (100, 120).

€7 questao2.ggb

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

- (=]

X

B2

a=2
furia]
2|

B SEMEeEEN

2|
» Janela de Algebra X |» Janela de a

S |
® -]

~ Planilha

X

Funcéo 'Y
e g(x) =12x, (x>0)
Lista

AEE EEERER

e L ,={(1,12),(2,24),(3,36),(
Namero
a=12
b=236
c=60
Ponto
A=(1,1.2)
B=(224)
C=(3,36)
D=(4,4.8)
E=(5,6)
F=(6,7.2)
G=(7,84)
H=(8,9.6)
1=(100, 120)
eta

fy=12x
® h:y=120
exto

A1 ="“N°de pegas”
B1="“Custo”

ns@eeecceee

A ] B

1 N°®de pecas Custo
12

24

36

48

6

7.2

84

© ||~ (oo s|w N

@|~N(e|o|s|w o]

96

Entrada:

120

222

Figura 4.10: Item f) da Questao 2.

Questao 3.

(i) Objetivo: transposi¢ao do registro verbal” para o algébrico, grdfico e ta-
bular, envolvendo também o conceito de funcao.

3

(Balestri, 2016 - ad do) Uma corm hia oferece dois planos de
telefonia mével.
* Plano A: valor fixo de RS 0,15 por ligagdo mais RS 0,08 a cada

c) Esboce os graficos referentes as formulas de cada plano obtidas no

item (a). Utilze a tabela abaixo para auxilia-lo.

minuto r-.  §

« Plano B: valor fixo de R$ 0,24 por ligagio mais R$ 0,05 a cada (minutos)
minuto Plano A Vv,
(R$) &

a) Para cada um dos planos, apresente uma formula V, e Vg que PI. B
determina o valor a ser pago de acordo com o tempo (f) em minutos. (RS) Va

b) As férmulas que vocé obteve sdo funces? Justifique.

d) Para o consumidor, a partir de quantos minutos de ligagao o plano

B passa a ser mais vantajoso que o plano A?

Figura 4.11: Questao 3 da atividade.

(ii) Descrigcao da construgao

Construimos a tabela na Planilha e transportamos os pontos para Janela
de Visualizacdo. Através das férmulas, obtivemos os graficos. Por fim,
utilizamos a ferramenta Intersecao de Dois Objetos para criarmos o ponto

de interseccao entre as funcoes.

"Representacao feita por palavras da lingua falada.
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(iii) Resolugao dos itens da questao

a)

Tivemos um didlogo sobre os dados fornecidos pelo enunciado, con-
frontando com os conceitos sobre funcao afim que tinham aprendido,
indagando qual dos coeficientes desse tipo de funcao seria a parte fiza
e qual estaria ligada a parte que varia com o tempo. Apods o dia-
logo, alguns dos alunos concluiram previamente que as férmulas seriam
Va(t) = 0.08t + 0.15 e Vg(t) = 0.05¢t 4 0.24, sendo sua prova feita nos
itens seguintes.

Dialogo sobre o conceito de fungao: Para cada tempo (t) temos um
inico valor a ser pago V4 e Vp.

Construiremos a tabela e os gréficos referente as informacgoes dadas
sobre os planos.
— Selecione o menu Exibir/Planilha;

— digite os dados na Planilha colocando o tempo (t) na coluna A, o
valor a ser pago do Plano A na coluna B e o do Plano B na coluna
&

— com a ferramenta Mower, selecione os dados das colunas A e B;

— clique com o botdo direito do mouse e selecione a opgao Criar/Lista
de Pontos;

— selecione os dados da coluna A, aperte a tecla Ctrl e selecione os da
coluna ('

— clique com o botéo direito do mouse e selecione a opgao Criar/Lista
de Pontos;

— digite o comando V_A(t) = Se(x >= 0,0.08¢ + 0.15) na Caiza de
Entrada;

— digite o comando V' B(t) = Se(x >= 0,0.05¢ + 0.24) na Caiza de
Entrada;

— selecione a ferramenta Mowver;

— clique com o botao direito do mouse na Janela de Visualizagao em
qualquer posicao fora dos graficos ou eixos e selecione a opcao Ei-
roX:FirzoY/5:1;

— mude as propriedades dos objetos (cor, estilo, entre outros);

— role o scrool do mouse para frente e movimente a janela com o botao
esquerdo do mouse para acertar a visualizacao dos pontos e graficos.

Apos verificarmos, através dos graficos, as propriedades de cada funcao,

indagamos (professor e alunos) que precisariamos do ponto de intersec-

¢ao dos gréficos.

— Selecione a ferramenta Intersecao de Dois Objetos e clique sobre os
dois graficos, sequencialmente;

— aparecera o ponto de intersecc¢ao (3,0.39).
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€7 questacd.ggb
‘Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

| B Sicl= ANEE

» Janela de Algebra’ | * Janela de Visualizagéo
W VAL =

B T

® Vg(t) = 0.
Lista
—e L,={(0,0.15]
® L,={(0,0.24]
Ponto
@ A=(0,0.15)
® B=(1,0.23)
® C=(2,031)
D =(3,0.39)
E = (4, 0.47)
F = (5, 0.55)
G=(6,0.63)
H=(0,0.24)
1=(1,0.29)
J=(2,0.34)
K =(3,0.39)
L =(4, 0.44)
M = (5, 0.49)
N = (6, 0.54
0=(3,0.39)

Xl |+ Planilha
ALRIEEEIE R
A B c
1 | Tempo | Plano A | Plano B
2 0 0.15 024
. BE 023 | 029
4| 2 031 | 034
5] 3 030 | 030
8| 4 047 | 044
7| s 055 | 049
8 6 063 054
9

e|®

@

=]

v

<

ry 5
W

~

~

n
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Entrada:

Figura 4.12: Resultados da construcao - Questao 3

Observacao 4.8. A Figura 4.12 mostra que os valores da tabela escolhidos por
noés tiveram a premissa de se obter uma melhor visualizacao, mas durante a
atividade, esses valores foram escolhidos aleatoriamente pelos grupos.

Questao 4.

(i) Objetivo: transposi¢ao do registro verbal para o tabular, algébrico e gri-
fico, evolvendo também a relagao entre funcao afim e progressao aritmética.

4) (Balestri 2016, Enem adaptado) Uma professora realizou uma
atividade com seus alunos utiizando canudos de refrigerante para
moentar figuras, onde cada lado foi representade por um canudo. A
quantidade de canudos (C) de cada figura depende da quantidade de
quadrados (q) que formam em cada figura. A estrutura de formagao
das figuras esta representada a seguir.

quantidade de quadrados de cada figura?
M) C=4q mC=3q+1
(V)C=q+3 (V)C=4q-2

¢)Qual o dominio dessa fungsio?

(mc=4q-1

b) Que expressao fornece a quantidade de canudos em fungdo da

Figura 1

Figura2

Figura 3

a) Complete a tabela de acordo com a sequéncia de figuras acima

Figura 1

4

7

Numero de
quadrados

d) Quantos canudos serdo necessarios para que a figuratenha 15
quadrados? E 207

e) Quantos quadrados terdo na figura que possuir 16 canudos? E 257

f) E possivel em alguma figura ser utilizado 17 canudos?

g) Construa o grafico que represente o nimero de canudos em fungdo do
namero de quadrados.

Figura 4.13: Questao 4 da atividade.

(ii) Descrigcao da construgao

As construcgoes forao iniciadas pela tabela e o transporte dos pontos para
Janela de Visualizacao. Posteriormente, através dos pontos, obtivemos o
grafico e a formula referente a funcao determinada pelo contexto da questao
e com a utilizacao da Caiza de Entrada respondemos aos demais itens.
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(iii) Resolugao dos itens da questao

a)

Construiremos a tabela de acordo com as informagoes fornecidas no

enunciado.

— Selecione o menu Ezibir/Planilha;

— digite os dados na Planilha colocando o Niumero de quadrados na
coluna A e o Niumero de canudos na coluna B;

Transportaremos os pontos da Planilha para Janela de Visualizacao e

construiremos a reta a partir dos pontos.

— Com a ferramenta Mowver, selecione os dados da Planilha;

— clique com o botao direito do mouse e selecione a opcao Criar Lista
de Pontos;

— clique na Janela de Visualizacdo e depois selecione a ferramenta
Reta na Barra de Ferramentas;

— clique em qualquer dois pontos que foram obtidos;

— na Janela de Algebra, aparecera a equacao da reta f : —3z +y = 1;

— clique com o botao direito do mouse na equacao da reta e selecione
a opcao equacao y = ax + b.

Apos devidas consideracoes, os alunos, prontamente, chegaram a con-

clusao que o Dominio era o conjunto N*.

Devemos achar o valor da funcao para ¢ = 15 e ¢ = 20.

— Digite na Caiza de Entrada o comando f(15) e f(20), um de cada
vez;

— na Janela de Algebra aparecera os nlimeros 46 e 61, respectivamente.

Procuramos os valores de ¢ tal que C'(¢q) = 16 e C(q) = 25, para isso,

devemos construir as retas y = 16 e y = 25 e obter os pontos de
interseccao com a reta f :y = 3z + 1.

— Digite na Caiza de Entrada o comando y = 16 e y = 25, um de cada
vez. As Retas y = 16 e y = 25 aparecerao na Janela de Algebra e
seus graficos na Janela de Visualizacao;

— na Barra de Ferramentas, acione a cortina da ferramenta Ponto e
selecione a ferramenta Intersecao de Dois Objetos;

— na Janela de Algebra, clique nas equacoes das retas y = 16 e f : y =
3x + 1, sequencialmente. Aparecera o ponto (5, 16);

— faga o mesmo processo para as retas y = 25 e f : y = 3x + 1.
Aparecera o ponto (8,25).

Como no item anterior, procuramos o valor de ¢ cujo C(q) = 17, se

existir (pertencer ao dominio). Construiremos entao a reta y = 17 e

seu ponto de interseccao com a reta f:y = 3z + 1.

— Digite na Caiza de Entrada o comando y = 17. A equacao da Reta
y = 17 aparecera na Janela de Algebra e seu grafico na Janela de
Visualizacao;

— na Barra de Ferramentas, selecione a ferramenta Intersecdo de Dois
Objetos;
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— na Janela de Algebra, clique nas equagoes dasretasy = 17¢ f 1y
3z + 1, sequencialmente. Aparecera o ponto (5.33,17). (x = 5.3 ¢
N*).
Arquivo Editar Exibir Opobes Feramentas Janela Ajuda
DR B S ol# FANEE -
» Janela de Algebra # | v Janela de Visualizagio # | * Planilha *
Lista & ah AN T |EEE|=~ |8
o L, ={(1,4),(2,7),(3.10), I 5
L, ={(1, 4} 2 1 | i quadrados | n° canudos
e V=5 2 1 4
b=31 3 2 T
c=37 4 3 10
d=46 5 4 13
0
e 6 | 7 »
Ponta y=171 1 7 10 3
—® A=(1,4) 8 12 37
® B=(2,7) y=5 9 15 48
e b-t13 " 0 % | e
@ E=(5,16) 12 Lzl
® F=(8 25) 12
; G=(533,17) 10 (13 |
eta 1
® fy=3x+1 ] _14_
®gy=16 15
® h:y=25 6 16
®jy=17 1
Texto a T |
Al ="n° quadrados® | 18 | -
< » -4 -2 10 12 14 16 18 £ ?
Entrada: :
Figura 4.14: Construcao itens a) a f) - Questao 4.
g) Devemos ocultar o grafico das retas y 17, f 3z + 1 e os

pontos. Em seguida, construiremos uma lista com os pontos referentes
a representacao grafica do nidmero de canudos em funcao do nimero

de

quadrados.
Na Janela de Algebra, clique nas “bolinhas”(comando Exibir/Ocultar
Objeto) na frente dos objetos que deseja ocultar;

na Barra de Ferramentas, selecione a ferramenta Controle Deslizante
e clique na Janela de Visualizacao;

em sua Caiza de didlogo, digite as especificagoes: nimero, nome: t,
intervalo min: 1 e max: 100; incremento: 1 e clique em OK;

na Caiza de Entrada, digite o comando L 2 =Sequéncia((i,31 +
1),4,1,t);

com a ferramenta Mover, movimente o cursor do Controle Deslizante
para aparecer os pontos desejados;

configure as propriedades da lista de pontos L.



110

Aplicagoes

A:qu'm Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda

£

4 Janela de Algebra

.;I>-GJ@«{.\"’

# | v Janela de Visualizagio

%[+ Planiha

Lista
e L ={(1,4),(2,7)(3,10),
e L,={(1,4),(2,7),(3,10) (-
Nimero
a=22
b=3
c=37
d=46
e=81
® t=18
Ponto
A=(1,4)
B=(2,7)
C=(3,10)
D=(4,13)
E={5,16)
F=(8,25)
G=(5.33,17)
Reta
fy=3x+1
® g y=16
® h:y=25
Izy=17
Texto
A1="n" quadrados™
€ ¥

Entrada:

Figura 4.15: Construcao item g) -

Questao 5.

(i) Objetivo: transposicao do registro verbal para o tabular, algébrico e grd-
fico, evolvendo também a relacao entre funcdo exponencial e progressao

geométrica.

45

3

A

SN EEE|=~

|@~
B

n* quadrados

n® canudos

4

7

10

13

22

k]l

37

© @~ @ ;| N

46

&1

[
= o
8

15

T

Questao 4.

5) (Souza, 2016) A divisdo celular denominada mitose consiste em uma

célula duplicar o seu conteido e entdo se dividir em duas, chamadas
células-filhas. Cada célula-filha, por sua vez, repete esse processo,
totalizando, apos a 2* divisdo, quatro células-filhas.

Mitose
._'._.

Batragho st com base em FORTORA Gerard J
e

Compo humans kovararics o et o
Traupdes Clbaie L. Zevvnas 4 80 Pono Alsgre Arvved, 2000 B 86

a) Determine o nOmero total de células-filhas obtidas a partir de uma
Unica célula apos 3 divisdes, 4 divisdes e 7 divisdes (construa uma
tabela para auxilia-lo).

b) Escreva uma funcdo que associe a quantidade total de células-
filhas y, obtida a partir de uma Gnica célula, apés uma quantidade x
(x>0) de divisdes.

c)Quantas divisbes séo necessarias para que tenhamos 32 células-
filhas? E 1287

Figura 4.16: Questao 5 da atividade.
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(ii) Descricao da construcao
Nesta questao, construimos a tabela e transportamos os pontos para Ja-
nela de Visualizacdo. Com o auxilio da ferramenta Andlise Bivariada da
Planilha obtivemos a formula e o grafico da funcao referente aos pontos.

(iii) Resolugao dos itens da questao

a) Construiremos a tabela referente ao nimero de células-filhas em fun-
cao do numero de divisoes celulares e transportaremos os pontos para
Janela de Visualizacao.

Arquivo Editar Exibir Opcoes Ferramentas Janela Ajuda

Selecione no menu Fzibir o comando Planilha;

digite os dados na Planilha colocando o Numero de divisoes na co-
luna A e o Nidmero de células na coluna B;

com a ferrramenta Mover, selecione os dados;

clique com o botao direito do mouse e selecione Criar/Lista de Pon-
tos;

configure as propriedades dos pontos.

a2 ¥ |
» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagido X |~ Planilha X
Lista 3 LN BEE = S
L,={(1,2),(2,4),(3,& 10 A B
: Nﬂmf-"; ) 1 | N°Divisdes | N°células |*
Po:t; 120 (7-128) (B3 1 2
® A=(1,2) 3 2 4
® B=(2,4) 100 4 3 8
@ C=(3,8)
~-@® D=(4,16) g : 15
® E=(5,32) 80 g
® F=(664) 7 A2:B8
® G=(7,128) @ (6.64)
Texto 60 8 | Copiar
A1="N°Divisdes” L [l Colar
B1=*N° células” o | 10 | | Cortar
5,32 11 4. Apagar Objetos
Lista | Criar |
i @4 18) Lista de pontos =
. Matri
FEEEEr JREEL 0 sk &] Exibir Rotulo
0 1 2 =il g 2 5 CaminhoPoligonal (i Gravar para a Planilha de Célculos
1,2)
< 2 Bas |  Tabelade Operacéo & Propriedades ...

Entrada:

Figura 4.17: item a) - Questdo 5.

b) Utilizaremos a ferramenta Andlise Bivariada da Planilha.

Com a ferramenta Mower, selecione os dados da Planilha;

acione a Cortina da ferramenta Andlise Univariada e selecione a
ferramenta Andlise Bivariada(Figura 4.18 a));

na caixa de didlogo Fonte de Dados, clique em Analisar (Figura 4.18
b));

na caixa de didlogo Andlise de dados, em Modelo de Regressao, se-
lecione Crescimento (Figura 4.18 c));

nessa caixa, clique com o botao direito do mouse sobre a area do
grafico e selecione Copiar para Janela de Visualizag¢ao (Figura 4.18

d));

feche a caixa de didlogo e oculte o gréafico da funcao.



112

Aplicagoes

a)

3 02y E-,-

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

b)

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

) ea 5]

» Jan P‘ Andlise Univaiiada ualizagéo X ',l'\;ﬂ:" ; » Janelade Aigebra X |» Janela de Visualizagio
B ] | 8 [E]
= LIERE Ponio €7 Fonte dos Dador x
. 1 ® B=(2,4) 198 and ®
= lise Bivariada
1 andise Mutvariada 2 T ®ce(38) 42 Andise Biara
. 3 ri ® D=(4,16) 120
Nal ® E=(5,32)
| . Calculadora de Probabilidades 4 3 bl
Pofto - B 4 e 100
® As(1,2) o 5 ® Ga(r,128) 1
®B=24) = Tosy
®c=(38) 7 [] A1=*N° Divisdes” 0 2 4
® D= (4,16) [ 7 B1 = *N° células” 3 8
® E=(532) o 9 °
® F=(6,64) 10 b % .
® G (7,128) 5 32
Terto - ey 8 64
( 3,‘ 40
A1 = *N"Divisdes”™ 12 2 128
S 3 . s @ 18 | 13
i @5 ] -
3 3 FAC] 3 15 Cancelar | Analisar
(L] -
8 - o i 7 3 [ 5 0
c) d)
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Arquivo Editar Exibir Opcdes Feramentas Janela Ajuda
m Wioa T wioa 3
» Janela de Aigebra X |[ 3 Andlise de Dados - questact ggb x * Janela de Algebra %/ || € andliee de Dados - questaot ggb » P‘ s
Ponto M — c Ponto - Y c
®A=(1,2) = - o A=(1,2 2= =
®B=(2,4 — - ®B=(2,4) o— o
®Cc=(3,8 x=y i ®cC=(38) ol Xy s
® D=(4,16) 2 (o] ® D=(4,16) = ool |
® E=(532 Scatterpiot ® E=(532) e
® F=(6,64) Y. B2B8 ® F=(6,64) Y. B2B8
® G=(7,128) ® G=(7,128)
Texto Texto /
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Figura 4.18: item b) - Questao 5.

¢) Respondemos esse item com a criagao da tabela do item a).

Observacao 4.9. O grafico da funcao y = 2% foi oculto devido ao dominio
ser o conjunto N*, ou seja, somente os pontos fazem parte da resposta.

Questao 6.

(i) Objetivo: explorar o conceito de limite e o conceito de continuidade de

uma fungao.

6) Dadas as fungbes abaixo, responda em que intervalo(os) sdo
continuas e indique o imite que esta sendo pedido (caso exista).

3 f(x) ={x2 —2,sex<1

x—2,5ex>1

limx—-l f(x) -
b g ==

lim, ., ,g(x) =

cyh(x) = i

lim,_o h(x) =

Figura 4.19: Questao 6 da atividade.
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(ii) Descricao da construcao

Construimos o grafico da funcao a partir de seu registro algébrico. Em
seguida, através de um ponto que percorre o grafico, utilizaremos um con-
trole deslizante para estudar o comportamento da fungao préximo ao ponto
desejado.

(iif)

Resolucao dos itens da questao

Para cada item, construiremos o grafico da funcao a partir de seu registro
algébrico. Em seguida, um controle deslizante e um ponto vinculado a ele,
com suas coordenadas exibidas na Planilha.

a) Iniciaremos, selecionando no menu Opg¢oes/Arredondamento, a opgao 3

Casas Decimais e seguindo os seguintes comandos:
— Digite na Caiza de Entrada o comando f(z) =
2, —2);

— selecione a ferramenta Controle Deslizante e em sua caixa de didlogo
configure com nome: a, intervalo min: -5 mazx: 5, incremento: 0.01;
— digite na Caiza de Entrada o comando A = (a, f(a));

— selecione o menu Ezibir/Planilha;

— clique com o botao direito do mouse sobre o ponto A na Janela de
Algebra e selecione Gravar para Planilha de Cdlculos;

— clique no botao vermelho no cabecalho da coluna A para desativar
a mostragem das coordenadas do ponto A;

— movimente o cursor do Controle Deslizante para proximo do valor
r =1

— clique no botao cinza no cabecalho da coluna A para reativar a
mostragem das coordenadas do ponto A;

— clique com a ferramenta Mover o cursor do Controle Deslizante e
movimente-o com as setas do teclado para visualizar na Planilha as
coordenadas dos pontos proximos de x = 1.

Se(x <= 1,2% —

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

DREER o ENER 2
» Janela de Algebra X/ | » Janela de Visualizagdo X | Planilha |
Funcio i a=106 AN | BEE -~ |3 |
o f(x) %2 ¢ B (s A ‘ou B ‘ [
R x—2 i 1 XA ya "
i 3 095 -1.008
B{x)e= = . 3 0.96 4.078
1 4 0.97 -1.059
h = — e
-3 e 5 098 1.04
Nomero 6 0.99 1.02
‘® a=1.06
Ponto ¥ 7 1 A
® A=(1.06,-0.94) 8 101 099
B =(1.06, -0.94) 5 p 9 1.02 0.98
C =(1.06, 0.943) e
et 10 1.03 097
A1 =%(A)" [ 11| 1.04 096
B =yiAP 12 1.05 0.95
C1="x(B)" 13 1.06 094
D1 =“y(B)” Wl
E1="%(C)" 3 |4
F1="y(C)" 15 .
V|
< > £ <

Entrada:

Figura 4.20: Item a) - Questao 6.
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b) Antes de construirmos a fungao g(x), ocultamos a fungao f(x) e o

ponto A, clicando na “bolinha” azul na frente desses objetos na Janela
de Algebra e desativamos a amostragem das coordenadas do ponto A,
clicando no botao vermelho no cabecgalho da coluna A. Na sequéncia,
realizamos a seguinte construcao:

— Digite na Caiza de Entrada o comando g(z) = (2? —4)/(z +2) e
D = (—2,—4), um por vez;

— configure as Propriedades desses objetos;

— digite na Caiza de Entrada o comando B = (a, g(a));

— selecione o menu Ezibir/Planilha;

— clique com o botao direito do mouse sobre o ponto B na Janela de
Algebra e selecione Gravar para Planilha de Cdlculos;

— clique no botao vermelho no cabecalho da coluna C para desativar
a mostragem das coordenadas do ponto B;

— movimente o cursor do Controle Deslizante para proximo do valor
T = —2;

— clique no botao cinza no cabecalho da coluna C' para reativar a
mostragem das coordenadas do ponto B;

— clique com a ferramenta Mover o cursor do Controle Deslizante e
movimente-o com as setas do teclado para visualizar na Planilha as
coordenadas dos pontos proximos de x = —2.

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

El AL Meel4N]=]« :
» Janela de Algebra Xl |» Janela de Visualizagdo Xl | = Planilha x|
Funcéo - a=-218 34 AN 1B EE|mv B~
%2 i D | | (a0 ¢ \ou D ]on
f(x) = i
x—2 2 1| x® ve 2
! 3 _a 2 193 393
FOuEr) = = 5 1 3 -1.94 -3.94
4 -1.95 -3.95
W)= o [
) " e 1 2 3 4 5 5 -1.96 -3.96
Nomero 6 497 -3.97
-® a=-218 -1 7 |
Ponto 7 -1.98 -3.98
A=(-2.18,2.752) 8 199 .3,99|
@ B=(-2.18, 4.18) 9 ? 2
C =(-2.18, -0.459)
Lo D=(2.4) 10 201 401 |
Teado 11 202 402
I A1 ="x(A)" 12 -2.03 -4.03
E: fz::’;: 13 -2.04 -4.04
D1 =%(B)" 14 205 405
E1=“X(C)” 15 -2.06 406
£4 = ®alrm % o= = e i
< > |

Entrada

¥

Figura 4.21: Item b) - Questao 6.

Observacao 4.10. Podemos visualizar pela Figura 4.21 que proximo
de x = —2 o valor da coordenada y(B) é -4. Também a presenca do
simbolo ? no lugar das coordenadas quando z(B) assume o valor —2,
pois a funcao nao esta definida para esse valor.

Como no item anterior, devemos ocultar a func¢do g(z) e o ponto B,
clicando na “bolinha” azul na frente desses objetos na Janela de Alge-
bra. Também desativamos a amostragem das coordenadas do ponto B,
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clicando no botao vermelho no cabecalho da coluna C. Entao, seguimos
com a seguinte construcgao:

— Digite na Caiza de Entrada o comando h(z) = 1/z;

— digite na Caiza de Entrada o comando C = (a, h(a));

— selecione o menu Ezibir/Planilha;

— clique com o botao direito do mouse sobre o ponto C na Janela de
Algebra e selecione Gravar para Planilha de Cdlculos;

— clique no botao vermelho no cabecalho da coluna FE para desativar
a mostragem das coordenadas do ponto C

— movimente o cursor do Controle Deslizante para proximo do valor
xz = 0;

— clique no botao cinza no cabecalho da coluna E para reativar a
mostragem das coordenadas do ponto C

— clique com a ferramenta Mover o cursor do Controle Deslizante e
movimente-o com as setas do teclado para visualizar na Planilha as
coordenadas dos pontos proximos de z = 0.

Arquivo Editar Exibir Opcdes Fi Janela Ajuda
A [ . ‘ [ ‘ * a=2 [ | . ) - e
ol '/; Jr\i b\? ®v.®9 é\z‘ N | '-:H-a' ! #
» Janelade Algebra X |» Janela de Visualizac X |~ Planilha X
Funcdo & a=p7 4 |AIN | EEE . [Ey
X2 —2 - | [FEEE
f(x) = & 3 = - = a
x 10 006 16667
Gy - o d 11 005 20
x+2 12 0.04 25
°n() =1 : 13| 003 3333
Namero 1 e 2l
® a=07 > | 15 | 0.01 100
Ponto A SELaBeSs AREUNRRENE| 16 2 ?
A=(0.7,-1.51) B = 5
B=(0.7,-1.3) - -
-® C=(0.7,1.429) 18 | 001 -100|
D=(-2,4) 19 | 002 50
Te’:: — 20 | 003 -33333
B1 = 4A) 21| 004 25
C1="x(B)" 22 -0.05 -20
D1="y(B)” 23 006 -16.667
E1="(C)” o 24 | 007 -14286 5
B4 = &,r\» | Lt |
< > < | >
Entrada:| ¥ @

Figura 4.22: Item c) - Questao 6.

Observacao 4.11. Nesse caso, temos que proximo de x = 0, pela es-
querda (nimeros menores), o valor da coordenada y(B) é —100 e pela
direita (nimeros maiores) ¢ 100, indicando que nao existe o limite.
Como no item anterior, a presenca do simbolo 7 no lugar das coordena-
das quando z(B) assume o valor 0 é pela func¢do h(z) nao estar definida
para esse valor.

Observacgao 4.12. Se for de interesse uma investigacao utilizando ntiimeros
menores, basta configurar o incremento do Controle Deslizante para 0.001
e no menu Opgoes/Arredondamento selecionar 4 Casas Decimais.
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4.5 O comportamento, a visao e as construcoes dos
alunos

Em concordancia aos relatos dos trabalhos citados na Se¢ao 3.3 pudemos constatar
que uma atividade de ensino de Matematica integrando o laboratoério de informética
com utilizagao de um software dinamico potencializou a aceitacao da maioria dos alunos
no comprometimento de sua participagao como também sua aprendizagem.

Observamos nos encontros, durante nossas explanacoes, nos didlogos e nas cons-
trugoes, um empenho no querer aprender e responder aos questionamentos, seja nas
interlocugoes com o professor como também entre os mesmos, o que nos assegurou a
relevancia de nossa proposta.

E evidente que a preferéncia pelas aulas com utilizacdo de tecnologia é unanime
entre os alunos, pois a presenca constante delas em seu cotidiano os fazem ter esta
visao. Este aspecto também se verificou pelas consideragoes apontadas por eles ao
final da atividade, em resposta a pergunta que solicitamos que respondessem - “O que

vocé gostaria de falar sobre as atividades que realizou?”. Entre as quais, destacam-se
(Apéndice 77?):

— (T125 - Grupo2): “Adorei a atividade, aprendemos a usar o Geogebra para coisas
que nem sabiamos que era possivel, muito bacana.”

— (T126 - Grupob): “Achei interessante e me ajudou a compreender mais sobre o
assunto.”

— (T125 - Grupo6): “Gostamos demais dessas atividades, elas nos ajudaram a compre-
ender as funcgoes e a aplicacao denominada Geogebra. Mais atividades nesse estilo
poderiam nos ajudar de variadas formas.”

— (T126 - Grupo?): “Gostaria de falarmos que gostamos muito das aulas de Geogebra,
pois aprendemos muito com o professor Cdssio e nao foi uma aula cansativa e sim
dinamica.”

— (T125 - Grupol2): “Fu gostei bastante de realizar essas atividades, foi de uma
maneira dindmica e trabalhar com o Geogebra foi muito legal e interessante, nos
ajuda entender as funcoes de uma forma melhor é um dtimo aplicativo.”

No entanto, como educadores preocupados com o ensino-aprendizagem, nao pode-
mos esquecer dos outros atores que nessa atividade procuramos integrar, como seus
conhecimentos prévios adquiridos através de aulas expositivas utilizando a oralidade e
a escrita, os quais também utilizamos em alguns momentos dessa atividade.

No que se diz respeito as construcoes realizadas pelos alunos utilizando o software
Geogebra, apresentamos algumas para creditar a Afividade.

e Construgao relacionada a questao 3 realizada pela T125/Grupo7.
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Figura 4.23: Questdo 3 - Fonte: T125/Grupo?.

Observamos que este grupo nao se utilizou da janela Planilha para elaborar a
tabela. Para isso, utilizou-se das féormulas das funcoes ja digitadas através da
Cuaiza de Entrada e na mesma entrou com os comandos V4 (1), V4(2), ..., Va(7),
Vi(1), VB(2), ..., VB(7), um por vez, para obter os valores da fungio para x = 1,

r=2,.. x=7e assim preencher a tabela.

e Construgao relacionada a questdo 6 realizada pela T126 /Grupo8.

> JjanciadeMgebra (9[> Janeladevisvahzago @[~ Pranima _ =
Funglo \f a=04 l Sn 1 |[EEE | =-|@~
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= ] 3
L c 18  y  (xB)  WB W0 wC) | -
2_4 ! £ L §
Lot S - 2 092| 115 195 395 006 -1667 | |
- Ao . 3 083 14| 186 398 005 20 ||
Lo nw =1 4 094 112 -197 397 004 25
5 o] |
Vot 5 085 4| 188 -aes| -003| 3am
L@ a=04 1 6 096 108 -199 309 002 S0
Poito =
7 087 10 7 2 001 -100
L@ A=(04,-188 0.8 . L
@ B={04,-16) ] 0g8 104 -2 -4.01 7 ?
@ C=(04,25) 1 2 9 099 -102| -202 402 ? ?
Teato ]
priE 10 1 | 203 403 o001 100
B ="y 1 101 083 204 404 o002 50
':D: - ::1!::_' 12 102 088 208 405 003 3333
£1 = "x(CF" 13 | 103 097 -206 405 004 25
Fi=yiCr 14 | 104 096 -207 407 005 20
15 | 105 095 -208 -408| 006 1667
16 | 106 094 -200 408 007 1428 _
R —— v R ——— v

Figura 4.24: Questdo 6 - Fonte: T126/Grupo8.

Nessa construcao, devemos evidenciar a apresentacao das coordenadas dos pontos
A, B e C, que percorrem os graficos das funcoes f, g e h, respectivamente.
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Notamos que o grupo, teve o cuidado de ativar a gravacao das coordenadas, uma
de cada vez, somente proximo dos pontos aos quais o limite era solicitado.

e Construgao relacionada a questao 4 realizada pela T125/Grupob.
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Figura 4.25: Questao 4 - Fonte: T125/Grupob.

Temos varios destaques a relatar nessa construcao. Na tabela, o grupo utilizou
mais valores do que os determinados no item a). Ja nos itens e¢) e f), devem ter se
confundido na resolucao, pois apresentaram o calculo do niimero de canudos para
se obter 16, 25 e 17 quadrados, valores estes expressados pelos niimeros ¢ = 49,
d = 76 e e = 52, respectivamente. Contudo, também fizeram a construcao
utilizando as retas y = 16, y = 25 e y = 17 obtendo as respostas corretas e
evidenciando a pergunta do item f) com a apresentacao do ponto M (5.33,17).



5 Conclusao

Diante da importancia do tema escolhido por nos, consideramos que o uso da tecno-
logia nao seja o unico ator a se destacar. Ao utilizarmos aulas expositivas dialogadas,
fez-se presentes os atores de aulas tradicionais como a oralidade e a escrita, com a
participacao do professor como mediador sendo de grande evidéncia. Lembramos que
toda teoria referente ao tema foi introduzido dessa forma pela professora das turmas
e enfatizamos que é necessério integrar os atores envolvidos e nao substituir um pelo
outro, defendendo que esses ambientes proporcionam o uso de suas potencialidades por
alunos e professor no estudo de funcoes.

Ao recorrermos aos tipos de representacao de uma funcao, os alunos tiveram uma
visao mais clara dos conceitos estudados, lembrando que as transicoes entre elas, articu-
lagao de grande relevancia no ensino de fungoes como alguns estudos relatam (|6, 7, 28]),
foram simplificadas devido as caracteristicas do software Geogebra, possibilitando aos
alunos compreenderem suas conexoes e oportunizando uma aprendizagem mais abran-
gente.

Podemos dizer que o software trouxe uma maior rapidez nas construcoes, oportu-
nizando mais tempo para discussoes relevantes na resolucao das questoes, o que nos
favoreceu, pelo tempo restrito que tivemos para a aplica¢ao da atividade (2 horas-aula),
devido as turmas nao serem do professor-pesquisador. Nesse aspecto, entendemos que
para um melhor desenvolvimento da atividade deve-se acrescentar mais 2 horas-aula, ou
apresentar o software e suas ferramentas de maneira gradual ao longo da apresentagao
dos conceitos envolvidos no tema, no caso da turma ser do proprio professor. Tam-
bém concluimos, pelas falas dos alunos, que a aprendizagem relacionada ao software
foi tranquila e seu emprego de extrema adesao, considerando imprescindivel futuras
atividades similares.

A introducao dos conceitos de limite e continuidade de uma funcao de forma intui-
tiva e auxiliado pelo software se mostrou satisfatoria, pelos didlogos realizados entre
alunos e professor-pesquisador, lembrando que em alguns momentos se apresentaram
questionamentos nos quais haveria a necessidade de uma maior profundidade no as-
sunto, caso da Questao 6 - item c. Nessa perspectiva, concordamos que a abordagem
de alguns topicos do Célculo no Ensino Médio seriam de grande valia para auxiliar,
por exemplo, na compreensao de intervalo de crescimento e decrescimento, pontos de
méaximo e minimo e pontos criticos de uma fungao, como sugeridos nos estudos [8, 9].

Em contrapartida, em pontos dos graficos que apresentavam problemas, como sal-
tos, furos ou quebras, tivemos problemas quanto & visualizacao, levando-nos a cons-
trucao de pontos extras para apresenta-los ou sugerindo aos alunos a utilizacao da
ferramenta Ampliar, o que acarretava a desorientacdo em relacdo aos demais objetos
construidos devido a ampliacao ser demasiadamente grande. Isso pode ser verificado
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na construcao do grafico da Questao I onde para v = —6, x = —1, x =0, x =4 ¢
x = 6 construimos os pontos para identificar sua presenca ou nao no grafico.

Outro componente que nos ajudou na realizacao dessa atividade foi contar com a ex-
celente estrutura do IFSP - Sao Joao da Boa Vista, possuindo laboratorios devidamente
equipados e com assessoria de técnicos para eventuais problemas. Compreendemos que
para uma aplicacao satisfatoria dessa atividade, isso seja essencial, pois a falta de al-
gum desses componentes pode ser um obstaculo para realiza-la, fato esse, que para nos
pode ter idealizado a elaboracao de projetos futuros que possam sanar essa dificuldade.

Analisando os arquivos gerados pelos grupos de alunos, pudemos verificar que alguns
grupos utilizaram outras maneiras para responderem alguns itens das questoes, ato
previsivel para noés, pois ao decorrer da atividade, algumas acoes tomadas anteriormente
serviriam para tal propoésito. Essa observagao corrobora ao que sinalizamos em relagao
ao comportamento dos alunos quanto a atencao e participacao.

Tendo como objetivo fornecer uma proposta de atividade apoiada por um software,
nao nos preocupamos em analisar resultados de aprendizagem mas sim inferirmos que
algumas mudancas de abordagens e énfase no ensino de fungoes podem contribuir para
amenizar as dificuldades constatadas na compreensao dos conceitos envolvidos nesse
tema.

Salientamos que o professor que recorra a nossa atividade nao se limite meramente a
reproduzi-la, esquecendo da visao histérica e didatica que apresentamos. Também deve-
se considerar que a cada aplicacao dessa atividade, seja na mesma turma ou em outras,
os didlogos e resultados produzidos nao serao os mesmos, devido as condigoes diferentes
de momento dos alunos em relacao a sua historia de vida escolar, suas concepcoes e
dificuldades.

Esperamos que nossa atividade contribua para amenizar as complexidades envolvi-
das no ensino do conceito de funcao, suas representacoes e propriedades, pois achamos
que fazer esta ponte entre a universidade e a escola seja um dos principais objetivos
do estudo que realizamos e dos trabalhos que utilizamos como embasamento. Por fim,
acreditamos que nao devemos parar por aqui, pois sabemos que nosso trabalho pela
melhor aprendizagem da Matemaética se faz permanentemente e muitas outras ativida-
des dentro dessa perspectiva devem ser elaboradas para auxiliar os professores e alunos
em suas caminhadas.
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A Limite de uma funcao

A.1 Propriedades dos limites

Supondo que ¢ € R e os limites lim f(z) e lim g(x) existam, entao:
r—a T—a
1. O limite de uma constante é a propria constante.

lime=c
r—a

2. O limite da soma (ou diferenga) dos limites é a soma (ou diferenga) dos limites.

lim[f(z) + g(z)] = lim f(z) £ lim g(x)
r—a T—a T—a
3. O limite de uma constante multiplicando uma funcao é a constante multiplicando
o limite desta funcao.

lim[e- f(x)] = ¢ i f(x)

r—ra

4. O limite de um produto é o produto dos limites.

lim[f(2) - g(a)] = lim f(2) - lim g()

r—a T—a T—a

5. O limite de um quociente é o quociente dos limites (desde que o limite do
denominador nio seja zero).

6. O limite de uma poténcia enésima de uma funcao é igual a poténcia enésima do
limite, onde n € N*,

lm[f(z)]" = [lim f(z)]”

Tr—a T—a

7. O limite da raiz enésima de uma funcao é igual a raiz enésima do limite dessa
funcao, onde n € Z, (Se n for par, supomos lim f(z) > 0).
T—a

lim {/ f(z) = ‘n/hm f(z
Tr—a
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B Consideracoes dos alunos

Apresentamos neste apéndice as consideracoes apresentadas pelos alunos em res-
posta & pergunta “O que vocé gostaria de falar sobre as atividades que realizou?”.

0 que vocé gostaria de falar sobre as atividades que realizou?
M\Uu o oXAL RO | AN eSS o O © Neon i

L~pone UAACA  aml -Nrm . O s W\HJL ‘V\J.L.;,\‘-
bm‘-\ou. |

O que vocé gostana de falar sobre as anwdades que realizou?

'O que voce gostaria de falar sobre as atividades que realizou?

M?ﬁ- WWT )P
d- 1507

Figura B.1: Consideragoes dos alunos sobre a Atividade.
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C A atividade

Apresentamos neste apéndice as folhas da atividade que foram entregues aos alunos.
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