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“Enquanto 0 homem contar por dezenas, seus
dedos véo lembrar-lhe a origem humana dessa
fase muito importante de sua vida mental. Assim
possa 0 sistema decimal permanecer como o
monumento a proposicdo: 0 homem é a medida
de todas as coisas .

(Tobias Dantzig)
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RESUMO

A necessidade do uso dos numeros &€ um processo historico e indispensavel a
organizacdo da vida humana, apesar de ser um conceito abstrato. Desde a idade antiga,
guando os humanos ainda moravam em cavernas, a necessidade da contagem sempre esteve
presente, pois contavam peixes, rebanhos, plantacdes. Até mesmo nos dias de hoje, as mais
variadas e desenvolvidas préaticas tecnoldgicas utilizam-se dos numeros, citando, como
exemplo, o sistema binario computacional. O objetivo deste trabalho é explicar como o0s
sistemas de numeracdes sao utilizados ao longo da historia, suas necessidades, calculos e
aplicacdes. Além disso, serdo apresentadas comparacdes entre os sistemas mais utilizados,
fazendo distingdo entre sistemas numéricos posicionais e ndo posicionais. Pretende-se,
também, propor uma reflexdo sobre as vantagens e desvantagens desses modelos de sistemas.
Ainda serdo apresentados resultados de atividades praticas aplicadas com criancas que estdo
cursando o 4° e 5° ano do Ensino Fundamental. Objetiva-se mostrar como as criangas
compreendem o posicionamento dos nimeros dentro do sistema numérico decimal, de modo a
evidenciar que o habito da memorizacdo é predominante para a realizacdo das operacoes
basicas desse sistema em decorréncia do seu ndo entendimento. Tal fato faz com que os
alunos das escolas brasileiras ndo tenham conhecimentos matematicos basicos, e,
consequentemente, com que 0 pais ndo apresente resultados desejaveis nas avaliacOes
internacionais. Em sintese, pretende-se que este trabalho seja uma oportunidade de reflexédo
ao passar pela histéria da matematica, por demonstracfes de conceitos simples desses
sistemas de numeracdo e explicitar que uma pessoa aprende realmente a manipular 0s

numeros quando faz real entendimento destes.

Palavras chaves: Processo histérico. Contagem. Posicionais e ndo posicionais. Sistemas de
numeragoes.



ABSTRACT

The necessity of using numbers is a historical process and essencial to the organization
of human life, although it is an abstract concept. Since Early Middle Ages, when human beings
still lived in caves, the need for counting had always existed because fishes, herds, plantations
had to be counted. Even nowadays the most diverse and developed technologies use numbers
like the computacional binary numeral system. The aim of this paper is to explain how numeral
systems have been used throughout history, their necessity, calculation and aplication. Besides
this, comparisons between the most used systems will be presented, distinguishing positional
and non positional numeral systems. It is also intended to suggest reflection about this systems
models advantages and disadvantages. Also pratical activities applied to children in fourth and
fifth grades of primary and secondary school results will be present. The purpose is showing
how children understand numbers positioning of decimal number system in order to highlight
that the memorizing habit prevails performing basic operations of this system due to the fact
people do not understand it. This fact makes the students of Brazilian schools do not have basic
math skills, and, consequently, the country does not present desirable results on international
assessments. In summary, the main purpose of this paper is being an opportunity for reflection
presenting math history, demonstrating numbering systems simple concepts and showing that

someone really learns to manipulates numbers when they are really understood.

Key-words: Historical process. Counting. Positional and non positional. Numbering systems.
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1 INTRODUCAO

Através de pesquisas cientificas, sabemos que o homem habita a Terra ha
aproximadamente cem mil anos. Durante todo esse periodo, 0 homem se transformou, mudou
seus habitos, costumes e crengas, deixando herancas culturais para as futuras geracGes. A
forma mais eficaz de registrar herancgas culturais ocorre através da escrita, servindo esta para
registrar e transmitir informag6es. Podemos ressaltar algumas formas de escrita, entre elas, 0s
hierdglifos (espécie de simbolos), utilizados até hoje no Japédo e na China, até o alfabeto latino
atual. O alfabeto atual se desenvolveu inicialmente na Grécia e, posteriormente em Roma,
localizada na Itélia.

Quando o assunto é quantidade, a necessidade fez 0 homem desenvolver vérias formas
de contagem, sempre relacionadas as relacGes biunivocas. Utilizou-se de pedras, tracos e
desenhos, muitas vezes esbarrando-se nas limitagOes estruturais implantadas no seu ato de
contar. Todavia, com muita dedicacdo para desenvolver métodos precisos, varios sistemas de
numeracao escritos foram emergindo, entre eles a mais de 3000 a.C. na Mesopotamia, com 0s
sumérios e 0s egipcios. O sistema que deu origem a nossa forma atual de contagem foi
chamado de sistema de numeracdo indo-arabico. De acordo com a Wikipédia, a maioria dos
historiadores coincide em afirmar que teve a sua origem na India. Para os arabes, este sistema
de numeracdo é chamado de "Numeros Indianos” e expandiu-se pelo mundo islamico e em
sequida, pelo resto da Europa. Esse sistema deixou herancas para o sistema de numeragao
mais usado no mundo, chamado de sistema de numeragao decimal.

E fato que todo sistema de numeragao possui um conjunto de simbolos, utilizados para
representacdo de quantidades e realizar operagfes numéricas. De acordo com as regras que
definem cada um desses sistemas e formas particulares de representacdo, podemos classificar
esses sistemas em posicionais e ndo posicionais. Para dar um exemplo desses simbolos,
podemos citar o sistema de numeragédo decimal, o qual € utilizado em grande parte do mundo.
Nesse sistema, estabelecemos que a base de contagem seja a base 10, pois o sistema decimal
possui um alfabeto de 10 simbolos, chamados de algarismos, sdo eles: 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7,8 ¢
9. Este € um sistema posicional, pois as operacfes bésicas passam pelo posicionamento da
ordem dos numeros. Dessa forma, encontraremos no primeiro capitulo desse trabalho,
abordagens em relacdo a historia da matematica e alguns sistemas de numeracéo. Faremos
elucidacdo a ordem dos algarismos desses sistemas, classificando-os em posicionais ou ndo

posicionais.
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Os povos que criaram seus sistemas de numeracdo desenvolveram seus pensamentos e
formas de célculos muitas vezes simultaneamente, deixando para geracfes futuras as
facilidades e dificuldades encontradas. Na matematica desenvolvida nos ultimos séculos,
foram aplicados algoritmos pensando nos sistemas posicionais, porém, muito do que foi
criado foi originado de ideias de célculos de sistemas ndo posicionais, como mostraremos
também nesse trabalho. Um bom exemplo foi o método desenvolvido pelos egipcios para
realizarem multiplicacdes, contribuindo para o desenvolvimento do método de transformacéo
de nimeros decimais em binarios. Mostraremos também, propriedades e calculos abrangendo
as quatro operacgdes basicas do sistema numérico decimal.

Para termos real entendimento de qualquer sistema de numeracdo, devemos ter
implicito em nossa forma de calcular a estrutura de sua base. Infelizmente em nossa realidade
escolar, através do sistema decimal isso ndo ocorre. Avaliagdes mostram que, muitas criancas
completam o Ensino Fundamental | e ingressam no Ensino Fundamental Il apresentando
problemas béasicos e conceituais em relacdo a escrita de nimeros do sistema decimal e
apresentando muitas dificuldades em relacdo a aplicacdo das quatro operacGes basicas. Pelo
fato citado acima, é imprescindivel que este trabalho tenha também como abordagem, a
questdo dos erros dos alunos nos algoritmos e nas estratégias utilizadas na resolucdo de
exercicios e problemas. Tal forma de analise sera feita em uma pesquisa com alunos das
séries finais do ensino fundamental | e, analise de dados apresentada no ultimo capitulo deste
trabalho tem por objetivo contribuir para a melhoria do processo de ensino-aprendizagem da
matematica.

O termo aprendizagem significativa aparecera constantemente no decorre deste
trabalho. Este termo tem como definicdo, conforme as ideias de Ausubel (2003) ser o
processo através do qual uma nova informagdo (um novo conhecimento) se relaciona de
maneira ndo arbitraria e substantiva (ndo literal) a estrutura cognitiva do aprendiz.
Ressaltando as necessidades cotidianas de contagem, podemos refletir que uma crianga em
sua esséncia inicial de vida, ndo aprendera inicialmente nimeros maiores gque cinco, pois no
inicio do processo de contagem, associam os cinco dedos de sua mdo a qualquer forma do
mesmo. Dessa forma, os professores que mediam a relagdo de ensino-aprendizagem das
quatro operacOes bésicas, devem desenvolver metodologicamente suas aulas partindo do
principio do conhecimento prévio apresentado pelos alunos, refletir e transformar num saber
escolar e por fim, apresentar o conhecimento cientifico. Somente assim, estaremos preparados
para avangar na aprendizagem da matematica e transformar os pré-conceitos que temos em

relacdo a esta disciplina.
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2 SISTEMAS NUMERICOS POSICIONAIS E NAO POSICIONAIS

Neste capitulo faremos distingbes entre o posicionamento dos algarismos de alguns
sistemas numeéricos. Algumas reflexdes e curiosidades serdo mostradas usando como

referéncia a histéria da matematica.

2.1 ORIGEM DOS SISTEMAS NUMERICOS

Desde a antiguidade, contar sempre fez parte da vida humana, ou seja, a variavel
guantitativa é de fato necessdria aos costumes e sobrevivéncia da nossa sociedade.
Empiricamente e simultaneamente a essas formas de contagem, o ser humano desenvolveu
outra forma de contagem, chamada de varidvel qualitativa. Temos como exemplo dessa
variavel, quantidade de alimento, luz, ar, etc. Para contar, sdo usadas palavras escritas e ndo
nimeros, como por exemplo: muito, pouco, quase, suficiente. Esses dois modelos de
contagem permanecem até os dias atuais. Em cada processo de criacdo de alguma forma de
contagem, devemos elucidar o tempo utilizado para o desenvolvimento desses processos,
capaz de deixar certos povos reconhecidos como precursores de ideias e pensamentos
aplicados ao mundo moderno.

Arabes e indianos idealizaram o sistema decimal, defendido pela associagio pratica de
termos dez dedos nas méos, sendo facilitador da contagem e da realizacdo das quatro
operacdes basicas matematicas. Os egipcios usavam 0s desenhos para representar quantidades
associando a arte de elaboracdo de cada simbolo e, seus célculos ndo tinham énfase aos
posicionamentos dos numeros. Cada povo defendia praticidades do sistema numérico
implantado, as quais muitas vezes foram combalidas com o passar dos séculos e outras
permaneceram como herancas aproveitadas até os dias atuais. Um grande exemplo de heranga
é o sistema sexagesimal, fazendo-se presente em cada instante que nos localizamos na
marcacao do tempo.

Contar € um processo que tem e sempre teve a esséncia da comparacgéo.
Desenvolvemos ao longo dos anos, métodos elaborados e sistematizados de quantificacéo,
originarios das exigéncias da ciéncia e da sua prépria curiosidade. A abstracdo de qualquer
processo de contagem é o maior desenvolvimento de qualquer sistema numérico. Cada

civilizacdo que temos como referéncia, em seus processos de contagem, acabou por



13

desenvolver o seu sistema de numeracdo, chamados de sistemas numéricos. Todos eles
objetivaram a ideia da abstracdo. De acordo com a Wikipédia temos:

Definicdo: basede umsistema de numeracdo € certa quantidade de unidades que deve
congtituir uma unidade de ordem imediatamente superior. Um sistema de numeragdo € um
conjunto de principios constituindo o artificio 16gico de classificacdo em grupos e subgrupos
das unidades que formam os numeros.

Ao longo da historia, convém ressaltar que foram desenvolvidos sistemas numericos
posicionais e ndo posicionais. Nos sistemas numéricos posicionais, todos 0s sistemas tiveram
a escrita de seus numeros obedecendo a regras de ordem, sendo esta determinada pelo
processo de correspondéncia empregado. A forma de escrever um nimero principiava em
escolher certa base X, e atribuir nomes aos nimeros 1, 2,..., X-1. Para 0s nUmeros maiores do
que X, estes sdo escritos por operacdes dos numeros precedentes. Podemos citar como
exemplo desse modelo de sistema, o que foi desenvolvido na Babildnia, por volta de 2500
a.C, desenvolveu-se o sistema sexagesimal, com base 60 e o principio posicional de
representacdo; na Grécia antiga era usado um sistema de representacdo alfabético; na india
utilizavam um sistema decimal muito bem desenvolvido, com representacfes para o zero e
outros digitos. Segundo Eves (2004), dependendo de cada povo, a base era significativa, cada
um com sua forma de contagem. Abaixo elucidaremos modelos de sistemas numeéricos,

curiosidades e aspectos culturais de alguns deles.

2.2 SISTEMAS NUMERICOS POSICIONAIS

Sabemos que simbolos arcaicos e o0 empirismo ndo sdo suficientes para o
desenvolvimento pleno dos conceitos de contagem que uma pessoa necessita e, para isso faz
necessario desenvolver sistemas mais regrados e facilitadores de calculos. Nos sistemas de
numeragao posicionais, assim como € o sistema decimal, se estabelece o conceito de ordem,
possibilitando a escrita de qualquer ndmero. E a ordem a esséncia de interpretacdo de
operacdes bésicas, ou seja, qualquer sistema posicional tera como grande caracteristica a
posicdo dos simbolos utilizados na escrita desses nimeros. Podemos tomar o exemplo do
sistema de numeracdo decimal, que é usado em nossas escolas, cuja base de referéncia é a
base 10.

Exemplo: Considere a representacdo decimal de 742. O algarismo 2 representa a ordem das

unidades, por isso tem seu proprio valor, ou seja, 2x1 = 2. Ja o algarismo 4 tem valor
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posicional de 40, ja que representa as dezenas, ou seja, 4x10 = 40. O algarismo 7 representa a
posicdo das centenas, ou seja 7 tem valor posicional de 700 = 7x100. Vale ressaltar que o
exemplo usado acima foi com a base 10. Essa ideia pode ser estendida a qualquer base. De
acordo com a Wikipédia, a notacdo posicional € um modo de representacdo numérica na qual
o valor de cada algarismo depende da sua posic¢do relativa na composi¢do do nimero. O valor
do numero é a soma de cada algarismo que o compBe multiplicado pela potencia da base
trabalhada, conforme a posicdo do algarismo. Um nimero X inteiro, decimal finito ou racional
finito pode ser representado num sistema de base b>0 conforme a seguinte expressao:

X = Opab™ + O™+ L+ dib' + dob® + dab™+ dob? + L+ dpb™

Temos que n é a quantidade de digitos inteiros; ma quantidade de digitos fracionarios;
dn-1 0 digito mais significativo; d., 0 menos significativo e d; s&o os digitos ou algarismos que
compdem a representacdo do numero X.

Abaixo vamos enunciar e demonstrar o Teorema Geral da Enumeracdo (TGE) e
mostrar que realmente essa escrita posicional é valida para qualquer base, porém vamos nos
restringir ao conjunto dos numeros naturais.

Teorema Geral da Enumeracao: Para qualquer base b > 0, um nimero inteiro p > 0 pode
ser escrito unicamente da seguinte forma: p= a,b" + a1 b"t+... +aib'+ag,; comn >0,
a,#0 e cada a,b', para cada indicei (0 <i<n), temrse que 0 <a; < b.

Demonstracdo: Vamos provar que p pode ser escrito de acordo com a forma acima, ou seja,
pode ser escrito numa base b qualquer. De acordo com a divisao euclidiana, dividindo p por b,
temos: p = bgo+ ag, o € 0 quociente, ag € o resto da divisdo, 0 <ag<bego<p.

Agora, dividindo go por b, e aplicando novamente o principio da divisdo euclidiana,
obtemos a; como quociente e ¢; como resto, alem disso, temos que ¢o = bg;+ a;, com
0<a;<b eqi<qo.

Repetindo endutivamente esse processo, obteremos quocientes cada vez menores. De
acordo com a divisdo euclidiana, um quociente nunca pode ser negativo, e consequentemente
chegard um momento em que ele seréd nulo. Supondo que quando tivermos o quociente nulo, o
resto sera a,, teremos:

p=bgo+ ap, com0<ag<b; (1%expressao)

Qo = b0y + a1, com 0 <a; <b; (22 expressao)

g1 = bgat+ a, com 0 <a,<b; (3%expressao)

Qn-2= bQn-1 + an1, com 0 < an.1 < b; (n? expressdo)
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gn-1=b.0 +ap, com 0 <a,<b. [(n+1)expresséo]

Substituindo o valor de qo na 1?2 expressao, em seguida o valor de q; na 22 e assim
sucessivamente, teremos:

p=bgo+ao=

= b(bg + a1) + ap = b?qy + bay + ap =

= b?(bq, + a) + bay + ap = bqy + b%a, + ba; + ag =

= b" (bgn-1 + @na) + b an2+ ... + b%ay + bay + ap =

= aph” + an1b™t + ... +ash + ap. [

Unicidade: Supondo duas expressfes diferentes para o nimero p, numa mesma base b,
conforme teorema, comn < m, e a, e ry,, * 0, temos:

p = aph" + an.1b™ +... +athb+ag = rmb™ +.. .+ rpab™ L +rb + 1o b#0, ne m € N.

Temos que ag € ry Sa0 0s restos da divisao de p por b.

Além disso, ab™ + a,.1b™?+... + a; e rpb™ + ryb™%+... +r; SA0 08 respectivos quocientes.

Como na divisdo euclidiana o quociente e 0 resto sdo Unicos, temos entdo que ap; = ry €
ab" + a4 b"%+... +a; = 1™ + 1 D™ 1y,

Repetindo intuitivamente 0 processo teremos a; = ry, @y =1I,, ... , 8, = I, € N = M. Temos dessa
forma que a representacdo de um nimero numa mesma base b é Unica. []

Temos boas vantagens em utilizar esse tipo de sistema, entre elas, escrever niUmeros
com grande quantidade de algarismos de forma sistematica. VVeja como escrever o numero
374342 na base 10.

Exemplo: (374342)10= 3x10°*7 x 10* + 4 x 10° + 3 x 10° + 4 x 10" + 2 x 10°.
Outra vantagem é facilitar os calculos de operagdes e propriedades matemaéticas,

mostradas algumas destas no decorrer deste trabalho.
2.3 SISTEMAS NUMERICOS NAO POSICIONAIS

Em sua maioria, podemos dizer que os sistemas de numeracdo posicionais nasceram
em regides do planeta apos ter se desenvolvido sistemas de numeragdes ndo posicionais.
Nestes, eram escolhidos simbolos basicos, para representar alguns numeros e, tinham por
regra formar os numerais pela repeticdo dos simbolos bésicos escolhidos. As operagdes
utilizadas na construcdo do numero em sua maioria, sdo a soma e multiplicacdo. Cada

simbolo desses sistemas de numeracdo representa um valor fixo, independente da posi¢édo
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relativa do nimero. Podemos citar como exemplos, os sistemas de numeragdo grego, romano
e egipcio. Os egipcios escreviam através da escrita hieroglifica, usando linguagem pictorica,
ou seja, cada simbolo representava um objeto, nimeros ou seres. Este processo de escrita

predominou desde o terceiro milénio a.C. até aos primeiros séculos da era crista.

Os hierdglifos eram desenhos de seres vivos e de objetos diversos, e cada figura
significava a palavra correspondente ao objeto representado. Os sons eram
representados por hieroglifos que reproduziam nomes de objetos com esse som.
(BOYER, 1996, p. 55).

No sistema de numeracdo hieroglifico egipcio, a base utilizada era a 10, heranca
adquirida pelo sistema de numeracdo decimal. Existiam simbolos para os numeros 1, 10, 100,
1000, 10000 e 1000000. Veja na tabela abaixo tais simbolos:

Figura 1 - Simbolos do sistema hieroglifico

Descricdo do | O namero na

Simbolo Egipcio simbolo nossa notacao
| bastdo 1
P] calcanhar 10
9 rolo de corda 100
i flor de I6tus 1000
72 dedo a apontar 10000
G peixe 100000

ﬁ homem 1000000

Fonte: (GULLBERG, 1997, p. 34)

Sobre estes sistemas € importante refletir qual é a heranca que alguns destes deixaram
para 0s sistemas posicionais, pois ha de convir, que ndo é um ato instantaneo que faz criar um
sistema de numeracéo, e sim um processo com proveitos de ideias anteriores na questdo dos
calculos executados. Faremos uma abordagem mais ampla de alguns sistemas numéricos no
capitulo seguinte deste trabalho. Também faremos uma analise de algumas herancas
aproveitadas destes sistemas por outros. Vale ressaltar que os sistemas ndo posicionais sao
probleméticos em relacdo a grandeza dos numeros, e para isso, ao longo da historia foram
criados objetos que ajudaram a efetuar calculos dentro dos sistemas posicionais. Segundo a

definicdo do dicionario da Lingua Portuguesa- Porto (1999), abaco é uma espécie de contador
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mecanico para fazer célculos; quadro de curvas que permite a determinacdo de certas

grandezas pela interseccdo dos tragados.

Figura 2 — llustrac@o de um &baco

Fonte: http://www.educ.fc.ul.pt/docentes/opombo/seminario/abaco/. Acesso em 10/11/2013

O 4baco foi o primeiro instrumento inventado para facilitar calculos. E um objeto que
tem origem no Oriente Médio, surgindo por volta do século Ill a.C, sofrendo algumas
transformacdes no decorrer do tempo. Sua principal fungéo é auxiliar na resolucdo de calculos
das quatro operacdes basicas, principalmente em numeros de grandezas elevadas. Seu
principio de contagem esta relacionado ao principio do sistema decimal.

Na operacdo de soma tém-se os calculos efetuados com o principio de, ao juntar dez
pecas em uma das hastes, colocava-se uma das pecas na segunda haste e tiravam-se todas as
pecas do primeiro monte. Quando o segundo chegava a dez, colocava-se uma peca numa
terceira haste, tirando as pecas da segunda haste e assim por diante. A subtracéo tem principio
idéntico ao da soma. Multiplicagdo e divisdo partem do mesmo principio do sistema decimal
utilizado atualmente, como veremos demonstracdo no decorrer deste trabalho. A praticidade
nessa forma de calculo, fez com que na india fosse criado o sistema de numeragdo posicional
de base 10, como foi citado anteriormente.

Outro objeto de calculo é a calculadora. A primeira calculadora que temos
conhecimento foi inventada pelo filésofo e doutor aleméo Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-
1716), nascido em Leipzig. Sua filosofia para calculo desse objeto € traduzido por uma de
suas frases. "E indigno para o sabio perder horas, como escravos, em trabalhos de calculo que
poderiam, com seguranca, ficar a cargo de qualquer pessoa, caso se usassem méaquinas".

As ideias que fazem esse instrumento calcular é embasado teoricamente na linguagem
binaria, um sistema posicional e moderno, usado também na linguagem computacional. A
calculadora trabalha com entrada e saida de informacGes. A entrada é feita pelo teclado,
através de numeros no sistema decimal, sendo estas informacGes decodificadas para o
sistema binario. Processo semelhante ocorre em outros objetos, como os computadores, CDs,
DVDs, etc. As funcBes de programacdo ficam armazenadas em um processador, cuja

esséncia é uma vasta malha de portas l6gicas que formam circuitos como contadores binarios,
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multiplexadores, buffers etc. Apds o término das informacgdes processadas, ocorre novamente
uma transformacdo para o sistema decimal e, essa informagdo é mostrada no visor da
calculadora. Os processadores trabalham com armazenamento de informac6es através das
memdrias existentes nas maquinas, como as volateis e ndo volateis, processando dados e
carregando pardmetros. A comunicacdo como disse anteriormente, acontece atraves da
linguagem binaria, através de uma via de interfaces.

O uso de calculadoras nas aulas de matematica € instrumento de muita discussao, pois
os alunos realmente podem ganhar tempo, mas por outro lado, podem ndo desenvolver a
estrutura de ordem do sistema decimal, tdo importante para aprender resolver qualquer forma

de célculo. Essa forma de pensar do sistema decimal serd tema do ultimo capitulo.

2.4 ALGUNS SISTEMAS DE NUMERACAO

Neste tdpico, apresentaremos alguns sistemas numéricos, suas simbologias, histdria e
curiosidades. Abordaremos um pouco de historia, herancas culturais e calculos desenvolvidos
por esses povos. Vale a pena ressaltar que, serdo apresentados sistemas numéricos posicionais
e ndo posicionais. Calculos matematicos através desses dois modelos de sistemas deram

formas a evolucdo humana e até mesmo, contribuiram para o avango tecnoldgico.

2.4.1 Os sumérios

Essa povo chegou a Mesopotamia por volta de 3300 a.C, sendo considerada a
civilizagdo organizada mais antiga que temos conhecimento. Cerca de 1900 a.C., a
Mesopotamia foi conquistada pelos Amorritas, fazendo com que 0s sumérios desaparecessem
como povo. Vale ressaltar que mesmo assim, parte de sua cultura foi assimilada pelos
sucessores semitas e expandida até os dias atuais, como por exemplo, a invengdo da escrita
cuneiforme, a qual se escreve de forma relacionada ao som emitido pela nossa fala. Também
inventaram o transporte sobre rodas, tdo necessario a vida moderna. Sobre seu sistema de
numeracdo, damos destaque a origem do sistema sexagesimal, ou seja, construcdo de
nimeros escritos na base 60, usada atualmente na marcacdo de horas e construcdo de
arcos. Uma possivel razdo para o aparecimento deste sistema de numeragdo podera residir no
elevado namero de divisores de 60 (1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30 e 60).

No sistema de numeracdo de base 60, sdo usados 60 algarismos diferentes, indo de 0
até 59 de forma inteira. Na composi¢do de seus nimeros, 0s sumerios usavam a base 10 para

representar os 60 algarismos, através de hierdglifos. Os simbolos basicos, usados para
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expressar as quantidades 1 e 10, sdo os mostrados na primeira linha da figura 3, de 2 até 9 da
2% até a 5 linha da figura e, as dezenas de 10 até 50 na Ultima linha. Na figura 4, vemos a

evolucdo dos simbolos sumérios na representacao de seus algarismos e niUmeros.
Figura 3 — hierdglifos sumérios

4 10 <

Os algarismos 1 e 10

P
%
° ¥

Os algarismos de 2 a 9

{ « <« &K XK

As dezenas de 10 a 50
Fonte: http://numaboa.com.br/escolinha/matematica/233-numeros-babilonia. Acesso em 12/07/2014

443

Figura 4 — Evolucéo dos hieroglifos sumérios

1 10 60 600 | 3600 |36 000 |21 600
DISPOSICAO VERTICAL
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|
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Fonte: http://numaboa.com.br/escolinha/matematica/233-numeros-babilonia. Acesso em 12/07/2014
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A escrita dos outros algarismos era feita usando a adicéo, por exemplo, o algarismo 13
era simbolizado pelo simbolo do algarismo 10, seguido do simbolo do algarismo 3. O
algarismo zero ndo possuia simbolo para representa-lo, porém a ideia de existéncia era
subentendida no sistema de numeracgédo sumério.

Para entendermos as formas de calculo do sistema sexagesimal, € importante ressaltar
as duas bases que os sumérios trabalhavam, a base 5 e a base 12. Na base 5, utilizavam o0s
dedos de uma das mao para fazer a contagem, servindo a outra como auxilio a contagem dos
"cincos" contados anteriormente. J& a base 12, utilizava as trés falanges que temos em cada
um dos dedos para efetuar a contagem, e o polegar servia como auxiliar de contagem. Através
dessas duas bases e do principio multiplicativo de contagem, desenvolve uma das explicaces
originarias da base 60 (sexagesimal). Abaixo, veremos maiores detalhes.

Os sumeérios faziam contagens sempre utilizando as duas mdos. Inicia-se na mao
direita, contando-se de 1 até 12, através das falanges dos dedos, exceto a do polegar. Ao
atingir 12 na méo direita, dobra-se o dedo minimo da méao esquerda. Recomeca a contagem a
partir de 13 e, chegando ao 24 na mé&o direita, dobra-se 0 dedo anular esquerdo e volta a
contar com as falanges da méo direita. Da mesma forma, ao atingir 36 na méao direita, dobra-
se 0 dedo médio esquerdo e repete-se 0 processo. Ao atingir 48 na mao direita, dobra-se o
indicador esquerdo e volta a contar com as falanges da mao direita. Ao atingir 60 na mao
direita, todos os dedos da mao esquerda foram dobrados.

Figura 5 - Sistema de contagem sexagesimal

Mao esquerda Mé&o direita

Contagem das
Contagem dos
falanges pelo
dedos, cada um
. polegar oposto,
valendo uma duzia.
cada.

Fonte: http://numaboa.com.br/escolinha/matematica/233-numeros. Acesso em 12/07/2014
Vale ressaltar que sua escrita tem como ideia um sistema néo posicional.

Exemplo: 35 pode ser representadopor; BB EBRBER o OO0
o000 cPPppe
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Exemplo: Vejamos como 88296 ¢ representado:

© O 36 000 reproduzido 2 vezes= 36 000 x 2= 72 000
OO0 3600 reproduzido 4 vezes= 3600 x4 = 14 400
600 reproduzido 3 vezes = 600x3 = 1800
D 60 reproduzido 1 vez = 60 x 1 = 60
o000 10 reproduzido 3 vezes = 10x3 = 30
PpPDPDDD 1 reproduzido 6 vezes = 1x6 = 6
88296

2.4.2 Os egipcios

A civilizacdo egipcia é uma das mais antigas que temos conhecimento, aparecendo
cerca de 3000 a.C., localizado na Mesopotamia, assim como os sumérios. Cada simbolo que
os egipcios desenhavam era retratado com muito cuidado e fascinio, tanto é que associavam
os hieroglificos as imagens familiares, tendo muita histéria cada um desses povos.

Os Egipcios tiveram muitas dificuldades para realizar calculos extensos e pesquisas
mostram que ndo usavam numeros maiores que o bilhdo. Conforme Boyer (1996) descreve,
cerca de 6000 anos atras, j& estava em uso no vale do extenso Rio Nilo, uma forma primitiva
de escrita que evoluiu para uma forma linear de simbolos mais simples. Através de muita
dedicacdo em seus célculos, sabemos que 0s egipcios deixaram uma rica contribuicdo para o
sistema de numeracdo decimal, usando a base 10 para desenhar seus numeros.

O sistema de numeracdo egipcio € ndo posicional, baseada no agrupamento, com a
base 10 sendo referéncia de seus calculos. Os nimeros em de poténcia de 10 tinham
representacfes especiais, conforme ilustracdo abaixo e, os algarismos de 2 até 9 eram
escritos pelas somas de bastdes, como por exemplo, 0 nimero 5 era representado pela uniédo

de 5 bastdes.
Figura 6 — hieroglifos dos nimeros em potencia de 10

Simbolo egipcio  descricdo  nosso ndmero

bastdo 1

calcanhar 10
rolo de corda 100
flor de 16tus 1000

dedo apontando 10000

Q%Mw:}—

peixe 100000
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ﬁ homem 1000000

Fonte: http://educar.sc.usp.br/matematica/l1t5.htm. Acesso em 17/07/2014

Para os numeros de dois algarismos, era usada a ideia do agrupamento, trocando as 10

marcas, (||[|llllll ) por A um calcanhar. Veja tabela abaixo.

Figura 7 — Nameros inteiros de 10 a 19

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

M |ﬁ ”ﬁ mﬁ ““ﬁ mp AN THAN TR

Fonte: http://educar.sc.usp.br/matematica/l1t5.htm. Acesso em 17/07/2014

O raciocinio de trocas completando 10 marcas € estendido para todos 0s outros
numeros. A grande dificuldade desse sistema € a representacdo de numeros de grande ordem,
afinal, cada simbolo utilizado era desenhado minuciosamente e corria-se 0 risco de ter que
usar muitos simbolos.

Exemplo: representacao egipcia para 5469 é escrita da seguinte forma.
XXXX9999n nnnn il

Pela dificuldade em fazer essa representacédo hieroglifica, os egipcios desenvolveram o
calculo mental, pois decorar cada simbolo foi se tornando mais facil do que desenhar. Todos
os problemas eram feitos de acordo com suas necessidades cotidianas. Portanto, os egipcios
contribuiram muito para o sistema decimal e, principalmente deixaram a certeza de que

matematica deve ser desenvolvida de forma contextualizada.
2.4.3 Os romanos

Civilizacdo que se desenvolveu em Roma, por volta do século 1X a.C. N&o existem
datas fixas para originar a criacdo do sistema numérico romano. Podemos afirmar que esse
sistema € ndo posicional, alem de ser muito utilizadas em nosso dia-a-dia, como 0s
mostradores de alguns reldgios, escrita de séculos, em livros, etc. Nesse sistema sdo utilizados

sete simbolos, 0s quais representam alguns nimeros especiais. Seguem estes abaixo:
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Figura 8 — Simbolos romanos

Decimal | Romana
1 [
5 vV
10 X
50 L
100 C
500 D
1000 M

Fonte: http://educar.sc.usp.br/matematica/l1t5.htm. Acesso em 29/09/2014

Pequenas pranchas, carregando uma fina camada de cera, juntamente com um estilo,
compuseram o material de escrita dos romanos de cerca de dois milénios atras.
Antes e durante o Império Romano usaram-se frequentemente tabuleiros de areia
para calculos simples e para tracados de figuras geométricas. E, obviamente, muito
cedo se usaram pedras e argila para registros escritos. O meio de contornar essas
dificuldades intelectuais e materiais foi a invencdo do &baco (do grego abax,
“tabuleiro de areia”), que pode ser considerado o mais antigo instrumento de
computacdo mecanico usado pelo homem. (EVES,2004, p.38-39).

Na construgdo dos ndmeros no sistema romano, usamos 0s simbolos mostrados
acima, podendo repeti-los, uma, duas ou trés vezes. (OBS: os simbolos V, L e D ndo podem
ser repetidos).

Exemplos: a) 2 — 11 b) 200 - CC ¢) 3000 - MMM.

Usando somente 0s argumentos acima, ndo conseguimos formar alguns nimeros, entre

eles, 90 ou 110. Para isso, devemos saber que as letras I, X e C, colocam-se a esquerda de

outras de maior valor, sdo usadas para representar a subtracdo deles. VValem as regras abaixo:

¢ | coloca-se a esquerda de V ou X
¢ X coloca-se a esquerda de L ou C
¢ C coloca-se a esquerda de D ou M

Exemplos: a) 90 - XC b) 89 - LXXXIX

Se invertermos a ordem, ou seja, se usarmos um simbolo de maior valor antes de um
simbolo de menor valor, estaremos efetuando uma soma.
Exemplos: a) 11 - XI b) 220 - CCXX

A multiplicacdo dos romanos era muito utilizada e a forma como faziam era a mais
pratica possivel.
Exemplo: o dobro de 23 (XXIII) = 46 (XXXXIIIII), mesmo a escrita correta sendo XLVI.

Quando multiplicavam um numero por mil, usavam um travessdo em cima do nudmero.
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Exemplo:?corresponde ao valor 100.000 (100 x 1.000). Os romanos deixaram o legado de

simplificacdo de seus calculos para outras geragdes.

2.4.4 Os maias

Foram tribos que viveram na América Central e América do Norte, mais precisamente
no sul do México, com primeiros registros em 1000 a.C. Ganharam grande destaque na

astronomia e na construcao da base 20.

Os maias do Yucatan, em sua representacdo de intervalos de tempo entre datas do
calendério, usavam numeracdo posicional, em geral com vinte como base primaria e
com cinco como base auxiliar (correspondendo ao uso babil6nico de sessenta e dez
respectivamente). Como o sistema se destinava primariamente a contar dias num
calendario de 360 dias num ano, a terceira posicdo usualmente ndo representava
multiplos de 20. No entanto, para além desse ponto a base vinte novamente
prevalecia. Com essa notagdo posicional os maias indicavam posicdes vazias por
meio de um simbolo, que aparecia em formas variadas, semelhante a um olho meio-
aberto. (BOYER,1996, p.146).

Nota-se que 0s maias realizavam seus calculos tendo com referéncia a base 20. Como
o desafio primordial era a contagem do tempo, chegaram a conclusdo que usar os 10 dedos
gue possuiam nas méos era a maneira mais facil de enumerar os meses com 20 dias cada.

O sistema numeérico criado pelos maias era chamado de Glifos, sendo representados

por uma concha (representacdo do zero), pontos ou barras horizontais. Veja a figura abaixo:

Figura 9 - Numerais maias

1 2 3 4

| - €<

®
]
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&
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6
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10 11 12 13 14
L]

15 17 18 19

Fonte: http://pt.wikipedia.org/wiki/Numera%C3%A7%C3%A_maia. Acesso em 15/07/2014

A forma de escrever nimeros maiores que 19 no sistema de numeracdo maia, foi feita
usando na parte de cima a quantidade de 20 utilizado na decomposi¢do do numero na base 20.
Vale ressaltar que o ponto era usado até quatro vezes, e a barra era utilizada até trés vezes.

Veja a escrita de alguns nimeros no sistema de numeracgdo maia.
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Figura 10 - Numerais maias maiores que 20
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33 | 5125

Fonte: http://portaldoprofessor.mec.gov.br/fichaTecnicaAula.html?aula=19543. Acesso em 15/07/2014

Exemplo: fazendo a decomposicdo de 33 em poténcias de 20 ,temos: 33 = 1.20" + 13 e 5125
da mesma forma: 5125 = 12 x 20% + 16 x 20" + 5 x 20°.

2.4.5 Os indo-arabes

Os numeros e formas de célculo utilizado em praticamente todo o nosso planeta tém
origem nesse sistema de numeracao. Esses dois povos, arabes e indianos desenvolveram toda
forma de contagem que existia no planeta. Os primeiros registros de contagem aparecem em
200 a.C, mas a formalizacdo ocorre em aproximadamente 800 d.C. Eles foram os

idealizadores do sistema de numeracdo posicional decimal.

O sistema de numeracdo indo-ardbico tem esse nome devido aos hindus, que o
inventaram, e devido aos arabes, que o transmitiram para a Europa Ocidental. Os
mais antigos exemplos de nossos atuais simbolos numéricos encontram-se em
algumas colunas de pedra erigidas na India por volta do ano 250 a.C. pelo rei Acoka.
Outros exemplos primitivos na India, se corretamente interpretados, encontram-se
em registros talhados por volta do ano 100 a.C. nas paredes de uma caverna numa
colina perto de Poona e em algumas inscri¢des de por volta do ano 200 d.C.,
gravadas nas cavernas de Nasik. Essas primeiras amostras ndo contém nenhum zero
e ndo utilizam a notagdo posicional. Contudo, a idéia de valor posicional e um zero
devem ter sido introduzidos na india algum tempo antes do ano 800 d.C., pois 0
matematico persa Al-Khowarizmi descreveu de maneira completa o sistema hindu
num livro do ano 825 d.C. (EVES, 2004, p.40).

A evolucdo da escrita dos algarismos indo-arabico ocorreu ao longo da histdria,

como percebemos na figura abaixo:

Figura 11 - Evolucdo dos Nimeros Indianos Até Chegar aos Dias Atuais
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Fonte: http://hebe.matematica3.zip.net/. Acesso em 16/07/2014
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Pesquisadores dessas civilizagdes apontam que as grafias atuais dos algarismos 1, 2, 3,
4 sdo relacionadas a quantidade de angulos que se desejava representar. Veja figura abaixo:

Figura 12 - Teoria sobre paleografia dos algarismos 1,2,3 e 4

1 2 3 4

um dois trés quatro
angulo aditive angulos aditivos  angules aditives angulos aditives

142 £

evolucao com a escrita cursiva — An
e

angulo aditivo

Fonte: http://pt.wikipedia.org/wiki/Algarismos_indo-ar%C3%A1bcos. Acesso em 17/07/2014

Esse sistema de numeracdo tdo utilizado em nossas escolas serd destaque do ultimo
capitulo deste trabalho, ja que a facilidade propiciada em efetuar céalculos, vem gerando falta

de interpretacéo e ndo aprendizagem em relacdo a ordem do sistema de numeracao decimal.
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3 INFLUENCIAS E APLICACOES DOS SISTEMAS NAO POSICIONAIS

Os sistemas numéricos ndo posicionais sdo pouco utilizados atualmente, porém
contribuiram significativamente para o0s sistemas posicionais e também marcaram
civilizacbes. Dessa forma, mostraremos alguns desses modelos de calculos e faremos

analogias em outros sistemas posicionais.
3.1 OPERACOES EM SISTEMAS NAO POSICIONAIS

Como vimos, os egipcios faziam pratica de um sistema ndo posicional. Vale ressaltar
algumas de suas operacOes e contribuicdes para 0s sistemas posicionais.

A Multiplicacdo Egipcia foi um método bem interessante, onde usavam
multiplicacbes por 2 e em seguida somas, podendo assim realizar qualquer multiplicacdo. A
regra adotada é conhecida como regra do dobro.

Exemplo: Vamos realizar a multiplicacdo de 21x72. Primeiramente devemos escrever o
nimero 72 ao lado do 1. Vale frisar que o nimero 1 e um dos fatores devem iniciar o
processo, conforme tabela abaixo. Em seguida, devemos efetuar multiplicagdes por 2 nas duas
colunas e colocar os resultados nas linhas abaixo. As multiplicagfes na coluna iniciada pelo
nimero 1 ndo devem ultrapassar 21. Marcar na coluna do ndmero 1, os valores que somam

21 (destaque em amarelo), que sdo 1, 4 e 16 as multiplicagdes em que a soma seja igual a 21.

1 72
2 144
4 288
8 576
16 1152

Para descobrir o valor de 21 x 72, basta somar os nimeros marcados na 22 coluna, ou
seja, 72 + 288 + 1152 = 1512 = 21x 72.

Exemplo: Vamos fazer a multiplicagcdo dos nimeros 32 e 102. Devemos lembrar que a 12

coluna nédo deve ultrapassar 32.

1 | 102
2 | 204
4 | 408
8 | 816
16 | 1632
32 | 3264
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Nesse exemplo, 32 € a soma dele mesmo. Nesse caso, 0 resultado da multiplicacéo
sera 0 numero correspondente ao algarismo 32. Entdo 32 x 102 = 3264.
Exemplo: No Papiro de Rhind, o problema 32 mostra 0 método utilizado pelos egipcios para

calcular 12x12:

1|12
2 | 24
4 |48
8 | 96

Soma: 48 + 96 = 144. Logo, 12 x 12 = 144,

A Divisdo Egipcia se assemelha ao processo de multiplicacdo, onde na primeira
coluna colocamos duplicacdes a partir do um, e na segunda coluna duplicac¢des a partir do

divisor, ndo podendo exceder o valor do dividendo.

Exemplo: VVamos dividir 115 por 5.

1] 5
2| 10
4| 20
8 | 40
16 | 80

Perceba que na primeira coluna, iniciamos com o nimero 1 sempre, dobrando os
valores nas linhas subsequentes. Na segunda coluna fazemos a duplicagéo a partir do divisor 5
até o 80, pois o préximo numero seria 160, que excede 115 e, portanto ndo é necessario ao
processo. Como o dividendo é escrito como a soma de 80 + 20 + 5 (valores localizados na
segunda coluna), sabemos que 115/5=1+4 + 16 = 21, que sdo os valores relacionados na 12
coluna.

E se a divisdo ndo for exata? O procedimento € praticamente idéntico, com a Unica
diferenca que ndo vamos encontrar soma na segunda coluna que coincida com o dividendo,
devendo entdo se aproximar 0 maximo possivel deste.

Exemplo: Vamos efetuar a diviséo de 367 por 9.
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1 19

2 |18
4 |36
8 |72
16 |144
32 |288

Note que é impossivel escrever 367 como soma dos valores da segunda coluna. O
valor mais préximo que se obtém é 360, com 288 e 72, e faltam 7, que vai ser o resto da
divisdo. Logo, o resultado da divisdo é sé somar os correspondentes, assim: 367: 9 =8 + 32 =
40, com resto 7.

A Multiplicacdo Russa foi criada pelos camponeses russos. Devemos alinhar os
nimeros que queiramos multiplicar. Usamos operacdes do dobro e da metade. Calcula-se a
metade do primeiro nimero e o dobro do segundo, escrevendo o resultado na linha abaixo. Se
aparecer casas decimais no processo, descartam-se as casas decimais e coloca-se apenas a
parte inteira. Encerram-se os calculos do dobro e da metade quando o resultado das divisdes é
1. Em seguida riscam-se todas as linhas de numeros nas quais a 12 coluna tem um ndmero
impar. O resultado € a soma dos numeros riscados da 22 coluna.

Exemplo: Vamos efetuar a multiplicagéo de 28 por 15.

28 |15

14 |30

7 |60

3 120

1 |240

Resultado de 28 x 15 =60 + 120 + 240 = 420.

A Divisdo Sumeéria tem seus calculos efetuados através da base sexagesimal como
vimos na capitulo 1. Usavam objetos diferenciados no tamanho e formato, todos eles

representando o numero 1, 10 e combinacdes da base 60.
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Figura 13- Objetos utilizados no calculo

1 pegueno cone

10 |6 bilha

60 grande cone
600 grande cone
perfurado
3600 esfera
36000 esfera perfurada

Fonte: http://profraulcuore.blogspot.com.br/2011/041. Acesso em 16/07/2014

A divisdo suméria também fazia trocas nas ordens dos algarismos dos numeros, assim
como no sistema decimal, usando os simbolos acima para representar as trocas.
Exemplo: Dividir 180000 por 4. Temos que 180000 = 5x36000. Como a divisdo tem divisor

4, dividiremos 5 esferas perfuradas ( representando 36000) por grupos de 4.

1 grupo

Primeiro resto ;. ;:_,

Assim, a primeira representacdo do quociente tem valor igual a 1 x 36000. Como 0
resto tem 1 esfera perfurada, devemos imediatamente fazer a troca por unidade inferior, ou
seja, converter 36000 em multiplos de 3600. Fazendo a conversdo, temos: 1x36000 =

10x36000. Obtemos assim 10 esferas simples, divididas em 2 grupos de 4 com resto 2. Veja a

wYeTele

Segundo resto

ilustracdo abaixo:

2 grupos
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Como temos 2 grupos de 4 nessa divisao, temos que a segunda parte do quociente é
2x3600 = 7200. Devemos transformar agora as duas esferas simples do resto, em multiplos de
600, ou seja, 12 x 60 = 7200. Obtemos assim 12 grandes cones perfurados, que dividimos em
3 grupos de 4. Assim, a terceira e ultima parte do quociente é 3 x 600 = 1800. Termina a

divisdo pelo resto ter valor igual a 0.

3 grupos

Resto 0

Portanto o quociente final é: 1x36000+2x3600+3x600 = 45000.

3.1.1 Contribuicdo da multiplicacdo e divisdo egipcia para a transformacgado
binaria/decimal

Conforme foi elucidado, o sistema de numeracao egipcia e russa ndo eram sistemas
posicionais. Vimos no topico anterior que a multiplicacéo e a divisdo egipcia ja trabalhavam
com o conceito do dobro, e provavelmente tenha contribuido para a transformacéo do sistema
binario em decimal ou decimal em binario. Veja que no sistema binario, a base é o nimero 2 e
trabalha com divisdes sistematicas por 2 ou com multiplicacdes de poténcias de base 2. Veja
tais transformacdes abaixo.

Decimal em binario — Devemos utilizar o método de divisdo sucessivas por 2, ou
seja, dividir o dividendo por 2 e analisar os possiveis restos (0 ou 1). Em seguida, divida o
quociente por 2 e devemos fazer a mesma analise do resto . Esse procedimento deve ser
repetido até que o quociente seja 0. A transformacdo ocorre fazendo a leitura dos restos que
apareceram de baixo para cima. Veja:

Exemplo: Vamos converter o decimal 27 em binério.
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6 Assim, (27)10 = (11011),.

Binario em decimal — Para efetuarmos tal transformacdo, é necessario efetuar a
contagem da quantidade dos algarismos do numero escrito na linguagem binaria, o qual
resulta em uma unidade a menos a ser desenvolvida de forma inteira no expoente de
potencias decrescentes de 2.

Exemplo: Considere o nimero binario (11010), Convertendo para a base decimal, temos:

Digito de 16 (ou 2*)

— > Digitode 8 (ou2®)

5 Digitode 4 (ou2?)

Digito de 2 (ou 2%)
‘ |_>Digito de 1 (ou2°)

(11010), =1x 2* +1x 22 +0x2°+1x 2 +0x2° =16 + 8 + 2 = (26)10.

Se um ndmero tiver parte decimal, deve ser feita a contagem dos algarismos dessa
parte, servindo de expoente negativo em ordem decrescente, partindo de -1.
Exemplo: Transformando (111.1100); para a base 10, temos:
(111.1100), =1 x 22 +1x 2  + 1 x 20+ 1x2t + 1x22 + 0x 2%+ 0x 2 =

=4+2+1+05+025+0+0 =7+0,75 =(7,75)10.

Uma grande questdo pode ser levantada nesse processo de transformacao. Se fixarmos
uma quantidade de digitos, qual o maior nimero binario que conseguiriamos escrever? VVamos
fazer algumas transformagdes abaixo e, por deducdo chegaremos a um algoritmo solugédo para

a pergunta acima.
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Decimal Binario Decimal Binario
0 0 9 1001
1 1 10 1010
2 10 11 1011
3 11 12 1100
4 100 13 1101
5 101 14 1110
6 110 15 1111
7 111 16 10000
8 1000 17 10001
namero de bits( algarismos binarios) maior decimal
1 1=2-1
2 3=2°-1
3 7=2%-1
n 2" — 1= Algoritmo.

3.2 QUATRO OPERACOES NOS SISTEMAS POSICIONAIS

Faremos aqui demonstracdes das quatro operagdes basicas em um sistema posicional,
com uma base b > 0 e b € Z. Convém ressaltar que cada operacdo demonstrada abaixo é
valida ndo somente no sistema decimal, mas em qualquer base conforme citada descri¢Oes
acima.
SOMA: Sejam 0s numeros abaixo:
X = anb" +anb™+ .. +ab® +abt +ag ey = rpb™ +rmab™ A rb" + o +rabtrg,
an#0,rmz0em>n.

Efetuando x + y, temos:
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(anb" + an1b™ +..+ ab? + ath’ + ag) + (rb™ + rb™ . 1b" +.+ 1ob? + b+ 1) =
= tb™ + rgb™ .+ B"(an + 1) + b (g + 1) +.. +b% (@2 + 1) + bY@+ 1) +ag+ 1o,

Note que os coeficientes dos termos de base b que possuem o mesmo expoente foram
somados. Devemos ficar atento a soma dos coeficientes aj+r; > b, pois se isso acontecer,
teremos aj+r; = b+t com 0 <t < b, que é o que acontece nas formas numéricas de fazer

operacdo de soma. Veja o exemplo da soma na base 10 e depois na base 2.

Exemplo: Efetuando o célculo de 79 + 72 = 141, devemos posicionar em ordem 0s nUMeros

conforme procedimento abaixo.

79

+ 72
151

No contexto escolar dizemos aos alunos: 9 + 2 = 11, entdo colocamos por baixo um 1 e
dizemos "vai um". Em seguida dizemos 7 + 7 = 14, com mais 1, temos 15, para enfim
escrever esse nimero no resultado. O resultado final é 151.

Em qualquer outra base o raciocinio é analogo, lembrando-se de somar uma unidade a
mais na proxima ordem, quando a soma dos algarismos das parcelas ndo tiver a mesma
quantidade de digitos destas.

Exemplo: (1111), + (0111), = (10110),.

1111
+ 0111

10110

SUBTRACAO: Sejam os niimeros abaixo:
X= anb" + apib™ ..+ &b’ + alb' + agey = rpb™ + rpb™ + .+ rb” +..rb® + b,
anz0,rm Z0em>n.

Efetuando x - y, temos:

= (anh" + an.1b™t +...+ ab® + atht + ag) - (Tmb™ + ™+ 4 1" +.. +.rob? +ribtrg) =
= ab" + an b"t . Hah? + abt + ag - rb™ - rmab™ - arb" - - 1b? - b1 =

= rpb™ - Fab™ - L+ B (@) + b @1 - ) +... + b%(@2- 1) + b(as - 1) +ao - ro.
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Perceba que devemos subtrair 0os coeficientes dos termos de base b que possuam o
mesmo expoente.

Se alguns dos coeficientes da base b € positivo, deveremos entdo fazer uma
transformacéo de unidade. Vamos supor sem perda de generalidade que somente (a; —r;) seja
positivo.

AsSIM: -rpb™ - rp.tb™ -+ b"(an-rn) + b (@n-1 - 1) +... +b%(@z- 12) + bl(ag - ra) + ap-ro

= fb™ - rb™ 2 L+ B(-sp) + b (=51 ) +... +b3(-55) + bl(as-r1) +So.
Somamos 1-1= 0 em - s,, teremos:

Tb™ - Fnab™ -+ B(-55) + b" Y (=Sp1) +... + bA(-5,+ 1-1) + bl(as- r1) + o=
= b™ - rab™ - - by - sy +. + b2(-5, +1) — b? + b(ar- 1) + 5o =

= rb™ Fpab™ L+ B(=5,) + b =501 ) +... + bP(-s,) + b'(ay -r1- b) +so

Como todos os coeficientes da base b, sdo menores que b, temos que a;-r;-b sera
negativo, como queriamos para efetuar a operacdo de subtracdo. Da mesma forma ocorre, se
todos os coeficientes fossem positivos e algum deles fosse negativo, aplicariamos 0 mesmo
procedimento de transformacdo de unidade no coeficiente negativo. Portanto, estd mostrado
como se faz as operacOes de soma e subtracdo em qualquer base adotada.
Exemplo: Vamos efetuar a subtracéo de (11011); por ( 1101),.

11011
- 1101

1110

MULTIPLICACAQ: Sejam 0s nimeros abaixo:
X = apb" + anb™ +.+ ab? + ab'+ agey = rph™ + rpab™ b +.rab® +ribtrg,
a0, rmzOem>n.

Efetuando x. y, temos expressdes do tipo: ag; .b°"

Apds efetuarmos a multiplicacédo entre dois coeficientes, e estes apresentar algarismo
maior que a base b, devemos fazer uma transformacao de unidades imediatamente superior,
conforme feito na soma, ou seja, ad= gb+t, sendo g o quociente da divisdo de asrt porbe té
resto, lembrando que todos esses algarismos sdo inteiros. Vamos supor que ags > b, temos:
adi = gb + t, e, portanto ags b™*° =(gb + t) . b = b *+th™*°, onde q e t sdo inteiros

positivos e menores que b.
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Exemplo: Vamos multiplicar 127 por 15. Temos que considerar que 127 multiplicado por 15
pode ser escrito da forma:

(1x10*°+2x10+7)x(1x10+5)=

1x10°+5x 10°+2x 10°+10x 10+ 7 x 10+ 35 =

1x10°+8x10°+7 x 10 +35,

DIVISAO - Para efetuarmos uma divisdo, o processo é idéntico em qualquer base. Assim,

vamos ficar restrito a base 10, enunciando e demonstrando o Teorema da Divisao Euclidiana.

TEOREMA DA DIVISAO EUCLIDIANA: Sejam a e b dois niimeros naturais com 0 < a <
b. Existem dois Gnicos nimeros naturais ge r taisque b= a.q+ r,comr < a.

Demonstracdo: Supondo sem perda de generalidade que b > a e tomando ndmeros
sequenciais da forma R: (b, b —a, b — 2a,..., b — na,...), temos pelo principio da Boa Ordem,
dentro do conjunto R um menor elemento r = b — g.a. Para provar que r < a temos pelo critério
de divisibilidade que se a |b, entdo r = 0 e termina a demonstragdo, pois 0 € menor nimero
natural. Mas, se a ndo divide b, entdo r # a, e temos que mostrar que ndo encontraremos r > a.
De fato, pois se isto acontecesse, encontrariamos um namero natural x <r tal que r = x + a.
Logo, sendor=x +a=b —q.ateriamos x =b - (g+1).a € R, com x <r, 0 que € absurdo, pois
r é 0 menor elemento de R. Portanto temos que b =a.q + r, comr < a[]

Unicidade: Sendo dois elementos distintos de R, temos que a diferenca entre 0 maior e 0
menor desses elementos € no minimo a. Logo, ser=b—-qgaer’ =b —q’a, comr <r’< g,

teriamos r’ —r > a, consequentemente r’ > r + a > a, absurdo. Portantor=1r"e q = q’.|:|

Exemplo: Na diviséo de 123 por 10, temos: 123 = 10x12 + 3, onde 123 é o dividendo, 10 é 0

divisor, 12 é o quociente e 3 é o resto.
3.3 ALGUNS CRITERIOS DE DIVISIBILIDADE NO SISTEMA DECIMAL

De acordo com a definicéo abaixo sobre divisibilidade, temos:
Definicdo: S§jama e b dois inteiros, com a= 0, diz-se que a divide b, se, e somente se, existe
uminteiro g tal que b= a. g. Neste caso diz-se também que a é divisor de b e que b € mdltiplo

de a. Indicaremos por a /b o fato de a dividir b; e sea ndo dividir b, escrevemosa . b.
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Exemplos: a) 3/ 15, pois 35 € Z, tal que 3.5 =15;
b) 7/56, pois 3 8€ Z, tal que 7.8 = 56;
c) 310, pois ndo A x € Z, tal que 3.x = 10.
Existem alguns critérios de divisibilidades, os quais acabam sendo decorados no
decorrer dos anos de estudo no ensino fundamental. Abaixo vamos lembrar algum deles, sem
fazer alguma demonstracdo. Em sequéncia veremos alguns critérios ndo tradicionais, onde

estes terdo suas demonstragdes elucidadas.

3.3.1 Critérios Tradicionais de Divisibilidade

DIVISIBILIDADE POR 2 - Um namero natural € divisivel por 2 quando ele termina em 0,
ou 2,0u4,ou6,ous.
Exemplo: 246 é divisivel por 2, ja que o algarismo da unidade é 6.

Exemplo: 137 ndo € divisivel por 2, ja que o algarismo da unidade é 7.

DIVISIBILIDADE POR 3 - Um numero € divisivel por 3 quando a soma de todos seus
algarismos for divisivel por 3.
Exemplo: 2031 € divisivel por 3, pois a soma de seus algarismos é igual a 2+ 0+ 3+1=6, e

como 6 é divisivel por 3, entdo 2031 é divisivel por 3.

DIVISIBILIDADE POR 4 - Umnumero € divisivel por 4 quando os dois ultimos algarismos
for divisivel por 4. (exceto o 8), ou quando terminar em dois zer 0s consecutivos.
Exemplos: 600 é divisivel por 4, pois termina em 0, e 0 é divisivel por 4; 116 é divisivel por

4, pois 16 é divisivel por 4; 27570 n&o é divisivel por 4, pois 70 ndo é divisivel por 4.

DIVISIBILIDADE POR 5 - Um numero natural é divisivel por 5 quando ele termina em 0
ou 5.
Exemplos: 65 é divisivel por 5, pois termina em 5; 1180 é divisivel por 5, pois termina em 0;

39 ndo é divisivel por 5, pois ndo termina em 0 nem em 5.

DIVISIBILIDADE POR 6 - Um numero é divisivel por 6 quando € divisivel por 2 e por 3
simultaneamente.

Exemplos: 12 é divisivel por 6, porque & divisivel por 2, poisterminaem 2 e, por 3, pois
a soma 1+2 = 3 é divisivel por 3; 5214 é divisivel por 6, porque é divisivel por 2, pois
termina em 4 e por 3, pois a soma dos algarismos € 12, e 12 é divisivel por 3.
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DIVISIBILIDADE POR 7- Nesse critério é necessario fazer algumas operacfes aritméticas
para verificar divisibilidade. Segue as operagdes: Multiplique por 2 o Ultimo algarismo do
namero. Em seguida subtraia este valor do ndmero inicial sem o Ultimo algarismo. Se o
resultado for maltiplo de 7, dizemos que o nimero inicial é divisivel por 7.

Exemplos: 147: 7=21,pois2. 7=14 e14-14=0; 56:7= 8,pois2.6=12e5-12=-7.

DIVISIBILIDADE POR 8 - Um numero € divisivel por 8 quando termina com trés zeros
sequenciais, ou quando o numero formado pelos trés Ultimos algarismos da direita for
divisivel por 8.

Exemplo: 7000 € divisivel por 8, pois termina em 000; 56112 é divisivel por 8, pois 112 é
divisivel por 8.

DIVISIBILIDADE POR 9 - Um numero é divisivel por 9 quando a soma de todos os
algarismos for divisivel por 9.

Exemplo: 189 é divisivel por 9, pois1+8+9=18= 9x 2.
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4 AS OPERACOES BASICAS NO SISTEMA DECIMAL

As quatro operacBes basicas do sistema decimal, soma, subtracdo, multiplicacéo
divisdo, e suas formas de aprendizagens, sdo temas de extrema importancia no que diz
respeito a aprendizagem de matematica nas séries iniciais do ensino fundamental. Afirmamos
isso, pois tais operag¢bes constam nos PCN de matematica e fazem parte de qualquer curriculo
educacional brasileiro. As metodologias desenvolvidas e resultados de aprendizagem, em
relacdo a essas operagdes, também sdo objetos de preocupacdo, tanto é que, sdo mostradas em
relatérios do SAEB (Sistema de Avaliagdo da Educacdo Basica). Os resultados de avaliagdes
externas tém mostrado que os alunos adquirem apenas conhecimentos superficiais e
insatisfatorios sobre matematica, apontando dificuldades para as operagdes aritméticas
elementares. Esses modelos de avaliagOes citadas acima, ndo mostram de fato que os alunos
ndo aprendem as operagdes de forma significativa, mas para quem se faz presente em sala de
aula, acaba se posicionando nesse sentido, embasado em reportagens na TV, jornais e revistas
que apontam tais déficits de aprendizagem. As avaliacdes do Programa Internacional de
Avaliacdo de Estudantes (PISA) séo realizadas a cada trés anos e abrangem trés areas do
conhecimento — Leitura, Matemaética e Ciéncia, foram realizadas pela ultima vez em 2012,
avaliando os conhecimentos da area de Matematica. O nimero de paises participantes foi de
65, e somente sete tiveram desempenho pior do que o Brasil. E importante esclarecer que essa
avaliacdo € aplicada a estudantes de 15 anos, perto de concluirem o ciclo basico de ensino, para
analisar até que ponto os alunos aprenderam conceitos e habilidades consideradas “essenciais para
a completa participacdo em sociedades modernas”, segundo a Organizacdo para Cooperagéo e
Desenvolvimento Econdmico (OCDE).

Dentro do contexto nacional, as operacGes basicas e suas abordagens pedagdgicas néo
estdo atingindo um nivel de aprendizagem esperada no final do ensino fundamental | e ensino
fundamental 11, como deveriam teoricamente ocorrer. De acordo com os PCN (1998), uma
das possiveis explicaces para este fato deve-se a falta de abordagem pedagdgica adequada
para gerar aprendizagem, consequentemente, os alunos ndo aprendem como deveriam. De
acordo com Druck (2006), ex-presidente da Sociedade Brasileira de Matematica, a qualidade
do ensino da Matematica atingiu, talvez, seu mais baixo nivel na histéria educacional do pais.
Varios fatores nos levam a refletir porque isto ocorre no nosso sistema educacional, entre eles
estdo a descontextualizacdo dos contetidos abordados em matematica, formacdo deficitaria
dos professores e falta de formacao continuada, desinteresse dos alunos pelo nosso modelo de

ensino e, 0 que mais agrava, sdo as metodologias utilizadas em sala de aula, sempre



40

prevalecendo o ensino de matematica na forma tradicional, onde a memorizacéao prevalece no
processo de ensino-aprendizagem, principalmente nas operacfes basicas desta disciplina,
acarretando um baixo nivel de formacao profissional neste pais.

Os pressupostos anteriores podem ser melhores compreendidos a partir de uma
pesquisa elaborada pela Confederacdo Nacional da Industria, que apresentou os seguintes
dados: a engenharia é uma carreira em expansdo e que tem muito mercado no Brasil, mas
60% dos estudantes que iniciam, acabam desistindo do curso e, um dos motivos € a falta de
base em matematica. Ainda de acordo com a pesquisa, estudantes de engenharia também tém
dificuldades com a matematica. Algumas falas evidenciam tal realidade. “Eu tive um pouco
de dificuldade quando entrei no curso com calculo”. Eu nio sabia que era desse jeito e acabei
me surpreendendo. Quando eu entrei, quando sai do colegial, eu ndo esperava que tivesse
tanta dificuldade, porque eu tinha notas boas em matematica no colegial. “Eu achei que seria
mais facil e que ndo teria tantas coisas complexas”. Tal realidade, se refletida a médio e longo
prazo pode significar ndo s6 um desastre na estrutura do ensino desta disciplina, mas na
economia e avanco tecnoldgico do pais.

Segundo Guilherme (1983), a Matematica vem sendo ensinada atraves de uma série de
exercicios artificiais e mecanicos, e o papel atribuido ao professor é o de transmissor de
conteudos, que acredita, de forma errdnea, que o aluno seja capaz de desenvolver uma
aprendizagem significativa, chegando a abstracdo em varias situacfes-problema, contudo
sabemos que tal forma metodoldgica de trabalho € insuficiente para chegar a essa forma de
aprendizagem. Mudar esta situag¢do ¢ um desafio, ja que de acordo com D’Ambrosio (1986) é
muito dificil motivar com fatos e situacbes do mundo atual uma ciéncia que foi criada e
desenvolvida em outros tempos em virtude dos problemas da época, de uma realidade, de
percepcdo, necessidade e urgéncias que nos sao estranhas. Podemos estender esse pensamento
para as formas como sdo ensinadas as quatro operagfes basicas aos alunos, baseadas em
repeticdo de técnicas que ndo exploram o real sentido de manipulacdo e interpretacdo das
operacdes numéricas e, sendo descartada a ordem do sistema decimal. Torna-se mais grave o
ensino das operagdes quando é feita sem o uso de materiais concretos.

Sobre 0 ensino da aritmética pela compreensédo, temos:

Se a funcdo da sala de aula é ser um lugar onde as criangas trabalham com exemplos
em um exercicio intensivo, para resolver problemas isolados, o0s materiais
necessarios séo: papel, lapis e livros. A sala de aula neste caso € um lugar onde as
criangas aprendem a fazer as opera¢Bes mecanicamente, nada mais que isso. Se por
outro lado, a sala de aula for um laboratério de aprendizagem onde as criangas védo
experimentar descobrir significados e processos para essas experiéncias ou
atividades de aprendizagem, materiais adequados sdo necessarios (GROSSNICKLE

E BRUECKNER, 1965, p. 87).
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Para entendermos mais precisamente essas reflexfes e criticas feitas anteriormente,
apresentaremos no decorrer deste capitulo, resultados de uma pesquisa tedrica, aplicada a
alunos dos 4° e 5° ano tentando abordar se realmente entendem ordem das quatro operacdes
basicas do sistema decimal, e fazem interpretacGes a situacdes-problemas que requerem tais

operacoes.

4.1 PESQUISA

Esta pesquisa tem como grande enfoque, diagnosticar os motivos que fazem os alunos
do ensino fundamental terem dificuldades em resolver exercicios e, principalmente problemas
relacionados com as quatro operacdes basicas dentro dos nimeros naturais.

Temos por objetivos de pesquisa:

Verificar se os alunos compreendem a ordem do sistema posicional decimal;

Analisar se 0s alunos interpretam as operagdes basicas associadas as situa¢ées problemas;
Compreender se as metodologias trabalhadas pelos professores, fazem uso de materiais
concretos, desenvolvendo naturalmente o processo de composicdo e decomposicdo dos
nameros na base 10.

Esta pesquisa tem variavel qualitativa, tendo como propoésito analisar as metodologias
e resultados das atividades propostas, baseada no conhecimento do sistema numérico decimal.
Através dos pensamentos de Borba (2004), temos que a pesquisa qualitativa deve ter, por tras,
uma visdo de conhecimento que esteja em sintonia com procedimentos como entrevistas,
anélises de videos, e interpretacfes. Dessa forma, foram elaboradas algumas atividades
envolvendo as quatro operagOes béasicas, dando énfase a possibilidade de os alunos
demonstrarem que aprenderam a ordem do sistema decimal na resolucdo de exercicios e
problemas que envolvam as quatro operacOes, utilizando material concreto e até mesmo se
conseguem interpretar situacdes problemas com essa mesma teoria. Vale ressaltar que foram
alunos do 4° e 5° do ensino fundamental que responderam as atividades, em dois momentos
distintos, sendo que no primeiro responderam as atividades de soma e subtracdo, para, em
outro momento, responderem as atividades relacionadas a multiplicacdo e divisdo. Para os
professores, foi apresentado um questiondrio para demonstrarem como trabalham as
operacOes basicas dentro de uma sala de aula. As atividades seguem em anexo.

Como os alunos de nossas salas de aulas apresentam de uma forma geral, rendimento

insatisfatorio em relacdo aos calculos das quatro operacdes, a analise de dados foi feita através
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do entendimento do sistema numérico decimal, possiveis metodologias e materiais concretos

trabalhados.

Analisar os dados qualitativos significa “trabalhar” todo o material obtido durante a
pesquisa [...] a tarefa de andlise implica, num primeiro momento, a organizacao de
todo o material, dividindo-o em partes, relacionando essas partes e procurando
identificar nele tendéncias e padrbes relevantes. Num segundo momento essas
tendéncias e padrbes sdo reavaliados, buscando-se rela¢fes e inferéncias num nivel
de abstragdo mais elevado (LUDKE,1986, p. 45).

A pesquisa ocorreu em duas escolas: Colégio Jesus Adolescente, localizada no
municipio de Catanduva-SP e Escola Municipal José Severino de Almeida, localizada no
municipio de Severinia-SP. Vale ressaltar que a pesquisa ocorreu em uma escola particular e
em uma escola publica, contextos que tém suas praticas comparadas frequentemente. Em cada
uma das escolas foram selecionados 20 alunos, sendo 10 do 4° e 10 do 5° ano do ensino
fundamental, ou seja, tivemos 40 alunos analisados. A escolha desses alunos foi feita de modo
aleatdrio, pois as professoras sortearam os alunos pelo nimero de chamada. Vale ressaltar que
fatores externos que influenciam a aprendizagem, como condicdes socioeconémicas dos
alunos, participagdo efetiva familiar e desenvolvimento cognitivo, foram desconsiderados
nesta pesquisa, mesmo sendo preponderantes para qualquer tipo de andlise de rendimento
escolar. Vale aqui analisar, as falhas apresentadas no processo de ensino-aprendizagem nas

operacdes matematicas basicas.

4.1.1 Referencial Tedrico

A Lei de n° 9.394 de Diretrizes e Bases da Educacdo Nacional, de 20 de dezembro de
1996 (LDB 9.394/96), estabelece a finalidade da educacdo no Brasil, sua forma de
organizacdo, quais sdo 0s Orgdos administrativos responsaveis, quais Sd0 0s niveis e
modalidades de ensino, entre outros aspectos em que se define e se regulariza o sistema de
educacdo brasileiro com base nos principios presentes na Constitui¢cdo. O ensino fundamental
é uma das etapas da Educagfo Basica no Brasil, com duracio de nove anos. E obrigatorio aos
municipios e estados garantir a matricula a todas as criancgas de seis a quatorze anos de idades,
e aos pais matricularem seus filhos, respondendo judicialmente caso ndo o fagam.

Atualmente, o Ensino Fundamental esta dividido em duas etapas, 0s anos iniciais, do
1° a0 5° ano, e o0s anos finais, do 6° ao 9° ano. Em 2014, a rede estadual de Séo Paulo por uma
mudanc¢a no sistema de progressdo continuada, e essa fase da escolaridade passou a ser
dividida em trés etapas: do 12 ao 3° ano, do 4° ao 6° ano e do 7° ao 9° ano, visando melhorar a
qualidade do ensino do estado, através de reprovacfes e recuperag@es continuas. Uma das

disciplinas obrigatorias destas series é a matematica.
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A relagdo aprender e ensinar matematica no ensino fundamental ¢ “um estudo de
fendmenos relacionados ao ensino e a aprendizagem da Matematica, que pressupde
a analise de varidveis envolvidas nesse processo de aluno, professor e o saber
matematico, assim como das relagdes entre elas”. (PCN, 2000, p. 37).

E ainda,

Identificar as principais caracteristicas dessa ciéncia, de seus métodos, de suas
ramificacBes e aplicagdes; Conhecer a historia de vida dos alunos, sua vivéncia de
aprendizagens fundamentais, seus conhecimentos informais sobre um dado assunto,
suas condigdes socioldgicas, psicoldgicas e culturais; Ter clareza se suas proprias
concepgoes sobre a Matematica, uma vez que a pratica em sala de aula, as escolhas
pedagdgicas, a definicdo de objetivos e conteldos de ensino e as formas de
avaliacéo estfo intimamente ligadas a essas concepgdes. (PCN, 2000, p. 37).

Principalmente na primeira etapa do ensino fundamental, é fato que os alunos
necessitam aprender matematica de forma ludica, concreta e associando qualquer teoria a
capacidade de resolver problemas cotidianos, sendo funcdo das escolas e educadores
organizar seu trabalho pedagdgico voltado as reais necessidades dos alunos. Com respeito ao

papel da matematica no ensino fundamental, temos:

E importante que a Matematica desempenhe, equilibrada e indissociavelmente, seu
papel na formagdo de capacidades intelectuais, na estruturacdo do pensamento, na
agilizacdo do raciocinio dedutivo do aluno, na aplicacdo a problemas, situaces da
vida cotidiana e atividades do mundo do trabalho e no apoio a construcdo de
conhecimento em outras areas curriculares (PCN, 2000, p. 29).

Na aprendizagem das quatro operagdes matematicas, associar os nimeros a problemas
de comparacéo e quantificacao € essencial, ou seja, a interpretacdo dos conceitos € primordial.
Moreira e Masini (1982) afirmam que o conceito ¢ formado na crianga na época da pré-
escola, sendo um tipo de aprendizagem por descoberta, ja& a assimilacdo de conceitos é
caracteristica das criangcas mais velhas, assim como os adultos, que adquirem 0S novos
conceitos pela recepcdo dos atributos criteriais e pela relacdo destes com as ideias importantes
estabelecidas na estrutura cognitiva do aluno. Vale ressaltar ainda no trabalho pedagdgico, a
importancia para a metodologia desenvolvida, pois nesta esta implicito conceitos importantes
para gerar aprendizagem, entre eles a motivacdo. Seria egoismo impor uma forma Unica de
trabalhar, logo devem ser levadas em consideracdo as reais necessidades dos alunos. Para
Huete e Bravo (2006), levando em conta pressupostos piagetianos, o aluno constroi suas
nocBes matematicas, tornando-as l6gicas em situacGes concretas que se apresentem. Trabalhar
com alunos motivados é base para garantir aprendizagem significativa e, estendendo esse
pensamento as quatro operagdes basicas, o importante é que um aluno entenda quais foram os
meios e relagOes utilizadas para chegar a resposta correta, enfim, que entenda a ordem do

sistema numérico decimal.
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Em relacdo as quatro operagdes basicas do sistema decimal, os PCNs, fazem o
seguinte comentario em relacao aos significados das operacfes de soma e subtracao:

O desenvolvimento da investigagdo na &rea da Didatica da Matemética traz novas
referéncias para o tratamento das operacdes. Entre elas, encontram-se as que
apontam os problemas aditivos e subtrativos como aspecto inicial a ser trabalhado na
escola, concomitantemente ao trabalho de construcéo do significado dos niameros
(PCN, 2000, p. 104).

Para a multiplicacdo, os PCN comentam:

Uma abordagem freqiiente no trabalho da multiplicacdo é o estabelecimento de uma
relagdo entre ela e a adicdo. Nesse caso, a multiplicagdo é apresentada como um
caso particular da adicdo porque as parcelas envolvidas sdo iguais. Por exemplo:
tenho que tomar 4 comprimidos por dia, durante 5 dias. Quantos comprimidos
preciso tomar? 5 x 4, onde 0 4 é o nimero que se repete e 0 5 como 0 nimero que
indica a quantidade de repeticGes, ou seja, 5 x4 =4 +4 + + 4 + 4 (PCN, 2000, p.
108).

Nessas expectativas desenvolveu-se a pesquisa, onde os resultados analisados e

observados seguem no préximo tépico.

4.2 RESULTADOS E REFLEXOES DAS ATIVIDADES PROPOSTAS

Para a realizacdo das atividades propostas, partiu-se do pressuposto de que os alunos
tinham aprendido a manipular as quatro operac6es basicas, porém, suspeitando se aprenderam
de forma significativa a ordem do sistema decimal. As atividades propostas ocorreram em 4
horas aulas, sendo de 50 minutos cada, divididas entre 2 aulas para soma e subtracédo e 2 aulas
para multiplicacéo e divisdo. As atividades de pesquisa foram aplicadas de forma individual e
tiveram, para os alunos, carater de atividade extracurricular.

No primeiro encontro, as professoras das turmas selecionaram os alunos, que foram
levados para uma sala, para realizarem as atividades propostas sobre soma e subtracdo. No
segundo encontro, o procedimento foi idéntico, sendo as atividades de multiplicacao e divisdo
aplicadas. Todos os alunos relataram oralmente terem aprendido essas duas operacdes.
Conforme anexo A, essas atividades foram divididas em trés segmentos idealizadores. Sao
eles: compressdo de decomposi¢do dos numeros no sistema posicional decimal; resolucdo de
exercicios; contextualizacdo das operacdes de soma e subtracdo em situacOes-problemas.
Tivemos o material dourado como auxiliador das atividades, o qual foi desconsiderado pela
maioria dos alunos no inicio. Posteriormente, ao realizar as atividades, percebendo possiveis
erros, comecaram a ter contato com o material, sendo este facilitador da resolugdo das

atividades.
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Analisando conforme os trés segmentos idealizadores, faz-se ressaltar que as questoes
numero 1 das duas atividades tem carater de analise de decomposi¢édo do sistema decimal. S&o

as questdes abaixo que seguem e, logo em seguida analises destas.

QUESTOES 1)

1) Resolva as seguintes opera¢des abaixo, através de desenhos:
a) 17+8= b) 15+ 12 + 13= c)34-16= d)13+19-14=
1) Resolva através de desenhos cada uma das multiplicagdes abaixo:

a) 3x4= b)5x 14 = c)12x15=
1) Calcule as divisfes abaixo através de desenhos:

a) 12: 4 = b) 17: 3= €)126:6 = d)180:15=

Esse modelo de atividade mostrou que nenhum aluno, ou seja, 0% dos alunos usou a
decomposigdo do sistema numérico decimal. Todos eles usaram para resolver as somas,
subtragcdes e multiplicagdes o campo aditivo, heranca do sistema numérico egipcio, entre
outros da antiguidade. Vale ressaltar que 12 x 15 = 180, tiveram alguns alunos representando
com “tracos” e, estes contados todas as vezes necessarias. Pelo fato de ser dificultoso tal
modo, outros deixaram a ideia de lado, e armaram e efetuaram as operagfes. Tivemos 90%
dos alunos acertaram o resultado, mas como foi dito, ndo entenderam a decomposicdo dos

nimeros no sistema numérico decimal. Abaixo seguem algumas figuras.

Figuras 14- Fotografias das resolucfes de adi¢do e multiplicagdo por desenho
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Na atividade da divisdo, apenas 10% dos alunos tentaram resolver por desenhos,
conseguindo resolver apenas com dividendos “pequenos”. Para divisdes com dividendos
“grandes”, alegaram ndo ter espaco ou, em sua maioria armaram e efetuaram as divisoes; 80%
das divisbes desta atividade tiveram resultados certos, porém alguns erros de calculos foram

apresentados. Segue ilustragéo.

Figura 15 — Fotografia de resolugfes de divisdo por desenho

Este modelo de questdo permitiu concluir, que realmente os alunos ndo desenvolvem
naturalmente a questdo da ordem do sistema decimal. Dessa forma, vale questionar 0s
motivos que fazem isso acontecer. De inicio, devemos pensar no papel do professor, pois é
este que elabora a forma metodoldgica e atividades a serem desenvolvidas. Percebemos que
em sua maioria, os professores trabalham com os “decorebas” na arte de desenvolver as
quatro operagdes basicas, mesmo afirmando que exploram a composic¢ao e decomposic¢éo do
sistema decimal e trabalham com materiais concretos no desenvolvimento do mesmo. De
acordo com o anexo A, aplicado aos professores, percebemos respostas que contrariam a
afirmacéo de trabalhar a questdo da composicdo e decomposicdo. Veja abaixo uma resposta,

em gue a professora ndo explica a metodologia trabalhada, mas atividades propostas.

Figura 16 — Fotografia que mostra a confusdo entre metodologias e atividades
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De acordo com D’Ambrdsio (2005), é necessario que o professor que ensina
matematica, ouca a voz do aluno, de modo que ele, professor, possa construir um modelo da
matematica do aluno. Para isso, deve ter em seu trabalho pedagdgico algo mais que
operacionaliza¢do das quatro operagdes. D’ Ambrosio usa uma metafora para descrever a agdo
do professor, como sendo o “desempacotador”, no qual parte do principio de entender o
porque os alunos erram algumas atividades e acertam outras, mesmo com raciocinio analogo.
O professor deve ter conhecimento profundo necessario para desempacotar a matematica
formal e reconstruir, ou enriquecer, seu repertério de solucdes, permitindo os alunos
aprenderem com Sseus erros e avancarem na interpretacao das atividades propostas.

As questdes de numero 2 tiveram como objetivo analisar se 0s alunos sabem resolver
exercicios que privilegia a ordem do sistema numérico decimal, sem contextualizacdo. Foram

as questdes abaixo aplicadas e comentarios dos resultados, seguem abaixo.

2) Arme e efetue cada uma das operacGes abaixo:
a)23+9= b) 120 + 230 + 150 = ) 6256 = d) 1234 -39 =

2) Arme e efetue as multiplicacGes abaixo:

a) 8x15= b) 12x 38 = c) 15 x239 =
2) Arme e efetue as divisdes abaixo:

a)32:5= b) 120: 20 = €)13:2= d)328:14= ) 101: 2=

A ideia de apresentar esses modelos de atividades é comprovar que nossos alunos
estdo acostumados a resolver exercicios de forma operacional, metddica, descontextualizados
e com “decorebas” de expressdes da forma: “pedir emprestado”, “vai um”, “escorrega um”,
entre outros. Realmente isso se comprovou nas atividades propostas, onde o indice de acertos
desses exercicios é de 85%, com pequenos erros devidos aos decorebas. O que mais chama a
atencdo é para a divisdo, pois de acordo com trés professoras, elas relataram que a operacéo
mais dificil é a divisdo, pelo préprio método e principalmente pelo fato de criancas dessa
idade ndo saberem partilhar seus objetos. Segundo o doutor em psicologia e professor da
USP, Christian Ingo Lenz Dunker compartilhar ndo é algo natural, mas que precisamos
aprender e tomar gosto. Desse modo, o entendimento do conceito de propriedade é uma
grande conquista para a crianga. Abaixo uma conta apresentada por 80% dos alunos, de forma
errada, onde 101 : 2 disseram ser igual 5, com resto 1, em decorréncia de acharem que o 1 €

resto. Veja:
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Figura 17 — Fotografia de erro cometido no algoritmo da divisdo

Tirando o egocentrismo das criangas ainda nessa faixa etéria, as dificuldades maiores

com a divisdo comegam na estrutura da “conta armada”, que ndo evidencia duas operacfes
auxiliares, a divisao e a subtracdo. Além disso, ndo temos uma analise detalhada dos nimeros
envolvidos, deixando um olhar superficial para os algarismos envolvidos em cada etapa do
processo. Para diminuir a dificuldade de alunos em dividir € aconselhavel trabalhar com o
algoritmo da divisdo euclidiana e analisar possiveis restos através da ordem do sistema
decimal. Veja uma sugestdo de atividade similar a apresentada, mostrada pela revista Nova
Escola (disponivel em: http://revistaescola.abril.com.br/fundamental-1/roteiro-didatico-
sistema-numeracao-decimal-1-2-3-anos).
Exemplo: Existe alguma divisdo em que o divisor é 4 e o quociente € 10. Tem somente uma
situacdo? Ou mais? Para responder, os alunos precisam levar em conta que o resto s6 pode
assumir os valores 0, 1, 2 e 3, pois tem de ser menor que o divisor. Levando isso em conta, as
possibilidades sdo cinco (D=4x12+0=40;D=4x10+1=41;D=4x10+2=42;D =
4x10+3=43).

As questBes de numero 3 aplicadas nas atividades seguem abaixo. Essas questdes
foram elaboradas com o propoésito de verificar se sabem decompor e ordenar 0s niUmeros no

sistema decimal.

3) Calcule mentalmente:

a)33+28= b) 10+ 70-20 = c) 135-46= d)8-12=
3) Calcule mentalmente:

a)11x3= b) 9 x 21= c)14x17=
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Essas questOes apresentaram divergéncias em relacdo a cumprir o que se pedia no
enunciado, ja que o calculo mental foi feito apenas nas somas/subtra¢des; nas multiplicacoes
62% dos alunos deixaram a conta armada para resolucédo, 20% deixaram em branco e apenas
18% tentaram efetuar, mesmo com 35% de erros. Isto mais uma vez comprova que 0 campo
aditivo desenvolvido em alguns sistemas decimais prevalece na mente humana, permitindo
resolver somas/subtragdes mentalmente, porém a ordem e decomposi¢cdo dos nimeros que
facilitam os calculos ndo é um processo natural na mente de nossos alunos.

A abordagem do calculo mental, ou na realidade a auséncia deste, esta relacionada ao
fato de termos hoje facilidade de acesso a tecnologia. Praticamente todas as criangas que estdo
na escola tém acesso ao computador, calculadoras, celulares, programados para facilitar nossa
vida, sendo uma destas, o calculo. Saber tabuadas ¢é essencial para realizar calculos mentais e,
pesquisas mostram que nossas criangas nao sabem como deveriam essa forma de calculo.
Quando dizemos saber tabuada, é ir além da memorizacdo. Compreender e naturalmente
transformar 2 x 3 =3 + 3 =2 + 2+ 2 = 6 no campo aditivo é fundamental. A nocdo de nimero
e a ordem e composi¢do/decomposicdo do sistema decimal deve ser compreendido. Dessa
forma:

Pesquisas realizadas por Piaget e seus colaboradores levaram-no a afirmar que os
conceitos matematicos ndo derivam dos materiais em si, mas de uma apreciagdo do
significado das operacdes realizadas com eles. Para ele os conceitos sdo formados a
partir de manipulacdo de materiais, mas sdo independentes do suporte concreto
utilizado. Quando a crianca realmente compreende o significado matematico de suas
acOes, passa a poder realiza- las em sua mente através de representagdes mentais que
se referem aos objetos que as motivaram, mas se diferenciam deles, pela sua
mobilidade e reversibilidade mentais que caracterizam o verdadeiro ato de pensar
(AZEVEDO, 1999 p. 41).

Elaborar estratégias de aprendizagem com material concreto, como tampinhas, jogos,
entre outros, € de fato facilitador de entendimento da tabuada. O professor também néo deve
fornecer resultados prontos e praticamente instantaneos. Baseado nessas ideias, nossos alunos
desenvolveriam estratégias de calculo mental de forma mais eficaz e seriam mais motivados a
avancar nos niveis de dificuldades dos exercicios. Outra curiosidade é que 100% dos alunos
ndo tém nocdo de resultados negativos, pois a operacdo de 8 — 12 = 4 , foi respondida
erroneamente por 60% das criangas; as outras deixaram a atividade em branco.

Veja as figuras abaixo que mostram as contas armadas na multiplicacéo e resposta da
operacdo de 8 — 12 = 4.
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Figuras 18 — Fotografias de erro na subtracéo e algoritmo no calculo mental

As questBes das atividades 4) e 5) trabalham com resolucéo de problemas relacionadas
as quatro operagdes. Talvez seja a metodologia mais interessante para auxiliar na
aprendizagem das operacdes basicas matematicas, pois permite ao aluno ler, interpretar,
relacionar as operagOes a serem desenvolvidas e calcular. E evidente, que deve ser estruturada
tal metodologia, pois caso contrario ndo vai gerar aprendizagem. Se um professor quer usar
essa metodologia adequadamente, deve ficar claro a seguinte ideia abaixo:

[...] incutir em suas mentes algum interesse por problemas e proporciona-
lhes muitas oportunidades de imitar e de praticar. Quando o professor
tenciona desenvolver em seus alunos as opera¢des mentais correspondentes &
indagacOes e sugestes de nossa lista, ele as apresenta tantas vezes quanto
puder fazer com naturalidade. Além disso, quando o professor resolve um
problema em aula, deve dramatizar um pouco as suas ideias e fazer a si
préprio as mesmas indagacGes que utiliza para ajudar seus alunos. Gragas a
esta orientagdo, 0 estudante acabard por descobrir 0 uso correto das
indagac@es e sugestdes e, ao fazé-lo, adquira algo mais importante do que o
simples conhecimento de um fato matematico qualquer (POLYA, 1978, p. 3).

No proximo topico daremos énfase a aplicacdo da metodologia de resolucdo de
problemas de acordo com o0s pensamentos de Polya. Abaixo seguem as atividades
apresentadas na pesquisa e comentarios.

Problemas de soma/sutracao
4) Na sala de Giovana h4 17 meninos e 23 meninas.
a) Quantas criangas ha na sala?

Resp:

b) E na sua sala, quantos sdo meninos?

Resp:

¢) Quantas sao meninas?

Resp:
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d) Quantos sdo ao todo?

Resp:

5) Tiago tinha 25 bolinhas de gude. Ganhou 11 bolinhas na primeira partida, perdeu 9
bolinhas na segunda e ganhou 13 bolinhas na terceira. No final emprestou 8 bolinhas para seu
irmdo. Com quantas bolinhas Tiago ficou? E seu irm&o, quantas bolinhas ficou? Por qué?

O primeiro problema explorou principalmente a questdo da interpretacdo, onde 0s
Unicos calculos sdo as soma de 23 + 17 e soma dos alunos de suas respectivas salas. Apenas 1
aluno, ou seja, 2,5% fez soma errada dizendo que 23 + 17 = 30.

O segundo problema foi curioso, pois 90% dos alunos acertaram a quantidade de
figurinhas que Tiago ficou, porém a segunda pergunta, que faz parte de um problemas sem
solucdo, todos concluiram que o irmdo de Tiago, chegou a um total de oito figurinhas, pelo
fato de ter ganhado essa quantidade do irmé&o, desprezando o fato de poder ter uma quantidade
de figurinhas no inicio. Isso ocorre pelo costume de um problema ter sempre resposta, de
acordo com os problemas trabalhados nas escolas. Os problemas sem solugéo, de acordo com
Smole (2001), rompem com a concepcdo de que os dados apresentados devem ser usados na
sua resolucgdo e de que todo problema tem solugdo. Além disso, ajudar a desenvolver no aluno
a habilidade de aprender a duvidar, a qual faz parte do pensamento critico. Veja exemplo na

figura abaixo:

Figura 19 — Fotografia de problema que envolve soma e subtracéo

Problemas de multiplicagao/diviséo

4) Em uma festa de comemoracdo de copa do mundo, uma professora comprou 3 dizias de
azuis, 2 dezenas de balGes amarelo e 2 duzias de balGes verdes e 5 baldes brancos. Estavam

furados 23 balGes. Responda:
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a) Quantos séo os baldes azuis?
Resp:

b) Quantos s&o os baldes amarelos?
Resp:

c) Quantos sdo os bal6es verdes? Quantos baldes sdo brancos?
Resp:

d) Quantos baldes ficaram vazios?

Resp:

e) Quantos balGes havia no total?

Resp:

5) Carlos esta alugando a sua casa: “Casa com 3 quartos e demais dependéncias, o aluguel
mensal é de R$720,00”. Sendo assim:
a) Se a duracdo do contrato de aluguel é de 6 meses, quanto ela recebera de aluguel?

Resp:

b) E se for de 12 meses?
Resp:

c) Se alugarem por 4 meses, quanto o inquilino pagara por dia?
Resp:

d) E se alugarem por quatro dias, quanto o inquilino pagara ( 1més = 30 dias)?

Resp:

No primeiro problema, chama a atengéo o fato da falta de interpretacdo. Alguns erros
apareceram, entre eles: 10% dos alunos demonstram ndo conhecer conceitos de dezena ou
duzia, achando que dezena representa o dobro. Outro erro mais chamativo foi que 75% dos
alunos responderam que a soma total dos baldes eram de 108, pois somaram todos com 0s
vazios, esquecendo que estes ja faziam parte do todo. Outros 22,5% responderam que tinham
62 balbes, descontando os vazios de forma errada. Apenas 2,5% responderam de forma
correta, ou seja, 1 aluno, que o total de balGes é de 85. Vale ressaltar a falta de interpretacdo
neste problema.
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Figura 20 — Fotografia das respostas do problema de multiplicacédo

No segundo problema, apenas 17,5% dos alunos conseguiram acertar todos os itens.
Foram duas fontes de erros, interpretacdo e calculo. A parte de falta de interpretacdo se deve
ao fato confundirem a unidade de medida de tempo, pois quando os itens eram em meses (a) e
(b) tivemos 75% de acertos e, quando os itens eram em dias (c) e (d), tivemos apenas 7,5%
de acerto. Outro fator a ser considerado na parte de calculos, é o fato de os alunos terem muita
dificuldade em efetuar o algoritmo da divisdo e até mesmo multiplicagcbes quando o nimero

refere-se a variavel dinheiro, pois a virgula atrapalha a estrutura da conta armada.

Figura 21 — Fotografia das respostas do problema de divisao




54

Figura 22 — Fotografia das respostas do problema de divisdo

Problemas de multiplicacéo/diviséo

4) Um auditério possui 23 filas com 25 assentos em cada uma delas, e uma fila com 20
assentos. Para um espetaculo nesse auditorio ja foram vendidos 420 ingressos.

a) Quantos ingressos ainda estdo a venda?
Resp:

b) Quanto custa cada ingresso se, com o auditério lotado a arrecadacao foi de R$5.950,00?

Resp:

5) (SAEB 2001) Uma doceira vende suas cocadas em embalagens de 24 unidades. Para
vender 2448 cocadas quantas embalagens sao necessarias?

No primeiro problemas, tivemos 50% de alunos que erraram de alguma forma. Os
erros mais comuns apresentados foi esquecer-se de acrescentar a fileira com 20 assentos e
principalmente, o fato de confundir o posicionamento da virgula no algoritmo da divisao.
Vale ressaltar mais uma vez, a divisdo deve ter o conceito de numero bem concebido e,
contextualizar tal operagdo para com o problema trabalhado, evitando assim numeros

absurdos nas respostas. Veja as ilustragdes para esses dois tipos de erros.
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Figura 23 — Fotografia das respostas do problema de multiplicacdo/divisao

Figura 24 — Fotografia das respostas do problema de multiplicacéo/divisao

No segundo problema, tivemos 32,5% dos alunos errando um problema de
interpretacéo simples e pouca dificuldade em efetuar o algoritmo da divisdo. Essa quantidade
de erro ocorreu por apenas um motivo, falta de interpretagcdo. Os alunos ndo souberam qual
operacdo efetuar, ja que verbos rotineiros (ganhar/perder/dividir) em problemas néo
apareceram, dificultando associacdo da operagé@o ao problema. Isso reflete mais uma vez que

0 problema é a interpretacdo. Veja ilustracdo:
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Figura 25 — Fotografia das respostas do problema de multiplicacdo/divisao

Na metodologia de resolucdo de problemas, devemos favorecer a interpretacdo,
trabalhando com problemas contextualizados, bem como quantificar a realidade, diminuindo
as “decorebas” na resolug¢do das operagdes basicas matematicas, diminuindo os modelos-
padrdes de situacdes aditivas e/ou subtrativas e, principalmente no algoritmo da divisao.

Para terminar a analise de dados, é importante listar os principais erros encontrados,
quando se desenvolvem as operagdes basicas. Veja:

Soma: erros de contagem; aplicacdo incorreta no desenvolvimento do algoritmo; uso
de operacdo inadequada; calculo mental; falta de resposta em situacdes problemas.

Subtracéo: procedimento errado na aplicacdo do algoritmo; erros de contagem; erro
de operacdo; colocacdo indevida de ponto e virgula; calculo mental reproducdo do minuendo
ou subtraendo no resultado; auséncia de respostas nos problemas propostos.

Multiplicacéo: erros de tabuada; falta de conhecimento do algoritmo; esquecimento
do “vai um”; calculo mental; falta de respostas aos problemas.

Diviso: reproducéo errada da operacdo proposta; falta de conhecimento do algoritmo;
erros de tabuada; desisténcia; calculo mental; erro de subtracdo durante o célculo; auséncia de
respostas nos problemas propostos.

Temos comprovado que uma grande quantidade de nossos alunos, ndo compreendem a
ordem do sistema decimal. Muitos erros sdo cometidos, principalmente pelas metodologias
ineficazes que os professores adotam, baseadas em estratégicas mecénicas e
descontextualizadas. Falta de leitura e interpretacdo, também é outro fator agravante. Dessa
forma, abaixo segue sugestdo de como trabalhar com o sistema decimal de forma correta.
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4.3 TRABALHANDO COM NUMEROS E AS OPERACOES

Sabemos que fazer a compreensdo dos numeros e as operacdes que O cercam, €
fundamental para que os alunos desenvolvam uma aprendizagem significativa sobre as quatro
operagOes matematicas basicas. Ensinar os nimeros na escola partia do pressuposto de,
trabalharmos primeiramente com numeros pequenos para em sequéncia ir aumentando sua
ordem de grandeza. No fim desse processo, os professores ensinam os alunos a classificar a
ordem desses nimeros, como unidade, dezena, centena, unidade de milhar, etc. Nessa ideia é
descartado o fato de que esses alunos ja presenciam antes mesmo de estar inserido na escola,
ou seja, seu conhecimento prévio, como por exemplo, o contato direto com alguns ndmeros,
como por exemplo, os numeros do telefone, placas de carros, preco de produtos, entre outras
situacdes. Naturalmente nesse segundo modo de analisar, os alunos constroem o conceito de
namero. Por esse motivo, vem sendo pensado por alguns educadores que a maneira sequencial
de ensinar os nimeros a um aluno néo € a forma mais eficaz.

De acordo com as ideias dos PCN as operacfes ndo devem a todo instante serem
sequenciais, ou seja, ndo se deve trabalhar a adi¢do, depois a subtracdo, em seguida a
multiplicacdo e por fim a divisdo. As operacdes devem ser inseridas de acordo com seus
campos conceituais, no campo aditivo trabalha-se simultaneamente adi¢do e subtragdo e no
campo multiplicativo, trabalha-se multiplicagéo e diviséo.

O caso das quatro operagdes é fundamental. Em primeiro lugar o reconhecimento da
funcdo primordial das propriedades estruturais das operagdes na construcdo dos
algoritmos de célculo e principalmente no desenvolvimento da habilidade de célculo
mental, que sdo dois instrumentos necessarios para a resolucdo de problemas.
Depois o reconhecimento de que as operacBes aritméticas ndo sdo conceitos
isolados, mas estéo inter-relacionadas. (RESENDE, 1999, p. 82).

Desenvolver as operacdes pelos campos conceituais faz o aluno verificar respostas
através das operacdes inversas, as quais devem ser inseridas em atividade propostas pelos
professores, principalmente na resolugédo de problemas. De acordo com os PCN (2000), a
construcdo dos diferentes significados leva tempo e ocorre pela descoberta de diferentes
procedimentos de solucdo. Abaixo, faremos uma abordagem sequencial detalhada, de cada
uma das etapas que compdem a aprendizagem das quatro operacfes basicas dentro do sistema

numérico decimal.
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4.3.1 Apresentando os nameros

Inicialmente é importante que as criangas entendam a légica do sistema decimal, tendo
em mente que 0s numeros existem para serem aplicados como forma de quantificacdo,
comparacdo, ordenacdo, identificacdo de objetos e realizar operacGes. De acordo com uma
pesquisa feita pela revista Nova Escola (disponivel em
http://revistaescola.abril.com.br/fundamental-1/roteiro-didatico-sistema-numeracao-decimal-
1-2-3-anos) sobre o sistema decimal, a especialista em Didatica da Matematica, Fernanda
Penas revela que considerar as fun¢des dos nimeros, permite que vocé selecione os tipos de
problemas e sequéncias de atividades e, com eles, crie situacGes propicias para a intervencao
didatica". Outras educadores, como Delia Lerner e Patricia Sadovsky, sugerem que
inicialmente as criancas devam escrever 0s numeros que conhecem, fazendo associacdo de
onde os viram. Pode parecer equivocado fazer essa escrita ndo convencional, mas garantem
que essa € a forma correta de ensinar as caracteristicas do nosso sistema numérico posicional
e de base 10. A forma de escrever os numeros, implicitamente apresenta originalmente o
conceito das operacdes de soma e multiplicacdo, naturalmente compreendendo os principios
de ordem do sistema posicional decimal. Resumindo, escrever nimeros que fazem parte do
cotidiano das criancas é o principio da aprendizagem e, o professor fazer a mediacdo correta
inserindo implicitamente a ordem do sistema decimal é o indicador para estarem escrevendo

numeros grandes com o passar do tempo.

4.3.2 Ordenando os nUmeros

Sabemos por experiéncias de sala de aula, que 0s numeros eram ou ainda sdo
ensinados de “um em um”. Ordenar os nimeros ¢ fundamental apos apresenta-los de forma
contextualizada, porém a ordem ndo sugere escrever todos 0s himeros consecutivos. Se um
aluno ordenar os numeros escritos de forma ndo consecutiva, certamente ird desenvolver o
conceito de comparagéo.

Uma atividade inicial a ser proposta € pedir que os alunos escrevessem 0S nUmeros
“redondos”, ou seja, multiplos de dez, associados a facilidade de associar aos dez dedos das
maos, fato originario do sistema decimal. Em seguida, outra atividade estratégica a ser
desenvolvida, é escrever os numeros de 1 até 100, onde 10 nimeros devem ficar em cada
linha. Com essas atividades os alunos comecam a entender a decomposi¢do dos nimeros na

base 10 e comparacdo da grandeza entre eles. Os Parametros Curriculares Nacionais
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estabelecem que ao final do 3° ano os alunos devam reconhecer nimeros no contexto diarios,
que permitam:

e Ultilizar nimeros para expressar quantidades de elementos de uma colecéo.

Utilizar ndameros para expressar a ordem dos elementos de uma cole¢do ou

sequéncia.

e Utilizar nimeros na funcdo de codigo, para identificar linhas de 6nibus, telefones,
placas de carros, registros de identidade.

e Utilizar diferentes estratégias para quantificar elementos de uma colecdo: contagem,
formac&o pares, agrupamentos e estimativas.

e Contar em escalas ascendentes e descendentes de um em um, de dois em dois, de
cinco em cinco, de dez em dez etc.

e Formular hip6teses sobre a grandeza numérica, pela identificacdo da quantidade de

algarismos que compdem sua escrita e/ou pela identificacdo da posi¢cdo ocupada pelos

algarismos que comp&em sua escrita.

Comparar e ordenar nimeros (em ordem crescente e decrescente).

Contar em escalas ascendentes e descendentes a partir de qualquer nimero dado.

4.3.3 Intervencao através do sistema decimal

Devemos saber que todos 0s nUmeros sdo escritos baseados nas operagOes de
multiplicacdo e soma, organizado de forma posicional e decimal. Assim, qualquer nimero de

XYZ de trés algarismos, pode ser pensado na decomposicao:

X100+ Y.10+ Z

A compreensao dos algoritmos tradicionais das quatro operacdes exige o dominio das
propriedades do sistema de numeracdo decimal, compreensdo considerada tardia pela
literatura (KAMII, 1996). Infere-se, portanto, que muitos erros cometidos pelos alunos podem
ser devidos ao descompasso entre o tempo em que esses algoritmos séo ensinados na escola e
0 tempo proprio de cada crianca para a compreensdo dos mesmos.

Se qualquer crianga tiver essa estrutura em sua mente, podera facilmente efetuar certos
calculos mentais.

Exemplo: 37 + 20, se torna fécil ao pensar 10 + 10 + 10+ 7 + 10 + 10, soma 0s 10 e em

seguida o 7. Dessa forma, esta implicitamente usando a decomposicéo na base 10. Veja:
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(10 +10+ 10 + 10 + 10 + 10 = 50) e, finalmente, as de diferente ordem (50 + 7). No sistema
posicional decimal, é facilmente resolvida contas de subtrag&o.

Exemplo: A subtracdo de 42 — 17 pode ser feita com o seguinte raciocinio: ao subtrair 42 -
17, a conta convencional é equivalente a subtracdo de:

(30+12)- (10 + 7).

A mediacdo do professor nesse tipo de pensamento deve contribuir para que a crianca
avance na forma de escrever os numeros e, efetuar célculos dentro do sistema numérico
convencional, para rapidamente estarem escrevendo nimeros grandes e fazendo operacGes
dentro desse sistema. Devemos lembrar que intervencfes corretas, parte do principio da
analise de possiveis erros dos alunos na escrita e nos calculos de opera¢des dentro do sistema
numérico decimal.

Baseado no fato de os alunos ja& estarem escrevendo os numeros “redondos” (10, 20,
30, ...100, etc) e organizando esses numeros, € normal escrevem outros nimeros baseados na
numeracdo falada e nas escritas de nimeros ja conhecidos. Dessa forma, ao pedir que
escrevam 254, as criancas podem registrar assim, 200504. De modo analogo
acontece com 2.745, registrado erroneamente por 2000700405. Essa ideia de escrita dos
numeros explica a escrita dos nimeros pelo sistema romano. A intervencdo nessa situacao
deve ser feita de modo que uma crianca entenda que, quanto mais algarismos tem um ndmero,
maior ele é. Ao perceber que a escrita de 254 tem mais algarismos do que o 200 e o0 300, eles
percebem que algo esta efetivamente errado com a escrita que esta sendo feita. Com esses
tipos de intervencéo a crianca aprende as varias regularidades do sistema numerico, entre elas,
que existe sempre dez numeros comegando com 0 mesmo algarismo (no caso de dois digitos),
ou, toda vez que um numero termina com 9, o anterior termina com 8, e o posterior, com 0.
Veja as sequéncias abaixo:

8,9 10

28, 29, 30

338, 339, 340

1.528, 1.529, 1.530

Enfim, criar maneiras de adequar a facilidade do sistema numérico decimal em relacéo
as suas operacdes é o0 objetivo de trabalharmos com esse sistema, cabe ao professor fazer as

mediacdes adequadas e contextualizadas.
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4.3.4 Operagdes numéricas/resolucéo de problemas

Sabemos que ensinar as operacdes basicas com o modelo da matematica tradicional
ndo gera aprendizagem significativa. Imitacédo e repeticdo ndo é o melhor caminho, mesmo
sendo este parte de um processo longo de aprendizagem nas escolas brasileiras. Cabem entdo
ao professor trabalhar com metodologias e atividades diferenciadas, principalmente aqueles
que desenvolvam a questdo da ordem do sistema decimal, como o material dourado. O
professor deve também deixar a sua sala motivada, através de construcdo em conjunto com 0s
alunos de seus proprios materiais, como cartolinas de tabelas numéricas, jogos, etc.

Da forma como acontece nas nossas escolas, parece que as operagdes estdo
dissociadas das necessidades dos problemas de contagem. Trabalhar a construcdo do sistema
decimal ao longo do ano é fundamental. A metodologia de resolucdo de problemas é
importante para que os alunos facam a associacdo das operagcdes ao conceito de namero,
permitindo-os interagirem com os diferentes significados das operacdes, e discutir varias
formas de resolver um problema. Dentre as operagGes, percebemos a que mais gera
dificuldade é a divisdo, a qual é impossivel de estar dissociada da multiplicacdo. Vale
ressaltar que as operagdes ndo devem ser aprendidas separadas, mas relacionadas aos seus
campos conceituais. Uma boa dica para trabalhar com divisdo/multiplicacdo (campo
multiplicativo) € dada pelo psicélogo francés, Gérard Vergnaud, onde os problemas devem
passar por trés conceitos: proporcionalidade, organizacédo retangular e a combinatoria.
Proporcionalidade: Dizemos A/IB = C/D = k (constante). Com essa variagdo podemos
trabalhar com o seguinte modelo de problema.

Problema- Na festa de Giovanna, cada crianca leva 2 refrigerantes. Ao todo, 9 criancas
compareceram a festa. Quantas refrigerantes foram levadas? Seguindo o pensamento de
proporcionalidade, poderiamos questionar os alunos com as seguintes variagfes: 9 criancas
levaram 18 refrigerantes na festa de Giovana.. Se todas as criangas levaram a mesma
quantidade de bebida, quantas garrafas levaram cada uma? Numa festa foram levados 18
refrigerantes pelas criangas e cada uma delas levou 2 garrafas. Quantas criangas havia?
Quatro criancas levaram 9 refrigerantes a festa. Supondo que todas levaram o0 mesmo nimero
de garrafas, quantos refrigerantes haveria se 8 criancas fossem a festa?

Organizacao retangular- Baseado no principio da associacdo do calculo a forma de
encontrar area de retangulo.

Problema: Um cinema tem 12 fileiras com 8 cadeiras em cada uma. Quantas cadeiras ha

nesse cinema? Tais problemas poderiam ser criados: Um cinema tem 96 cadeiras, com 8 delas
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em cada fileira. Quantas fileiras hd no total? Um cinema tem 20 cadeiras distribuidas em
colunas e fileiras. Como elas podem ser organizadas?
Combinatoria- Facilita o aluno a criar métodos de resolucéo alter nativos.
Problemas: Um menino tem 2 calcas e 4 camisas de cores diferentes. De quantas maneiras
ele pode se arrumar combinando as calcas e as camisas? Os seguintes problemas poderiam ser
acrescentados: Um menino pode combinar suas calgas e blusas de 8 formas distintas. Sabendo
que ele tem apenas 2 calcas, guantas camisas ele tem?
Se a forma de resolver for de “um em um”, poderiamos repetir 0 processo com numeros
maiores, desenvolvendo a operagédo correta.

Com esses conceitos envolvidos nos problemas propostos, os alunos de fato iriam

associar as operacGes matematicas (divisdo/multiplicacdo) a resolucdo destes.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Convém considerar que todo esforco ao longo da histéria humana para registrar
quantidades, acabou por acomodar em um sistema pratico e facilitador de calculos, o sistema
decimal. Tal feito s6 foi alcancado gracas ao trabalho intelectual de muitos povos, que através
de muitas tentativas e acertos acabaram contribuindo para as formas de registro numérico, tdo
importante para qualquer sociedade. Ao fazer comparagfes ao longo da historia em relagdo
aos sistemas posicionais e ndo posicionais, € nitido que os sistemas posicionais tém grande
vantagem em relacdo a facilidade de calculos, tanto € que os romanos (sistema néo posicional)
tinham que se adaptarem as formas de calcular, para depois representar os nimeros, criando
uma dificuldade neste processo, porém ndo devemos menosprezar muitas contribuicfes destes
sistemas.

As bases de quaisquer sistemas de numeracdo posicional ndo fazem diferenca nas
operacOes realizadas e propriedades observadas. Pensando na quantidade de multiplos e
divisores de um numero qualquer, temos que serdo sempre em mesmo nimero independente
da base desenvolvida, logo um numero primo serd primo independente da base adotada.
Assim, na base trés o nimero 10 sera primo e o numero 11 ndo. Esse pensamento vale para 0s
nameros inteiros, ja que quando estamos pensando nos numeros racionais, a escolha da base
pode simplificar a escrita de um numero. Exemplificando, podemos perceber que 0 nimero
1/3 no sistema decimal, em forma de dizima periodica é 0,3333..., enquanto no sistema de
base trés esse numero é representado simplesmente por (0,1) 3, porém ndo quer dizer que a
base trés seja a melhor para escrever todos 0s nimeros racionais. Logo, esse também nao é o
melhor critério para escolher uma base.

Ficar discutindo qual modelo de sistema € o melhor, se € o posicional ou nao
posicional, ou qual ¢ a melhor base para calcular, seria mascarar o real problema da
aprendizagem das operagdes basicas matematicas em nossas escolas. A preocupagao presente
se faz com o desafio de capacitar nossas criancas e adolescentes a fazer uma associacéo do
sistema numeérico decimal aos problemas do cotidiano, sendo esse sistema uma forma eficaz
de resolver os desafios propostos, ja que desde a antiguidade o homem precisou de um
algoritmo que facilitasse as formas de contagem. Fundamental nesse desafio é o papel do
professor, que tem como grande meta desenvolver seu trabalho pedagdgico com metodologias
e atividades que possibilite o real entendimento desse sistema numérico. Sendo mediador, é
inadmissivel que se paute sempre em fatores externos para ndo ocorrer 0 entendimento e

procedimento correto das quatro operagdes basicas. Ndo vale nada observar os erros e nada
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fazer. Devemos explora-los, fazendo as intervencdes necessarias, principalmente no que diz
respeito a ordem desse sistema, contribuindo para os alunos desenvolver habilidades e
competéncias da aprendizagem necessaria para as quatro operagoes.

Adquirindo tais conquistas, estaremos criando oportunidades para os alunos brasileiros
se tornarem profissionais qualificados, principalmente em cursos que requer muita
matematica. Consequentemente, essas pessoas com naturalidade, vdo adquirir critérios para
usar o melhor sistema numérico em uma situacao desafiadora, ou seja, saberdo as vantagens
dos outros sistemas de humeragdo, como a numeracdo binaria tdo utilizada em computadores.
Diminuir os decorebas e interpretar os fundamentos das quatro operagdes no sistema decimal

é o grande desafio de nossas escolas.
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APENDICE A - ATIVIDADES PROPOSTAS AOS ALUNOS

SOMA/SUBTRACAO

1) Resolva as seguintes operacdes abaixo, atraves de desenhos:
a) 17+8= b) 15+ 12 + 13=

) 34-16= d)13+19-14=
2) Arme e efetue cada uma das operagdes abaixo:
a) 23+9= b) 120 + 230 + 150 = c) 62 — 56= d) 1234 — 39=
3) Calcule mentalmente:

a) 33+28=__  b)10+70-20=__ c)135-46= d)8-12=
4) Na sala de Giovana ha 17 meninos e 23 meninas.
a) Quantas criancgas ha na sala?

Resp:

b) E na sua sala, quantos sdo meninos?

Resp:

¢) Quantas sao meninas?

Resp:

d) Quantos séo ao todo?

Resp:

5) Tiago tinha 25 bolinhas de gude. Ganhou 11 bolinhas na primeira partida, perdeu 9 bolinhas
na segunda e ganhou 13 bolinhas na terceira. No final emprestou 8 bolinhas para seu irmao.
Com quantas bolinhas Tiago ficou? E seu irmao, quantas bolinhas ficou? Por qué?

MULTIPLICACAO

1) Resolva através de desenhos cada uma das multiplicagdes abaixo:

a) 3x4 = b)5x 14 = c)12x15=



9)
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Arme e efetue as multiplicacGes abaixo:
8 x 15 b) 12 x 38 c) 15 x 239
Calcule mentalmente:
11x3= b) 9 x 21= c)14x 17 =
Em uma festa de comemoracao de copa do mundo, uma professora comprou 3 dlzias de
azuis, 2 dezenas de balGes amarelo e 2 dlzias de baldes verdes e 5 bal®es brancos. Estavam

furados 23 bal@es. Responda:

Quantos sao os baldes azuis?
Resp:

Quantos sdo os baldes amarelos?
Resp:

Quantos sdo os balGes verdes? Quantos baldes sdo brancos?
Resp:

d) Quantos baldes ficaram vazios?

Resp:

Quantos baldes haviam no total?

Resp:

5) Carlos esta alugando a sua casa: “Casa com 3 quartos e demais dependéncias, o aluguel

mensal é de R$720,00”. Sendo assim:

a) Se a duracdo do contrato de aluguel é de 6 meses, quanto ela recebera de aluguel?

b) E se for de 12 meses?

c) Se alugarem por 4 meses, quanto o inquilino pagara por dia?

d) E se alugarem por quatro dias, quanto o inquilino pagara ( 1més = 30 dias)?
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DIVISAO
1) Calcule as divisdes abaixo através de desenhos:
a) 12:4 b)17:3 c)126:6 d) 180: 15
2) Arme e efetue as divisbes abaixo:

a) 32:5 b)120:20  ¢)13:2 d)328:14 €)101: 2

3) Um cinema de 5 sécios, teve um prejuizo de R$25.000,00 no final de um certo més. Assim, o
valor de prejuizo é igualmente dividido entre os socios do cinema. Quanto cada socio teve de
pagar, para cobrir o valor que faltou?

4) Um auditério possui 23 filas com 25 assentos em cada uma delas, e uma fila com 20
assentos. Para um espetaculo nesse auditorio ja foram vendidos 420 ingressos.

a) Quantos ingressos ainda estdo a venda?

Resp:

b) Quanto custa cada ingresso se, com o auditorio lotado a arrecadacdo foi de R$5.950,00?
Resp:

5) (SAEB 2001) Uma doceira vende suas cocadas em embalagens de 24 unidades. Para vender
2448 cocadas quantas embalagens sdo necessarias?
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APENDICE B- ENTREVISTA PARA OS PROFESSORES
Nome:
Ano da sala que leciona:
Vocé acredita que seus alunos compreendem o sistema numérico decimal?
Resp:

Como faz a representacdo das quatro operacfes em sala de aula ( formas de linguagem:
desenho, linguagem escrita-problemas, linguagem matematica formal, etc) ?
Resp:

3) Quais sdo as operacdes que apresentam maior dificuldade? E facilidade? Por quais
motivos vocé acha que isso ocorre?
Resp:

4) Como trabalha a adi¢do?
Resp:

5) A subtracdo?
Resp:

6) A multiplicagdo?
Resp:

7) A diviséo?
Resp:
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8) Quais sdo as metodologias utilizadas?
Resp:

9) Usou algum tipo de material concreto? De que forma?
Resp:

10) Utilizou apostila/ livro didatico?
Resp:

11) Vocé utilizou situagdes-problema para desenvolver as quatro operagdes? Se sim,
tiveram mais facilidade ou dificuldade em entender tais opera¢des? Por que vocé acredita?
Resp:

12) Como vocé avalia a turma em relacdo a capacidade de interpretar situacdes problemas e
calculos em relacdo as quatro operacdes?
Resp:

13) Ap0s ultrapassar metade do fundamental I, vocé trabalharia de outra forma as quatro
operacdes?
Resp:
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APENDICE C- CRITERIOS NAO TRADICIONAIS DE DIVISIBILIDADE

DIVISIBILIDADE POR 2 — Um numero é divisivel por 2, quando o algarismo da unidade,
subtraido do dobro da soma dos demais algarismos for divisivel por 2.
Demonstracdo: Seja 0 numero natural x escrito no sistema decimal, ou seja:
X = a,.10" +a,4.10" + ... + a,.10% +a;.10' +a,.10°, com coeficientes naturais.

Através da definicdo da congruéncia na observacdo abaixo, podemos fazer as
seguintes afirmagdes.

Definicdo: Sgama, b, m € Z, n > 0. Dizemos que a é congruente a b (moédulo m) (denota-se

a =b (modulo m)) sem /(b - a).

Temos:

10°=1 (mod 2) ;

10'=0 (mod 2) ou 10'=-2 (mod 2) ;

102=0 (mod 2) ou 10>=-2mod 2) ;

10°=0 (mod 2) ou 10*=- 2 (mod 2) ;

10* =0 (mod 2) ou 10*=-2 (mod 2) ;

10° =0 (mod 2) ou 10°> =- 2 (mod 2) ;

10"=0 (mod 2) ou 10"=-2 (mod 2) ;

Dessa forma, temos:

a%.10° =1 a0 (mod 2) ;

a:.10' = 0 a; (mod 2) ou a;.10" = - 2 a; (mod 2);
a,.10% =0 a2 (mod 2) ou 2,.10% =- 2 a, (mod 2);
a5.10° =0 a3 (mod 2) ou a3.10% =- 2 a5 (mod 2);
a4.10* =0 a4 (mod 2) ou a,.10* =- 2 a4 (mod 2);

a,.10" = 0 a, (mod 2) ou a,10" = - 2 a, (mod 2).
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Logo X = a,.10" + a,.1.10™" + ... + 2,.10° + a1.10" + a,.10° é divisivel por 2 quando o
algarismo da unidade for divisivel por 2, ou pensando na defini¢do de congruéncia, quando o
algarismo da unidade, subtraido do dobro do restante dos algarismos for divisivel por 2.[ ]
Exemplos: Seja o nimero 1576. Sabemos que esse numero é divisivel por 2, pois o
algarismo da unidade € 6. Temos ainda, de forma mais interessante 6 — 2. (7 +5+ 1) = 6 —
2.13=6-26 =-20 = 2. (-10). Como 6 é divisivel por 2, pois 2 . 3 =6 e - 20 é divisivel por 2,
pois 2 . (- 10) = 20, entdo o numero 1576 também é divisivel por 2, pois 1576 =2 . 788.

DIVISIBILIDADE POR 3 - Um nimero é divisivel por 3, quando o algarismo da unidade
subtraido do dobro da soma dos demais algarismos for divisivel por 3.
Demonstracdo: Seja 0 numero natural x escrito no sistema decimal, ou seja:
X =a,.10" +2,1.10"" + ... +a,.10° +a;.10" + a,.10°.

Temos por congruéncia que :

10° =1 (mod 3);

10'=1 (mod 3) ou 10' =- 2 (mod 3);

10?=1 (mod 3) ou 10?>=- 2 (mod 3);

10°=1 (mod 3) ou 10*=- 2 (mod 3);

10* =1 (mod 3) ou 10* =- 2 (mod );

10° =1 (mod 3) ou 10° =- 2 (mod 3);

10" =1 (mod 3) ou 10" =- 2 (mod 3):

Dessa forma, temos:

20.10° =1 ag (mod 3);

a1.10' =1 a; (mod 3) ou a;.10* = - 2 a; (mod 3);
a,.10° =1 a, (mod 3) ou a,.10* =- 2 a, (mod 3);
a3.10° =1 a3 (mod 3) ou a3.10% =- 2 a3 (mod 3);
a4.10* =1 a4 (mod 3) ou a,.10* =- 2 a, (mod 3);
a5.10°> =1 a5 (mod 3) ou a5.10° =- 2 a5 (mod 3);

a,.10"= 1 a, (mod 3) ou a,.10" = - 2 a, (mod 3).
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Logo X = a,.10" + a,.1.10"" + ... + a,.10° + a;.10" + a,.10%é divisivel por 3 quando o
algarismo da unidade subtraido do dobro da soma dos demais algarismos for divisivel por 3.
Exemplos: Temos que o numero 315 é divisivel por 3, poisa soma 3 + 1+ 5 =9 é divisivel
por 3, ou ainda, da forma como foi demonstrado acima 5 — 2.( 3+1) =5 - 8 = -3, que ¢

divisivel por 3. Logo 315 é divisivel por 3, pois 3.105= 315 ..

DIVISIBILIDADE POR 4 — um namero € divisivel por 4, o algarismo da unidade somado ao
séxtuplo da dezena for divisivel por 4 ou quando o algarismo da unidade subtraido do dobro
do algarismo da dezena coma soma do quadruplo do algarismo da centena for divisivel por
4,
Demonstracdo: Seja o nimero natural x escrito no sistema decimal, ou seja:
X =a,.10" +2,1.10"" + ... + a,.10° +a;.10" + a,.10°.

Dessa forma, temos:

10° =1 (mod 4);

10' =6 (mod 4) ou 10' = - 2 (mod 4);

102 =0 (mod 4) ou 10° = - 4 (mod 4);

103 = 0 (mod 4) ou 10° =- 4 (mod 4);

10% =0 (mod 4) ou 10* = - 4 (mod 4);

10° =0 (mod 4) ou 10° =- 4 (mod 4);

10" =0 (mod 4) ou 10" = - 4 (mod 4);

Assim, temos:

a0.10° =1 ao (mod 4);

a:.10' = 6 a; (mod 4) ou a5.10" = -2 a;(mod 4);
a,.10° =0 a, (mod 4) ou a,.10° = -4 a,(mod 4);
a3.10° = 0 a3 (mod 4) ou a3.10% = -4 az(mod 4);
a4.10* =0 a4 (mod 4) ou a,.10* = -4 ay(mod 4);
a5.10° =0 a5 (mod 4) ou as.10° = -4 as(mod 4);

a,.10" =0 a, (mod 4) ou a,.10" = - 4 a, (mod m).
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Portanto, vale a afirmagdo no critério de divisibilidade por 4.]
Exemplo: Temos que 1168 € divisivel por 4, pois o algarismo da unidade é 8, o algarismo da
dezena é 6 e, 0 algarismo da centena é 1. Verificando o critério obtemos que:
8+6.6=44=4110u,8-(26+4.1)=8-16=-8=4.(-2).

TEOREMA DA DIVISIBILIDADE POR 5 — Nesse critério, ndo sofrem alteracbes como
aprendemos nas nossas escolas, ou sgja, um numero natural é divisivel por 5 quando ele
terminaemO ou 5.
Demonstracdo: Seja 0 numero natural X escrito no sistema decimal, ou seja:

X = an.10" + a,.1.10" + ... + 2,.10* +a;.10" + a,.10°. Dessa forma, temos:

Entdo:

10° = 1 (mod 5);

10! =0 (mod 5);

102 =0 (mod 5);

10* =0 (mod 5);

10* =0 (mod 5);

10° =0 (mod 5)

é assim por diante, ou seja:
20.10° =1 ao (mod 5);
a:.10' =0 a; (mod 5);
a,.10° = 0 a, (mod 5);
a5.10° =0 az (mod 5);
as.10% =0 as (mod 5) ;
a5.10° =0 a5 (mod 5)

a,.10" =0 a, (mod 5).

Portanto, um ndimero natural é divisivel por 5 quando ele termina em 0 ou 5.0

DIVISIBILIDADE POR 6 — Um numero é divisivel por 6 quando o algarismo das unidades
somado ao quadruplo dos algarismos de ordem par e subtraido do dobro dos algarismos de

ordem impar, também for multiplo de 6.
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Demonstracdo: Seja 0 nimero natural x escrito no sistema decimal, ou seja:
X =an.10" +an.1.10" + ... + a,.10° +a;.10" + a,.10°. Dessa forma, temos:
Entdo:
10°=1 (mod 6);
10! =4 (mod 6) ou 10! =- 2 (mod 6);
102 =4 (mod 6) ou 10?>= - 2 (mod 6);
10*=4 (mod 6) ou 10° = - 2 (mod 6);
10* =4 (mod 6) ou 10" = - 2 (mod 6);
10° =4 (mod 6) ou 10° = - 2 (mod 6);

e assim sucessivamente. Dessa forma, temos:

a0.10° =1 ag (mod 6);

a,10' =4 a; (mod 6) ou a;.10' = - 2 a, (mod 6);
a,.10° =4 a, (mod 6) ou a,.10° =- 2 a, (mod 6);
a3.10° =4 a3 (mod 6) ou a3.10° = - 2 a3 (mod 6);
a4.10* =4 a4 (mod 6) ou a4.10* =- 2.a, (mod 6);
a5.10°> =4 a5 (mod 6) ou as.10° = - 2 as (mod 6);

a,.10" =4 a, (mod 6) ou a,.10" = - 2 a, (mod 6).

Portanto, um numero é divisivel por 6, quando o algarismo das unidades somado ao
quadruplo dos algarismos de ordem par e subtraido do dobro dos algarismos de ordem impar,
também for maltiplo de 6. ]

Exemplo: Temos que 2436 é divisivel por 6, pois o0 algarismo da unidade € 6, 0 algarismo de
ordem par é 4 ( 2° algarismo) . Os algarismos da ordem impar sdo 2 e 3 ( respectivamente).
Aplicando o processo, temos: 6 + 4.4 —2.(2+ 3) =6 + 16 — 10= 12 = 2.6. Portanto, 2436 é

divisivel por 6.

DIVISIBILIDADE POR 7 - Neste processo de divisibilidade, € mais pratico fazer a divisdo
do que aplicar qualquer critério. No critério de congruéncia, um nimero sera divisivel por 7,
sex = ap10" + an1.10™ + .+ @.10° + a,.10" + a,.10°, tiver a operaco (ap + 3a; + 2ay)
-(ag+ 3ay+ 2a5) + (ag+ 3a7 + 2ag) - ....... + (an2+ 3an1+ 2 a,) tambémmilitiplo de 7.



Demonstracdo : Sendo x = a,10" + a,1.10"" + ... + a,.10° + ;.10
10°= 1 (mod 7);
10' =3 (mod 7) ou 10" ; = - 4 (mod 7);
10?=2 (mod 7) ou 10* =- 5 (mod 7);
10* = 6 (mod 7) ou 10* =- 1 (mod 7);
10* = 4 (mod 7) ou 10*= - 3 (mod 7);
10° =5 (mod 7) ou 10° = - 2 (mod 7);
10°= 1 (mod 7) ou 10° = - 6 (mod 7);
10’= 3 (mod 7) ou 10" = - 4 (mod 7);
10°= 2 (mod 7) ou 10® = - 5 (mod 7);
10° = 6 (mod 7) ou 10° =- 1 (mod 7);
10'°=4 (mod 7) ou 10" = - 3 (mod 7);

é assim por diante, ou seja:

20.10° =1 ag (mod 7);

a:.10' =3 a; (mod 7) ou a;. 10" =- 4 a; (mod 7);
a,.10%=2 a, (mod 7) ou a,. 10° =- 5 a, (mod 7);
a3.10° = 6 a3 (mod 7) ou az. 10 =- 1 a3 (mod 7);
a4.10% = 4 a4 (mod 7) ou as. 10* =- 3 a4 (mod 7);
a5.10°= 5 as (mod 7) ou as. 10° =- 2 as (mod 7);
a6.10° = 1 ag (mod 7) ou ag. 10° =- 6 ag (mod 7);
a7.10’ =3 a; (mod 7) ou a;. 10’ =- 4 a; (mod 7);
ag.10° =2 ag (mod 7) ou ag. 10® =- 5 ag (mod 7);
29.10° = 6 a9 (Mod 7) ou ay. 10° =- 1 ag (Mod 7);

a10.10™° = 4 a;0 (mod 7) ou a50.10"° = - 3 a4 (mod 7);

+ a,.10°, temos:
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Portanto, um nmero sera divisivel por 7, se X = a,.10" + a,..10"™" + ... + a,.10% +

a1.10" + a,.10°, tiver a operacdo (ao + 3a; + 2ay) - (as + 34 + 2as) + (ag + 337 + 2ag) - .... +

(an-2 + 3an.1 + 2 a,) também multiplo de 7. [J

Exemplo: Temos que o nimero 412825 ¢ divisivel por 7, pois separando o nimero da direita

para esquerda em blocos de 3 algarismos, temos: 5, 2, 8 é o primeiro bloco e 2, 1,4 é 0

segundo bloco.
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Usando o método temos:
[6+32+2.8)-(2+31+2.4)]=5+6+16-2-3-8=27-13=14=217.
Portanto, 412825 ¢ divisivel por 7, onde 58975.7 = 412825.

DIVISIBILIDADE POR 8 — Um numero é divisivel por 8, quando o algarismo da unidade
somado com o dobro do algarismo da dezena e ao quadruplo do algarismo da centena for
divisivel por 8 ou, quando o algarismo da unidade subtraido do séxtuplo do algarismo da
dezena , somado ao quédruplo do algarismo da centena for divisivel por 8.

Demonstracdo: Sendo x = a,.10" + a,.1.10"" + ... + a,.10° +a,.10" + a,.10°, temos:

10° =1 (mod 8);

10! =2 (mod 8) ou 10' =- 6 (mod 8);
10>=4 (mod 8) ou 10> = - 4 (mod 8);
10°* =0 (mod 8);

10* =0 (mod 8) ;

10° =0 (mod 8) ;

10" =0 (mod 8) .

Ou ainda:

20.10° =1 ao (mod 8);

a:.10' =2 a; (mod 8) ou a;.10* =- 2 a; (mod 8);
a,.10% =4 a, (mod 8) ou a,.10° =- 4 a, (mod 8);
a3.10° =0 az (mod 8);

24,10 =0 a4 (mod 8);

a5.10° =0 a5 (mod 8);

2,.10" = 0 a, (Mod 8).

Portanto, um namero e divisivel por 8 se vale ao menos uma dos critérios acima.[]
Exemplo: Temos que o nimero 788376 € divisivel por 8, pois sendo o algarismo da unidade
sendo 6, o algarismo da dezena sendo 7 e, o algarismo da centena sendo 3 temos:
6+2.7+4.3=6+14+12=32=48,0u,6-(6.7+4.3)= 6-42-12= -48=(-6).8.

Logo, 788376 ¢ divisivel por 8, onde 98547.8 = 788376.
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DIVISIBILIDADE POR 9 — Um numero é divisivel por 9 quando o algarismo da unidade
subtraido do 6ctuplo da soma dos demais algarismos for divisivel por 9.
Demonstracdo: Sendo x = a,.10" + a,.1.10"* + ... + a,.10° +a,.10" + a,.10°, entdo:

10° =1 (mod 9);

10" =1 (mod 9) ou 10! = - 8 (mod 9);

10 =1 (mod 9) ou 10* = - 8 (mod 9);

10° =1 (mod 9) ou 10% = - 8 (mod 9);

10* =1 (mod 9) ou 10* = - 8 (mod 9);

10° =1 (mod 9) ou 10° = - 8 (mod 9);

.10n =1 (mod 9) ou 10" =- 8 (mod 9).

Ou ainda:

a0.10° =1 ao (mod 9);

a1.10' =1 a; (mod 9) ou a1.10" =—8 a; (mod 9);
a,.10° =1 a, (mod 9) ou a,.10> =— 8 a, (mod 9);
a3.10° =1 a3 (mod 9) ou a5.10° =— 8 a3 (mod 9);
a4.10* =1 a4 (mod 9) ou a,.10* =—8 a, (mod 9):
a5.10° =1 a5 (mod 9) ou a5.10° =— 8 a5 (mod 9);

;’;ln.lOn =1 a,(mod 9) ou a,.10" =— 8 a, (mod 9).

Portanto um namero é divisivel por 9 quando o algarismo da unidade subtraido do
octuplo da soma dos demais algarismos for divisivel por 9.[]
Exemplo: 1836 € divisivel por 9, pois de acordo com o critério: 6 -8. (1 +8+3)=6-8.12 =
6 —96 =-90 = 9. (-10). Portanto, 1836 é divisivel por 9.



