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“Minhas idéias levaram as pessoas a reexaminarem
a fisica de Newton. Naturalmente alguém um dia
ira reezaminar minhas proprias idéias. Se isto nao

acontecer haverd uma falha grosseira em algum lu-

»

gar.

Albert Einstein



Chumbes, A. E. R.. Modelos nao-lineares de dois campos e aplicagoes em cenarios
de mundos-brana. 2009. 78 f. Dissertagdo (Mestrado em Fisica) - Faculdade de En-
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Resumo

Nesta dissertacao analisamos modelos nao-lineares envolvendo campos escalares em
d + 1 dimensoes do espaco-tempo. Damos énfase a questao da estabilidade das solugoes
classicas de alguns modelos nao-lineares que envolvem interacao de dois campos escalares
em 1+ 1 dimensoes , onde mostramos nossa discordancia com os argumentos de estabili-
dade desenvolvidos por Boya e Casahorran, e Bazeia et al., particularmente no que diz
respeito ao desacoplamento das equacoes para as flutuacoes dos campos escalares. Re-
visamos a proposta de Bazeia et al. para eludir o argumento de Derrick. Observamos que
a hamiltoniana de estabilidade expressa em d dimensoes espaciais nao pode ser fatorada
como o produto de dois operadores adjuntos um do outro, portanto nao podemos garan-
tir que o operador hamiltoniano seja positivo definido. Por tltimo construimos modelos
efetivos de um campo escalar acoplado a gravidade em (4,1) dimensdes do espago-tempo.
Estes modelos efetivos podem ser aplicados para o caso de cenarios cosmologicos, onde
o universo ¢ tratado como imerso em uma parede de dominio em uma dimensao extra.
O estudo das solugoes destes modelos possui uma grande importancia para a construgao
de cendarios cosmologicos e melhor entendimento de nosso universo, como por exemplo a

formagao de branas espessas e a separacao de branas.

PALAVRAS - CHAVE: Estabilidade das solugoes solitonicas. Mundos-brana.



Chumbes, A. E. R.. Nonlinear models of two fields and applications in scenarios
of world-brane. 2009. 78 f. Dissertation (Master in Physics) - Faculdade de Engenharia

do Campus de Guaratingueta, Universidade Estadual Paulista, Guaratingueta, 2009

Abstract

In this dissertation we analyze nonlinear models involving scalars fields in d 4 1 space-
time dimensions. We put emphasis on the question of the stability of classical solutions of
some models, where we show our disagreement with the arguments of stability developed
by Boya and Casahorran and Bazeia et al.; particularly on the decoupling of the differential
equations for the fluctuations of the scalars fields. We review the proposal of Bazeia et
al. to circumvent the Derrick argument. In our analysis we observe that the Hamiltonian
associated to the stability of the systems in d space dimensions can not be factorized as
the product of two operators which are adjoint of each other, therefore the positiveness
of the Hamiltonian operator is not guaranteed. Finally we build effective models with a
scalar field coupled to gravity in (4.1) dimensions of the space-time. Those models, the
effective model can be applied to cosmological scenarios, where our universe is taken as
imbeded in a domain wall in an extra dimension. The study of the solutions of those
models has a great importance for the construction of cosmological scenarios and for the
better understanding of our universe, for example, the formation of thick branes and the

separation of branes.

KEYWORDS: Stability of solitonic solution. World brane.
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Capitulo 1
Introducao

As estruturas solitonicas tipo kink aparecem em meios cuja descricao dinamica se da em
termos de equagoes diferencias nao-lineares. O comportamento nao-linear desempenha
um papel fundamental na obtencao dessas estruturas. Um séliton por definicao é uma
estrutura tipo onda solitaria que se propaga sem perder suas propriedades ao longo do
tempo, mesmo que ocorram processos de colisao ao longo do seu caminho. Ademais o
nome de soéliton serd adotado também para o caso das solugoes independentes do tempo,

o qual é amplamente estudada na literatura [2]-[13], [35], [36].

Entre as décadas dos 60 e 70, cientistas usaram modelos nao-lineares para identificar
estruturas solitonicas com particulas. Na atualidade, soliton do tipo paredes magnéticas
tém ganhado espaco na Fisica da Matéria Condensada, e no estudo das branas mais
recentemente, tém se mostrado bastante ttil no contexto de uma teoria de unificacao
das forcas fundamentais denominada Teoria das Supercordas bem como no contexto da

Cosmologia.

Os novos modelos cosmoldgicos para nosso universo sao construidos para a examinar os
efeitos fisicos das dimensoes extras. Esta nova forma de entender a estrutura e evolucao
do universo é conhecida como cosmologia de branas, esta é caracterizada por estarmos
vivendo em uma fatia (uma membrana) de um espago-tempo com dimensoes extras, onde a
gravidade pode viajar livremente através dessas dimensoes extras. Portanto, pensariamos
que apenas usando sinais gravitacionais podemos perceber a existéncia de tais dimensoes.
Nesse modelo cosmoldgico, basta que a gravidade esteja de alguma forma confinada a
um espago suficientemente restrito em torno da brana para que nao haja violacoes da
lei de Newton até uma escala de Imm. De fato, recentemente, mostrou-se que, se as
dimensoes forem o suficientemente curvadas para o confinamento da gravidade perto da

membrana, eles podem nao ser compactas, e podem ser infinitas. Mesmo assim, que tais
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dimensoes sejam infinitas, como a gravidade penetra muito pouco nas dimensoes extras,

nao podemos utilizar hoje sinais gravitacionais para perceber essa existéncia.

Um modelo importante descrevendo uma dimensao extra foi proposto por Lisa Randall
e Raman Sundrum [42]. Eles consideraram uma sé dimensao extra e que pode ser infinita.
O argumento que mostram ¢é que a tal dimensao seja curva o suficiente como para confinar
a gravidade por perto da brana [1]. Mas sendo assim, hoje nao seria possivel utilizar sinais
gravitacionais para percebermos a dimensao extra. Na cosmologia de mundos-brana, as
sinais gravitacionais encontrariam atalhos através das dimensoes extras suficientemente
efetivos para que seu alcance fosse maior que a fragao do universo observavel, levando

desta forma informacao entre pedacgos nao conectados por sinais de luz.

Organizamos esta dissertacao da seguinte maneira. No Capitulo 2 descrevemos os
aspetos gerais dos sélitons. Apresentamos o estudo da estabilidade de solugoes de Bogo-
mol‘nyi sob pequenas flutuagoes lineares, e complementamos nosso estudo de estabilidade
com o argumento de Derrick [22], [38], [49] e [12], mostrando que as solugoes cldssicas sao

estaveis somente para uma dimensao.

No capitulo 3 discutimos a estabilidade linear para dois campos escalares. Estes es-
tudos iniciam com Rajaraman [44, 45], quem desenvolveu um método para encontrar
solugoes solitonicas exatas, usando o método de tentativa de drbita para desacoplar
dois campos escalares, estabelecendo algumas restricoes entre seus parametros onde pode
encontrar-se estabilidade. Este trabalho foi seguido e desenvolvido por Boya e Casaho-
rram em [15], onde desenvolve os célculos de desacoplamento dos campos escalares. Pos-
teriormente uma andlise de estabilidade daquele modelo foi feita por Bazeia et al. [5] e
confrontada com a andlise desenvolvida em [15]. Mostramos nestes dois casos de tentativa
de desacoplar os campos escalares uma discordancia com respeito aos critérios utilizados
na forma de diagonalizar e desacoplar os campos escalares. Apresentamos os argumentos

pelos quais divergimos dos criterios de estabilidade utilizados em [15], [5].

As implicacoes cosmoldgicas da quebra espontanea de simetria foram apontadas ini-
cialmente por Kirzhnits [37], posteriormente por Weinberg [50], que pesquisou sobre a
possibilidade de ter formacoes de paredes de dominio na transicao de fase no universo
primordial. Everett e Zel “dovich [52] foram os primeiros a considerar quantitativamente
as implicacoes potenciais das paredes de dominio, considerando os efeitos gravitacionais

e sua interacao com a matéria.

No capitulo 4 discutimos os modelos com dois campos interagentes, em d > 1 di-
mensoes espaciais, onde encontramos solugoes topoldgicas em dimensoes mais altas, evi-

tando o teorema de Derrick. Este procedimento foi desenvolvido por Bazeia et al. [12],
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e sera estendido para analise em dois campos onde analisamos as flutuagoes ao redor das
solucoes classicas. Apresentamos também exemplos como é o caso do Modelo-p sugerido
em [12], onde observamos que é instavel para certos valores do parametro p, mostrando
ter alguma certa discordancia com a teoria supersimétrica. Neste modelo em mencao,
notamos particularmente que o operador hamiltoniano nao pode ser expresso como o pro-
duto de dois operadores adjuntos um do outro, portanto nao podemos garantir que o
operador H seja positivo definido, a menos que trabalhemos em uma dimensao espacial.

Nossa observagao esta feita no apéndice A.

Um ponto de grande interesse nesta dissertacao é construir modelos nao-lineares com
um unico campo escalar e que apresenta estruturas topolégicas deforméveis. Estes mode-
los sao construidos a partir de modelos de dois campos escalares interagentes. Um destes
modelos em particular sera aplicado em cenarios de mundos-brana, e pode ser usado para
descrever a separagao das branas finas, como foi mostrado na referéncia [18]. Observamos
que as propriedades do potencial no modelo efetivo sao controlaveis através da mudanca
continua do parametro b associada as solugoes classicas do sistema, permitindo analisar

as deformacoes geométricas do espago e a localizagao de graviton na brana.

Finalmente no Capitulo 5 encerramos com as conclusoes e as prespectivas desta dis-

sertacao.
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Capitulo 2
Aspectos gerais dos soélitons

Neste capitulo introduzimos as idéias fundamentais sobre os sélitons, discutimos suas
carateristicas. Os solitons representam configuracoes de campo com energia finita e loca-
lizada que se deslocam sem mudanca de forma nem diminuicao de velocidade. Essas
ondas aparecem tipicamente em teorias de campos nao-lineares [38] e foram discutidas
originalmente por J. Scott Russell em 1844, que assim relatou seu primeiro contato com o
fenomeno, ocorrido em agosto de 1834: “Fu estava observando o movimento de um barco,
que era puxado rapidamente ao longo de um canal estreito por um par de cavalos, quando
o barco parou de repente - mas nao a massa de dgua no canal que ele havia posto em
mouvimento; esta acumulou-se ao redor da proa do barco num estado de violenta agitacao
e, em sequida, deizando-o repentinamente para trds, rolou para frente a grande velocidade,
assumindo a forma de uma grande elevagao solitdria, um monte de agua arredondado,
suave e bem definido, que continuou seu curso ao longo do canal aparentemente sem
mudanga de forma ou diminug¢do da velocidade. Eu a sequi a cavalo e a alcancei aindo
rolando a uma velocidade de umas oito ou nove milhas por hora, preservando seu contorno
original de uns trinta pés e de comprimento por um pé a um pé e meio de altura. Sua
altura diminuiu gradualmente e, depois de uma persequicao por uma ou duas milhas, eu

a perdi nos meandros do canal”. Referéncia [40].

O relato feito por Scott Russell foi a primeira publicacao sobre este tipo de fendmeno,
que o proprio autor denominou como onda de translagao; considerada como uma entidade
dinamica auto-suficiente, propria da hidrodinamica. Estas ondas de traslacao, diferente
das ondas de choque é regular em todas partes, sem mostrar singularidade. A onda
solitaria nao é dispersiva, e estavel, portanto é diferente de qualquer pacote de onda
formado por ondas planas [38]. Por outro lado, a questdo na época era saber se tais
solugoes estaveis, nao-singulares e nao-dispersivas, poderiam existir em outros dominios

da fisica, fora da hidrodinamica, como é indicado na referéncia [21]. Em meados de 1960,
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a onda solitaria como foi denominada por Scott Russell, ja era considerada de grande
importancia no estudo de alguns sistemas nao-lineares. As ondas nao-lineares hoje em dia
aparecem em diversas areas de investigacao, tais como, Fisica de Particulas Elementares,
Fisica de Plasma, Fisica de Matéria Condensada, em modelos da Biologia, Quimica e

outros, tal como apontadas nas referéncias [32], [17], [49].

Em contexto geral, as ondas solitarias e soélitons, referem-se a certas solugoes de onda

nao-lineares.

Para expressar as propiedades destas ondas; consideremos as mais simples destas
equacoes de onda relativistas, 4 chamada de equacao de D‘Lambert, onde podemos ex-

pressar:

1 02 0?
U =0"0,¢ = (CQatQ — axg) ¢(x,t) =0, (2.1)

onde ¢(z,t) é um campo escalar real expressa em (14 1) dimensoes do espago-tempo, e ¢
representa-a velocidade da luz no vacuo. As propriedades desta equagao sao conhecidas,

ele apresenta comportamento tipo linear e nao apresenta dispersao alguma.

Um conjunto completo das solugoes expressas em (2.1) é localizado e bem comportado,

pelo que podemos escrever como
flx—ct) = /dk(bl cos(kx — wt) + by sen(kx — wt)), (2.2)
onde f(z,ct), representa um pacote de onda que desloca-se da esquerda para direita sem

modificar sua forma.

Observemos que o acréscimo de um termo mais simple (como uma constante) na
equacao (2.1) destroi sua comportamento linear e sua nao-dispersividade. Por exemplo,

consideremos a equagao de Klein-Gordon em (1+41) dimensoes,
O+ m?*Ho(x,t) = (5= — = +m*P)p(z,1). (2.3)
x

Mas agora temos w? = k%c? + m?c?, ou seja, diferentes cumprimentos de onda se

propagam com diferentes velocidades w(k)/k, e por tanto a equacao (2.3) serd dispersiva.

Podemos definir em geral uma onda solitaria como uma solucao singular localizada de
qualquer equacao de campo nao-linear cuja densidade de energia, também ¢ localizada, e

tem dependéncia espaco-tempo.

Solugoes das equagoes de campo do tipo séliton em (141) dimensdes, para campos

escalares do modelos A\¢* ou Sine-Gordon sao chamados de kinks como veremos na secao
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2.1. Outros tipos de solugdes como: vortices, monopolos magnéticos e instantons, que
sao também solucoes do tipo séliton, aparecem comumente na Teoria de Campos e em

Teorias de Calibre.

2.1 Solucgoes tipo kink

As solucgoes tipo kink, sao caracterizadas por manter conservada sua carga topoldgica.
Estes podem ser classificados em kink do tipo Zs, baseado na teoria de campos. A acao

do sistema ¢é definida como:
1
5— / Pz [5(@@)2 _ v<¢)} , (2.4)

para p = 0,1. Consideremos um potencial na forma V' (¢) = %((f — a?)?, para solugoes
em 141 dimensoes, com parametros A e a associados a constante de acoplamento e aos

minimos do potencial, respectivamente.

A densidade lagrangiana é invariante sob a transformacao ¢ — —¢, isto ocorre se

possui simetria reflexiva. Tomemos o potencial ¢ como
A A A
V(p) =" (" —a?)? = —§a2¢2 + Z¢4 + 1047 (2.5)

onde podemos associar o termo de massa da energia cinética com a constante de auto-
interacao do potencial m? = \a?. Observa-se que o potencial possui dois minimos: ¢ = +a

chamados de vacuos.

A densidade lagrangiana pode ser escrita na forma:

1
L= 5007 ~ V() (2.6)
onde determinamos as equacoes de movimento em 1 + 1 dimensoes

d? d?
06+ Ad(¢? — a?) = d—tf _ d—xf FAG(6? — a?) = 0, @27)

para casos de solucoes independentes do tempo, a equacao de movimento se reduz na
forma —

d

)

dx?

cujas solugoes em particular sao chamadas de kink ou anti-kink, respetivamente
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o(r) = +a tanh(\/éax). (2.8)

Aplicando invariancia relativista podemos fazer a substitucao x — ~v(x — vt) com

v = (1 —v?)""2, onde obtemos uma solucio dependente do tempo

¢(x,t) = +atanh (&”y\/g(x — vt)) . (2.9)

As solugoes do tipo kink para solucoes estaticas mantém sua energia finita o que

implica que sao estaveis em todo o espago

: 1 /06\> 1 [/06\° A
Hozw—ﬁ:Q(af) +2(£) +Z(¢2—a2)2, (2.10)

pelo que nos permite determinar sua energia, o qual é dada por

00 3

2.2 Meétodo de Bogomol‘nyi

Partimos da definicao do energia do sistema:

v T g
E:/m da {Q(df)uvw)}. (2.12)
Nota-se que a energia pode ser reescrita como:
v T g d
E = /OO dx {§(d—i¢ 2V (¢))* £ 2V(¢)d—i] = (2.13)
oo o(+o0)
- [ ey G| s [ evme. e
—00 $(—o0)

Na expressao acima para obter a energia minima, fixamos os valores de campo ¢ nos
extremos assintéticos oo, com a finalidade de interpolar os minimos do potencial V(¢),

chamados de vacuos. A energia se torna minima quando o primeiro termo vai para zero

16],[49].

% F/2V(9) = 0. (2.15)
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O valor minimo da energia é dado

#(+00)
Ep—+ /¢ d6 2V (0), (2.16)

(—o0)

consideremos o potencial dado por

VT =2 (6 - ), (217)

substituindo nesta tltima expressao determinamos a energia de Bogomol "nyi

22 22 m?
EB:T\[\&@?’: \[mT, (2.18)

onde este termo nos representa a massa do soliton.

Uma maneira mais simples de poder escrever o potencial V' é em funcao de um super-
potencial W, onde pode-se observar com facilidade que as solu¢oes com energia minima
da equacao diferencial de segunda ordem para solugoes estaticas em (1 + 1) dimensoes,

podem ser obtidas através de equacoes de primeira ordem.

Pode-se observar que o potencial para modelo de tipo A¢* pode ser escrita em termos

do superpotencial W':

W(p) = -\ a*p + ; ¢’ (2.19)
da seguinte forma ,
1 /dW
V(e)=3 ( dq(fb)) : (2.20)

Podemos expressar a energia em termos deste superpotencial como

1 [ do\?
E = = — 2
2/ dx (dx) + Wy

— 00

1 [ d > d
_ 5/ de (d—fim) :F2d—iW¢]. (2.21)

— 00

onde a energia de Bogomol ‘nyi se torna minima quando o primeiro termo vai zero

do
— = FW,.
dx TWe

obtendo as equacoes de primeira ordem.

A energia de Bogomol ‘nyi estd associada a diferenca dos superpotenciais avaliados
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nos extremos assintoticos

¢(c0)
%:/ﬁ A6W,y = [W (6(+00)) — W (p(—00))]. (2.22)
¢(—o0)

Uma caracteristica dos kinks de classe Z, é a presenca de cargas conservadas, chamadas
cargas topoldgicas, com valor que depende somente dos limites assintoticos do campo.

Definimos uma densidade de corrente como

1
= o O, W (9), (2.23)

onde W (¢) é uma fungao analitica impar em ¢. Verifica-se que d,J" = 0, nao por que
seja originada a partir de uma simetria do modelo, via teorema de Noether, mas porque,

em vez disto, é identicamente conservada. Isto pode ser verificado se notarmos que
oI = e"0,0,W(¢) = €e*0,0,W(¢) = —€"0,0,W(¢p) .. 0,J" =0, (2.24)

onde usamos €* = —e" com €t =1 e 9,0,6 = 9,0,¢.
Um exemplo particular é W (¢) = ¢, para a qual a carga conservada é

=21 2.2
50 (2.25)

Q= [ sl = oo = +o0) — s = ~o0)

Tais correntes e leis de conservagao sao chamadas topoldgicas, uma vez que a con-
servacao transcorre das propiedades topoldgicas das configuracoes de campo e nao dire-

tamente das simetrias da teoria [48].

As solugoes do tipo nao-topolégica (Q = 0 sao chamadas de lump ou solugoes nao-BPS.
Exemplos relevantes de solucoes de tipo nao-topoldgica aparecem em modelos do tipo A¢?,

que apresentam instabilidade.

2.2.1 Outros exemplos

Modelo de Sine-Gordon

Consideremos o modelo de Sine-Gordon, o qual ¢ um dos mais usados em teoria de

campos. A dinamica do mesmo é governada pela seguinte densidade de lagrangiana

2_ @

1
£= 5000~

(1 —cos(89)), (2.26)
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onde « e ( sao parametros reais. Este modelo tem sido usado no estudo de uma variedade

de fenomenos, como o caso de movimento de paredes de Bloch em cristais magnéticos.

A solugdes do tipo kink (anti-kink) é representada por

o(r) = i% arctan (exp v/a(z — 20)) . (2.27)

Note que, devido ao fato da densidade lagrangiana ser um invariante de Lorentz, e uma
vez obtidas as solugoes estaticas (2.27), podemos obter solugdes dependentes do tempo.
Substituindo (z —xg) por (z—x¢—vt)/v/1 — v2, onde restringimos a velocidade do séliton

a—1<wv<1e (tomando ¢ = 1), obtemos:

4 (x — 2o — Ut)):|
xr,t) = +— arctan |ex a————————=- || . 2.28
o) =+ { P (f i (2.28)
No caso estatico, o superpotencial, dado por W (¢) = ﬁ%\/&cos(gqﬁ), pode ser escrito em

termos da coordenada como:

W (6(x)] = :I:;g\/& cos (arctan (exp va(z — 20))) (2.29)

sendo que W (¢p(o0)) = %\/5 e W(p(—o0)) = —6%\/& nos extremos. Assim a energia que

satura o limite Bogomol‘nyi ¢ dada por

85/5 (2.30)

Esq =

Potencial de tipo polinomial

Um dos modelos polinomiais de importancia que analisamos nesta subsecao é o mode-

lo tomado em [39]. Este modelo é caracterizado pelo seguinte potencial de auto-interagao:

V(9) = ad*(¢” — )2, (2.31)
e cuja densidade de lagrangiana é dada na forma

£ =506 — a*(6 — o), (2.32)

onde «, (3, v sao constantes do potencial consideradas positivas. Um perfil do potencial

como fun¢ao de ¢ estd representado na Figura 2.1, para os parametros f =1e a = 1/2.
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-0.5 0.5 1 1.5(2)

Figura 2.1: Potencial do modelo polinomial para os parametros: §=1e o = 1/2.

Cuja solucao da equacao do movimento é dada na forma

(B /9)\ 8
; U<1+t h(Bu /2)) (2.33)

- 9

Onde 1 = v/2av?. Para 3 = 1, obtemos o potencial de tipo ¢*, com dois minimos
em ¢ =0 e ¢ = +v. Para o caso de 3 = 2, obtemos um potencial de tipo ¢° com trés
minimos, um em ¢ = 0 e os outros dois em ¢ = +v. Para § = 0 o modelo se manisfesta

como um campo livre massivo.

¢(X)

‘ ey,
-4 -2 0 2 4

Figura 2.2: A solucao de tipo kink no modelo polinomial para: § =1, a =1/2 e v = a.

Para casos particulares de 3 = 1 encontramos a solucao classica para o modelo ¢*
— a
o(x) = 5 (tanh (puz/2) +1). (2.34)

Para 3 = 2 encontramos as solucoes cldssicas para o modelo ¢%

. pa
o(x) = \/_ tanh < 1), (2.35)
o(z) = % tanh(ux) + 1, (2.36)
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Podemos expressar o potencial polinomial (2.31) em termos do superpotencial W | na
forma
o8 P

Wiota) = vaad* (55 - ). (2.37)

o qual, substituido na equagao (2.22), fornece a energia de Bogomol‘nyi

V2600t

Ep = Wlo(00)] = Wp(—o0)] = *5 27" (2:33)

2.3 Estabilidade das solucoes de Bogomol‘nyi sob

pequenas flutuacoes lineares

Consideremos aqui a anélise da estabilidade das solugoes de Bogomol‘nyi também chamadas
de BPS, para modelos nao-lineares com somente um campo escalar. A analise da estabili-
dade é realizada a fim de verificar se pequenas perturbacoes podem destruir a estabilidade
do soliton. Sendo o método bem conhecido, nos deteremos a reproduzi-lo fundamentado

na referéncia [36].

Uma maneira de se formular a estabilidade classica, é usando o calculo variacional.
Impomos que o funcional densidade de energia (2.12) seja extremizado sob pequenas

flutuacoes do campo escalar, isto é:

0E(9)
0¢(x)

A equacao acima nos fornece a equacao de movimento estatica para o campo. Para

poder assegurar a estabilidade, a variagao funcional de segunda ordem da energia

52 E(¢) :{ e

o@)00ly) | di? + V¢¢(¢)} o(z —y), (2.40)

avaliada na solucao classica ¢, deve resultar em um operador nao-negativo. Isto é o mesmo
que dizer que os autovalores do operador que aparece a direita da equacao logo acima
devem ser nao-negativos. Esta formulacao é equivalente a implementarmos pequenas

flutuagoes em torno da solucao classica da forma

O, t) = p(x) + Ca(w)e™, (2.41)

substituindo na equagao de movimento —¢,,+V,(¢) = 0. Isto nos leva a seguinte equacao
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para os modos de flutuacao
d? _
(—@ + V¢¢(¢)) Co(@) = wiCa(). (2.42)

Esta equacgao ¢ similar a equacao de Schrodinger independente do tempo. Claramente
vemos que qualquer autovalor w? deve ser nao-nulo para termos estabilidade. De outra
forma, w,, é imaginario e implica em perturbacoes que crescem ou decrescem exponencial-

mente com o tempo, ou seja o soliton se torna instavel.

A estabilidade das solugdes BPS em modelos em 1+1 dimensoes com um tinico campo
escalar é simples de ser demonstrada. Para estes casos o potencial de auto-interagao do
modelo, pode ser escrito em termos de um superpotencial W (¢) como em (2.20). Neste

caso a equacao de primeira ordem, fica reescrita como

bp = W, (2.43)

Desta forma é possivel mostrar que o operador hamiltoniano da equagao de estabilidade

d? - d?

_2 -
= —@ + W¢¢ + W¢W¢¢¢, (244)

pode ser fatorado como o produto de dois operadores adjuntos um do outro
H =58, (2.45)

onde

d d
ST = % + W¢¢ (¢ S = —% + W¢¢. (246)

Para o n-ésimo estado normalizado |n) de H com energia w?, isto é:
H|Gu) = wplGa) = S1SICa), (2.47)

temos
w2 = (n|Hn) = w2 = (n|S'S|n) = ||SIn)||* > 0, (2.48)

n

Como o lado direito da tltima igualdade é nao-negativo, entao w? > 0.

Exemplo: Consideremos o modelo cujo potencial é dado por (2.31). Neste caso o

25



potencial de estabilidade da equagao (2.42) fica dado por

A N St phr. (26+1)(8+1)
Uz) = Voo(9) = p° | —5— + = tanh(—~) 4 cosh®(puBz/2) |’

(2.49)

que foi obtido da solugao (2.33). O potencial de estabilidade apresenta a forma do poten-
cial Rosen-Morse II (hiperbdlico) segundo a classificacao da referéncia [19]. Nesta tltima

referéncia este potencial é escrito como
U(z) = A* + B?JA* — A(A + a)sech®(ax) + 2B tanh(ax), (2.50)

e o espectro de energia é dado por

B? B?
2 A2 (A — 24, =
Wy (A —na) e (A= na)?’

(2.51)
sendo n inteiro e n < A/a.

No caso particular em que 3 = 1 e y = 1, que corresponde ao modelo ¢*, este potencial
se reduz a

Ux) = 1— gsechz(x/Q). (2.52)

Podemos expressar o produto dos operadores STS como

d x| | d x
TS — | - =
S'S { s + tanh 2] [da: + tanh 2} , (2.53)

o qual admite dois estados ligados com energias w? = 0 e w} = 3/4. Nao existe nenhum

estado com w? < 0.
Para 3 =2 e pu = 1, temos o modelo ¢°

1
Uz) = g + gtanh(x) — 25 cosh™?(x). (2.54)

Podemos expressar o produto dos operadores, como

d 1 d 1
fS=|——+=
S'S - 2(1+3tanhx)} [ - + 2(1+3tanhx) ; (2.55)

este caso s6 admite um estado ligado wi = 0.
O estado ligado de mais baixa energia esta associado ao modo zero

d

Stipy = (—% + W )tho = 0,
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dip,
dx

para o modelo ¢* obtemos dois estados ligados 1)y, 1, onde:

= Wypto, (2.56)

Yo = V2 [cosh2 (g)] : (2.57)

e para determinar o seguinte estado 11, fazemos uso do operador de criacao S,
1 = ¢Sy, o qual resulta em

Yy = V2sinh(z). (2.58)

Para o modelo ¢° encontramos somente um estado ligado dado por
1 3
Yy = exp 57 cosh”(z). (2.59)

Embora seja relativamente simples de mostrar a estabilidade de solucoes independentes
do tempo, com energia finita de equacoes de onda nao-lineares em uma dimensao espacial,
o0 mesmo nao se aplica aos casos de mais de uma dimensao espacial. Isto foi demonstrado

por G. H. Derrick [22]. Abaixo reproduzimos o argumento levantado por ele com base
nas referéncias [36], [38] e [49].

2.4 Argumento de Derrick

Considere a acao em d dimensoes espaciais e um nimero N arbitrario de campos escalares,

expressalos:

S— / 4y E S (0 — V(69| (2.60)

onde o potencial deve satisfazer a condicao V(¢*) > 0. Talvez o caso mais simples,
seja aquele em que nao exista termos de interacao entre os N campos no potencial.
Consideramos que solugoes estéticas e de energia finita ¢f(r), existam. Definimos estas

solugoes reescalonadas, na forma:

#(r) = d5(Ar), (2.61)

onde A > 0 é o parametro de reescalonamento. A energia dos campos reescalonados é

dada por:
Blagov] = [t (3 (Vason)* + Vo)), 2:62)
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Definindo " = Ar, temos a seguinte expressao para a energia:

2—d
Blogn')] = [ @t (5 (Va50) + X (350)). (2:69

Podemos escrever a energia total da forma, E[¢f] = Eyraa(0]] + Epot|0f], separando-a

em duas partes: cinética(grad) e potencial(pot),

Eypadldt() = [ (V9°07))" ' = 3 E ), (264)
Bpal3(1) = 5 [ (6(7) d'r = X Byaiv)]. (2.65)

Para analisar a estabilidade das solugoes, derivamos a energia com respeito ao parametro

A, e tomamos A = 1, para poder reproduzir o caso inicial, assim temos

dEY(\ )

o = (2= D) Eyaald ()] — dEu5 ()] =0, (2.66)

para assegurar a estabilidade, a segunda derivada da energia deve ser positiva

Cﬂfjﬁér) = (2 — d)(1 — d) Eyraald(r)] + d(d + 1) Epor [65(r)] > 0. (2.67)
A=1
Da condigao (2.66), obtemos a seguinte igualdade (2 — d)Eyq4[¢§(r)] = dEpo[¢§(r)],

agora substituindo na condigao (2.67), temos:

2(2 - d)Egrad[¢8<T)] > 0.

Como Egqq(¢5(r)] > 0, observamos que nao obtemos solugoes estavéis para d > 2.
Pelo que podemos afirmar deste argumento que somente existe solugoes estaveis em uma

dimensao espacial.

Existe uma proposta em particular dada por Bazeia et al.[12], com a finalidade de
eludir este argumento e encontrar solucoes classicas estaveis em dimensoes espaciais
maiores que um no caso de modelos com somente campos escalares, o qual trataremos no

capitulo 4 .
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Capitulo 3

Modelos de dois campos escalares

interagentes

Neste capitulo tratamos com modelos nao-lineares envolvendo dois campos escalares in-
teragentes em 1 4+ 1 dimensoes do espaco-tempo. Estamos interessados particularmente
em revisar a questao da estabilidade das solugoes classicas de energia finita sob pequenas
flutuagoes lineares. Nossa atencao é voltada somente para dois modelos. Um deles foi
introduzido por Rajaraman [44] e o outro, o qual é um caso particular do primeiro, foi

tratado inicialmente, até onde temos conhecimento, por Bazeia, Santos e Ribeiro [2, 3].

No segundo modelo, que pode ser considerado como o setor bosonico de uma teoria su-
persimétrica, o potencial de interagao pode ser escrito em termos de um superpotencial que
¢ funcao dos dois campos, assim como nos modelos com um tnico campo que abordamos
no capitulo anterior.Com esta caracteristica especial, nao s6 é mais simples encontrar as
solucoes BPS para ambos os campos, mas também determinar uma equacao de 6rbita
geral que relaciona os dois campos, a qual permite apontar a existéncia de um variedade
de solugoes BPS para os campos, como foi feito por de Souza Dutra [25].A estabilidade das
solucoes BPS sob pequenas flutuagoes lineares neste segundo modelo também é simples
de ser tratada, uma vez que o operador hamiltoniano associado a equacao de estabilidade
pode ser fatorado como o produto de dois operadores adjuntos um do outro, de forma
similar a que foi desenvolvida no capitulo anterior para modelos com somente um campo
escalar. No caso do modelo introduzido por Rajaraman, a equacao de 6rbita que relaciona
os dois campos tem que ser sugerida, para que possamos encontrar as solucoes solitonicas
estaticas. A estabilidade das solucoes de energia finita sob pequenas flutuagoes lineares
foi analisada por Boya e Casahorran [15]. Mais tarde um andlise de estabilidade daquele
modelo foi feita também por Bazeia, Nascimento, Ribeiro e Toledo [5] e confrontada com

a andlise desenvolvida em [15].
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Nossa intencao aqui ¢ mostrar as particularidades que devemos ter em conta na anélise
de estabilidade e apontar o procedimento equivocado adotado nas referéncias [15] e [5]
para verificar a estabilidade do primeiro modelo. Foi adotada naquelas referéncias uma di-
agonalizacao inadequada do operador hamiltoniano, cujos detalhes sao mostrados abaixo.
Também evidenciamos algum ceticismo em relacao ao procedimento usado para demons-
trar a estabilidade no segundo modelo. Este ceticismo nos levou a procurar por solugoes
normalizaveis para as flutuagoes dos dois campos que sao as Unicas compativeis com o
fato da energia do sistema ser finita. Para isto procuramos diagonalizar as equacoes de
estabilidade. Embora solugoes explicitas para as flutuagoes nao tenham sido encontradas,
com excecao do caso particular em que a solucao classica de um dos campos ¢é nula, verifi-
camos que em um caso particular de solugoes classicas é possivel diagonalizar o operador

hamiltoniano e desacoplar as flutuacoes, mas as solugoes nao sao conseguidas.

Inicialmente mostramos os modelos e as solucoes classicas ja encontradas para os
mesmos, depois desenvolvemos a analise de estabilidade de cada um deles explicitando

nossas consideracoes sobre a questao.

3.1 Dois modelos com dois campos interagentes:
equacao de orbita e solucoes classicas

O primeiro modelo que vamos considerar aqui é caracterizado pela densidade de la-

grangiana . .
L= i(a,p)2 + 3 (0up)> = V(o,p), (3.1)

com potencial dado por
1 1 1 1
V(e,p) = 7(0" = 1) + 510" + A" + 5dp*(0” — 1),

onde d, f e A sdo parametros reais. Em Boya e Casahorran [15], o potencial apresenta

dois minimos, em 0 = +1 e p=0, se d, f e X sdo positivos e A > (d — f).

As equacoes de movimento no caso estatico sao dadas por

o' = —o+ 0 +dpo,
o = fp+ NP+ dp(a2 — 1), (3.2)

onde os simbolos primos designam segunda derivada com respeito a coordenada espacial.

Estas equacoes sao desacopladas e solucoes estaticas sao encontradas por meio do método
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de tentativa de 6rbita desenvolvido em [44], [45]. Em geral é assim que se procede em
modelos com dois campos escalares acoplados. Neste caso particular uma dérbita encon-
trada em [15] que permite desacoplar os campos e encontrar solugoes estéticas, de energia
finita e que vao assintoticamente para os minimos do potencial mencionados acima é uma

semi-elipse no plano (o, p)
1—-2
i

7 (0 —1) =0, (3.3)

e as solugoes solitonicas sao

G11(x) = tanh(\/F(z — 29)),  p(x) = 1/~ _d2f sech(v/F(o —x0)),  (3.4)

desde que
A=d(d—-2f)/(1=2f) e [f<1/2. (3.5)

Nas solugoes, xy é uma constante de integracao que pode ser feita igual a zero de forma
que as solugoes sejam simétricas em relacdo a origem. A solugao ay7(x) é chamada de kink
e a solucao p(z), algumas vezes chamada de lump. Estas solugdes sao chamadas em [15] de
kink do tipo-II. Esta nomenclatura foi adotada para solucoes similares de outros modelos
em outras referéncias e ndés a adotaremos aqui também. Ela é necessaria para diferir
as diversas solugoes classicas possiveis em um dado modelo. Por exemplo, as solugoes

chamadas kink do tipo-I
51(x) = + tanh [(x — ) /ﬁ] . pr(x) =0, (3.6)

também encontradas neste modelo.

Estas solugoes sao as encontradas em [15]. Talvez outras possam ser descobertas,
mas sempre devemos fazer uma tentativa de oOrbita e verificar quais condigoes sobre
os parametros nos fornecera solugoes de energia finita com comportamento assintotico
adequado. Em modelos como o préximo, cujas solugoes de energia minima satisfazem
equagoes diferenciais de primeira ordem, uma érbita bem geral é sugerida a partir das

equagoes BPS. Eles sao caracterizados por uma densidade de lagrangiana como a seguinte

L= 5000 + 5 (00" = V(5.). (.7

onde o potencial é positivo e pode ser escrito em termos de um superpotencial W (¢, x)

V(6.0 - 2 [(%Z”) + (wa,x)ﬂ . 35)
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Assim, a energia para as configuragoes de campo estaticas

Lt Ao\ (A (W (60N (O (6.0
eegf e |() (B) - () - ()] e
pode ser reescrita como

+o00
b= ; / da((¢' F Wy)* + (X' F Wy)* £ 2(Wod' + Wyx)]- (3.10)

Na ultima expressao adotamos uma notagao mais economica onde o simbolo primado é
para derivada em relacao a x e os sub-indices ¢ e y para a derivada de W com respeito a

¢ e x respectivamente.

Como nos modelos com um campo escalar mencionados no capitulo anterior, vemos

aqui que as solucoes das equacoes de primeira ordem
¢ =W, e X = £W,, (3.11)

sao aquelas que saturam o limite de Bogomol’'nyi e também sao solugoes das equacoes de

movimento estaticas:

"=V, e X' =V, (3.12)
A energia BPS fica dada por
e [T AW .
Ba=zt [ doWod + W) = [ dnl] = IWEx) - a3

onde (&, ;) e(ds, i) 30 os valores assintdticos das solugdes BPS para os quais o potencial
¢ nulo, também chamadas de vacuos do modelo no contexto de teoria quantica de campos.
Gostariamos de lembrar que os modelos que estamos tratando apresentam pelo menos dois
conjuntos de pontos (¢;, Y;) nos quais o potencial ¢ minimo, ou seja, dois vicuos, assim

como nos modelos com somente um campo escalar do capitulo anterior.

Voltando ao que mencionamos acima a respeito da equacao de érbita, esta pode ser
sugerida a partir das equagoes BPS (3.11).Considerando o elemento dx como um invariante

paramétrico [25] temos
do _ Wy

3.14
= (3.14)

a qual pode ser integrada fornecendo uma equacao (equagao de drbita) que relaciona as

solugoes das equagoes de primeira ordem (3.11).

Estamos interessados no modelo estudado nas referéncias [2, 3, 4, 5, 25] e aplicado em
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muitas situacoes diferentes conforme mencionado ao longo desta dissertacao. Nao men-
cionamos todas as aplicagoes ja realizadas com este modelo, mas sugerimos as referéncias
[7], [6],[10] e [26] para ver mais aplica¢bes deste modelo. De fato este modelo é novamente
abordado no capitulo seguinte, onde o aplicamos em casos de dimensoes espaciais maiores
que um, bem como na construcao de modelos efetivos com somente um campo escalar.
La também mencionamos outras referéncias que fazem uso do modelo cujo superpotencial

é dado por

W(o,x)=¢ [A <%2 - a2) + MXQ} , (3.15)

que também aparece em versoes ligeiramente modificadas com a? = 1 e com somente um

parametro r = \/p.

Neste caso o potencial (3.8) fica dado por

[(A (¢* — a®) + 1x?)" + 4u2¢2x2} - (3.16)

N —

V(g x) =

E facil verificar que o potencial possui quatro minimos formados pelos conjuntos
(0 ==xa,x=0)e (¢ =0,x ==Era) .

As equacoes de movimento estaticas ficam

(b// _ 2¢{2M2X2 + )\[}\ (¢2 - a2> ‘l‘,qu]},
X' = 2{207¢” + p[A (¢° = a®) + ux’]}, (3.17)

enquanto que as equacoes de primeira ordem ficam escritas como

¢' =+ [A(¢* = a®) + ux’] e X = F2upx. (3.18)

As solugoes kink tipo I, que sao solugoes também das equagoes BPS, estao presentes aqui
e sao dadas por
é1(z) = £atanh(lazx); y;(z) =0, (3.19)

com uma orbita semi-reta no eixo-¢ do plano ( ¢, x) e com extremos em ¢ = =a.

Estamos interessados em solugoes nao triviais que podem ser obtidas apods termos a

equagao de érbita mais geral que é obtida a partir da seguinte equagao diferencial

dp  A(¢* —a®) + px®
dx 216X '

(3.20)

Esta equacao pode ser integrada e possui duas solugoes como equagoes de orbita; uma
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que ¢ valida para r = 2 e outra que é valida para r # 2. Parece que a primeira nao
¢ considerada na literatura, ela também nao foi analisada em [25]. J4 que estamos até
aqui sO expondo, para consisténcia da propria dissertacao, os resultados conhecidos da
literatura, nos deteremos somente com a segunda das solucoes que € escrita como

1 2
3.21
X (3.21)

¢2 —a’ = cox" —

onde ¢y é uma constante de integracao a principio arbitraria. Por meio de tentativa
orbitas, geralmente o termo com ¢; é deixado de lado, atentando-se somente para a érbita
eliptica. Mas a inclusao deste termo, que foi obtido de uma forma muito natural, leva a
mais solucoes estaticas e evidencia a riqueza deste modelo, e portanto, maior potencial

de aplicagao dele em diversos contextos.

A 6rbita acima é substituida na segunda das equagoes em (3.18) e obtemos a seguinte

equagao diferencial para o campo y ()

dx 1
X — 42 2 A & 2). 3.22
T MX\/G tax - o X (r#2) (3.22)

Na referéncia [25] vérias solugoes sdo encontradas para a equacao acima sendo que cada
uma destas solugoes é substituida na equagao de orbita para se encontrar a solucao co-
rresponde para o campo ¢(z). Abaixo nés listamos os conjuntos de solugoes, sendo que
escolhemos uma constante de integragao da equacao (3.22) adequadamente, de forma a

ter as solucoes com perfis simétricos em torno da origem.

O primeiro destes conjuntos de solugoes é o kink tipo-II, o qual é encontrado tomando-
se o = 0 em (3.22):
X11(x) = av/r — 2sech(2uaz), (3.23)

pode se observar que xj;(x = +00) — 0, mas devemos ter r > 2, enquanto que a solugao
(anti-)kink é

é17(x) = Fa tanh(2uax). (3.24)
A solucao com sinal superior, também chamada de anti-kink, tem o seguinte compor-
tamento assintético: 9511(56 = 4+00) — Fa; enquanto que o kink comporta-se como:
¢r7(r = +00) — #a. A energia BPS para este conjunto de solucdes é Ep = (4/3)\a>.
Nés chamamos este conjunto de solucoes de kink tipo-ITA para distingui-lo de outros

conjuntos cujas solugoes exibem comportamento similar.

Se tomarmos ¢y # 0 temos mais conjuntos de solugoes que exibem comportamentos
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interessantes. Foi encontrado em [25] o seguinte conjunto para r =1 e ¢y < —2a:

_ 2a
Xita(@) = (3.25)

/@ — 4a? cosh(2uazx) — ¢o

—(1) B /2 — 4a? sinh(2uaxr)
114(7) = Fa—= = : (3.26)
v ci — 4a? cosh(2uax) — ¢

Temos aqui também o mesmo comportamento assintético exibido pelas solugoes (3.23) e

(3.24) respectivamente. Observa-se também um comportamento de (anti-)kink duplo para
g£§1}A(x) para ¢y < —2a; comportamento este que esta detalhado e bastante comentado no
capitulo 4 desta dissertacao. Estas solugoes sao exploradas no trabalho [27] no contexto de
mundos-brana, onde mostra-se a formacao e a influéncia de branas criticas e degeneradas
sobre a geometria de um espaco com uma dimensao extra, bem como no trabalho [29] que
trata de um modelo de expansao do universo determinado por colisoes de particulas, que
sao excitagoes do campo x(z), com as paredes de uma brana.

Este perfil de (anti-)kink duplo para gz_s%(x) é comumente chamado de dois-kinks na
literatura e aqui o denominamos de kink duplo para distinguir de solugoes de dois kinks
que comentamos logo abaixo que ocorrem quando ¢y assume o valor critico, ¢g = —2a;
caso este que deve ser tratado separadamente e nao tomando o valor critico nas solugoes
(3.25) e (3.26).

Comportamento similar ao do conjunto expresso pelas solugoes (3.25) e (3.26) também
é notado para o caso r = 4 e ¢y < 1/16a*. Neste caso o campo x(z) tem também um

comportamento denominado tipo lump (aglomerado):

2a
_(2
Nirale) = = , (3.27)
\/\/1 — 16a%¢cy cosh(4pazx) + 1
enquanto que a solugao (anti-)kink para o campo ¢(z) pode ser escrita como
() B 5 asinh(4pax)
T) = 1 — 16a*c , 3.28
Orral®) = F *VI— 16a2c, cosh(4pax) + 1 (3.28)
que exibe um perfil de (anti-)kink duplo para ¢y 5 1/16a>.
Finalmente, solugoes solitonicas interessantes ocorrem para r = 1 e ¢g = —2a e para

r=4ecy=1/16a> A novidade nestes casos é que ambos os campos apresentam perfis
de (anti-)kink. De fato sdo solugoes que conectam o primeiro ao segundo conjunto de

minimos e vice-versa. Elas nao seriam obtidas se trabalhdssemos somente com a dérbita
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eliptica (¢o = 0). Parar =1 e ¢y = —2a temos:

g (1 £ tanh(pax)), (3.29)

_(1
XgI)B(x) =
onde o sinal (inferior) superior é para a soluc¢ao (anti-)kink, e

N (z) = g(tanh(,uax) F1). (3.30)

Para r =4 e ¢y = 1/16a? o seguinte conjunto de solugoes é obtido:

92(121)3(95) _ _\/Qacosh(,uax) + sinh(pax) (3.31)
cosh(2uax)
e
#75(x) = 5 (LF tanh(2az)) . (3.32)

Para ambos os conjuntos de kink tipo-1IB a energia BPS é metade da energia BPS dos
conjuntos kink tipo-ITA. Imaginando que qualquer destes conjuntos representem torcoes
em uma cadeia de spin unidimensional, as solucoes kink tipo-IIB seriam meia torcao da
cadeia, haja vista o comportamento assintotico das mesmas; o que gastaria menos energia
do que uma torcao completa. A juncao de duas meia torcoes resultaria numa torcao
completa, por isto o dobro da energia. Esta visualizacao fica mais clara com as solugoes
do campo ¢(x) fazendo-se uma comparagao das solugoes (3.28) com as correspondentes

(3.32), por exemplo.

Podemos visualizar outros cenarios de aplicacao destas solugoes. Por exemplo, ainda
no contexto de cadeia de spins, podemos pensar na solugao (3.26) como simulando a
transicao entre dois dominios magnéticos, um com magnetizagao contraria ao do outro;
a regiao entre eles é a parede de dominio, a qual pode ser mais larga ou mais estreita
dependendo do valor de ¢y mais larga é a parede quanto mais préximo ¢y estiver do valor
critico. Para ¢ igual ao critico teriamos uma separacao completa destes dominios, eles nao
seriam mais conectados e teriamos a formacao de quatro dominios separados por paredes
mais finas; em cada dominio a magnetizagao seria metade da magnetizacao nos dominios
antes da separacao. Um cenario similar a este, porém no contexto de mundos-brana é
explorado no capitulo 4 desta dissertacao, onde vislumbramos uma separacao de branas
como uma transicao de fase que é descrita por meio de um modelo efetivo construido a

partir deste segundo modelo com dois campos escalares.

Até aqui nos atemos as solugoes para os dois modelos apresentados, na proxima secao

teceremos algumas consideracoes sobre a analise de estabilidade destas solucoes.
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3.2 Breve analise de estabilidade das solucoes sob pe-

quenas flutuacoes lineares

A estabilidade para modelos de dois campos sob pequenas flutuacoes lineares em torno das
solugoes classicas ¢ feita da mesma forma que em modelos com um tinico campo escalar,

ou seja, implementamos as flutuagoes da seguinte forma
¢i<x7 t) = &1(1’) + Cn,(z) (l’) eXp(_iwn,(i)t) com ¢ = 17 27 (333)

ou na densidade de lagrangiana ou diretamente nas equagoes de Euler-Lagrange

_V(61,02)

0"0,,¢; = o

(3.34)

De acordo com os mesmos argumentos expostos no capitulo anterior devemos ter

wi(i) > 0, para que o dubleto de solugoes estaticas de energia finita sejam estaveis.

Vejamos o que ocorre quando fazemos isto no caso do primeiro modelo. Assim, vamos

direto ao assunto.

Fazendo a expansao diretamente nas equacoes de Euler-Lagrange temos as seguintes

equacoes diferenciais para as flutuagoes

(@ H ™ = [B0° +d p* —1¢e™ +2d p ate ™",
(w2 + 5//>€_Mlt = [f+3\p*+d (3%~ 1)]§e_i“’/t +2d p 5Ce ™, (3.35)

onde chamamos de ((z) e £(x) a amplitude da flutuagdo associada ao campo o(zx,t) e
p(x,t) respectivamente. Também deixamos explicito a dependéncia temporal, mostrando
que as frequeéncias das flutuagoes nao precisam ser idénticas. Este tltimo ponto é im-
portante, mas quase nada é comentado na literatura. Temos conhecimento somente do
trabalho [44] que explicita este fato. Nao obstante, de forma a tentar desacoplar as
equagoes (3.35) parece ser necessario considerar w = w’; mesmo na referéncia [44] esta
é a consideracao feita. Assim as exponenciais dependentes do tempo sao eliminadas das
equacoes. Ficamos somente com equacoes estaticas e com somente uma constante a ser

fixada. As duas equagoes diferenciais acopladas podem ser escritas na forma matricial da

_d_2 T ¢(z) — 2 ¢(x)
(i vw) () - (&) 8.0

seguinte forma
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onde I representa a matrix identidade 2 x 2 e U(x) é uma matriz 2 x 2 dada por

Ulz) = Upi(x) Us(x) _ 352+ d_ﬁ_2 —1 _22d po . . (3.37)
Usi(x) Upa(x) 2d p o f+3\p*+d(a*—1)

sendo que a dependéncia na coordenada espacial vem do fato de que & e p sao as solugoes
classicas, as quais s6 dependem de z. Observamos entao que a equacao diferencial (3.36)
se assemelha a uma equacao de Schrodinger independente do tempo, porém na forma
matricial. Entendemos que os autovalores sao os mesmos para cada componente do vetor
coluna, ou seja, um valor de energia para cada autovetor com componente superior ((x)
e componente inferior (), pois esta foi a assuncao feita acima no procedimento de
separacao de variaveis. Se tivermos mais de um autovalor, como pode ocorrer, cada um
deve corresponder a um autovetor diferente. Nao podemos admitir misturas que podem

surgir, como veremos adiante.

O caso mais simples de se tratar é aquele correspondente as solugoes kink tipo-I dadas

nas expressoes (3.29) e (3.30). Ja que p = 0 temos a matriz potencial diagonal:

352—-1 0
Us(z) = ( 0 fad@1) ) (3.38)

e as equacoes para as flutuagoes ficam desacopladas. Mas isto é simplesmente assumir
que temos somente um campo. Neste caso nao precisamos assumir que w = w’, pois as

equagoes ficam desacopladas e dadas por
¢ (3sech2(x/\/§) - 2) ¢ = W, (3.39)

=& — (dsech2(x/\/§) — f) £ =W (3.40)

Cada uma destas equagoes é como se fosse um problema de Schrodinger com potencial
tipo Poschl-Teller, o qual tem solugao conhecida. Como explicitado em [15], a primeira
equacao possui duas autofungoes relativas ao espectro discreto, ou seja, dois estados li-
gados com autovalores w2 = 0 e w? = 3/2 e estados de espalhamento com w? > 2 e nao
admite nenhum estado com w? < 0. A segunda equacao tem somente estados ligados
correspondentes a w? > 0, se d = f(f + 1/\/§j, sendo que no caso f = v/2 temos dois

estados ligados com wi? = 0 e w? = 3/2 como os autovalores da primeira equagao.

No caso em que as solucoes classicas sao kink tipo-II a situacao é mais complicada e
nds nao encontramos como diagonalizar a equagao (3.36). Em [15] foi feita uma diago-

nalizagdo da matriz potencial U(x) e esta foi considerada equivocadamente, como sendo
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a diagonalizacao da equacao de estabilidade. As palavras dos autores sao mais ou menos
as seguintes: depois de uma tarefa facil mas cansativa e tendo em mente as condigoes es-
critas em (3.3) e (3.5) nds podemos ver que com a escolha d = 1— f/2 a matriz hessiana
(3.37) adota a forma diagonal

Up(z) = (3.41)

652+ 2(1 — 3f) 0
0 3fa2—2f |

Os autores continuam sua analise ao longo do trabalho, tirando conclusoes sobre quais
devem ser os limites para o parametro f de forma a termos estabilidade. A partir desta

diagonalizaciao eles concluem até mesmo que o menor valor de w'

na equacao (3.40)
é negativo dentro dos limites de valores do parametro f e que, portanto, o modelo é
estavel. Algo sem sentido, que nao estda em acordo com a andlise simples que fizemos
acima. Verificamos que a matriz diagonalizada Up(z) que eles apresentam é de fato a

diagonalizagao de(3.37) implementada pela operacao
DU(x)D'= Up(z),

onde D é a matriz de diagonalizagao que depende das coordenadas. Neste processo deve-
mos levar em conta a equagao de 6rbita (3.3), as condicoes (3.5) e tomar d = 1 — f/2. De
fato, com os programas o Maple ou o Mathematica, esta tarefa nao é tao cansativa assim,
mas nao apresentamos aqui as expressoes explicitas dos elementos da matriz D (x), porque
elas sdo expressoes grandes e pouco esclarecedoras. Mas, se D = D(x), provavelmente ela
nao diagonaliza o operador diferencial matricial da equagao (3.36). Vejamos o que teria de
ocorrer para que D(z) seja a matriz de diagonalizagao da equacao (3.36). Multiplicando
ambos os lados de (3.36) por D(z) e usando a identidade D™'D =T temos

N N oo @ ep( $@
]D>< 1 +U( ))]D D(g(@) D(g(@). (3.42)

O resultado esperado seria

e N (@ (@
(21 v >)<5($)> (ém)’ 5.43

onde

nao precisa ser explicitado em termos de a(z) e p(x); basta encontra-lo para cada auto-
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valor w?. Um ponto fundamental que passou despercebido, e por causa disto, tornam as

conclusoes do trabalho [15] nao validas é que

d? d?
D—ID'#4 ——I.
dzx? 7 dz?
Temos explicitamente que
d? d / d
D—-.D' =D ((D! D) =
dx? dx (( )+ dx)
d d?
= D(DD 427y~ )+ L.

(( ) +2(D7) dx) i dz?

Como D~'D = DD~ '=I , temos (D~'D) =0 = (D) D 4+ D', entéo

Dd_Q]D)—I - D (]D)—l)” —9 ]D)/]D)—li + d_QH _
dx? N dr  dx?
d d?
= —D'D' +2 (DD')’ - 2D'D o+ (3.44)

onde usamos a igualdade (D~1)" = —D~' [D"D~! — 2 ('D~1)?, obtida de (DD~)" = 0.

Vemos entao que a diagonalizagao s6 se realizaria em circunstancias muito especiais.
Deveria haver uma espécie de cancelamento nas solucoes classicas e suas derivadas para
que os trés primeiros termos apds a segunda igualdade da equagao (3.44) fossem nulos. Se
D fosse uma matriz constante isto seria facilmente verificavel, mas mesmo com a ajuda de
programas que executam cédlculos alfa-numéricos a tarefa de verificar isto se torna ingrata.
Foi necessario fazer somente a verificacao que D'ID~! # 0 para o caso das solucoes kink
tipo-II expressas em (3.4), para nos convencer de que a igualdade ]D)%Z]D)*1 = dd—;]l ,
assumida equivocadamente em [15], ndo é valida. A mesma assuncao foi feita no trabalho
[5] para mostrar sob quais condigoes sobre os parametros terfamos a estabilidade das
solucoes kink tipo-II. Os resultados encontrados 14 nao concordam com os resultados
divulgados em [15], mas de qualquer forma eles adotaram um procedimento de diagona-
lizacao da equacao de estabilidade equivocada. Podemos dizer que nao ha um resultado
definitivo e correto sobre a estabilidade das solugoes kink tipo-II do primeiro modelo
exposto aqui. Nos tentamos fazer a diagonalizacao da equacao de estabilidade mas a
tarefa se tornou ingrata, pois nao encontramos uma matriz que diagonalizasse a equacao

(3.36) livrando-nos de termos de derivada primeira na equacao de estabilidade, os quais

mudam substancialmente o potencial ao qual as flutuacoes ficam efetivamente submetidas.

A situacao é mais simples quando tratamos com o segundo modelo, como descrevere-

mos a seguir. Pelo fato do potencial poder ser escrito em termos de derivadas de um
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superpotencial em relacdo aos campos, como expresso em (3.8), a matriz U(z) tem os

seus elementos dados por

UH(ZL‘) = W$¢ + ng + W¢V_V¢¢¢ + V_VXV_V<Z>¢>X7
Up(r) = W;X + ng + W¢W¢xx + WXWXXX>
Ura(x) = Un(x) = WeeWey + WeW W2+ +WWepy + W, Weyy,  (3.45)

onde a barra sobre os termos de derivadas de W (¢, x) em relacdo aos campos significa
que estas quantidades tém que ser tormadas nas solucoes classicas para as quais se quer

analisar a estabilidade.

Foi mostrado nas referéncias [3, 4] que a equacao de estabilidade pode ser fatorada
como o produto de dois operadores adjuntos um do outro, ou seja, que a equagao (3.36),

com os elementos de U(z) dados por (3.45), pode ser reescrita como

s's ( () ) . (dﬂ+w> (—dn+w) ( () ) oy ( () )  (3.48)
&n () dr dr &n () &n()
onde estamos considerando (,(z) e &,(z) como os modos normais das flutuagoes do campo

o(z,t) e x(x,t) respectivamente, e W é a matriz

W(z) = ( Zf gd’x ) . (3.47)

A matriz W(z) funciona como uma matriz superpotencial do problema quantico nao-
relativistico e ela nao é diretamente proporcional ao superpotencial funcional dos campos,
W (¢, x) expresso em (3.15). Preferimos usar a mesma letra para denotar ambas, pois
geralmente se usa a letra dablii na literatura para representar superpotenciais. Note que
em W(z) as derivadas de W (¢, x) devem ser tomadas nas solugoes cldssicas e ficamos com

elementos que s6 dependem das coordenadas. Pode se verificar que

_ dW(x)

U(z) o

+ [W(a)]. (3.48)

Entao existe uma outra matriz dada por

U_(z) = —%ﬁ”) +[W(2))?. (3.49)

que possui, a exce¢ao o modo zero, o mesmo espectro de U(z).

Com esta fatoragao foi demonstrada em [3, 4] que w? > 0. Seguindo o mesmo proce-
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dimento do capitulo anterior para modelos com um s6 campo escalar, consideremos |n)

um autovetor normalizado de S'S com autovalor w? , isto é S'S|n) = w?|n) , entao

w2 = (n[S'S|n) = [[S|n)||* > 0. (3.50)

2

Nesta demonstragao temos que assumir que w;;

¢ o mesmo para ambos componentes, (,

e &,, do autovetor |n).

No caso das solugoes kink tipo-I expressas em (3.19), U(z) é diagonal. Entao as

equagoes diferenciais nao sao acopladas. Explicitamente temos [2]:
¢ - [6)\286Ch2(1’/\[2) - 4)\2a2} ¢ = W, (3.51)

—&" =2 [,u()\ + 2p)sech®(z/V/2) — 2,u2a2] ¢ = W€ (3.52)

Novamente temos que os potenciais de estabilidade sao do tipo Poschl-Teller, cujo es-
pectro é conhecido. No caso particular em que A = 3pu temos solugoes localizadas para
((x) correspondentes ao modo zero e a w} = (3/4)9u%a?, e solucdes de espalhamento
comegando em w? = 9u?a?; solucao localizada para £(x) s6 a de modo zero. Entao, para

A = 3 as solugoes sao estaveis sob flutuacoes lineares.

O caso de solugoes kink tipo-II também foi considerado em [5], mas eles procedem
com a diagonalizacao da equacao de estabilidade também de maneira equivocada. As
palavras dos autores sao, de certa forma, as seguintes: tomamos vantagem da presenca
dos operadores de primeira ordem ST e S, tal que a tarefa de encontrar os modos normais
de flutuacao € bastante simplificada. Isto é porque nés podemos lidar com a tarefa mais
simples de diagonalizar apenas a matriz W que aparece nos operadores de primeira ordem.
Os autores mostram que os operadores de primeira ordem S' e S ficam simplesmente

diagonalizados como

d d
T = Y
onde B
W, 0
Wp(z) = _ , 3.54
(" 0 ) »
com

- 1, - - 1 - _ _
Wy =5 (Wos + Wi ) £ \/Z(W¢¢ — W )2+ W3, (3.55)

Reconhecemos que a diagonalizacdo de ST é a mesma de S e que esta leva & dia-

gonalizacao de U(z). Chamemos novamente de D a matriz de diagonalizacao de W(x),
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entao:
D (-1 +U() ) DD ( 253 ) o (

_p(Lrsw)pp(-Lirw)pt | &) (3.56)
dz dx ()
Se D (%]I + W) D! = (%]I + WD), onde Wp, é diagonal, temos:
vy ) (—Lrpw,) [ ¢@ ) 2
& & @)
d Cr Cr
_ <_—211 +IU'D(95)) ( n() ) . ( nl2) ) , (3.57)
dz &n(2) &n()
onde Up(x) = W), + W3 ¢ diagonal. Mas para isto é necessario verificar se

d d
D(—I)D"'=—TI. .
(dx ) dz (3:58)

Verificamos que isto nao é verdade em geral para qualquer conjunto de solugoes kink

tipo-II. Observa-se que

d ;o d
D(—I|D!'=D(D! —IL .
( e ) (D7) + - (3.59)
Assim, para (3.58) seja satisfeita é necessério que D (D) = —IYD~! = 0. Isto ndo é

verdade para o conjunto de solugoes kink tipo-II expressas em (3.23) e (3.24) com o qual

a referéncia [5] trabalha explicitamente por meio desta “diagonaliza¢ao”.

Entao concluimos que a diagonalizacao de W nao toma conta da diagonalizacao da
equagao de estabilidade, como foi assumido equivocadamente em [5]. Certamente é mais
simples verificar a diagonalizacao de W do que a de U. Isto é uma vantagem dos modelos
cujo potencial pode ser escrito em termos de um superpotencial como em (3.8), mas o
problema da diagonalizacao do operador %H, concomitante com a diagonalizagao de W

permanece em aberto.

Verificamos se para algum dos conjuntos de solugoes kink tipo-II (II-A, II-B) poderfamos
ter D’'D~! = 0. Ao que tudo indica devemos ter D independente das coordenadas, ou seja,
D’ = 0. Nao vamos detalhar os célculos aqui, mas parece que isto sé ocorre com o tltimo

conjunto de solugoes que chamamos solugoes kink tipo-IIB.

Gostarfamos de finalizar esta breve andlise comentando sobre os modos zero (w3 = 0)
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das equagoes de estabilidade (3.46). Neste caso é simples ver que

S ( Go() ) _ <_i}1+w> ( ole) ) —0 (3.60)
&o() dx €o(z)
e que as solugoes para esta equacao sao
Co(l’) = NV_ng, f()(l‘) = NV_VX, (361)

onde N é uma constante de normalizagao. Assim, como no caso de modelos com um
unico campo escalar, a flutuacao de cada campo correspondente a energia nula obedecem
equacoes de estabilidade de primeira ordem resultantes de proceder com as perturbagoes

em torno das solugoes classicas diretamente nas equagoes BPS (3.11).

Como as solugoes BPS sao solugoes de energia minima assumimos que as flutuagoes
correspondentes com energia nula (w? = 0) sdo as de menor energia, desde que estas seja
0 gla, q Jjam

normalizaveis. De fato elas sao normalizaveis, pois

+00 +oo
/ dz (¢ + &) = N2/ dz(Wj + W) = N*Ep. (3.62)
Como Ep é finita e nado-nula (ver (3.13)), as flutuagoes de modo zero sdo normalizaveis.
Podemos adotar N = £1/y/Ep. Esta normalizacio é também adotada em modelos com

um unico campo.

Aqui temos uma sutileza que é o fato de &(z) = NW, = Ny apresentar um no,
como pode ser verificado com xj;(z) apresentada em (3.23). Em problemas de mecénica
quantica nao-relativistica vemos este comportamento como um indicativo de que deve
existir ao menos uma solucao da equagao de Schrédinger independente do tempo co-
rrespondente a energia negativa, ou seja, &(z) nao seria o estado de menor energia e
terfamos outro estado com energia negativa, levando-nos a concluir que o sistema seria
instavel sob flutuacoes lineares. No entanto, estamos considerando os auto-estados como
formados por dois componentes, (,(z) e &,(x). Entao devemos observar como se comporta
a “densidade de probabilidade” p,(z) = (*(z) + &*(z) associada ao n-ésimo auto-estado.
Verifica-se que po(z) = (3(x) + &2(x) 86 se anula em x — +oo para qualquer conjunto de
solugoes kink-tipoll, sendo que para o valor de x em que &(x) = 0 temos (3(x) # 0 e
nao hd pontos em uma regido finita para os quais (?(x) é nulo. Assim podemos afirmar
que nao existem estados com energia negativa. Conclui-se que, de fato, w? > 0. O que
significa que todas as solucoes classicas do segundo modelo sao estaveis sob flutuagoes

lineares.
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Capitulo 4

Defeitos e campos escalares em d

dimensoes

Neste capitulo trabalhamos ainda com modelos com dois campos escalares interagentes,
particularmente aquele considerado no capitulo 3, cujo potencial é dado pela equacao
(3.16). Tratamos também da aplicagdo deste modelo em d > 1 dimensoes espaciais,
encontrando as solugoes topoldgicas a partir do mesmo procedimento adotado por Bazeia

e colaboradores [12], que é uma proposta para evitar o teorema de Derrick [22].

Mostramos também neste capitulo como construir modelos com um sé campo a partir
de modelos de dois campos. Estes modelos efetivos exibem solugoes do tipo kink que
podem ser continuamente deformados em solugoes do tipo kink-duplo, ou solucoes de dois-
kinks, como foram nominadas em algumas referéncias. Depois disto aplicamos um destes
modelos efetivos em um cendrio de mundos-brana, onde analisamos a influéncia de campos
escalares na deformagao da geometria do espago, ou seja, no fator de deformacao (warp
factor) bem como na localizagdo da gravidade em uma brana. Também sugerimos um
cenario de separacao de branas a partir deste modelo efetivo, baseando-nos na referéncia

[18].

4.1 Defeitos topolégicos em mais dimensoes

Investigamos a presenca de defeitos em sistemas descritos por dois campos escalares in-
teragentes em d + 1 dimensoes do espago-tempo. Vimos no capitulo 2 o argumento de-
senvolvido por Derrick [22] para mostrar que nao existem solugoes estaticas estaveis com
energia finita em teorias classicas nao-lineares em dimensoes espaciais d > 1. De fato,

este argumento é valido para campos escalares nao importando o niimero destes. Solucoes
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estaticas estaveis sao encontradas em dimensoes mais altas com a introducao de campos
que carregam spin, como campos vetoriais e/ou espinoriais, como mencionado por Jackiw
[36] e Vachaspaty [49].

Nao obstante, D. Bazeia, J. Menezes e R. Menezes [12], encontraram uma maneira
interessante de evitar o teorema de Derrick, ou seja, construir uma maneira de ter modelos
com somente campos escalares em d > 1 que ainda suporta solucoes topologicas estaveis

com energia finita.

Abaixo reproduzimos o argumento desenvolvido na referéncia [12] e tratamos de forma

simples e direta com o caso de modelos com dois campos escalares interagentes.

A proposta feita na referéncia [12] considera modelos que sao caracterizados por uma

densidade de lagrangiana como a seguinte

L= 5060,0 ~ V(o). (4.1

com um potencial especifico dependente explicitamente das coordenadas espaciais da

seguinte forma
L

V(o) =5 xWs, (4.2)

onde r = \/2? + 22 + ... + 2% representa a coordenada radial, sendo 7 € [0, 00). A equagao

de movimento estéatica é dada por:
9 1
\V4 ¢ = T’N W¢W¢¢, (43)

enquanto que a energia das solugoes desta equagao tem a forma:

E=Q, /000 B ((V¢)2 + rind%) ritdr, (4.4)

onde (), representa a generalizacao do angulo solido para d dimensoes espaciais e estamos
supondo que as solugoes s6 dependem da coordenada radial, ou seja, nao ha aparecimento

de dependéncia angular e caracteristicas como vorticidade de solugoes.

Tomando em consideracao o reescalonamento da solucao estatica, pode-se definir:

®*r) = ¢(Ar), onde A é o fator de reescalonamento com A > 0.

Podemos escrever a energia total na forma, Etd(/\) =E, iy E

pot(\) onde

1 _
B = 5 [ (VOO d'r = N-EL,, (45)

46



1 _
Eguo = / T—NV()@)ddr = VR (4.6)

Para analisar a estabilidade das solugoes, derivamos a energia com respeito ao parametro

A, e tomamos A\ = 1 para poder reproduzir o caso inicial. Assim temos

d\

=@2-d)El ..+ (N-dE,, =0 (4.7)

pot — M
A=1

Para assegurar a estabilidade a segunda derivada da energia deve ser maior ou igual

a 7ero, ou seja

d*Ef,
d\?

)

=2-d)(1—=d)El g+ (N —d)(N—d—1)E%, > 0. (4.8)

A=1

Da condigao (4.7) temos (2—d)E? = —(N —d)E?

p ot~ Lista igualdade é subtituida na

equagao (4.8), de onde obtemos:

(2 - d)<2 - N)E;lrad 2 0.

Como E¢ ., > 0, temos a condi¢do (d — 2)(N —2) > 0. Baseados nesta condigio
encontramos que o argumento de Derrick é eludido, de modo que a configuracao de campo

para d > 1, é estavel se N > 2.

Partimos da energia do sistema, onde demostraremos a energia de Bogomol "nyi

. 1 > d¢ W¢> 2 W¢ dﬁb d—1
E = 2Qd/0 [(5 j: /r‘N/2) :F 27‘N/2 %]T dT. (49)

Para encontrar a energia minima do sistema, fazemos que o primeiro termo seja zero, ou

seja p
N/2d—f = FW,. (4.10)
Assim temos . p
E = :FQd/ (W¢—¢)rd’1’N/2dr. (4.11)
0 dr
Substituindo (4.10) em (4.11) temos:
E = Qd/ rd_l_N/QMdr, (4.12)
0 dr

de onde observa-se que a energia de Bogolmol ‘nyi em d dimensoes ¢ uma carga topologica,
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se fizermos N = 2(d — 1):

By — Qd/o %dr QW (00) — W(0)]. (4.13)

A equagao de primeira-ordem (4.10), pode ser reescrita como

do 1

Derivando esta tltima expressao, e multiplicando por 1/r?!, podemos construir a

equacao de movimento

1 d 1
Vi = Td—dr( ) = S WeWes (4.15)

Tomemos as pequenas flutuagdes em torno da solugao classica em d dimensoes, temos

o(r.t ) + Z@ r) exp(iwnt), (4.16)

e substituimos na equagao de movimento V?¢ + V,(¢) = 0. Isto nos leva & equagao para

os modos de flutuacao

Ho(r) = (=Y + Vg (r))Galr) = wiGa(r), (4.17)
onde o operador H pode ser escrita na forma

1 d d 1
( d_lﬂ) + 7‘2(d 1 (W¢¢ + W¢W¢¢¢)) Cn(’l“). (418)

Observa-se que o operador H pode ser fatorado como o produto de dois operadores
A e B, nao necessariamente adjuntos um do outro. Estes operadores serao adjuntos para

um caso especial d = 1, nossa observacao esta dada no Apéndice A.
17 1 i1 d a1 d 1

Explicitamente temos
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Podemos determinar os estados de mais baixa energia na forma

1 a1 d
BCOZde (7“ ar + W¢¢) Co =0,

onde obtemos a seguinte equagao de primeira ordem

1o

=+W 4.20
o 3605 (4.20)

onde obtemos os modos zero da energia

Co(r) = kexp (i / drrl_dW¢¢) , (4.21)

onde k representa a constante de normalizagao.
Em [12] foi proposto um modelo com potencial dado por

1 2 (-1 1/p\2 1 2
Vp((/ﬁ)zméﬁ (¢ /p—¢/p) :WWQ” (4.22)

onde p é um inteiro. Este modelo pode expressar-se em termos de um superpotencial na

forma

(2p—1)/p (2p+1)/p
¢ e ] . (4.23)

W =2 —
P { w—1  2p+1
Analizamos para um caso em particular d = 2, onde a solucao classica é dada da

seguinte maneira

_ 2/p — 1\?
@p), \ _ r
¢ (r) ==+ (Twp n 1) : (4.24)
A energia BPS para este caso em particular estd dada na forma
Ep = 21 (00) — W(0)] = —P_ (4.25)
B — — 4p2 — 1 . .

Os modos zero de energia (, = kW4 podem ser encontrados, e para o caso de p = 1

estd dada da seguinte maneira:
(4.26)

onde o fator £ ¢é o fator de normalizacao.
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Agora normalizando sobre todo o espaco temos 2y f COCS rtdr =1

k2/d9 /OOO rdr {%r =1. (4.27)

observamos que para o caso de p = 1 a solucao é normalizavel

1 /3
k= é\ﬁ. (4.28)

Foi mostrado na referéncia [12] que para p = 2 0 modelo é instdvel. Uma maneira de
ilustrar este procedimento para p = 2 é observando que o modo zero nao é normalizavel, e
pode ser verificado que a flutuagao de energia nula possui um né, e que existe outro estado
de energia negativa sem noés. Entao nao vamos tratar com este caso explicitamente, mas
gostariamos de mencionar que para d > 1 a constante de normalizacao, nao é proporcional

ao inverso da energia Fp.

Os modos zero para o caso de p = 2 pode ser expresso na forma

dr(r —1)

CA(r) = kWy = h——r
o (1) W (r+1)3"

(4.29)
e por sua vez, tentamos normalizar e calcular os modos zero, para esta condicao em

especial

o 16r%(r — 1)?
2 _
271']{5 /0 TdTW = 1, (430)

onde observamos que a integral mostra ter divergéncia, portanto as solucoes cldssicas do

sistema para p = 2, apresenta instabilidade.

4.1.1 Extensao para modelos com dois campos escalares

No caso de dois campos escalares podemos escrever o potencial V' (¢, x) na forma:

V(9,3) = 5 (Wa)? + (1), (4.31)

onde N = 2(d — 1) para termos solugoes solitonicas estdveis, como no caso com somente
um campo escalar. O procedimento para demonstrar que N deve satisfazer a equagao
acima ¢ o mesmo que fizemos para o caso de um unico campo escalar, sendo que devemos
utilizar o mesmo fator de reescalonamento para ambos os campos ou seja ¢*(r) = ¢(Ar)

e X Mr) = x(\r). Além disto supomos também que as solugoes classicas das equacoes de
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movimento estaticas

Vi = (W¢>W¢>¢ + W W), (4.32)

1
Vix = N (WsWor + WilWi) (4.33)
sao radiais.

Estamos interessados aqui, assim como no caso de um sé campo, em solucoes das

equacoes de primeira ordem

do
@=1D=5 — 4w, 4.34
o > (4.34)
¢ d
@D _ Ly 4
r dr X ( 35)

que sao também solucoes das equagoes de segunda ordem. E simples mostrar que estas
solucoes sao aquelas que saturam o limite de Bogomol'nyi. Basta verficar que a energia

associada a solugoes estaticas
Y aa [T () + (Vo) + v 4.36
=3 T r | (Vo)™ + (VX)) + oy (W + WO (4.36)
pode ser reescrita como
dx ., 1 1
=5 fan [T |G e e+ G| e

na qual completamos quadrados, e obtemos:

dgb %% dy =W Wy dp W, dx

dQ d— ld 9] X 2:‘:2 ¢

/ / T{ :Frd1> +<d7’:Frd—1) ( 1d7’+7’d1d7")
(4.38)

Para termos energia minima os dois primeiros termos em (4.38), devem ser nulos, ou
seja, as equagoes de primeira ordem (4.34) e (4.35) devem ser satisfeitas. Entao a energia

minima fica dada por

d dx d
Eg = :FQd/ Wy ¢—|—W dr:Q/ —Wdr:
*dr Xdr o dr

= QW (c0) — W(0)]. (4.39)

Pelo argumento de Derrick e o desenvolvimento levado a cabo em [12] as solucoes
sao estaveis mas, como no caso com somente um campo escalar, nao é possivel mostrar

que o operador hamiltoniano associado a estabilidade das flutuacoes lineares em torno
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das solugoes classicas tem somente autovalores positivos. Como argumentado acima e
mostrado no apéndice A, a hamiltoniana é fatorada, como na equagao (4.19), em um pro-
duto de dois operadores que nao necessariamente sao adjuntos um do outro. No caso de
dois campos escalares a situacao fica ainda pior, ja que estes operadores assumem a forma
matricial e, como descrito no capitulo 3, desta dissertacao a diagonalizacao da hamilto-
niana se torna uma tarefa muito dificil; teriamos que proporcionar um caso com solugoes
classicas nao-nulas, cuja hamiltoniana de estabilidade seja diagonalizavel e exatamente
solivel. Mesmo assim, nao poderiamos dizer que a estabilidade é garantida para todos os

Casos.

Suponhamos flutuagoes lineares em torno das solucoes classicas

¢(r, 1)

o(r) + Z N (1) cos(wnt), (4.40)

x(r,t) = x(r) + an(r)cos(wnt), (4.41)

onde ¢(r) e X(r) sdo solugdes das equacoes (4.34) e (4.35) respectivamente. Podemos

mostrar que as flutuacoes obedecem a seguinte equacgao de estabilidade.

ﬁ<%>:¢<%>, (4.42)
Pn Pn

com o operador hamiltoniano H expresso como um produto de dois operadores da forma:

. 1 L d ad
H=—a (—rd 1%I[—W> (rd 1%I[—W), (4.43)

onde W é o superpotencial dado pela matriz

_ Weo W
W = ( T ) . (4.44)
Wx¢ Wxx

A equagao (4.42) resulta em duas equagoes acopladas, que podem ou nao ser de-
sacopladas dependendo do modelo e das solugoes classicas deste. No entanto, podemos
sugerir que as flutuagoes de energia nula (modos zero) (wy = 0), satisfazem a equagao

diferencial de primeira ordem

(rd_ldiil[ —W) ( ZZ ) —0, (4.45)
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ou seja, os modos zero sao aniquilados pelo operador A = rd_ld%]l — W. De fato é
possivel mostrar que as equagoes acima sao resultantes de implementarmos as flutuagoes
de modo zero diretamente nas equagoes de primeira ordem (4.34) e (4.35). As solugoes
para as equagoes (4.45) sao dadas por 1y = kW¢ e py= kWX, onde k£ é uma constante de

normalizacao, que pode ser obtida impondo que a norma seja igual a unidade, isto é

2 / (02 + p2)rdrdQ = K2y / (W5 + Worttdr = 1. (4.46)

0

Por outro lado a energia de Bogomol'nyi Eg pode ser reescrita como:
E B Q > d 1 —2 52 4 4
B = . T—/r.dfl |:W¢ -+ WX:| . ( . 7)

Nota-se que para d = 1 temos k? = Egl, enquanto para d > 1 isto nao ocorre. Entao,

(d-1)

como a energia BPS ¢ finita e envolve um fator r~ no integrando, as flutuagoes de

energia zero podem nao ser normalizaveis.

4.2 Modelos com um campo escalar construidos a
partir de um modelo com dois campos intera-

gentes

Nosso proposito nesta secao é construir modelos com um s6 campo escalar que exibem
solucoes classicas com perfil de kink duplo a partir do modelo com interagao de dois cam-
pos que tratamos no capitulo 3 desta dissertacao. De fato, podemos considerar qualquer
modelo de dois campos em 141 dimensoes, cuja densidade de lagrangiana seja dada pela

equagao (3.7) com o potencial escrito em termos de um superpotencial como em (3.8).

Nestes casos, as solucoes estaticas das equacoes de primeira ordem dadas por % =W,
e % = Wy, sao solucoes das equacoes de movimento estdticas, que minimizam a energia
do sistema a energia BPS. A partir destas equagoes de primeira ordem podemos proceder
como na referéncia [25], e considerar que o elemento diferencial dz, seja um invariante

de tal forma que obtemos uma equacao diferencial que relaciona os dois campos

dx W,
— === 4.48
= T (4.48)

Se esta equacao, embora nao-linear, puder ser integrada, teremos um relacao entre

0s campos, ou seja, uma equacao de érbita, que pode ser usada para eliminar um dos
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campos em favor do outro, e assim poderemos resolver as equacoes de primeira ordem, se
nao analitica, pelo menos numericamente. Este procedimento foi adotado em [25] para

obter uma equacao de orbita geral como foi mostrado no capitulo anterior.

Para os casos em que a equacao geral da orbita é obtida analiticamente, podemos
escrever o campo escalar x em termos de ¢, tal como x = f(¢), e isto pode ser usado

para eliminar x em termos de ¢ na densidade lagrangiana (3.7), ou seja,

£= S0+ 1)0"60,6 — V() (4.49)

d _ dx _ Wx 3 ; 5
6= a6 = w, © ambos, Wy e W,, sao escritos em termos s6 do campo ¢.

V(¢), é o potencial V (¢, ) com x escrito em termos de ¢. Devido a estrutura peculiar

onde f; =

do potencial dado em (3.8) e também devido a equagao diferencial (4.48) temos que V(o)
é dado por

V(g)= 501+ FWE (4.50)

A equacao de movimento para o modelo de um s6 campo escalar fica entao

dv
(L4 £2)0.0" ¢ + fsfs60,00" b + i 0, (4.51)

e a energia associada com as solucoes classicas estaticas é expressa como

400 1
E = /_ dx (5(1 + ff))gé’z + V(gb)) , (4.52)
onde ¢’ representa %. De forma a encontrar a energia minima, podemos reescrever F
como N
1 o0
B= / dr [((L+ )20/ £ VRV 201+ ) 26VaV], (453)

e consequentemente, as solugoes classicas com energia minima satisfazem a equagao diferen-

1/2
2V
P L R 4.54
¢ $<1+f(§> FWy (4.54)

cial de primeira ordem

onde Wy = dWéi,x) e substituimos x pela funcao f(¢). E fcil mostrar que as solugoes

da equacao diferencial da primeira ordem sao também solucgoes da equagao de movimento
estatica
av

(L4 f3)¢" + fofoed” = FrS (4.55)
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e a energia BPS é dada por:

bp = /OO dz((1+ ) We(o. £(9)) = [W (&, f(9)(+00) = W (8, £(9))(~00)|, (4.56)

o0

onde as solucoes classicas ¢(x) sdo tomadas em (400 e —00).

Este procedimento assemelha-se ao da referéncia [24], onde se provou a equivaléncia
entre os modelos de Sine-Gordon, Liouville e outros [33]. Naquela referéncia as solugoes
BPS dos modelos em consideracao sao usadas para construir mapeamentos entre os cam-
pos de dois modelos, cuja equivaléncia entre eles se quer demostrar. De fato se deforma
um modelo conhecido usando-se a funcao de mapeamento e obtem-se outro modelo con-
hecido. Naquela referéncia se mostrou que os modelos possuem a mesma energia BPS
quando a deformacao é realizada na densidade lagrangiana, o que contrasta quando as
deformagoes sao implementadas diretamente nas equagoes diferenciais como foi feito por
Bazeia et al. [11]. J4 que nao estamos interessados em provar a equivaléncia entre dois
modelos, nos limitamos a trabalhar com lagrangianas efetivas cujas estruturas sao do tipo

energia cinética menos energia potencial, ou seja,
1., Lo = o
£ = 50"00,6 — Uus(6) = 5{0"60,0 — WE(0)}, (4.57)

onde W¢(¢) = Wy(d, x = f(¢)), em vez de trabalhar com densidades de lagrangiana do
tipo

L= 201+ E){060,0 — WE(6)} (4.58)
Este procedimento é usado na referéncia [11] e é mais conveniente quando trabalhamos
com campos escalares interagentes com a gravitacao, como consideraremos na pentultima

secao deste capitulo.

Frisamos o fato de que a equacao estatica de Euler-Lagrange ¢” = dldj—;f resultante da
densidade de lagrangiana (4.57), tem as mesmas solucoes da equagao (4.55). De fato elas

sao equivalentes.

Observemos que a equagao classica dada em (4.54) leva a

1 2fofo0
"= Vi — Vi, 4.59
=1 + 17 < 1+ 13 (4.59)
que satizfaz as equagoes de segunda ordem ¢” = W,;W,,, indicando-nos que a equagao

» AUy .
estatica ¢ = T;f ¢ cumprida.
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4.2.1 Casos particulares

Nos consideramos o mesmo modelo de interacao de dois campos escalares aplicados em
cendrios de mundos-brana; dados nas reférencias [13] e [27], cujo superpotencial é da forma

da equacao (3.15).

Foi mostrado na publicacao [25] que as equagoes de érbita, que relaciona os dois campos

podem ser obtidas de maneira explicita e podem ser escritas como:

1
p(x) = ¢* — a® = coxM* — o 2’ux2, para A # 2/, (4.60)

p(x) = ¢* — a® = X*(In(x) + 1), para A =2, (4.61)

onde ¢j e ¢; sao constantes arbitrarias de integracao. Em geral sé a primeira das equagoes
de 6rbita (4.60) pode ser utilizada para obter solugoes classicas bem comportadas. Pode
verificar-se por exemplo que a segunda equagao de drbita (4.61), falha ao reproduzir co-
rretamente os minimos do modelo, p = +taexy =0,e p=0e x = :l:\/g a. Consideramos

a > 0.

A primeira das equacoes de érbita pode ser utilizada para construir modelos com um
sO campo escalar e que apresentam as principais caracteristicas deste modelo com dois
campos escalares interagentes. Como exemplo consideremos a situacao para g = A. Neste

caso a equacao de orbita é dada
X2+ cox — (¢* —a®) =0, (4.62)

e o campo Y pode ser expressado em termos de ¢ como:

X= 1) = -2+ [+ 45 - @) (1.63)

Substituindo (4.63) com o sinal positivo, na expressao dada Wy (¢, x = f(¢)), obtemos

a seguinte derivada do superpotencial

W¢(q§) =2u <¢2 b0 —a?+d P+ b2 — a2> com b= 2 < —aq. (4.64)

Podemos trabalhar com um modelo descrito pela densidade lagrangiana
L ou
L= 58 00,0 — Ugt, (4.65)

com potencial efetivo Uy = qu /2. Neste modelo a equacao diferencial de primeira
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ordem que satisfaz ¢(x) é ¢ = FW,, e as solugdes para o campo ¢ sdo as mesmas
obtidas no modelo com dois campos escalares interagentes [25, 27], descrita pela densidade

lagrangiana (3.7) com um superpotencial W (¢, x) dado em (3.15).

Se tomaramos o sinal negativo da expressao (4.63) obtemos um potencial efetivo

Ug = Wj /2, com somente um minimo, nés estamos interessados em potenciais efetivos
com ao menos dois minimos.

A constante b = ¢y/2, deve satisfazer a desigualdade b < —a, tal que tenhamos solugoes
nao-singulares e um potencial efetivo que apresenta dois minimos globais e um minimo
local para uma certa regiao do parametro b. Por outro lado, para b = —a, temos um
potencial efetivo com trés minimos globais. E mostrado na figura 4.1, o comportamento
do potential efetivo dado em unidades de p?, como funcao de ¢, para dois differentes
valores de b e a = 1. Podemos observar que para b < —a o potencial do modelo efetivo,
tende a exibir trés minimos a medida que b se aproxima de —a. Na realidade para b = —a
o potencial efetivo se torna U(¢) = 2u?(¢? —al¢|)?, o qual apresenta um minimo também
em ¢ = 0.

Uer(9)

-2 -1 0 1 2

Figura 4.1: Potencial efetivo no caso A = u para a = 1 e b=-1,001 (linha sélida) e b=
-1,3 (linha tracejada).

As solugoes classicas da equacao diferencial de primeira ordem dada em (4.54), para

b < —a pode ser escrita como

- B sinh(2pax)
d+(x) = acosh(?,uax) —b/f’

(4.66)

onde f = v/b? — a? e os sinais positivo e negativo correspondem a solucoes kink e antikink
respectivamente. A figura 4.2 mostra o perfil da solugao cléssica topolégica, para um

valor suficientemente grande de | b |- com perfil de kink simples - e exibe perfil de kink

o7



duplo para valores de b perto do valor critico —a. Esta classe de solugoes surge também

nos modelos introduzidos nas referéncias [13] e [28].

$(x)

1.0 —

st/

Figura 4.2: Perfis do tipo kink, para a=1 e b= -1,001 correspomdem as solugoes de kink
duplo (linha continua) e b= -1,2 correspondente a um kink simples (linha tracejada).

Outra escolha do parametro A é A = 4, conduzindo também a um potencial efetivo
nao-polinomial que ¢é similar ao caso de A = . Neste caso a equagao da érbita pode ser

escrita na forma

i = i[l + /1 + 16¢o(¢? — a?)], (4.67)
460

Escolhendo a sinal positivo da expressao (4.67), obtemos o seguinte potencial efetivo

W, = 4p (¢2 2 der/o? — d2) , (4.68)

onde d = a/v/c®—1e c = 1/4y/1—16¢pa?. Com a finalidade de ter um modelo bem
definido, a constante de integracao da equacao de orbita cqg deve satisfazer a desigualdade
co < 1/16a* e as solugoes sao dadas por

- sinh(4pax)

== . 4.
¢ acosh(4ua:p) +d (4.69)

Na figura 4.3 mostramos o perfil da solugoes classicas, para dois valores diferentes do

parametro b, mostrando um comportamento similar ao grafico anterior.

Figura 4.3: Perfil do tipo kink para a=1 e d= 0,062499 corresponde a solucao do tipo
kink duplo (linha sélida continua) e para d= 0,0615 corresponde a uma solugao tipo kink
simples (linha tracejada)
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Vale a pena mencionar que o modelo construido neste caso (A = 4u) é muito similar ao
proposto na referéncia [28], para = 1/4, se fizermos uma identificagdo entre o parametro
d daqui com o parametro by daquela referencia. O comportamento do potencial efetivo
como uma func¢ao de ¢ é também ideéntico ao apresentado no caso prévio. Além disso, se
o valor critico é ¢y = 1/16a* obtemos um potencial efetivo Ue = 8u?(¢* — a|¢])?, com trés

minimos.

Potenciais efetivos polinomiais também podem ser obtidos a partir do modelo descrito
pela densidade lagragiana (3.7), com W(x,¢) dado em (3.15). Isto é feito usando a
primeira equacao de drbita de (4.60) e expressando o campo ¢ como funcao do campo .

Reescrevemos a orbita convenientemente como:

— -+ M — 2 2 4.70
6= 900 = £ Jon — o e (1.70)
e obtemos o potencial efetivo dado por:
U = }W2 = 20>\ [ coxM* — K Y2 + a? (4.71)
/9 x 0 A —2u ' '

Este potencial tem ao menos um minimo em x = 0, e nds temos que fixar \/u = n,
onde n é um inteiro positivo (n # 2), para termos potenciais bem definidos com pelo
menos dois minimos. Esta tltima condicao conduz a algumas restricoes sobre os valores
de ¢y. Notemos que para A\/u = 1 e ¢y = +2a temos um potencial definido positivo
com dois minimos, agora para A\/u =4 e ¢y = 1/16a? encontramos um potencial definido

positivo com trés minimos, os quais sao y = 0, +-2a.

Procuramos os valores criticos de ¢y correspondentes a differentes valores de n, a fim
de ter potenciais efetivos positivos definidos U.¢(x) com mais de um minimo. Notamos
que os potenciais efetivos do tipo Uep(¢) = (¢* — al¢|)?* apresentam solugoes cldssicas
que conectam os minimos em ¢ = 0 com o minimo ¢ = +a ou ¢ = —a e vice-versa,
como foi mencionado no capitulo 3, nas equagoes (3.30) e (3.32) do tipo kink-IIB . Além
disso, recordamos que estes potenciais polinomiais sao construidos por substitucao da
equagao de orbita xy = f(¢) em W, = A(¢? — a?) 4+ px? e este, por sua vez, é substituido
em U = qu/Z, o qual é positivo definido em todas partes. Se ¢ = 0 é um minimo
do potencial efetivo, este deve corresponder a x = ++/na devido & equagao da drbita.
Substituindo um desses valores de x no potencial U.¢(x) e impondo que sejam minimos
deste tultimo potencial, temos que o valor critico de ¢q é encontrado na forma

ot =a""? <g - 1) n"/? (4.72)
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Exceto para n = 1, que apresenta dois minimos, encontra-se potenciais efetivos posi-
tivos definidos com trés minimos somente para n par. Tais tipos de potenciais polinomiais
ja foram amplamente discutidos na literatura [39]. Estes potenciais polinomiais possuem
tipicamente solugoes tipo kink as quais conectam os minimos x = 0, com os outros dois

minimos y = ++/na e vice-versa. Para n = 4, temos

cosh(pax) £ sinh(paz
X = FV2a (paz) (par) ) (4.73)
cosh(2uax)

Esta ultima solucao tem um perfil kink similar as solucoes das equacoes diferenciais de
primeira ordem, para os modelos efetivos do tipo U(¢) = (¢* — al¢|)?. Estes solugoes
podem ser vistas como meia-tor¢ao em uma cadeia de spins, e também possuem um perfil
similar aqueles que surgem, como solugoes auto-consistentes para condensados quirais
nao-homogeéneos, em modelos de Nambu-Jona-Lasinio em 1+ 1 dimensoes espaco-tempo,
[47].

4.2.2 Modelos de campos escalares em mais de uma dimensao

Nesta subsecao discutimos as solugoes do tipo kink em mais dimensoes espaciais, tal como
foi discutida nas referéncias [28] e [12]. Tomamos a densidade lagrangiana dada em (4.1)

e o potencial dado em (4.2).

Para realizar a andlise em mais dimensoes, consideramos a seguinte mudanca de
varfavel dv = +r'~?dr. Para nosso estudo em d dimensoes espaciais apresentamos os
superpotenciais definidos em (4.64) e (4.68) respectivamente.

Para o caso d = 2 fazemos a seguinte mudanga de variavel z = Inr e para os casos em

r2—d
2—d’

que d > 3 fazemos x =
A solugao classica para d = 2 dimensoes, no modelo expressado em (4.64) é dado

rie 1

~ i + 1 — 2br2pa’

¢(r) (4.74)

apresenta solucoes do tipo kink duplo, este tipo de solugoes encontradas sao similares as
solugoes apresentadas em [28].

Nas figuras 4.4 e 4.5 mostramos os perfis das solugoes para d = 2 e d = 3 respecti-
vamente. Observando que a solucao encontrada para d = 2 apresenta uma aparéncia de
kink duplo
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Figura 4.4: Perfil do defeito radial para d= 2 dimensoes, para b= -1,001 (linha sélida
continua) e para b= -1.1 (linha tracejada).

A solugao classica para d = 3 dimensoes

. sinh (—2pa/r)
cosh (2ua/r) — b/ f

(4.75)

-02f
—04f

08}

-10+

Figura 4.5: Perfil do defeito radial para d= 3 dimensoes , para b= -1,001 (linha sélida
continua) e para b=-1,1 (linha tracejada)

No seguinte modelo extraido da equagao (4.68) para (A = 4u) a solucdo para d = 2 é

o(r) =a ( i ) : (4.76)

r8ua 1 4 2d'r4ra

dada por:

(usamos d' para nao que o parametro nao seja confundido com o nimero de dimensoes
espaciais). A solugao encontrada também tem a mesma aparéncia de kink duplo para um

certa regiao de valores de d' e é similar aquela encontrada no trabalho [28].

Na fig 4.6 mostramos dois perfis das solugoes para d = 2, observando que cada perfil

apresenta uma aparéncia de kink duplo
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)

Figura 4.6: Perfil das solucoes radiais para d = 2 dimensoes no modelo A = 4y, para d =
0,06249 (linha solida continua), e para d = 0,0624 (linha tracejada).

A solucao estatica para trés dimensoes é expressada na forma

o(r) = a( Sin(~dua/r) ) : (4.77)

cos(4pa/r) +d

este tipo de solugoes guardam uma similitude com a classe de solugoes dadas na referéncia
[28].

Na figura 4.7 mostramos dois perfis das solugoes para d = 3, um primeiro perfil perto

do valor critico (linha sélida continua) e outro afastado do valor critico (linha tracejada).

Figura 4.7: Solugoes de tipo kink para d = 3 dimensoes, para d = 0,062499 (linha sélida
continua), e para d = 0,0615 (linha tracejada).
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4.3 Aplicacoes em cenario de mundos-brana

Na tltima década o estudo de branas espessas tem recibido consideravel atengao [23].
Poucos anos atras, foi observado que algumas classes de modelos, com interacao de dois
campos escalares, podem ser usados para descrever a separacao de branas espessas, como
uma transicao da fase de primeira ordem em espago-tempo com geometria deformada [18].
Recentemente foi mostrado que branas espessas podem também aparecer usando modelos
com interacao de dois campos escalares, que podem ser naturalmente incorporadas em teo-
rias supersimetricas. Além disso, contrério aos cénarios apresentados em [18], e [13], onde
a sepacao das branas é controlada por constantes associadas ao potencial de interacao,
foi mostrado que a espessura de branas pode ser controlada por um parametro chamado
“parametro de degenerescéncia”, o qual nao esta presente na densidade lagrangiana do
modelo; em vez disto ele é uma das constantes de integracao da equacao diferencial da

6rbita [27].

Recentemente um modelo com um s6 campo escalar que incorpora branas finas e
espessas foi proposto por [27]. Este é caracterizado por um potencial de interagao nao-
polinomial com constante de acoplamento que controla a espessura da brana. Esta tultima
propriedade, além do fato de ser nao-polinomial, é compartilhada com o Modelo-p intro-
duzido nas referéncias [12] e [13]. Mas no Modelo-p, as mudangas do parametro s6 podem
ser em saltos, o que implica nao s6 em uma mudanca no modelo de origem, mas também
no fato que sé para alguns valores do parameétro p a estrutura de kink-duplo pode ser
manifestada. Ao contrario, no modelo introduzido em [28], o parametro que controla a
deformacao da brana é um acoplamento do modelo, assim sua variacao nao modifica a
estrutura do modelo e solugoes do tipo kink simples podem ser continuamente deformadas

em solugoes do tipo kink duplo.

Nesta secao aplicamos um dos modelos efetivos construidos na secao anterior em um
cendrio de mundos-brana e conseguimos realizar, assim como em [28], branas com espes-
sura variavel, sendo que a variacao da espessura também esta associada a variacao de uma
constante do potencial. A variacao da espessura da brana estd diretamente associada a
variagao do perfil do kink (solucdo classica das equagdes de primeira ordem do campo
escalar) atingindo um ponto em que se configura, como mencionado no capitulo 3, uma

separacao de branas, como em uma transicao de fase.

Consideremos um campo escalar acoplado a gravidade em (4,1) dimensoes do espago-

tempo cuja dinamica é governada pela agao
1 1
5= [ atady /gl (~3R+ 50,0 00 - V(@) (4.78)
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onde g = Det(gq) € a métrica é dada por
ds® = ggpdada’ = eQA(T)anz“dx” — dr?, a,b=0,....4. (4.79)

onde r = z* representa a dimensao extra, e 7, ¢ a métrica minkowskiana com os indices

2A(r

gregos que vao de 0 a 3. O factor >4 é chamado de factor de deformacio e depende

somente da dimensao extra.

As equagbes de movimento estaticas provém da agao (4.77) e para que o campo escalar

dependente somente da dimensao extra, podemos escrever:

d*¢ 4dA@ _ dv(¢)

— — 4.
dr? o dr dr do ' (4.80)
d2A 2 (do\?
—_2 (= 4.81
dr? 3 (dr) ’ (481)

(Cflf)z -2 (flff - V(@) (4.82)

Considerando que o potencial pode ser escrito na forma

Vo = (M0 - v, (4.89

onde W (¢) é um superpotencial do tipo nao-polinomial.

As seguintes equacoes diferenciais de primeira ordem

dp  dW(¢) dA 2
A ¢ @ (@), (4.84)

sab as solugoes das equagoes diferenciais de segunda ordem dadas pelas equagoes (4.80),
(4.81) e (4.82).

Podemos determinar o superpotencial W (¢) integrando (4.64)

2 2
W(6) = 2u ¢(% +f2+g S+ f2) + %sinhl(?) . (4.85)

Determinamos o fator de deformacao pela integragao da segunda equagao (4.84) com
solugao cléssica (4.66) substituida em W (¢). Mostramos na figura 4.8 dois perfis do fator
de deformacao para dois valores diferentes do parametro b, um deles perto e outro longe
do valor critico. Observamos que para b perto a do valor critico o fator de deformagao

apresenta uma regiao plana o qual torna notavel a presenca da métrica minkowskiana
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dentro da parede de dominio. Enquanto que o parametro b distante do valor critico, o

fator de deformacao apresenta a forma de um sino dentro da parede de dominio.

240

Figura 4.8: Fator de deformacao avaliada para dois valores diferentes de b, um deles perto
o valor critico b=-1,001 (linha sélida) e outro afastado do valor critico b=-1,3 (linha fina)

4.3.1 Estabilidade e modos zero

Consideremos a estabilidade do sistema analisando as equacoes de movimento para pe-
quenas flutuagoes ao redor das solugoes classicas. Este assunto é importante para realizar
a localizacao da gravidade dentro da parede de dominio [41, 30, 31]. Isto é feito por meio
de uma perturbagao da métrica, tal como foi mencionado nas referéncias [13, 30, 31|, ou
seja,

ds* = 2 (n,, + eh,,)da"ds” — dr?, (4.86)

onde ¢ é um ndmero pequeno e hy,, = h,(r,x,) representa as flutuacoes da métrica.

Tomamos também pequenas perturbagoes ao redor das solugoes cléssicas ¢ — ¢(r) +

55(7‘, x,), realizando perturbacoes na densidade lagrangiana, e expandindo até ordem

(g), obtemos a seguinte equacao de movimento para a flutuagdo do campo escalar
dAd¢ d*V ~ 1d¢ v APy

eH0p—4—"" — ¢ =

_ -99 4.87
dr dr  de2’ " 2dr Tdr (4.87)

e para o caso das flutuagoes da métrica, temos:

1 1d dA\ dh 1
— 0 2A ( = % 9~ weo = af o o
5 hu +e (2 o + dr) o 5l (0,0uhas — 0,0,hg, — 0,00hg,) +
1 o4 dA 4 dV ~
. -0, (n*’hy, e, —ad = 0. 4.88
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Em geral, se torna dificil levar em conta as flutuacoes lineares de todos os componentes
da métrica em conjunto com as flutuacoes da brana a fim de ter uma visao ampla da
estabilidade linear de todo o sistema. Isto é devido ao fato de que o referido conjunto
de equacoes diferenciais acopladas é muito dificil de ser resolvido. Ainda assim é possivel

mostrar que a parte tranversal e de trago nulo das flutuacées da métrica (h,,, ) desacoplam

das flutuacoes do campo escalar [31] e [30]. Construindo h,, = P,,.sh*® a partir do
projetor
1 1
P;waﬁ = 5(7-(/1017(1/,6 + ’/T;u//Tua) - g’f(,uz/ﬂ—aﬁa (489)
COM Ty = Ny — 8“56”, temos que a equagao (4.88), pode ser simplificada para

d&’h,,  dAdh,, .
a e ar ¢ 00 =0 (4.90)

Usando separagao de varidveis e expressando h,, convenientemente como

h,, = eik“w”e_%A(T)guy (r), (4.91)

[11%

—A(r

nés encontramos, fazendo uso da transformacio de varidvel z = [ e 4"dr, que &,,(2)

satisfaz a equacao de estabilidade do tipo Schrodinger

P
dz?

+ Ve (2)€ = K2, (4.92)

onde o potencial efetivo é dado por:

9 (dA\® 3d2A
‘/ef(Z) = 1 (dz) + iw, (493)

Mostramos na figura 4.9 o potencial efetivo versus a variable r para dois diferentes valores
de b; um deles perto e outro afastado do valor critico. E possivel notar que a forma do
potencial efetivo para valores de b muito afastados do valor critico é similar a forma do
potencial apresentada em [41]. Assim, a tnica solu¢ao de estado ligado corresponde a
de modo zero, a qual pode ser vista como a localizagao da gravidade dentro da parede
de dominio. Os modos mais elevados de energia sao estados nao-localizados que podem
escapar da parede de dominio e propagar-se ao longo da dimensao extra. Em qualquer
caso, nao importa quao grande seja o valor de |b|, ndo existe espaco para modos taquionicos
(k* < 0). O operador diferencial na equagao (4.92), pode ser fatorado como o produto de

dois operadores, um adjunto do outro:

d SdA)( d 3dA

T — (2 2 v 0Ra _ 1.2
aladu(z) = (dz + 2dz dz + 2 dz) §ur(2) = K& (2), (4.94)

66



Os autovalores k? > 0 devem ser nao-nulo para termos de estabilidade.

. . . ~ : , 0
Particularmente a autofuncao de energia nula nao-normalizada é dada por f,(w)(z) =
e(/2A() ¢ a correspondente parte transversal e de traco nulo da flutuacio da métrica nao
apresenta dependéncia com a dimensao extra.

V(ef)

0.5+

Figura 4.9: Potencial efetivo na equagao efetiva de Schrodinger para flutuagoes da métrica
avaliado para b= -1,001 correspondente a (linha sélida) e b= -1,2 correspondente & (linha
fina).

Outro aspecto dos modelos nao-polinomiais, que é compartilhado com outros modelos,

¢ o comportamento da densidade de energia da matéria. Esta é dado por:
1 (do(r)\’
e(r) = 4@ (5 ( e ) +V(5(r))) : (4.95)

onde V(¢(r)) é o potencial dado em (4.83) avaliado na solugao cléssica.

O comportamento da densidade de energia da matéria é mostrado na figura 4.10,
para dois diferentes valores do parametro b. As caracteristicas que tém em comum com
outros modelos sao: o pico de densidade de energia ao redor da brana fina, que pode ser
visto para valores de b muito afastados do valor critico a presenca de regices fora das
paredes do dominio onde a densidade de energia da matéria é negativa. Esta é também
uma caracteristica comum nos modelos com branas espessas, tal como foi observado nas

referéncias [27, 13].

Observemos que, apesar da energia de matéria ser negativa, o funcional de energia [46]

dA

P /_ Z dreti) {(%)QHV(@— (2 (4.96)

sempre € definido positivo. Este funcional de energia gera as equacoes de Fuler-Lagrange

(4.80)-(4.82), e é minimo para solugoes das equagoes diferenciais da primeira ordem (4.83),
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€(r)
0.06 -

-0.06 -

-0.08 -

Figura 4.10: Densidade de energia da matéria para o caso A = y paraa=1,b= —1,001
(linha fina) e para b = —1,3 (linha sélida)

uma vez que podemos reescreve-lo como:

B =} [ [0 [ (3 7 W0)" =0 (5 2 3W)°] = 5 (10w

dr 3

(4.97)
F =+ (W(g(00)) — W(p(—00))).

Note-se que (W |g(00) — Wls(—o0)) ¢ maior (menor) que zero se escolhemos o sinal pos-
itivo (negativo). Esta energia desempenha um papel de energia topolégica Epps neste
cendrio de interacao de campos escalares com a gravitacao em (4,1) dimensoes com de-

formagao espago-tempo.
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Capitulo 5
Conclusoes e comentarios

Neste trabalho estudamos a estabilidade de solugoes topoldgicas presentes em alguns mo-
delos de teoria de campos com dois campos interagentes. Estudamos como podemos ter
estabilidade desta solugoes de energia finita que se propagam sem se deformar, chamadas
de sélitons. O estudo foi feito considerando solugoes de modelos em uma dimensao espacial
e uma dimensao temporal, estudadas por Rajaraman [43] e outros autores na literatura.
Tais autores discutiram a questao da estabilidade das solugoes classicas com energia finita
sob pequenas flutuacoes lineares. Fizemos uma breve revisao no capitulo 2 sobre o argu-
mento de Derrick que restringe a estabilidade de modelos com somente campos escalares

ao caso de uma dimensao espacial.

No capitulo 3, discutimos a estabilidade para dois campos escalares, enfocando nosso
interesse em demonstrar que o argumento da estabilidade desenvolvido nas referéncias [15]
e [5] ndo concordam com os argumentos que desenvolvemos pelo que discordamos com a

analise da estabilidade feita na aquelas referéncias.

No capitulo 4, continuamos com a analise da estabilidade em d dimensoes. Reprodu-
zimos a proposta de Bazeia et al. [12], para eludir o argumento de Derrick.. Em nossa
analise observamos que a hamiltoniana de estabilidade em d dimensoes espaciais nao pode
ser fatorada como o produto de dois operadores adjuntos um do outro, e portanto nao a
positividade dos autovalores associados ao operador hamiltoniano nao ¢é garantida inde-
pendentemente do modelo considerado, como se afirma em [12]. Analisamos também o
modelo p estabelecido por Bazeia et al. [12], observando que este modelo nao é comple-
tamente estavel para todos os valores de p, contradizendo os argumentos de estabilidade

que eles apresentam.

Construimos modelos efetivos com somente um campo escalar auto-interagente a partir

de modelos com dois campos escalares. Aplicamos um destes modelos efetivos em um
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cendrio de mundos-brana com uma dimensao extra em (4,1) dimensdes espago-tempo,
onde analisamos a influéncia de solugoes estaticas de um campo escalar sobre a deformacao
geométrica do espaco e a localizacao da gravidade em uma brana que representa uma
parede de dominio. Enfatizamos nossa andlise no estudo da separacao das branas e
conjecturamos que estas podem descrever a formagao de dois universos. Estes modelos
efetivos nao-polinomiais podem descrever uma transicao de fase caracterizada por uma
separacao de dominios, por meio da variacao de um dos parametros do modelo, onde este

parametro pode depender da temperatura.

Nosso trabalho pode ser estendido para construir modelos efetivos com um campo
escalar provenientes de modelos de dois campos escalares ricos em estrutura. Um dos
modelos de nosso interesse é dado por o potencial V (¢, x) = Ad+Tix—N/4(d*+x 4642\ ?).
Este modelo efetivo a construir serd aplicado em cenarios de mundos-brana, para analisar

os aspectos gerais da separacao da espessura das branas.

Podemos analisar também o caso das branas criticas para o potencial efetivo na forma
Ues(¢) = 2u*(¢* — |a])?, quando a brana se separa em duas. Suponhamos que a brana
tenha uma distancia 2L, localizada ao redor do nticleo de cada uma das solugoes clasicas do
tipo ¢_(r) = —a/2 (1 — tanh[2ua(r + L)]) e ¢ (r) = a/2 (1 + tanh[2ua(r — L)]). Nosso
interesse é analisar o que acontece com o fator de deformacao e as flutuacoes da métrica
sob a influéncia de ambos campos escalares simultaneamente. Esta andlise podera ser
feita seguindo a mesma aproximagao numérica adotada na referéncia [51], onde foi obtido
o espectro de férmions em interagao com um kink e um antikink, que estao muito distantes
um do outro. Pensamos que o potencial efetivo para as flutuagoes da métrica tera a forma
de dois vulcoes, cujas crateras estao separadas de uma distancia 2. uma da outra. Este
potencial efetivo pode suportar autovalores e autofuncoes de modo zero, que pode ter

picos ao redor de cada brana ou um pico na regiao entre as branas.

Outro ponto de interesse é analisar as correcoes quanticas da energia BPS em mode-
los com dois campos escalares interagentes entre si, incluindo-se termos de interacao de
férmions com os campos escalares. A idéia aqui é investigar como as flutuacoes quanticas
fermionicas influenciam na energia BPS de dois campos escalares interagentes. Nesta
analise esperamos encontrar que os modos zero fermionicos tenham papel fundamental no

fracionamento no nimero fermionico [51].
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Apeéendice A
Operadores nao-adjuntos

A equagao (4.19), expressa a hamilitoniana como o produto de dois operadores A e B,

dados por:
B rd_li +W (A1)
N dr g
A rd_li + W (A.2)
B dr e
ou seja, )

Mostramos que os operadores A e B, s6 sao adjuntos um do outro em circunstancias muito

especiais. Considere a integral
00 d - T
7 = Q / (w(rdld— - W¢¢)1/1) rtdr = (A.4)
0 T
o0 d -
= Q/ (0 (rd_l—@/ﬁ + W¢¢Q/}T) rLdr. (A.5)
0 dr
Esta integral pode ser reescrita como

T = Q/OO (i(,ﬁ(dl)wa) _ wTi(ﬁ(d*l)w) + lewwaw) dr =
0

dr dr
= QP Dygliee — /O "yt (d%w) ri =ty —
— /0 N Yip2(d — 1)r**dr + /O N r W gppopdr]. (A.6)
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Reagrupando os termos, temos
00 d o
I =Q / P (=r — + Wy )r® dr
0 dr

- Q (Q(d —1) / N Plpr? =3y + 2@ DyTy
0

)
= Q ( / N T Ar®tdr — <2(d —1) /0 N PIpr? 3y 4 2Dyl

0

“)) (AT)

Observamos que os operadores A e B nao sao adjuntos um do outro devido a fato
que o segundo e terceiro termos da equacao (A.7) sao, em geral, diferentes de zero. Se
toméssemos d = 1 em (A.7), o segundo e terceiro seriam nulos, j4 que estamos con-
siderando ¢ uma funcao de quadrado integravel e bem comportadas nos extremos. Assim
nao se pode garantir que H como escrito em (A.3) nao tem sempre autovalores positivos
como acontece quando d = 1 como discutido no capitulo 2. Assim a abordagem feita em
[12] para se ter modelos estaveis com somente campos escalares em d dimensoes espaciais
(d > 1) nao implica que, independentemente do modelo utilizado, as solugoes cléssicas de
energia finita serao estaveis sob flutuacoes lineares. A positividade do operador hamilto-

niano deve ser analisada caso a caso.
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Apeéndice B
Equacoes de movimento

Demonstramos como obter as equagoes de movimento para o campo escalar escrito, a
partir da equagao (4.80), bem como as equagoes (4.81) e (4.82), seguimos o procedimento
adotado na referéncia [34]. Demonstraremos as equagoes de Euler-Lagrange, a partir da
agao (4.78)

oL oL

P Sao@) 5o

~0. (B.1)

Considerando somente a acao do campo escalar, incluindo o fator de deformagao

exp|A(r)], temos

3

Sesc = / d'zdre*t) [;e%“) (Z(@W - (ao¢)2) + ;(argb)? —V(9)

i=1

(B.2)

Entao, para o caso estatico e considerando que ¢ é fungao somente da variavel r, temos

Jf 0L\ dA add 4, (0P

0 (a@a@)—“‘w ar <a—) (B3)
oL av
o (B4)

De forma que obtemos a equacao de movimento

a oL oL A dAd¢ d2¢ A% B
’ <5(0a¢>)) BT (_455 a2 T %) =0, (B.5)
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da qual resulta a equagao (4.80), ou seja

&¢  dAd _dV

— = — B.6
dr? + dr dr  do¢ (B.6)

Também argumentamos como obter as equagoes (4.81), (4.82), a partir das equagoes

de Einstein. Seguindo o procedimento feito nas referéncias [34] e [31].

Levando-se em conta a dimensao extra consideremos a equagao de Einstein em (4,1)
dimensoes

1
Rab — igabR = 87TGTab, (B7)

onde G é a constante de Newton, R, e R representa o tensor de Ricci e o escalar de

curvatura, respectivamente. O tensor de Ricci é dado por

Rab = R(Czcb = acrga - abrléa + Fgargd - Fgarle)d’ (B8)

onde I'’, sao os sfmbolos de Christoffel e estao dados por

1
Fléa = igbd(acgda + aagdc - adgca)- (Bg)

A(r)

Como gy = €? = —@g11 = —¢22 = —(¢33 € guu = —1, encontramos que os elementos nao

nulos do tensor de Ricci sao

dA\? d2A
A
R,uu = 62 (4 (_d’f’) + (d’f’2 )) 77}“’7 (BlO)

onde pu,v =0,...3. O escalar de curvatura fica entao dado por

R = R,n". (B.11)

Como

T =Ty = 0,00,0 — g, (%(80{(;5)2 _ V(qﬁ)) , (B.12)

a equagao (B.7) resulta nas seguintes equagoes

PA 2 (do
-2().

(%) -2 (%)2 V() (B.14)
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