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Resumo

A partir dos zeros dos polinomios que satisfazem uma relacao de recorréncia do
tipo Rj; especial, obtemos uma férmula de quadratura na reta real com féormulas sim-
ples para o calculo de seus pesos. Alguns polinémios para-ortogonais no circulo unitario
podem ser obtidos por uma relagao de recorréncia de trés termos. As duas relagoes de
recorréncia mencionadas sao conectadas por uma transformacao que leva a reta real ao
circulo unitario. Desta maneira, obtemos também férmulas de quadratura no circulo
unitdrio. Os nos e pesos das férmulas de quadratura no circulo unitario sao facilmente
obtidos através dos nés e pesos da primeira férmula. Foram feitas algumas adaptagoes
em métodos numéricos muito bem conhecidos para obter os nds e pesos destas féormulas

de quadratura.

Palavras-chave: Polinomios ortogonais no circulo unitario. Polinomios para-ortogonais.

Relacao de recorréncia de trés termos. Férmulas de quadratura. Zeros de polinomios.



Abstract

From polynomials that satisfy a special recurrence relation of type R;; we derive a
quadrature formula in the real line with simple formulas to obtain the respective weights.
Some para-orthogonal polynomials in the unit circle can be expressed by a three terms
recurrence relation. The two mencioned recurrence relations are connected by a trans-
formation that takes the real line onto the unit circle. Hence, we obtain also quadrature
formula on the unit circle. The nodes and the weights of the quadratura on the unit circle
are obteined easily from the nodes and the weights of the first quadrature formula. We
have also made some adaptions in well known numerical methods to obtain the nodes and

weights of these quadrature formulas.

Keywords: Orthogonal polynomial on the unite circle. Para-orthogonal polynomial.

Three term recurrence relation. Quadrature formulas. Zeros of polynomial.
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Introducao

Se ¢ é uma fungao real, definida no intervalo (a,b), —oo < a < b < oo, limitada,
nao decrescente, com infinitos pontos de aumento, entao v representa uma distribuicao
ou medida positiva. No caso em que (a, b) nao é finito, supoe-se também que a medida

é tal que as integrais de Stieltjes

b
:uk:/ xkdw(‘r)? k:O717"'a

existem. Uma sequéncia de polinémios {p, }»>0 é uma sequéncia de polinémios ortogonais

com relagao a medida 1 no intervalo (a,b), se p, é de grau exatamente n e

<pm7pn>w = / pm(x)z?n(ﬂi)dw(iﬂ) = pném,na

onde p,, é uma constante diferente de zero e d,,, ¢ o delta de Kronecker, ou seja, d,,, = 1
sem = n e dy,, = 0 caso contrario. Sao varias as propriedades que os polinémios
ortogonais na reta satisfazem, (veja [12] [I8] 33]), por exemplo, seus zeros sao simples,
reais e pertencem ao intervalo de ortogonalidade (a,b). Esses polinomios satisfazem uma

relacao de recorréncia de trés termos que, para o caso dos polinomios monicos, é dada por

Pnt1(2) = (& — Bug1)Pn(2) — Opp1Dn-1(z), n>1,

com po(x) =1, p1(x) =2 — 1, Bp €ERe oy >0, n > 1.
Podemos destacar ainda, como aplicacao dos polindmios ortogonais, as Férmulas

de Quadratura Gaussianas dadas por
/ F(o)d (s ankf Yo + En(f)

onde os zeros Xnxi k = 1,2,...,n, do polinomio ortogonal p,, sao seus nods, e En(f) =0

para f € Py,_1.
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Uma sequéncia {a, },>1 é chamada de sequéncia encadeada positiva se existe uma

outra sequéncia {gn }n>0 tal que
0<g<1l, 0<g,<1, paran>1, e a,=(1—gy1)gn, paran>1.

A sequéncia {g, }n>0 é chamada de sequéncia de parametros para a sequéncia encadeada
positiva {a,}n,>1. Além disso, toda sequéncia encadeada positiva possui uma sequéncia
de parametros minimal, denotada por {m,, },>0, obtida com my = 0 e uma sequéncia de
parametros maximal, denotada por {M,},>0, quando, para qualquer outra sequéncia de
parametros {gn }n>1, satisfaz M,, > g,, n > 1, mais detalhes em [12] 18] 34].

Os polinoémios ortogonais no circulo unitdrio T = {z = ¢ : 0 < # < 27} podem
ser definidos por

() pm(e?)dp(e”) = k3,00 m,

2m
[ ou(mCeTdnz) =
T 0
onde ¢,, ¢ um polinomio de grau exatamente n e p é uma medida positiva em T. Observe
que £, = [|¢n|]*= [p|0n(2)|?dp(2). Os polinémios ortogonais moénicos no circulo unitério

satisfazem a relagao

¢n(z) = Z¢n71(2) — Qp—1 ¢;—1(2) n > L

onde a1 = —¢,(0) e ¢ (2) = 2"¢,(1/Z) denota o polindmio reciproco de ¢,,. Os niimeros
complexos «,, sao chamados de coeficientes de Verblunsky. Sabe-se que esses coeficientes
sdo tais que |a,|< 1 (n > 0). Além disso, os zeros destes polinémios estdao dentro do
circulo unitério, T. Para mais detalhes sobre esses polinémios podemos citar [18, [30].
Pode-se definir uma sequéncia de polinémios para-ortogonais no circulo unitario,
associada a uma sequéncia de polinomios ortogonais no circulo unitario {¢,},>¢ com

relacao a medida p, da seguinte maneira
Pn(2) —wndy(2),  n=1,
e, pode-se, ainda, representa-los por
U (Tn, 2) = 20n-1(2) = Tapr_1(2), n>1,

onde {wy, fn>0 € {Tn}n>1 s80 quaisquer sequéncias de nimeros complexos tais que |w,|=

|7,|= 1. Os polinémios para-ortogonais tém todos os seus zeros no circulo unitario, isto
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possibilita a utilizacao destes zeros para construcao de formulas de quadratura no circulo

unitario, (veja [21]), dadas por

/T]:(z)d,u(z) = ZAn,j]‘—(EnJ‘)’

—n—i—l’ Z—n+2

vélidas para F € span{z o222 Y e By, 5 = 1,200, n, sdo zeros do

polindomio para-ortogonal W, (7, 2) e span{z~"1, 272 »n=2 2n=11 ¢ o espago gerado
elo conjunto {z "+l z7nt2  n=2 =1l o4 geja. 0 espaco dos polinomios de Laurent
) ) b ) ) s
1
que tem a forma L(z) = >, "" . c2¥, ¢ € C.

Aqui consideramos um caso especial de sequéncia de polinémios {P, },>¢ que sa-

tisfaz uma relacao de recorréncia do tipo R;;, dada por
Pra(t) = (¢ = cpi1) Pa(@) = dpir (2% + 1) Py (2), 12> 1,

com Py(x) = 1 e Pi(x) = © — ¢, onde {¢,}n>0 ¢ uma sequéncia de numeros reais e
{dn+1}n>1 ¢ uma sequéncia encadeada positiva. Esta sequéncia de polinémios nao é uma
sequéncia de polinémios ortogonais, mas foi mostrado em [20] que, sob certas condigoes,

a sequéncia de polinoémios { P, },>o, satisfaz a seguinte ortogonalidade

/_OO .ijd@(flf) = ’}/nfsn,j, J = 0, 1, e,

onde vg = f_Jr;o de(z) =1, v = (1 — My)yn-1, n > 1, ¢ é uma medida positiva na reta
real € { M, 11 }n>0 ¢ a sequéncia de parametros maximal da sequéncia encadeada {d,, 1 }n>1-

Ainda em [20)], foi demonstrado que os polindémios P, possuem zeros simples, re-
ais, que satisfazem a propriedade do entrelacamento e sao solugoes de um problema de
autovalor generalizado.

Como no caso dos polindomios ortogonais na reta real, para os polinomios P, que
satisfazem a relacao de recorréncia do tipo Ry, obtivemos uma férmula de quadratura com
grau de precisao algébrico 2n — 1, mais precisamente, valida para (1 + 22)" f(x) € Py,_1,

400

f()do(z) = an,kf(ajn,k)a

onde os pesos wy, ; sao dados por

+oo P,(x
g = (1+ 22" / @) do(z),

oo Bpl@)(z =z ) (1 4 22)"
0s nos, Tk, sao os zeros de P, e ¢ ¢ uma medida positiva na reta real. Fizemos uma

conexao entre as formulas de quadratura associadas com os polinomios que satisfazem a
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relacao de recorréncia do tipo R;; e casos especiais de formulas de quadratura no circulo
unitdrio. Usando a transformacgdo z = z(x) = (x +1i)/(x — i), que leva a reta real no
circulo unitario T(que é conhecida como transformagao de Cayley, veja [30]), foi mostrado

em [20] que o polinomio R, (z) = 2"P,(z)/(x — )", n > 0, satisfaz a relagao
Ro1(2) =[(14ichs1)z + (1 —icys1)|Ru(2) — 4dpi12Rn1(2), n>1,

com Ro(z) = 1e Ri(z) = (1 +ic1)z + (1 —icy). A relagao entre os polinomios R, e
certos polinémios para-ortogonais encontramos em [8, [13]. Com esta relagao, mostramos
que as féormulas de quadratura associadas aos polinomios que satisfazem a recorréncia do
tipo Ry estao relacionadas com dois casos especiais de féormulas de quadratura no circulo

unitario, a saber,

(i) uma férmula de quadratura com n pontos, que também chamamos de férmula de

quadratura n-pontos
[ FCau) = 30 Ans Flen)
T k=1

2
n+l ,—n+2 n—2 ,n—1 _ gtl wng _
, 2 poe 2" e Ay = AT k=
mn,

que é valida para F € span{z~
1,2,...,n,

(ii) uma férmula de quadratura com n + 1 pontos, ou férmula de quadratura (n + 1)-

pontos
/ F() dv(2) = Jinir FO) + 3w Floni),
T k=1

que é védlida para F € span{z™", 27"t ... 2" )

5 (1= M) = M) - (1= M,)
ML A ) (1= ly) (1= 4,)

Wk S0 0s pesos da férmula de quadratura associadas aos polinomios que satisfazem
a recorrencia do tipo Ryr, Tnk, k= 1,2,...,n sao os zeros dos polinomios F,,, 2,
sao os zeros do polinémio Ry, {{,},>1 € { M, },>1 sdo sequéncias minimal e maximal

de parametros respectivamente da sequéncia encadeada {d;,+1}n>1.

Observamos que estas formulas de quadratura sao validas para espagos de dimensao 2k —
1, onde k é o respectivo nimero de néds, ou seja, sao férmulas de quadratura do tipo

gaussiana.
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Novamente, analogo ao caso dos polinomios ortogonais, definimos os polinomios
associados aos polindmios que satisfazem a recorréncia R;;, por

[T (L2 P(t) = (14 £2)"Py(x)
Onle) = /_Oo (t—2)(1+ )" dp(t),

Mostramos que os polinomios (), tém grau n— 1, satisfazem a mesma relacao de recorréncia
que os polinomios P,, mas com condicoes iniciais diferentes e ainda que os zeros de @),
sao simples, reais e se entrelacam com os zeros de P,. Com o auxilio destes polinomios
mostramos que os pesos, wy, ,, podem ser determinados de maneira mais simples, sem a
necessidade de resolver uma integral, como a seguir
(]_ + l’i’k)nildgdg s anl
k= P»,/l(xn,k)Pn—l(xn,k) ’

Também estimamos intervalos que limitam todos os zeros do polinémio P,. Além

k=1,2,...,n.

disso, consideramos algumas condicoes para obter, de maneira mais facil, um dos extremos
de um intervalo que contenha todos os zeros de P,.

Adaptamos métodos numéricos conhecidos, como o método de Laguerre e o método
da poténcia inversa com deslocamento, para determinar todos os zeros de P,, que sao
necessarios para utilizar as formulas de quadratura que obtivemos.

Organizamos esta tese em 4 capitulos, dispostos da seguinte maneira.

No Capitulo |1| apresentamos resultados basicos sobre polinémios ortogonais na
reta real e no circulo unitario, resultados sobre sequéncias encadeadas, sobre o método de
Laguerre e sobre o método das poténcias, que serao necessarios nos capitulos seguintes.

O Capitulo [2| traz propriedades dos polinomios P, que satisfazem uma relagao de
recorréncia do tipo Ry, encontradas em [20] e também alguns resultados sobre a relacao
entre os polindmios para-ortogonais e os polinémios R,,, que sdo encontrados em [, [13].
Os resultados deste capitulo sao essenciais para o desenvolvimento do trabalho.

No Capitulo[3|sao apresentados os resultados novos sobre as férmulas de quadratura
associadas aos polinomios P,, as formulas especiais de quadratura no circulo unitéario e
resultados sobre os polindmios associados, ),,. Tais resultados estao organizados no artigo
submetido para publicacao [5].

No Capitulo[dabordamos alguns resultados sobre limitantes dos zeros do polindémio
P,, sendo que alguns destes resultados podem ser relacionados a resultados encontrados
em [25] e alguns sao resultados novos, porém nao fizeram parte do artigo [5]. Também

apresentamos a adaptacao do método de Laguerre e do método da poténcia inversa com
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deslocamento para determinar os zeros do polinomio P, e alguns exemplos numéricos.

Estes métodos adaptados também se encontram no artigo submetido [5].



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo consiste de alguns assuntos basicos e importantes para o desenvol-
vimento deste trabalho. O conteido exposto é breve, sem demonstragoes, e uma leitura

mais profunda pode ser feita em [12] 18, 30, [33].

1.1 Polinomios ortogonais na reta real

Aqui relembramos e formalizamos alguns conceitos mencionados na Introducao.
Consideremos um intervalo (a,b), —co < a < b < 400, ¥ uma fungao real e nao

decrescente definida em (a,b) e f uma funcao definida em (a,b). A expressao

[ rwavte)

é chamada integral de Riemann-Stieltjes (ou simplesmente integral de Stieltjes ) de f com

respeito a ¥ no intervalo (a, b).

Defini¢ao 1.1. Chamamos de ponto de aumento de ¢ qualquer ponto & € (a,b) tal que
V(€ +€) — (€ —¢€) >0 para todo € > 0. Em particular, o conjunto de pontos

supp(v) = {€ € [a,b] | Y(E+¢€) — (€ —€) >0, para todo € > 0}

¢ chamado de suporte de 1.

A funcao v que é real e nao decrescente, pode ser definida na reta real. No entanto,
consideramos que os pontos de aumento de v estdao todos contidos no intervalo (a,b).
Para maiores detalhes sobre defini¢oes e propriedades da integral de Stieltjes citamos, por

exemplo, [4, [15, 2§].
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Como mencionamos na introducao a definicao de uma medida positiva pode ser

dada por:

Definigao 1.2. Seja ¢ uma fun¢do definida no intervalo (a,b), —oo < a < b < o0,
limitada, ndo decrescente e com infinitos pontos de aumento, no intervalo (a,b). Neste

caso, Y representa uma distribuicao ou medida positiva.

Nos casos em que o intervalo (a,b) ndo é finito, supde-se também que a medida 1)

é tal que as integrais de Stieltjes

b
luk:/mkdw(x)v k=0,1,...,

existem, ver [12].

Os valores p;, sdo chamados de momentos da medida . Quando o intervalo (a, b)
é limitado os momentos iy, sempre existem, mas se (a, b) for infinito, os momentos j; nem
sempre existem. Quando py = 1, a medida ¢ é chamada de medida de probabilidade. Se
os momentos i, existem para k = 0,£1,+£2, ..., dizemos que ¥ é uma medida forte em
(a,b).

Se 1 é uma medida positiva em um intervalo (—b, b), b > 0, tal que vale a proprie-
dade dy(x) = —dy(—x), z € (=b,b), dizemos que ¥ é uma medida simétrica. Quando 1
é absolutamente continua, podemos escrever dip(x) = w(x)dx, onde w é uma fungao nao
negativa e nao identicamente nula, w é chamada de funcao peso.

O fato de que a medida v tem infinitos pontos de aumento, ou seja, seu suporte é

um conjunto infinito, garante que v é tal que

b
/p@mw@>o,

para qualquer polinomio p(x) > 0, mas nao identicamente nulo em (a, b). Assim, podemos

definir o produto interno (-, -),, da seguinte forma

<ﬁm¢=/fumwwwm,

onde f e g sao fungdes continuas no intervalo (a,b). Se (f,g), = 0, entdo dizemos que
, ~ b ro 1/2 ,
f é ortogonal a g. Se f = g, entao || f||= /(f, f)v = (fa f (:E)dv,b(x)) é chamada de
norma de f.
Diante destas consideragoes, podemos definir uma sequéncia de polinomios ortogo-

nais com rela¢do a uma medida definida em um intervalo (a, b). Sem perda de generalidade
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consideramos os polinomios na forma monica, ou seja, quando o coeficiente do termo de

maior grau é 1.

Defini¢ao 1.3. Uma sequéncia de polinémios {p,}tn>0 € chamada de sequéncia de po-
linémios ortogonais com relagao a medida 1 no intervalo (a,b), se p, € de grau exatamente

n e b
<pm>pn>¢ = / pm(x)pn(ﬂf)dd)(l‘) = pn(sn,ma (1'1)

onde p, #0 € 0, € 0 delta de Kronecker.

Além disso, se p, = 1, n > 0, a sequéncia {p,}n>0 é chamada de sequéncia de
polinomios ortonormais com relagao a .

Pela Definicao , a sequéncia {px}i, ¢ um conjunto linearmente independente
do espaco vetorial dos polindmios de grau menor ou igual a m, P,,,, consequentemente uma
base para P,,. Podemos definir polinomios ortogonais de outras formas, como mostra o

teorema a seguir.
Teorema 1.1. As sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

(a) {pn(x)}n>0 € uma sequéncia de polinomios ortogonais com relag¢io a medida 1 em

(a,b), ou seja, (Pm,Pn)y = OmnpPn, onde p, # 0.

(b) (pn, ™)y =0, para todo polindmio m de grau m < n, e (pp,7)y # 0 se m = n.

(©) @™ pa)s = [ 27 pu(@)dib(x) = pubum, onde pn # 0.

Sejam {7, },>0 € {Sn}n>0 duas sequéncias de polindémios ortogonais com relagao a
medida ¢ no intervalo (a, b). SejaT; € {1}, }n>0, como Sy, Si, . .., S; formam uma base para
o espaco vetorial dos polinomios de grau < j, podemos escrever T; como uma combinagao

linear desses polinomios. Assim,

<.

Tj(z) = ) cSi(z).

i=0
Pelo teorema anterior (7;, 7), = 0 para todo polinémio 7 de grau < j — 1.
Assim, para k = 0,1,...,5 — 1, segue que (T}, Sk)y = 0 e para k = j temos
(T3, 5;)y = ¢j(S;,Sj)y # 0 e isto implica que,

Tj(x) = ¢;Si(x), j=0,1,2,....
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Portanto, a menos de fator constante, a sequéncia de polindomios ortogonais com relacao
a uma medida ¢ em (a,b), se existir, é Unica.
Para garantir a existéncia dos polinomios ortogonais com relacao a uma medida,

basta mostrar que os determinantes de Hankel, H,,, de ordem n + 1,

Ho  H1 oo Hn
H, — H1 o M2 .. Hngd om0,
Mn  Hpy1 .. HU2n

sao todos diferentes de zero.
Um método recursivo de construcao dos polinémios ortogonais na reta real conhe-

cido como algoritmo de Stieltjes, veja [I7], é dado no Teorema a seguir.

Teorema 1.2. (Algoritmo de Stieltjes) Os polinémios ortogonais p, satisfazem uma

relacao de recorréncia de trés termos. Quando monicos, essa relacdo € dada por

pn-i-l(x) = (33 - /Bn-i-l)pn(x) - Un-i-lpn—l(x)? n =1, (1'2)

com py(x) =1, p1(x) = & — Py e os coeficientes 0,41 € Bni1 tais que

(Pns D)y

(ﬁpmpnw
On41 — -\
<pn717pn71>¢

, n>0.
(Dny Pn)y

) nZla e ﬁnJrl:

Assim, pode-se observar que p, = (Pn, Pn)y = Ont10n - Oafto, 1> 1.
A reciproca da propriedade acima também é verdadeira a qual é conhecida como

o Teorema de Favard.

Teorema 1.3. (Favard) Sejam {f,}n>1 € {Ont1}n>1 Sequéncias de nmimeros reais ar-
bitrdrios, com B, € R e 011 > 0 paran > 1, e seja {pn}n>0 uma sequéncia de polindémios

monicos satisfazendo a relagao de recorréncia de trés termos

po(z) = (x — Bn)pn1(x) — Oppn_2(x), n=2,3,...,

com po(x) =1 e pi(x) = x — 1. Entao, existe uma medida ¢ correspondente a sequéncia

de polinémios {py }n>0, @ qual € ortogonal.

Dentre outras propriedades importantes dos polinomios ortogonais, p,, podemos

citar: seus zeros sao reais, distintos e pertencem ao intervalo (a,b). Além disso, os zeros
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de p, e pn41 se entrelagam, ou seja, considerando Xy 1, Xn,2, - - - » Xn,n 08 zeros de p,, n > 1,

em ordem crescente, temos

Xn—i—l,l < X'rz,l < Xn+1,2 < Xn,? <. < Xn+1,n < Xn,n < Xn—l—l,n—l—l-

Isto significa que entre dois zeros consecutivos do polinémio p,,;; existe um unico zero de

Pn- Esté propriedade é conhecida como propriedade de entrelacamento.

Defini¢ao 1.4. Dada uma sequéncia de polinémios ortogonais {p, }n>o0, definimos os po-

linémios associados, ou polinomios numeradores, de p, por

b — X
qn(w)zf %d@b(t), n > 0.

Os polinomios ¢, sao polinomios de grau exatamente n — 1 paran > 1. Além disso,

os polinémios associados, q,, satisfazem a mesma relacao de recorréncia dos polinomios

ortogonais monicos p,, com condigdes iniciais diferentes, isto é, go(x) =0 e ¢q1(x) = o, €

Gnt1(2) = (2 = Bog1)@n(T) — Ops1Gn-1(z), n>1.

Utilizando as relagoes de recorréncia de {p, }n>0 € {@n}n>0, é possivel verificar que

pn(iﬁ)QnH(fﬂ) —pn+1(37)Qn(513) = Op410p -+ - 030200 7 0. (1-3)

Além disso, com esta propriedade pode-se mostrar que entre dois zeros consecutivos de
)
pr, existe um tnico zero do polindomios ¢,, (também conhecida por propriedade de en-

trelagamento), ou seja,

Xnk < Unk < Xn,k+1) k:1727"'7n_17

lembrando que x,x, K = 1,2,...,n, sao os zeros de p, em ordem crescente € y,, k =

1,2,...,n—1, os zeros de ¢,, também em ordem crescente.

1.1.1 Férmulas de quadratura

As férmulas de quadratura tém como objetivo aproximar numericamente integrais
do tipo fabf(x)dw(x), onde ¢ é uma medida em (a,b) C R e f é uma fungao real em

(a,b), ou seja,

b n
[ i@ = 3" Wart(en) + Bl
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Os valores W, ,, K = 1,2,...,n, sao chamados pesos da férmula de quadratura, g,
k=1,2,...,n 0s nés e E,(f) é o erro cometido na aproximacao, ver [22].

As férmulas de quadratura interpolatérias sao bem conhecidas e sao obtidas con-
siderando o polinomio interpolador de f, nos pontos distintos 0.1, 0n2;- -, Onn, Mais

precisamente, se 7(x) = (€ — 0,1)(* — 0n2) -+ (T — Onn), €ntdo

Fa) =3 O po )k Rae),

= (2= z))m(en)

onde R,(z) = f™ (@J% com &, € [a,b]. Deste modo, se f é um polinémio de grau no

maximo n — 1, entao
/ F(o)du (s ankf o).

onde W,y = [} oo e—di(x).

A forma como sao escolhidos os nés da féormula de quadratura esta intimamente
ligada a sua eficiéncia. Nas férmulas de Newton-Cotes, por exemplo, os nés {o,;}", sdo
igualmente espagados, (ver [22][32]). Porém, nas férmulas de Quadratura Gaussianas (ver
[12]) os nés escolhidos sao os zeros do polinomio p,(z), de grau n, que pertence a uma
sequéncia de polinémios ortogonais {pg}r>0 com relagdo a uma medida v no intervalo
(a,b), ou seja, onr = Xnk- Esta férmula de quadratura tem grau de precisao algébrico
2n — 1, isto é, elas sao exatas se f for um polindomio de grau no maximo 2n — 1.

Utilizando também os polinomios associados aos polinomios ortogonais p,, é possivel

mostrar que os pesos de quadratura gaussiana, W, , podem ser obtidos por

pn(Xn,k:)
onde xnx, k= 1,2,...,n sao zeros do polinémio ortogonal p,, ou ainda, reescrevendo a

expressao acima utilizando (1.3]), obtém-se

0n0On—1...02Up
Pl (X )Pn—1(Xnk)

nk —

1.2 Sequéncias encadeadas

Vamos agora reapresentar, ja definido na Introducao, o conceito de sequéncias en-
cadeadas, estudado primeiramente por Wall, (ver [34]) e que também pode ser encontrado
m [12]. Este assunto tem uma grande relagao com os polindmios ortogonais. Apresenta-

mos também as propriedades basicas que serao utilizadas no decorrer deste trabalho.
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Definicao 1.5. Uma sequéncia {an}n>1 € uma sequéncia encadeada positiva se existe

uma outra sequéncia {gn}n>o tal que
i) 0<go<1l, 0<gp,<1l n>1,
(i) an=(1—=gn-1)gn n>1.

A sequéncia {g, }n>0 ¢ chamada sequéncia de parametros para {a,},>1 € go ¢ dito

o parametro inicial.

Definicao 1.6. Seja {a,}n>1 uma sequéncia encadeada positiva. Uma sequéncia de

parametros {m, },>o € chamada sequéncia minimal de parametros para {a,}n>1 se mg = 0.

Teorema 1.4. ([12]) Seja {a,}n>1 uma sequéncia encadeada positiva e sejam {gn}n>0 €
{hn}n>0 sequéncias de parametros para {a,}n>1. Entao, g, < h, paran > 1 se, e somente

se, go < hg.

Teorema 1.5. ([12]) Seja {an}n>1 uma sequéncia encadeada positiva. Se {ay}n>1 tem
uma sequéncia de parametros {gn}n>0 tal que gy > 0, entdo, para cada hy satisfazendo

0 < ho < go, eziste uma correspondente sequéncia de parametros {hy }n>o0-

Definicao 1.7. Seja {a,}n>1 uma sequéncia encadeada positiva. Uma sequéncia de
parametros { M, }n>o € dita sequéncia mazimal de parametros para {a,}n>1 se, para qual-

quer outra sequéncia de parametros {gn}n>0, vale My > g,, n > 0.

O critério de Wall estabelecido no teorema a seguir, é uma ferramenta muito uti-

lizada para determinar se uma sequéncia de parametros é maximal.

Teorema 1.6. ([12, B4]) Uma sequéncia de parametros {gn}n>0 € a sequéncia mazimal

para uma sequéncia encadeada positiva {a,}n,>1 se, e somente se,

(o ¢]
Z 9192 gn ~
= (1—g)(1—g2) - (1—gs)

Quando a sequéncia minimal de pardmetros {m,},>o0 de {a,},>1 coincidir com
a sequéncia maximal de parametros {M,},>0 de {a,},>1 (ou, equivalentemente, my =
My = 0), dizemos que {a,},>1 é determinada por seus parametros unicamente ou que

{an}n>1 ¢ unicamente determinada. Caso contrério, dizemos que {a,},>1 ¢é ndo unica-

mente determinada.
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Exemplo 1.1. Considere a sequéncia constante {a,},>1 = {1/4}. Observe que fazendo
go = 0 na Definicao encontramos os valores, g1 = 1/4, g2 = 2/6, g3 = 3/8, g4 =
4/10, g5 = 5/12,---. Isto nos leva a deduzir que a sequéncia {g,}n>0 = {ﬁ}nzo, ou
seja, {ﬁ}nzo ¢ sequéncia minimal de pardmetros para a sequéncia encadeada {1/4}.
Além disso, {1/2} também é uma sequéncia de parametros para a sequéncia encadeada
{1/4}. Usando o Teorema|1.6, podemos ver que

= (1/2

> tip

n=1

3

Logo a sequéncia de parametros {1/2} é mazimall.

Portanto, a sequéncia encadeada {ay }n>1 possui infinitas sequéncias de parametros.

Teorema 1.7. Seja {a,}n>1 uma sequéncia encadeada positiva. Se lim, . a, = a entdo

0<a<1/4

Teorema 1.8. ([12])(Teste de Comparacao) Se {a,}n>1€ sequéncia encadeada e

0<cp <a,paran > 1, entdo a sequéncia {c,}n>1 € também sequéncia encadeada.

Teorema 1.9. ([12]) Seja {a,}n>1 uma sequéncia encadeada positiva com sequéncia de

parametros {gn tn>0. Entao,

(1) {ant1}n>1 € também, uma sequéncia encadeada positiva com sequéncia de parametros

{9n+1}nzo;

(ii) se {mn,}n>0 denota a sequéncia minimal de parametros para {ani1}n>1, entio m, <

Mpt1, paran > 0, onde {my}n>0 € sequéncia minimal de parametros para {an,}n>1;
(ili) {Myi1}tn>0 € sequéncia mazimal de parametros para {an41}n>1-

O Teorema garante que se {aq, as, as, ...} é uma sequéncia encadeada positiva,
entao {ag,as, a4, ...} também é sequéncia encadeada positiva, bem como {as, a4, as, ...},

{ay, a5, ag, ...}, etc.

N-1

1, € uma sequéncia encadeada Se,

Teorema 1.10. ([I8]) Uma sequéncia constante {c}

e somente se,
1

< .
“= 4cos?(r/(N + 1))
Se N = 00, a condigao se torna ¢ < 1/4, ou seja, o mesmo resultado do Teorema .

0<
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Um dos resutados sobre sequéncias encadeadas que tem conexao com a teoria de
polinomios ortogonais diz respeito a limitacao de zeros de um polinémio ortogonal p,,

n > 1, no seguinte teorema que pode se visto em [12], [18].

Teorema 1.11. Seja {p,}n>0 uma sequéncia de polindmios ortogonais com relagdo a )
em (a,b) satisfazendo a relagdo de recorréncia (1.2). Entdo, os zeros de p,, n > 1, estdo

em (a,b) se, e somente se,
(1) fn € (a,b), n=>1,

(i) {@n(z)}n>1 € uma sequéncia encadeada para x = a e x = b, onde

~ On+1

() = B @ = o)’

para n > 1.

Teorema 1.12. ([18]) Seja {p,})_, uma sequéncia de polindmios ortogonais que satisfaz
a relagdo de recorréncia (1.2) com o, > 0, para 1 < n < N e seja {u,}_, uma sequéncia

encadeada. Sejam
B =max{z,;0<n< N} e A=min{y,;0<n< N}

onde Ty, € Yp, Ty, = Yp SG0 05 zeros da equagdo (x — By)(x — Byr_1)ly = 0y, entao os zeros

de pn(z) estao em (A, B).

1.3 Polinomios ortogonais no circulo unitario

Os polinomios ortogonais no circulo unitario também sao conhecidos como po-
linomios de Szegd, em homenagem a Gabor Szegd, que os introduziu na primeira metade
do século XX. Apresentamos, agora, algumas defini¢oes e resultados bem conhecidos sobre
esses polinémios e que podem ser encontrados em [18] [30] 33].

Considere 1 uma medida positiva no circulo unitario
T ={z € C;[z|=1},

parametrizado por z = €, ou seja, u(e?), definida em 0 < 6 < 27, é uma funcio real,
limitada e nao decrescente, com infinitos pontos de aumento em T, onde os momentos

trigonométricos sao dados por

2m
[, = / 27 du(z) = / e du(e®), m=0,41,%£2,.... (1.4)
T 0
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Observe, como p é uma medida positiva temos a seguinte relagao entre os momentos

2 27
i, = / eimd dp (e = / e "™ dp(e”) = piy, m=0,1,2,.... (1.5)
0 0

Defini¢ao 1.8. Dizemos que zg € T é um ponto puro (ou ponto de massa) de p, se
a medida nesse ponto € positiva, isto €, u({z}) > 0. Um ponto puro, zy, € chamado

1solado ou discreto se, e somente se, exriste um conjunto aberto, A, em torno de zy, tal

que p(A\ {z}) = 0.

Utilizando a medida p, podemos definir o funcional linear
L[z"] = /zm du(z) = pi—m, m=0,£1,£2,..., (1.6)
T

sobre o espaco dos polinomios de Laurent, isto é, fungoes definidas em C da forma

J

f(z) = chzk, o, € C,

k=i
onde 7 e j sao numeros inteiros tais que ¢ < j. Observe que

J J

L[fl=CL [Z a2 | = chu—k,
k=i k=i

para qualquer polinomio de Laurent f.

Como a medida g tem infinitos pontos de aumento no intervalo [0, 27], para qual-
quer f(e”) >0, nao identicamente nula e continua no suporte de u, temos
2T ) )
Lifl= [ f(”)du(e”) > 0.
0

Assim, utilizando £, podemos definir o produto interno, (-, -), por

(f.9) = LU (3] = / £(2)9() (=), (L.7)

onde f e g sdao polindomios no circulo unitario.
Considerando a sequéncia de momentos {u,}*°_, podemos definir, para n > 0, a

matriz
Mo H—1 - Hpn

T, — B Moo ot Hentl

Hn  Hp—1 - Ho
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conhecida como matriz de Toeplitz associada a sequéncia {u, }*°_, cujo determinante, A,

¢ chamado de determinante de Toeplitz e ¢ dado por

I s N
T N e ) (1.8)
Mn  Hp—-1 - Ho

Note que a matriz T,, é hermitiana, ou seja, T, = T, pois, de (L1.5), pm = fG_,,,
m=0,1,2,...,.

Defini¢ao 1.9. Dizemos que um funcional linear L, onde p,, = L[z~™], € positivo defi-

nido se A, >0, n >0, e quase definido se A, # 0, n > 0.

Considerando o produto interno (-,-), e g uma medida com infinitos pontos de
aumento em [0, 27| vemos que para todo polinomio de grau n, n > 0, 7(z) = > ,_ cx2",
com ¢, € Cec, #0,

0 < ||x|)*= (m,7) =L [i ckzki ¢l | =L [i iejckzk_j] = ii@‘ckﬂj—k-
k=0 =0

7=0 k=0 j=0 k=0
Reescrevendo na forma matricial obtemos
||7||>= " T,c > 0,

onde T,, é a matriz de Toeplitz e ¢/

= (¢o,C1,...,Cy). Assim T,, é uma matriz positiva
definida e consequentemente, A,, > 0, n > 0, ou seja, o funcional £ definido em ((1.6)) é

positivo definido.

Definicao 1.10. Uma sequéncia {u,}>,, de nimeros complexos € hermitiana se para

m=0,1,2,..., p, = f_, e € hermitiana positiva definida se A, >0, n > 0.

Podemos agora, definir sequéncia de polinomios ortogonais com relacao a uma
medida g com suporte em T, ou seja, sequéncia de polinomios ortogonais no circulo

unitdrio (polindémios de Szegd).

Defini¢ao 1.11. Seja £ um funcional linear positivo definido (ou quase definido). Uma
sequéncia de polinomios {¢n}n207 onde ¢, € monico de grau exatamente n, é chamada de

sequéncia de polinomios ortogonais com relacao a L, se

(@ns6m) = L [60()8m(2)| = K726 (1.9)

onde k2 # 0.
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Se p é uma medida positiva com suporte em T, podemos reescrever a defini¢ao

acima de polinomios ortogonais no circulo unitario, da seguinte forma:

/ o (2)0m 2] (> / Du() @) () = 1726, (1.10)

Como ;2 = [1|on(2)[?dp(2) = [|¢n]|?, entdo &, > 0 e os polindmios ortonormais

no circulo unitario sao dados por

Spn(z) = ’fn(bn(z), n > 0.

Como no caso dos polindémios ortogonais na reta real, (Teorema [1.1)) para os po-
linomios ortogonais no circulo unitario pode-se mostrar a seguinte equivaléncia da de-
finigdo usando ([1.9):

(fn 7o) = £ |60(2)Tn(2)| = Frndm (1.11)

onde &, # 0 e 7, é qualquer polinomio de grau m < n. Além disso, para n > 0 escrevendo
z) = ickzk, . €C, ¢, =1,
e usando (| param =0,1,...,n, temos
(G, 2™) = L [pn(2)27"] = Z Chelbm—k = FnOnm, (1.12)

k=0

onde &, # 0. Note que as definicoes e para polinomios de Szeg0 sao equivalentes.
Os polinomios de Szegbé nao satisfazem uma relacao de recorréncia de trés ter-
mos como acontece com os polinomios ortogonais na reta real, no entanto os polinomios

monicos de Szego satisfazem as seguintes relagoes, para n > 1
On(2) = @5 1(2) — an126n-1(2), (1.13)
$n(2) = (1= lon-1]")20n-1(2) — Gn-197,(2), (1.14)

com ¢o(z) =1e ¢j(z) =1, onde a,—1 = —¢,(0) e ¢ (2) = 2", (1/2) denota o polindémio

reciproco de ¢, (z). Se substituirmos ([1.13) em ([1.14]) obtemos

On(2) = 20 1(2) —Qp_1 0, _1(2), n>1. (1.15)

Os nimeros «a,,, n > 0, sao conhecidos como coeficientes de Verblunsky e, em alguns
textos, sao denominados coeficientes de reflexao, de Schur, de Szegdé ou de Geronimus. E

sabido que esses coeficentes satisfazem

n—1
A,
lan|<1 e o H(l —|aw|?) = kK,% = n > 0. (1.16)

k=0
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Além disso, uma importante propriedade dos coeficientes de Verblunsky é que podem ser

expressos em termos dos determinantes de Toeplitz, ou seja, em termos dos momentos

H—1 Mg - H—n Hn—1
(—1)" Ko  H—1 0 Hent1 H-n
a, = — , n>0
A, -
MUn—2 Hp—3 - H-1 H—2
Hn—1 Hp—2 --- Ho H—1

Assim, dada uma medida no circulo unitario é sempre possivel associar a esta
medida uma tnica sequéncia de numeros complexos {a, }n>0 tais que |a,|< 1, n > 0.
O proximo teorema fornece a reciproca deste resultado, conhecido como Teorema de

Verblusnky (ou como Teorema tipo Favard para o circulo unitério).

Teorema 1.13. (Verblunsky) Seja {a,}n>0 uma sequéncia arbitrdria de nimeros com-
plezos, onde |a,|< 1, n > 0. Entao, associada a esta sequéncia, existe uma unica medida
de probabilidade p, com suporte mo circulo unitdrio, tal que os polinomios ¢,, n > 0,

gerados por , sao o0s respectivos polinomios de Szegd monicos.

Outra propriedade satisfeita pelos polinomios de Szegé é que todos os seus zeros
estao no disco unitério aberto |z|< 1.
A seguir apresentamos um exemplo simples de polindmio ortogonais no circulo

unitério

Exemplo 1.2. Consideremos a medida de Lebesque p definida por

1
d = d T.
z) omiz 0 7€
Observe que
1 - d
(2", 2M) = /znzm —dz :/ gln—mi — — 5 . (1.17)
T 2miz 0 2T ’

Assim, os momentos trigonométricos definidos em (L.4), $Go iy, = dom, m > 0, ou seja,
tm = 0, para m > 0.

Assim, de (1.17)) vemos que os polinémios ortogonais no circulo unitdrio com res-
peito a medida de Lebesgue sao ¢, (2) = 2™, n > 0. Portanto, os coeficientes de Verblunsky

associados a medida de Lebesgue sao dados por

oy = —¢n+1(0) = 0, n 2 0.
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Note, ainda, que 0s zeros, z,x, 1 < k < n, dos polinomios ¢,(z) = 2", n > 1, sao todos

1guaLs a Zero.

1.3.1 Polinémios para-ortogonais

Traremos agora um assunto bem conhecido que sao os polinomios para-ortogonais,
como referéncia usamos [21]. Estes polinomios possuem uma interessante propriedade
sobre seus zeros, pois estao localizados no circulo unitario T. Como aplicagdo, os zeros
destes polinomios podem ser utilizados para construir férmulas de quadratura no circulo

unitario, como pode ser visto em [21].

Definicao 1.12. Uma sequéncia {X,},>o € denominada sequéncia de polinomios para-
ortogonais com respeito a medida p de suporte em T se para n > 0, X,, é um polinomio

de grau n que satisfaz

(Xn, 1) # 0,
(X, 2™ = 0, m=L12,....n—1,
(Xn,2") # 0.

Os polinomios X,, recebem tal nomenclatura, pois diferentemente dos polinomios
ortogonais no circulo unitério ¢,, satisfazem (X, 1) # 0.

Considere os polinémios ¥, (wy, 2) = ¢n(2) — w,oi(2), 2 € C, n > 0, onde w, €
C e |w,|= 1. Primeiramente, observe que, usando a definigdo de polinémios reciprocos

oi(z) = 2"¢,(1/2), podemos mostrar que

. I kn £ 0, se m=0,
R CACEC O (1.18)

0, se m=1,2,...,n.

Assim, usando as relagdes ((1.12)) e (1.18]) pode-se verificar que a sequéncia de polinémios
{U,,(wn, 2) }n>0 é uma sequéncia de polindémios para-ortogonal com respeito a p.
Uma outra representacao para os polinémios para-ortogonais {¥,,(wy,, z) }n>0, pode

ser obtida usando ((1.13)) e (1.15]) , da seguinte forma
U, (Tny 2) = 20n-1(2) — o) _1(2), IT.|l=1, n>1 (1.19)

Uma outra propriedade sobre os zeros dos polinomios para-ortogonais é que eles sao

autovalores de uma matriz pentadiagonal, veja em [11].
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1.4 Métodos numéricos para o calculo de autovalores
de matrizes

No Capitulo [ utilizamos o método de Laguerre e o método das poténcias para
encontrar autovalores de um problema de autovalor generalizado e aqui faremos uma
breve introducgao destes métodos, que podem ser encontrados com maiores detalhes em

[14], 23, 36].

1.4.1 Meétodo de Laguerre

O método de Laguerre, veja [36], é utilizado para encontrar zeros de um polinémio
P, e traz grandes vantagens pela rapidez de sua convergéncia, que é cubica quando os
zeros sao distintos. Suponhamos que x,;, j = 1,2,...,n sejam zeros reais distintos do
polinomio 2, tais que X, , < Xpp-1 < - < Xp2 < Xp 1.

O método de Laguerre gera duas sequéncias de aproximagoes que sao dadas da
seguinte forma.

Seja a aproximagao inicial y, pertencente ao intervalo (X, j+1, X k), €1t80 0 Processo

iterativo

Yir1 = Ly(y;)

g+ . n®,(y;) |
=25 (y;) + sign(La(y;)) v/ [(n — 1) ()12 — n(n — 1)Ba(y;) 27 (y;)
para j = 0,1,..., converge para X, ;. Do mesmo modo, o processo iterativo
yir1 = L_(y;)
=y + ‘ nTn(yj) 7
=2, (y;) — sign(La(y;))V/[(n — DB ()] — nln — 1)2u ;) 2/ (y;)
para j = 0,1,..., converge para X, j1.

Aqui a funcao sinal de um numero real x, é definida como

-1, se x <0,
sign(z) = 0, se z=0,

1, se >0,

ou alternativamente, quando = # 0, podemos escrever

sign(z) = ol



Capitulo 1. Preliminares 35

Além dos valores P, (y;) em cada iteragdo, o método também necessita dos valores
P (y;) e P (y;). No Capitulo {4 utilizamos este método para encontrar zeros de um po-
linomio que satisfaz uma relagao de recorréncia, assim as derivadas de primeira e segunda
ordem podem ser obtidas através da relagao de recorréncia.

Este método necessita de muita operacao aritmética, mas que é compensado pela
sua ordem de convergéncia que é cubica. Além disso, ele possui convergéncia global, pois

nao depende da aproximacao inicial atribuida na primeira iteracao.

1.4.2 Meétodo da poténcias

O método das poténcias consiste em determinar o autovalor de maior valor absoluto

de uma matriz e seu correspondente autovetor.

Teorema 1.14. Seja A, uma matriz de ordem n e sejam Ay, Aa, ..., Ay, seus autovalo-
res € Vi,Va, ...,V 0s correspondentes autovetores. Suponhamos que os autovetores sao

linearmente independente e que
Anl < [An— <o Ao < A4l
Sejam as sequéncias de vetores,

Wn[j] = [wn,()[j]> wml[j]? e 7wn,n—1[j]]T

w,[j] = [unolj], unali]s - 7un,n—1[j]]T=

definidas por

w.lj] = A.u,ljl,
u,[j+1] = [j]walj]

paraj =0,1,..., ondey[j] sdo constantes de normalizacio (em geral y[j] = 1/||Wn[j] oo,

onde ||wy,[j]|lco= maxo<j<n—1Wn,;[j]) € U, [0] € um vetor arbitrdrio que permite a expansao

n
w,[0] = > ¢y,
J=1
com escalares c; quaisquer e c; # 0, entdo

. Wn, 7] A

=\ r=01,....,n—1. 1.20
Jj—oo un,r[j] ( )

Além disso, lim;_,o u,[j] = v1.
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. . ~ _ H ~
Observe que se multiplicarmos a equacao A, v; = \;v; por v;' entao

H
v A, Vv;

V. V;

=

Esta expressao é conhecida como razao Rayleigh-Ritz, veja por exemplo [16]. Ela fornece
a opc¢ao de determinar o maior autovalor em médulo A\; no Teorema [1.14] através de
A H .
w,[j]" waj]
7700 ] ay 7]

De (1.20)), todas as componentes w,,[j]/un.[j], tendem a A;. Entretanto, na

(1.21)

pratica, uma das componentes converge mais rapidamente do que as outras.

1.4.3 Meétodo da poténcia inversa

O método da poteéncia inversa é utilizado para determinar o autovalor de menor
valor absoluto e seu correspondente autovetor de uma matriz A,. O método pode nao
funcionar caso a matriz A,, nao possua autovetores linearmente independentes. O método

da poténcia inversa é semelhante ao método das poténcias, com a diferenca que assume-se,
[An] < [An1]< - Ao < A4

e determina-se \,,.

E conhecido que, se A é autovalor de A, entdao A~ ¢ autovalor de A1 Além disso,
se A\, ¢ 0 menor autovalor em mddulo de A, entdao A\, ! é o maior autovalor em médulo de
A1 Assim, o método da poténcia inversa consiste em calcular pelo método das poténcias
o autovalor de maior valor absoluto de A!, pois é o menor autovalor, em médulo, de A,,.
Considerando a mesma notacao do Teorema [L.14] construimos os vetores w, [j] e u,[j] da

seguinte forma

w.lil = A 'w,[j], (1.22)
w,[j+1] = 7y[j]walj]

para j =0,1,..., e, portanto,
lim Yerbl o1
J—o0 un,r[]]

Na prética nao é necessario calcular A=%, pois, de (1.22)), obtemos

A, w,[j] = u,[j],

e assim, resolvemos o sistema linear usando o método LU (ver, por exemplo, [14]).
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1.4.4 Meétodo das poténcias com deslocamento

Usando a mesma notacao do Teorema suponhamos agora que A, tem auto-

valores \; reais com

An < Apop S S <AL

Multiplicando a equacao

A, v =)v,
por um parametro real p e somando e subtraindo pl, v, obtemos
(A, —pLy)v = (A —plLv,

onde I,, é a matriz identidade de ordem n. A matriz A,, — pI,, tem autovalores \ — p,
isto é, os autovalores de A, sao deslocados p unidades na reta real. Os autovetores de
A, — pl,, sao os mesmos da matriz A,,.

Assim, considere a sequéncia de vetores definidas por
u,[j+1] = ~ljlwalj].

O Teorema [1.14] pode ser aplicado a matriz A,, — pl,,, e pode ser mostrado que

u,[j] converge para o autovetor correspondente ao autovalor que maximiza |\; — p|. Logo,

se
A+ A, ~ . . ]
p < L, entdo u,[j] > vi e lim Yn, [‘]] =\ —p,
2 j—00 um[j]
A+ A\, _ ‘ . nrlJ
> L, entdo w,[j] > v, e lim Un, []] =\, —p.
2 §=00 Uy 1 [J]

Na pratica nao é trivial encontrar o melhor valor para p, a nao ser que alguns dos au-
tovalores sejam conhecidos. O método das poténcias ou o método das poténcias com

deslocamento devem ser utilizados se apenas um ou dois autovalores sao desejados.

1.4.5 Meétodo da poténcia inversa com deslocamento

Se o intuito é determinar mais autovalores, entao o método da poténcia inversa
com deslocamento pode ser usado. Novamente consideremos a notacao do Teorema [1.14]

e suponhamos que A,, tem autovalores \; reais com

/\n<)\n—1§"'§)\2<>\1-
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Construimos as sequéncias
walil = (An —pLy) " u,fj],
u,[j+1] = v[jlwalil,

para j = 0,1,.... Como no método da poténcia inversa, obtemos
(A = pL)wa[j] = u,lj]. (1.23)

Utilizando o método LU para resolver o sistema ([1.23)) e o mesmo raciocinio como no

método da poténcia inversa, encontramos que

i wn,[j] 1
1m — = .
i Up,[j]  ANi—p

(1.24)

Novamente o Teorema|1.14] pode ser aplicado a (A, —pI,,)~! e a sequéncia u,[j] converge
n n n

para o autovetor correspondente ao autovalor que maximiza 1/|\; — p|. Portanto, o método

da poténcia inversa com deslocamento determina o autovalor da matriz A, mais proximo

do valor p.

Veja também que por (1.21]), temos

_wwalil 1
g—reo un[]]Hun[]] Ai =D

Assim,
_ )]

oo un[]]HWn[]] N

Estas expressoes serdao uteis no Capitulo[d para determinar os zeros dos polindmios

que satisfazem uma relagao de recorréncia do tipo Rj;.



Capitulo 2

Polinémios que satisfazem uma

relacao de recorréncia do tipo Rjj

Neste capitulo trazemos alguns resultados sobre polinomios que satisfazem uma
relagao de recorréncia do tipo Ry, que primeiro foi estudado em [19], e recentemente, um
caso especial foi estudado em [20]. Também apresentamos a relagdo destes polinomios
com polindémios para-ortogonais que podem ser vistos, por exemplo em [§] e [I3]. Tais

resultados serao essenciais para o desenvolvimento deste trabalho.

2.1 Propriedades dos polinomios, P,, que satisfazem
uma relacao de recorréncia do tipo Fj;.
Ismail e Masson [19] estudaram duas diferentes relagoes de recorréncia dadas por
Ris1(x) = opg1(x — Upy1 )R () — tpgr (@ — an)Rp—1(x), n>1, (2.1)
com Ro(z) =1, Ri(z) = o1(x —vy) e
Poii(x) = 0pp1(x — Upg1) Po(2) — tuppr (. — ap) (@ — b)) Poa (), n > 1, (2.2)

com Py(x) =1 e Pi(x) = o1(x — vy), onde {o,}, {v.},{un}, {an} e {b,} s@o sequéncias
de nimeros complexos. Em [19] as relagoes de recorréncias e foram denomi-
nadas por relacoes de recorréncias associadas com fragoes continuas do tipo R; e Ry
respectivamente. E, em [37], foi estudada a relagdo de recorréncia e simplesmente

denominada por relacao de recorréncia do tipo R;;. Assim, por simplicidade, neste texto
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iremos chamar as relagoes de recorréncia (2.1)) e (2.2]) como relagoes de recorréncia do tipo
Ry e Ryy, respectivamente.

Observe que a sequéncia de polinomio {R,, },,>0 que satisfaz a relacao de recorréncia
do tipo R; ndo é uma sequéncia de polinomios ortogonais na reta real como em ([1.1]),
pois nao satisfaz a rela¢do de recorréncia como no Teorema de Favard (Teoremal.3)), mas
Ismail e Masson [19] mostraram que se ;.1 0e R,(a 0, para todo n, k, entao

+ ) s vy
associada a esta relacao de recorréncia existe um funcional linear £ tal que as funcoes
racionais

T.(z) =R,

J

(x—a;)™", n>1,

n
=1

satisfazem a ortogonalidade

Lz"T,(2)] =0, 0<k<n.

Por exemplo, em [7], [9] e [3I] foi estudado um caso particular da relacao de
recorréncia do tipo R;, onde considerou-se a, = 0 em . Sob algumas condigoes foi
mostrado que estes polindmios satisfazem uma ortogonalidade, tanto na reta real como
no circulo unitario. Quando o, =1, v, >0, a, = 0e up:;1 >0, n > 1 em esses
polinomios sao chamados de polinomios L-ortogonais.

Agora, consideramos a sequéncia de polinomios que satisfazem a relacao de re-
correncia do tipo Ry, . Novamente, estes polindmios nao sao ortogonais na reta real
como em , pois nao satisfazem a relagao de recorréncia como no Teorema porém
Ismail e Masson [19] mostraram que se u,11 # 0, P,(ax) # 0 e P,(by) # 0, para todo
n, k, entao associado a relagao de recorréncia existe um funcional linear £ tal que

as funcoes racionais

satisfazem a ortogonalidade
L[z"S, ()] =0, 0<k<n.

Em [20] Ismail e Ranga estudaram uma sequéncia { P, },>o que satisfaz um caso

especial da relacao de recorréncia do tipo R;; dada por

Poi1(2) = (2 — 1) Pu(2) — dpyr (2* + 1)Py_i(2), n>1, (2.3)
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com Py(x) = 1 e P(x) = x — ¢, onde, {c,}n>1 é uma sequéncia real e {d,+1}n>1 ¢
uma sequéncia encadeada. Foi mostrado em [20] que P, tem grau exatamente n e que o

coeficiente do termo de maior grau de P, é positivo, dado por

n

o= [(1 = @), (2.4)

k=1
onde {f,},>1 ¢ a sequéncia minimal de parametros da sequéncia encadeada {d,, 11 }n>1.
Nesta tese consideramos o caso especial de polinomios que satisfazem a relacao
de recorrencia do tipo Ry . Para comodidade, usaremos a notacao de polinomios
P, para nos referir aos polinomios que satisfazem . Trazemos neste capitulo alguns
resultados importantes obtidos em [20] que séo tteis para o desenvolvimento do trabalho.
Como mencionamos, os polindémios { P, },>¢ nao sdo ortogonais na reta real como
em (|1.1). No entanto, em [20] mostrou-se que esses polinémios, sob algumas condigoes,
satisfazem uma certa ortogonalidade com relagao a uma medida como no Teorema [2.1]
Dado uma medida de probabilidade p no circulo unitério, usamos a notagao .
para indicar o tamanho de massa € no ponto z = 1. Assim, a notagao y significa que p
nao tem um ponto puro (veja a Definigao em z = 1.
Para evitar confusdes, quando necessario, usaremos a notagao «, (i), que indica a

conexao dos coeficientes de Verblunsky com a medida pu.

Teorema 2.1. Consideramos os polinomios que satisfazem a relagcao de recorréncia do
tipo Ry (2.3), e seja p a medida de probabilidade sobre o circulo unitdrio tal que os
coeficientes de Verblunsky sdao

1 1—20p41 —ichp
n— = - : ) > 1, 2.5
s =~ LB Sl 25

onde 1 = 1,

_Hl—zck N> 1
1+Z0k

e {lni1}n>0 € a sequéncia minimal de pardametros da sequéncia encadeada {dp41}n>1-

Se
1—|—ZH1_£k =5 < 00,
n=2 k=2
entao a integral A(p) == [L|z—1|"2du(z) existe e seu valor € dado por A(p) = (cj+1)8/4.

Neste caso, seja vy uma medida de probabilidade no circulo unitdario dada por

[
n(e”) = 5= [ (). (2.6)

/q(lu 61@ _ 1|2
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e seja a func¢io ndo decrescente e limitada ¢ em (—o00,00) tal que dp(x) =

—dvy((z +14)/(x —1i)). Entao, paran > 1,

to o Po(x) )
/_oo x]mdgo(x) = Yonj, 7=0,1,2,...,n, (2.7)

onde vo = [T dp(x) = [Ldvg(z) = 1, Yo = (1 — My)yn_1, n > 1, tal que {Myi1}nzo € a

sequéncia mazximal de parametros de {dp 1 }n>1-

Observacao 2.1. O walor finito de S da série do Teorema equivale afirmar pelo
critério de Wall (Teorema[1.6), que a sequéncia encadeada positiva {d,1}n>1 em (2.3)

tem infinitas sequéncias de parametros. Podemos, ainda, identificar que

L _ 4w
Ml_ _C%—f—]_

onde My € o elemento inicial da sequéncia mazximal de parametros da sequéncia encadeada

{dni1}nz1-
De fato,
T (24 )P (x o]
-M= = [T gy ) [T e, @)

com a transformacgdao x =i(z+1)/(z — 1) e usando

4 1
dvg(z) =

d
0 E+1DS|z— 172 #2),

assim

teo 1 1 1
d = - —12d = — d = —\ 2.9
| e =1 [l =1 ) = s [ ) = o @9
Por (2.9) e (2.8) concluimos que My =1/5.

O resultado acima ja € conhecido e foi mostrado em [12] utilizando o conceito de

sequéncias encadeadas.

Observacgao 2.2. Se for conhecida a sequéncia de parametros maximal da sequéncia enca-
deada positiva {dy41}n>1 nO Teorema entao os coeficientes de Verblunsky associados
com a medida vy sao

1 1—2M, —ic,

Tn—1 1-— iCn

Oén_l(VQ) = s n Z 1, (210)

veja [20)].
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Em [20] mostrou-se que propriedades similares com as dos polindémios ortogonais
na reta real também sao satisfeitas pelos polinomios P,, por exemplo, os zeros destes
polinomios sao reais, distintos e satisfazem a propriedade de entrelacamento.

Foi também mostrado que os zeros destes polindomios sao solugoes de um problema
de autovalor generalizado
(2.11)

A,u,=2B,u,, n>1,

onde u,, € C", A,, e B,, sao matrizes hermitianas tridiagonais, respectivamente dadas por

o wd 0 - 0 0 1 V& 0 -~ 0 0
—idy o iVdy 0 0 Vdy 1 Vdy oo 00
0 —iVdy e 0 0 0 Vdy 1 0 0
0 0 0 - e iVd, 0 0 0 1 Vd,
0 0 0 —ivd, ¢, 0 0 0 Vd, 1

Mais precisamente, se u, o(z) = Py(z) = 1,

(-1

Up () = - Pi(z), k>1, (2.12)
(¢ = )* [Tjmy V/dir
e Un(Z) = [Uno(2), Un (), ..., Upn1(z)]", entdo
Ay, (z,,) = 2o jBouy(z,5), n>1,

onde z, ;, 7 = 1,2,...,n, sao os zeros do polinomio P,.
Além disso, foi mostrado em [20] que a matriz B,, é positiva definida, ou seja, para

todo vetor v, € C"\{0}, viB,v, > 0 e também que

L) B () — By (2) Po(2)

_ H
(22 4+ 1)n1dyds - - - d,, = u,(z)"Bpuy(z) >0,

n > 2.

(2.13)

2.2 Relacao entre os polinomios P, e os polindmios
para-ortogonais

Foi mostrado em [20] que usando a transformacdo z = z(z) = (x +1i)/(x — i), da
reta real (—oo,00) ao circulo unitério T, os polinémios

Ri(2) = R, (x—i—z) _ 2n'

T —1

(2.14)
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satisfazem a relagao
Rui1(2) =[(1+ichi1)z + (1 —icyi1)]Ra(2) — 4dyi12Rn1(2), n>1, (2.15)

com Ry(z) =1e Ri(2) = (1 +ic)z+ (1 —icy).

O polinomio R,, tem grau exatamente n em z. Se x, %, k = 1,2, ..., n sao zeros de
P, entao, 2, = (Tni +1)/(zpr — 1), k =1,2,...,n sdo zeros de R,,.

A partir de agora usaremos as notagoes {¢n(14; 2) }n>1 € { W, (1; 7o, 2) }n>o para indi-
car as sequéncias de polindmios ortogonais e para-ortogonais respectivamente, no circulo
unitario com relagao a medida pu.

Dada uma medida x tal que a integral [ |z —1|7%du(z) existe, como podemos
obter as sequéncias {¢, }n>1 € {dnt1}n>1 a partir de {a, (1) }n>0, Ou seja, qual a aplicacdo

inversa de (2.5)7 O préximo teorema responde esta pergunta.

Teorema 2.2. Seja 1 uma medida de probabilidade no circulo unitdrio tal que A(u) =
Jplz — 1 2du(z) existe. Sejam I(p) = [p2(z —1)7'du(z) e {dn}n>0 uma sequéncia de
polinomios ortogonais no circulo unitario com respeito a p. Considere também a sequéncia
{Tot1}n>0 com a propriedade |1,11|= 1. Entao, p é a medida dada pelo Teorema[2.1] com

S < oo, se, e somente se,

I(p) T —1 21Im(m)
== =i = - 5
() n+l  |n A+l
T (75,0t L1+ o ()
Cnrt = (Tnatn1(p1)) iy = = 11+ T (p)] o>,
Re(1 + mhan—1(p))’ 2Re(1 + mham-1(p))
onde
1+ 100,
R S L) R (2.16)

T Y
1+ Tha—1 (1)

e ap_1(p) = —=Pn(p;0), n >0, com a_1(p) = —1.
Além disso, a sequéncia { R, }n>0 que satisfaz a relagao de recorréncia (2.15) pode

ser escrita como

= Z(bn*l(:u; Z) + Tngb:;fl(:u’; Z) = qjﬂ(ﬂ? —Tn; Z), n=1,

(2.17)

Ro(2) 1:[ 1 — Re(mau_1(p))

k=0 1-— 7]904]{,1(/”

e satisfaz as condigoes de ortogonalidade

—n+kR <
[ R =

(2)=0, k=0,1,...,n—1. (2.18)
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A prova deste Teorema pode ser encontrada em [8, Teorema. 4.2].
Em [8, Teorema.4.2] os resultados foram dados assumindo que a medida p ¢é tal
que a integral de valor principal I(n) = 4 2(z — 1)~'du(z) precisa existir. Entretanto

aqui, colocamos uma condi¢ao mais forte sobre 4, ou seja, que [z — 1|7?du(z) existe e

assim, £ 2(z — 1) 'du(z) = [p2(z — 1) Mdu(z).
Com a medida de probabilidade 1y, podemos gerar uma familia de medida de

probabilidade v,, 0 < e < 1, pela transformagao de Uvarov, ou seja,

/T f(2)dv(z) = (1 o) / £(2) din(z) + ef(1). (2.19)

Seja r uma medida de probabilidade no circulo unitario tal que

1 [ e 4
— © _ 112 dv(e® 2.2
27 1 1R ) (220)
onde B(v) := [|z — 1]%dv(z).
Agora, observe
27
B(v) — (1—6)/ 16© — 112 dup(¢©) + €1 — 1]2
0
= (1-¢)8(n)
e assim,

0 0

) ) 1 ) )

1© 2 1© 10 2 0

e’ —11°dve :—/e —17dvy(e™), 0<e<].
() = g [0 - 1P ()

Vamos assumir também que v tem um ponto puro (veja Defini¢ao|1.8) de tamanho
0,0< 6 <1em z=1,isto é, podemos utilizar a notagao vs para v.
Assim, usando (2.19)), podemos gerar uma familia de medidas de probabilidade v,

para 0 < e < 1. Considerando

[ ternir= - [ srann - -
/f ) duy (= /f —%f{l). (2.22)

Igualando (2.21) e (2.22), obtemos,
1
/f(z) (=) ‘ /f ) dvs + —f( ). (2.23)
- T 1-9

(1) (2.21)

Observe que para todo € tal que 0 < e < 1,

u(ew) / | i© 1‘2d1/€( z@) e V 1,9 / |€Z®_1|2 16). (224)
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Dada uma medida de probabilidade v = v,, 0 < € < 1, como podemos obter diretamente
dos coeficientes de Verblunsky {a,(v)}.>0, as sequéncias {c,}n>1 € {dnt1}n>1 que por

(2.5) se obtém {a, (1) }n>0? Em outras palavras, qual é a aplicacao inversa de (2.10)7 O

proximo teorema responde esta questao e tal resultado foi estabelecido em [13].

Teorema 2.3. Dada uma medida de probabilidade v no circulo unitdrio, sejam as medidas

de probabilidade no circulo unitdrio y e ve, como em (2.20)), (2.23) e (2.24). Mais ainda,

seja {an(Ve) b0 a sequéncia dos coeficientes de Verblunsky associada a medida v,. Entao,

i € a medida dada pelo Teorema |2.1] se, e somente se,

dny1 = [1 — gn(Vg)]gnH(Vg)’

‘o = —Im (71 n—1(ve)) e gn(n) = 1 |1 — Tn_lan_l(yé)ﬁ |
1 —Re (Th_10m_1(v)) “ 721 —Re(Th10n_1(1))

paran > 1, onde 19 = 1 e {7, }n>1 € a mesma como nos Teoremas e mas pode

também se dado alternativamente pela sequinte recorréncia

1 —Th1an—1(ve)

1 — 7101 (V)

Tn = Tp—1

. on>1. (2.25)

Além disso, a sequéncia {R,},>0 que satisfaz a relacao de recorréncia (2.15|) pode ser
’ >0

escrita como

Ro(2) = };[g:_o 1 —70(ve)] \I’n+1(V_§; o 2)
5 [~ Re(roy())] 21

Na prova do Teorema dada em [I3], foi considerado o polinémio moénico para-

. n>1. (2.26)

ortogonal U, 1 (Vg 7y, 2), n > 0, 7, = ¢n(ve; 1)/05(ve; 1), n > 0. A sequéncia {R,,},>0
satisfaz a propriedade de ortogonalidade ([2.18]).

Observacao 2.3. E importante observar que os valores das sequéncias {Tatn>0, {Cn}n>1
e {dpi1}n>1 permanecem os mesmos para toda v, tal que 0 < e < 1. Novamente, estas
sequéncias sao as mesmas como escolhidas no Teorema e[2.3  Consequentemente,
o polinomio R, dado por ¢ o mesmo para toda v, tal que 0 < e < 1. Também,
como mostrado em [13], a sequéncia {gni1(Ve)}n>0, que varia com €, é a sequéncia de

parametro da sequéncia encadeada {d,11}n>1. A sequéncia {gn11(10) tn>0 = {Mni1}tn>0 €

a sequéncia mazimal de parametros de {d,11}n>1.



Capitulo 3

Formulas de quadratura na reta real

e no circulo unitario

Neste capitulo apresentamos uma féormula de quadratura na reta real associada
aos polinomios que satisfazem uma relacao de recorréncia do tipo Rjy e formulas
de quadratura no circulo unitario utilizando zeros de certos polinomios para-ortogonais.
As formulas de quadratura na reta real e no circulo unitario que apresentamos estao
relacionadas, o que veremos no decorrer deste capitulo.

Os resultados apresentados neste capitulo sao inéditos e estao também organizados

no artigo submetido [5].

3.1 Foérmulas de quadratura do tipo Gauss associadas
aos polindémios P,

Seja F(xz) = (1 + 2*)"f(x) e considere n pontos distintos o,;, 7 = 1,2,...,n.

Construindo o polinomio interpolador de Lagrange de F' sobre os pontos dados, obtemos

F(x) = ln(x, 0nj)Flon;) + Ru(x), (3.1)
onde
P () P () F™(€)

W) = G Py ¢ )= ’

para todo T € (0.1, Onn| € € € (001, Onn)-
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De (3.1) temos

n

(L+2%)"f(2) = D (@, 000)(1+ 62 4)" flonk) + Rulw),

k=1
assim,

n

fl@) = A+2)™ ) lu(@, 000) (1 + 00 )" f0nk) + (1 +2%) " R(a).

Integrando ambos os lados com relag¢do a ¢ no intervalo (—oo, +00) dada no Teorema

obtemos
H@dee) = S+ [ EE ) e + [ S dete)

> k=1 - —o0

= an,kf<gn,k) + En(f)a

k=1
onde )
o= () [ HE o)
) _ [T Ru(x) _ 1 [T Py(a)FM(E)
E.(f) = /_OO mdsﬁ(ﬂﬁ) = m/_oo de(@-

Assim, se F' € P,_, entdo F™(z) = 0, logo E,(f) = 0. Isto garante que a quadratura é
exata para F' € P,,_;.

Como na teoria de polindmios ortogonais, a escolha dos nés da férmula de quadra-
tura associada aos polinémio P, trazem consigo uma boa precisao na aproximacao. Para
estabelecer tal fato fazemos o uso da ortogonalidade associada aos polinomios P, dada

pelo Teorema [2.1

Teorema 3.1. Considere a medida ¢ como no Teorema[2.1. A férmula de quadratura
+o0o

f@)dp(x) = wurf (@ar) + Ea(f). (3.2)

onde T, sao os zeros de P, e

+o0 P
Wi = (14 »Tik)n/ ()

BN P R T (3.3)

¢ exata para (1 + 22)"f(x) € Pan_1, ou seja, E,(f) = 0.
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Demonstracao: Se F' € Py, 1 podemos escrever F(z) = P,(z)q(x) + r(z), onde g e r

sao polinomios de grau n — 1. Observe que
F(xng) =1(Tnk), k=1,2,...,n. (3.4)
Considerando q(z) = Y1~ a;a?, temos
14+ 23" f(x) = P,(x) Z a;x" + r(z),

logo,

Integrando ambos os lados no intervalo (—oo, +00) com relagao a ¢ obtemos

T fedta) = > /M PR do@+ [ deta)

1+1:2 o (14 22)"

Pelo Teorema [2.1], temos

[ o) = [ et

Definindo g(z) = r(z)/(1 + 2?)" e como r(z) = (1 + 2%)"g(x) é um polinémio de grau

n — 1, entao a féormula de quadratura é exata para polinomios de grau n — 1 e obtemos

| e = [ st

o (142?) oo
= Z wn,kg(xk)
= Z Wn, k 1 + x (II?n k)
Pela relagao (3.4]), obtemos

> w1427 (wan) = Y was(l+2%) " F(2n)
k=1

k=1
= an,kf(mn,k)-
k=1
Portanto,

o0

/_ " F@)dp(a) = 3 Wl ()
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Proposicao 3.1. Os pesos, wy i, kK = 1,2,...,n, na equacao da formula de quadratura

do Teorema|3.1|, sao positivos.

Demonstracao: Podemos observar que

Po(z)

T — Tng) P (1)

ln(2, Tpp) = (

é um polinomio de grau n — 1, assim (I2(z, xpx) — lo(2, 2, ) é um polindémio de grau

2n — 2 que se anula em z,;, k = 1,2,...,n. Observe também que
Py (z) P (z)
Pz, 2pk) — ln(2, 2, = — n
o) =0l k) = P P (@ = 2n) (Phlan)
= Pu(x)S(x),
onde
P, 1
S(z) = (z)

(@ = 20 2(Ph(xn))? (& = 20 p) (Ph(wn )
Como P,(z) é um polinomio de grau n, segue que S(x) é um polinémio de grau n — 2,

entdo podemos escrever S(x) = Zz;g brz*. Utilizando o Teorema seque que

/—i_oo (li(l’,l‘n’k) B ln(x’mn’k))dgo(x) _ /—H)O Pn(x)S(x)d (w)

x (1 +z2) o (L2
Ny, [ AR
= 2h [ e
= 0.

Portanto,

/+oo ln<l’,$n,k)d¢(x> _ /+°O lﬁ(x,xn,k)dgo(@ -0

o (L4a?)" o (L4+a2)"

mais precisamente

ool (z, @,
By g A

Ot dp(x) > 0.

3.2 Polinomios associados aos polinémios P,

Como no caso dos polinomios ortogonais da reta real, podemos definir polinomios
associados aos polinomios F,, que sao uteis para determinar os pesos, wyx, de maneira

mais simples, sem a necessidade de resolver uma integral.
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Definicao 3.1. Os polinomios Q),, associados aos polinomios P, sao definidos por

/+°° 1+ 23)"P,(t) — (1 +t3)"P,(z)

Qnl@)= | t— o)1+ o)

dp(t). (3.5)

E natural perguntar qual o grau do polinémio @),,. Pela Definicao , seria razoavel
dizer que Q,, possui grau 2n — 1, pois (1 + 2*)"P,(t) — (1 + t*)"P,(x) é um polinomio
em x que tem grau 2n e que é anulado em x = t. O que nao é verdade de acordo com o

préximo teorema.
Teorema 3.2. O polinomio associado QQ, tem graun — 1, n > 1.

Demonstracao: Adicionando e subtraindo (z — )" (¢ + )" P, (¢f) no numerador do inte-

grando (3.5)), vemos que

Qi) = - [ IR DIR O
ou seja,
Q) = - [ IR DI,
e e e

Como t = x é zero de (z + i)™ — (¢t + )" entdo, ((x+ )" — (t+)")/(t —x) é
polindmio de grau n — 1 na varidvel ¢, entao podemos escrever

n—1
= ak(x)tk,
k=0

(x+i)"—(t+0)"
t—x

onde ag(x) é um polinomio em x, assim reescrevendo @,, acima e usando a propriedade

de ortogonalidade ({2.7)), temos

) = Yt [ E L+ [T RO R

— o (14t - (t—z)(t—i)m
" (0~ P PLE) — (1 — )" Py(a)
/. o 0

Como z =t é zero de S, (x) = (x —i)"P,(t) — (t — )" Py (x), entdao Sp(x)/(x — 1) é
polinomio de grau n — 1 em .

Agora basta verificarmos que a integral acima existe.
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Observe também que t = x é zero do polinémio S,(t), entao S,(t)/(t —x) é po-
linomio de grau n — 1 na varidvel t.

Podemos escrever

onde bi(x) é um polinémio em z dai

Quir) = [T B0 MDD gy - S ey [T et
k=0 —o°

o (t—z)(t—1i)" (t—a)m

quet—i=2i/(z—1) edp(t)=—d((t+1)/(t —1)) (Teorema. Temos assim,
b, (0) /_ Tl et) =~ h() / (&) (fffll))k((;;ll)”dmz)

(t—a)m =

Utilizando a transformagao z = (t +14)/(t — i) esuainversat = (i(z + 1)) /(z — 1) obtemos
)

SN by
—kz_obk(x)(%)n /T(z—i—l) (z = 1)" *duy(2).

Como as integrais [(z + 1)¥(z — 1)"*duy(2) existem no circulo unitério, conclui-se que

a integral
[TUERE R,
oo (x —t)(x—1)"
existe.
Portanto, (),, é polindmio de grau n — 1 em =x. [ ]

Na busca da prova de que os polinomios (), satisfazem a relacao de recorréncia
(2.3) com condigoes iniciais diferentes, encontramos uma propriedade interessante sobre

estes polinomios @),,.
Definicao 3.2. Considere os polinomios Qg)

/+oo ri(t) (1 + 2?)"Po(t) — rj(@) (1 + ¢2)" P ()
N (E— o)1+ &)

definidos por

de(t), 0<j<mn,

onde r; sao polinomios de grau j.

Teorema 3.3. Os polinomios QQ, e ng) satisfazem a sequinte relagao
QY (z) =r;(x)Qn(z), j=0,1,...,n,

onde r; sao os polinomios de grav j na definicao de QSB’

Demonstragio: Seja rj(z) = S1_ ara®.
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e Para j = 0. Note que ro(t) = ag = ro(z), assim
+o00 2\n 2\n
O(p) — ro(t)(1+ 22)"P,(t) — ro(x)(1 + t*)" P,(x)
e = [ (=)0 + 2

B (14 227 By (1) — (1 + )" Py (1)
— rola) / ) Grsleew do(t)

= ro(z)Qn(x).

e Paral <j < n.

Q@) =

[ R ORS G (R G

. (t—x)(1+ )"
+oo J _Lapt™ (1 + 2?)"B,(t) — i: L ap" (14 82)" Py (2)

. (t—z)(1+t2)" de(?)

& [T 2 P — (14 22" Po(x)
- Zak/ ((— )1t ) de)

+Zak /+°° (1+ 22" P,(t) — 2" (1 +t2)”Pn(x)dS0(t)

(t—x)(1+t2)"

J +00 kE _ Z‘k
= > a1+ xQ)"/ L >P”(t)n dp(t)

£ -1+ )

S /*°° L AP (PR,

t—xx1+ﬁw

CcOo1mo
k—1

bi(x

=0

t—2x

e utilizando o Teorema segue que

W@ = Yat+ar Y ne [ L0 4@

o (1+1?)

Portanto, QY (z) = ri(2)Qn(x), 0<j<n.
[ |
Observe que o polinémio Qg ) 6 um polinémio de grau j +n — 1. Além disso, se

ro(z) = 1 o polindémio Q%O) (x) = Qn(x).

Teorema 3.4. Os polinomios Qn(x) satisfazem a sequinte rela¢do de recorréncia,

Qui1(7) = (& = en1)Qu(@) = dnr (1 +2%)Qua(z) n =1,

com Qo(x) = 0 e Q1(x) = My, onde M pertence a sequéncia maximal de parametros

{M, }n>1 da sequéncia encadeada {d,+1}n>1.
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Demonstragao: E facil ver que Q (x) = 0. Agora, observe que

Ql(x) — /_+Oo (1 + $2)P1(t> — (1 + tQ)Pl(t) dgp(t)

o (t—2x)(1+4t?)
_ /: (1+ x?)(t(;_cl; ifi?f)(x — ) gt
_ /:0 (t — gj()t[l—_g;t):(iic;?(; + )] do(t)
= [ e [ a0,

do Teorema segue que

—~ =
oo q t oot oo q t
| e e [ e = [T e

®
o 1+t oo L2

/+°°1+t2—t2+c1t
_ 1+ ¢2

-T—OOO +oo
ao) - [ a0

dip(t)

Novamente pelo Teorema obtemos @Q1(x) = v — 7 = 1 —v1 = M;. Isto mostra as
condicgoes iniciais.
Observe que

T (14 2?)" Poga(t) — (1+8%)" Py (z)

/_ . (t—2)d+ &) dip(t)
_ 1 /+°° 1+t +22)" P (t) — (1 + 22) (1 + 2)" T Py ()

(1+22) J_ (t —z)(1 + ¢2)ntt
- / (14 22 P (1) = (14 )" Py (2)

(1+22) ) (t — z)(1 + 2yt
T / 20 2(1 4 22 P (1) — @?(1+ )" By ()
<1 T 2?) (t —2)(1+ )t

B 2)
= itz )[Qn—l—l( )+Qn+1(x)]7

dip(t)

dip(t)

+ dip(t)

do Teorema [3.3] obtemos

Q@) + Q2 (@)] = L (Quir () + 72 Qs (1)) = Qi ().

1
(1+22) (1+ 2)
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Agora, podemos mostrar a relacao de recorréncia de @),

/+°<> (14 22" Popi (1) — (1 + 12)"Posr (2)
. (t —2)(1+ )
ri(t) r1(x)

2 (et T ) Pult) — (4 2 T e Pala)
/oo (t—2)(1+ 2" o
B /+°° (14 22) s (1 ) Paca(t) = (L+ 2)"dpis (14 22 Pas (a)

. (t—2)(1+ 2"

ot - o [T Q) TP ) = (14 ) P (2)
— Q@) — e+ [ T
= r(2)Qn(x) — dup1 (1 + 2°)Qu1 (),

Qn+1 (.CE) =

dip(t)

de(t)

de(t)

onde a ultima igualdade segue do Teorema Logo,

Qni1(2) = (& = cny1)Qn () — dpyr (1 + 2%)Qpr ().
Portanto, fica provado a relagao de recorrréncia para @),,. [ ]

Observacao 3.1. Como {d,i1}n>1 € sequéncia encadeada, entdo pelo Teorema
{dns2}n>1 € também sequéncia encadeada e usando a relag¢ao de recorréncia de {Qn}n>o0
podemos mostrar que, para n > 2, o coeficiente do termo de maior grau do polinomio
Qn € M H;:ll(l —1j41), onde {tnt1}n>1 € sequéncia minimal de parametro da sequéncia
encadeada {dp42}n>1.

De fato, de forma andloga ao que foi feito em [20], denotamos por g, o coeficiente

do termo de maior grau do polinomio @Q),,. Note que q1 = My, 92 = M; e ainda,

Qs(z) = (2 —c3)Qa(w) — ds(2® + 1)Qu(x)
= M(z —c3)(x — cg) — dz(a® + 1) M;.

Assz'm, 3 = M1<1 - dg) = Ml(l - Lg).
Suponhamos que o resultado seja valido para

k—1
qk:M1H<1_Lj+1>7 k:2,3,...,n

=1
e vamos mostrar que, para k =n + 1, o resultado também é satisfeito.

Podemos reescrever a relagdo de recorréncia de Q,11, da sequinte maneira

2?41 = Qu() — <1 -7 Qni (2) ) n>2.

(= cppr) (T —cp (= cn)Qn — Cny1)@n()
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Tomando o limite de x — o0 na equagdo acima e observando que qn/qn-1 = (1 — 1),

obtemos

o1 = (1 — 1) lim (1—( @1 (2) )

o0 T = Cny1)@n(7)

Como {tni1}n>1 € a sequéncia minimal de parametros da sequéncia encadeada {dp o }n>1,
temos

0 < lim

T—00

(- e <t

Isto significa que 1,11 # 0 e

. Qn-i—l(x)
l—tpy = 1
T R (= Cnr)Qu()
_ qn+1
In

Como q, = M, H;L;ll(l — 1j41), isto implica em

n

1 = My [ J(1 = t550).

Jj=1

Teorema 3.5. Os polinomios P, e ), satisfazem a sequinte relacdo
Un(7) = Qn(2)Po1(2) — Qu_1(x)Po(z) = (1 + )" 'dods - - - dy M.

Demonstracao: Para mostrar o resultado, basta utilizarmos as relagoes de recorréncia

de P, e Q,, pois

un() = Poa(2)[(# = ) Qi (7) = dn(1 4 2%)Qna(2)]
~Qu-1(2)[(x = ) Paca (2) — dp(1 + 2°) Pyn ()]
= do(1 +2%)[Qu-1(2) Poa(w) — Quaz(2) Por ()]
= dudn1(1+2°)?[Qu2(2) Pa-s() — Qu-3(7) Pa—a(2)]

= (1+2*)" dydn -~ do[Qu(x) Po(x) — Qo() Py ()]
= (14 23" 'dyds---d, M.

Teorema 3.6. Se ., k =1,2,...,n, sao zeros de P,, n > 1, entao eles sao diferentes
dos zeros de ,,. Além disso, os zeros de (), sao simples e entre dois zeros consecutivos

de P, existe um zero de (),.
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Demonstracao: Pelo Teorema temos u,(z) > 0, para todo z. Em particular,

un(In,k) - Qn(xn,k)Pn—1<xn,k) - Qn—l('rn,k)Pn<In,k)
= Qn(xn,k)Pnfl(xn,k)
= (1+a},)" 'dads - dy My > 0.

Logo zyk, k = 1,2,---,n, nao sao zeros de J,,. Sabemos que os zeros de P, e P,_; se
entrelacam, ou seja, se Ty, € Tp_14, K = 1,2,...,nsa0 zeros de P, e P,_; respectivamente,
entao

Tn,1 < Tp—1,1 < Tn,2 <. < Tnn—1 < Tpn-1,n-1 < Tnn-

Foi mostrado também em [20] que o coeficiente de maior grau de P,, n > 1, é positivo,

logo P,—1(xpn) > 0 € como uy,(2n,) = Qn(Tnn)Po1(Tnn) > 0 segue que Qp(x,,,) > 0.
Utilizando a propriedade do entrelacamento dos zeros de P, e P,_; sabe-se que

P, 1(zpn-1) < 0 e novamente como Uy, (Tpn-1) = Qn(Tnn-1)Pn1(Tnn-1) > 0 segue que

Qn(Znn—1) < 0. Pela continuidade de @,, obtém-se

xn,nfl < gn,nfl < xn,na

onde &, ,,—1 ¢ um zero de @),,.
Prosseguindo desta maneira, temos sign(P,_1(z, 1)) = (—1)"* e como u,(z, 1) =
Qu(Tni)Po1(zng) > 0, k =1,2,...,n segue que sign(Qn(z,x)) = (=1)"* e usando a

continuidade de @, (z) mostra-se que
Tn,1 < gn,l < Tn,2 < - < Tnn—1 < gn,n—l < Tnn,

onde &, 1, Kk =1,2,...,n — 1 sao zeros de Q. [ ]
Por fim, enunciamos o resultado onde é dada uma expressao para os pesos da regra

de quadratura de maneira mais simples, sendo uma consequéncia de resultados anteriores.

Teorema 3.7. Os pesos da regra de quadratura associada aos polinomios P, podem ser
obtidos por

W, = (Lt )" oy oMy M, j=12,...,n, (3.6)
N Pylw,(xnvj)Pn—l(xnyj) un(xn,j)HBnun(xn,j>7 o T

onde { M, },>1, € a sequéncia maximal de parametros da sequéncia encadeada {d, 11 }n>1,

Tpj, j = 1,2,...,n, sqo zeros do polinomio P,, u,(x, ;) € o autovetor e B,, € a matriz

dada em (2.11)).
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Demonstracao: Pelo Teorema (3.1}, sabemos que os pesos da férmula de quadratura sao

dados por
do(x). (3.7)

S A" /+°° Po(x)
T T Pwny) S @zt a?)r

Além disso,

(142, )
wng) = [ o dete). 39

Assim, substituindo (3.8]) em ({3.7]) temos
Qn(xn,j )

wnhj = 5.\

 Pi(zny)
Utilizando o Teorema |3.5| seque que

Qn(Tn ;) Pr1(Tn ;)

Wh,j
! P (@) Pae1(@n,5)
B (1 + l’%’j)nildgdg ceed, My
B By (@n3) Pna (0 5)
A dltima igualdade de ({3.6]), pode ser obtida através da relagao ([2.13)). [

Observe que podemos decompor o polinomio P, da seguinte forma,

Po(z) = pn(r — xn,l)($ - xn,Z) (T - xn,?%)?

onde p,, é o coeficiente do termo de maior grau de P, e x4, k = 1,2,...,n, sao 0s zeros
de P,.
Agora, utilizando decomposicao em fracoes parciais, podemos escrever
Q ( ) — . { ,1 + ,2 ...+—, (3.9)
Py (z) po L@ —2n1) (2 —2n2) (T — )

1 {An’l(w —Tp2) o (= Tpy) F o F Apn( — 1) (T — Typ1)
Pn (T —@p1) (T — Tnp)

Qn(z) =An1(z —2p2) ... (T —2pn)+ -+ Apn(@ —2p1) - (2 — Tpp1)
Como
Fi(@) = pal@ —zn2) - (@ = 2nn) + -+ (& = Zna) - (T — o) X
(@ —zj1) (= Zpp) + -+ (=) - (T = T,
temos, para r = Ty,

Qn(xn,k) = An,k(xn,k - xn,l) T (xn,k - xn,kfl)(xn,k - xn,k+1) e (xn,k - mn,n)

1
= _P;L(xmk)Amk'

n
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Logo,
An = pnC?n(xn,k)7
7 P/L(xn,w

Portanto por (3.9) podemos escrever

k=1,2,--,n

Qn ) Z Qn(Tn;)/ P (0 ;) _ i Wn,j

() T — Tpj

O Exemplo a seguir traz explicitamente os nds e pesos da quadratura (3.2)) associ-

ada a um especifico polinémio P,.

Exemplo 3.1. Considere os polinomios que satisfazem a relacao de recorréncia do tipo
Ry,
Poi1(7) = (= o) Po(2) — dpr (22 + )Py _1(2), n>1, (3.10)
com Py(z)=1¢ Pi(z) =2 —c;.
Se o1 =0,n>0ed, 1 =1/4, n> 1, entdao os pesos da quadratura associados
aos polinomios P, sao dados por

P — f— . n.
n,k n+17 ) &y )

De fato, como ¢,,41 =0, n > 0ed,1 = 1/4, n > 1, arelacao de recorréncia (i3.10)
é dado por
1
Poy(z) = 2P, (x) — Z_l(xQ +1)P,4(x), n>1. (3.11)

Utilizando a teoria de equagoes de diferengas, assim como foi feito em [20], podemos

reescrever (|3.11]) como segue,

N\ nt+1 N\ n+1
}%@):i(x2l) —i(x;Z) , n>0.

Podemos encontrar explicitamente os zeros do polinomio P,. Fazendo P,(x) = 0,

fx—1 et [+ et
1 =1
2 2

-\ n+1
(x+© — 1= E=1,2 ... .n

T —1

obtemos

assim,

e consequentemente,

—enH, k=1,2,....n (3.12)
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Utilizando a forma polar de um ntimero complexo e algumas manipulacoes algébricas

encontramos que

2k
sen(—~
$:#;(+21]3W), k?:1,2,7’l,
n+1

Como 2sen(f) = 1 — cos(20) e sen(20) = 2sen(0)cos(f), segue que

ZSen(nk—L)cos(nk—L)

236n2(nk—L)

cos(nk—ﬂ)
sen(nk—fl)

Portando, os zeros de P, podem ser dados explicitamente por

km
. = cot C k=12...n 1
T = CO (n+1) n (3.13)

o - 52 (5 (o5

Observe que,

(n+1)
= 5 n—l(x)
Logo,
PPt = PR ). (319

Vamos agora avaliar o polinomio P,,_; nos zeros de P,

Pn—l(xn,k) = 1 (xn’];_ Z) —1 <—In,l€2+ Z) .

Usando (3.13) e fazendo algumas manipulagoes algébricas, obtemos

(~1)sen( i)

Pn—l(xn,k) - ﬂn+1n.
2n—1 (sen(nLH))
Assim,
sen?(kmn
Pl i(xnp) = — <§+L)r - k=12...,n. (3.15)
4n (sen (n—H))

Utilizando o Teorema e as relagoes (3.14]) e (3.15)), observando ainda que a

sequéncia de parametros maximal da sequéncia encadeada d,.; = 1/4 é a sequéncia
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M, = 1/2, (veja Exemplo podemos determinar os pesos da regra de quadratura deste
exemplo da seguinte maneira
(1 + xi k)n_ldzdg s anl
Wnk = ’
g Py (00) Pt (0 6)
(1+ap,) 1 (1/4)" 1 (1/2)
Pyll(xn,k>Pnfl(mn,k>
_ sen? () 4 cos® () " (seng(nk—ﬂ))n
)y ( Enn

sen?( n+ 1)sen?(

n+1 n+1
sen?(kr
e (n—;l)k;rrn 5 k:1,2,...7n.
(n+ 1)sen (n_-H)
Por fim, basta observar que sen(f—ﬁ) = (—1)’“‘15671(%), k=1,2,...,n, e concluir que
1
k= L k=1,2,...,n
k= +1 "

3.3 Foérmulas de quadratura no circulo unitario

Nesta subsecao apresentamos féormulas de quadradura no circulo unitario baseadas
nos zeros dos polinomios para-ortogonais dados nos Teoremas[2.2]e[2.3]e sua relagao com as
formulas de quadratura associada aos polinomios que satisfazem a relacao de recorréncia
do tipO R] I-

As férmulas de quadratura no circulo unitario foram estudadas primeiramente em
[21]. Como mencionamos na Subsec¢ao|[1.3.1Jo polinémio para-ortogonal moénico W, (u; p, z)
tem zeros =, ;(1;p), 7 = 1,2,...,n, simples e estao no circulo unitario |z|= 1. Em [21] foi

mostrado que a regra de quadratura

[ F ) = 3 8 ) F s ) (3.16)
=1
é valida para F € span{z="T1 z7 2 72 2nm1Y se
1 U (p; p, 2)
Ay (s p) = — / — du(z), k=1,2,...,n. 3.17
i) (15 05 Zn i (15 0)) Jr 2 — ZEnp(pt; p) =) (3.17)

Para o préximo teorema, precisamos do seguinte lema.

(241)7 (—1)2n—2—3 }2"‘2

Lema 3.1. O conjunto de elementos { ot ¢ uma base para

span{z=ntL pTnA2 o pnm2 pnely

J=0
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Demonstragao: Primeiramente vamos mostrar que o conjunto {(z+1)7(z—1)*~279 1212

é uma base para o espago Py, 5. De fato, seja

2n—2
h(z) = Z aj(z+1)(z — 1),
=0
Considere h(z) = 0, para todo 2. Em particular para z = —1, temos h(—1) = ao(—2)*""2,

logo ag = 0. Assim, podemos escrever

2n—2
h(z) = aj(z+1)(z— 1) =0,
j=1
ou seja
2n—2
Za3z+1] Yz—1)"27 =0, z#-1
7j=1
Logo,
. h(z) — j—1 2n—2—j
Jim == = Zagzlgzl(zﬂ) (z—1) =0,

‘7_
isto é, W'(—1) = a;(—2)*271 = 0. Isto implica que a; = 0. Prosseguindo desta maneira,
mostra-se que
h(lil) 2n—2 '
i M) D g lim (z+ 1)z =17 =0, 1=1,2,... 2n-2,

z—-1 z-+1 — z——1
]:

logo, a; = 0, [ =1,2,...,2n — 2, o que implica, A0 (—1) = q(—2)>" %" =0, [ =
1,2,...,2n — 2. Isto mostra que {(z +1)7(z —1)*"7277}3% é um conjunto linearmente
independente e como (2 + 1)/(z — 1)?*~277 sdo polindomio de grau 2n—2, 7 = 0,1,...,2n—

2, segue que {(z + 1)7(z — 1)*"7279}272 ¢ uma base para Py, .

{(z-i-l z—1)?"—2-J 2n 2

— é base para span{z "t 2 pnm2 pnely

Portanto,

|

Antes de expor o préximo teorema, chamamos a atencdao para os sentidos de
integracao das integrais no circulo unitario e na reta real dadas pela transformagao
z = (x+1i)/(x —1i) e sua inversa z = (i(z +1))/(z — 1). Para z € T temos z = €.
Observe que a transformagao inversa x = (i(z +1))/(z — 1) = cot(0/2) que leva pon-
tos do circulo unitario T na reta real (—oo,+00), mostra que quando 6 percorre de 0
a 27 no sentido anti-horario, x decresce. Isto significa que os sentidos de integracao no

circulo unitério e na reta real sdo opostos com a transformacao = = cot(6/2). Assim,
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considerando ¢ uma medida na reta real e ¥ uma medida no circulo unitario, temos

dp(z) = —dv((z +1i)/(x — 1)). Mais especificamente,

R R ) B N ) B N

Teorema 3.8. Seja i1 a medida de probabilidade no circulo unitdrio dada no Teorema

obtida sob a condigao § < 00, e sejam T,y 0s zeros do polinomio P, 2z, 0s zeros
do polinémio para-ortogonal W, (u; —7,, z) dado por (2.17)) e wy, i 0s pesos da formula de
quadratura (3.1). Para F € span{z—"*1 272 .. 272 "1} q férmula de quadratura

n-pontos € exata
/ F(2)dp(z) = As Flzng), (3.18)
T k=1

entao

A+1 whk
Angk = ! = =1 n _12n
k A4i xi£_+>1 <ﬁ0|27k ’ w k>

Tk +1

Znk = :
Tpk — 1

para k=1,2,...,n.

Demonstragao: Como § < oo, entdo pelo Teorema .1} 4(u) = [1|z — 12du(z) < oo, e
consequentemente I(p) = [ z(1 — z)"'du(z) existe.

Pela relagao (2.14), se z,%, k& = 1,2,...,n sdo zeros de P, entao
Zngk = (Tngk +0)/(xnr — 1), k = 1,2,...,n s@o os zeros de R, ou equivalentemente,

os zeros do polinémio ménico para-ortogonal W, (u; —7,, z) em (2.17)).

Ja sabemos por (3.16)) que a férmula de quadratura de n pontos dada por

JECIIORD SPWE O

T k=1

sobre 0s zeros z, = Zpk(p; —7,) de U, (u; —7,, 2) é vélida para
F(z) € span{z"tt 72 2nm2

Pelo Lema 3.1
(Z + 1)7’(2 _ 1)271—2—7"
anl

, r=0,1...,2n—2,

—n+1 —n+2 n—2
9

é base para span{z z yoe, 222" e os coeficientes A, = Ay, k(15 —7,,) devem

ser unicamente determinados por

/ (C + 1)T(< — 1)2n_2_rd,u(<) _ i )\nk (gn,k + 1)T<£n,k B 1)2n—2—r (319)

¢nt 30 ’

parar =0,1,...,2n — 2.
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Por outro lado, pelo Teorema 3.1, considerando F'(x) = w €EPy 9, 0<k<
(1+a2)

2n — 2, temos

+oo l‘k
/_OO (1—!—1’2 Zwﬂj 1—|—£(J )

+oo Py (x
onde Wn,j = (1 + SC ) f—oo (x—xn,j)(PZ(ﬂcn,j) (1+1z2)" d(,D(LC)

Utilizando a transformagao z = (x +14)/(x — i), esuainversax = (i(z + 1))/(z — 1),
temos que (1 + 2?) = —4z/(z — 1)?. Assim
_/z (z + Z (z—1) do <Z,z+ ) :wa (z (2nj + ])C (Zn; — 1) ) (3.20)
r (z-1F (—42)" i-i) = (2ng = DF (—d2n,)"

Observe que, pela Equagao (2.24) com 4 = (¢ + 1)5/4,

4 z 4 1
d —
niz) CEGEESTE

dvy(z) =

) = @059 ().

Como do Teorema [2.1]sabe-se que dy(z) = —dv((z +i)/(z — 7)), simplificando a Equagao
(13.20)), obtemos:

/ D D)™ = En:ww- ((zn,j 1 ey = D ) |

j=1 m.J

Assim,

4 + 1)k(z — 1)k - g+ DF(zn; — 1)k

4 [t HRRPPRIE S (CTR L CTEaa ]

(@405 Jr = -D0-2) 2 =y
equivalentemente,

(2 + 1>k(2 _ 1)2n72 k (Zan + 1)k(zn,j _ 1)2n727k
/]I‘ on—1 Z ﬂ ‘Zn k— Wn,j ZZ’;l :
Assim, comparando a expressao acima com ([3.19)), temos

Zok — 1)?
A = ﬁl(u)wn,k% = A(Wwnplzar — 13, k=1,2,...,n.
—~n,k

Por fim, observando que |z, — 1|*=4/(22 , + 1) e que M; = 1/S, mostra-se também que

A+1 wep

/\n = )
ok M1 xgz,k + 1

k=1,2,...,n.




Capitulo 3. Formulas de quadratura na reta real e no circulo unitario 65

Teorema 3.9. Seja 1 a medida de probabilidade no circulo unitdrio dada no Teorema
obtida sob a condigao S < 0o, e sejam T, , 0s zeros do polinomio P,, z, 0s zeros
do polinémio para-ortogonal WV, 1 (Ve; Tn, 2), 0 < € < 1, dado por (2.26) e wy i 0s pesos da
regra de quadratura . Para todo € tal que 0 < € < 1, se v, € a medida de probabilidade
dada pelo Teorema 2 , entao para F € span{z~", z""t .. 271 2"} € wdlida
a formula de quadratura (n + 1)-pontos

n

/f = [(1 = st + € F(1) + Y (1= e Fznp), (3.21)
k=1
onde z,j = Znjk —H.
Tpk — 1
~ (1 —=My)(1— My)---(1—M,)

S ey TG s poy ey (3.22)

Demonstracao: Por (2.26)) temos W, (vp; Ty, 2) = const(z — 1)R,(2). Observe que 1 é
sempre zero de W, 1(vo; 7, 2) € sem perda de generalidade, vamos denotar este zero por

En—i—l,n-‘,—l(VQ; Tn) =L

Pela relagao (2.14), se z,x, k& = 1,2,...,n sdo zeros de P, entao
Znk = (Tng +0)/(xnr — 1), k = 1,2,...,n s@o os zeros de R,, ou equivalentemente,

os zeros do polinomio moénico para-ortogonal W, 1 (vg; 7, 2) em (2.17)).

Sabemos por (3.16) que a férmula de quadratura

/]: 0 —>\n+1n+1f Z/\nﬂk]:(znk)

k=1
baseada nos zeros Z,415(V0; Tn) = Znk, Sntint1(Vo; ™) = 1 de Wy (vp; T, 2) € vélida

para toda F em span{z~", 27" ... 2771 2"} Pelo Lema , temos que

(z+1)7(z — 1)2

, r=0,1...,2n,
n ,—n+1

é base para span{z"", z oo, 2" 2") e os coeficientes A, y1x = A1k (vo; T) devem

ser unicamente determinados por

z+1)2 Znk + 1
/gd 0(2 )—2 )\n+1n+1 + Z)\nJrlk(k—)
T

Zn B k=1 an
(§]
1) _12n—r n N . 1y . _12n—r
/ (Z + ) (Zn ) dl/Q(Z) — Z)\n+17k (Z ,k + ) (i ,k? ) (323)
T & k=1 “nk

parar =0,1,...,2n — 1.
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Pelo Teorema , considerando F(x) = (1(;?;)2';:’" € Py,_1,0<r <2n-—1, eusando

a relagao dy(x) = —dv((x +1)/(x — 7)), como no Teorema [2.1} temos

/OO (1+7 ank 1+:c T (3.24)

Usando = = (i(z2+1))/(z — 1), que transforma o circulo unitario T na reta real

(—00, +00), obtemos que (1 + x?) = —4z/(z — 1)%. Assim, fazendo as substituigoes em

B21) segue que

() =D I (@) a4 1 (e = D
LT ) = < )

simplificando obtemos,

/ )= D™ oy = Xn:wn,k <(z""“ * DT(i”"“ - 1)2M> . (3.25)

ZTL

parar =0,1,...,2n — 1.
Comparando (3.23)) e ([3.25]), obtemos que /):nﬂ,k =wnk, k=1,2,...n, ou scja,

/ f 0 - )\nJrl n+1 -F Z Wn,k Jr Zn+1 k) (326)

para F € span{z™", 27"t .. znmlan
Para obter a expressao explicita para \,+1,41 vemos que, por (3.17),

~

)\n—i—l,n—‘rl = An+1,n+1 (VQ; Tn)

1 U1 (vo; T, 2)
= — d .
W1 (105 Ty 1) /11‘ z—1 "o(?)

Observando novamente (2.26)), temos W, 1 (vg; T, 2) = const(z — 1)R,(2) e
Ul 1 (V5 Tn, 1) = constR,(1). Logo

~ 1
)\n+1,n+1 = m/ERn<2) dVQ(Z). (327)

Usando (2.14) encontramos

R,(1) = lim R, (x“> _ i 2@

T—00 T — 1 T—00 (q: — z)”

Entao, utilizando o coeficiente do termo de maior grau do polinémio P,, dado em ([2.4])

obtemos

Ro(1) =2"(1—=6)(1—06y)...(1—0,). (3.28)
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29 P)(z)

Novamente, usando a relagdo R;(z) = eEn
b x—1)J

j=12...,onde z = (x+1)/(x —1),
segue que
o 20 Pi(x)
[ RGane) = [ S
[T Py(a)(x i)
= 2 J ——d
/. @1y P
[T A Bi(x) T gja(2) Py(x)
- 9j JAT) J A ) =1,2,...
[ EE e [0 )| e,
onde ¢;—1 ¢ um polinomio de grau j — 1. Pelo Teorema 2.1}
[T 2T Py(x)
. _ 9 )
[ R = 2 [ I
= Y0 -M)1—=My)-(1-M), j=12,....

Portanto,
/ Ro(2)din(z) = 2°(1 — My)(1 — M,_y)--- (1 — My). (3.29)
Assim, substituind;F e em , obtemos
~ (1 —=M)(1—My)--- (1= M,)

Antintl = =)0 =0)—(1=0,) (3.30)

Isto mostra o resultado para regra de quadratura associada a medida .

Por fim, o resultado para regra de quadratura associada a v, segue combinando
e para obter .

[ |

As férmulas de quadratura no circulo unitario dadas nos Teoremas e Sa0
casos especiais de férmulas de quadratura no circulo unitario, pois no caso da férmula
de quadratura n-pontos o polinémio para-ortogonal envolvido é W, (u; —7,,2) =
const; X R,(z) . Similarmente, no caso da regra de quadratura (n + 1)-pontos
o polinémio para-ortogonal envolvido ¢ W, 11(v; 7, 2) = consta X (z — 1)R,(z). Uma
importante vantagem é que R, satisfaz uma relacao de recorréncia de trés termos ([2.15)),
podendo ser facilmente obtido. Além disso, os polinémios R, tem total relagdo com os
polinomios P,, , dados na reta real pela relacao de recorréncia .

No trabalho com férmulas de quadratura é importante conhecer os seus nés e pesos.
O Capitulo (4] é dedicado & determinagao dos nds e pesos das férmulas de quadradura
apresentadas neste capitulo.

Para finalizar este capitulo vamos apresentamos um exemplo sobre férmula de

quadratura utilizando os nés e pesos dados no Exemplo [3.1]
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Exemplo 3.2. Consideramos o Exemplo . Pelo Exemplo sabemos que {d,11}n>1 €
uma sequéncia encadeada positiva com sequéncia minimal {ly, 1 }n>0 € mazimal { M1 }n>0

de parametros dadas por

Observe que

ou podemos também verificar facilmente da Observacao (2.1) que

Logo, a medida de probabilidade ;1 associada aos coeficientes de Verblunsky dados por

(2.5)) é tal que A(p) = [|z — 1|72du(2) existe e seu valor é dado por
1 1

De ([2.5), podemos ver que

1
T,.=1 e an_lzan_l(u):—n+1, n > 1. (3.31)

E conhecido (ver, [6, Teorema 8]) que a medida de probabilidade associada aos coeficientes

de Verblunsky (3.31]) é tal que

du(z) = ﬁ%dz

E, assim, o valor de 4(u) é confirmado, pois

/T|z_ 12du(z) = L/quz_ 1|—2wdz
1 1

4 22

1
= — [ —dz=-.
A Jp 2

Além disto, de ([2.24)) observamos que a medida de probabilidade 1 é a medida de Lebesgue

dada por duy(z) = 5=1dz, ¢ assim,

dgp(@:_d%(xﬂ) 1

: — T

“\r—i ma?+1

Vimos no Exemplo que wy, = 1/(n+ 1). Logo, de (3.2),
1 [t 1

- /(@)

™

1 n
dr = fxar), (3.32)
2 E : ,
2+ 1 n+1 —



Capitulo 3. Formulas de quadratura na reta real e no circulo unitario 69

que é valida quando (% + 1)"f(x) € Py, _1.
Por (3.13) os zeros de P, sdo dados por x,x = cot(kn/(n+1)), k=1,2,...,ne
assim,
1
sin? (k7 /(n+ 1))

+1 L —n+2 2 _n-1
nb AR 2R 2 segue

v+ 1=

Finalmente, do Teorema , para F € span{z~

que

/T]:(z)d,u(z) = S f(z)—(l_z)(z_l)dz

A

2
k=1 xn,k + 1

1 = sin? (k7/(n + 1))
2 n+1

onde 2z, = (Xpp +1)/(Tpr — 1), k=1,2,...,n.

Além disso, por (2.19),

/¢ )dv(z) = 5 /qﬁ dz+e¢>()

Também podemos verificar de (3.22)) que

3 (=M1 = My)---(1—-M,) 1
n+ln+l = (1—0)(1—ty)---(1—¢y) S n+1

Assim, do Teorema , para F € span{z~", 27" .. 2"l 2"} segue que

n

/f _[(1—e Jlrl—i—e]}"(l)%—Z(l—e)

n
k=1

.F(ka).

n+1

Com € = 0 esta regra de quadratura é conhecida como regra de quadratura Gauss-

Lebesgue no circulo unitario, ou seja,

i_ .F(z)ldz: ! ]—"(1)+Z ! F(2nk),

21 Jp z n+1 :1n—|—1

valida para F € span{z™", 27"t ... 271 2"} Por (3.12), que fornece a expressao

explicita para z,x, segue que

1 1 1 n+1
F Zdz = F i2k7/(n+1) 3.33
omi Jy” 2 n+1; (€ ) (3.33)

valida para F € span{z~", z7 "1 .. 2n7l 2n)



Capitulo 4

Localizacao e determinacao dos zeros

de P,

Neste capitulo apresentamos alguns resultados sobre a localizacao e determinacao
dos zeros dos polindmios que satisfazem uma relagao do tipo R e os respectivos pesos
dados em , que sao necessarios na utilizacao das férmulas de quadratura apresentadas
no Capitulo |3 Como vimos, através da relagao e dos Teoremas e podemos
determinar os zeros dos polinomios para-ortogonais W, (u; —7,, 2) € ¥, 11 (vo; T, 2) respec-
tivamente, usando os zeros de P,. Enquanto os métodos tradicionais utilizam aritimética
complexa para encontrar os nés e pesos das formulas de quadratura no circulo unitario,
veja por exemplo [, 2 B 10, B5], apresentamos aqui dois métodos que necessitam ape-
nas aritmética real. Nao desenvolvemos um novo método, porém, utilizamos métodos
conhecidos para encontrar os zeros de P, e os respectivos pesos de forma inédita.

Os resultados descritos a partir da Se¢ao [4.3| encontram-se reunidos no artigo sub-

metido [5].

4.1 Limitantes para os zeros dos polinomios F,

Os proximos dois teoremas tratam de limitantes para os zeros de P, utilizando
o conceito de sequéncias encadeadas. Nao sao resultados inéditos, pois em [25] foram

estudados os limitantes dos zeros da sequéncia de fungoes {W),, },,>0 definidas por

Witi(z) = (v — cpaV1I — 2)W, (2) — dpiWioa (), n >0,
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com W_q(z) = 0 e Wy(xz) =1 e onde {¢,},>1 é uma sequéncia real e {d,+1}n>1 é uma

sequéencia encadeada positiva. As func¢oes W,, satisfazem
Wp(z) = 27" ™2 R (), n>0,

onde z = cos(#/2) = (¢?/2 + ¢7/2) /2 e o polindomio R, satisfaz a relacdo de recorréncia
dada por (2.15). A transformacido z = cos(f/2) é conhecida como transformagao de
Delsarte e Genin, veja por exemplo [38]. Observe que, por , podemos relacionar os
polinomios W, e P,, utilizando a transformacao

u

xr =cos(f/2) = ——,
O ==

onde u = cot(6/2).
Assim, de maneira andloga ao que foi feito em [25], obtivemos as demonstragoes

dos préximos dois teoremas.

Teorema 4.1. Sejam P, os polinomios dados pela relagio de recorréncia (2.3), {c.}2_,
uma sequéncia de niimeros reais e {d,1})—}' uma sequéncia encadeada positiva. Entdo
para N > 2, todos os zeros de P,, 1 < n < N, pertencem ao intervalo (A, B) C (—00, +00)

se, e somente se,
(1> 1€ (A, B>7

(ii) {dpi1(2)}V € uma sequéncia encadeada positiva para © = A e x = B, onde
dny1(z22+1)
dpyr(z) = —H .
(@ — cn)( — Cnta)

Demonstragao: Sabemos em [20] que os zeros de Py sao reais, distintos e que o coe-

ficiente do termo de maior grau ¢ positivo. Sejam zy; < on2 < - < Ty n-1 < TNN
zeros do polindmio Py. Suponha que zy,; € (A, B), i = 1,2,..., N. Assim P,(B) > 0
n =1,2,...,N. Em particular, P;(B) = B — ¢; > 0, segue que B > ¢;. Disto também
segue de que Pi(A) = A —¢; <0, pois ¢; é zero de P; e assim ¢; € (A, B).

Note que, usando a relagao de recorréncia (2.3) com x = B, temos

P,.1(B) 9 P, 4(B)
B—cpi1=——"+4+d,1(B°+1)——= >0, =12,...,N—1.
o = "pgy T (BT "
Logo B > ¢pi1,n=1,2,..., N — 1. Por outro lado, usando o fato de que os zeros de P, e

P, 11 sao entrelagados (ver [20]) é possivel observar que (—1)"P,(A) > 0,n=0,1,2,...,N
e, novamente, usando (2.3)) com = = A, obtemos

Poii(A) P1(A)

P (A) + dpy1 (A% 4+ 1) P (A)

A—cpg = <0, n=12,...,N—1.
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Logo A < ¢pyq, n=1,2,...,N — 1. Isto mostra que ¢,,41 € (A,B),n=1,2,...,N — 1.
Mais uma vez pela relagao de recorréncia ([2.3)) segue que

dpsr(z?+1) Py(x) B P () . i
@—a&x—%ﬂ)_QFWQ&AW)O ), 1,2,...,N—1.

PnJrl(B)

Como P,(B) >0,n=1,2,...,N e fazendo m, 1 =1 — (B—c)E,(B)

, observa-

mos que m; =0 e 0 < m,y; < 1. Podemos escrever também

dny1(B?+1)
(B = ¢ca)(B = cnt1)

| B dn 1<B2 + 1) N-1
Assim, {dn+1(B) - (B _zn)(B — Cn-l—l)}

Similarmente vemos que

dni1(A? +1) Lu(A) (1_ Loy (4)
(A

(A=c)(A=co1) (A= ca)Pasi(A) — Cor1) Pa(A)

=(1—my)mpy1, n=12,....,N—1.

é uma sequeéncia encadeada.

n=1

) n=1,2...,N—1.

Pn—l—l(A)
(A = cn)Pa(A)
dor1(A® +1) }Nl
(A—c)(A=cnt1) ),y
Reciprocamente, suponha que (i) e (ii) valem. Se {d,,1(B)}"=' é sequéncia enca-

Pn+1<B)
(B = cn)Fu(B)

Fazendo m, 1 =1 — , podemos observar que 0 < m,.1 < 1 e m; = 0.

¢ uma sequéncia encadeada.

Portanto, {dn+1 (A) =

deada, cujo o parametro minimal é m, ;1 =1 — é tal que 0 < my 41 < 1,

segue que
P, (B .

0< (B—::)(Pn)(B) <1, n = 1,2,...,N — 1. Por hipétese, temos ¢; € (A, B) e por

(B +1) P (B)

> 0, segue que B — ¢y > 0 e, como 0 < < 1, implica

(B - Cl)(B - 02) (B - CQ)Pl(B)
que Po(B) > 0. Assim, pela propriedade do entrelagamento P;(B) > 0 e Py(B) > 0. Isto

mostra que B > xg .
Suponhamos valido que B > xx_1 y_1, isto implica que P,,(B) > 0,n =1,2,..., N—

leB—-c¢, >0n=12,...,N — 1. Vamos provar que vale também para N. Como
dy(B% +1) Py (B)

(B —cen—1)(B —cn) (B = cn-1)Pn-1(B)
que Py(B) > 0, e pela propriedade do entrelagamento, B > xx x.

> 0,entao0 B—Cy > 0e, de 0<

< 1, segue

Portando, B é maior que todo os zeros de Py(x).

Por outro lado, como {d,1(A)})=}! é sequéncia encadeada cujo o parametro mi-

nimal é m,;; =1 — Fria(4) tal que 0 < m,11 < 1, segue 0 < Frin(4) <1
i (A—c,)P,(4) * 1 LS 508 (A—c)P,(A) =

dy(A%? +1
n=12...,N—1lecomoc € (A, B), resulta que A—cy < 0, pois 2(A°+1) >0e

(A—c1)(A—c)
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Py(A)
(A= c2)P1(A)
que A < z3;.

de 0 <

< 1, implica que P,(A) > 0 e pelo entrelagamento dos zeros temos

Suponhamos valido que A > zy 1, isto implica que (—1)"P,(A) > 0,n=1,2,...,N—
dy(A% +1)
(A — CNfl)(A — CN)

< 1, segue que (—1)V 1Py (A) <

leA—c, <0,n=1,2,..., N—1. Vamos provar que vale para N. Como

(=D)N'Py(A4)
(A= en-1) (=N Py-1(A)
0, logo (—1)V Py (A) > 0 e, pela propriedade do entrelagamento, A < zy ;.

0,entao A—Cy < 0ede0 <

Portanto, todos os zeros de Py estdo em (A, B) se as propriedades (i) e (ii) forem
satisfeitas.

[

O Teorema fornece condigoes necessarias e suficientes para que o conjuntos dos

zeros de Py seja limitado, porém na pratica nao se conhece A e B. O Teorema {4.2 é

importante, pois fornece uma forma pratica de obter um limitante para todos os zeros do

polinémio Py.

Teorema 4.2. Seja N > 2 e sejam {d, 1} e {c/i\nﬂ}fy:_ll sequéncias encadeadas posi-

tivas e {c, }\_, uma sequéncia de mimeros reais.

(i) Sedni1 < dpsr, n=1,2,....N —1, entio os zeros de Py estdo em (Ay, By), onde
An = 1Snm£ijrvl_l{yl,n+1}> By = 1§Inn§aisf(—1{y2’n+l} (4.1)

€ Yint1 € Y2nt1 SGO zeros da equagao quadrdtica

d, dy,
hn+1(y) =|1-= = y2 - (Cn-‘rl + Cn)y + CpCpi1 — = +1 =0.
dn+1 n+1

(i) Se dpy1 = gnﬂ, n=12...,N—1, entao os zeros de Py estao em (An,+0o0) se
(¢ + Cny1) > 0 € 0s zeros de Py estao em (—oo, By) se (¢ + ¢py1) < 0.

dn—i—l (y2 + ]')

(Y — )y = cnt1)
sequéncia encadeada, entdo pelo teste de comparagao (ver Teoremal[l.8)) temos que {d,,11(y)}

Demonstragao: Considere d,,1(y) = < dpyr. Como {d, Y7 6
é sequeéncia encadeada.

(i) Se dyiq < c/l\nﬂ e de dn1(y) < c?nﬂ temos

-~

yz(dnﬂ - dn+1> - y(anrl + Cn>dn+1 + cnCng1dps1 — dpyr >0,

ou seja,

dp, d,
hnia(y) = 3/2 -2 — Y(Cng1 4 Cn) + CpCny1 — = + > 0.
dn+1 n+1
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Considerando a equagao quadrética h,i1(y) = 0 observamos que o coeficiente

dominante do polindomio quadratico h,, 1 é positivo. Observe que o discriminante de h,, 1

¢ dado por 5n+1(Qn+1) = (Cn + Cn+1)2 - 4(1 - Qn+1)(CnCn+1 - Qn+1)a onde gn41 = 3:11

Assim 6,,41(¢n11) € uma equagao quadratica com coeficiente dominante negativo e ainda,
0ns1(0) = (cn — ng1)? € 8uq1(1) = (cn + Cny1)?, isto mostra que 8,11(gns1) > 0 para
0<qni1<1l,n=1,2,...,N —1 e garante que h,,,1 possui dois zeros reais.

Como o coeficiente dominante de h,; é positivo entdao h,1(y) > 0 quando y <
Yin+1 OUY = Y241

Assim, {d,11 (AN} e {dni1 (By)}Y ! sdo sequéncias encadeadas positivas.

Observe que

i (1+ 2
(y2,n+1 - Cn)(cn - yl,n+1) - M

1 = Gns
e
2
_ Qn—i-l(]- + Cn—H)
(yz,n+1 - Cn+1)(0n+1 - yl,n+1) = .
1= gns
Como Y2 +1 > Y1n+1, Segue, paran =1,2,..., N — 1, que
Yl < Cp € Yntrl < Cnid,s
Yont1 > Cn e Yon+1 = Cntls
pois, caso contrario, terfamos um absurdo. Logo Ay < ¢, < By, n=1,2,...,N.

Portanto, isto satisfaz as condigoes (i) e (ii) do Teorema [4.1] e segue que os zeros
de Pyn(x) estao em (Ayn, By). O que mostra o item (i).

(ii) Suponha d,, 11 = c/l\n“. De d,11(y) < c/l\nﬂ obtemos

Y4+ 1< (y—co)(y — cngr),

ou seja,
hn+1(y) = _y(cn + Cn—l—l) + CnCn4+1 — 1 Z 0. (42)
Temos dois casos:
CnCni+1 — 1
e Se, cy+cyp1 > 0temos que hyp(y) > 0sey < ———— = Y141, n=1,2,...,N—
Cp, + CnJrl

1, logo {d, 41 (An) IV é sequéncia encadeada e por convencao s, 41 = +00. Temos,
ainda,

CnCnt1 — 1
Y+l —Cn = — Cp
Cn + Cn+1

1 2
— TS g =12 N-1
Cp + Cn+1
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Isto significa que Ay < ¢, < +o00, n =1,2,..., N — 1. Portanto, pelo Teorema [4.1]

os zeros de Py estao em (Ay, +00).

1—c,c
e Sec,+c¢yp1 < 0temos, de (4.2), que hy,41(y) > 0 quando y > (+”+1) = Yonst,
—(Cn Cn+1
n=12,...,N—1, logo {d.s1(By)}\7}' é sequéncia encadeada e novamente por
convencao yi ,+1 = —oo. Como,
y — e o 1- CnCn+1 e
2,n+1 n _(Cn + Cn+1) n
1+ c?
S T >0, n=1,2,...,N—1.
Cn, + Cn+1
Isto quer dizer que —oo < ¢, < By, n = 1,2,..., N — 1. Portanto, pelo Teorema

[1.1) 0s zeros de Py estao em (—oo, By).
]

Uma desvantagem do resultado do Teorema ¢ o célculo de Ay e By em (4.1)),
ele exige a resolugao de N — 1 equagdes do tipo h;(y) =0, 7 =2,3,..., N.

Nos préximos resultados desta secao, que sao inéditos, obtemos um limitante para
os zeros Py resolvendo somente a tltima equacdo hx(y) = 0, impondo algumas condigoes

adicionais.

Lema 4.1. Consideremos N > 2. Sejam {c,})_, uma sequéncia de mimeros reais,
{gnit Y7 uma sequéncia real tal que 0 < qnyq < 1, n = 1,2,...,N — 1, € hyy1(y) =

2 ~
(1 - Qn-i-l)y - (Cn + Cn-‘rl)y + CnCnt1 — qn+1, entao
Cn, Cn+1 € (yl,n—‘rlvyZ,n—i—l)a n = 17 27 s 7N - 17
onde Yin+1 € Y2,n+1 840 0 menor e o maior zeros de hn+1, respectz’vamente.

Demonstragao: Lembramos da demonstragdo do Teorema [£.2] que o coeficiente do
termo de maior grau do polinomio h,,; é positivo, entao a pardbola tem concavidade

voltada para cima e ainda, podemos reescrever

P1(y) = =Gt (L4+4°) + (y — o) (Y — Cas1)-

Logo hp11(y) < 0 para y € (¢pi1,6n) Ou Yy € (CpyCpy1). Como hgl hpi1(y) = 400 e
y——+00

lim h,4q(y) = 400, entdo ¢, chr1 € (Y1041, Y2nt1), n=12,...,N—1. [
Y——00

Teorema 4.3. Consideremos N > 2. Sejam {c,}\_, uma sequéncia de mimeros reais

estritamente decrescente, {qn+1}fj:_11 uma sequéncia real estritamente crescente tal que
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0<gu1<1L,n=12....,.N=1¢€eh,1(y) = (1 — Gni1)y* — (Cn + Cat1)¥Y + CnCri1 — Gns1,

entao Y1y = MmMin Yy i1, onde Y1 € 0 menor zero de hyq.
’ 1<n<N-177 ’

Demonstracao: Pelo Lema CnyCnt1 € (Yint1,Y2ms1), n = 1,2,...,N — 1. Pri-
meiramente observe que podemos escrever h,1(y) = gnt1(y) — fur1(y), onde fr1(y) =
Gni1(1+ %) € guni1(y) = (y — ) (y — cny1). Note, também, que h,,11(y) = 0 se, e somente
$€, Gni1(y) = far1(y). Como {gn41 7' é uma sequéncia crescente, segue que a sequéncia
{for1 3N é crescente, ou seja, fui1(y) < fara(y) e, ainda, como {c,}Y_, é decrescente,

entao c,i0 < ¢y, isto é, —c, 19 > —c,, assim,
(y - Cn-‘r?) > (y - Cn)a para y < Cpy1.

Portanto, (y — ¢11) < 01ogo (y — ng2) (Y — cny1) < (Y — ¢ny1)(y — ¢). Isto implica que

Gnt2(Y) < gnr1(y) para y < cpir1.

Queremos mostrar que ¥i 42 < Yint1. Suponhamos por absurdo que yi,41 <

Yin+2-
® Se Y1 nt2 = Yint1, €0ta0
Int1(Yint1) > Gnr2(Yint1) = far2Wint1) > for1(Yine)-
O que é um absurdo, pois ¥ ,,+1 € zero de hy,.

® Se Yint1 < Yint2, Observe que fy,i2(y) > 0 para todo y < yinie € assim hnyo(y) =

gn+2(Y) = Sar2(y) > 0. Logo gni2(y) > fuia(y) para y < yinya. Disto segue

Ini1(W1nt1) > Gnr2(Yine1) > fara(Wini) > fari(Wing1).
O que ¢ um absurdo pois Y1 41 € zero de hy,4q.

Portanto y1ni2 < Y1,n41- n

Similarmente como no Teorema acima, temos o seguinte resultado.

Teorema 4.4. Considere N > 2. Sejam {c,})_, uma sequéncia de niimeros reais es-
tritamente crescente e {qni1 )0 wma sequéncia real estritamente decrescente tal que
0< n+1 < 1a n = ]-7 27 ) N-1le hn+1<y) = (]- - Qn—i—l)yz - (Cn + Cn-i—l)y + CnCpi1 — Gn+1

entao Yo N = maK[( Yont1, onde Ys i1 € 0 maior zero de hyyq.
b 1Sn§ _1 b b

A prova deste resultado é andloga & do teorema [4.3
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4.2 Sequéncia de Sturm

Exibimos agora um resultado que determina o niimero de zeros que um polinomio
possui em um intervalo (a,b) C (—o00, +00) e que serd posteriomente 1til para o método
de determinacgao dos zeros do polinémio P,. Antes disso, precisamos da seguinte defini¢ao,

que pode ser encontrada em [20, p. 336] e [29, p. 145].

Defini¢ao 4.1. Seja {fo, f1,- -, fm-1, fm} uma sequéncia de func¢ées reais, com f,, di-
ferencidvel em [a,b]. Tal sequéncia é definida como sequéncia de Sturm se cumprir as

sequintes condigoes no intervalo fechado [a,b)] :
(i) As fungoes f; sao continuas para i =0,1,... m.
(ii) fo(z) # 0 para todo x € [a,b].
(iii) Duas funcoes sucessivas nao possuem zero em comum, ou seja, se & € [a,b] € um zero
para uma fungao fi,i=1,2,...,m —1, entao f;_1(§) #0 e fir1(&§) # 0.
(iv) Se & € [a,b] € um zero de f; e 1 <i<m—1, entdo f;_1(§)fix1(€) <O.

(v) Se& € [a,b] é um zero de fn,, entio f| (§)fm-1(£) > 0.

Observagao 4.1. Observemos que a sequéncia { P, })_, satisfaz as condigdes acima, logo

N 4 S o
{P.},—y € uma sequéncia de Sturm.

Para c € R, {fo(c), fi(c), -+, fm—1(c), fm(c)} é uma sequéncia numérica. Se, nesta
sequéncia, substituirmos os termos positivos e negativos pelos seus respectivos sinais,
obtemos uma sequéncia de sinais (desconsiderando os possiveis valores nulos). O nimero
de variagoes de sinais nesta sequéncia é chamado de ntimero de variacoes de sinais na

sequéncia de Sturm e é denotado por V(c).

Teorema 4.5. (Sturm) Seja {fo, f1,.- ., fm-1, fm} uma sequéncia de Sturm em [a, b] tal
que fn(a) # 0 e f,(b) # 0. Entdo, o nimero de zeros reais distintos de f,, no intervalo

[a,b] é dado por V' (a) — V(b).

4.3 Determinacao dos zeros dos polinémios F,

Estamos interessados em determinar os zeros de P,. Comentamos anteriormente
que os zeros de P, podem ser encontrados como solucao do problema de autovalor ge-

neralizado (2.11). Um dos métodos conhecido na literatura para resolver esse tipo de
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problema é o método QZ (ver [14]). Porém, esse método nao utiliza as vantagens das
matrizes serem tridiagonais, o método transforma as matrizes tridiagonais em matrizes
“cheias”. Por esta razao, optamos por trabalhar com a relagao de recorréncia do tipo Ry
para encontrar os zeros de P,, utilizando dois métodos conhecidos, método de Laguerre,
[23, B6] e o método da poténcia inversa com deslocamento, [14], 36], descritos na Secao
L4

Os nés da formula de quadratura dada no Teorema [3.1] sao também zeros de P,.

Utilizamos sem perda de generalidade a ordenacao decrescente para zeros de P,, ou seja,

Togotl < Tng, k=1,2,...,n—1

4.3.1 Método de Laguerre aplicado ao problema de autovalor

generalizado

Como vimos na Subsecao , o método de Laguerre (ML) consiste em determinar
zeros de um polinomio. Em [23] este método foi utilizado para determinar autovalores
de uma matriz tridiagonal simétrica, onde utilizou-se avaliagoes numérica do polinomio
caracteristico e de suas primeira e segunda derivadas, que podem ser obtidas da relacao
de recorréncia satisfeita por esses polinomios. Aqui as matrizes envolvidas do problema

de autovalor generalizado nao sao reais. Lembrando que

n>1, (4.3)

Anun = xBnuTw

onde u, € R", A,, e B,, sao matrizes hermitianas tridiagonais, respectivamente dadas por

E o polindmio caracteristico

é real, que é obtido pela relagdo de recorréncia do tipo Ry, (2.3)).

P,(x) = det[zB,, — A,)]

. ivd 0 0 0 1 Vdy 0 0 0
—iVdy e idy 0 0 Vdy 1 Vs 0 0
0  —ivds ¢ 0 0 0 Vdy 1 0 0
0 0 0 Cor i/d, 0 0 0 1,
0 0 0 —id, ¢, 0 0 0 Vd, 1
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Lembrando que o método de Laguerre é dado da seguinte maneira.

Seja yy pertencente ao intervalo (z, k41, Zn k). Entdo, o processo iterativo

Yj+1 = L+(yj)

—y; + : nb,(y;) ’
=Py (y;) + sign(Pa(y;))/[(n = D P (y)]2 = n(n — 1) Pu(y;) Py (y;)
para j = 0,1,..., converge para , ;. Do mesmo modo, o processo iterativo
Yir1 = L_(y;)
=yt . nPn(yj) 7
—P(y;) — sign(Pa(y;)y/I(n — D P, (y;)]? — n(n — 1) Pa(y;) Py (y;)
para 7 = 0,1,..., converge para Ty j+1-

Os valores de P,(y;), P.(y;) e P)(y;) podem ser avaliados pela relacao de re-

corréncia ([2.3)).
Para evitarmos alguns problemas de underflow ou overflow, iremos considerar as

seguintes modificacoes

B () () By ()
Xom(w) = (@ + D)mi2’ m(®) = (@2 + 1)m-172 © Zm() = (22 + 1)m=2/2’ (4.4)
para m = 1,2,...,n. A relacdo de recorréncia de X,,, ;1 pode ser obtida multiplicando a

relacdo de recorréncia (2.3) por (224 1)~ (m+1/2,

A relacao de recorréncia para P/ é dada por
Pr1(@) = (2 — co1) Py (@) + Po(2) — i1 (2° + 1) Py, (2) = 2dimi12 P (2),  (4.5)

com Pj(z) = 0 e Pj(x) = 1. Multiplicando (4.5) por (z% + 1)~™/2 obtemos a relagio de
recorréncia de Y, y1.

A relagao de recorréncia da derivada de segunda ordem de P,, e dada por

Pra(@) = (2= cme)Pp() = dmsa(2® + )Py (2)

+2P! () — 4dyy12P), () — 2dpy1 Proq (), (4.6)

com PJ(z) =0 e P/'(z) = 0. Multiplicando (4.6 por (z? + 1)~(m=Y/2 obtemos a relagio

de recorréncia de Z,, 1.
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Portanto, as relagoes de recorréncia de X,,,11, Yint1 € Zpmy1 sa0

T — Cp
Xerl(x) = —HXm<x) - derle,l(I’),

2 +1
T — Cmy1 2xdy, 11
Vi1 (#) = —==—=Yu(2) = dpn1Yi-1(2) + X (2) — —=Xn-1(2),
2+ 1 2+ 1 (4.7)
T — Cm
Zir () = xz—:llzm(g;) — dypi1 Zm1 ()
4xd,,
+ 2V, (2) — xQ—;lYm_l(a:) — 21 X1 (),

param=1,2,...n— 1.

Utilizando as fungoes (4.4]), os processos iterativos de Laguerre tornam-se

nXo () [u7 + 1 s

~You(y;) + sign(Xo(ye)v/[(n — D)Yo(y)]2 — nln — 1) X (y;) Zn(y;)

para j = 0,1,..., que converge para z, se yo ¢ escolhido entre x, y+1 € T ; €

nXo () /u2 + 1 "

~Ya(y;) — sign(Xa(ye))v/[(n = DYa(y)2 = nln — 1) X (y;) Zalys)

para j = 0,1,..., que converge para z, se yo ¢ escolhido entre x, i € T p—1.

Yi+1 = Y; +

Yi+1 = Y; +

Observagao 4.2. A sequéncia {X,,}" _, € uma sequéncia de Sturm, pois { P,}"_, € uma

sequéncia de Sturm.

Pelo método de Laguerre podemos aproximar todos os zeros de P,. O processo

para isto é dado pelo seguinte:

e Utilizando a sequéncia de Sturm, determinamos o ntimero de zeros positivos e o
numero de zeros negativos de P,. Isto é feito escolhendo ¢ = 0 e observando o

nimero de variagoes de sinais da sequéncia {F,,(0)}” _,, ou, equivalentemente, da

n

a sequéncia {X,,(0) Observe que como os coeficientes dos termos de maior

m=0"
grau de P,,, m = 0,1,...,n sdo positivos, entdo para ¢; > x,1, V(c1) = 0, pois
{Po(c1), Pi(c1),. .., Py(c1)} é uma sequéncia com todos os valores positivos. Assim,

V(0) é o nimero de zeros positivos de P, e n — V' (0) é o nimero de zeros negativos.

e Utilizando (4.8)), aproximamos os zeros positivos de forma crescente. Similarmente,

por (4.9)), aproximamos os zeros negativos de forma decrescente.
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E importante a escolha do valor inicial yy, para cada intervalo (z,, k41, Tnk), para
uma eficiente convergéncia dos algoritmos dados por (4.8]) e (4.9). Considerando o caso
(4.8), o caso (4.9) é analogo. Tendo determinado dois ou mais zeros proximos a origem e

conhecidos @y, k41, Tn k+2 Para determinar o préximo zero, x, x, usamos o valor inicial
Yo = Tn g1 + (Tng+1 — Tnpt2)d, tal que 6 > 0. (4.10)

E importante uma boa escolha para o parametro § de modo que y, fique entre x, ;1 €
Tk, € que esteja mais préximo de x,, , do que x, x+1. Caso uma escolha para § ultrapasse
o valor z,,j, o que pode ser constatado pelo Teorema de Sturm (Teorema , assumimos
um novo valor para 1y, reduzindo o valor de 4.

Em geral, observamos que a distancia entre dois zeros consecutivos longe da origem
é maior que entre dois zeros consecutivos proximo da origem. Assim, na maioria dos
exemplos consideramos ¢ = 1.

Analogamente, para determinar os zeros negativos, x, j, utilizamos o valor inicial
em ([4.9) como

Yo = Tnh—1 — (Tnp—2 — Tnp—1)0, >0 (4.11)

usando a mesma ideia.
Depois de encontrado o valor aproximado do zero x,j, a correspondente apro-

ximagao para o peso wy, k, pode ser obtida usando (3.6, ou seja,
(1 + $%7k)n_1d2d3 s anl

wn = ) k = 17 27 7n7
* Py (@np) P (1)
ou, equivalentemente, usando (4.4)),
dods - - - d, M
Wnp = L k=1,2,... n (4.12)

Y, ("En,k)Xn—l (xn,k) ’
Os valores de Y,,(x %) € X,—1(z,) encontrados no método de Laguerre, sdo utilizados
em (4.12)) no final do estagio da convergencia de x,, k.

Para encontrar o valor de M;, podemos ver por, (2.7, que

T (24 )Pz T
1= = [T g 1) [ et

Usando a transformagao z = (x 4+ 4)/(z — i) e sua inversa z = i(z + 1)/(z — 1), temos

(22 +1) = —42/(z — 1)%. Assim

M=y [ wm=—+%+né£lﬁmma

o X241
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onde 1 definida sobre o circulo unitario é tal que dyy((z+1)/(x —i)) = —dp(x). Se forem
conhecidos os coeficientes de Verblunsky, (1), associados a medida de probabilidade

vy, entao, do Teorema

M, = —i(chrl) Mzdyo(z) —2/T dyo(z)Jr/T%dyg(z)]

Por (|1.4)), sabemos que
1
/zdl/o(z) = / dvy(z), ze€T.
T a T ?

Assim, podemos simplificar a expressao de M;

M, = —2(c%+1)Re[/Tzdz/g(z)—1}
_ —%(c%H)Re [/T(z—ao(yo)+040(V0))d1/0(z)—1 |

Como ¢1(v; 2) = z — ap(vp) pertence a sequéncia de polindmios ortogonais no circulo

unitario {¢, },>o com relagdo a medida de probabilidade vy, segue que

My =~ + 1) Re(@ng) ~ 1)
_ %(c%+1)Re(1—a0(l/o)). (4.13)

Por fim, do Teorema [2.3], temos

Im(a(vo)
" Re(1 — ap(v

e substituindo (4.14)) em (4.13)) obtemos

~ 1(Re(l = ag(w)))? + (Im(1 — ag(1n)))®
Myo= 5 Re(1 — ag(1p))
1 11— an()|”

2 Re (1 —ag(r))

o — ) ~ Im(1 - ap(1p))

7~ Re(l = ao(n) (4.14)

E conhecido que o método de Laguerre tem taxa de convergencia cibica quando
os zeros sao simples; [36], o que é uma grande vantagem. Talvez uma desvantagem do
método seria avaliacoes de raiz quadrada. Para contornar essa desvantagem, fazemos
o uso do método da poténcia inversa com deslocamento juntamente com o método de

Laguerre.
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4.3.2 Método da poténcia inversa com deslocamento aplicado

ao prolema de autovalor generalizado

O método da poténcia inversa com deslocamento (MPID) discutido brevemente
no Capitulo [I precisamente na Subsecao [[.4.5 é utilizado para determinar autovalores
e autovetores de uma matriz sob as condicoes impostas pelo Teorema Utilizamos
este método para determinar os autovalores e correspondentes autovetores do problema
generalizado , ou seja, os zeros do polinomio P,. Como comentamos no Capitulo
este método determina o autovalor mais préximo ao deslocamento p.

Lembramos que é A,u, = rB,u,, multiplicando por um parametro p e

somando e subtraindo pB,u,,, obtemos
(A, — pB,)u, = (z — p)B,u,.
Sabemos que a matriz B,, é definida positiva, entao

B (A, —pB,)u, = (v — p)u,.

n

Assim, o método da poteéncia inversa com deslocamento pode ser construido como

._un[.]] u,,[j] i=0.1....
6[ ] =TV H J P
u,, [7]" wn 1]
u[j + 1] = ] waljl,
onde 7[j] sdo as constantes de normalizagao. Aqui, vale lembrar que o vetor u,[0] é

escolhido arbitrariamente. Se p é escolhido préximo suficiente de z,,j, mas nao igual,

entdo pelas consideragoes vistas em (|1.21)), {e[j]},;>0, converge para x,; — p. De (2.12)), o

autovetores sao dados por

u, = un(xn,k) = [un,O(xn,k)a un,l(zn,k)a cee aun,n—l(zn,k)]Ta

onde a coordenada uy, o(, k) = Po(x, k) = 1. Vamos considerar

W, [5] = [unoli]s tnalils - - tnnr [F])7

tal que u,[j] = 1. Para o vetor

Wn[]] = [wn,O[j]a wn,l[j]7 s 7wnm—1[j]]T
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escolhemos a constante de normalizacao y[j] = 1/wy[j]. Como mencionamos no Capitulo

[} a sequéncia {u,[j]};>0 converge para o vetor u,. Vimos de (1.24), que

Cowgl] 1
‘ll'Il 1 I
10 Up, p []] Ink — D

r=0,1,...,n— 1. Em particular para » = 0, temos

. 1 . .
Tng —p = lim vl lim ~[7].

Jj—o0 wmo j—00

Portanto, a sequéncia {y[j]};>0 converge para x, ; — p.
Para determinar o valor de w,,[j], usamos o método LU. Observe que a matriz A,
e os vetores u,(z, ) sdo complexos, e se poderia esperar utilizar aritmética complexa.

Mas, pelas faceis estruturas da matriz A,,, e B,, podemos operar somente com aritmética

real.
Considere A,, — pB,, = L,,U,,, onde
i 1 0 0 -+ 0 O— —tn,o tho 0 - 0 0 ]
lho 1.0 -+ 0 O 0 tw1 tp1 - 0 0
0 Iy 1 0 0 0 0 tue 0 0
L, = , U, = ,
0O 0 0 1 0 0 0 0 Tn—2 Tnn—2
0O 0 0 lnn—o 1 0O 0 0 0 thpa
onde

sao tais que os elementos [,, ,, € t,, ,,, sa0 complexos e os elementos t,, ,,, sao reais. Podemos

afirmar o seguinte.

Teorema 4.6. Os elementos das matrizes L,, e U, satisfazem

Py,
tn,m:_+—1(m7 m=0,1,...,n—1,
Po(p)
7(?1,27? =D dm+27 7(12}” =V dm+2a
t(l) t(2) m = Ovla 7n_2
l(l) _ Inm l(g) _ Inm
n,m tn,m, n,m tn,m,
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Demonstragao: Comparando os elementos de L, U, = A, — pB,,, podemos verificar

que tho = €1 — P,

7271 =P dm+27 t'gl%zn =V dm+27
l7(111)n = —PV m+2/tn ms l7(12,7)n =~V dm+2/tn,m7

tn,m-{—l =Cm+2 — P — (p2 + 1)dm+2/tn,m7

para m = 0,1,...,n — 2. Pela, relacdo de recorréncia (2.3) verifica-se que —t,,, =

Pry1(p)/Pn(p), m > 0.

Definimos

U,[j] = Boun[j], Lovalj] = W] e Unw,[j] = va[i],

onde
ILJJ]=[US%U]4—iUS%U],US1U1+—iU§iUL'--7 w51+ il )
1, [j] = [Ay 1] + i aglil, A b+, - a1 [) + it 1 [)]
vali] = [l ] + i 0@ vl + oAl - vl ] + e L)
wilj] = [wiigli] + i wig i), wan [] +dwi [ wion -y [ + w17

Entao encontramos
~(1 1 . ~(2 2 2.
Al = ulali] + Ve w1, Al = ulali] + Via w1,
~(1 . 1 . 1 . 1 .
U g] = Vw1 1]+ widali] + /a4 [5],

~ . . 2 . 2 .

U] = Vmrr teh, 1]+ uSom[7] + v/ Domga ulh i1 1],

~(1 . 1 . 1 . ~

) ) = V) L+ ulh ] a2 ) = Va2 ]

m=1,2,...,n—2,

vl =ahl, vGl = anll,
v”m[j] —U [j] nm lvnm 1[]]+l£12m lvnm—l[j]’

somlg] = o] — 180, ol ] = 1 0]

7(7,17)1 1[]] _Unn 1[.]]/tnn 1 7(122 1[]] _Unn 1[]]/tnn 1
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1 . 1
wimlj] = (5[] — timw 1 1] + o 1))/t s
m=n-—2,n—o9,...,0U.

wion[f] = (Winlj] — tomw 1 ] — w1 1) /s

Finalmente, u' [j+1]_1 ul [j+1]—Oe

Re(v[j]) = (wih /(Wi [i)? + L)),

uff,zn[jﬂ]=<wé%%[j1w£%é[j1+wff,%@[j]wé?%[j])/((w%[j])? + (w3 5])?),

o [j + 1] = (Wi [l [] — with 7w )/ ((w )2 + (w2,
param=1,2,...,n—1.

Como os autovalores sdo reais e distintos, do Teorema [3.7], temos

M,y
lim Re(v[j]) = zpi — e lim —— =w,.
A ReOUD == e i o

A convergéncia deste método é linear, diferentemente do método de Laguerre que
tem convergéncia cibica. Assim, quanto mais proximo o valor de p ao zero x, ) mais
rapida sera a convergéncia. No entanto, p nao pode ser muito préximo de i, pois neste

caso o sistema linear cuja matriz é A,, — pB,, torna-se mal condicionado.

4.4 Exemplo numérico

Os exemplos numéricos que apresentamos aqui, foram obtidos utilizando-se lingua-

gem de programacao Python e considerando precisao dupla.

Exemplo 4.1. Consideramos a avaliagao numérica dos nos e pesos das formulas de
quadratura dadas no Capitulo @ com a sequéncia real {c,},>1 € a sequéncia encadeada

{dns1}n>1, tais que ¢, =0, n>1 ed,1 =1/4, n > 1.

Vimos pelo Exemplo , que a medida de probabilidade 1y, associada ao par de
sequéncia {c,}n>1 € {dni1}tn>1 deste exemplo, é a medida de Lebesgue. Temos
1 +o0
do(z) = D e /oo dp(z) = 1.
Este ¢ um exemplo interessante, pois os nds x, ; € 0s pesos wy, , sao dados explicita-
mente no Exemplo e assim podemos fazer a comparacao com as aproximacoes obtidas

pelos métodos numeéricos.
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Apresentamos, na Tabela avaliagoes numéricas de 15 nés da férmula de qua-
dratura do Teorema [3.1] ou seja, os zeros de P55, utilizando o método de Laguerre, com
precisao 10719 ou seja, |y; — y;-1|< 1071%. Neste caso os zeros sao simétricos com relagao
a origem, por isso os resultados apresentados na Tabela [4.1] sdo apenas os zeros positivos.
Sabemos ainda que x5 = 0, entao o primeiro zero positivo é z157. Assim, a aproximacao
inicial que utilizamos foi yy = 0.1. Para determinar os demais zeros, x15%, k = 6,5,4,...,1

a aproximagao inicial foi a equagao (4.10)), com § = 1, ou seja,

Yo = Tnpt1 + (Tngs1 — Tngs2), k=06,5,...,1. (4.15)

Yo Ji Yj zeros com 14 c.d.
Ti5,7 0.10000 5 0.1989123673 0.19891236737966
T15,6 0.39782 3 0.4142135623 0.41421356237310
T155 0.62951 4 0.6681786379 0.66817863791930
T15.4 0.92214 4 1.0000000000 1.00000000000000
Ti53 1.33182 4 1.4966057626 1.49660576266549
T15.2 1.99321 4 2.4142135623 2.41421356237309
T151 3.33182 5 5.0273394921 5.02733949212585

Tabela 4.1: Zeros positivos usando o ML para o Exemplo [4.1}, com n = 15, onde j é o

nimero de iteracoes para a precisao 10719,

Na coluna 4 da Tabela estao os valores aproximados dos zeros obtidos pelo
método de Laguerre, que podem ser comparados com os valores exatos com 14 casas
decimais na coluna 5.

A Tabela traz resultados sobre aproximagoes ainda para o Exemplo [.1], mas
utilizando a combinagao de MLL com MPID. Primeiramente utilizamos o ML para aproxi-
mar um zero x,; com precisao de 1072 e consideramos o valor p sendo esta aproximagao
para utilizar no MPID. Usamos a notacao ML-MPID, quando nos referirmos a esta com-
binagao dos dois métodos. As aproximagoes iniciais, 1o, para o ML sao como em (4.15)).

No caso da aproximagao inicial para MPID, tomamos u,[0] = (1,0,...,0)7.
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Yk zeros com 14 c.d
0.1989123673 0.19891236737966
0.4142135623 0.41421356237310
0.6681786379 0.66817863791930
1.0000000000 1.00000000000000
1.4966057626 1.49660576266549
2.4142135623 2.41421356237309
5.0273394921 5.02733949212585

Yo
T15,7 0.10000
T15.6 0.39782
Ti55 0.62951
T15,4 0.92214
T15,3 1.33182
T152 1.99321
T151 3.33182

e~ w w [\ [\ [\ W | .
— w — w w w w o

Tabela 4.2: Zeros positivos usando ML-MPID para o Exemplo com n = 15, onde j

é o numero de iteracoes de ML com precisao 1072 e k£ é o ntimero de iteracoes de MPID

com precisao de 10719 e u,[0] = (1,0,...,0)T.

Para o mesmo exemplo, se utilizarmos o vetor inicial no MPID da forma wu,[0] =

(L, up1(p), - -, Unn-1(p)), onde

Ui (p) = (=1)"Pi(p) k=12 ... n—1, (4.16)

(0= D ITm Vi

podemos ver algumas melhorias na convergéncia de MPID.

Yk zeros com 14 c.d.
0.1989123674 0.19891236737966
0.4142135624 0.41421356237310
0.6681786379 0.66817863791930
1.0000000000 1.00000000000000
1.4966057627 1.49660576266549
24142135624 2.41421356237309
5.0273394921 5.02733949212585

Yo
T15,7 0.10000
T156 0.39782
T15,5 0.62951
154 0.92214
T15,3 1.33182
T152 1.99321
T15,1 3.33182

=~ w w [\ [\ DO W | .
_— = =W NN =N

Tabela 4.3: Zeros positivos usando ML-MPID para o Exemplo com n = 15, onde j
¢ o numero de iteracoes de ML com precisao 1072 e k£ é o ntimero de iteracoes de MPID

com precisao de 1071° e u,[0] dado em (4.16)).

Exemplo 4.2. Consideramos os nds e os pesos da regra de quadratura dada pelo Teorema
onde o polinémio envolvido satisfaz a relagao de recorréncia (2.3)), com

I nn+2X+1)
- > 1
4dn+Nn+r+1) =

()
Cpn = Cp" = —n7 dn—i—l = dn+1 =
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eneReA>—-1/2.

Os polinomios {P,},>0 = {P,(lb)}nzo sao conhecidos como Polinémios de
Romanovski-Routh, veja por exemplo, [24]. Eles satisfazem a ortogonalidade dada por
, com
e Im(b) QB+ (f 4 1)[2 (earccotz)2m(b)

2w L(b+b+1) (224 1)Re(®)+1

do(x) = dp® (z) = dx, (4.17)

onde b = A+in. As medidas de probabilidade no circulo unitario obtidas como no Teorema

2.1l sao

i ; b+b 2 )
dl/g(eze) = dy(b)(eze) — %e(n#) Im(b) [SZTL2(9/2)]Re(b)d97

dp(e®) = dv+D ().
Neste caso, podemos escrever de formas equivalentes, como foi feito em [27]
dug(z) = dv® (2) = 7(b)z=CTD (2 = 12RO gz ¢ du(z) = dv®D(2), (4.18)
onde

b+ 1)) emm®

= : 4.19
omil(b+ b+ 1) (—1)Re®) (4.19)

T(b) =

As sequéncias {€n+1}n>0 e{M, +1}n>0 minimal e maximal de parametros, respectivamente,

da sequéncia encadeada {d,n +1}n21 sao tais que

oA+ 1
o " VO e > 0.
T oA+l T oA+ T

Para a medida vy = v®), se considerarmos a férmula de quadratura no circulo unitério

n + 1)-pontos (3.9)), temos para F € span{z=",z "t ... "7 2
(n+1)-p (-9, p p : s 2T 2

[ FE @) =30 F O + S F ). (420
k=1

(b

onde an (Tng +1)/(Tpr —1) €

~ (1= M1 =My (1= M)

Ao = 4.21
+1,n+1 (1- Egb))(l B Eéb)> (1 fﬁf)) ( )

Como
1 —Mk . n
1—0, n+22+1

entao (4.21)) torna-se

/X(b) _ n!
n+1n+1 (2)\ + 2)n )
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onde (2A +2), = 2A+2)(2A +3) -+ (2A + n + 1). Denotamos aqui por xglb)k os zeros de
PP e wﬁ% 0s nos e pesos da regra de quadratura dada pelo Teorema com ¢ = @b
dado por (4.17)).

Nas Tabelas e sao apresentadas as aproximagoes para os nés e pesos deste
exemplo. Na Tabela [£.4) é usado o ML e na Tabela usamos ML-MPID. Em ambas as
tabelas consideramos n = 8 e b = 2.5 4+ i2.0 e pelo Teorema de Sturm (Teorema foi
constado 3 zeros negativos e 5 positivos. Para ambas as tabelas a aproximagao inicial em
ML para determinar o zero positivo x, 5 € 0 zero negativo z,, ¢ foi yo = 0.0, para z, 4, foi
yo = 0.3 e para x, 7 utilizamos yo = —0.2 (tais escolhas foram intuitivas e asseguradas

pelo Teorema de Sturm que nenhum zero foi “perdido”). Nas aproximagoes iniciais para

os demais zeros utilizamos (4.10) e (4.11]), com § = 1. O vetor inicial, utilizado no MPID,
foi u,[0] = (1, up1(p), -, Unn-1(p)), onde u, x(p) é como em (4.16].

k o J T Wy

8 —0.71588 4 —0.860951902 0.001435559
7 —0.20000 4 —0.395455713 0.013120781
6 0.00000 4 —0.075029910 0.057779655
) 0.00000 6 0.211994598 0.155038062
4 0.30000 3 0.519849212 0.268406695
3 0.82770 4 0.909786866 0.291154810
2 1.29972 4 1.509028782 0.173690345
1 2.10827 4 2.752206638 0.039041093

Tabela 4.4: Nos e pesos com n =8 e b= 2.5+ 2.0, onde y, é a aproximacao inicial para

os respectivos zeros e j é o nimero de iteracdes de ML com precisao 1071,
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(b)

(b)

k Yo J r Ty Ws k

8 —0.71588 2 3 —0.860951902 0.001435559
7 —0.20000 3 1 —0.395455713 0.013120781
6 0.00000 2 3 —0.075029910 0.057779655
5) 0.00000 4 2 0.211994598 0.155038062
4 0.30000 1 3 0.519849212 0.268406695
3 0.82770 2 3 0.909786866 0.291154810
2 1.29972 3 1 1.509028782 0.173690345
1 2.10827 3 1 2.752206638 0.039041093

Tabela 4.5: Nés e pesos com n =8 e b = 2.5+ 42.0, onde gy, é a aproximacao inicial para
os respectivos zeros utilizando ML-MPID, onde j é o nimero de iteracoes de ML com
precisdo 1072 e 7 é o ntimero de iteragoes de MPID com precisao de 1070 e u,[0] como

em (4.16)).

Embora o MPID seja um método interessante e simples, podemos comparar o
nimero de iteragoes obtidas com a mesma precisao nas tabelas que utiliza o ML com os
das tabelas que utiliza o ML-MPID. Nao se observa vantagens significativas em utilizar
ML-MPID em termos da convergéncia sobre o ML. Por isso, nas proximas aproximagoes
faremos somente o uso do Método de Laguerre.

Na Tabela é mostrada as aproximacoes para os nos e pesos deste exemplo
usando somente o ML para n = 15 e b = 2.5 + ¢2.0. Pelo Teorema de Sturm ¢é garantido
que Pr(bb) possui 9 zeros positivos e 6 zeros negativos. A aproximacao inicial no ML para
determinar o zero positivo x, g e 0 zero negativo x,, 10 foi yo = 0.0, para z,, 5, foi yo = 0.15 €
para x, 11 utilizamos yy = —0.15 (novamente, tais escolhas foram intuitivas e asseguradas

pelo Teorema de Sturm que nenhum zero foi “perdido”). Nas aproximagoes iniciais para

os demais zeros utilizamos (4.10) e (4.11), com § = 1.
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(0)

(b)

k Yo J T15.k W15k

15 —1.41686 4 —1.672044257 0.000036057
14 —0.96894 4 —1.066959532 0.000311365
13 —0.67016 4 —0.717060414 0.001519919
12 —0.44218 4 —0.465177200 0.005341485
11 —0.15000 4 —0.260191665 0.014845009
10 0.00000 5 —0.078205917 0.034128298
9 0.00000 ) 0.095146340 0.066361078
8 0.15000 4 0.270925228 0.110088169
7 0.44670 3 0.460151608 0.155554797
6 0.64938 4 0.676720369 0.185015149
) 0.89329 4 0.941766842 0.180719442
4 1.20681 4 1.292753697 0.138672540
3 1.64374 4 1.807020312 0.077127555
2 2.32129 4 2.679413438 0.026491638
1 3.55181 4 4.607169720 0.003769069

Tabela 4.6: Nos e pesos com n = 15 e b = 2.5+4142.0, onde yq é a aproximagcao inicial para

o respectivo zero e j é o ntimero de iteracoes do ML com precisao 10710,

k Yo J xébl)c wélfz)c

8 —0.71475 4 —0.866362671 0.001409047
7 —0.20000 4 —0.385089950 0.011285827
6 0.00000 4 —0.055426036 0.047818577
) 0.00000 6 0.242186897 0.131133033
4 0.30000 3 0.567035907 0.243675010
3 0.89188 4 0.990130503 0.296947815
2 1.41323 4 1.668212121 0.208595193
1 2.34629 4 3.172646563 0.058358497

Tabela 4.7: No6s e pesos n = 8 e b = 2.0 4+ 42.0, onde yy é a aproximacao inicial para o

respectivo zero e j é o ntimero de iteracoes do ML com precisao 107,

De maneira andloga nas Tabelas [4.7] e [4.§ obtemos as aproximagoes para os nds e
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)

pesos com n = 8, n = 15 e b = 2.0 + 12.0. Pelo Teorema de Sturm Pg(b possui b zeros

)

" . b , .. .
positivos e 3 zeros negativos e Pl(5 possui 9 zeros positivos e 6 zeros negativos.

i : (t) (®)

Yo J L5k Wis k
15 —1.43682 4 —1.709139557 0.000047582
14 —0.97423 4 —1.076874551 0.000329605
13 —0.66851 4 —0.716927042 0.001407835
12 —0.43632 4 —0.459623282 0.004551300
11 —0.15000 4 —0.250739572 0.012058883
10 0.00000 4 —0.065156395 0.027196733
9 0.00000 ) 0.112221377 0.053180697
8 0.15000 4 0.293142015 0.090767684
7 0.47406 3 0.489563410 0.134906482
6 0.68598 4 0.716961300 0.172611607
) 0.94436 4 0.999518459 0.185747261
4 1.28208 4 1.381314327 0.161215301
3 1.76311 4 1.956293085 0.104560922
2 2.53127 4 2.970861856 0.043473255
1 3.98543 4 5.358584571 0.007880354

Tabela 4.8: N6s e pesos paran = 15 e b = 2.041¢2.0, onde y, é a aproximagao inicial para

o respectivo zero e j é o niimero de iteracoes do ML com precisao 107,

Os resultados encontrados nestas tabelas sao usados na Subsecao para apro-

ximar os valores de algumas integrais.

4.4.1 Aplicacoes das formulas de quadratura

Apresentamos agora algumas aplicacoes das férmulas de quadratura, utilizando os

valores dados na secao anterior. Nas aproximagoes apresentadas aqui, também utilizamos

a linguagem de programagao Python. Para comparacao obtivemos valores exatos das

integrais, com 13 digitos significativos utilizando o software Maple.

Exemplo 4.3. Considere a integral I = fj;o(xQ + 1)*86*"’32da:.



Capitulo 4. Localizacao e determinacao dos zeros de P, 94

Neste caso vamos considerar a férmula de quadratura do Exemplo 4.1, onde os
pesos sao wyr = 1/(n+ 1).

O valor exato desta integral para 13 digitos significativos é 0.6133229495946.

Consideramos também a férmula de quadratura de Hermite, que para a apro-
ximagao de [ é dada por

- 1
GH, = ;wn’k%——l—m'

Os noés e pesos da formula de quadratura de Hermite, sao muito bem conhecidos e
encontram-se tabelados em [22]. E razoavel esperar que G H,, convirja rapidamente para
I, mas os resultados obtidos nas colunas 4 e 5 da Tabela nao sao satisfatorios.

A férmula de quadratura do Teorema [3.1] pode também ser considerada fazendo a

seguinte adequacao

+oo 2 1 +oo 2
I= / m(x? + 1) e mdw = / m(x? + 1) e " dp(x)

—00 oo

com dp(x) = mdx e, entao, utilizamos a soma

n

m 2
[n — 2 1 -7 —T5
n + 1 kil:(mn,k + ) e

para estimar o valor da integral /. Os valores de z, sao dados no Exemplo e 08
resultados encontrados para a aproximacao de I sao dados na coluna 2, da Tabela e
na coluna 3 podemos encontrar o erro apresentado na aproximagao.

Observe que (z241)"f(x) = 7(224+1)" e~ ¢ Py,_y, porém a soma da quadratura

I,, converge rapidamente para I.

n I, 11— 1] GH, I — GH,|
6 0.61228678065306  1.0e —03  0.36007906855948  2.5¢ — 01
10 0.61332311526782  1.6e —07  0.50344321854055  1.0e — 01
12 0.61332296550298  1.5¢ —08  0.53991060640781  7.3¢ — 02
15 0.61332294881837  7.7e — 10  0.65430343845086  4.0¢ — 02

Tabela 4.9: Aplicacao das féormulas de quadratura de Gauss-Hemite e das féormulas de

quadratura (3.2)) consideradas no Exemplo |4.3]

Exemplo 4.4. Considere as integrais [ g1(2)dz e [ g2(2)dz, onde

72.0+12.0(Z__1)5
4—z

—2.54i2.0 (2 — 1>5

1 ¢ g2(2) = sin(z) z

g1(z) = sin(z) z
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Os valores exatos com 14 casas decimais das integrais acima sao dados por

Sy = / 91(2)dz ~ (3.52677323641868 -+ i 2.86020606590488) x 102
T

Sy = / g2(2)dz =~ (0.33606707423377 + i 2.80064202619193) x 1072,
T

Agora, consideramos as avaliagoes numéricas das integrais acima com o uso da

férmula de quadratura (n + 1)-pontos (3.21]). Veja que

1 A
S1 /Trgl<2)dz 7(2.5 1 12.0) /T-Fl(z) dv (2)

1 |
52 /TgQ(Z)dZ 7(2.5 + i2.0) /TB(Z) dv (2),

onde v(2529) ¢ 7(2.5 4 i2.0) sdo como em (4.18) e ([#.19), respectivamente, e

219 sin(z)

4— 2z

zsin(z)

Filz) = 4—z

€ ]:2(Z> =

Assim, podemos estimar as integrais [ Fi(z) dv*+20(2) e [ Fo(z) dv*+20)(2), usando

os nos e pesos obtidos nas Tabelas [4.4] e Obtemos, pelo software Maple, o valor exato

com 14 casas decimais de

7(2.5 + i2.0) & —2.26887229599887.

Os resultados obtidos com a férmula de quadratura (8+1)-pontos e (15+1)-pontos, dados

por (4.20)), estao nas Tabelas eld. 11}

(n+1) aproximacao para S; erro absoluto

(841) 3.52677470437557¢ — 02 + i2.86021897172897¢ — 02 1.3e — 07
(15+1) 3.52677323654955¢ — 02 + 2.86020606599670e — 02 1.6e — 12

Tabela 4.10: Aplicagao das férmulas de quadratura (n + 1)-pontos

—7(2‘5}&2.0) Jp Fi(2) dy(25+20) ()

(n+1) aproximagao para So erro absoluto

(8+1) 3.36088971644750e — 03 + i2.80129450967408e — 02 6.5¢ — 06
(15+1) 3.36059488687229¢ — 03 + 12.80065722184178¢ — 02 1.7e = 07

Tabela 4.11: Aplicacdo das férmulas de quadratura (n + 1)-pontos

7(2.5—1|-i2.0) fT Fa(2) d’/(z'5+i2'0)(2)-

em

e1m
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Observamos que resultados obtidos para S; nao sao muito satisfatérios. Acredita-

mos que isto é devido & componente z/? em F,. Podemos contornar este caso considerando

1 . .
- — (2.0+42.0)
Sy /ng(Z)dZ 201 20) /TB(Z) dv (2),

onde
zsin(z)
4—z
Assim, podemos estimar o valor da integral m Jr Fa(z) dv@0+i20) () dado na Ta-

bela [£.12], usando os nds e pesos obtidos nas Tabelas [£.7] e 1.8, A convergéncia é muito

Falz) = (z—1)

Interessante.

(n+1) aproximagao para So erro absoluto
(8+1) 3.36106005666877¢ — 03 4 i2.80065917218239%¢ — 02 4.3e — 07
(15+1) 3.36067074166006e — 03 + 72.80064202570487¢ — 02 4.9e — 12

Tabela 4.12: Aplicacdo das férmulas de quadratura (n + 1)-pontos em

T(Z.O—li-i2.0) fT ]:—2(2) dV(Z'OHZ'O)(Z)-



Consideracoes Finais

Como mencionamos, as férmulas de quadratura no circulo unitario foram primeiro
estudadas em [21]. No Capitulo , apresentamos as féormulas de quadratura associadas
aos polinomios que satisfazem uma relacao do tipo Ry, e fizemos o estudo dos polinomios
associados, @),, que foram importantes para a determinacao de forma facil, dos pesos,
Wn i, dados no Teorema Os resultados dos Teoremas e foram essénciais para
obter as férmulas especiais de quadratura no circulo unitario. Sao casos especiais de
formulas de quadraturas no circulo unitario, pois as féormulas de quadratura n—pontos,

(3.18)), estao associadas aos polinémios para-ortogonal
U, (1; —Tn, 2) = consty X Ry(z), n>1

e no caso das férmulas de quadratura (n+ 1)-pontos, (3.21)), os polinomios para-ortogonal
associados sao

U1 (Ve; Ty 2) = consty X (z — 1)R,(2), n > 1.

Para o célculo aproximado de integrais utilizando férmulas de quadratura é necessario
conhecer seus nos e seus pesos explicitamente. No caso da quadratura associada aos
polinomios P,, os nds sao os zeros deste polinomio e com uma simples transformagao
z = (z+1)/(x — 1) obtemos os zeros dos polinomios R,,, que sao os nés das férmulas de
quadratura no circulo unitario. No caso da férmula de quadratura n-pontos , 0s
pesos sao facilmente obtidos, devido a sua simples relacao com os pesos wy ;. J& para a
férmula de quadratura (n 4 1)-pontos nao ha necessidade do calculo dos pesos, se
forem conhecidos wy, ;, pois eles sao os mesmos a menos de um peso.

Para determinacao dos nés e pesos destas formulas de quadraturas, adaptamos
métodos numéricos, tais como, o método de Laguerre(ML) e o método da poténcia in-
versa com deslocamento(MPID) para encontrar os zeros de P,. Utilizando apenas o ML é

possivel determinar todos os nés de (3.2]) com a precisao pedida e com taxa de convergéncia
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cubica, pois os zeros sao simples, mas uma desvantagem do método é a necessidade de
avaliagoes de raizes quadradas. Assim, pela simplicidade do método da poténcia inversa
com deslocamento e por sua elegancia também adaptamos uma forma de encontrar z,, ; e
Wy ;. B também, fizemos uma combinagao de ML e MPID.

Comparando o numero de iteracoes dos resultados obtidos utilizando o ML com os
resultados obtidos com ML-MPID, nao foi observado vantagens significativas em termo
da convergeéncia sobre o método ML.

H&4 muito para investigar ainda sobre os polindomios que satisfazem uma relacao
de recorréncia do tipo R;;. Por exemplo, defini-los a partir de momentos e determinantes
tipo Hankel, como no caso dos polindmios ortogonais na reta.

Outra questao interessante sobre os polinomios P, : é possivel construir medidas
na reta real a partir dos zeros do polinomio P,, andlogo ao que é feito para polinémios
ortogonais na reta real? Isto requer determinar

lim @n ()
n—00 Pn(q:) '

Uma ultima questao: no Exemplo temos wy, ; = 1/(n + 1), e por (3.33) consi-
derando F(z) = 1, obtemos

n
. ) n
lim E Wy = lim =1
n—oo 4 : n—oo N, + 1
i

No Exemplo [£.2] pode-se observar este fato novamente, pois pela férmula de quadratura

(4.20]) considerando F(z) = 1, temos

: ) _
Jan D vy =1L
j=1

()

onde w,, ;

= Wy, ;. Isto nos leva a perguntar, se no caso geral, ¢ possivel afirmar que o limite
da soma dos pesos wy ; ¢ igual um quando n — co. Este resultado também ¢é equivalente
a mostrar que /):n-l—l,n—‘rl em (3.30]) satisfaz lim,, . /):n+17n+1 =0.

Esses sao alguns dos questionamentos que foram levantados e que ficaram para

estudos futuros.
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