A
AvAvAY  UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA

AV
u nesp W 4ULIO DE MESQUITA FILHO”

Céampus de Sao José do Rio Preto

Pedro Henrique Rocha Melo

Um estudo sobre a equacéo do calor semilinear
generalizada em espagos de Marcinkiewicz

Sao José do Rio Preto
2022






Pedro Henrique Rocha Melo

Um estudo sobre a equacao do calor semilinear
generalizada em espagos de Marcinkiewicz

Dissertacdo apresentada como parte dos
requisitos para obtencao do titulo de Mestre
em Matematica, junto ao Programa de Pés-
Graduacdao em Matematica, do Instituto de
Biociéncias, Letras e Ciéncias Exatas da
Universidade Estadual Paulista “Julio de
Mesquita Filho”, Campus de Sao José do
Rio Preto.

Orientadora: Profa. Dra. Juliana Conceicao
Precioso Pereira

Financiadora: CAPES

Sao José do Rio Preto
2022



Melo, Pedro Henrique Rocha
M528e Um estudo sobre a equagao do calor semilinear generalizada em espacos de
Marcinkiewicz / Pedro Henrique Rocha Melo. -- Séo José do Rio Preto, 2022

114 p. :il.

Dissertacdo (mestrado) - Universidade Estadual Paulista (Unesp), Instituto
de Biociéncias Letras e Ciéncias Exatas, Sdo José do Rio Preto

Orientadora: Juliana Conceicédo Precioso Pereira

1. Equacéo do calor semilinear generalizada. 2. Boa-colocacdo. 3. Solugdes
auto-similares. 4. Comportamento assintético. 5. Espagos de Lorentz. I.
Titulo.

Sistema de geragao automatica de fichas catalogréaficas da Unesp. Biblioteca do Instituto de Biociéncias
Letras e Ciéncias Exatas, S8o José do Rio Preto. Dados fornecidos pelo autor(a).

Essa ficha ndo pode ser modificada.




Pedro Henrique Rocha Melo

Um estudo sobre a equacao do calor semilinear
generalizada em espacos de Marcinkiewicz

Dissertacdo apresentada como parte dos
requisitos para obtencao do titulo de Mestre
em Matematica, junto ao Programa de Pés-
Graduagdo em Matematica, do Instituto de
Biociéncias, Letras e Ciéncias Exatas da
Universidade Estadual Paulista “Julio de
Mesquita Filho”, Campus de Sao José do
Rio Preto.

Financiadora: CAPES

Comissao Examinadora

Profa. Dra. Juliana Conceicao Precioso Pereira
Orientadora

Prof. Dr. Lucas Catao de Freitas Ferreira
IMECC - Unicamp

Profa. Dra. Andréa Cristina Prokopczyk Arita
IBILCE - UNESP

Sao José do Rio Preto
24 de Fevereiro de 2022






A minha familia e aos meus amigos,

dedico.






AGRADECIMENTOS

Agradeco a todos que, direta ou indiretamente, contribuiram com a minha jornada
até aqui. Agradeco também:

A minha familia, que sempre se fez presente com seu apoio e incentivo incondi-
cional, em especial a minha mae Maria, mulher de fibra e garra, & quem dedico néo
somente este trabalho, mas também todo o0 meu amor e ao meu pai Joao, por se fa-
zer presente mesmo que em Vvarios momentos estivéssemos fisicamente separados
e por sempre demonstrar o seu amor por mim; minha irma Tatiane, obrigado por me
ouvir em todos os momentos de crise e desabafos e nunca deixar de acreditar em
mim, agradeco também por todo amor que me doou, sem vocé nada disso seria pos-
sivel; minha tia Nice, que sempre incentivou a busca pelos meus objetivos e sonhos,
qualquer que fossem eles, meus sinceros e amorosos agradecimentos; ao meu tio
Beto, sou imensamente grato por todos os ensinamentos recebidos, vocé é exemplo
e inspiragdo para toda minha vida.

A Beatriz Padua, por todo amor e carinho, por sempre acreditar em mim e me
incentivar, e pela paciéncia, principalmente durante o periodo de finalizagdo deste
trabalho.

A professora Juliana Precioso, que além de viabilizar este trabalho, me guiou du-
rante toda a graduacdo e mestrado, e esteve presente em varias decisdes dificeis
da minha carreira académica. Sou grato pela confianca e levarei para sempre seus
ensinamentos comigo.

Aos meus estimados amigos, Mateus Pereira, por ser exemplo e inspiracao aca-
démica para mim, por compartilhar comigo todos os momentos da graduacéo e mes-
trado, sejam eles bons ou ruins, por sempre estar presente, seja para dar conselhos,
ouvir reclamagdes ou apenas jogar conversa fora. Aproveito para registrar minha pro-
messa de que um dia trabalharemos juntos; Natalia Rodrigues, por entender e ser um
ombro amigo em todos os surtos durante 0 mestrado, além da paciéncia em ouvir to-

dos os audios gigantescos que lhe enviei, sejam eles desabafos ou informacdes sem



sentido a todos, exceto a n6s mesmos; Yuri Garcia, por todo o tempo em que moramos
juntos, onde nos tornamos irmaos (ou padrinhos), além das dezenas de horas gastas
assistindo (e desvendando) desenhos animados e produzindo os melhores cones tru-
fados da regido; Mauricio Laurito, pelos inumeros momentos assistindo (e discutindo)
filmes e partidas incriveis (exceto quando nao sao) de futebol americano, vocé é ver-
dadeiramente a definicdo de "amigao"; Neto Tofanin, por todas as cervejas e aventuras
que elas trouxeram, e por nunca me abandonar (mesmo sem saber) quando me sentia
sozinho; Murillo Lozano, por ser um exemplo de melhor amigo, sempre pronto pra me
apoiar (ou puxar minha orelha), além de compartilhar comigo mais lembrancgas felizes
do que eu poderia imaginar.

Aos amigos que o Ibilce me deu, em especial a Ana Rossafa, Maria Clara, Ma-
ria Fernanda, Milena Zacheo, Murillo e Sérgio Verde, autodenominados "Cobras" (e
agregados), por sempre me fazerem sorrir, ou chorar de tanto rir; Beatriz Lopes, Gui-
lherme Yussef, Milena Kemy, Sara Pereira e Yeda Seron, pelas conversas, fofocas e
jantares compartilhados; E também a Aldimir Bruzadin, Bruna Mayumi, Eliani Beloni,
Giovana Pasquareli, Giovani Mariano (Forninho), Jodo Pissolato, Linara Fachini, Lu-
cas Ferreira, Mayara Teixeira, Mariele Pedro, Mauricio Rocha, Paulo Santana, Raquel,
Victor Cavassana, Vinicius Buzo.

A todos os professores que de algum modo participaram da minha formacéo, em
especial, professor Sérgio Leandro, por incentivar meu interesse em analise mate-
matica e pelos inumeros conselhos; professor Paulo Ricardo, por ter me ensinado a
beleza da matematica em varias disciplinas; professor Weber Pereira, pela amizade e
conselhos ao longo de todos os ano de PET.

Por fim, a Universidade Estadual Paulista "Julio de Mesquita Filho", Campus de
Sao José do Rio Preto, Ibilce, por ter me abrigado durante esses ultimos 6 anos e por
ter sido palco de experiéncias inesqueciveis.

O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenacao de Aperfeicoamento

de Pessoal de Nivel Superior - Brasil (CAPES) - Cédigo de Financiamento 001.



Felicidade sé é real quando compartilhada.
(Christopher McCandless, [1])






RESUMO

Nesta dissertacdo de mestrado, estudaremos a boa-colocagdo do problema de Cau-
chy da equacéo do calor semilinear generalizada nos espagos de Marcinkiewicz L®).
Solugdes mild sdo obtidas em espagos funcionais com certa homogeneidade que per-
mitem a existéncia de solucdes auto-similares. A estabilidade assintética das solucoes
€ obtida, bem como estimativas de decaimento. Este trabalho é inteiramente baseado

no artigo [2] de Ferreira e Villamizar-Roa.

Palavras-chave: Equacao do calor semilinear generalizada, Boa-colocacao, Solucdes
auto-similares, Comportamento assintético, Espagos de Lorentz.






ABSTRACT

In this master dissertation, we will study the well-posedness of the Cauchy problem for
the generalized semilinear heat equation in Marcinkiewicz spaces L">°). Mild solutions
are obtained in functional spaces with right the homogeneity to allow the existence of
self-similar solutions. The asymptotic estability of the solutions is obtained, as well as

the decay estimates. This work is entirely based on Ferreira and Villamizar-Roa paper
12].

Keywords: Generalized semilinear heat equation, Well-posedness, Self-similar soluti-
ons, Asymptotic behavior, Lorentz spaces.
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1 Introducao

Neste trabalho, estudaremos o problema de Cauchy para a equagao do calor semilinear
generalizada
{ut + (=AY u+ f(u)=0, z€R” @)
u(0,x) = ug, x € R™,

emquen>1,v>0e f:R— R tal que para todo a;,a, € R temos
[f(ar) = fla)| < mlaz — ar (laa™ +|ar™!) e f(0) =0, (1.2)

com as constantes 0 <y < 2,7 >0e 1 < p < co. Note que f(u) = |u|*~Du satisfaz a
condicao . Quando v = 1, a equacao nada mais é do que a conhecida equagao
do calor semilinear.

A busca pela existéncia e unicidade de solugoes do problema de Cauchy aparece
em varios artigos importantes. Para o caso em que v = 1, veja por exemplo [3], 4. [5, [6].

Em [4], Weissler mostra a existéncia e unicidade de solugoes locais no tempo com
dado inicial ug € LP, em que p > @ > 1. Em [3], Weissler mostrou a existéncia
de solugoes mild global em LP, com p = w, e dado inicial suficientemente pequeno.
Em [5], Giga construiu uma solugado regular local tnica em L" ((0,7); L?), com restrigdes
sobre r e ¢ de modo que a norma seja invariante pela relacao de escala. Vale lembrar
que, ainda em [5], Giga alerta o leitor para a possibilidade de que a classe BC'((0,7); L?),
com p = % nao seria suficiente para garantir a unicidade de solu¢oes. Em [7] é dado
um contra-exemplo de nao unicidade para o problema de valor inicial e de fronteira ,
comy =1, p=-"5n >3 e com dominio restrito a uma bola.

Nesta dissertagao, que é inteiramente baseada no artigo [2], o objetivo é mostrar a
existéncia e unicidade de solugoes mild globais, bem como resultados sobre a estabilidade
assintotica destas solucoes para o problema de Cauchy , nos espagos de Marcinkiewicz

n(p—1)

L) principalmente quando p = =5

Um dos pontos importantes sobre o espaco L ¢é a sua invariancia via relacao
de escala da equacao , além de conter fungoes homogéneas de grau —%, 0 que nos
leva a obter a existéncia de solugoes auto-similares do problema de Cauchy .

Analisaremos também o comportamento assintético das solugoes, onde entenderemos
seu comportamento para tempo t indo ao infinito.

Esta dissertagao esta organizada em 6 capitulos e a seguir temos uma breve descri¢ao
de cada um deles.

O Capitulo 1, consiste nesta introducao, onde é apresentado um panorama geral do
estudo.

No Capitulo 2 apresentaremos defini¢oes e resultados que serao tteis ao longo do
trabalho. Iniciaremos com uma breve retomada da definicdo dos espacos de Lebesgue e

(242 o)
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20 Introducao

Marcinkiewicz (também conhecidos como LP e LP-fraco, respectivamente) e importantes
resultados que os acompanham. Traremos também a definicao de funcao distribuicao,
funcao rearranjo e duplo rearranjo, bem como suas propriedades principais. A importan-
cia dessas funcoes se da na dependéncia direta das mesmas com a definicdo dos espacos
de Lorentz (espago funcional que é variagdo do espaco de Lebesgue e serda de suma im-
portancia no nosso trabalho) bem como o ja citado LP-fraco. Por fim, ainda traremos o
conceito de convergéncia em medida, tépico que serd ttil na demonstragao de completude
dos espacos de Lorentz.

No Capitulo 3, comegamos definindo os espagos de Lorentz LP? e sua quase norma (que
envolve a funcao rearranjo). Mostramos também que os espagos de Lorentz L9 contém
(no sentido de inclusdo) os espagos de Lebesgue LP (bem como os espagos LP- fracos) e
que suas relacoes de escala coincidem. Serao apresentados alguns resultados, como por
exemplo, a desigualdade de Young generalizada em LP? bem como uma desigualdade do
tipo Holder. Em seguida, com o auxilio da funcao duplo rearranjo, definiremos uma norma
para o espago de Lorentz e mostraremos que ela é equivalente a quase norma definida
anteriormente. Alguns resultados envolvendo tal norma serdao apresentados, como por
exemplo, o Lema de Calderén e a completude dos espacos de Lorentz. Traremos também
um Teorema de dualidade nestes espacos, além de mostrarmos que, assim como nos usuais
espacos de Lebesgue LP, os espacos de Lorentz possuem um Teorema de aproximacao da
identidade. Em seguida, enunciamos o Teorema de interpolacao de Marcinkiewicz.

No Capitulo 4, traremos novamente a equagao semilinear do calor generalizada (a qual
também aparece no inicio desta introdugdo) e inicialmente calcularemos a soluc¢ao (por
meio da transformada de Fourier), do problema linear associado a equagdo. A solugao
do problema linear gera um semigrupo Gy(t), o qual seré estudado para exibirmos algu-
mas estimativas a seu respeito. No que segue, apresentaremos a formulagao integral do
problema e a usaremos como motivagdo para a definicao de solucao mild global. O pré-
ximo passo ¢ exibir estimativas para os termos linear e nao-linear da formulagao integral,
bem como garantir a convergéncia dos mesmos na topologia fraca-* do espago adequado.
Por fim, partimos para a demonstracao do resultados de boa-colocac¢ao, regularidade e

unicidade, que serao consequéncia das segoes que o antecedem.
( ; o . - . nlp—1)
Ja no Capitulo 5, iniciaremos com uma breve explicacao do motivo de L™ 2v "™ ser o

espaco funcional adequado para nosso estudo. Partiremos, entdo, para uma estimativa de
decaimento das solucoes mild globais em L”*°, em que garantimos que as mesmas tendem
a zero quando o tempo t vai a infinito. Por fim, encerramos o capitulo garantindo a
existéncia de solugoes auto-similares para dados iniciais suficientemente pequenos (assim
como no teorema de boa-colocagao).

Por fim, no Capitulo 6, traremos um resultado referente a estabilidade assintética das
solucoes mild globais.



2 Conceitos Preliminares

Neste capitulo apresentaremos defini¢oes e resultados que serao tteis ao longo do tra-
balho. Iniciaremos com uma breve retomada da definicdo dos espacos de Lebesgue e
Marcinkiewicz (também conhecidos como LP e LP-fraco, respectivamente) e importantes
resultados que os acompanham. Traremos também a definicdo de funcao distribuicao,
funcao rearranjo e duplo rearranjo, bem como suas propriedades principais. A importan-
cia dessas funcoes se da na dependéncia direta das mesmas com a definicdo dos espagos
de Lorentz (espago funcional que é variagao do espaco de Lebesgue e serd de suma impor-
tancia no nosso trabalho) bem como o ja citado LP-fraco. Por fim, apresentaremos, ainda,
o conceito de convergéncia em medida que sera 1til na demonstracao de completude dos
espacos de Lorentz.

2.1 Espacos L? e [P-fraco

Para essa sec¢do, iniciaremos fixando X um espaco de medida e y uma medida qualquer.
Vale alertar que, no Capitulo 4, consideraremos X = R" e u como a medida de Lebesgue.

Definigao 2.1. Tome 1 < p < 4+00. O espago LP = LP(X, i) consiste de todas as classes
p-equivalentes de fungoes f mensuraveis, para as quais |f|P possui integral finita com
relacao a p sobre X.

Para p = 0o, 0 espago L™ = L*°(X, u) consiste de todas as classe u-equivalentes de
fungoes f mensuraveis que sao limitadas p-q.t.p..

Definicao 2.2. Seja f uma fungdo mensuravel em X. Definimos os seguintes funcionais:

£ = ([ 177 dn)"
2. Para p = oo, temos

[fllo = If{M>0:|f(z)] <M p-q.t.p.}
= inf{A>0:pu({x e X :|f(x)] > A}) =0}.

1. Para 1 < p < 400, temos

Observacao 2.3. Duas funcoes sdao p-equivalentes se elas sao iguais p-q.t.p..

Traremos agora alguns resultados classicos dos espagos LP com 1 < p < oo, cujas
demonstragoes serdo omitidas mas que podem ser vistas em detalhes em [8].

Proposicao 2.4. Sejam (X, p) um espago de medida, f uma fungao mensurdvel em X
que estd em LP = LP(X,pu), 1 < p < co. Entdo o funcional || - ||, (ver Defini¢cao
define uma norma em LP.

21



22 Conceitos Preliminares

Proposigao 2.5 (Desigualdade de Holder em LP). Sejam f € [P eg € L9. Sep>1e
%—F%:l oup=1eq=o00 entio fg€ L' ¢

1Fglle < W fllpllglly:

Teorema 2.6. Se 1 < p < +o00, entdo o espago LP é um espago vetorial normado
completo, ou seja, o espago LP é Banach.

Iremos definir agora, a funcao distribuicao e apresentar algumas propriedades bésicas
da mesma. Essa fungao estd diretamente relacionada com a definicao do espago LP-fraco.

Definicao 2.7. Para uma fun¢do mensuravel f em X, a funcao distribuicao de f ¢é a
funcao dy, definida em [0, +00), por:

d(a) = p({z € X : |f(2)] > a}).

Observacgao 2.8. A primeira propriedade que pode ser notada é que a func¢ao distribuigao
dy ¢ nao crescente, fato que decorre da prépria definicao, .

A funcado distribuicao d; nos fornece informacoes sobre o “tamanho” de f mas nao
sobre seu comportamento. A seguir iremos ver um exemplo que ilustrard melhor esse fato.

Exemplo 2.9. Consideremos uma funcao simples f nao negativa, dada por:
f(x) :ZanEj(:c), emque E;,NE; =0ea; >ay > - >a, >0.
j=1

Assim, se o > @y, claramente dy(a) = 0. Entretanto, se as < a < a1, entdo temos que
|f(x)| > a quando z € Ej.

Logo, de maneira geral, se a;11 < a < a;, entdo |f(x)| > o quando x € Ey U --- U Ej.
Dali, se considerarmos

teremos que

de(a) =D BjXjaji1,0,) (@), em que an4q = 0.

=1
fx)A dy(a)h
aq P—
az :
ag Do 5_
B ’: :
0 Es Es E1 1> 0 as as (r=1 ;

3
Figura 2.1: Os graficos de uma fungio simples f(z) = a;xg,(2) (& esquerda) e de sua
=1
funcao distribuicao dy(«) (a direita).

A seguir veremos mais algumas propriedades da funcao distribuicao.
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Proposigao 2.10. Sejam [ e g fungoes mensuraveis em (X, p) e o, B > 0. Temos entdo
que

1. |g| < |f| p-q.t.-p. implica que dy < dy;
a
2. dcf(a) = df (’C‘) , Ve € C— {0},

dpvg(a+B) < dp(a) +dyg(B);
drg(aB) < dy() + dy(P);

dy € continua a direita em [0, 00);

S

Se |fn| € uma sequéncia de fungdes mensurdveis que cresce para |f|, entdo dy, é
uma sequéncia que cresce para dy.

Demonstragio. 1. Como, por hipétese, |g| < |f| p-q.t.p., entdo existe um conjunto N
mensuravel, com u(N) = 0 tal que |g(z)| < |f(x)|, para todo z € X \ V.
Além disso, podemos escrever:

dy(a) = pl{z € X :|g@)| > a})
— u({z e N:lgl@)| > a}) + pl{z € X\ N : |g(z)| > a}).

Como o conjunto {z € N : [g(x)] > a} C N e u(N) = 0, temos que u({zr € N :
lg(x)| > a}) =0, donde concluimos que

dg(e) = p({z € X\ N : [g(z)| > a}).

Analogamente, ds(a) = p({x € X \ N : |f(z)] > a}). Como |g(z)| < |f(x)], para
todo x € X \ N, segue que

{r e X\ N:jg(x)]| >a} C{ze X\ N:|f(x)] > a}.

Logo, p({z € X\ N: |g(z)[ > a} < p({z € X\ N : [f(2)] > a}.
Portanto, dy(a) < ds(a).

2. Observemos que para todo a € [0,00) e para todo ¢ € C\{0}, temos

def(@) = p({z € X :|ef(x)] > a})
= p({z e X:|d|f(z)] > a})

] u({eexsiror= )
= 4 (g) (2.1)

3. Consideremos, primeiramente, os seguintes conjuntos:
A = {zeX:|f(x)]>a},

B = {reX:lg(x)]>p},
C = {reX: |f(x)+g(x)>a+ [}
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Mostremos que
C C AUB. (2.2)

Para isso, seja xg € C. Assim, devemos mostrar que zo € A ou ¢ € B.
Suponha agora que zo ¢ A. Logo, temos que

[f(zo)| Sa=0<a—|[f(x)| = 8 < a—|[f(x)| + 5. (2.3)

Por outro lado, como xy € C, temos que
a+ f <|f(zo) + g(zo)| < |f (o)l + [g(xo)| = o — [f(wo)| + B < [g(x0)]-

Assim, usando (2.3)), temos |g(xo)| > 5, ou seja, zo € B, de onde segue ([2.2)).
Portanto, usando agora a inclusao (2.2)), temos

dpgla+pB) = p(C)
< p(A) +u(B)
= dg(a) +dy(5).
4. Se f =0 ou g =0, o resultado segue de modo imediato. Logo, suponhamos f e g
func¢oes nao identicamente nulas.
Consideremos, primeiramente, os seguintes conjuntos
A = {zeX:|f(z)] > a},
B = {zeX:|g(x) > p},
C = {zeX:|f@)g)] > ab}
Mostremos que

Cc AUB. (2.4)

Seja oy € C (observe que f(xg) # 0, pois caso contrario o ¢ C. Devemos mostrar
que zo € A ou xy € B. Suponhamos agora que o ¢ A. Dal, segue que

af

«
|f(w0)] < a= 7o) > 1= 7 (ao)] > . (2.5)
Assim, usando (2.5)) e que xy € C, obtemos
Fan)gta) > B = latao)| > 77 = 5,

ou seja, g € B, o que mostra a inclusao ([2.4)).
Por fim, usando (2.4]), temos

drglaf) = p(C)
< wA) + p(B)
= dy(a) + dy(5).

5. Tomemos «a € [0,00) e (€,)nen uma sequéncia decrescente de nimeros reais conver-
gindo para 0. Consideremos, inicialmente, os seguintes conjuntos:

Ay = {zeX |f(x)]>a}
A, = {zeX |f(x)>a+e}, VneN.
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Observe, entao, que para cada n € N, temos
A, C Ay, Visto que 6,41 < €,

ou seja, (A, )nen é um sequéncia crescente de conjuntos.
Mostraremos agora que
U A, = A,. (2.6)
neN
Para isso, mostraremos inicialmente que U A, C Ap.
neN
Como evidentemente A, C Ag para todo n € N, tem-se que U A, C Ap.
neN
Agora, mostremos a inclusao contraria, isto é, Ay C U A,,. Tomando zy € Ay temos

neN
que |f(zo)| > a.

Como (€, )nen € uma sequéncia decrescente de niimeros reais convergindo para 0, existe
k € N tal que

|f(x0)] > oo+ € > a + €41, Visto que €41 < €.

Assim ¢ € Ajy1 e, portanto, Ag C U A,
neN
Logo, como (A,)n,en € um sequéncia crescente de conjuntos e (2.6) é valida, entao
fazendo uso de um resultado da Teoria da Medida (ver [8]), pag. 21), temos

A ds(a+e) = lim plAn)
neN
= M(Ao)
dy(a).

Portanto, d¢(«) é continua a direita em [0, co).

6. Primeiramente, consideremos seguintes conjuntos:

F o= {zeX:[f(x)] > a},
F, = {zeX:|fu(x)] > al.

Agora, mostremos que, para todo « € [0, 00), temos

U F,=F (2.7)

neN

Para isso, notemos que o fato de |f,| convergir de maneira crescente para |f| implica
que |fu| < |f], para todo n € N.

Assim, dado « € [0,00), se xg € U F,, entao xy € F,,, para algum n € N, de onde
neN
segue que « < |fn(xo)| < |f(x0)|, ou seja, xg € F. Logo, concluimos que

U F.CF

neN

Para mostrarmos a inclusdo contraria, tomemos xy € F. Assim, como |f,| converge
de maneira crescente para |f|, temos que existe k € N tal que
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|f(zo)| > | fr(zo)| > .

Logo, 2o € {z € X : |fx(z)| > a}, ou seja, zg € | J F,. Assim, concluimos que
neN
Fc|JF.

neN

Portanto, a igualdade ([2.7)) estd mostrada.
Note também que, dado « € [0, 00), como |f,+1| > |fn|, para todo n € N; temos

F, C Foyq,

ou seja, (F,)nen € uma sequéncia crescente de conjuntos. Logo, usando (2.7) e um resul-
tado da Teoria da Medida (ver [8], pdg. 21), temos

A dp () =l p(F)
(v
= u(F)
= df(a),

ou seja, dy, converge para ds. E ainda, como |f,| < |fu.41] < |f], pelo item 1. dessa
proposicao, temos que dy, < dy,,, < dy, para todo n € N. Portanto, dy, ¢ uma sequéncia
que cresce para dy. O

Entender a funcao distribuicao dy nos fornece informagoes para avaliar precisamente
a norma [P de uma func¢ao, como pode ser visto no préximo resultado:

Proposicao 2.11. Sejam 0 < p < oo e f € LP(X,u). Entdo temos que
(1Y =p [~ o "dj(a)de.
Demonstragio. Observe que a partir da definicdo de integral para func¢oes simples temos
[ Xexiswiay @i = u{z € X : |f(@)] > a}) = ds(a).
Assim, segue que
P/O o~ ldg(a)da :p/o Oépil/XX{xeX:|f(a:)|>a}(x) dp dov.
Agora, usando o Teorema de Fubini, temos
© |f ()] o1 » »
p [0 [ Xpexuswpay@) duda = [ [T partdadp= [ |5@)rdu = (1£1,)"
0 X x Jo X

Portanto, obtemos

(WY = [ 0" ds(a) da.
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Apresentaremos, agora, a definicao dos espagos de Marcinkiewicz, também conhecidos
como espacos LP-fracos.

Defini¢ao 2.12. Para 0 < p < oo, 0 espa¢o LP(X, u)-fraco é definido como o conjunto
de todas as func¢oes f mensuraveis definidas em X, tais que

P
£y = inf {C >0:ds(a) < gp,Va > o} (2.8)

= sup{yds(y)» : 7 > 0} (2.9)

é finito.

Para p = 00, 0 espago L*®(X, u)-fraco é por definigdo L>(X, p).

Os espacos LP-fracos sao denotados por LP>®) = L®>)(X ). Duas funcdes em L®>)
sao consideradas iguais se elas sdo iguais p-q.t.p..

Algumas propriedades do funcional || - ||, - sao classicas e serdo apresentadas a seguir.
Primeiramente, notamos que usando a Proposicao [2.10), item 2., segue que

Bl fllpoo = 15 fllpoc: VE € C.

De fato, se k = 0, temos que

T

1Ef llp.co = sup{vdis(v)7 : 7> 0} = 0 = [K[| fl|p.co-

Agora, se k # 0, segue que
. cr
ToL I —— mf{C’ >0:dy(a) £, Vo> o}

P
= inf{\k|C’ >0:df(a) < —, Yo > 0}
oP

) kla k|C)P
— 1nf{]/~c]C> 0:dy <||]l| ) < ((’|k;||oz)>1” V|kla > O}

= inf{N >0: dkf(ﬁ) < ];[:, Vﬂ > O}
= ||kf||p700'

Ainda fazendo uso da Proposicao [2.10] item 3., temos também que

(IS + gllpoe)” = sup{y’dssg(7) : v > 0}

sup {fypdf (g) Dy > O} + sup {’ypdg (g) Dy > O}

2psup{(g>pdf (g) ty > O} + 2”81119{@)]0% (;) > 0}
= 2°[(I1fllpc0)” + (19llp.c0)"]
27 maxc{([| fllp.0)” » (11gllp.00)" -

IN

IN

ou seja, segue que

1 1
1f + gllpoe < 277 max{|| fllpoo, 19llpoc} < 275 ([1F lpoo + 9llpoo)-
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Por fim, temos que || f||p00 =0« f =0, pu-q.t.p.. De fato,

1fllpee =0 < sup{yds(7)7 17 >0} =0
& qdp(7)r =0, ¥y >0
& de(y) =0, Vy>0
& p{re X :|f(zx)] >~} =0, Vy>0
< =0, p-q.t.p..

Desse modo, a partir das propriedades apresentadas acima, podemos concluir que o
espago LP*°(X, 1) munido do funcional || - || ;) é um espago vetorial quase-normado
para 0 < p < oo.

Outra propriedade interessante é que os espagos LP-fracos sdo maiores (no sentido da
inclusdo) que os L? usuais. Para verificar tal propriedade, usaremos um resultado auxiliar:

Proposicao 2.13 (Desigualdade de Chebyshev). Sejam 0 < p < oo e f € LP(X, p).
Entao para todo o > 0 temos

f p
e € X+ 1) > ) < (11}
Demonstragio. Consideremos o conjunto E, = {x € X : |f(x)| > a}. Assim, segue que

(W = [ 11 dpe> [ 117 dp> [ o7 dju = op(EL).
Logo,

«

w({e € X : ()] > a}) = u(Ea) < (””') .
]

Proposigio 2.14. Se 0 <p < oo e f € LP(X, ), entio LP(X, ) C L®®) (X, ). Temos
também que

1f lpoo < [ f1lp-

Demonstragao. Seja f € LP, 0 < p < oco. Pela desigualdade de Chebyshev segue que,
para todo a > 0,

D=

oPu{r e X :

f@) > a}) < (Iflp)", ouseja, adg(a)r < f]l,.

Assim, segue que

3=

[fllpoo = sup{ad;(a)r - a >0} < |[f]]p-

Portanto, || f|lpeo < |Ifll, € como f € L? temos que ||f||, é finito, o que implica que
| £llp0 ¢ finita, ou seja, LP(X, u) C L®P>) (X, 1), como queriamos. O

Um importante fato que deve ser notado é que a inclusio LP(X,u) C L®®) (X, ) é
estrita. A seguir, veremos um exemplo que ilustra essa situacao.
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Exemplo 2.15. Consideremos a reta real, com a medida usual de Lebesgue, e a fun¢ao

Inicialmente, notemos que
_1
di(@) = p({z €R: e[5> a})

p{r € R:|z|™t > of})
= pu{reR:jz| <a?})=2a"".

Dai, segue que
. Cr
f o = mf{C >0:ds(a) £ . Va > o}
P
= inf{C’>O:2oz_p§, Voc>0}
oP
— inf{C'>0:2<C?, Ya >0} =2r < +00

e, portanto, temos que f € L®>®)(R).
Porém, note que

1 o ]
(W17 = [l 5)pde = [ jal7de =2 [~ “dr = +oo
Portanto, f ¢ LP(R).

Veremos também uma desigualdade classica, nos espagos LP-fracos, cuja demonstragao
serd omitida, porém pode ser vista com detalhes em [9], pag. 209.

Proposicao 2.16 (Desigualdade de Holder em LP>). Sejam f € LPv®)(X, pu) e g €
LP22) (X 1), com 0 < py,py < 0o0. Se % = p% + p%, entio fg € LP®) (X, ) e existe
C = C(p1,p2) > 0 tal que

1£9llpoc < ClL 100/l 9llp2,00-

2.2 Funcao Rearranjo nao-crescente

Suponha que f é uma fun¢ao mensuravel em um espago de medida (X, ). Desejamos
obter uma outra fungao f* definida em [0, 00) que é nao-crescente e equidistribuida com
f, ou seja,

df(a) = dy+ (), Yoo > 0.

A esta funcao, f*, daremos o nome de fungao rearranjo nao-crescente. Ela serd
de suma importancia para a continuidade do trabalho devido a sua relagao direta com o
funcional que define os espagos de Lorentz (que serdo estudados posteriormente).

Definigao 2.17. Seja f uma fun¢do mensuravel definida em (X, p). A funcdo rearranjo
nao-crescente de f é a funcdo f*, definida em [0, o), por

fr(t) =1inf{s > 0: ds(s) < t},

em que usamos, por convencao, que inf () = oo.
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Observacgao 2.18. Vale notar dois fatos que seguem imediatamente da defini¢ao:
1. f*(t) = oo, sempre que ds(«) > t para todo a > 0, visto que inf ) = oo;

2. f*(t) é ndo-crescente.

De fato, sejam t; < tg, com t1,ty € [0,00). Considere os conjuntos

A={s>0:ds(s) <t1} e B={s>0:ds(s) <t}

Observemos que A C B, pois se s € A, segue que ds(s) < t; e entao d(s) < ta, ou
seja, s € B. Dali, temos que inf B < inf A, ou ainda, f*(t5) < f*(¢1).

Traremos agora um exemplo a fim de ilustrar o comportamento da fungao rearranjo
nao-crescente.

Exemplo 2.19. Considere a fungio simples do Exemplo [2.9] isto é,

f(:c):ZanEj(x), emque BE;NE; =0sei#jear > - >a, >0.
j=1

Como vimos, a func¢ao distribuicdo pode ser dada por

df(Of) = Z BjX[aj+1,aj)(a)7

J=0

J
em que B; = Zu(Ei), ani1 = By =0 e ay = o0.
i=1
Observe que para By < t < Bj, o menor s > 0 tal que ds(s) <t é a;. De maneira

similar, temos que para By <t < By, o menor s > 0 tal que d¢(s) <t é ay. Seguindo
com 0 mesmo argumento, percebemos que

F@) =" aix,_.,8,)(t)-
j=1

A imagem a seguir ilustra o caso em que n = 3.

fla) (A
al — Q] @,
as a2 ’_: "
as as : .—:
0 Es Fs Fq T 0 By By ég t

3
Figura 2.2: Os graficos de uma fungdo simples f(z) = a;xg,(z) (& esquerda) e de sua
=1

fungao rearranjo f* (a direita).
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No préximo resultado veremos algumas propriedades interessantes da fungao rearranjo,
que mostram como a ela se relaciona com a fungdo distribuigdo (apresentada na segao
anterior).

Proposigao 2.20. Sejam (X, p) um espago de medida e f uma fun¢io mensurdvel em
X. Entao temos que

1. f*(ds(a)) < a sempre que o > 0;

2. dg(f*(t)) <t

3. f*(t) > s se, e somente se, t < dg(s), isto €, {t > 0: f*(t) > s} = [0,ds(s));
Demonstragio. 1. Note que, se a > 0, entdo o« € A = {s > 0:dy(s) < dy()}. Assim,
[ (df(e)) =inf A < v

2. Tomemos s, € {s > 0 : ds(s) < t} uma sequéncia que converge de forma de-
crescente para f*(t). Entdo, segue que d¢(s,) < t para todo n € N e, assim, usando a
Proposicao [2.10}, item ., temos que

lim dg(s,) =dg(f*(t)) <t

n—oo

3. Se s < f*(t) = inf{u > 0 : df(u) < t}, entdo s ¢ {u > 0: ds(u) < t}, ou seja,
df(S) > 1.

Reciprocamente, suponha, por absurdo, que f*(t) < s. Assim, como d; é uma funcao
nao-crescente, usando o item 2. desta proposicao, temos

dy(s) < dy(£*(1)) < t, ou sefa, ds(s) <t,

o que é um absurdo e, portanto, f*(t) > s.

O préximo resultado traz propriedades classicas da funcao rearranjo.

Proposicao 2.21. Sejam (X, 1) um espago de medida, f e g fungoes mensurdveis em X
e (fn)nen uma sequéncia de fungoes mensurdveis que converge para f em X. Entdo temos
que

=
2. Se |g| < |f| p-q.t.p. entio g* < f*;
3. (kf)* = |k|f*, para todo k € C;

4. ([ +9)(t 4 t2) < f7(t1) + g7 (82);

5. Se |fn| € uma sequéncia de fung¢oes mensurdveis que cresce para |f| p-q.t.p., entao
(fu)" € uma sequéncia que cresce para f*;

6. Se|f| < hﬁg}ﬂfﬁ p-q.t.p., entio f* < h}gg&f(fn)*
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Demonstragao. 1. Notemos que, pela prépria defini¢ao, temos

di(a) = p({z € X : |f(z)] > a}) = dipy(a)

e, portanto, f* = |f|*.

2. Dado t € [0,00) consideremos, primeiramente, os conjuntos
A={s>0:ds(s) <t} eB={s>0:d,(s) <t}.

Como |g| < |f] p-q.t.p., usando a Proposicao [2.10} item 1., temos que d, < d;. Dali,
evidentemente segue que A C B e, assim,

g"(t) =inf B <inf A = f*(¢).

3. Se k = 0, entao o resultado é imediato. Para k # 0, usando a definicdo de funcao
rearranjo e a Proposicao [2.10] item 2., temos

(/{Zf)*(t) = mf{s >0: dkf
= inf{s>0:df< )

= inf{lklu > 0:d(u) < t}, <em et = |k7|>
= |klinf{u>0: dy(u u) <t}
= [k[f7(2).

4. Tomemos ty,ty € [0,00). Consideremos os conjuntos

A = {51 >0 df(Sl) S tl},
B = {82 >0: dg(SQ) < tQ},
C = {S >0 df+g(8) <t + tg}

Note que A+ B C C. De fato, se s € A+ B, entdo s = s1 + S, com s1 € Ae sy € B.
Dai, usando a Proposi¢ao [2.10] item 3., temos

dyig(s) = dpyg(s1+s2) < dp(s1) +dg(s2) <ty + 1o,

ou seja, s € C.
Desse modo, para todo s; € A e s3 € B, temos que

(f+9)(t1 +1t2) =inf C <inf(A+ B) < s1 + s9.
Assim, tomando o infimo sobre todos os s; € A e sy € B, vale que
(f+9)(t+1t2) < [H(t) + g"(ta).
5. Por hipotese temos
[Fal < 1 fust] < 1] 1-q.t.p. para todo n € N.

Usando o item 2. desta proposicao, temos que
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Tomemos h = lim (fn)", entao segue que
h< f. (2.10)

Por outro lado, como (f,,)* é uma sequéncia nao-decrescente, segue que (f,,)* < h, para
todo n e, ainda, sabemos que d; é uma funcao nao-crescente, dai dy, (h(t)) < dy, ((fn)*(t))-
Agora, usando a Proposicao [2.20] item ,2., temos que

dy, (h(t)) < dy, (fr (1)) < t.
Agora, da Proposicao [2.10] item 6., segue que

dy(h(t) <.
Dai, h(t) € {s > 0:ds(s) < t} e, assim,

fr(t) =inf{s > 0:ds(s) <t} <h(t). (2.11)
Portanto, de (2.10)) e (2.11) temos h = dim fr=rf"

6. Sejam F, = inf |f,,| e h =sup F,, = liminf | f,|.
m2n n>1 n—oo

Agora, como F, converge de forma crescente para h, pelo item 5. desta proposicao,
temos que (F},)* também converge de forma crescente para h*.

Por hipétese, temos que |f| < h u-q.t.p., assim, pelo item 2. desta proposi¢do, con-
cluimos que

fr<h"=sup(F,)". (2.12)
n>1

Como F,, < |fn| para todo m > n, segue novamente do item 2. desta proposicao, que

(Fn)" < (fm)* para todo m > n e, assim,

(F,)" < %@a(fm)* = sup(F,)" <sup inf (f,,)" = liminf(f,)*. (2.13)

n>1 n>1m2 =00
Dai, de (2.12)) e (2.13)), temos
(F,)" <sup h;f (fm)" = liminf(f,)".

nZl m> n—oo
[

Uma propriedade que devemos verificar é a equidistribui¢ao, que motivou a criacao da
fungao rearranjo f*, ou seja, dado f uma fungdo mensuravel no espago de medida (X, u),
temos que dy = dy-.

Notemos que tal propriedade é imediata para as func¢oes simples nao-negativas, como
pode ser observado nos Exemplos e 219, Agora, para uma funcao mensurdvel f
arbitraria, por um resultado da Teoria da Medida (ver [§], padg. 13), existe uma sequéncia,
de fungbes simples nao-negativas (f,) tal que f, converge de forma crescente para |f|.
Agora, pela Proposi¢ao , item 0., e pela Proposi(;éoitem 5., temos que dy, e (fn)*
convergem de forma crescente para dy e f*, respectivamente. Aplicando a Proposicao m
item 6., novamente, temos que d(y,)- converge de forma crescente para dj-.

Agora, como as f, sao funcoes simples, segue que dy, = dy: e, portanto, como dy,
converge de forma crescente para ambas dy e dy«, pela unicidade do limite, segue dy = d-,
como queriamos.

Os préximos resultados sao uteis pois relacionam a fun¢ao rearranjo nao-crescente com
as normas dos espagos LP, LP-fraco e inclusive Lorentz (como poderd pode ser observado
posteriormente).
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Proposigao 2.22. Sejam (X, p) um espago de medida e f uma fun¢io mensurdvel em
X. Entao temos que

L([fP) = (f*)", para 0 < p < oo;

2. /|f|pd,u / ))Pdt, para 0 < p < 00;

3. [ fllee = f*(0);

4. sup{tif*(t) : t > 0} = sup{a(ds(a))?: o > 0}, para 0 < g < 0.
Demonstracao. 1. Tome 0 < p < oco. Note que,

dyp(a) = dy (a2) = dp- (a7 ) = dgoyp().

Assim, obtemos

(IF17)°(t) = inf{s > 0:dsp(s) <t}
= inf{s > 0:d(s) <t}

= inf{s > 0:dsp(s?) <t}
= inf{u” > 0:dp(u) <t}
(inf{u > 0 : dy(u) < t})?

(S5 ().
2. Pela Proposicao [2.11], temos que

J1rrdi = (71"
— p/mdkwfada
= p/ oy (a
= (I
- [Ty

3. Note que
f7(0) =inf{s > 0:ds(s) <0} =inf{s > 0:ds(s) = 0} = || f|| -

4. Tome 0 < ¢ < co. Dado o > 0, tomemos € tal que 0 < € < . Como df(a) — € <
ds(c), segue da Proposigao item 3., que f*(ds(a) —€) > a. Assim,

sup{t?f*(t) : t > 0} > (dp(a) — €)*f*(ds(a) —€) > (dy(a) — €)%
Agora, fazendo € — 0 e, tomando o supremo sobre todos o > 0, segue que
sup{t?f*(t) : t > 0} > sup{a(ds(a))?: a > 0}. (2.14)

Reciprocamente, dado ¢ > 0, tomemos € tal que 0 < e < f*(¢), ou seja, 0 < f*(t) —e <
f*(t). Dai, pela proposigao item 3., temos que d¢(f*(t) —€) > t. Assim,

sup{a(ds(a))?:a >0} > (f*() — e)dg(f*() — )" > (f7(1) — )"
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Agora, fazendo € — 0 e, tomando o supremo sobre todos t > 0, segue que
sup{a(ds(a))?:a > 0} > sup{t?f*(t) : t > 0}. (2.15)
Portanto, de e temos
sup{a(ds(a))?: a > 0} = sup{t?f*(t) : t > 0}.
O

O resultado a seguir é classico e sera de grande importancia na demonstracao de alguns
resultados sobre os espaco de Lorentz, como a dualidade e alguns desigualdades classicas.

Teorema 2.23 (Desigualdade de Hardy - Littlewood). Sejam (X, ) um espago de me-
dida, f e g duas funcoes mensurdveis. Entao temos

J @@ du < [T @) at

Demonstrag¢io. Consideremos, inicialmente, duas fungoes simples f(z) = xa(x) e g(x) =
xs(z). Entao segue que

J 1 @e@du = [ xann(a) d

= u(ANB)
min{p(A),u(B)}

< | "
0
n(A)

= /0 X(o.u(m))(t) di. (2.16)

Agora, pelo Exemplo [2.19, temos que para fungoes simples f(z) = ya(z) e g(x) =
x B(7) suas fungdes rearranjo sao f*(t) = x(o,u(4))(t) € *(t) = X(0,u(B))(t), respectivamente.
E assim, de (2.16)), temos

w(A)
/|f z)|dp < /0 X(0,u(B)) (t)dt
u(A)
- /O g(t) dt
= /0 X(o.u(a)(t)g™(t) dt

= [T 1w

O caso geral, em que consideramos f e ¢ fungdoes mensuraveis quaisquer, é obtido
aplicando o Teorema da Convergéncia Mondtona ([§], padg. 31) nas sequéncias de fungoes
simples f,, e g, que convergem de forma crescente para |f| e |g|, respectivamente (para
checar a existéncia das fungdes simples com tal propriedade, confira [8], pdg. 13) e utili-
zando a Proposigao item 5. para obtermos que as sequéncias de fungoes (f,,)* e (g,)*
convergem de forma crescente para f* e ¢g*, respectivamente. O

A seguir, veremos algumas definigdes e resultados que serao extremamente importantes
para se mostrar que o espaco de Lorentz (ver Defini¢ao [3.1]) é normado.



36 Conceitos Preliminares

Definicao 2.24. Seja (X, 1) um espago de medida. O conjunto mensurdvel A é chamado
de dtomo se u(A) > 0 e para todo conjunto mensuravel B, com B C A tal que u(B) <
p(A), temos que pu(B) = 0.

Definig¢ao 2.25. Um espago de medida (X, ) que ndo possui dtomos é chamado de nao-

atomico, ou seja, para todo conjunto mensuravel A, com u(A) > 0, existe um conjunto
mensuravel B, com B C A tal que u(A) > u(B) > 0.

Observacao 2.26. Vale notar que o R® munido da medida de Lebesgue é um espaco
nao-atomico.

Traremos, agora, um importante resultado para espacos de medida nao-atémicos, cuja

demonstragao sera omitida por fugir dos propésitos deste texto. Contudo, tal demonstra-
¢ao pode ser encontrada em [9].

Proposigao 2.27. Seja (X, 1) um espago de medida nao-atémico. Se A é um conjunto
mensurdvel, com u(A) > 0, entao para todo nimero real b satisfazendo p(A) > b > 0,

existe um conjunto mensurdvel B, com B C A tal que p(B) = b.

O proximo resultado mostra que a integral da funcao rearranjo decrescente satisfaz
uma férmula do tipo integracao por partes:

Lema 2.28. A sequinte igualdade € vdlida:
t 00
t/m@m:w@+/ dp-(\) dA.
0 f* @)

Demonstragio. Consideremos m a medida de Lebesgue definida em [0, 00). Assim, pela
Proposicao [2.20, item 3., temos

m({s>0:f"(s) >A}) =m({s>0:5 <dp(A)}) =m([0,ds(N)) = ds(A) = dy- ().

Desse modo, pela igualdade anterior, segue que

/f*(t) dyj-(A) dX = /f*(t) m({s>0:f*(s) > A\}) dA.

Observemos, ainda, que

1, se f*(s) > A,

X{uz0:f+(u)>2} (8) = {0, se f*(s) < A

Dai, como f* é nao crescente (Observagao [2.18)) e A € (f*(t), 00), segue que
00 00 t
>0: () > M) dA= [ [ Xsorw dm(s) dX.
Jo s 202 7) >0 A= [ [ iz () dm(s)

Assim, utilizando o Teorema de Fubini e o novamente o fato de f* ser nao-crescente,
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temos

o0 %) t
d*/\d/\://u.*u dm(s) d\

JARCY o [ Xtz (5) dms)

- /;1) /Ot X(0,7+(s))(A) dm(s) dA

- /OOO X(7+(1),00) (A) </0t X+ () (V) dm(3>> D
B /t /OOX (F*(0.00) (M) X(0,77(s)) (A) dX dm(s)
:// X(=(0),5+(s)(A) dA dm(s)

= [ - 1) dm(s)

= ([ 1) amis)) ~ e

Desse modo, da igualdade acima, segue que

[ras=erm+ [T a0 a,

como queriamos. O]

Teorema 2.29. Seja (X, ) um espago de medida nao atéomico. Entao:

M?;)Iit{/Elfl du} =/0tf*(8) ds

Demonstracao. Dado t > 0, e utilizando a Proposicao m, (comp=1e X = FE), temos
Ll dn= [~ ;) ax= [ e € B:|f@)] > ) dx
Como (0,00) = {A € (0,00) : dp(N) <t} U{A € (0,00) : df(\) > t}, segue que
Jflan = [T uz € B:If(@)] > A} dr
= gy P € BT > ) dx

+/{>‘¢df()\)>t}'u<{x € E:|f(x)] > A}) dX

Para facilitar a notacdo, denotamos Ef(\) = {z € X : |f(z)| > A}, ou seja, df(N) =
p(E¢(N)). Agora, temos que

sp { [ if1an} = sw {7 B0 B0 @)

(E)=t w(E)=t

- ,f;&{/wm””({E“Ef“)” C”}

+ sup { Lo g MUE OB dA}.

w(E)=t
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Como (X, ;1) é um espago de medida néo-atémico, pela Proposicao [2.27, se ds()\) =
p(E¢(N)) >t > 0, entdo existe um conjunto mensuravel E tal que E C Ef()\) e u(E) = t.

Notemos também que {\ € (0,00) : df(A) < t} = [f*(¢),00). De fato, se tomarmos
ae{Xe (0,00):df(N) <t} entdo ds(a) <te,assim,

f*(t) =1inf{s € (0,00) : ds(s) <t} < o, ou seja, a € [f*(t), 00),
por outro lado, se tomarmos « € [f*(t), 00), entdo f*(t) = inf{s € (0,00) : ds(s) < t} <

a, ou seja, o € {A € (0,00) : dp(N) <t}
Agora, pelas colocagoes feitas acima, temos

oo (@)
sup { [ 1fldn} = [ () dx+ [ dy
u(E)=t VE £ () 0

/°° dr(\) d>\+/f*(t)td/\
~ Jpw ! 0 '

Dali, utilizando o Lema e o fato de que dy« = dy, temos

M?;)p:t{ Lty = [ dra) ax e
_ /i)df*(A) d\ + Lf*(t)

fx(
= tf*(s) ds.
0

2.3 Funcao Duplo Rearranjo

Definiremos a seguir a funcao duplo rearranjo de uma funcdo f, também conhecida
como func¢ao maximal, e estudaremos algumas de suas propriedades.

Defini¢ao 2.30. Sejam (X, ) um espago de medida e f uma fungdo mensuravel em X.
A funcdo duplo rearranjo de f é a fungao definida em (0, c0) por

e = [ s ds

Proposicao 2.31. Sejam (X, 1) um espago de medida, f e g fungoes mensurdveis em X
e (fn)nen uma sequéncia de fungoes mensurdveis que converge para f em X. Entdo temos
que

1. f* € uma funcao nao-crescente;
=

Se |f(x)| < lg(@)| p-g-t.p., entdo f** < g**;

Se | fn] converge de forma crescente para |f| p-q.t.p., entdo (f,)** converge de forma
crescente para f**.

5. (kf)y™ = |k|f**, para todo k € C.
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Demonstracao. 1. Tomemos 0 < t; < t5, entao segue

o) = [ s ds

tz 0
1 1 rt2
= [ s [C e as
t2 0 tQ t1
1 b 1
< : / [*(s) ds + t*f*(tl)(tg —t1), (pois f é ndao-crescente)
2 /0 2
1 oh, 11
= 152/ f(s)ds+<t1_tg>t1f (t1)
]_ t1 N 1 ]_ t1 . ) , ~
< */ fr(s) ds + ( — )/ f*(s) ds, (pois f é nao-crescente)
t2 tl t2 0

_ tl/ F(s) ds = f*(t,).

2. Para todo t > 0, como f* é nao-crescente, temos que

= [ r)ds> 1 [ 5w ds = e = 50,

3. Fazendo uso da Proposicao [2.21] item 2., temos que f* < g* e, dai, segue que

t
= / fi(s)ds < = / g*(s) ds = g™ (t), para todo t > 0.

4. Fazendo uso da Proposicao m, item 5., temos que (f,)* converge de forma
crescente para f* e assim, usando o item 3., dessa proposigao, como (f,)* < (fns1)* < f*

temos que (f,)* < (frg1)™ < f*
Resta mostrar a convergéncia, visto que ja garantimos a monotonicidade de (f,,)**

Assim, usando o Teorema da Convergéncia Mondtona (ver [8], pdg. 31), temos que
1 t
= 5[ £ ds

:t/ggngofn ds
=t ? [ ds

n—oo ¢

= ,}ggo(fn) (t).
5. Pela Proposicao [2.21], item 3., temos que (kf)* = |k|f*. Assim,

=) = 7 [(s) ds

- 1/t|k:|f*s ds
= |kl /f
—
O

O proximo resultado mostra a subaditividade da fungdo duplo rearranjo em um espago
de medida nao atomico, fato que sera de grande utilidade para mostrar que o espaco de
Lorentz é normado.
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Proposigao 2.32. Sejam (X, ) um espago de medida nio atomico, f e g fungoes men-
surdveis em X . Entao temos

(f+9)" (@) < 7 () + 97 ().

Demonstragcao. Tome t > 0. Pelo Teorema [2.29] temos
(F+9" () = 1 [(F+9)(s) ds

1
= — sup {/ |f + 9] du}
wE)=t \E

IN

IN

t

1

t

1 1

7 sup {/E\f! du}+t sup { 19l du}

w(E)=t w(E)=t

1

t

f

O

A seguir veremos algumas propriedades do duplo rearranjo do operador convolugao
em R" (os resultados abaixo, na verdade, sdo vdlidos para qualquer espago de medida,
basta apenas definir de modo mais genérico o operador convolugao). Estas propriedades
serao uteis para demonstrarmos algumas desigualdades classicas nos espagos de Lorentz.

Definigao 2.33. Sejam f e g fungoes mensuraveis definidas de R” em R. A funcao
h=fxg:R"— R ¢ dita convolucao de f e g e é dada por

W) = (f < g)(@) = [ fla=v)gly) dy

O lema abaixo terd sua demonstracao omitida, porém, tal demonstracao poderd ser
encontrada em [10] (pag. 131).

Lema 2.34. Sejam f e g fungoes mensuraveis definidas de R™ em R. Entao
R () < EF () g™ ( +/ “(s) ds, Wt > 0.
Proposicao 2.35. Sejam f e g fungoes mensurdveis definidas de R™ em R. Entdo

R (1) < /t TP ()g™(s) ds, Vit > 0.

Demonstragdo. Se / f™(s)g™(s) ds for infinita, ndo ha o que mostrar.

Sendo assim, suponhamos que, / f7(s)g™(s) ds < oo, para todo t > 0.

Note, primeiramente, que thm tf*(t)g™(t) = 0, pois como f*(t) e g*(t) sdo funcoes
00
nao crescentes, temos que

0<tf~(t)g™(t) =

IN
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Assim, quando t — oo, da desigualdade acima, temos imediatamente que tli}m tf* () g™ (t) =

0.
Agora, usando o Lema e o fato de que f*(t) < f**(¢) (Proposi¢do [2.31] item 2.),
segue que

() < EF*(1)g™ (1) + /t T (s)g" (s)ds, Vit > 0. (2.17)

Notemos também que

Sy = 5 (5 [ 5 as)
= 0 [ 1) ds

S CAURYAI0)
e, de forma andloga, 4 1
a(g**(t)) = ;(g*(t) — g7 (1))

Logo, segue que

jt(tg**)(t) =97 () + tjt(g**)(t) =g"(1).

Por fim, integrando por partes a integral da desigualdade ([2.17)), temos
W) < 0O+ [ e () ds
< W0 + s (O [ ) — 1) s07() ds
= £ (g0 + im (597 () ()~ 09" (O + [ £ ()97 (5) ds
— [ £ (s as
= [t ds— [ F )7 ds
< [T e ds

Portanto, segue que

W < [ (g () d.

2.4 Convergéncia em Medida

Apresentaremos agora o conceito de convergéncia em medida que sera utilizado pos-
teriormente na demonstragao de completude do espaco de Lorentz.

Defini¢ao 2.36. Sejam (X, ) um espaco de medida, f um fungdo mensuravel em X e
(fn) uma sequéncia de fungdes mensuraveis em X. A sequéncia (f,) é dita convergir para
f em medida, se para todo € > 0, existir ng € N tal que

pu{x € X o |fu(z) — f(x)] > €}) < €, sempre que n > ny.
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Defini¢ao 2.37. Sejam (X, ) um espago de medida, (f,) uma sequéncia de fungoes
mensuraveis em X. A sequéncia (f,,) é dita de Cauchy em medida, se para todo € > 0,
existir ng € N, tal que

pw{r € X o |fm(x) — fulz)] > €}) < €, sempre que m,n > ny.

Podemos dizer que a convergéncia em medida é uma nocao “mais fraca” do que a
convergéncia em LP ou até mesmo LP>®) com 0 < p < oo. O resultado a seguir ilustra
melhor esta ideia.

Proposicao 2.38. Sejam (X, ) um espago de medida, 0 < p < oo e consideremos 0s
espacos LP = LP(X, ) e L) = L)X 1), Entio temos

1. Se (fn) € uma sequéncia de fungoes mensurdveis que converge para uma fungdo
mensuravel f em LP, entdo (f,) converge para f em L(P:0)

2. Se (fn) € uma sequéncia de fungoes mensurdveis que converge para uma fung¢do
mensurdvel f em L®>) entdo, (f,) converge para f em medida.

Demonstragao. 1. Para p = oo o resultado segue de modo imediato, visto que nesse caso
LP = [P, Assim, fixaremos 0 < p < oo.
Por hipdtese, dado € > 0, existe ng € N tal que

| fn. — fll, <€, sempre que n > ny.
Dafi, usando a Proposi¢ao [2.14] temos que

1 fn—f

poo < || fn — fll, <€, sempre que n > ny,
ou seja, f, converge para f em LP>).

2. Por hipétese, dado € > 0, existe ng € N tal que para todo n > ng, temos
v 14+1
£ = Fllpoe = sup{a (dis,—py (@) 0 > 0} < 7,
ou seja,
supfa (n({z € X :[fula) = f(2)| > a}))7 s a > 0} < e,
donde segue que

e (W{x € X : |fulz) = f(z)] > )7 < erth,

Assim, obtemos que

pn({r € X : [fu(z) — f(z)| > €}) <e
Portanto, (f,,) converge para f em medida. ]
Proposicao 2.39. Sejam (X, u) um espago de medida, 0 < p < oo. Se (f,) € uma

sequéncia de Cauchy em L) = LWP>)(X u), entio (f,) é uma sequéncia de Cauchy
em medida.
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Demonstragio. Seja € > 0. Como (f,,) é de Cauchy em LP*° segue que existe ny € N tal
que para todos n, m > ny,

1
ca >0} <erth

3=

1fn = Fnllpoo = supfa (dig g, ()
ou seja, ) 1
sup{a (p({z € X : |fu(z) — fin(2)] > a}))? :a >0} < e,

Logo, temos que

e (p({z € X : |ful@) = fulz)| > }))F < ert!

e, portanto,
n{z € X 1| ful@) — ful@)| > €}) <,

donde concluimos que (f,,) é uma sequéncia de Cauchy em medida. O]

Em muitas situacoes é necessario extrair uma subsequéncia convergente de uma sequén-
cia dada. Os proximos resultados irdo nos fornecer um meio de extrair tal subsequéncia.

Teorema 2.40. Sejam (X, ) um espago de medida, f uma fun¢ao mensurdvel em X e
(fn) um sequéncia de fungoes mensurdveis em X que converge em medida para f. Entdo
existe alguma subsequéncia de (f,) que converge para f p-q.t.p.

Demonstragio. Como (f,,) converge para f em medida, podemos tomar indices ny tais
que para todo k € N, tenhamos

p({z € X+ |fu(2) = f(z)| > 27"} < 27° (2.18)

e, ainda, podemos ordenar os indices, de forma que n; < ng < -+ <Ny < -+ - .
Agora, definimos os conjuntos

Ap={z € X 1| fn (@) = f(2)| > 27"},
Note agora que, usando a desigualdade dada em ([2.18]), temos

I ( U Ak> <N p(Ay) < 3 27" =2"" para todo m =1,2,3, -
k=m k=m k=m

e, segue de modo imediato, que

M(GAk>§1<OO~

k=1

Agora, observe que, o conjunto A = {z € X : |fp,(z) — f(z)] > 0} = (| U 4k e,
m=1k=m
ainda, note que

UAkDUAkD"’DUAkD U AkD"',

k=1 k=2 k=m k=m-+1
ou seja, temos uma sequéncia decrescente de conjuntos mensuraveis. Assim, por um
resultado da Teoria da Medida (ver [§], pag. 21), segue que
(0.9)

0§/L<A):,u<ﬂ Ak>:lim,u<UAk>§lim21_m:O,

m—00 m—00
m=1k=m k=m
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ou seja, u(A) = 0.

Por fim, observe que A contém todos pontos z € X tais que (f,, (z)) ndo converge
para f(z). Portanto, temos que f,, converge para f exceto em um conjunto de medida
nula (conjunto A), como querfamos. ]

Teorema 2.41. Sejam (X, p) um espago de medida e (f,) uma sequéncia de Cauchy
em medida. Entdo existe alguma subsequéncia de (f,) que converge para uma fungdo f

w-q.1.p.

Demonstragio. Como f,, é Cauchy em medida, temos que para todo k € N, podemos
tomar indices n, tais que

p({r € Xt [fo,(z) — fnk“(fz)‘ > 27]6}) <27,

com os indices ordenados de forma que ny < ng < -+ <Ny < Npyy < -
Definimos agora os conjuntos

A= {2 € X ¢ | (2) = fupy (@) > 274},

Usando o mesmo argumento utilizado na demonstragdo do Teorema [2.40] temos que

W({e € X : 1o (@) = oo (@)] > 0}) = (n U Ak)—o

m=1k=m

Assim, se z ¢ U A et > 5 > jo > m (com j suficientemente grande tal que
k=m
21770 <€) temos que

i—1
| fui (@) = fo,; ()] < Z (@) = fors (@) < T2 = 219 < 2190 < ¢,
1=

o
o que implica que a sequéncia (f,,(z)); é de Cauchy para todo x no conjunto ( U Ak>

e, portanto, convergente. Dal, definimos a funcao

lgnfn ,sexgéﬂ UAkv
f(l’): J o o m=1k=m

0, se x € ﬂ UAk.

m=1k=m

Entao, f,, converge para [ j-q.t.p.. O



3 Espacos de Lorentz

3.1 Espacos de Lorentz

Definigao 3.1. Sejam (X, x) um espago de medida, f uma fungdo mensurdvel em X e
0 < p,q < oo, definimos

1 £l = (/ooo (1) Cf) se q < o

suptr f*(t), se ¢ = oo.
>0

O conjunto de todas as fungoes f mensuraveis em X com || f||5,., < oo é denotado por
[P = [P9(X, 1) e é chamado de espago de Lorentz com indices p e g.

Assim como nos espagos LP e LP-fraco, duas fungoes em LP?(X, ) sdo consideradas
iguais se elas sdo iguais p-q.t.p..

Observacao 3.2. A partir da defini¢cdo acima, podemos relacionar os espacos de Lorentz
com os espacos LP e LP-fraco. De fato;

1. L°»*° = L[*°. Relembrando o fato de que f* é nao crescente e utilizando a Proposicao
[2.22] item 3., temos

[f [ zoee = sup f7(8) = f7(0) = [ fllco-
>0
2. LP*> = [P-fraco. Pela Proposigao [2.22] item 4., temos
1, 1
[ 2o = suptr f() = sup ads(a)r = || f|poc
t>0 a>0

3. LPP = [P para 0 < p < oo. Pela Proposigao [2.22] item 2., temos

£l = ( " @rw) Cf) ([T wwr @) = (L1 a) =i,

Desse modo, usaremos a notacao que for mais conveniente para denotar os espacos
acima, por exemplo, usaremos L”> para denotar o espaco LP - fraco (L®>)).

A seguir, veremos um exemplo em que ilustra o calculo do funcional || - ||5,., para uma
fungao simples.

45
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Exemplo 3.3. Consideremos uma func¢ao simples f nao negativa, dada por:
f(z) = ZanEj(x), onde E;NE;j=0ea; >ay>--->a,>0.
j=1
Pelo Exemplo [2.19, segue que a funcao rearranjo f* é dada por

F(t) =" ajxi,_,,5,) (1),
j=1

J
em que B; = Zu(Ei), ani1 = By =0e ay= oo.
i=1
Dai, segue que se 0 < ¢ < 0o, entao

" © 1 \adt
e = ([ (@ rw) )
= (/OOO (t’l’ian[Bj_l,Bj)(t)) Cit)q

J

Q=

s}
s}

e, ainda, se ¢ = oo, segue que

* L
e = suptr f*(t)

t>0

1 n
= suptr Z CLjX[ijth)(t)
t>0 j=1

1
= sup aijE.
1<j<n
Observacao 3.4. Note que, no exemplo acima, nao consideramos o caso em que p = 0o
e 0 < g < oo. Nesse caso, terfamos que || f||5q = 00, exceto se a fungao simples f fosse
a nula. Agora, como toda func¢ao mensuravel f pode ser aproximada por sequéncia de
fungoes simples, concluimos que L4 = {0}.

Infelizmente, o funcional || - ||}, ndo nos fornece uma norma para LP? para todos os
indices p, ¢ da sua definicao, visto que a desigualdade triangular nem sempre é satisfeita
(para mais detalhes, veja [9], pdg. 219). Desse modo, definiremos agora o funcional
| - || zpa, com 1 <p <ooel<qg< oo, de modo que o mesmo seja uma norma para LP?
e ainda que a topologia gerada por esse funcional seja equivalente a gerada por || - |7 .q-

Defini¢ao 3.5. Sejam (X, ) um espago de medida, f uma fungdo mensurdvel em X,
l<p<ooel<qg< oo, definimos o seguinte funcional:

RV SN qdt ‘
| fllra = </0 (tpf (t)) t) , S€ g < 00

suptr f*(t), se ¢ = 0.
>0
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Teorema 3.6. Sejam (X, ) um espago de medida nao atéomico, f uma fung¢ao mensurdvel
em X que estd em LP? = LP9(X, ), 1 <p<ooel<q<oo. Entio o funcional || - || Lr.a
define uma norma em LP9,

Demonstracdo. Seja f uma fungdo mensuravel que estd em LP?. Inicialmente, notemos
que segue imediatamente da definicao que || f||zra > 0.

e Tome 1 < g < .

Notemos que se || f||zr.« = 0 e relembrando do fato de f** ser nao-crescente (Propo-
sicao [2.31} item 1.), entdo, para todo s > 0, temos

0=l = [~ (E50) 2 [ () £ = (2) e 2o

t

e, assim, f**(s) = 0 para todo s > 0, o que implica em f*(s) = 0 para todo s > 0.
Agora, pela Proposicao [2.22] item 2., temos que

/ |f] du =0, ou seja, f =0 pu-q.t.p.
X

De modo contrario, se f = 0 u-q.t.p., pela Proposicao [2.22] item 2., segue que

/ f*(t) dt =0, ou seja, f* =0 p-q.t.p.,
0

e, assim, segue também que f** =0 p-q.t.p. e, portanto,
© 1 o n\adt . B
I fllzna = ( | (Erw) t) =o0.
Agora, pela Proposicao [2.31] item 5., para todo k& € C temos que
o 1 e th%_ /1 e th%_
Iksllose = ([ (00 @)" 5 ) = ([ w0 0) §) = ki

E, ainda, sendo g uma func¢ao mensuravel que esta em LP¢, pela Proposicao [2.32]
temos

hSA

+aw) )

I+ alime = ([0 :
([ @uo+s o) f)

1
1

_ (/Ooo (7)) + (5097 (1)) dt)q . (3.1)

IA

Agora, pela Proposicao 2.4, com X = R e p a medida de Lebesgue em R, pode-
mos aplicar a desigualdade triangular (também conhecida como desigualdade de
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Minkowski) em (3.1]) e obtermos

1

17 +gle < ([T (@ 90+ @ e w)" @)’
: (/0"" () dt); + </ooo (7)™ (1)’ dt)q
= (/OOO (t%f**(t))q Cff)q + (/0"" (t;g**@))q c?f)q
= | fllzpa + lgllns

e Tome q = o0.

Notemos que se || f||z»~ = 0, entéo, para todo s > 0, temos
0.< 57 f*(s) suptr f(t) = || fllre =0,
>0

e, assim, f**(s) = 0 para todo s > 0, o que implica em f*(s) = 0 para todo s > 0.
Agora, pela Proposicao [2.22] item 2., temos que

/ |f| dp =0, ouseja, f =0 u-q.t.p..
X
De modo contrario, se f =0 pu - q.t.p., segue que pela proposicao [2.22] item 2.
[e.e]
/ f*(t) dt =0, ou seja, f*=0 pu- q.t.p.,
0

e assim, segue também que f** =0 p-q.t.p. e, portanto,

l £33
| flLpe = supte f**(t) = 0.
>0

Agora, pela Proposicao [2.31], item 5., para todo k£ € C temos que

1k fll oo = sup s (k )™ (t) = sup 5 k| (f)(£) = [k][|f]| oo
t>0 t>0

E ainda, sendo g uma fun¢ao mensurdvel que esta em LP>, pela Proposicao [2.32]
temos

1f + gl = supts(f + g)™(t)

t>0
L1 e *%
< suptr (f7(t) + g7 (1))
t>0
<

supts f**(t) + sup t» g™ (t)
t>0 t>0

= [Ifllze + lgllzeee
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Mostremos a seguir que para 1 <p < oo e 1 < ¢ < oo, os funcionais || - || zr.a € || - ||7r.q
sao equivalentes, o que nos garante que as topologias geradas por ambos funcionais tam-
bém sado equivalentes. Para tanto, usaremos, como resultado auxiliar, uma desigualdade
classica cuja a demonstracao sera omitida por fugir dos propésitos do trabalho, mas pode
ser conferida em [I1], pag. 196.

Lema 3.7 (Desigualdade de Hardy). Se 1 < ¢ < 400, r > 0 e f uma fungao mensurdvel
ndo negativa em (0,00), entao

([ ([ foom) ea) < 2 ([ wryaan)’ (52)
(/OOO (/too f(u)du)q]gr—uﬁ)é < (/Ooo(uf(U))qur_ldu) ‘ (3.3)

Proposicao 3.8. Sejam (X, p) um espago de medida, 1 <p < oo el <qg<oo e f uma
fungao mensurdvel em LP? = LP9(X, ). Entao temos

Qe

IR 3R

p
11 zra < 1 llzva < ﬁHfHZp,q-

Demonstragdo. Inicialmente, notemos que pela Proposicao 2.31] item 2., temos que f* <
f**. Desse modo, segue imediatamente que || f||5,.e < || f||zra, © que corresponde ao lado
esquerdo da desigualdade.

Para o lado direito, consideremos primeiramente os indices 1 < p < 00 e ¢ = 0.
Assim,

Lk
[fl[Lree = suptr f7(2)
t>0

t

= supt%_l/ f*(s) ds
0
t

t>0

1

= Suptifl/ 37%35f*(3) ds
0

>0
1y [t 1 1,
< suptr /8 p | supur f*(u) | ds
t>0 0 u>0
1t _1
= Sl supts ™ [ 575 ds
>0 0
1_ Y% _14q
= eeesuptr | —— |t P
Il supes ™ (25
p *
= EH.}C“L%C’W

como queriamos.

Agora, para indices 1 < p < o0 e 1 < g < 00, aplicaremos a desigualdade de Hardy
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1
(13.2)), com r = gq <1 — ) Logo, obtemos
p

| fllepa = (/000 (t%f**(t)y it)}}
- (/OOO <1 /Ot J*(s)ds ) (21 dt)l
- (/ooO (/Ot f*(S)ds>qt—q(1_117)_1 dt)tll
) q(lq_;’)</0 (sf7(s))? 570797 ds>;
- (e )
= Ll

]

Mostremos agora que os espacos de Lorentz 7?7 com 1 < p < el < g <
sao espacos de Banach. Para tanto, utilizaremos alguns resultados auxiliares que serao
demonstrados a seguir.

Lema 3.9. Sejam (X, p) um espago de medida, 1 < p < 00, 1 < g < oo e f uma fungio
mensurdvel em LP1 = [P X, u). Entdo temos

. a\7 ISl
re < () M,

TP

Demonstracdo. Da Proposicao [2.31], item 1., temos que f** é nao crescente. Assim, segue
que

Wl = [T ®
— @ dt ;(tif**(t))qcit
> [y Cff
> /(t o )) cit

Assim, temos
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Lema 3.10 (Calderén). Se (X, pu) € um espago de medida, 1 <p<oocel <qg<r < oo,
entao LPU( X, u) C LP" (X, p). Mais ainda, para toda f mensurdvel em LP? = LPY(X, u),
temos

_1
T

1 o < (Z) 1|l o

Demonstragao. Inicialmente, tomemos r < co. Pelo Lema |3.9, segue que

Q=

(W) = [T 67 (@) e
R () LA ()

t%—l(f**(t))q ((g)q ”f”lL”’q) dt
tr

! dt

(P TR O) I

I
S—

(AN
S—
S~ 8

r_q
) (1 m)™ (Flme)”

I
/N N N

VI VI TI

)q ([ fllzra)”

Portanto, temos que

_1
T

q
[l < (p) 1l

Q=

e, evidentemente, LP? C LP".
Por fim, tomemos r = co. Dali, novamente pelo Lema [3.9] temos

l kk
[fllzpee = suptr f*(t)
t>0
1
< supet (1) Ul
t>0 P tr

1
q
_ <q> 1|l s sUp 7~
Y% t>0

_ (q> T
p

e, evidentemente, LP? C LP°, O

Observacao 3.11. Um resultado imediato do Lema é que se (X, p) um espago de
medida, 1 <p<ooel<q <p<q <00, temos

prfh C prp C LPHZ C LPvOO_

Teorema 3.12. Sejam (X, p) um espago de medida nao-atomica, 1 <p < oo el < q <
00, entdo o espago de Lorentz LP? = LP9( X, n), munido da norma || - ||e.a, € um espaco
de Banach.



52 Espacos de Lorentz

Demonstragio. Seja (f,) uma sequéncia de Cauchy em LP4. Logo, temos que
| fr — fnllzre — 0, quando n, m — oo.

Se ¢ = o0, lembremos que P> = [P-fraco (Observacao e, entdao, usando o
Proposicao [2.39, temos que (f,) é de Cauchy em medida.
Agora, se ¢ < oo, usando a Proposicao e o Lema de Calderén [3.10] temos que

1
* q\’
||fn - meL%oo < an - meLWX’ < <p> ||fn - fm“Lp’q — Oa quando n,m — oQ.

Dai, novamente pela Proposi¢ao , concluimos que (f,,) é Cauchy em medida.

Agora, como (f,) é Cauchy em medida (para qualquer que seja o indice 1 < g < 00),
pelo Teorema [2.41] segue que existe uma subsequéncia (f,,) de (f,) tal que f,, — f p-
q.t.p., para alguma f mensuravel.

Seja € > 0 dado arbitrariamente. Como (f,,) ¢ de Cauchy em LP?, existe ky € N tal
que

[ for = frry v <€, para k > ko
e fon = frny = f = fuy, #-a.6.p. e, dal, | frn — fnk0| —|f = fnk(,’ i - q.t.p., o que implica
que
11]£glo£,1f |fnk - fnk0| = |f - fnk0| H-q.t.D..

Agora, pela Proposicao 2.21] item 6., segue que
(f = fuy)" S Hminf(fr, = fr)" (3.4)

Da desigualdade acima e do Lema de Fatou ([8], pag. 33), temos

(F = fu 0 = 5 [ = fu, ) (5) ds

t
< 1/ lim inf(f — fu,, ) (s) ds
< 11m1nf / fnzco ds
— it fu) <>.
Ou seja,
(f = fa,)™" < liminf(fo, = fo )™ (3.5)

Agora, se ¢ < 0o, usando novamente o Lema de Fatou ([8], pdg. 33) e a desigualdade

, temos
||f_fnk0||LP7q = </0 ( %(f fnko)**( )>qcit>q
</ooo (4 im ity — S, )"0 ?) E

lim in ( L (= )" )" f) 5

= lilgggolf ||fnk - fnko ”L”'q <é

IN

IA



Espacos de Lorentz 53

quando k > k.
E ainda, se ¢ = oo, usando a desigualdade (3.5]), temos

1 = fo lira = supts (f — fun )™ (1)

t>0

IN

sup ¢+ lim glf(fnk — frry ) (1)

t>0 k—

= liminf supt%(fnk — fnko)**(t)

k=00 >0
= h;gg}f ank - fnko HL""I <g,

quando k > k.

Como f = f = fu, + fny,, entao f € LP1.

Agora, se uma sequéncia de Cauchy possui uma subsequéncia convergente em um
espaco normado, entdo esta sequéncia de Cauchy converge para o mesmo limite da sub-
sequéncia. Dali, podemos concluir que (f,) converge para f em LP9, ou seja, LP9 é um
espaco de Banach. O

Agora veremos que os espacos de Lorentz possuem a mesma relagao de escala que os
espacos LP.

Proposicao 3.13. Considere o espago de medida (R™,m), em que m é a medida de
Lebesgue. Sejam 1 < p < o0, 1 < q < o0, > 0 e f uma funcao mensurdvel em
LP9 = [P9(R™ m). Entdo f, estda em LP?, em que f,(z) = f(ax) e, além disso,

Ifallzna = a7 || fl|zna-

Demonstragdo. Inicialmente, temos que

ds(s) = m({z € R": [fu(z)| > s})
= m{x e R": |f(az)| > s})
= m({a"ly e R": |f(y)] > s})
a"m({y € R" : [f(y)| > s})
= a "ds(s).

Agora, temos também que

(fo)"(t) = inf{s >0:d (s) <t}
= inf{s > 0:a "ds(s) <t}
= inf{s > 0:ds(s) < a"t}
= f*(a"t).
Fazendo uma mudanca de variaveis, temos
1 gt
(f)70) = 5 [ (Fa)(s) ds
1 t
= ;/0 f(a"s) ds
1 pomt | du
- TeE

= szt/oant f*(u) du
[ (a")
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Se 1 < ¢ < 0o, novamente por uma mudanca de variavel, temos

[ fallra =

%
8
/N
~
SEE
—~
;n
N—
*
*
—~
~
N—
~—
(=]
~%
v
s

Agora, se ¢ = 0o, temos

1 kk
[ fallpwes = suptr(fo)™(t)
t>0

= sup t%f**(oz”t)
>0

= 3gg<a-“u>%f**<u>

_n
= a 7| fllpweo-

A seguir, veremos algumas desigualdades classicas que serao uteis para nossos propo-
sitos.

Teorema 3.14 (Desigualdade de Young Generalizada). Sejam (X, p) um espago de me-
1 1
dida € p1,ps € (1,00) tais que — + — > 1. Se f e g sao fungoes mensurdveis em

D1 2
Lot = [Poa( X p) e LP2%2 = [P>2( X 1), respectivamente, entdo a convolugio h = fxg

pertence a L™ = L™*(X, u), em que — = — + — — 1 e s > 1 é qualquer nimero tal que
r p1 P2
1 1 1
— 4+ — > —. Além disso,
LA CD) S
[hllLre < C)||fllzovar (9]l Lo2a

Demonstragdo. Inicialmente, consideremos s = oo. Dai, fazendo uso da Proposicao [2.35
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e do Lema de Calder6n (Lema [3.10]), temos

|h][pree = suptrh™(t)
t>0

sup <t7‘/ f** * )
t>0
1—1 L 1
— SUp (tT/ S_ r (8131 f**(s)) <Sp2 g**(8>> d5>
t>0 t
o0 1 .
= (ti/ s <SUP S"lf**(s)> (sup Smg**(8)> ds)
t>0 t >0 50
1 g
- ||f||Lp1’OO||g||Lp2’°° Sup <t""/ S 1 T ds)
t>0 t

1 1
= ||f||Lff’1ﬂ<>o||g||pro sup (trm‘ )

1

Uil a2
< ||fHL”1 a | — HQHLPMQ
p1 )

- C(T)HfHLpl’ql ||g||Lp2,q2.

IA

Agora, consideremos o caso em que s < oo. Utilizando novamente a Proposicao [2.35]
temos gt
s & 1o S **
(o) = [ (eww) < [T (v / £ () dv) 5.
0 t

Efetuando as mudancas de variaveis t = — e v = —, temos
Yy u’

[l LG G)a)
(TP P
— /OOO (/Oy F(u)du)s y " dy,

em que F(u) = 5 e =2 Agora, utilizando a desigualdade de Hardy
r

U
(Lema equagao |3.2)), temos

(IAllzme)® < (;)S/OOO(UF( a1 du

(1Al zre)”

IA

- e[ Qe )

1
Efetuamos agora uma nova mudanca de variavel ¢t = — para obter:
u

dt

.

Bl < v [ (5 (097 (1)
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1
Notemos que, como — + — > = (e também s > 1), existem my, my > 1 tais que
a1 Q2 S

11 1 s 1 _ s
— — =1, — <L e—< .

my M my T i Ma G2
Utilizando a desigualdade de Holder em L'(0, oc) (Proposicio , em que m%—i-i =1

ma2

, x
e a medida y = —, temos
x

e = (/ T (e ) dt) .

1 1
oo 1 smi smq o 1 sma Sg
< r / l:tpll f**(t):| — / |:tp12g**<t):| at
0 t 0 t
= 7[[fllzersm [|gllLresme.

Por fim, como ¢; < smy e ga < smy, aplicando o Lema de Calderén (Lema [3.10)),
temos

1 1 1 1

@\ @\ =
HhHLr,s S r (]h) H.f”Lmytn <p2> HgHLPQ,qQ
- C(r)”f“Lpl’ql ||g||LP2,q2.

A préxima desigualdade é uma do tipo Holder para os espacos de Lorentz.

Teorema 3.15. Sejam (X, p) um espago de medida, indices p,p’ € (1,00) e q,q € [1, 0]

tais que 119+1% =1le %—i—% = 1. Sejam f e g fungoes mensurdveis em LP9 = LP9(X, 1) e

LP0 = LP9(X, 1) respectivamente, entdio

1Fglls < Nfllzrallgll oo

Demonstragdo. Inicialmente, consideremos os indices ¢, ¢ € (1, 00).

Assim, utilizando a desigualdade de Hardy-Littlewood (Proposicao , a desigual-
dade de Hélder em L'((0,00)) (Proposicao [2.5)), lembrando que % + % = 1 e o fato de
f* < f** (Proposigao [2.31] item 2.), temos

Ifgl = [ 1f@)g(@)] dy
L g ar

IN A
F\H
*
*
—
~
N—
e}
*
*
—~
~
SN—
QL
5y

8
—~
~+~

T
kh
*
*
—~
~+~
~—
~—
—~
~+~
=
S
*
*
—~
~+~
~—
~—

= | fllzrallgllporar-



Dualidade 57

Agora, sem perda de generalidade, consideremos ¢ = 1 e, portanto, ¢ = co. Utilizando
novamente a desigualdade de Hardy-Littlewood (Proposicao [2.23), e o fato de f* < f**

(Proposigao [2.31} item 2.), temos

Ifglly = [ 1f@g(x)] du
|0 a

[ r g ) d

= [T o e o)

< [T s (o) T

s>0 t

= ([T tal -

= N llzraligll oo

IN

IN

3.2 Dualidade

A seguir, apresentaremos um teorema com a caraterizacao de dualidade para espagos
de Lorentz. A demonstragao sera omitida por ser demasiadamente técnica, porém, ela
pode ser encontrada com detalhes em [9] e [12].

Definigao 3.16. Um espago de medida (X, pt) é chamado de o-finito se existe uma sequén-
cia K, de conjuntos mensuraveis, com u(kK,) < oo tal que

U K, = X.
n=1

Observacao 3.17. Vale notar que R” munido da medida de Lebesgue é um espago o-
finito.

Lembremos, agora, que uma quase-norma é um funcional nao negativo || - || em um
espaco vetorial X que satisfaz para algum K > 0 e todo z,y € X, ||z +y|lx < K(||z|x +
lyllx), [ Az]|x = |A|||x||x para todos os escalares A e se ||z||x = 0 entdo x = 0 . Quando
K = 1, a quase-norma é chamada de norma. Um espago quase-Banach é um espago
quase-normado que ¢ completo em relacao a topologia gerada pela quase-norma.

Defini¢ao 3.18. Seja (X, || - ||) um espago quase-Banach. O conjunto de todos os fun-
cionais lineares limitados em X constitui um espaco normado que é chamado de espaco
dual de X e é denotado por (X)*. E ainda mais, a norma de (X)* é dada por

£l = sup |(F.2)1.

Observacao 3.19. Vale ressaltar que o dual de um espago quase-Banach ¢ sempre um
espago de Banach. Para mais detalhes sobre essa discussao, veja [12].
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Teorema 3.20. Seja (X, ) um espago de medida o-finito nao-atéomico. Entdo temos

*

1. (LP9(X, )" =40}, quando 0 <p <1, 0< g < oo;

2. (LPY(X, )" = L>®(z,p), quandop=1,0< g < 1;

3. (LPY(X, 1)) = {0}, quandop=1, 1 < q < o0;

4. (LP9(X, )" # {0}, quandop =1, ¢ = o0

5 (LP9(X, p))* = LP°(X, 1) quando 1 < p < 00, 0 < ¢ < 1, 1%4— z% =1;

6. (LPY(X, )" = LY (X, ) quando 1 < p < 0o, 1 < ¢ < o0, % + z% = % + % =1,

7. (L7 X, u))" # {0} quando 1 < p < o0, ¢ = 00

8. (LP(X, w))" # {0} quando p = g = o0

3.3 Aproximacao da Identidade em Espacos de Lo-
rentz

O objetivo desta secao é apresentar um resultado de aproximacao da identidade em
espagos de Lorentz LP?(R™ m), em que m é a medida de Lebesgue. A demonstragao de
tal resultado é baseada na continuidade da translacao em espacgos de Lorentz, a qual é
consequeéncia dos dois proximos resultados.

Lema 3.21. Considere os indices 1 < p < oo e 1 < q < 00, entdo o conjunto S = {p :
R™ — R : ¢ é uma fungdo simples} € denso em LP9 = LP9(R", m), em que m é a medida
de Lebesgue.

Demonstragao. Seja f uma funcao mensuravel em LP? e € > (0. Suponhamos, sem perda
de generalidade, que f é nao negativa.

Consideremos o conjunto A, = {z € R™ : |f(z)| > €}, ou seja, temos que df(e) =
m(A.). Como, f*(t) — 0 quando t — oo, existe M > 0 tal que para todo t > M temos

f(t) =inf{s > 0:d¢(s) <t} <e,

ou seja,
de(e) =m(A) <t < oo.

Como f é mensurdvel, sabemos que existe uma sequéncia {@, nen de fungoes simples
nao negativas que convergem de modo crescente para f (ver [8], pdg. 13). E agora, dado
d > 0, pelo Teorema de Egoroff (ver [13], pag. 60), existe um conjunto A C A, tal que
m(A) < d e ¢, converge uniformemente para f em A.\A.

Definimos agora uma nova sequéncia f,, de fungoes simples do seguinte modo:

_J0, sex ¢ A.
fal@) = {gon(a:), se r € A,

Assim, utilizando o fato de f, < f (pois ¢, converge de forma crescente para f),
quando z € A\ A, da continuidade uniforme, segue que existe ng € N, tal que para todo
n > ngy temos

0< f(z)— fulz) <e€



Aproximacgao da Identidade em Espacos de Lorentz 59

Desse modo, segue que ds_g, (€) = m({x € R" : |f(x) — fu(x)] > €}) = m(A) < 4,
para todo n > ny.
Tomando entdo t > § e n > ny, temos que dy_y, (€) < 6 < t, ou seja,

(f = fo)"(t) =inf{s > 0:ds_y,(s) <t} <e

Como o argumento é vélido para qualquer 6 > 0, segue que (f — f,)*(t) — 0 quando
n — oo.
Agora, usando a Proposigao [2.21], itens 3. e 4., e o fato que 0 < f,, < f, temos para

todo n € N que
e ()]

- @) )]

21 (ti_l) [f* <;)r € L'(0,00), pois f € L,

IA

e (f = fa) (@)

IA

Por fim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada ([8], pag. 44), temos que

Q=

oo d
i 17~ Fllve = Jim ([0 - pr o)

n-=—co n—oo t
dt\ s
oo q
— tr i — £ ()] —=
([ s - s )
= 0.
Portanto, S é denso em LP1. n

Lema 3.22. Considere os indices 1 < p < 0o e 1 < ¢ < oo, entdo CX(R") é denso em
[P = [P9(R™ m), em que m € a medida de Lebesgue.

Demonstragio. Para essa demonstracao, fazendo uso do Lema [3.21] basta mostrar que
toda funcao caracteristica yp pode ser aproximada por uma fungao f € C°, na quasi-
norma || - ||7p.q -

Tomemos £ C R"™ um conjunto mensuravel e m a medida de Lebesgue em R". Entao,
m é regular interior e exterior e, dai, dado € > 0, existe um conjunto aberto G' e um
conjunto compacto K tal que K C EC Gem(G\K) < e.

Nessas condigoes, pelo Lema de Urysohn, existe f € C2°, com 0 < f <1 tal que

1 e K
Jx) = {07 i;G;.

Notemos que |xg — f| < xa\x e, assim, pela Proposicao [2.21] item 2., temos que
(xe — ) () < (XG\K) (t), vVt > 0.
Relembremos agora que, pelo Exemplo [2.19] temos que

(xevx) " (8) = Xom(@vien (1)-
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Dessa maneira, obtemos

Ixe = fllzee < lIxevillie 1
= </OOO (t% (xex)” (t))q Cff) '

/0 h (tixm,m(G\K))(t))q ?)3

/m(G\K) tr ! dt)é

) (i)

@
gr.

Portanto, C2° ¢ denso em LP9. ]

o

(
- |
(
(

QI I

Observacao 3.23. Um fato importante é que o lema anterior nao é valido para o indice
q = 0.

De fato, sabemos que para 1 < p < oo, C2°(R") é denso em L* = LP(R", m), em que
m é a medida de Lebesgue (este resultado pode ser obtido tomando por exemplo p = ¢
no lema anterior e usando a Observagao item 3.), ou seja, C(R") = LP.

Agora, inspirados pelo Exemplo temos o fato de que LP C LP*°. Esse fato pode
ser ilustrado pela funcdo f(z) = |z|”» que pertence a LP*° mas nao pertence a LP.

Desse modo, ¢ evidente que C®(R") = LP C LP* ou seja, C*(R") C LP*. Portanto,
o conjunto C'°(R™) nao é denso em LP*(R",m).

Faremos agora a demonstracao da continuidade da translagdo em LP?(R™ m).

Proposicao 3.24. Considere os indices 1 < p < oo el < g < oo. Se f é uma fungao
mensuravel em LP? = LP9(R™ m), em que m é a medida de Lebesgue, entdo

I1f(-—y)— fllzea — 0, quando y — 0.

Demonstragao. Considerando o Lema basta assumirmos que f € C°(R").

Tomemos € > 0. Como f € C°(R"), entao existe um conjunto compacto K, tal que
A=supp(f)={reR": f(z) #0} C K.

Dado y € R", definimos h,(x) = f(z —y) — f(z). Agora, segue que existe § > 0, tal
que para |y| < 0 temos |hy(z)| < exa,(x), em que As = {x € R" : d(z, A) < 0}.

Agora, pela Proposicao 2.21] itens 2. e 3., temos que

hy(t) < (exa,)"(t) = exa, (1).
Logo, segue que lim sup h;(t) < ¢ para todo t > 0. Dai, como ¢ nao depende de t,
y—0

temos que h(t) — 0, quando y — 0, para todo t.
Relembremos agora que, pelo Exemplo [2.19, temos que

(Xa,)"(t) = Xo,m(a5)) (D)-
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Além disso, temos também que

1
. © 1 o nadt)?
i = ([ (150)" )

AN
Q)
S—

3
/N
~
S |
>0
d;*
(=23
—~
~~
SN—
N——
£)
~ %
N——
_

Logo, do Teorema da Convergéncia Dominada (ver [8], pdg. 44), concluimos que
|hyll7pe — 0, quando y — 0.

Por fim, como os funcionais || - || e € || - ||7.r.c S80 equivalentes, segue que ||y || Lr.a — O,
ou seja,
1f(- =) = fllra — 0, quando y — 0.

]

A definicao a seguir, além de ser classica é de extrema importancia para o resultado
de aproximacao da identidade.

Definigao 3.25. Seja ¢ € L}(R"), tal que / o(z)dr = 1. Para cada € > 0, o molificador
Rn
de Friedrichs de ¢ é dado por
@ =e (%)
() =— :
@ ria

€
Para a demonstracao do teorema de aproximacao da identidade em espagos de Lorentz,
que veremos a seguir, precisaremos do seguinte resultado:

Lema 3.26. Seja (X, p) um espago de medida. Considere o indice 1 < p < oo ep >0
tal que I% + z% =1. Se f uma fungio mensurdvel em LP' = LPY(X, 1), entdo

I fller = sup [(f, o).
peLp o0

Demonstracio. Tomemos uma funcao fixada f pertencente a LP! e definamos o funcional
T(s) em (LP1)*, dado por

T () = (f,9), Yo € (LP)".

Evidentemente 7y é um funcional linear em (LP!)*.
Assim, por um resultado de analise funcional ([I4], pag. 240), segue que T(s) pertence
a (LP1)*™ (ou seja, o espaco bidual de LP!) e, mais ainda,

1Tl o ayer = NF 1o (3.6)
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Lembremos que pelo Teorema m item 5., temos que (LP!)* = LP"* e pela caracte-
rizacdo de norma em espagos duais (biduais), temos que

1Ty = sup |{f, )]
pe(LP1y*
= sw S5 D). (3.7)
peLp’ 00

Por fim, de (3.6]) e (3.7, segue que
[fllrs = sup [(f, )]

llell=1
peLp’s

O

Finalmente estamos em condigoes de apresentar o resultado de aproximagao da iden-
tidade em espacos de Lorentz.

Teorema 3.27 (Aproximacao da Identidade em L™9). Considere os indices 1 < p < 0o €
1 <q<o0. Seja f uma fungao mensurdvel em LP9 = LP2(R™ m), em que m é a medida

de Lebesque. Se ¢ € L'(R™) € tal que / o(x) de =1, entao
Rn
llpe * f — fllre — 0, quando e — 0.

Demonstragio. Como / ¢(x) dr =1, temos também que / () dr =1, e assim
R

n

pox f@) = f@) = [ en)fl@—y)dy - f(a)
- /ﬂmwﬂx—w@—<4ﬁﬂﬂd@f@>
= [ o) (fla =) = fla) dy.

1
Agora, fazendo a mudanca de variavel u = Y ¢ observando que p.(r) = —p (:U),
€ en €
temos

g fla) = () = [ olw) (fla — eu) - f(2) du

Agora, pelo Teorema [3.20] item 6., que diz respeito a dualidade de L9, pela caracte-
rizacdo de norma no espaco dual apresentada pela Defini¢ao m, (ou ainda, pelo Lema
3.26| caso ¢ = 1) e pelo Teorema de Fubini, temos

L (e % fl@) = F(@))o(a)da

lpe* f— fllzra = sup
11l pr =1

= sup
111, pr g =1

s ([ et
||¢‘|Lp,7q/:1 "

/"wmﬂpwyiﬂ Rn
= [ Ie@lIfC = u) = fllsa du.

/?(/W¢Wﬂf@—%ﬂ%—f@»cm>¢@)@;

m)

)du

IA

| (@ —eu) = () 6(a) da

IA

(f(z —eu) = f(2)) p(x)dx
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Agora, como |[f(- — eu) — fllpra < 2| fllzre < o0, da Proposicao temos

|f(- —eu) = fllzpa — 0, quando € — 0. Dai, do teorema da Convergéncia Dominada (ver
[8], pag. 44), segue que

o * f— fllzra — 0, quando € — 0.

3.4 Teorema de Interpolacao

Nesta se¢ao, apresentaremos um teorema de interpolacao que serd de grande utilidade
para os resultados de boa colocacao da equagao semilinear do calor.

Definigao 3.28. Sejam (X, u) e (Y, ) espagos de medida e T" um operador que associa
fungoes mensuréaveis de (X, p) a fungdes mensuraveis de (Y,v). O operador T' é dito
quase-linear se para todas fungoes mensuraveis f e g de (X, u) e para todo escalar A € C
temos:

LAT(f +9)l < k(IT(H)] +[T(9)]), para algum k > 0;
2. TN = AT

O teorema de interpolagdo, a seguir, tera sua demonstracao omitida por utilizar argu-
mentos da teoria de interpolacao que fogem do propdésito desse trabalho. Traremos, aqui,
o teorema na forma em que é apresentado no artigo [15], (padg. 264), porém o mesmo
teorema pode ser conferido, com algumas sutis diferencas em [9] (pag. 326), [LI] (pag.
197), [12] (pag. 56).

Teorema 3.29. Considere os indices pg, Pk, Qr, G € [0,00], com k = 1,2, p1 < ps €
p1 # po. Se T é um operador quasi-linear e

HT(f>H*kaqk < Bk”fH*ka’qka em que By > 0,
entao seque que existe By = B(0), 0 < 0 <1 tal que
1T (f)Izsa < BollfllLoa

emqueq<gqe
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Neste capitulo, estamos interessado em estudar o problema de Cauchy para a equacao
do calor semilinear generalizada

{ut + (=A)'u+  f(u) =0, z € R" (4.1)

u(0,x) = ug, * € R™,
emquen>1,v>0e f:R— R étal que para todo a;,as € R temos
[f(ar) = f(az)] < mlas — ar| (Jao " + |ar[7!) e f(0) =0, (4.2)

com as constantes n > 0, 1 < p < 0o. O operador (—A)? é definido através da transfor-
mada de Fourier como

(CA)8)(E) = |E70(€),
em que

36 = [ e o(a) da.

Nosso proposito é analisarmos a boa-colocacao do problema , mostrando inici-
almente a existéncia e unicidade de solugoes mild global nos espacos de Marcinkewicz
LP> = [P>°(R" m), em que m é a medida de Lebesgue em R".

Sendo assim, neste capitulo, bem como nos capitulos subsequentes, o espago de medida
a ser considerado serda R", com a medida usual de Lebesgue.

4.1 O Problema Linear Associado

Iniciaremos nossos estudos analisando o problema linear homogéneo associado ao pro-

blema de Cauchy (4.1)). Buscaremos as solugoes de

{ut +(-A)u=0, zeR" (43)

u(0,z) = uy, z € R™.

Desse modo, aplicando a transformada de Fourier (considerando a aplicagao da trans-
formada em = € R", ou seja, na varidvel espacial) no problema linear (4.3)), temos

'th + |£|2’Yﬁ/ = 07

que é uma equacao diferencial ordinaria com solucao tnica dada por
a(t,€) = e g (€).

65
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Da propriedade (m)(ﬁ ) = £(£)§(€), da transformada de Fourier da convolucio (ver
[12], pag. 100) e da transformada inversa, segue que a solugao do problema linear(4.3)) é

u(t,xz) = g4(t, z) * up(x),

|7t

em que g,(t,x) é tal que ¢, (t,&) = ek
Por fim, a solugdo tnica do problema linear (4.3) gera um semigrupo G,(t), via con-
volucao com o ntcleo g., isto é,

G (tuo(w) = g, (6.2) w wo(@) = [ g, (6. = y)uoly) dy.

4.2 Estimativas do Semigrupo G, ()

A seguir, traremos algumas estimativas do semigrupo do calor nos espacos de Lorentz,
bem como algumas propriedades do nucleo g,.

Lema 4.1. Dado t > 0, temos que
t dr = 1.
/]R" g'Y( ’ x) v

Demonstragio. Sabemos da secao anterior que g, (t,§) = e let,
Sabemos também, pela definicdo da transformada de Fourier que

G (6.8 = [ e, (tx) da.

n

Desse modo, é evidente que

\/R” g'Y(ty x) dx - /n 6_7;36.097(15, I) dlL’ — ,g/\’y(ta O) - e_|0‘2yt - 1

Lema 4.2. Sex,y € R", t > 0, entdo

gy (t,z —y) = g,(t,y — ).

Demonstragdo. Sabemos da segao anterior que g, (t,&) = e 1€ Desse modo, é evidente
que

gA’Y(ta f) = gA’Y<t7 _f) (44)
Notemos que

—

gt = &) = [ e ta—y)ds
— /n e_i(z+y)'£g’y(t7 Z) dZ
= e W [ e (t,2) dz
R’FL

= V(1 ), (4.5)

em que usamos a mudanca de variavel z = x 4+ y na segunda igualdade.
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Além disso,
gty =) = [ ety —a)do

- /n e LG (1 2) dz

— e W | =g (¢ 2) da

Rn
= 6_”"59%(757 _5)
= e WG (t,9), (4.6)
em que usamos a mudanga de variavel z = —z + y na segunda igualdade e (4.4) na tltima

igualdade.
Por fim, como (4.5)) e (4.6) sdo iguais, segue que

gy(t,x —y) = g,(t,y — ).

A seguir veremos algumas propriedades de homogeneidade de g,.
Lema 4.3. Sexz € R", t >0 ¢ k € {0} UN, entio

1. gy(t,z) = t_%gy(l,xt_%);

+k

2. (Vig,)(t,x) = 5 (Vhg,)(L, ot ).

Demonstracao. 1. Inicialmente, relembremos que

Gy (t, &) = e, (4.7)

Relembremos as seguintes propriedades da transformada de Fourier (ver [12], pag.
100):

o kf(€) =Kkf(€), em que k é constante;

. ﬂé\)(ﬁ) = 5‘"f(5‘1§), em que n é a dimensao do espaco.

Dai, aplicando as propriedades acima, temos

n o T n T T
(FFg,(L-£5)(©) = g0, %))

= 5t R (L)
NE R

e e (4.8)
Por fim, como (4.7)) e (4.8) sdo iguais, segue que
g (t,w) =t g (1,2t 27).

2. Segue imediatamente do item anterior. Basta derivarmos k vezes a igualdade

gy(t,x) =t 3 g (1,2t 7).
]
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Lema 4.4. Seja 1 < ¢1,¢0 < o0 el < p < r < oo. FEntao existe uma constante
C = C(r,n,v,p) > 0 tal que para toda fungao p € LP7(R™) e, para todo t > 0, temos

IV (G (D)) 1raz < C 56705 o] s, j € {0} UN.
Demonstracao. Inicialmente, notemos que por propriedade de convolucao, temos
V(G (t)p) = Vi(gy(t, ) x p(a)) = (Vig,(t,2)) * p(z).

Tomemos [ > 1 e ¢ > 1 tais que

1 1 1 1 1 1
I+-=-4+-e¢ —+ 52> —.
rop q Gl g

1 1
Agora, como ¢ € LP? e — + — > 1, pela desigualdade de Young generalizada (3.14)),
p g

segue que existe C7; = C4(r) tal que

VLG () @) [Lre = I(V2gy) * @llpra: < CLIVEg, [l Latlloll oo (4.9)

Agora, pelo Lema e da relacao de escala do espaco L% (Proposicio [3.13)), temos

. _ntj : _ 1
IV505 (8 Mar = 875 (Fg,) (1, £720)] o
_ntj ; _ 1
= 5 (Vig) (1 )
= Vg, (1, )|

+J n

= Oyt 5 7, (4.10)

em que Cy = ||VZ:97(17$)||L‘1J'
E ainda, como 1 + % = % + %, temos também que

_<n+ﬂ'>+"__j_n<1_1>__j_n<1_1>
2y 2vq 2y 2y q 2y 2y\p r

e assim, de [£.9] e [£.10] temos finalmente que

V(G (8@l < CEFEI75 ]| nar, com C = C1C.

4.3 Formulacao Integral

Nosso objetivo é encontrar solugdes mild (ou brandas) para o problema de Cauchy
para a equagao do calor semilinear generalizada (4.1]). Para apresentarmos a defini¢ao de
tal solugao, precisaremos obter a formulacao integral associada a .

Para isso, consideremos uma solugao classica u do problema e definamos, para
reR"et >0,

U(s) = Gyt = s)us,2) = g,(t = 5,2) s u(s,2) = [ gyt = 5,0 = y)us.y) dy.
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Dai, obtemos que

gf(S) = 835 (/Rn gﬁy(t —s,x —y)u(s,y) dy)
= /R L’i (9:(t = 5,2 —y))uls,y) + g,(t — 5,0 — y)gZ(s,y) dy. (4.11)

Mostremos agora que

O (gnlt 5.7~ ) = (“A (gt ).~ ). (4.12)

Relembremos que ¢,(t,&) = e "'t o também, a propriedade da transformada de

Fourier (ver [12], pag. 100) f(/—\y)(g) — e~ (g).
Agora, tomando a transformada de Fourier, temos

—

(=5 =0(E) = Sl 5 0)(E)
— i(e"y'fg,y(t—s,ﬁ))
_ g (cmiveelen =)
_ |§|2vefiy-£6*|£|2”(t*8)_ (4.13)

Como definimos ((—/A?gb) (&) = |£]26(€), segue que

(=AY (gt =5, =9)E) = I[P (gt =5, =) (©)
= g (t - 5,6)
’§‘2W€—iy~£e—|§|2”(t—5). (4.14)

Logo, de (4.13) e (4.14) segue que

O (gt = 5,0 =) = (“AV gyt — 5,0~ ).

Mostremos também a comutatividade do operador laplaciano fracionario (—A)Y com
o operador convolugao com g,, ou seja,

(=) (g4(t = s,-)) * uls, ) (@) = (g,(t —s,-) % (=A)(u(s, ) (2). (4.15)

Usando a propriedade da transformada de Fourier de uma convolugao (ver [12], pag.

—

100), (f * 9)(€) = f(£)3(£), e aplicando a transformada de Fourier, temos

(=AY (gy(E =5, ) *uls, )(E) = <<—A>@—s,-»><g>a<s,£>
= €195t — 5,)(E)als, €), (4.16)

e ainda, temos também que

—

(9t =5, )% (2P (wls, M) = 04— 5. HO(=AT s, ))(E)
= oylt =5 )OI (5,). (417)
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De (4.16) e (4.17)), segue que (4.15) é verdadeira.

Agora, como u é solugao classica de (4.1]), temos

O s, 2) = ~(~A)u)(s,) — ] (u(s, ).

Agora, substituimos as equagoes (4.12)) e (4.15) na igualdade obtida em (4.11]) para

obtermos

0 0 0
) = [ el s =) uls,y) dyt [ ot s = y) 5 (s,) dy

= [ A Gt~ sa—)uls,y) dy+ [ gt — s =)o (s.y) dy
= (A (gt = 5,) *uls, ) (2) + Gyl = 5) 5 (5.)

du

= Gyt —s)5-(5,9) + (g5(t = 5,-) * (=A)(u(s, ) (2)

= Gyt —s)(=(=A)u)(s,z) — f (u(s,x))) + G, (t — s)(=A)u(s, x)

= —G,(t—5)(=A)u(s,x) — G,(t —s)f (u(s,z)) + G5(t — s)(—A)"u(s, z)
= =Gt —s)f (u(s,z)),

ou seja, em suma temos que

o

% () = =G 1~ 9)f (uls. ).

Por fim, integrando a igualdade acima no intervalo de 0 a ¢, temos

0(0) = 9(0) = = [ Gyt = 9)f (uls,2)) ds; (1.15)

Notemos agora que 1(0) = G,(0)u(0, z) = G (t)uo(z). além disso, ¢ (t) = G,(0)u(t, z)
e aplicando a transformada de Fourier, temos que

GL{0)ult,)(€) = (9,(0.) #u(t,)(€)
= 6(0,8)a(t,¢)
= e 10 q(t,¢)
a(t, §),
ou seja, temos que
Y(t) = G, (0)u(t, z) = u(t, x).
Retornando para a igualdade (4.18)), temos

u(t,z) = G (t)ug(x) — /Ot G, (t—s)f (u(s,x)) ds. (4.19)

Portanto, concluimos que toda solugao classica do problema de Cauchy (4.1)) satisfaz
a equagao integral (4.19)).

A fim de simplificar a nossa notagao, denotaremos a parte nao linear, da seguinte
forma:

Bu)(tz) = —/Ot Gt — ) f (uls, ) ds.
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Logo, (4.19)) pode ser reescrita como:
u(t,x) = G, (t)uo(z) + B(u)(t, ).

Apresentaremos, agora, os espagos funcionais adequados para o nosso estudo e, por
fim, formalizaremos a defini¢ao de soluc¢ao mild global. Abaixo, a notagdo BC' ((0, 00), X)
representa o conjunto das fungoes continuas e limitadas do intervalo (0, 00) para o espago
de Banach X.

2
Definigao 4.5. Sejal <g< o ea = —— — " Definimos os seguintes espacos de

p—1 g
Banach:

n(p—1

FE = BC ((0, OO),L 2y )7oo> , Eq = {u c E t%u c BC((O’ OO),Lq’OO)},

munidos, respectivamente, das normas

Ihlle = sup [A(t ) nons s 1Bllz, = Ihlle + suptE[|A(t, )| Lo
>0 L >0

2y

Definigao 4.6. Uma solugdao mild global para o problema de Cauchy (4.1) em E (em E,)
¢ uma funcao u(t, ) no correspondente espaco (E ou E,) que satisfaz

u(t,x) = G (t)uo(x) + B(u)(t,x) = G (t)up(x) — /Ot G, (t —s)f(u(s,z)) ds

e u(t,x) = up(z), quando t — 07, em que o limite é tomado sobre a topologia fraca-+ de

4.4 Boa-colocacao, regularizacao e Unicidade de So-
lucoes Mild Global

Nesta segdo, traremos os principais resultados do capitulo (que serao demonstrados
mais adiante) que garantem a existéncia, unicidade e regularizacao de solugoes mild para

o problema ({4.1)).

n(p—1)
Teorema 4.7 (Boa-colocagdo). Seja 0 < v < 3, i <p<ooeuy €L % ™. Eristem

constantes 6 > 0 e ¢ = €(0) > 0 tal que se ||ug|| np-1y = < d, entdo o problema de valor
L2y %™
inicial (4.1) possui uma solugao mild global u(t,x) € E, no sentido da defini¢io ea

solugao € unica em B(0,2¢) C E.
n(p=1)
Mais ainda, supondo uy € L el LP>® com 1 <p < % (v indice conjugado de

p), existe 6, > 0 em que 0, < 0, tal que se ||ug|l w1 _ < 0,, entdo a solugio anterior
L=
u(t, z) pertence a BC ((0,00), LP'>).

Teorema 4.8 (Regularizacgao). Sob as hipdteses do Teorema para qualquer Lg;l) <
q < %7—1)) eziste 0 < 0, < ¢ tal que se |ug|| ne-1 _ < 94, entdo a solugio u(t,z) do
L= 0~

teorema [{.7, pertence ao espago E,.
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Teorema 4.9 (Unicidade). Suponha que 0 < v < %, nIL2'y <p< e "(’2’7;1) <q<
%,Y_l). Sejam u e v duas solugoes mild do problema de valor inicial (4.1) na classe

n(p—1) n(p—1) B
C ([O, o), L™= ) com condicao inicial ug € L™ 27 . Entdo u = v.

Agora, apresentaremos um resultado de ponto fixo que serd utilizado para garantir
a existéncia e a unicidade da solugao mild do problema (4.1). Este resultado é uma
generalizacao do Teorema 13.2 (pag. 124) de [16].

Lema 4.10 (Lema Abstrato). Seja 1 < p < oo e X um espago de Banach, com norma
||| e B: X — X uma aplicacao que satisfaz

IB()|| < K|la||” e |B(x) = B(2)|l < Kl — 2| (]~ + [121°7")

Seja R > 0 a inica raiz positiva da equacdo 2°Ka’~'—1=0. Dado0 <e < Reyc X
com y # 0 tal que ||y|| < €, entdo existe a solugio x € X para a a equagio x =y + B(x)
tal que ||z|| < 2¢ e a solugao € unica na bola B(0,2¢). Mais ainda, a solu¢io depende
continuamente de y, no sequinte sentido:

Se ||7]] <e, z=7y+ B(Z) e||z]] < 2¢, entio

ly — 9l

N 1
b= < T

Demonstragio. Dado y € X, com y # 0, definimos F : X — X tal que F(x) =y + B(x).
Notemos inicialmente que dado 0 < € < R, em que R é a tnica raiz positiva da equacao
2°KaP~! —1 =0 segue que 2°KeP~! —1 < 0.

Mostremos que F(B(0,2¢)) C B(0,2¢). Para isso, tomemos x € B(0,2¢). Como
ly|| < ee2°KeP~! < 1, temos

IF@) = lly+ B@)ll < llyl + 1B@)]| <&+ K|lz]|* < e+ 2°Ke"le <e+e =2,
ou seja, F'(B(0,2¢)) C B(0,2¢).

Agora, mostremos que F' é uma contracio em B(0,2¢). Sejam z,z € B(0,2¢). Temos
que

|1F(z) = F(2)l = lly+B(z) —y— B()|
= [|B(z) — B(z)]
< Kl =z (Jlz7~ + [12077)
< K-z (207 + 207171 (pois [l < 2 e ||z < 22)
= |lo—z]|20 KT
< |z — 2|, (pois 2°Ke’™t < 1),

ou seja, F é uma contracao de B(0,2¢) em B(0, 2¢).
Como X ¢é um espago métrico completo, com a métrica d(z,z) = ||z — z|| e como
B(0,2¢) C X ¢é fechado em X, entdo B(0,2¢) é também um espaco métrico completo.
Desse modo, utilizando agora o Teorema do ponto fixo de Banach para contragoes
(ver [17], pag. 278), existe um tnico z, com ||z|| < 2¢, que é ponto fixo de F, ou seja,
r = F(x) =y + B(x), como querfamos.
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Por fim, para finalizarmos a demonstragao do lema, tomemos § € X tal que ||7]| < e
e & =7+ B(z), com ||Z|| < 2e. Dai,

lz =2 = lly+ B(z) -5 — B(@)|
< ly—gll + 1B(z) — B@)|
< Ny =gl + Kz — 2| (=17~ +1217")
< y—all+ Ko — 2 (27"~ + 207171, (pois [|z]| < 2¢ e ||| < 2)
ly =gl + ||z — |20 ke,
ou seja,

o =2 < lly — gl + l|l= — 7|20 K"~
Logo, obtemos que

1
[ — || <
1—

Wlly—ﬂll-

]

Observagao 4.11. A solugao da equacao x = y + B(x), que é o ponto fixo, no teorema

do ponto fixo de Banach, é obtida por meio do método de aproximacoes sucessivas. Desse
modo = = F(z) obtido no Lema é o limite da sequéncia (x,), tal que

=y ¢ xn+1:F(xn):y+B(xn)a n € N.

Para demonstrar os teoremas desta secao, devemos aplicar o Lema abstrato (4.10))
para X = F e X = E,. Sendo assim, nas préximas se¢oes encontraremos estimativas
para o termo nao linear e linear de (4.19).

4.5 Estimativas do Termo Nao Linear

A demonstracao do lema abaixo é similar a demonstragao do corolario 3.2 em [I8].

Lema 4.12. Seja 0 <y < oo el <p<q<oo, entao existe C > 0 tal que

[
0

Demonstraggo. Tomando ¢ € L', definimos &4(t) = t%(%_%)_lHGv(t)Qﬁ”Lq,l. Tomemos

também 1 < p; < p < py < ¢ de modo que (% — p%) < 27v. Agora, pelo Lema temos

5=

G376, ()¢l ar dt < Cll@lle, Yo € LM,

n 1

||G'Y<t)(b||Lq’l S Ct_ﬁ(a_5> H(bHka’lu k= 17 2.

Assim, conseguimos uma estimativa para a funcao £, do seguinte modo:

&) = 567D G, ()] o

n n

1
< ot (5 2”)||¢||Lp,€,1, k=12 (4.20)

Agora, por questdes de facilidade na manipulacdo, definimos + = - (ﬂ -4 27),

. Uy 2y \px P
com k = 1,2 que satisfaz 0 < l; < 1 < [5.
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~ - 1 ~
Para tanto, definimos gx(t) := Ct ', com C = C||}|| oy

Notemos que, por {4.20, temos que &4(t) < gx(t) e que pela Proposicao m item 2.,
segue que 5(’; < g, e, assim,

Mostremos, entdo, que [[€s][51,.0c < Cl|@]|1py00, com k= 1,2.

1€ Ztxoe < 19kl 1500

Agora, calculando || g ||}, o, temos
dg, (@) = m({t €(0,00): |ge(t)] > a})
= m ({t € (0,00) : Ot Tk > oz})
= m({t€(0,00): (Ca™t) >t})
= (Ca M),
Dali, pela Observagao item 2., temos || ge||s 1,00 = |lgkl1,00 € assim,

1
Uk

gkl 7ee = sups(dg,(s))
s>0
IR
= sups((Cs )T
s>0
= C=Col g
Utilizando a Proposicao [3.8, temos para k = 1,2 que
* ~ * ~ Pk
€61zt 00 < ClidllLmer < Cillgllzoer, Co = O
P —
Tomando entao 6 € (0, 1) tal que }% = p% + lp;f notamos que
06 1-90 0 (n n 1—-0(n n
—+ = —|——+2y)+——|———+2v
Loy 2y\p1 p 2y \pz P
0 (n 0 (n 1 (n 1 (n
= —|—|)-= +—(—=]-=(=)+1
2y \p1) 2y \p2) 2y \p2) 2y \p
n

()50
2v \p1 D2 2y \p
n (1 n (1

= —|=)-—|-)+1=1
27(?) 27(?)

Considerando, entao, o operador ¢ — T'¢ = &, que ¢ claramente quasi-linear, pelo
Teorema [3.29, com g = ¢ = 1, existe uma constante B > 0 tal que

ITN72a = [[€olzan < BllolTos-

Uma vez que L1(0,00) = L'(0,00) (Observacio [3.2] item 3.), e fazendo uso nova-
mente da Proposi¢ao segue que

lollzen = Nl
|GG @l dt

B¢l
B[] L

VARVAN



FEstimativas do Termo Nao Linear 75

ou seja,
/ t%(%_%)_IHG,y(tWHLqJ dt < B||¢||pr.1, como querfamos.
0

Consideremos agora o seguinte operador

C(h) (@) :/0 G, (s)f(h(s, )) ds.
Mostraremos a continuidade do operador acima para mostrarmos a continuidade do

operador B(u) da formulagao mild.

n(p—1)
Lema 4.13. Seja —%- <p<oo eh e L™ <(0, o0); L = ’°°>. Entao,

n—2y
ICW npv . < Ksup|[h(t, )]° wpn) - (4.21)
L t>0 L~ 2y
n(o—1)
Mais ainda, se h € L™ ((0, o0); L e Lp’°°>, com 1 <p < %, entao
IC(R) | zoee < Kpsup [[A(t, )| spmry _ sup [A(E )10 (4.22)
t>0 L >0

Demonstragdo. Inicialmente, para facilitar a notacao, denotaremos [ = "(27;1)

Notemos que, como por hipotese n%% < p < o0 entao, segue imediatamente que
l<p<l.

Agora, como f satisfaz a condigdo imposta no problema de Cauchy em (4.2)), ou seja,
f R — R tal que, para todo ai,as € R, temos

@) = flaz)] < mlaz — a1 (laa”™ + |aa]”™") e f(0) =0,

segue entao que

[f(h(t, )] < nlh(t, x)]”. (4.23)
Mostremos agora || f(h(t, )l 1. <nC([1h(t,)]Lie)"
Pela Proposicao [2.22] item 1., segue que

(1Rt )" = ((h(t,-))")” (4.24)

E assim, temos

AT = gggﬁ(\h\p(t,-»*(r)
= sngT?((h(t,-»*(T))p
= sup (1 (h(t. ) (r)"

< <supr%<h<t, ->>*<r>)

>0
= ([, )I7ee)"
Usando a Proposigao [3.8] temos

P12 -) < [l|pl e )1

[
proo L ,00

< (At M ie)” < C (A )l i)’

D~
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Agora, como h € L', segue de (4.23) que

1f(A(E, ) < il (@) 1 < nC([R(E )] pie)" (4.25)

[
Ler

[
ou seja, f(h(t,-)) € L5,

Agora, pelo Teorema de dualidade o0 espaco L' é o dual do espaco L' Desse
modo, tomando ¢ € L', temos

ICEum = swp_|[ Ca)ola) de
= o U L e sfow a
T el LA (Lotso = fhis.) dy) ds| o) do
=T L =0, sy i
= o0 [ L Gt dy
= (/OOO 1f (h(s, )G (5)8lls ds) , (4.26)

em que usamos o Teorema de Fubini e o Lema [£.2] na quarta igualdade.

Assim, de (4.26) e usando a desigualdade do tipo Hoélder (Teorema e (4.25),

temos

IO e < swp [T 1F (s, )G ()9l ds

1]l v =10

< s [ |If(hs. )

|
6]l ir,1=170 L

LG ()0 o ds

< sup nC ([h(s, Mpee)" G ()0l L, ds
Il 7.1 =1"0 Lime
< nCswp(Ih(t, M=) sw [ G )l L, ds.  (427)
>0 Il 17,1 =1"0 Lee
Agora, do Lema [4.12, ja que # > (I = ﬁ) e % (zl/ — Z_Tp) —1=0, ede (4.27),

segue que

[CR) [ < nCStgg(\lh(t')Hmo)” sup G (s)ell i ds

ol 1=1
< Csup (bt Y w) sup Cillglles
t>0 ol ,=1

— 9CCysup (|IA(t, o)
>0
Portanto, acabamos de mostrar que

IC no-n o < Ksup |A(t, )” nomsy -
L 2v t>0 L~ 2y %
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7

Agora, para a segunda desigualdade do lema, tomemos inicialmente r > 1, tal que
% = % + 2;7 Assim, como h(t,-) € L N LP*, de (4.23)), da Proposicao e de ((4.24),

segue que

[FAGICR] A

IAINA

1 24

7>0

7>0

7>0

>0

IN

7>0

IN

At 1P|l roe
nClIA G, )| Lo

JIP)*(7)
nCsup7er = ((A(t,-))"(

nC'sup T%(|h(t,
>0

nC sup 77 (h(t, )" (1) sup

nCsup e (h(t,-))"(7)

)’

\]

2y

nCsup s (h(, )" ()7 (A, ) ()"

nCsup e (h(t,-))*(r)sup 7= (h(t, )" (7))

>0

(7= (hit, )y ))

7>0

(swpr=n it oy 1)

7>0

NC|R(E, | pee (1A 7)™
NC|R(t, ) zree (1A ) pe) "

(4.28)

Pelo Teorema de dualidade [3.20] o espaco LP>° é o dual do espago L”'. Repetindo o
mesmo processo que foi feito em (4.26]), temos que

[C(M)||pee < sup

161l pr =1

U

1£(h(s, )G ()0l ds) .

Assim, da desigualdade do tipo Holder (Teorema [3.15)) e de (4.28)), segue que

1C(A)[[ppee <
18]l 1 =1 \JO
< sup
1]l pr 1 =1
< sup
18]l 1,1 =170

< nCsup [|A(t, ) zeee sup ([t )] )”
>0 >0

Agora, do Lema [4.12, j4 que ' > p' e
hipétese, 1 < p’ < % , e de (4.29)), obtemos

IO |zree < nC supl|ht,)zroe sup (|l )| o)
t>0 t>0

< nCsup [[A(t, )| v sup (At )] i)’
>0 t>0

HCCysup [A(t, | noe sup (1h(t, ) o)’
t>0 t>0

s ([T 15 hts, DG (5)oh ds)
L0505 Dl G ()61 s

C|IR(s, Ml zree (s, ) lpue)” ™ G ()8l s ds

sup [ G ()6l ds.

1]l 7,1 =170

(4.29)

% (1% - %) — 1 = 0 (lembrando que, por

||G’Y(S)¢||L'r’,l dS

170

sup
1]l pr 1=

sup  C1[|@]| pora
1ll, 1 =1
-1

-1
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Portando, concluimos que

[C(h)|[Lree < Kpsup [[A(L, )II% o . Sup (1At )lzre,
t>0 L >0

como queriamos. O

Agora estamos em condigoes de mostrar a continuidade do operador B(u)(t, ).
Consideremos a seguinte funcao

0, caso contrario.

o= ol e o

Dai, usando a lei de h(s,-) e o fato de que f(0) =0 (ver (4.2))), segue que

Cm)a) = [ Go()f(hls,x) ds
= /Ot gv(s,x) * f(h(s,x)) ds + /too g(s,2) * f(h(s,x)) ds
— /Otgv(s,:c)*f(u(t—s,x)) ds

= — [M gt = s.2) = fluls,x) ds

t

= [(oalt = s.0) % flu(s, ) ds

_ Dtht—s (u(s,z)) ds

= —B(u)(t ).

n(p—1)

Desse modo, se u € L™ <(0, o00); L™= ’°°>, entdo, usando a igualdade (4.21]) do Lema
.13 temos que

HB(’LL)(t,)H nlp=1) . = ”—B(U)(t,)H np=1)
L 2 L~ 2v
= ICM ne-n
L v
< Ksupla(t, )" wpon
t>0 L
< Ksupllult, ) sy (4.30)
t>0 ’

L 2v

n(p—1)
Agora, se u € L™ ((O, o0); L e
.13 temos que

“n Lp’°°>, entao, usando a equacao (4.22)) do Lema

[B(u)(t, )[eree = || = B(u)(t,-)[[Lre
= [|C(h)[[Lree
< Kpsup|h(t, )prl Supllh( MNpeee
t>0 L 27
< Kpsup [lu(t, ) gpn _sup fult, )|z (4.31)
t>0 L™ 27 ™ t>0

T;D eu,v e L>® ((O, 00); Ll’oo). Entao
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sup ”B(u)(t7 ) - B<U)(t7 ')||le°° < Kstgg ||u(t7 ) - U(ta ')”Ll*‘”

t>0

(sup Ja(t, L + sup ol ->sz,§0) (432)
t>0 t>0

Mais ainda, se u,v € L™ ((0, 00); LN Lp’°°>, com 1l <p < 355 €ntdo

sup | B(u)(t, ) = B)(E e~ < Kpsup flu(t, ) = v(t, )|z

>0
(sup e 72+ sup e 7% ) - (439
>0 >0
Demonstragcio. Tomemos inicialmente,
h(s.) = {u(t —s,-), se s € [0,

0, caso contrario

e ainda,

o(s.) = {v(t —s,+), se s €0,

0, caso contrario

Comegaremos por demonstrar a desigualdade (4.32)).
Para isso, mostremos que |||h]?71(¢, )”*Lﬁ” < (Hh(t, -)sz,m)p

Pela Proposicao [2.22, item 1., segue que

(IR () (1) = (Bl ) () (4.34)

E assim, temos também que

-1

I = sup T (1P 0) (7)
= supr T (At ) ()"
= sup (T (e, ) ()"
< (iggﬁm(t, >>*<T>) )

= (1At )I5e)""
Usando a Proposigao [3.8 temos

A7~ (E, ) < ORI s

[
Lp_17oo Lpfl’oo

< O (It W)™ < C (IR )™

(4.35)
Procedendo de modo andlogo, temos

gl (. ) < Clllgl”~'(t, )

< C(llg(ts )™ < C(lglt, )"
(4.36)

*
[N I 1w
Le—T° Lp—1°
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Agora, por (4.2), temos que

|[f(h(s,2)) = f(g(s,2))| < nlh(s, z)

—g(s.2)| (In(s. )™+ lg(s. )l 7).

Dai, como h, g € L (pois u,v € Lb*°), da Proposicio , da desigualdade de Holder

(4.37)

para LP-fraco e de (4.35)) e (4.36]), segue que

1f(h(s, ) = Fa(s, DI 1o

Le

IA

IN

nC||[h(s

IN

nC||h(s,
nC||h(s,

IA

IN

nC|[h(s

IA

nC|[h(s

ll|(s, ) -
) = g0, ) (PG, )P+ 1g(s )P ) 17
) = g8, Mo (s, )P~ + g, )l 1]
) —g(s,-
) = g5, )l

)

g(s, )| (1ACs NP+ 1g(s, ) ) s

LPll
MIgeos [[[A(s, )17+ LgCs, )7

(1875, e+l 65
= g5, Y zeee (1R, G + llgls, L)

l
Le—1%

(
(
(
(

Agora, pelo Teorema de dualidade [3.20] o espaco L™ é o dual do espaco L'*'. Dali,
repetindo o mesmo processo utilizado para obter (4.21)) do Lema [4.13] temos

|C(h) —C(g)||re < Kigg |h(t, ) —g(t

J& mostramos anteriormente que C'(h)(x)

—B(v)(t,

mostrar que C(g)(z)

sup || B(u)(t

t>0

e (sup I + sup oI )

)') € 9(57 ')7 temos

Vamos, agora, demonstrar a desigualdade [4.33]
Para isso observemos, primeiramente, que usando (4.34)), obtemos

-1 *
A1 () 2

~

<
Usando a Proposigao [3.8] temos
-1 -1 *
AP e < CHBE G g

e procedendo de modo analogo, segue que

-1 —1 *
gl (& g < Clllgl ™ (& 2o

supr ([l (,))” (7)
supT# ((h(t, )" ()"
(72 (hit, )y ())

1
sup 7!
>0

(Il (t

sup
>0

p—

(1.°0))

)

< C (1A, )™ < C(Mhlt, pree)
(4.38)

< C(llg(ts ) Izee)”™ < C(llglt, )"
(4.39)

—B(u)(t,z) e, analogamente, podemos
x). Assim, usando a lei de h(s

|

Le

L ,oo>

1

) =BO)(E)llzree < Ksup [Jut, )=t )| e (Stggllww)lluoo +sup [lu(t, )IIw) :
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Agora, tomando % = %4— 2%, lembrando que h, g € L"*NLP> (pois u, v € Lb*° N L)

e usando [4.37, a Proposigao , a desigualdade de Holder para LP-fraco, (4.38) e (4.39)),
temos que

1 (A(s, ) = Flg(s, Nl < lllals, ) = g(s, )] (In(s, )71+ 1g(s,)177) e
< nC|[Ih(s,) = g(s, )] (|h(s, )17~ + 1g(s, ) ) [l ree
< nC|Ih(s, ) = g5, Mimee |IBCs, )P+ a5, )7 2
< nClh(s, ) = g(s, Mwwes |||BCs, )P + g (s, )17 e
< nCIh(s, ) = g(s, Moo (10177165, g
+ 19177, )] )
< nClh(s,) = g(s. ) e (I00s )5k + llats. )k ) -

Do Teorema de dualidade segue que o espaco LP® é o dual do espaco L¥"!. Dali,
pelo mesmo processo utilizado anteriormente para obter (4.22)) do Lema [4.13] temos

1C(R) = Cg)llzre < Kpsup|h(t, ) = g(t, )llzr- (Stgg It s + sup [lg(t, )Iluoo> :

Agora, como ja mostramos anteriormente que C'(h)(z) = —B(u)(t, x) e, também, que
C(g)(x) = —B(v)(t, ), usando a lei de h(s,-) e g(s,-), temos

sup | B(u)(t, ) = B)(E e~ < Kpsup fluft, ) = v(t, )|z

<sup e, 5% + sup ot >||Lm) .
t>0

[]

A seguir apresentaremos mais algumas estimativas do operador B(u). Para isso, pre-
cisaremos do seguinte resultado:

Proposicao 4.15. Se xz,y > 0, entdo
! -1
/ t" (1 —t)Y dt < 0.
0

Demonstracao. Tome 0 < A < 1. Dali, temos

/t“ yldt:/t“ yldt+/t$1 — )t at

< max{l,(1—-\""} / t° 1 dt + max{1, \"~ 1}/ HYt dt

A? A)Y
= max{1,(1-\Y" }? + max{1, )\xl}(y) < 00

]
(p 1) <qg< np(p 1)

, = — * eu € b, Entao,
vq

p—1

p
supt? || B(u)(t, )| e < K (supt2Hu(t, -)HLq,oo> : (4.40)
>0 >0
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Demonstragio. Como f satisfaz a condigao imposta no problema de Cauchy em (4.2]), ou
seja, f : R — R tal que para todo ai,as € R temos

[flar) = f(a2)] < mlaz — ar| (laal ™" + |ar]”™) e f(0) =0,

segue, entao, que
| (u(t, 2))| < nlut, z)[". (4.41)
Mostremos, agora, que |f(u(t, DIl 3.0 < 7C (Juft, o)
Pela Proposicao [2.22] item 1., segue que

(fu(t, )17)" (1) = (ult, )" (7))". (4.42)

E assim, temos também que

Il ()5 = supTé (ful, )7)" (7)
= supra ((ult, )" (7))’
= sup (ratu(t, ) ()’
< (supritutn o)

= ([lu(t, Mzase)"-

Usando a Proposigao [3.8 temos
Il (), 200 < Cllul?(@E I g o < (Jult, )l zee)” < C([lult, ) l|as)”

Agora, segue de (4.41)) que

*
q
Lr’

1f s D g0 < 0lllul?(E ], g0 < 0C (lult, )l za)” (4.43)
Notemos que, como por hipotese n_”% < p < 00, entao segue que 1 < p < ”(’27;1) e
como ”(57;1) <q< %ﬁf_l), obtemos que
p<n('0_ )<q:1<g
2y P
¢ 1 1
q<np(p— ) a_nlp- )<q
2y p 2y

Ou seja, temos que 1 < % < q e, dai, do Lema e de (4.43)), segue que

1B e < [ G = ) (s, Dlsae ds
< 0 [ -9 BED s, ), g ds

t n(p 1
< G [ (=9 FE 0O (s, ) ds

p

t p__1 o o
< CinC (/0 (t — 5)_?(5 1) 5708 ds) (stligt?Hu(t, -)HLq,oo) (4.44)
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Observemos ainda que

pois % < 1, j& que por hipétese “2=Y < ¢ e que

74 2y
« a o«
l—p= = 1—-(p—1)= — =
P35 (p=17 3
1
= 1-142 +
2vq¢ 2vq¢ p—1 2vq
1
— ﬂ_7>0’
2v¢ p—1
o 1 _ mp sz Ny np(p—1)
pois ~=5 < 727, ja que por hipétese, g < o
Ouseja,—%(g—%):x—l,comx>0e—p%:z—l,comz>0.
Além disso, temos que
n (p 1 « np n p np
—— === —pz+1 = — — + +1
27<q q) 2 2v¢  2v¢ p—1 2y
n P
= — -2 11
2v¢ p—1
_n 1
2v¢ p—1
- @
= 5

Fazendo a mudanga de varidvel y = %, e usando as relagoes obtidas acima, segue que

em que usamos a Proposicao |4.15 na ultima igualdade.

Logo, de .44 e de [£.45] temos

p
IB@)(t,)lzne < CinCCat™% (stugﬁuuu,auw)
>

P
_ kit (supt%\|u<t,->||w) ,
t>0

em que K = CinCCs.
Desse modo, obtemos

p
sup t2 || B(u)(t, )| pae < K (supmHu(t, ')”Lq,oo) :
>0 >0
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( 1 np(p—1) _ 2
<q<,0’y 7Oé_ﬁ

—% eu,v € F,. Entao
p—1
supt2||B(u)(t,-) — B(v)(t,)||pee < K, (st%) t2 |ju(t, ) — v(t, -)||Lq,oo> [(iggtzﬂu(t, -)||Lq,oo>

t>0
p—1
+ (suthHU(t,-)lqu»w) ] :
t>0

Demonstragio. Primeiramente, notemos que usando a Proposigao [2.22] item 1, temos que
Il (N e = sup T (Jul ™)) (7)
Y Lﬁ,oo ?
= supT ((u(t, ) (7))

(u(t, )" (7))

1 p—1

= sup (7’5

7>0

< <supﬁ<u<t,->>*<7>)p_l

7>0
= (fult, M7ae)"

Da Proposicao [3.8 temos

_ _ X * —1 ~1
el @) g < Ol E D a0 < C(Jult, Miome) < C(lfult, o),
(4.46)
e procedendo de modo analogo, segue que

ol () oty e < OO A ap e < O ol s ™ < C (ot )llzas )
(4.47)
Agora, tomando % = —i— £ ql, usando a condigao inicial da fun¢ao f (ver (4.2))), a

Proposicao |3.8] a de51gua1dade de Holder para LP-fraco (Proposicao [2.16)), (4.46) e (4.47)),
temos que

If(u(s, ) = F@s, Dl < allluls, ) = vls, )| (Juls, )P~ + [ols, )P [l
< nCluls, ) = v(s, )| (Juls, )17~ + (s, ) ) [[7ree
< nCJuls, ) = v(s)[aee [[luls, NP+ fols, 7| g e
< nCluls, ) = v(s, | pass [[Juls, )™ + [ols, | g e
< nClluls,) = vis, Mo (|[luls, )| o
+[[los P )
< nClluls,) = v(s, Moo ([uls, )7
(s, )fab) - (4.48)

q

% + %1, entao r = 1. Por hipotese —2

n—2y

1

Notemos que, como -

< p < oo entao,
segue que 1 < p < (v)ecomo nlo— 1)<q<¥ temos que

n(p—1)
2y

q

p < <q:>1<;:r,
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—1 —1
g le=) g _nlp—1)

2y p 2y
Ou seja, temos que 1 < r < ¢. Dai, usando o Lema [4.4] e [£.48] temos que

1B )~ B e < [ 16— )l (us,) = F(ols, Do ds
&1 [ = sy B (s, )~ Flels, Dl ds

t n(1_1
01/0 e q>nc||u<s, )= v(s. o

IA

IN

VAN
Q
3
Q
c\w
—
~
|
VA
~—
|
5
s
|
Q|
»
iR
)
=
w[R
|
vl
SN—
QU
[V

p—1
+ (sup t2||v(t, -)||Lq,oo> ] : (4.49)
£>0

Observemos ainda que

1 1 -1
()
2y \r ¢ 2y q

pois ( D <1, j4 que por hipdtese, "(g;l) < ¢ e, também, que
a o« np n 1 n
1l—(p-12 % — 114 - +
( )2 2 ¢ 2y¢ p-1 2yg
1
_m_ 1,
2v¢ p—1
pois - < 2’7!1’ j& que por hipétese, ¢ < %7—1).
OuseJa, —%(%—é) =zr—1,comz>0e—(p—1)§—5=2—1comz>0.
E ainda, segue que
n (1 1 n (p—1
St = (p-DE S = () - 1
27(7’ q) (p )2 + 27<q> '02+
np n p np
= - - + = +1
2v¢  2vq¢ p—1 2vq
o
2v¢ p—1
_n 1
2v¢ p—1
_ @
= -3

Assim, fazendo a mudanga de varidvel y = £ e utilizando as relagoes obtidas acima,
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segue que

1
em que Cy = / (1 —y)*'y*! dy < oo, pela Proposicio [4.15]

0
Desse modo, de [£.49] e de [£.50] temos

0

p—1
+(supt2||v<t,->||mo> ]
t>0

p—1
- th—% <supt3‘||u(t,.) _v(t,.)||Lq,oo> [(Supt3||u(t,-)||m,oo>
t>0

t>0

p—1
+ (supt2||v(t,-)||Lq,oo> ] ,
>0

p—1
B = B < CnCCr s (supef ) = o, oa [(iggt%||u<t,->||mm)

em que K, = C\nCCs.
Portanto,

p—1
ap 2B, ) — BO)(t e < K, (i‘i%’“”“““>‘”“"”'“”) [(ili%)“”“““)”Lq’“)

t>0
p—1
+ (Supt2||v(t,-)llmw> ] :
t>0

[]

Devemos mostrar que a solugao do Teorema converge para o valor inicial uy na
. nlp—1) - . , .
topologia fraca-x em L™ 2v "*°. O proximo resultado nos ajudara nessa tarefa, pois ele ga-
. _ . n(p=1)
rante que a parte nao linear da solugao converge para 0 na topologia fraca-* em L~ 2

,O0

Lema 4.18. Sejam | = ”(2;1) eu € BC ((O, 00); Ll’oo). Entdo

B(u)(t,r) — 0, quando t — 07,
sendo o limite tomado sobre a topologia fraca-+ de L5,

Demonstragao. Pelo Teorema de dualidade o0 espaco L' é o espaco dual de LV-!.
Tomemos, entdo, ¢ € L' para mostrarmos a convergéncia na topologia fraca-*. Porém,
pelo Lema m, temos que C'° é denso em L', entdo basta tomarmos ¢ € C° para
mostrar tal convergéncia.

n(p—1)

- !
Sejar>0,talque;<r<7.
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Agora, pelo Lema como % < r, segue que
_n(p_1
G (t = ) f (u(s, ))[wree < CE=5)"F T fluls, )] 1
Pelo o que foi feito em (4.25)) do Lema segue que

1f (uls; DI 100 < nClJuls, ) |10
Ou seja,
|G (= ) F(u(s, )l < nCC(E = )75 fus, )5 (4.51)

Desse modo, para ¢ € C'°, usando o Teorema de Fubini, a desigualdade de Holder

(Teorema [B15) e (51), segue que

(B)(t.a).6) = | [ B)ta)i) de
- | /tG t—sfu(s,x))ds}qs(x)dz
— // Lt — 8)f(uls, 2))é(z) dz ds
< [1G = s)ftuls, Dol ds
< /tuG =) als, Dl 0] e ds

Notemos agora que, como 7<r< "(”71 el=" 271) temos
n [(p 1) n (p 2y
(P 1 s (P )
27([ r * 2'y<l n(p—l))jL
2 2
_ _n< P2y 2y >+1
2v \n(p—1) n(p—1)
2 -1
_ _n<7<ﬂ>>+1
2y \ n(p—1)
- 11

=0 (4.53)
Assim, de " temos
t n(p_1
[(B(u)(t,x), )| < nClcstg%)||u(t,-)||ilm||¢||y,71/(t_s)%(l b s

_n(p_1
= Ksup |Ju(t, )| 0ell@ll ot (4 T)+1’
t>0

e, por (4.53), segue que (B(u)(t,z),¢) — 0 quando t — 0T, ou seja, B(u)(t,x) —
0, quando t — 0% na topologia fraca-* em L™, O
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4.6 Convergéncia do Termo Linear

O objetivo desta se¢ao é mostrar que a parte linear da solugao do teorema[£.7) converge
. . nlp—1) ,
para o valor inicial ug na topologia fraco - * em L™ 2v . Mostraremos também que a

parte linear tende a 0 em LY quando o tempo t vai para infinito e este fato nos sera util
no teorema de unicidade 9l

Lema 4.19. Sejam | = "(27;1) e ug € LY. Entdo
G, (t)ug — up, quando t — 07,

sendo o limite tomado sobre a topologia fraca-+ de L5,

Demonstracao. Pelo Teorema de dualidade o0 espaco L' é o espaco dual de LV
Tomemos, entdo, ¢ € L' para mostrarmos a convergéncia na topologia fraca-x.
Fixando ¢ € L', do Lema e do teorema de Fubini, temos que

(G5 (t)uo, 9) = ) * uo, §)
- /n/gm: uo(y) dy ¢(x) da
= /n/Rngvty—x ¢(x) dzr uo(y) dy

<97(t7 ) * qb, u0>
(G4(t)¢, uo)
= (uo, G5(t)¢). (4.54)

Utilizando agora a igualdade [4.54] temos
<G’Y(t)u0 — Uo, ¢> = <G’Y(t)u07 ¢> - <u07 gb)

= (uo, Gv(t)éf)) — (uo, ¢)
= (uo, G4(1)p — ¢). (4.55)

Notemos que, de (4.55)) e da desigualdade do tipo Hoélder (3.15)), temos
(G (t)ug — uo, )| = [(uo, G4(t )¢ ¢>|
= | [, w(@)(6,(06() - 6(a) da

/Rn [uo(2)[GH(t)p(x) — ¢(x)]| dz

= [luolG(t)d — @]
< luollpioe |Gy (8) = | - (4.56)

Mostremos, agora, que |G (t)¢ — @/ ;v. — 0, quando t — 07,
Para isso, notemos que pelo Lema segue que

IN

g5(t,x) = 1 g, (1,m7%)

= p(x), (4.57)

em que tomamos € = 77 e o(x) = g4(1,2).
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Lembremos que, pelo Lema [.1] temos

/Rn o(z) de = /Rn g-(1,2) do = 1.

Desse modo, pelo Teorema da aproximacao da identidade quando € — 0, segue
que
le* ¢ — @l ra = 0,
ou seja, quando ¢ — 0", temos que
1G5 (#)¢ — @l s — 0. (4.58)
Desse modo, aplicando (4.58]) em (4.56)), concluimos que, quando ¢t — 0%,

<G7(t)u0 — U, ¢> — 0,

ou seja, G.,(t)ug — ug na topologia fraca-x em L»>. O
, -1 -1
Lema 4.20. Sejam 0 < v < 3, .25 < p < o0, "(377)<q<%7),a:ﬁ—% e

n(p—1)

ug € L™ . Entao

lim ¢2||G.,(t)uoll, = 0.

t—0t
Demonstracdo. Seja | = "(’2)7;1). Inicialmente, como L' N L7 é denso em L', existe uma
sequéncia (ug)keny em LN L7 tal que ugy, — up em LY, quando k — oo, ou seja,
lim ||ugx — uoll; = 0. (4.59)
k—o0
Agora, pelo Lema [1.4] tomando r = p = ¢; = ¢2 = ¢ e usando a Observagao [3.2] item

3., como ug € L%, temos
1G()uokllq < Clluokllq-

Desse modo, como a > 0, segue que

Tim #31G, (Buolly < Jim ¢ uol, = 0.

ou seja,
lim ¢2 |G, (t)uoxlly = 0. (4.60)
t—0+
Notemos que
n (1 1) n 27y n
[ - +
2y \l ¢ 2yn(p—1)  2vq
1 n
- - 4
p—1  2vq
Q
= ——. 4.61
: (1.61)
Assim, do Lema [4.4] da Observagao [3.2] item 3., de [£.59] [£.60] e de [4.61] segue que
T 516 (uglly = Jim 3G, (8) w0 — ok + w0, (162)

IN

Jim 211G (#) (o — wo)lly + i £21G- (#)uo]q
< (C lim t%t_%HUO,k — ugls
t—0+
= HUO,k — U(]Hl. (463)
G4 (t)uollq = 0. L

Fazendo k — oo, segue que lim ¢2 |
t—0+
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4.7 Demonstracao dos Teoremas de Boa-colocacgao,
regularizacao e Unicidade

O enfoque desta se¢ao é demonstrar os teoremas de Boa-colocagao [4.7], regularizagao
e Unicidade apresentados na segdo [£.4 Para isso, usaremos o Lema abstrato
e faremos uso das estimativas apresentadas nas segoes [4.5] e

Demonstracao do Teorema de Boa-colocacao

Daremos inicio, demonstrando a primeira parte do Teorema de boa-colocagao [L.7]
Para tanto, usaremos o Lema abstrato [4.10, em que X = F e B: X — X é dado por

Bu)(t,z) = — /Ot G (t — 5)f(uls,z)) ds.
Notemos agora que, para u,v € F, de , segue que
I1B(u)lle < K|ullg
e de do Lema obtemos
1B(w) = B@)|le < Kllu—vle (lullz + oz ) -

Notemos também que, tomando y = G, (t)ug(z) e 0 < 4 tal que 2°e*"'K < 1, em que
€ = C'§, como por hipétese ||uo|| -1 _ <6, pelo Lema , segue que
L 27

1G5 (Juolle < Clluoll ng-n , < Co=e.

Portanto, como consequéncia do Lema abstrato, existe u(t,z) € E, que é tnica na

bola fechada B(0, 2¢), tal que
u(t,x) = G, (t)uo(x) + B(u)(t, x).

Por fim, para garantirmos que u(t, x) é de fato uma solugao mild global para o problema
de Cauchy (4.1)), resta apenas mostrar que u(t, z) — ug(z), quando ¢ — 07, com o limite

n(p—1)
sendo tomado sobre a topologia fraca-x de L =

Pelo Teorema da dualidade [3.20, como L'*® é o espaco dual de L', com | =
tomemos ¢ € ' e, assim, usando os Lemas e 4.19] obtemos

(u(t, z), o(x)) = (Gy(t)uo(x) + B(u)(t, x), d(x))
= (Gy(Duo(x), 6(x)) + (B(u)(t,x), () — (uo(x), é(x)), quando t — 07

Portanto, u(t,z) é uma solu¢do mild global para o problema de Cauchy (4.1)).
Para demonstrar a segunda parte do teorema, precisamos garantir que a solugao u(t, x)

obtida acima é tal que u € BC ((0,00); LP>°), desde que a condicao inicial satisfaga
n(p—1)

,O0

n(p—1)
2y 7

w € L2 NLP® com 1 <p < o
Tomemos [ = "(’2’7;1). Como a solucao do Lema abstrato [4.10] é obtida pelo método

das aproximagoes sucessivas, pela Observacao [4.11] conseguimos a seguinte sequéncia:

w(t,x) = Gy(t)uo(x), ups1(t,z) =ui(t,x) + B(ug)(t,z), k € N.
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Usando o Lema [£.4] segue que
I1G, (B)uollzre < Clluoll o,

ou seja,
Sup [|us (t, )| o < Clluol oo (4.64)

E ainda, usando [4.64] e [£.31] temos também que

[ursr (8 )zeee = Jlur(t,-) + Blug) (L, )l Lo
<t )lleee + 1 B(ur) (2, )| oo
< Clluolles + K, sup [|ux(t, )||LzooSHPIIUk( e

Assim, temos

SUD k41t )| o < Clluol|ree + K, sup [u (t, )||LzooSUPIIUk( Wepee. (465

Um comentario que merece atencao agora é que para utilizar a na desigualdade
acima devemos ter u; € L' N LP>® k € N. E essa afirmacdo é evidentemente valida
pelo modo como definimos a sequéncia e por um argumento de inducao.

Agora, tomemos K = max{K, K,} e também 0 < 4, < 9, tal que 2° (ep)p_1 K <1, em
que €, = C6,, (e a constante C' é a obtida na desigualdade abaixo).

Usando novamente o Lemal[d.4]e a hip6tese do teorema de boa-colocacao[d.7](||uol| e <
dp), segue que

sup [lus (¢, )l pree = sup [|Gy (t)uol o
t>0 t>0

Clluo[ 1o
C6, = €. (4.66)

VARVAN

Dai, de [£.66] e [£.30, usando um argumento de inducdo, em que nossa hipGtese de
inducao é sup |luk—1(t, )| pre < 2€, € lembrando que K = max{K, K,}e2r (ep)p*1 K <1,

temos
SUp [[ug(t, e <SP fJua(t, )llzeoe + sup || Buk-1)(t, )l oo
= €p+KSUP||Uk 1t )||Lloo
< e+ K20 ()’
< €+ € = 2¢,. (4.67)

Consideremos agora a sequéncia (wy)g>2 definida como:

W41 = Ug41 — Uk

Notemos que, para k > 2, temos que

Wr41 = Uk+1 — U = B(Uk) - B(Uk—l)a



92 Boa-colocacao nos espacgos LP*>°

e, assim, de [£.67] e de [£.33] do Lema [£.14], segue que

SUP [[weea(t)|Loe = sUP [ B(ui)(t, ) = Bluk-1)(t,-)l|oos

< Kpsup flur(t, ) — w1t )| oo (suplluk( )HLzooJrsuplluk 1t )IILzoo>

< 2(e) KSUPHwk( oo

Denotemos a sequéncia (My) por My, = sup |we(t, ) || Le.oe. De [4.68] ¢ imediato que

My < 2°(€,)" " K M. (4.69)
Notemos, agora, que de (4.64)), (4.65]) e de 4.66, segue que
My = supflus(t, )
>0

= sup flua(t, ) —wn(t, )lzee

IN

SupHul( Mlzooe +sup flua(t, )|z

IN

C'luollnx + Cugllnx + Ky sup [s ()14 sup a8, ) v

IN

2C | uo]| oo + KpCC|lu]| oos ||u0||Ll -

E como por hipétese, temos que ug € Lboe N L segue que 0 < M,y < o0.
Dai, tomando A = 2° (¢,)" " K < 1, de 4.69] segue que

M, < AF2 )M,

e como A < 1, temos que M, — 0, quando k — oc.
Ou seja, sup |wg(t, )| re — 0, quando k — oo. Desse modo (uy)ren é uma sequéncia

de Cauchy em BC(( 00); LP*°). Logo, como BC ((0,00); LP*>°) é Banach, a sequéncia
de Cauchy (ug)ren converge para um unico limite em BC ((0, 00); LP*°) e como sabemos,
a solugao u(t, z), obtida na primeira parte desse teorema, é o limite da sequéncia (ug)gen-

Portanto, concluimos que u € BC ((0, 00); LP>). O

Demonstracao do Teorema de Regularizacao

Para demonstrar esse resultado, usaremos o Lema abstrato , com X = I, e
B : X — X dado por:

t
Bu)(t,w) = = | Gyt = 5)f(uls,2)) ds.
0
Notemos agora que, para u,v € Eg, de[£.30} temos que
1B(u)llp < Kllullg, (4.70)

e do Lema [£.16] segue que

p
supt?||B(u)(t, )| e < K (supt2Hu(t, -)HLq,oo) : (4.71)
>0 >0

(4.68)
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Dessa forma, de [4.70] e [£.71] segue que
1Bz, = [1B@w)le +Stl>1§t%HB(u)(t’ )l Lo
. p
< Kl 5 (supe () oo
>0
) P
< & (Jlulle + supelate e |
£>0
= Klulz,
Agora, de do Lema [4.14] temos
I1B(w) = B)lle < Kllu—vllg (Julz" + oz )., (4.72)

e ainda, do Lema [4.17] segue

wmwam»——mewmmsx{gywwnwwmwmﬁ

t>0

p—1 p—1
<Supt2‘|u(t,‘)HLQ,oo> + <Supt2H’U(t,')HLq,oo> ] (4.73)
>0 >0
Dessa forma, por e e tomando K = 2max{K, K,} temos

IBQu)(t,-) — B){t)lle, = |B)t,-) = B){-)lle +Stl>lgt%||B(U)(t, ) = B()(t, )| Lo

< Kl ol (Jall™ + oll™) + £, (supe¥lute.) = ot ne
p—1 p—1
mewmwwmm) + (sup e hote s ]
t>0 t>0
< R [Ju= ol supt ) = ot o
>

p—1 p—1
@wE+wm4wwwmw) +(wm+amwwm»mw) ]
>0 >0
= Klu—vlg, (lulf" +IvI%") -

Agora, notemos que, como por hipotese "(27;1) < ¢, do Lema temos a seguinte
estimativa:

_n(_2y 1
1GyOuollzne < CEFTET ]| agon

= Ct % up|| nin _.
L= 2v

Logo, temos
sup t% ||G,y<t)U0||Lq,oo S CH’LL()H n(p=1) - (474)
t>0 L 2
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De modo a satisfazer as hipéteses do Lema abstrato, tomamos y = G (t)ug e 0 < §, <
d, tal que 2°(e,)P 'K < 1, em que ¢, = 2C4§,. Como por hipStese ||ug|| np-1 < &, do
L™ 2y %™

Lema [£.4) e da desigualdade [4.74] temos

1G5 (B)uoll, = ||Gv(t)uO||E+S;1>1£>t%IIG7(t)uOIILw

IN

Clluol| neo-v o + Clluoll np-v
L 2v L

IA

QC”U/OH n(pfl)oo
L v

206, = €.

IN

Portanto, como consequéncia do Lema abstrato, existe uma solugao u(t,z) € E,, em
que ||ul|g, < 2¢, tal que

u(t,x) = G (t)ug(x) + B(u)(t, x).

Além disso, como mostrado na demonstragao do Teorema u(t, ) = up(x) quando
n(p—1)
t — 0T, com o limite sendo tomado sobre a topologia fraca-* de L 7%, 0

Demonstragao do Teorema de Unicidade

n(p—1)

Sejam u e v duas solu¢oes mild do problema de valor inicialna classe C' ([O, o), L™=

C e nlp—1)
ambas com a mesma condicao inicial ug € L™ 2

Seja [ = @. Para mostrar a unicidade, é suficiente mostrar que v = v em [0, T,
para T suficiente pequeno ja que o caso geral pode ser obtido cobrindo-se o intervalo
[0,00) com intervalos de comprimento 7.

Denotemos w = u — v, w; = G,(-)ug —u e wy = G,(-)up — v. Assim, usando a
condicao inicial da fungao f , e o fato de que (|a| + b))’ < C (Ja]*~" + [b|*~") (ver
[19], proposigao A.1), obtemos a seguinte estimativa:

ot e = [ Gyttyun = [ Gt =) (uls, ) ds = Gy (uo + [ Gyt = )fu(s, ) ds

IN

| [ Gt = 5) futs. ) = fots ) as|
| [ Gt = )t ) [luts, 7+ et )] as|
€[ 6= s, roats, ) + s, 1] s

t
+20‘ [ Gt = ), IG (5)uol s
- Il+[2~

IA

IN

L,

L1,

Agora, para I, usando o mesmo argumento utilizado na demonstracao de do
Lema e utilizando também a Observacio [3.11] que garante que L' C L5, temos

Iy <C sup Jlw(t,-)]|pee ( sup [Jws (t, )l + sup lwa(t, ')H2H> : (4.75)
0<t<T 0<t<T 0<t<T

Ll
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Para I, notemos inicialmente que usando a Proposicao [3.8 e o Lema [2.22] item 1.,
temos

IA

NG, (s)uol M| o e ClllGa(s)uol ™17 o e
p=1 1k
= Cisupt © (|G, (s)uol”™")"(t)
t>0

= Cysupt’T (G (s)uo) ()"

t>0

¢ (supté<Gv<s>uO>*<t>)p_l

IN

t>0
= C1 (|G, (s)uoll7am))
< O (IGy(s)uollpase)" (4.76)

11 —1 .
Tomando - = ; + pT, segue que r = Logo, r < [, pois

e <]
q+i(p—1)" a+l(p—1) )
Como por hipétese # < p, temos também que p < [, ou ainda, p—1 < [ —1. Desse
modo, como [ < ¢, segue que

p—1 l(p—1)
P=2
—1 5" 7 T

<
-1 1

=
= Up-1) < (1-1)q
= q+lIlp—1)<lq
lq
= 1l<—F——=r.
q+1p—1)

Dai, como 1 < r < ¢, usando o Lema [£.4] a Proposicao [2.16, a desigualdade ea
Observagao que garante que L? C L%, temos

t
b= %WA(%@—SWM&OW%@Mdklﬁ

Ll

t
< 20 [ 111Gt = 9wls, |Gy (ol e ds
t n(1_1 _
< 20 [t =5 B D, )IG (uol e ds
¢ n(1_1 _
< 20C; [ (t =) F0 D s, ) peell1Go (s)uol ] oy ds
t n(1_1 _
< 2066, [ (t=9)F 0 Dlju(s, )16, (ol ds
t n 1 1 o o ,0—1
< QC’Cng/ (t—s)fﬂ(?T)s_(”_l)? ds ( sup ||w(t,-)||Lz,oo> (SUp t2||Gy(t)u0||Lq700>
0 0<t<T o<t<T
t n(1_1 a « P*l
< 200102/ (t—s)_ﬁ(?_f)s’(”’l)7 ds ( sup Hw(t,‘)HLz,oo> (Sup t2HGy(t)U0HLq> :
0 0<t<T 0<t<T

(4.77)



96 Boa-colocacao nos espacgos LP*>°

2 n
Agora, notemos que como & = —— — —, temos
p—1 g
a n(p—1)
1-(p—-1)=7 = 1-14 —-—"=-
(p=1)3 o
_ nlp—1)
27q
[
= —->0,

ou seja,—(p —1)§ =z — 1, com x > 0.

"( ) < 1, j& que por hipotese [ < ¢, temos também que

1_n<1_1> 1 p—1

2y \r 1 2y q

_n(p—1)
2vq

Usando que

> 0,

ou seja, —2 (L —1) =2 -1, com z > 0.
’ 2y \r l ’

E ainda, temos que
1 1 -1 -1
5 (G-1) -ty r1=-g (£) -1+ M i

Agora, fazendo a mudanca de varidvel y = $, usando as relagoes acima e a Proposigao

.15 temos

0
= (5.
Logo, de [£.77], segue que
<C ( sup [Jw(t, -)||Lz,oo> ( sup t2||G7(t)u0||Lq> ) (4.78)
0<t<T 0<t<T
Portanto, vale que
|lw(t, ) e < I+ 1
< KAT)wlt, )l (4.79)
p—1
em que A(T) = ( sup. s (1,7 + sup s, ) ( up 752||Gv(t)u0||m> |
0<t<T 0<t<T

Analisaremos, agora, hm [l (¢, )Hl Notemos que wy = G(-)ug — u, ou seja, wy =

(G (-)uo — uog) — (u — Uo)
Agora, que pelo Lema [1.3] segue que

gy (t,x) = tf%gv(l, xtii)

(3

- (,06(33),
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em que € = £ e o(x) = g,(1,2).
Lembremos que, pelo Lema [.1] temos

/ngp(as) dr = /Rn g,(1,z) doz = 1.

Desse modo, do Teorema da aproximagao da identidade e da Observacao(3.2] item
3., quando € — 0, segue que
[[pe * uo — uoll = 0,

ou seja, quando ¢ — 0", temos que

|G (t)uo — uolls — 0. (4.80)

E como por hipdtese, u € C' ([O, 00); Ll), com ug condicao inicial, segue que u(t, -) — g

em L', quando t — 0%, ou seja,

lim [u(t,-) — uol); = 0. (4.81)

t—0t

Logo, utilizando e temos

li . = i — ) — D) —
Jim fleg(t)[p = lm (G, (H)uo — uo) — (ul?, ) — uo)l
< Jim 16, (o —woll+ Jim lu(t, ) — uoll =0,
ou seja, lim ||w(¢,-)|; = 0 e, de modo andlogo, temos também que lim [Jwy(t,-)||; = 0.
t—0t t—0t

Pelo Lema 4.20], segue que lirérl+ t2 |G (H)uol|za = 0.
t—

Assim, podemos escolher T" suficientemente pequeno, de modo que K A(T') < 1. Desse
modo, por 4.79, temos que w = 0, ou seja, u = v. O]






5 Auto-similaridade e Decaimento

Neste capitulo estudaremos algumas estimativas de decaimento e procuraremos pela
existéncia de solugoes auto-similares.
Inicialmente, assumimos que u(t, z) é uma solugao suave do problema de Cauchy e

denotamos wuy(t, z) = )\%u()\zvt, Az). Considerando que f(u) satisfaz a relagao de escala
Flun(t,2)) = N5 Fu(X M), (5.1)

podemos mostrar que uy (¢, x) também é solugdo do problema de Cauchy pois temos

que
8u by 2py 8u

—(t,x) = A\r T —
o L) =N
Procuraremos por solugoes particulares do problema {.1], satisfazendo

u(t, z) = ux(t, =), (5.2)

O Ax) e (—A)uy)(t, z) = AT (=AY (A2 ).

para todot > 0, x € R” e A > 0. Essas solugoes sao chamadas de solugoes auto-similares
do problema de Cauchy. Formalmente, ao fazermos ¢ — 0% em (5.2)), devemos ter que

up = u(0,z) é uma funcdo homogénea de grau —p%. Este fato, nos da o indicativo de
n(p—1) ..
que o espaco ideal para a existéncia desse tipo de solugao é o L 7% (R™). Mais ainda,

caso exista solugoes auto-similares, a norma do espaco deve ser invariante via a relacao
2
de escala u(t,z) — u(t,z) = )\leu()\ht, Az). Notemos que, da Proposicao , temos

lurlle = Stggﬂux(tw)\|Lm57;1>m

_ % 2y .
= ArTsup [[u(A7E, N
t>0

|L"(57;1>,oo
— )\%)\%supHU(AQVt')H np=1)
>0 L 2

= sup [[u(NE, )| weon = [lulle. (5.3)
t>0 L 2

5.1 Estimativa de Decaimento em LP*

O objetivo desta secao é mostrar um resultado de decaimento das solugoes quando
assumimos dados iniciais mais regulares, isto é, mostrar que as solugoes tendem a zero,
em uma taxa adequada, quando o tempo ¢ vai a infinito.

n(p—1)
Teorema 5.1. Sob as hipdteses do Teorema@ seja ug € LP>* N L 5 Sel<p<
r < oo satisfaz % + % -1c 2%, entao a solugio u(t,z) obtida no Teorema satisfaz

r

(55257 u € BO ((0, 00); L),

99



100 Auto-similaridade e Decaimento

Demonstracio. Notemos que, dos Teoremas [4.7] e temos que u € BC ((0,00); LP*°) N
E,, ou seja,
sup [[u(t, -)|[re <00 e supt2|lu(t,-)||pa= < oo, (5.4)
>0 >0

em que u(t,z) é dada por
u(t,z) = G (t)uo(x) + B(u)(t, x) = G (t)up(x) — /t Gy (t —s)f(u(s,z)) ds.

)
Aplicando o Lema e a hipétese de que ug € L»* N L e >° temos que

sup t(M*W) |G, (t)uol|pree < sup t(z=2n) (-2t 27) ol oo
UL £>0

= CHUOHLP’OO < 0. (55)
Observemos também que da Proposigao [3.8] temos

el @, e < ClUlP T EI oo

LT

= Csupr 7 (\u|p L )

- cupt () ()

= Cup(t >’”

< 0(?;%“ | )

= C([lult, )ll7a<)"

< C(lut )" (5.6)

Tomemos agora m > 1 tal que + = £ + 2=1 Assim, usando a condicdo inicial de f
m P q

[1.2] a desigualdade de Holder para LP-fraco e (b.6), segue que

1f ult, Nllzmee < ul(t, )l ()| e
< Clludt, ) pmeel[lul®= () 2o
-1
< Cllult, e ([Jult, )l zose)” (5.7)
i 1 _ 14 p=1 q 5
Notemos ainda que, como -- = ot 5% T < 1, entao
_ pq
m — - -
q+(p—1p
<
< r (5.8)

Agora, como 1 < m < r, do Lema e de (5.7)), segue que

1B e < [ 1G (e = s)F(uls, lare ds

< [— s FE D s, Plne ds
< 0 [ =5y EE D uls, s (futs, Yzae)" ds
t 1 1 a -1
< C ; (t—s)_%(ﬁ_f)s (P13 ds (sup”u( )Hmoo) (supt2Hu(t,-)HLq,oo>(p5.9)
£>0
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Notemos também que

—1
1—(,0_1)g _ 1_1+M
2 2vq
_ nlp—1)
2vq
l
= ->0,

ou seja,—(p —1)§ =x — 1 com x > 0.

Além disso, como % + ”%1 —1

2
< =L temos que
T n

ouseja, —2 (L —1) =~>—1 com z > 0.
’ 2v \m T ’

E ainda, temos

_”<1_1)_(p_1)3‘+1 —

m r

Agora, fazendo a mudanca de varidvel y = ¢, usando as relagdes acima e a Proposicio
obtemos

Desse modo, de (5.9) e de (5.10)), temos

p—1
_n(1_1 4
1Bt < C G (sup||u<t,->||mo) (iugt2||u<t,->||w) ,
>

ou seja, de (5.4), obtemos

p—1
supt(ﬁ_W> |B(u)(t,)||pre < C (sup ||u(t, -)||Lp,oo> (sup t2|u(t, -)HLq,oo> < 0.
>0 £<0 >0
(5.11)
Por fim, de (5.5)) e (5.11]), garantimos que (#-27)y e BCO ((0, 00); L"). ]

5.2 Solucgoes Auto-similares

Nesta secao, assumindo certas propriedades de homogeneidade para o dado inicial,
oA - .. n(p—1)
mostraremos a existéncia de solugoes auto-similares em L~ 27

,O0
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0
Teorema 5.2. Seja ug € L =0 . Supondo que ug € uma fungao homogénea de grau
—%, ou seja, ug(Ar) = N\~ 1 uo(z) e f(u) satisfaz a relagio de escala (5.1). Entdo, se
ol ne-n _ <6, a solugdo u(t,x) obtida no Teorema ¢ auto-similar, isto €,
Lo

2y 2
u(t,z) = A Tu(At, Az),
para quase todo x € R™, t > 0 e todo A > 0. Mais ainda, se ||ug|| np-1 <, <& entdo
L™ 27 %™
a solugao auto-similar obtida anteriormente pertence a Fj.

Demonstracio. Como vimos na demonstragao do Teorema , a solugao u(t, x) é obtida,
pelo método das aproximacoes sucessivas, como o limite da seguinte sequéncia:

U1<t,l‘) = ny(t)UO(l'), uk+1(t7 J]) = ul(tu I) + B(“k)(tu J]), keN.
Mostremos que wu; (¢, x) satisfaz
u (t,z) = )\%ul()\%t, Az).

Primeiramente, mostraremos uma propriedade do nucleo g,. Para isso, utilizaremos a
seguinte propriedade da transformada de Fourier (ver [12] , pag. 100):

—

FON)(E) = A" F(AL€), em que n é a dimensdo do espaco.

Sabemos também que g, (,£) = e~ Dai, obtemos que

(g;(AE X NE) = AT"g (WA
AT A TIERTATE
— )\ e lEP

—

= A"(gy(t,))(&)-
Desse modo, aplicando a transformada inversa, temos
g,(\t, Axr) = X\ "g, (t, 7). (5.12)
Assim, de , obtemos
u (At ) = G,(At)ug (M)
= [ g,(\t Az = y)uo(y) dy

Rn
= [ 9T @ = AT y))uo(y) dy
= A gy (t,x — N y)ue(y) dy

= gy (t,x — 2)up(Az) dz
Rn

= A\ 1/ gy (t,x — 2)up(2) dz
= A tu(tx),

em que fizemos a mudanca de varidvel z = )\* y na quinta igualdade e usamos a hipétese
de ug ser uma funcao homogénea de grau —-=% na sexta igualdade.
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Portanto,
2y
ui(t, x) = ANo—Tuy (A7t Ax). (5.13)

Mostraremos agora que u,(t,x) = )\%un()\%t, Az), para todo n € N. Para isso,
usaremos um argumento de indugdo. Logo, supondo que u,(t,z) = /\%un()\%t, Az),
mostraremos que essa relacao de escala é valida para wu, .

Notemos que

227t

B(u,) At \z) = — G, (ANt — 2) f(un(z, A7) dz
- - /M [ 005t 2 X0 — ) unz,0) dy d=

= 2 [ 0= 9, M = X ) anO5,9) dy ds

= -\ /t A, (A (t = 8), Ma — w)) fu, (A8, Aw)) dw ds
0 Jrn

2py

¢
= —)\27/ - N'AT"gy(t = s, — w)A 71 f(uy(s,w)) dw ds

= -\ 2M/ /n% —s,x —w)f(up(s,w)) dw ds
= N B(u)(t2),

em que fizemos a mudanca de varidvel z = A*'s na terceira igualdade, a mudanca de
varidvel w = A7ly na quarta igualdade e usamos (5.1]), juntamente com a hipétese de

indugao e (5.12)), na quinta igualdade.

Logo, temos que
B(un)(t,x) = Ao~ B(u,) (A, Az). (5.14)

Agora, utilizando (5.13)) e (5.14)), temos
un-i—l(t) ‘T) = ul(ta ZL‘) + B(un)(tv ZL‘)
= AT (i (A Ax) + Blu, ) (A, Ax))

= N T (AT ).
Assim, temos que
un(t,z) = )\%un()\%t, Az), para todo n € N. (5.15)

2
Mostraremos, agora, que u(t,z) = )\leu()\ht, Az). De fato, usando ([5.15) e o fato da
solugao u(t, x) ser limite da sequéncia (u,) no espaco F, temos

lu(t, -) — AP Tu(A2", >\)|| ey = lu(t, =) = wn(t, ) + un(t, ) — Ao Tu(AE, >\)|| np)
[, ) = un(t, ) nee-v
L 27
Hlhun(t, ) = NFTuOEA) | g
= |lu(t,) = un(t, )|
2y 2y

b AT U (OB A) — AETUOTE )| won

L~z

IN

Ln(g;l) o0

IN

Cllu(t, ) — un(t, )| npon) o 0, quando n — 0.
L
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2
Portanto, u(t,z) = A Tu(A2't, Az).
Por fim, notemos que a segunda parte do teorema, em que u(t,z) € E,, segue
imediatamente do Teorema de regularizacao |4.8 O



6 Estabilidade Assintotica

O objetivo deste capitulo é analisar o comportamento no infinito das solugoes obtidas
nos Teorema de boa-colocagao [4.7] e de regularizagao [4.§]

Teorema 6.1. Suponha que u(t,z) e v(t,z) sao solugdes do problema de Cauchyl4.1] dadas
pelo Teorema de boa-colocagao [4.7, em que as condigoes iniciais sdo, respectivamente,

n(p=1)
Ug, Vo € LY5 ¢ satisfazem
m (1G5 (6)(wo = vo)|| ngn . =0.
Entao,

lim |u(t, ) —v(t, )| we-n = 0.
L 2v

t—o00

Mais ainda, se u(t,z) e v(t,x) sio solugées do problema de Cauchy dadas pelo
Teorema de regularizagdo (ou seja, no espago E,), em que as condigoes iniciais sio

i n(p—1) .
respectivamente ug,vg € L™ 27 *°° e satisfazem

lim t%HG,y(Zf)(UO - Uo)”Lq,oo = 0.

t—o00

Entao,
lim ¢2 [|Ju(t,-) — v(t,-)||zace = 0.

t—o0

Demonstrag¢iao. Como u e v sdao dadas, respectivamente, por

u(t,z) = G (t)ug(x) — /Ot G (t—s)f (u(s,x)) ds

ot ) = Gy (t)vo() —/Ot Gt — 5)f (v(s,2)) ds,

tomando a diferenca, segue que
ut, ) = 0(t,) = Gy 1) (wo(e) = vo(a)) = [ Gt = 5) (1 (uls,2) = f (u(5,)) .

e Primeira parte da demonstracao: uw e v sao solugoes obtidas no Teorema de boa-

colocagdo [4.77

105
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n(p—1)

27 e tomando a norma L»* da diferenca, temos que

Denotando [ =

Jutt,) = ot g = (G000 =) = [ Gt =) (F (uls,) =  (u(5,) ds

Ll

< 1GL(#)(uo = vo)l[ s + § Gyt =) (f (u(s,-) = f(v(s,-))) ds

Lloo

5?%6_3ﬂfW@f»—f@@fD)%
= lo+ 5L+ I,

L1,

em que a constante ¢ sera escolhida posteriormente.
Notemos agora que, usando a Proposi¢io [2.22] item 1, temos

Nl N 2 = supr T (Jul () (7)
=§gf%«MWW@WA
= sup (i (ult, ) ()"
< (sprhuero)

= (flu(t, )"

Usando a Proposigao [3.8] temos entdo que

™ (E e < Ol EDI o o < O (lult ) [5e)™ < C (lut, ) le)”

(6.1)
e procedendo de modo analogo, segue que

HM”W&MﬁWSQWW%)HﬁWSCWKHWMHSCWWﬁMmfy
(6.2)
Agora tomando == l+p e usando a condicao inicial da fungao f (4.2)), a Proposicao

. a desigualdade de Holder para LP-fraco (Proposigao [2. - . temos que

If(uls, ) = Fls, Nllere < nllfuls,-) = v(s, )] (Juls, )+ [ols, )71 [l
< nClluls,) = v(s, )] (luls, )P~ + (s, )) oo
< nCJuls, ) = (s, M [luls, )P+ ols, )P e
< nClus,-) = v(s, peos [Juls, )~ + s, )17
< nClluts, ) = vls, Manee (Jluts, W g e+ It 07 )
< nClluls, ) = v(s, Ve (luls, )5k + lo(s, ) 5L) - (6.3)

Faremos, agora, a estimativa de [;. Usando o Lema (jAquel <r <), (6.3), o fato
de [|u(t, )| pre < 2€ e ||u(t, )| e < 2€¢ (pois, por hipétese, u(t,z) e v(t,x) sdo solugoes
dadas pelo Teorema de boa-colocacao e fazendo a mudanca de variavel z = £, temos
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que

ot
L= [ =9 (uls, )~ F (u(s.))) ds

Lo

ot
< [UNG =) (f (s, ) = F (s, D)l e ds
ot nol 1
< O /0 (t =) FED Y f (u(s,) = f (0(5,) | e ds

5t
< 0O [Tt =) fuls, ) = v(s. )| ds
0
5
< nOC 20 / (1= 2) " Ylultz, ) — v(tz, )| oo dz. (6.4)
0
Estimaremos agora . Usando do Lema [4.14] o fato de ||lu(t,-)||pe < 2€ e

|v(t, )||pee < 2€¢ e lembrando também que € > 0 é tomado de modo que 2°e’ 'K < 1
(ver Teorema de boa-colocagao |4.7)), temos

b= [t s ) - et ) as]
< K s (s )l + ool (s uter) = o
< 2°ePVK sup |ju(s, ) — v(s, )| piee (6.5)

0t<s<t

Agora, das estimativas [6.4] e [6.5] temos que

Ju(t, ) —v(t, e < Gy (E)(uo — vo) || pioe
d
+ noclzﬂeﬂ—l/ (1— 8) " ults, ) — v(ts, )| pree ds
0
+ 2K sup u(s, ) — (s, )| e, (6.6)

0t<s<t

para todo t > 0.
A seguir, definimos

I = timsup u(t, ) = o(t, ) e = Jim sup uft, ) = v(t, )]

t—o00 N 12

Nosso objetivo agora ¢ mostrar que I' = 0.
Da monotonicidade da integral, observamos que

5 5
sup [ (1—s) " Hu(ts, ) —v(ts, )| pre ds < / (1—s) ' sup |lu(ts, -)—v(ts, )| e ds. (6.7)
0

t>k 40 t>k

Notemos também que

sup lu(ts, ) — ofts, Yz < supllu(ts, ) — v(ts, )z
t>k >0

< ulls + l1olle

< dee L'((0,9), ds).
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Logo, de 6.7 e aplicando o Teorema da convergéncia dominada ([8], pag. 44), obtemos

5 5
limsup [ (1 —s) 7 |u(ts, ) —v(ts, )||puee ds = limsup [ (1 — ) Hu(ts, ) —v(ts,)|| L1 ds
t—oo  JO Fow 1>k Jo

IN

k—o0
keN 0 t>k

5
lim [ (1 —s) "'sup|lu(ts,-) — v(ts,-)||p- ds

5
= / (1—s)" lim sup |lu(ts, ) — v(ts, )| g ds
0

—00
kEN t>k

5
= / (1 — )" limsup |Ju(ts, -) — v(ts, )| 1 ds

t—o0

= F/ (1—2s) -1
= Flog(l_(S).

sup sup [[u(s,-) —v(s,)||pree < sup [lu(s, ) — v(s, )|z,
t>k 0t<s<t 0k<s

Agora, como

segue que

limsup sup fu(s,) —v(s,)l|p= = limsup sup [u(s,-) = v(s, )| e
t—oo §t<s<t en 1>k 6t<s<t
< lim sup flu(s, ) — (s, )| pre
LeN 0k<s

= limsup ||u(s, ) — v(s, )| pte
t—o00

- T (6.9)
E assim, aphcando hm nsup em (6.6), usando a hipétese de que Jim |G~ (t)(ug —

vo) ||z =0, e (6.9), obtemos

L= timsup fuft. ) = olt, )0

< hrtnsup |G+ (t) (uo — vo)|| pr.o
—00

5
nCC 2°e¢" imsup [ (1 —8) H|u(ts, ) —v(ts, )| e ds

t—00 0

_l_

2°eP 'K limsup sup ||u(s,-) —v(s, )| e

t—oo  Ot<s<t
1
< 2t (77001 log (1 5) + K) I.

Ou seja, temos que

I <2t (77001 log (1i5> + K) .

Por fim, como 2°¢#~'K < 1, basta escolhermos § > 0 suficientemente pequeno, de
modo que

2r el (nC’C’llog <1i5> +K> < 1.

Portanto, I' = 0, ou seja,

t—o0

Hm [lu(t, ) = v(t, )| ap-n  =0.
L 2y

(6.8)
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o Segqunda parte: u e v sio solugdes obtidas no Teorema de reqularizagio [£.8
Comecemos observando que
2 |u(t,) = ot )llpeee = £2[[G(t)(uo — vo) Lo

bt [ G (s ) = ol ) ds|

Faremos agora uma estimativa do termo I;.

Tomando % = % + pT_l, (donde segue que 1 < r < ) e procedendo como na primeira

parte da demonstragio (ver, também, demonstracao do Lema [4.17)), obtemos

1f(u(s,)) = (s, Nl < nClluls,-) = v(s, ) zase ([[uls, ) Zase + o5, ek ) -
(6.11)
Assim, usando o Lema , (6.11) e o fato de supt?|u(t,-)|pae < 2¢, e
t>0

supt2 ||v(t,-)||pae < 2€4, (pois por hipétese u(t, z) e v(t, ) sio solucdoes dadas pelo Teo-
>0

rema de regularizagao [4.8)), temos

o< 68 NG (= 9) (f (s ) = f (005, ) o ds

< 20y [t ECD uls, ) — 1 (05, ) e ds
< 3900 [ (=) FE Dlluts, ) = (sl (fuls. Mk + (s 5k ds
< 190G [t - 9 F P08 fuls, ) — ol sa s

N t n p— a «a
< 0O (e [ (6= 5) BT 5 u(s, ) — (s, o ds
0
_ t%T]COlQp(Eq)p_lI& (612)
Notemos que
n (p—1 & np n & P
Y ot S - tog Tl
27( ) 2 2vq¢  2v¢ p—1 27yg
n p
N
2vq¢  p—1
_on_
2v¢ p—1
_ @
= -5

Agora, fazendo a mudanca de variavel y = $ e usando a igualdade acima, temos

n

_ N 1 n (p= o o
o= e HEE [ ) B 1) futty, ) — oy, e dy

«a 1 n (p=l _pQ o3
- 7/o (1—y) 5Ty ™03 (1) 8 |[u(ty, -) — o(ty, )| sa dy.
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Assim, de (6.12)), temos que

1 n (P— e o
I, < 'r]C’ClQp(eq)p’l/ (1— s)_ﬂ(%)s’pf(ts)fﬂu(ts, ) —wv(ts, )| pace ds
0

= nCC 2°(e,)" 4.
E entao, para todo t > 0,
t3]|ut,) = v(t, ) pas = 2G5 (1) (1o — vo)ll e +0CC12%(eg)" Ly (6.13)
Agora, definimos

P = limsupt5 u(t, ) = v(t,)|[zoee = Jim supt3[Ju(t, ) = v(t, )| rax.

t—o00 wen 12

Nosso objetivo é mostrar que I' = 0.
Da monotonicidade da integral, observamos que

1 n - [e3 o
sup Iy < / (1— 5)_5(‘)71)5”)5 sup ((t3)5||u(t5, ) — wu(ts, ~)||Lq,oo) ds. (6.14)
>k 0 >k

Notemos, também, que

sup ((t3)3 [[u(ts, ) = v(ts, )eew) < sup ()2 Jults, ) = v(ts, )| [zo)

t>k t>0

sup (¢3 [u(t, )| zoe ) + sup (£ [u(t, )10 )
t>0 t>0

lulz, + l1o]z,

4e, € L' ((0,1),ds) .

IA

IN

IA A

Logo, de (6.14) e aplicando o Teorema da convergéncia dominada ([8], pag. 44),
obtemos

limsup/ly = lim suply
t—00 Mow >k
< dim [ (1-— s)_%(%){p% sup ((ts)% |lu(ts, ) — v(ts, ‘)HLq,oo) ds
’f,;é;f 0 t>k

1 n (p—1 a «
= / (1—5)"2" )73 lim sup ((ts)fﬂu(ts, ) — v(ts, ‘)HL«wo) ds
0

k—o0
keN t>k

1 n (P— a e
= / (1-— s)_?(Tl)s_pf lim sup ((ts)5||u(ts, ) — v(ts, ~)||Lq,oo) ds
0

t—o00
1 n - (e
= F/ (1— s)_ﬁ(%)s’pf ds
0
— TG, (6.15)

1 n (P— @
em que Cy = / (1— 3)75(71)3_”5 ds < oo (Cy constante obtida em [4.50do Lema [4.17]
0

E assim, aplicando limsup em (6.13), wusando a hipétese de que
t—o0

tlL%lot%||G7(t)(uo — vp)||paee = 0, (6.15)), e o fato de que K, = nCC,C; (ver Lema [4.17]),




Estabilidade Assintotica 111

temos

r = linrlsupi%Hu(iL,')—U(ta')HL‘?*oo
t

—00

< limsup ¢2 |G, (1) (uo — vo)|| ace +nCC12° ()"~ limsup Iy
t—o00

t—o00

< (nCC1C27(e))" ) T
= (2(e))" 'K, T
Ou seja, se tomarmos, assim como no Teorema de regularizagao , K=2 max{ K, K},

temos que 3
I < (27(e,)" ' K) T

E ainda, como do Teorema de regularizacao [4.8] teremos que
2°(e,) K < 1,
entao I' = 0, isto é,

lim ¢2 [|Ju(t,-) — v(t,-)|| gace = 0.

t—00
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