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RESUMO

Nesta dissertação de mestrado, estudaremos a boa-colocação do problema de Cau-

chy da equação do calor semilinear generalizada nos espaços de Marcinkiewicz L(p.∞).

Soluções mild são obtidas em espaços funcionais com certa homogeneidade que per-

mitem a existência de soluções auto-similares. A estabilidade assintótica das soluções

é obtida, bem como estimativas de decaimento. Este trabalho é inteiramente baseado

no artigo [2] de Ferreira e Villamizar-Roa.

Palavras-chave: Equação do calor semilinear generalizada, Boa-colocação, Soluções
auto-similares, Comportamento assintótico, Espaços de Lorentz.





ABSTRACT

In this master dissertation, we will study the well-posedness of the Cauchy problem for

the generalized semilinear heat equation in Marcinkiewicz spaces L(p,∞). Mild solutions

are obtained in functional spaces with right the homogeneity to allow the existence of

self-similar solutions. The asymptotic estability of the solutions is obtained, as well as

the decay estimates. This work is entirely based on Ferreira and Villamizar-Roa paper

[2].

Keywords: Generalized semilinear heat equation, Well-posedness, Self-similar soluti-
ons, Asymptotic behavior, Lorentz spaces.
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1 Introdução

Neste trabalho, estudaremos o problema de Cauchy para a equação do calor semilinear
generalizada ut + (−∆)γu+ f(u) = 0, x ∈ Rn

u(0, x) = u0, x ∈ Rn,
(1.1)

em que n ≥ 1, γ > 0 e f : R → R tal que para todo a1, a2 ∈ R temos

|f(a1) − f(a2)| ≤ η|a2 − a1|
(
|a2|ρ−1 + |a1|ρ−1

)
e f(0) = 0, (1.2)

com as constantes 0 < γ < n
2 , η > 0 e 1 < ρ < ∞. Note que f(u) = |u|(ρ−1)u satisfaz a

condição (1.2). Quando γ = 1, a equação (1.1) nada mais é do que a conhecida equação
do calor semilinear.

A busca pela existência e unicidade de soluções do problema de Cauchy 1.1 aparece
em vários artigos importantes. Para o caso em que γ = 1, veja por exemplo [3, 4, 5, 6].

Em [4], Weissler mostra a existência e unicidade de soluções locais no tempo com
dado inicial u0 ∈ Lp, em que p ≥ n(ρ−1)

2 > 1. Em [3], Weissler mostrou a existência
de soluções mild global em Lp, com p = n(ρ−1)

2 , e dado inicial suficientemente pequeno.
Em [5], Giga construiu uma solução regular local única em Lr ((0, T );Lq), com restrições
sobre r e q de modo que a norma seja invariante pela relação de escala. Vale lembrar
que, ainda em [5], Giga alerta o leitor para a possibilidade de que a classe BC((0, T );Lp),
com p = n(ρ−1)

2 não seria suficiente para garantir a unicidade de soluções. Em [7] é dado
um contra-exemplo de não unicidade para o problema de valor inicial e de fronteira (1.1),
com γ = 1, p = n

n−2 , n ≥ 3 e com domínio restrito a uma bola.
Nesta dissertação, que é inteiramente baseada no artigo [2], o objetivo é mostrar a

existência e unicidade de soluções mild globais, bem como resultados sobre a estabilidade
assintótica destas soluções para o problema de Cauchy (1.1), nos espaços de Marcinkiewicz
L(p,∞), principalmente quando p = n(ρ−1)

2γ
.

Um dos pontos importantes sobre o espaço L( n(ρ−1)
2γ

,∞) é a sua invariância via relação
de escala da equação 1.1, além de conter funções homogêneas de grau − 2γ

ρ−1 , o que nos
leva a obter a existência de soluções auto-similares do problema de Cauchy (1.1).

Analisaremos também o comportamento assintótico das soluções, onde entenderemos
seu comportamento para tempo t indo ao infinito.

Esta dissertação está organizada em 6 capítulos e a seguir temos uma breve descrição
de cada um deles.

O Capítulo 1, consiste nesta introdução, onde é apresentado um panorama geral do
estudo.

No Capítulo 2 apresentaremos definições e resultados que serão úteis ao longo do
trabalho. Iniciaremos com uma breve retomada da definição dos espaços de Lebesgue e
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20 Introdução

Marcinkiewicz (também conhecidos como Lp e Lp-fraco, respectivamente) e importantes
resultados que os acompanham. Traremos também a definição de função distribuição,
função rearranjo e duplo rearranjo, bem como suas propriedades principais. A importân-
cia dessas funções se dá na dependência direta das mesmas com a definição dos espaços
de Lorentz (espaço funcional que é variação do espaço de Lebesgue e será de suma im-
portância no nosso trabalho) bem como o já citado Lp-fraco. Por fim, ainda traremos o
conceito de convergência em medida, tópico que será útil na demonstração de completude
dos espaços de Lorentz.

No Capítulo 3, começamos definindo os espaços de Lorentz Lp,q e sua quase norma (que
envolve a função rearranjo). Mostramos também que os espaços de Lorentz Lp,q contém
(no sentido de inclusão) os espaços de Lebesgue Lp (bem como os espaços Lp- fracos) e
que suas relações de escala coincidem. Serão apresentados alguns resultados, como por
exemplo, a desigualdade de Young generalizada em Lp,q, bem como uma desigualdade do
tipo Hölder. Em seguida, com o auxílio da função duplo rearranjo, definiremos uma norma
para o espaço de Lorentz e mostraremos que ela é equivalente a quase norma definida
anteriormente. Alguns resultados envolvendo tal norma serão apresentados, como por
exemplo, o Lema de Calderón e a completude dos espaços de Lorentz. Traremos também
um Teorema de dualidade nestes espaços, além de mostrarmos que, assim como nos usuais
espaços de Lebesgue Lp, os espaços de Lorentz possuem um Teorema de aproximação da
identidade. Em seguida, enunciamos o Teorema de interpolação de Marcinkiewicz.

No Capítulo 4, traremos novamente a equação semilinear do calor generalizada (a qual
também aparece no início desta introdução) e inicialmente calcularemos a solução (por
meio da transformada de Fourier), do problema linear associado a equação. A solução
do problema linear gera um semigrupo Gγ(t), o qual será estudado para exibirmos algu-
mas estimativas a seu respeito. No que segue, apresentaremos a formulação integral do
problema e a usaremos como motivação para a definição de solução mild global. O pró-
ximo passo é exibir estimativas para os termos linear e não-linear da formulação integral,
bem como garantir a convergência dos mesmos na topologia fraca-∗ do espaço adequado.
Por fim, partimos para a demonstração do resultados de boa-colocação, regularidade e
unicidade, que serão consequência das seções que o antecedem.

Já no Capítulo 5, iniciaremos com uma breve explicação do motivo de L
n(ρ−1)

2γ
,∞ ser o

espaço funcional adequado para nosso estudo. Partiremos, então, para uma estimativa de
decaimento das soluções mild globais em Lp,∞, em que garantimos que as mesmas tendem
a zero quando o tempo t vai a infinito. Por fim, encerramos o capítulo garantindo a
existência de soluções auto-similares para dados iniciais suficientemente pequenos (assim
como no teorema de boa-colocação).

Por fim, no Capítulo 6, traremos um resultado referente a estabilidade assintótica das
soluções mild globais.



2 Conceitos Preliminares

Neste capítulo apresentaremos definições e resultados que serão úteis ao longo do tra-
balho. Iniciaremos com uma breve retomada da definição dos espaços de Lebesgue e
Marcinkiewicz (também conhecidos como Lp e Lp-fraco, respectivamente) e importantes
resultados que os acompanham. Traremos também a definição de função distribuição,
função rearranjo e duplo rearranjo, bem como suas propriedades principais. A importân-
cia dessas funções se dá na dependência direta das mesmas com a definição dos espaços
de Lorentz (espaço funcional que é variação do espaço de Lebesgue e será de suma impor-
tância no nosso trabalho) bem como o já citado Lp-fraco. Por fim, apresentaremos, ainda,
o conceito de convergência em medida que será útil na demonstração de completude dos
espaços de Lorentz.

2.1 Espaços Lp e Lp-fraco
Para essa seção, iniciaremos fixando X um espaço de medida e µ uma medida qualquer.

Vale alertar que, no Capítulo 4, consideraremos X = Rn e µ como a medida de Lebesgue.

Definição 2.1. Tome 1 ≤ p < +∞. O espaço Lp = Lp(X,µ) consiste de todas as classes
µ-equivalentes de funções f mensuráveis, para as quais |f |p possui integral finita com
relação a µ sobre X.

Para p = ∞, o espaço L∞ = L∞(X,µ) consiste de todas as classe µ-equivalentes de
funções f mensuráveis que são limitadas µ-q.t.p..

Definição 2.2. Seja f uma função mensurável em X. Definimos os seguintes funcionais:

1. Para 1 ≤ p < +∞, temos

∥f∥p =
(∫

|f |p dµ
) 1

p

.

2. Para p = ∞, temos

∥f∥∞ = inf{M > 0 : |f(x)| < M µ-q.t.p.}
= inf{λ > 0 : µ({x ∈ X : |f(x)| > λ}) = 0}.

Observação 2.3. Duas funções são µ-equivalentes se elas são iguais µ-q.t.p..

Traremos agora alguns resultados clássicos dos espaços Lp com 1 ≤ p ≤ ∞, cujas
demonstrações serão omitidas mas que podem ser vistas em detalhes em [8].

Proposição 2.4. Sejam (X,µ) um espaço de medida, f uma função mensurável em X
que está em Lp = Lp(X,µ), 1 ≤ p ≤ ∞. Então o funcional ∥ · ∥p (ver Definição 2.2)
define uma norma em Lp.

21



22 Conceitos Preliminares

Proposição 2.5 (Desigualdade de Hölder em Lp). Sejam f ∈ Lp e g ∈ Lq. Se p > 1 e
1
p

+ 1
q

= 1 ou p = 1 e q = ∞ então fg ∈ L1 e

∥fg∥1 ≤ ∥f∥p∥g∥q.

Teorema 2.6. Se 1 ≤ p ≤ +∞, então o espaço Lp é um espaço vetorial normado
completo, ou seja, o espaço Lp é Banach.

Iremos definir agora, a função distribuição e apresentar algumas propriedades básicas
da mesma. Essa função está diretamente relacionada com a definição do espaço Lp-fraco.

Definição 2.7. Para uma função mensurável f em X, a função distribuição de f é a
função df , definida em [0,+∞), por:

df (α) = µ({x ∈ X : |f(x)| > α}).

Observação 2.8. A primeira propriedade que pode ser notada é que a função distribuição
df é não crescente, fato que decorre da própria definição, .

A função distribuição df nos fornece informações sobre o “tamanho” de f mas não
sobre seu comportamento. A seguir iremos ver um exemplo que ilustrará melhor esse fato.

Exemplo 2.9. Consideremos uma função simples f não negativa, dada por:

f(x) =
n∑

j=1
ajχEj

(x), em que Ei ∩ Ej = ∅ e a1 > a2 > · · · > an > 0.

Assim, se α ≥ a1, claramente df (α) = 0. Entretanto, se a2 ≤ α < a1, então temos que
|f(x)| > α quando x ∈ E1.

Logo, de maneira geral, se aj+1 ≤ α < aj, então |f(x)| > α quando x ∈ E1 ∪ · · · ∪Ej.
Daí, se considerarmos

Bj =
j∑

i=1
µ(Ei),

teremos que
df (α) =

n∑
j=1

Bjχ[aj+1,aj)(α), em que an+1 = 0.

Figura 2.1: Os gráficos de uma função simples f(x) =
3∑

j=1
ajχEj

(x) (à esquerda) e de sua

função distribuição df (α) (à direita).

A seguir veremos mais algumas propriedades da função distribuição.
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Proposição 2.10. Sejam f e g funções mensuráveis em (X,µ) e α, β ≥ 0. Temos então
que

1. |g| ≤ |f | µ-q.t.p. implica que dg ≤ df ;

2. dcf (α) = df

(
α

|c|

)
, ∀c ∈ C − {0};

3. df+g(α + β) ≤ df (α) + dg(β);

4. dfg(αβ) ≤ df (α) + dg(β);

5. df é contínua à direita em [0,∞);

6. Se |fn| é uma sequência de funções mensuráveis que cresce para |f |, então dfn é
uma sequência que cresce para df .

Demonstração. 1. Como, por hipótese, |g| ≤ |f | µ-q.t.p., então existe um conjunto N
mensurável, com µ(N) = 0 tal que |g(x)| ≤ |f(x)|, para todo x ∈ X \N .

Além disso, podemos escrever:

dg(α) = µ({x ∈ X : |g(x)| > α})
= µ({x ∈ N : |g(x)| > α}) + µ({x ∈ X \N : |g(x)| > α}).

Como o conjunto {x ∈ N : |g(x)| > α} ⊂ N e µ(N) = 0, temos que µ({x ∈ N :
|g(x)| > α}) = 0, donde concluímos que

dg(α) = µ({x ∈ X \N : |g(x)| > α}).

Analogamente, df (α) = µ({x ∈ X \ N : |f(x)| > α}). Como |g(x)| ≤ |f(x)|, para
todo x ∈ X \N , segue que

{x ∈ X \N : |g(x)| > α} ⊂ {x ∈ X \N : |f(x)| > α}.

Logo, µ({x ∈ X \N : |g(x)| > α} ≤ µ({x ∈ X \N : |f(x)| > α}.
Portanto, dg(α) ≤ df (α).

2. Observemos que para todo α ∈ [0,∞) e para todo c ∈ C\{0}, temos

dcf (α) = µ({x ∈ X : |cf(x)| > α})
= µ({x ∈ X : |c||f(x)| > α})

= µ

({
x ∈ X : |f(x)| > α

|c|

})

= df

(
α

|c|

)
. (2.1)

3. Consideremos, primeiramente, os seguintes conjuntos:

A = {x ∈ X : |f(x)| > α},
B = {x ∈ X : |g(x)| > β},
C = {x ∈ X : |f(x) + g(x)| > α+ β}.
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Mostremos que
C ⊂ A ∪B. (2.2)

Para isso, seja x0 ∈ C. Assim, devemos mostrar que x0 ∈ A ou x0 ∈ B.
Suponha agora que x0 /∈ A. Logo, temos que

|f(x0)| ≤ α ⇒ 0 ≤ α− |f(x0)| ⇒ β ≤ α− |f(x0)| + β. (2.3)

Por outro lado, como x0 ∈ C, temos que

α + β < |f(x0) + g(x0)| ≤ |f(x0)| + |g(x0)| ⇒ α− |f(x0)| + β < |g(x0)|.

Assim, usando (2.3), temos |g(x0)| > β, ou seja, x0 ∈ B, de onde segue (2.2).
Portanto, usando agora a inclusão (2.2), temos

df+g(α + β) = µ(C)
≤ µ(A) + µ(B)
= df (α) + dg(β).

4. Se f ≡ 0 ou g ≡ 0, o resultado segue de modo imediato. Logo, suponhamos f e g
funções não identicamente nulas.

Consideremos, primeiramente, os seguintes conjuntos

A = {x ∈ X : |f(x)| > α},
B = {x ∈ X : |g(x)| > β},
C = {x ∈ X : |f(x)g(x)| > αβ}.

Mostremos que
C ⊂ A ∪B. (2.4)

Seja x0 ∈ C (observe que f(x0) ̸= 0, pois caso contrário x0 /∈ C. Devemos mostrar
que x0 ∈ A ou x0 ∈ B. Suponhamos agora que x0 /∈ A. Daí, segue que

|f(x0)| ≤ α ⇒ α

|f(x0)|
≥ 1 ⇒ αβ

|f(x0)|
≥ β. (2.5)

Assim, usando (2.5) e que x0 ∈ C, obtemos

|f(x0)g(x0)| > αβ ⇒ |g(x0)| >
αβ

|f(x0)|
≥ β,

ou seja, x0 ∈ B, o que mostra a inclusão (2.4).
Por fim, usando (2.4), temos

dfg(αβ) = µ(C)
≤ µ(A) + µ(B)
= df (α) + dg(β).

5. Tomemos α ∈ [0,∞) e (ϵn)n∈N uma sequência decrescente de números reais conver-
gindo para 0. Consideremos, inicialmente, os seguintes conjuntos:

A0 = {x ∈ X : |f(x)| > α}
An = {x ∈ X : |f(x)| > α+ ϵn}, ∀n ∈ N.
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Observe, então, que para cada n ∈ N, temos

An ⊂ An+1, visto que ϵn+1 < ϵn,

ou seja, (An)n∈N é um sequência crescente de conjuntos.
Mostraremos agora que ⋃

n∈N
An = A0. (2.6)

Para isso, mostraremos inicialmente que
⋃

n∈N
An ⊂ A0.

Como evidentemente An ⊂ A0 para todo n ∈ N, tem-se que
⋃

n∈N
An ⊂ A0.

Agora, mostremos a inclusão contrária, isto é, A0 ⊂
⋃

n∈N
An. Tomando x0 ∈ A0 temos

que |f(x0)| > α.
Como (ϵn)n∈N é uma sequência decrescente de números reais convergindo para 0, existe

k ∈ N tal que
|f(x0)| ≥ α + ϵk > α+ ϵk+1, visto que ϵk+1 < ϵk.

Assim x0 ∈ Ak+1 e, portanto, A0 ⊂
⋃

n∈N
An.

Logo, como (An)n∈N é um sequência crescente de conjuntos e (2.6) é válida, então
fazendo uso de um resultado da Teoria da Medida (ver [8]), pág. 21), temos

lim
n→∞

df (α + ϵn) = lim
n→∞

µ(An)

= µ

⋃
n∈N

An


= µ(A0)
= df (α).

Portanto, df (α) é contínua à direita em [0,∞).

6. Primeiramente, consideremos seguintes conjuntos:

F = {x ∈ X : |f(x)| > α},
Fn = {x ∈ X : |fn(x)| > α}.

Agora, mostremos que, para todo α ∈ [0,∞), temos⋃
n∈N

Fn = F. (2.7)

Para isso, notemos que o fato de |fn| convergir de maneira crescente para |f | implica
que |fn| < |f |, para todo n ∈ N.

Assim, dado α ∈ [0,∞), se x0 ∈
⋃

n∈N
Fn, então x0 ∈ Fn, para algum n ∈ N, de onde

segue que α < |fn(x0)| < |f(x0)|, ou seja, x0 ∈ F . Logo, concluímos que⋃
n∈N

Fn ⊂ F.

Para mostrarmos a inclusão contrária, tomemos x0 ∈ F . Assim, como |fn| converge
de maneira crescente para |f |, temos que existe k ∈ N tal que
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|f(x0)| ≥ |fk(x0)| > α.

Logo, x0 ∈ {x ∈ X : |fk(x)| > α}, ou seja, x0 ∈
⋃

n∈N
Fn. Assim, concluímos que

F ⊂
⋃

n∈N
Fn.

Portanto, a igualdade (2.7) está mostrada.
Note também que, dado α ∈ [0,∞), como |fn+1| ≥ |fn|, para todo n ∈ N, temos

Fn ⊂ Fn+1,

ou seja, (Fn)n∈N é uma sequência crescente de conjuntos. Logo, usando (2.7) e um resul-
tado da Teoria da Medida (ver [8], pág. 21), temos

lim
n→∞

dfn(α) = lim
n→∞

µ(Fn)

= µ

⋃
n∈N

Fn


= µ(F )
= df (α),

ou seja, dfn converge para df . E ainda, como |fn| ≤ |fn+1| ≤ |f |, pelo item 1. dessa
proposição, temos que dfn ≤ dfn+1 ≤ df , para todo n ∈ N. Portanto, dfn é uma sequência
que cresce para df .

Entender a função distribuição df nos fornece informações para avaliar precisamente
a norma Lp de uma função, como pode ser visto no próximo resultado:

Proposição 2.11. Sejam 0 < p < ∞ e f ∈ Lp(X,µ). Então temos que

(∥f∥p)p = p
∫ ∞

0
αp−1df (α)dα.

Demonstração. Observe que a partir da definição de integral para funções simples temos∫
X
χ{x∈X:|f(x)|>α}(x)dµ = µ({x ∈ X : |f(x)| > α}) = df (α).

Assim, segue que

p
∫ ∞

0
αp−1df (α)dα = p

∫ ∞

0
αp−1

∫
X
χ{x∈X:|f(x)|>α}(x) dµ dα.

Agora, usando o Teorema de Fubini, temos

p
∫ ∞

0
αp−1

∫
X
χ{x∈X:|f(x)|>α}(x) dµ dα =

∫
X

∫ |f(x)|

0
pαp−1 dα dµ =

∫
X

|f(x)|pdµ = (∥f∥p)p .

Portanto, obtemos
(∥f∥p)p = p

∫ ∞

0
αp−1df (α) dα.
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Apresentaremos, agora, a definição dos espaços de Marcinkiewicz, também conhecidos
como espaços Lp-fracos.

Definição 2.12. Para 0 < p < ∞, o espaço Lp(X,µ)-fraco é definido como o conjunto
de todas as funções f mensuráveis definidas em X, tais que

∥f∥p,∞ = inf
{
C > 0 : df (α) ≤ Cp

αp
,∀α > 0

}
(2.8)

= sup{γdf (γ)
1
p : γ > 0} (2.9)

é finito.
Para p = ∞, o espaço L∞(X,µ)-fraco é por definição L∞(X,µ).

Os espaços Lp-fracos são denotados por L(p,∞) = L(p,∞)(X,µ). Duas funções em L(p,∞)

são consideradas iguais se elas são iguais µ-q.t.p..
Algumas propriedades do funcional ∥ · ∥p,∞ são clássicas e serão apresentadas à seguir.
Primeiramente, notamos que usando a Proposição 2.10, item 2., segue que

|k|∥f∥p,∞ = ∥kf∥p,∞, ∀k ∈ C.

De fato, se k = 0, temos que

∥kf∥p,∞ = sup{γdkf (γ)
1
p : γ > 0} = 0 = |k|∥f∥p,∞.

Agora, se k ̸= 0, segue que

|k|∥f∥p,∞ = |k| inf
{
C > 0 : df (α) ≤ Cp

αp
, ∀α > 0

}
= inf

{
|k|C > 0 : df (α) ≤ Cp

αp
, ∀α > 0

}
= inf

{
|k|C > 0 : df

(
|k|α
|k|

)
≤ (|k|C)p

(|k|α)p
, ∀|k|α > 0

}

= inf{|k|C > 0 : dkf (β) ≤ (|k|C)p

βp
, ∀β > 0}

= inf{N > 0 : dkf (β) ≤ Np

βp
, ∀β > 0}

= ∥kf∥p,∞.

Ainda fazendo uso da Proposição 2.10, item 3., temos também que

(∥f + g∥p,∞)p = sup{γpdf+g(γ) : γ > 0}

≤ sup
{
γpdf

(
γ

2

)
: γ > 0

}
+ sup

{
γpdg

(
γ

2

)
: γ > 0

}
= 2p sup

{(
γ

2

)p

df

(
γ

2

)
: γ > 0

}
+ 2p sup

{(
γ

2

)p

dg

(
γ

2

)
: γ > 0

}
= 2p[(∥f∥p,∞)p + (∥g∥p,∞)p]
≤ 2p+1 max{(∥f∥p,∞)p , (∥g∥p,∞)p},

ou seja, segue que

∥f + g∥p,∞ ≤ 21+ 1
p max{∥f∥p,∞, ∥g∥p,∞} ≤ 21+ 1

p (∥f∥p,∞ + ∥g∥p,∞).
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Por fim, temos que ∥f∥p,∞ = 0 ⇔ f = 0, µ-q.t.p.. De fato,

∥f∥p,∞ = 0 ⇔ sup{γdf (γ)
1
p : γ > 0} = 0

⇔ γdf (γ)
1
p = 0, ∀γ > 0

⇔ df (γ) = 0, ∀γ > 0
⇔ µ({x ∈ X : |f(x)| > γ}) = 0, ∀γ > 0
⇔ f = 0, µ-q.t.p..

Desse modo, a partir das propriedades apresentadas acima, podemos concluir que o
espaço Lp,∞(X,µ) munido do funcional ∥ · ∥L(p,∞) é um espaço vetorial quase-normado
para 0 < p < ∞.

Outra propriedade interessante é que os espaços Lp-fracos são maiores (no sentido da
inclusão) que os Lp usuais. Para verificar tal propriedade, usaremos um resultado auxiliar:

Proposição 2.13 (Desigualdade de Chebyshev). Sejam 0 < p < ∞ e f ∈ Lp(X,µ).
Então para todo α > 0 temos

µ({x ∈ X : |f(x)| > α}) ≤
(

∥f∥p

α

)p

.

Demonstração. Consideremos o conjunto Eα = {x ∈ X : |f(x)| > α}. Assim, segue que

(∥f∥p)p =
∫

X
|f |p dµ ≥

∫
Eα

|f |p dµ ≥
∫

Eα

αp dµ = αpµ(Eα).

Logo,

µ({x ∈ X : |f(x)| > α}) = µ(Eα) ≤
(

∥f∥p

α

)p

.

Proposição 2.14. Se 0 < p < ∞ e f ∈ Lp(X,µ), então Lp(X,µ) ⊂ L(p,∞)(X,µ). Temos
também que

∥f∥p,∞ ≤ ∥f∥p.

Demonstração. Seja f ∈ Lp, 0 < p < ∞. Pela desigualdade de Chebyshev segue que,
para todo α > 0,

αpµ({x ∈ X : |f(x)| > α}) ≤ (∥f∥p)p , ou seja, αdf (α)
1
p ≤ ∥f∥p.

Assim, segue que

∥f∥p,∞ = sup{αdf (α)
1
p : α > 0} ≤ ∥f∥p.

Portanto, ∥f∥p,∞ ≤ ∥f∥p e como f ∈ Lp temos que ∥f∥p é finito, o que implica que
∥f∥p,∞ é finita, ou seja, Lp(X,µ) ⊂ L(p,∞)(X,µ), como queríamos.

Um importante fato que deve ser notado é que a inclusão Lp(X,µ) ⊂ L(p,∞)(X,µ) é
estrita. A seguir, veremos um exemplo que ilustra essa situação.
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Exemplo 2.15. Consideremos a reta real, com a medida usual de Lebesgue, e a função

f : R −→ R
x 7−→ f(x) = |x|−

1
p .

Inicialmente, notemos que

df (α) = µ({x ∈ R : |x|−
1
p > α})

= µ({x ∈ R : |x|−1 > αp})
= µ({x ∈ R : |x| < α−p}) = 2α−p.

Daí, segue que

∥f∥p,∞ = inf
{
C > 0 : df (α) ≤ Cp

αp
, ∀α > 0

}
= inf

{
C > 0 : 2α−p ≤ Cp

αp
, ∀α > 0

}
= inf{C > 0 : 2 ≤ Cp, ∀α > 0} = 2

1
p < +∞

e, portanto, temos que f ∈ L(p,∞)(R).
Porém, note que

(∥f∥p)p =
∫
R
(|x|−

1
p )pdx =

∫
R

|x|−1dx = 2
∫ ∞

0

1
x
dx = +∞.

Portanto, f /∈ Lp(R).

Veremos também uma desigualdade clássica, nos espaços Lp-fracos, cuja demonstração
será omitida, porém pode ser vista com detalhes em [9], pág. 209.

Proposição 2.16 (Desigualdade de Hölder em Lp,∞). Sejam f ∈ L(p1,∞)(X,µ) e g ∈
L(p2,∞)(X,µ), com 0 < p1, p2 < ∞. Se 1

p
= 1

p1
+ 1

p2
, então fg ∈ L(p,∞)(X,µ) e existe

C = C(p1, p2) > 0 tal que
∥fg∥p,∞ ≤ C∥f∥p1,∞∥g∥p2,∞.

2.2 Função Rearranjo não-crescente
Suponha que f é uma função mensurável em um espaço de medida (X,µ). Desejamos

obter uma outra função f ∗ definida em [0,∞) que é não-crescente e equidistribuida com
f , ou seja,

df (α) = df∗(α), ∀α ≥ 0.
A esta função, f ∗, daremos o nome de função rearranjo não-crescente. Ela será

de suma importância para a continuidade do trabalho devido a sua relação direta com o
funcional que define os espaços de Lorentz (que serão estudados posteriormente).

Definição 2.17. Seja f uma função mensurável definida em (X,µ). A função rearranjo
não-crescente de f é a função f ∗, definida em [0,∞), por

f ∗(t) = inf{s > 0 : df (s) ≤ t},

em que usamos, por convenção, que inf ∅ = ∞.



30 Conceitos Preliminares

Observação 2.18. Vale notar dois fatos que seguem imediatamente da definição:

1. f ∗(t) = ∞, sempre que df (α) > t para todo α ≥ 0, visto que inf ∅ = ∞;

2. f ∗(t) é não-crescente.
De fato, sejam t1 < t2, com t1, t2 ∈ [0,∞). Considere os conjuntos

A = {s > 0 : df (s) ≤ t1} e B = {s > 0 : df (s) ≤ t2}.

Observemos que A ⊂ B, pois se s ∈ A, segue que df (s) ≤ t1 e então df (s) ≤ t2, ou
seja, s ∈ B. Daí, temos que inf B ≤ inf A, ou ainda, f ∗(t2) ≤ f ∗(t1).

Traremos agora um exemplo a fim de ilustrar o comportamento da função rearranjo
não-crescente.

Exemplo 2.19. Considere a função simples do Exemplo 2.9, isto é,

f(x) =
n∑

j=1
ajχEj

(x), em que Ei ∩ Ej = ∅ se i ̸= j e a1 > · · · > an > 0.

Como vimos, a função distribuição pode ser dada por

df (α) =
n∑

j=0
Bjχ[aj+1,aj)(α),

em que Bj =
j∑

i=1
µ(Ei), an+1 = B0 = 0 e a0 = ∞.

Observe que para B0 ≤ t < B1, o menor s > 0 tal que df (s) ≤ t é a1. De maneira
similar, temos que para B1 ≤ t < B2, o menor s > 0 tal que df (s) ≤ t é a2. Seguindo
com o mesmo argumento, percebemos que

f ∗(t) =
n∑

j=1
ajχ[Bj−1,Bj)(t).

A imagem à seguir ilustra o caso em que n = 3.

Figura 2.2: Os gráficos de uma função simples f(x) =
3∑

j=1
ajχEj

(x) (à esquerda) e de sua

função rearranjo f ∗ (à direita).
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No próximo resultado veremos algumas propriedades interessantes da função rearranjo,
que mostram como a ela se relaciona com a função distribuição (apresentada na seção
anterior).

Proposição 2.20. Sejam (X,µ) um espaço de medida e f uma função mensurável em
X. Então temos que

1. f ∗(df (α)) ≤ α sempre que α > 0;

2. df (f ∗(t)) ≤ t;

3. f ∗(t) > s se, e somente se, t < df (s), isto é, {t ≥ 0 : f ∗(t) > s} = [0, df (s));

Demonstração. 1. Note que, se α > 0, então α ∈ A = {s > 0 : df (s) ≤ df (α)}. Assim,

f ∗(df (α)) = inf A ≤ α.

2. Tomemos sn ∈ {s > 0 : df (s) ≤ t} uma sequência que converge de forma de-
crescente para f ∗(t). Então, segue que df (sn) ≤ t para todo n ∈ N e, assim, usando a
Proposição 2.10, item 5., temos que

lim
n→∞

df (sn) = df (f ∗(t)) ≤ t.

3. Se s < f ∗(t) = inf{u > 0 : df (u) ≤ t}, então s /∈ {u > 0 : df (u) ≤ t}, ou seja,
df (s) > t.

Reciprocamente, suponha, por absurdo, que f ∗(t) ≤ s. Assim, como df é uma função
não-crescente, usando o item 2. desta proposição, temos

df (s) ≤ df (f ∗(t)) ≤ t, ou seja, df (s) ≤ t,

o que é um absurdo e, portanto, f ∗(t) > s.

O próximo resultado traz propriedades clássicas da função rearranjo.

Proposição 2.21. Sejam (X,µ) um espaço de medida, f e g funções mensuráveis em X
e (fn)n∈N uma sequência de funções mensuráveis que converge para f em X. Então temos
que

1. |f |∗ = f ∗;

2. Se |g| ≤ |f | µ-q.t.p. então g∗ ≤ f ∗;

3. (kf)∗ = |k|f ∗, para todo k ∈ C;

4. (f + g)∗(t1 + t2) ≤ f ∗(t1) + g∗(t2);

5. Se |fn| é uma sequência de funções mensuráveis que cresce para |f | µ-q.t.p., então
(fn)∗ é uma sequência que cresce para f ∗;

6. Se |f | ≤ lim inf
n→∞

|fn| µ-q.t.p., então f ∗ ≤ lim inf
n→∞

(fn)∗.
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Demonstração. 1. Notemos que, pela própria definição, temos

df (α) = µ({x ∈ X : |f(x)| > α}) = d|f |(α)

e, portanto, f ∗ = |f |∗.

2. Dado t ∈ [0,∞) consideremos, primeiramente, os conjuntos

A = {s > 0 : df (s) ≤ t} e B = {s > 0 : dg(s) ≤ t}.

Como |g| ≤ |f | µ-q.t.p., usando a Proposição 2.10, item 1., temos que dg ≤ df . Daí,
evidentemente segue que A ⊂ B e, assim,

g∗(t) = inf B ≤ inf A = f ∗(t).

3. Se k = 0, então o resultado é imediato. Para k ̸= 0, usando a definição de função
rearranjo e a Proposição 2.10, item 2., temos

(kf)∗(t) = inf{s > 0 : dkf (s) ≤ t}

= inf{s > 0 : df

(
s

|k|

)
≤ t}

= inf{|k|u > 0 : df (u) ≤ t},
(

em que u = s

|k|

)
= |k| inf{u > 0 : df (u) ≤ t}
= |k|f ∗(t).

4. Tomemos t1, t2 ∈ [0,∞). Consideremos os conjuntos

A = {s1 > 0 : df (s1) ≤ t1},
B = {s2 > 0 : dg(s2) ≤ t2},
C = {s > 0 : df+g(s) ≤ t1 + t2}.

Note que A+B ⊂ C. De fato, se s ∈ A+B, então s = s1 + s2, com s1 ∈ A e s2 ∈ B.
Daí, usando a Proposição 2.10, item 3., temos

df+g(s) = df+g(s1 + s2) ≤ df (s1) + dg(s2) ≤ t1 + t2,

ou seja, s ∈ C.
Desse modo, para todo s1 ∈ A e s2 ∈ B, temos que

(f + g)∗(t1 + t2) = inf C ≤ inf(A+B) ≤ s1 + s2.

Assim, tomando o ínfimo sobre todos os s1 ∈ A e s2 ∈ B, vale que

(f + g)∗(t1 + t2) ≤ f ∗(t1) + g∗(t2).
5. Por hipótese temos

|fn| ≤ |fn+1| ≤ |f | µ-q.t.p. para todo n ∈ N.

Usando o item 2. desta proposição, temos que

(fn)∗ ≤ (fn+1)∗ ≤ f ∗.
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Tomemos h = lim
n→∞

(fn)∗, então segue que

h ≤ f ∗. (2.10)
Por outro lado, como (fn)∗ é uma sequência não-decrescente, segue que (fn)∗ ≤ h, para

todo n e, ainda, sabemos que df é uma função não-crescente, daí dfn(h(t)) ≤ dfn((fn)∗(t)).
Agora, usando a Proposição 2.20 item ,2., temos que

dfn(h(t)) ≤ dfn(f ∗
n(t)) ≤ t.

Agora, da Proposição 2.10, item 6., segue que
df (h(t)) ≤ t.

Daí, h(t) ∈ {s > 0 : df (s) ≤ t} e, assim,

f ∗(t) = inf{s > 0 : df (s) ≤ t} ≤ h(t). (2.11)
Portanto, de (2.10) e (2.11) temos h = lim

n→∞
f ∗

n = f ∗.

6. Sejam Fn = inf
m≥n

|fm| e h = sup
n≥1

Fn = lim inf
n→∞

|fn|.
Agora, como Fn converge de forma crescente para h, pelo item 5. desta proposição,

temos que (Fn)∗ também converge de forma crescente para h∗.
Por hipótese, temos que |f | ≤ h µ-q.t.p., assim, pelo item 2. desta proposição, con-

cluímos que
f ∗ ≤ h∗ = sup

n≥1
(Fn)∗. (2.12)

Como Fn ≤ |fm| para todo m ≥ n, segue novamente do item 2. desta proposição, que
(Fn)∗ ≤ (fm)∗ para todo m ≥ n e, assim,

(Fn)∗ ≤ inf
m≥n

(fm)∗ ⇒ sup
n≥1

(Fn)∗ ≤ sup
n≥1

inf
m≥n

(fm)∗ = lim inf
n→∞

(fn)∗. (2.13)

Daí, de (2.12) e (2.13), temos
(Fn)∗ ≤ sup

n≥1
inf

m≥n
(fm)∗ = lim inf

n→∞
(fn)∗.

Uma propriedade que devemos verificar é a equidistribuição, que motivou a criação da
função rearranjo f ∗, ou seja, dado f uma função mensurável no espaço de medida (X,µ),
temos que df = df∗ .

Notemos que tal propriedade é imediata para as funções simples não-negativas, como
pode ser observado nos Exemplos 2.9 e 2.19. Agora, para uma função mensurável f
arbitrária, por um resultado da Teoria da Medida (ver [8], pág. 13), existe uma sequência
de funções simples não-negativas (fn) tal que fn converge de forma crescente para |f |.
Agora, pela Proposição 2.10, item 6., e pela Proposição 2.21 item 5., temos que dfn e (fn)∗

convergem de forma crescente para df e f ∗, respectivamente. Aplicando a Proposição 2.10
item 6., novamente, temos que d(fn)∗ converge de forma crescente para df∗ .

Agora, como as fn são funções simples, segue que dfn = df∗
n

e, portanto, como dfn

converge de forma crescente para ambas df e df∗ , pela unicidade do limite, segue df = df∗ ,
como queríamos.

Os próximos resultados são uteis pois relacionam a função rearranjo não-crescente com
as normas dos espaços Lp, Lp-fraco e inclusive Lorentz (como poderá pode ser observado
posteriormente).
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Proposição 2.22. Sejam (X,µ) um espaço de medida e f uma função mensurável em
X. Então temos que

1. (|f |p)∗ = (f ∗)p, para 0 < p < ∞;

2.
∫

X
|f |pdµ =

∫ ∞

0
(f ∗(t))pdt, para 0 < p < ∞;

3. ∥f∥∞ = f ∗(0);

4. sup{tqf ∗(t) : t > 0} = sup{α(df (α))q : α > 0}, para 0 < q < ∞.

Demonstração. 1. Tome 0 < p < ∞. Note que,

d|f |p(α) = df

(
α

1
p

)
= df∗

(
α

1
p

)
= d(f∗)p(α).

Assim, obtemos

(|f |p)∗(t) = inf{s > 0 : d|f |p(s) ≤ t}
= inf{s > 0 : d(f∗)p(s) ≤ t}

= inf{s > 0 : df∗(s
1
p ) ≤ t}

= inf{up > 0 : df∗(u) ≤ t}
= (inf{u > 0 : df (u) ≤ t})p

= (f ∗)p(t).

2. Pela Proposição 2.11, temos que∫
X

|f |pdµ = (∥f∥p)p

= p
∫ ∞

0
αp−1df (α)dα

= p
∫ ∞

0
αp−1df∗(α)dα

= (∥f ∗∥p)p

=
∫ ∞

0
(f ∗(t))pdt.

3. Note que

f ∗(0) = inf{s > 0 : df (s) ≤ 0} = inf{s > 0 : df (s) = 0} = ∥f∥∞.

4. Tome 0 < q < ∞. Dado α > 0, tomemos ϵ tal que 0 < ϵ < α. Como df (α) − ϵ <
df (α), segue da Proposição 2.20 item 3., que f ∗(df (α) − ϵ) > α. Assim,

sup{tqf ∗(t) : t > 0} ≥ (df (α) − ϵ)qf ∗(df (α) − ϵ) > (df (α) − ϵ)qα.

Agora, fazendo ϵ → 0 e, tomando o supremo sobre todos α > 0, segue que

sup{tqf ∗(t) : t > 0} ≥ sup{α(df (α))q : α > 0}. (2.14)

Reciprocamente, dado t > 0, tomemos ϵ tal que 0 < ϵ < f ∗(t), ou seja, 0 < f ∗(t)− ϵ <
f ∗(t). Daí, pela proposição 2.20 item 3., temos que df (f ∗(t) − ϵ) > t. Assim,

sup{α(df (α))q : α > 0} ≥ (f ∗(t) − ϵ)df (f ∗(t) − ϵ)q > (f ∗(t) − ϵ)tq.
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Agora, fazendo ϵ → 0 e, tomando o supremo sobre todos t > 0, segue que

sup{α(df (α))q : α > 0} ≥ sup{tqf ∗(t) : t > 0}. (2.15)

Portanto, de (2.14) e (2.15) temos

sup{α(df (α))q : α > 0} = sup{tqf ∗(t) : t > 0}.

O resultado à seguir é clássico e será de grande importância na demonstração de alguns
resultados sobre os espaço de Lorentz, como a dualidade e alguns desigualdades clássicas.

Teorema 2.23 (Desigualdade de Hardy - Littlewood). Sejam (X,µ) um espaço de me-
dida, f e g duas funções mensuráveis. Então temos∫

X
|f(x)g(x)| dµ ≤

∫ ∞

0
f ∗(t)g∗(t) dt.

Demonstração. Consideremos, inicialmente, duas funções simples f(x) = χA(x) e g(x) =
χB(x). Então segue que∫

X
|f(x)g(x)| dµ =

∫
X
χA∩B(x) dµ

= µ(A ∩B)

≤
∫ min{µ(A),µ(B)}

0
dt

=
∫ µ(A)

0
χ(0,µ(B))(t) dt. (2.16)

Agora, pelo Exemplo 2.19, temos que para funções simples f(x) = χA(x) e g(x) =
χB(x) suas funções rearranjo são f ∗(t) = χ(0,µ(A))(t) e g∗(t) = χ(0,µ(B))(t), respectivamente.
E assim, de (2.16), temos

∫
X

|f(x)g(x)| dµ ≤
∫ µ(A)

0
χ(0,µ(B))(t)dt

=
∫ µ(A)

0
g∗(t) dt

=
∫ ∞

0
χ(0,µ(A))(t)g∗(t) dt

=
∫ ∞

0
f ∗(t)g∗(t) dt.

O caso geral, em que consideramos f e g funções mensuráveis quaisquer, é obtido
aplicando o Teorema da Convergência Monótona ([8], pág. 31) nas sequências de funções
simples fn e gn que convergem de forma crescente para |f | e |g|, respectivamente (para
checar a existência das funções simples com tal propriedade, confira [8], pág. 13) e utili-
zando a Proposição 2.21 item 5. para obtermos que as sequências de funções (fn)∗ e (gn)∗

convergem de forma crescente para f ∗ e g∗, respectivamente.

A seguir, veremos algumas definições e resultados que serão extremamente importantes
para se mostrar que o espaço de Lorentz (ver Definição 3.1) é normado.
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Definição 2.24. Seja (X,µ) um espaço de medida. O conjunto mensurável A é chamado
de átomo se µ(A) > 0 e para todo conjunto mensurável B, com B ⊂ A tal que µ(B) <
µ(A), temos que µ(B) = 0.

Definição 2.25. Um espaço de medida (X,µ) que não possui átomos é chamado de não-
atômico, ou seja, para todo conjunto mensurável A, com µ(A) > 0, existe um conjunto
mensurável B, com B ⊂ A tal que µ(A) > µ(B) > 0.

Observação 2.26. Vale notar que o Rn munido da medida de Lebesgue é um espaço
não-atômico.

Traremos, agora, um importante resultado para espaços de medida não-atômicos, cuja
demonstração será omitida por fugir dos propósitos deste texto. Contudo, tal demonstra-
ção pode ser encontrada em [9].

Proposição 2.27. Seja (X,µ) um espaço de medida não-atômico. Se A é um conjunto
mensurável, com µ(A) > 0, então para todo número real b satisfazendo µ(A) ≥ b ≥ 0,
existe um conjunto mensurável B, com B ⊂ A tal que µ(B) = b.

O próximo resultado mostra que a integral da função rearranjo decrescente satisfaz
uma fórmula do tipo integração por partes:

Lema 2.28. A seguinte igualdade é válida:
∫ t

0
f ∗(s) ds = tf ∗(t) +

∫ ∞

f∗(t)
df∗(λ) dλ.

Demonstração. Consideremos m a medida de Lebesgue definida em [0,∞). Assim, pela
Proposição 2.20, item 3., temos

m ({s ≥ 0 : f ∗(s) > λ}) = m ({s ≥ 0 : s < df (λ)}) = m([0, df (λ))) = df (λ) = df∗(λ).

Desse modo, pela igualdade anterior, segue que
∫ ∞

f∗(t)
df∗(λ) dλ =

∫ ∞

f∗(t)
m ({s ≥ 0 : f ∗(s) > λ}) dλ.

Observemos, ainda, que

χ{u≥0:f∗(u)>λ}(s) =
1, se f ∗(s) > λ,

0, se f ∗(s) ≤ λ.

Daí, como f ∗ é não crescente (Observação 2.18) e λ ∈ (f ∗(t),∞), segue que
∫ ∞

f∗(t)
m ({s ≥ 0 : f ∗(s) > λ}) dλ =

∫ ∞

f∗(t)

∫ t

0
χ{u≥0:f∗(u)>λ}(s) dm(s) dλ.

Assim, utilizando o Teorema de Fubini e o novamente o fato de f ∗ ser não-crescente,
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temos ∫ ∞

f∗(t)
df∗(λ) dλ =

∫ ∞

f∗(t)

∫ t

0
χ{u≥0:f∗(u)>λ}(s) dm(s) dλ

=
∫ ∞

f∗(t)

∫ t

0
χ(0,f∗(s))(λ) dm(s) dλ

=
∫ ∞

0
χ(f∗(t),∞)(λ)

(∫ t

0
χ(0,f∗(s))(λ) dm(s)

)
dλ

=
∫ t

0

∫ ∞

0
χ(f∗(t),∞)(λ)χ(0,f∗(s))(λ) dλ dm(s)

=
∫ t

0

∫ ∞

0
χ(f∗(t),f∗(s))(λ) dλ dm(s)

=
∫ t

0
(f ∗(s) − f ∗(t)) dm(s)

=
(∫ t

0
f ∗(s) dm(s)

)
− tf ∗(t).

Desse modo, da igualdade acima, segue que∫ t

0
f ∗(s) ds = tf ∗(t) +

∫ ∞

f∗(t)
df∗(λ) dλ,

como queríamos.

Teorema 2.29. Seja (X,µ) um espaço de medida não atômico. Então:

sup
µ(E)=t

{∫
E

|f | dµ
}

=
∫ t

0
f ∗(s) ds.

Demonstração. Dado t > 0, e utilizando a Proposição 2.11, (com p = 1 e X = E), temos∫
E

|f | dµ =
∫ ∞

0
df (λ) dλ =

∫ ∞

0
µ({x ∈ E : |f(x)| > λ}) dλ.

Como (0,∞) = {λ ∈ (0,∞) : df (λ) ≤ t} ∪ {λ ∈ (0,∞) : df (λ) > t}, segue que∫
E

|f | dµ =
∫ ∞

0
µ({x ∈ E : |f(x)| > λ}) dλ

=
∫

{λ:df (λ)≤t}
µ({x ∈ E : |f(x)| > λ}) dλ

+
∫

{λ:df (λ)>t}
µ({x ∈ E : |f(x)| > λ}) dλ.

Para facilitar a notação, denotamos Ef (λ) = {x ∈ X : |f(x)| > λ}, ou seja, df (λ) =
µ(Ef (λ)). Agora, temos que

sup
µ(E)=t

{∫
E

|f | dµ
}

= sup
µ(E)=t

{∫ ∞

0
µ({E ∩ Ef (λ)}) dλ

}

= sup
µ(E)=t

{∫
{λ:df (λ)≤t}

µ({E ∩ Ef (λ)}) dλ
}

+ sup
µ(E)=t

{∫
{λ:df (λ)>t}

µ({E ∩ Ef (λ)}) dλ
}
.
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Como (X,µ) é um espaço de medida não-atômico, pela Proposição 2.27, se df (λ) =
µ(Ef (λ)) > t > 0, então existe um conjunto mensurável E tal que E ⊂ Ef (λ) e µ(E) = t.

Notemos também que {λ ∈ (0,∞) : df (λ) ≤ t} = [f ∗(t),∞). De fato, se tomarmos
α ∈ {λ ∈ (0,∞) : df (λ) ≤ t} então df (α) ≤ t e, assim,

f ∗(t) = inf{s ∈ (0,∞) : df (s) ≤ t} ≤ α, ou seja, α ∈ [f ∗(t),∞),

por outro lado, se tomarmos α ∈ [f ∗(t),∞), então f ∗(t) = inf{s ∈ (0,∞) : df (s) ≤ t} ≤
α, ou seja, α ∈ {λ ∈ (0,∞) : df (λ) ≤ t}.

Agora, pelas colocações feitas acima, temos

sup
µ(E)=t

{∫
E

|f | dµ
}

=
∫ ∞

f∗(t)
µ(Ef (λ)) dλ+

∫ f∗(t)

0
t dλ

=
∫ ∞

f∗(t)
df (λ) dλ+

∫ f∗(t)

0
t dλ.

Daí, utilizando o Lema 2.28 e o fato de que df∗ = df , temos

sup
µ(E)=t

{∫
E

|f | dµ
}

=
∫ ∞

f∗(t)
df (λ) dλ+ tf ∗(t)

=
∫ ∞

f∗(t)
df∗(λ) dλ+ tf ∗(t)

=
∫ t

0
f ∗(s) ds.

2.3 Função Duplo Rearranjo
Definiremos a seguir a função duplo rearranjo de uma função f , também conhecida

como função maximal, e estudaremos algumas de suas propriedades.

Definição 2.30. Sejam (X,µ) um espaço de medida e f uma função mensurável em X.
A função duplo rearranjo de f é a função definida em (0,∞) por

f ∗∗(t) = 1
t

∫ t

0
f ∗(s) ds.

Proposição 2.31. Sejam (X,µ) um espaço de medida, f e g funções mensuráveis em X
e (fn)n∈N uma sequência de funções mensuráveis que converge para f em X. Então temos
que

1. f ∗∗ é uma função não-crescente;

2. f ∗ ≤ f ∗∗;

3. Se |f(x)| ≤ |g(x)| µ-q.t.p., então f ∗∗ ≤ g∗∗;

4. Se |fn| converge de forma crescente para |f | µ-q.t.p., então (fn)∗∗ converge de forma
crescente para f ∗∗.

5. (kf)∗∗ = |k|f ∗∗, para todo k ∈ C.
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Demonstração. 1. Tomemos 0 < t1 < t2, então segue

f ∗∗(t2) = 1
t2

∫ t2

0
f ∗(s) ds

= 1
t2

∫ t1

0
f ∗(s) ds+ 1

t2

∫ t2

t1
f ∗(s) ds

≤ 1
t2

∫ t1

0
f ∗(s) ds+ 1

t2
f ∗(t1)(t2 − t1), (pois f é não-crescente)

= 1
t2

∫ t1

0
f ∗(s) ds+

( 1
t1

− 1
t2

)
t1f

∗(t1)

≤ 1
t2

∫ t1

0
f ∗(s) ds+

( 1
t1

− 1
t2

) ∫ t1

0
f ∗(s) ds, (pois f é não-crescente)

= 1
t1

∫ t1

0
f ∗(s) ds = f ∗∗(t1).

2. Para todo t > 0, como f ∗ é não-crescente, temos que

f ∗∗(t) = 1
t

∫ t

0
f ∗(s) ds ≥ 1

t

∫ t

0
f ∗(t) ds = 1

t
tf ∗(t) = f ∗(t).

3. Fazendo uso da Proposição 2.21, item 2., temos que f ∗ ≤ g∗ e, daí, segue que

f ∗∗(t) = 1
t

∫ t

0
f ∗(s) ds ≤ 1

t

∫ t

0
g∗(s) ds = g∗∗(t), para todo t > 0.

4. Fazendo uso da Proposição 2.21, item 5., temos que (fn)∗ converge de forma
crescente para f ∗ e assim, usando o item 3., dessa proposição, como (fn)∗ ≤ (fn+1)∗ ≤ f ∗

temos que (fn)∗∗ ≤ (fn+1)∗∗ ≤ f ∗∗.
Resta mostrar a convergência, visto que já garantimos a monotonicidade de (fn)∗∗.

Assim, usando o Teorema da Convergência Monótona (ver [8], pág. 31), temos que

f ∗∗(t) = 1
t

∫ t

0
f ∗(s) ds

= 1
t

∫ t

0
lim

n→∞
(fn)∗(s) ds

= lim
n→∞

1
t

∫ t

0
(fn)∗(s) ds

= lim
n→∞

(fn)∗∗(t).

5. Pela Proposição 2.21, item 3., temos que (kf)∗ = |k|f ∗. Assim,

(kf)∗∗(t) = 1
t

∫ t

0
(kf)∗(s) ds

= 1
t

∫ t

0
|k|f ∗(s) ds

= |k|1
t

∫ t

0
f ∗(s) ds

= |k|f ∗∗(t).

O próximo resultado mostra a subaditividade da função duplo rearranjo em um espaço
de medida não atômico, fato que será de grande utilidade para mostrar que o espaço de
Lorentz é normado.
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Proposição 2.32. Sejam (X,µ) um espaço de medida não atômico, f e g funções men-
suráveis em X. Então temos

(f + g)∗∗(t) ≤ f ∗∗(t) + g∗∗(t).

Demonstração. Tome t > 0. Pelo Teorema 2.29, temos

(f + g)∗∗(t) = 1
t

∫ t

0
(f + g)∗(s) ds

= 1
t

sup
µ(E)=t

{∫
E

|f + g| dµ
}

≤ 1
t

sup
µ(E)=t

{(∫
E

|f | dµ+
∫

E
|g| dµ

)}

≤ 1
t

sup
µ(E)=t

{∫
E

|f | dµ
}

+ 1
t

sup
µ(E)=t

{∫
E

|g| dµ
}

= 1
t

∫ t

0
f ∗(s) ds+ 1

t

∫ t

0
g∗(s) ds

= f ∗∗(t) + g∗∗(t).

A seguir veremos algumas propriedades do duplo rearranjo do operador convolução
em Rn (os resultados abaixo, na verdade, são válidos para qualquer espaço de medida,
basta apenas definir de modo mais genérico o operador convolução). Estas propriedades
serão úteis para demonstrarmos algumas desigualdades clássicas nos espaços de Lorentz.

Definição 2.33. Sejam f e g funções mensuráveis definidas de Rn em R. A função
h = f ∗ g : Rn → R é dita convolução de f e g e é dada por

h(x) = (f ∗ g)(x) =
∫
Rn
f(x− y)g(y) dy.

O lema abaixo terá sua demonstração omitida, porém, tal demonstração poderá ser
encontrada em [10] (pág. 131).

Lema 2.34. Sejam f e g funções mensuráveis definidas de Rn em R. Então

h∗∗(t) ≤ tf ∗∗(t)g∗∗(t) +
∫ ∞

t
f ∗(s)g∗(s) ds, ∀t > 0.

Proposição 2.35. Sejam f e g funções mensuráveis definidas de Rn em R. Então

h∗∗(t) ≤
∫ ∞

t
f ∗∗(s)g∗∗(s) ds, ∀t > 0.

Demonstração. Se
∫ ∞

t
f ∗∗(s)g∗∗(s) ds for infinita, não há o que mostrar.

Sendo assim, suponhamos que,
∫ ∞

t
f ∗∗(s)g∗∗(s) ds < ∞, para todo t > 0.

Note, primeiramente, que lim
t→∞

tf ∗∗(t)g∗∗(t) = 0, pois como f ∗(t) e g∗(t) são funções
não crescentes, temos que

0 ≤ tf ∗∗(t)g∗∗(t) = t
(1
t

)(∫ t

0
f ∗(s) ds

)(1
t

)(∫ t

0
g∗(s) ds

)
≤ 1

t
f ∗(0)g∗(0).
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Assim, quando t → ∞, da desigualdade acima, temos imediatamente que lim
t→∞

tf ∗∗(t)g∗∗(t) =
0.

Agora, usando o Lema 2.34 e o fato de que f ∗(t) ≤ f ∗∗(t) (Proposição 2.31, item 2.),
segue que

h∗∗(t) ≤ tf ∗∗(t)g∗∗(t) +
∫ ∞

t
f ∗∗(s)g∗(s)ds, ∀t > 0. (2.17)

Notemos também que

d

dt
(f ∗∗(t)) = d

dt

(1
t

∫ t

0
f ∗(s) ds

)
= 1

t
f ∗(t) − 1

t2

∫ t

0
f ∗(s) ds

= 1
t
(f ∗(t) − f ∗∗(t))

e, de forma análoga,
d

dt
(g∗∗(t)) = 1

t
(g∗(t) − g∗∗(t)).

Logo, segue que

d

dt
(tg∗∗)(t) = g∗∗(t) + t

d

dt
(g∗∗)(t) = g∗(t).

Por fim, integrando por partes a integral da desigualdade (2.17), temos

h∗∗(t) ≤ tf ∗∗(t)g∗∗(t) +
∫ ∞

t
f ∗∗(s)g∗(s) ds

≤ tf ∗∗(t)g∗∗(t) + [sg∗∗(s)f ∗∗(s)]∞t −
∫ ∞

t

1
s

[f ∗(s) − f ∗∗(s)] sg∗∗(s) ds

= tf ∗∗(t)g∗∗(t) + lim
s→∞

(sg∗∗(s)f ∗∗(s)) − tf ∗∗(t)g∗∗(t) +
∫ ∞

t
f ∗∗(s)g∗∗(s) ds

−
∫ ∞

t
f ∗(s)g∗∗(s) ds

=
∫ ∞

t
f ∗∗(s)g∗∗(s) ds−

∫ ∞

t
f ∗(s)g∗∗(s) ds

≤
∫ ∞

t
f ∗∗(s)g∗∗(s) ds.

Portanto, segue que
h∗∗(t) ≤

∫ ∞

t
f ∗∗(s)g∗∗(s) ds.

2.4 Convergência em Medida
Apresentaremos agora o conceito de convergência em medida que será utilizado pos-

teriormente na demonstração de completude do espaço de Lorentz.

Definição 2.36. Sejam (X,µ) um espaço de medida, f um função mensurável em X e
(fn) uma sequência de funções mensuráveis em X. A sequência (fn) é dita convergir para
f em medida, se para todo ϵ > 0, existir n0 ∈ N tal que

µ({x ∈ X : |fn(x) − f(x)| > ϵ}) < ϵ, sempre que n ≥ n0.
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Definição 2.37. Sejam (X,µ) um espaço de medida, (fn) uma sequência de funções
mensuráveis em X. A sequência (fn) é dita de Cauchy em medida, se para todo ϵ > 0,
existir n0 ∈ N, tal que

µ({x ∈ X : |fm(x) − fn(x)| > ϵ}) < ϵ, sempre que m,n > n0.

Podemos dizer que a convergência em medida é uma noção “mais fraca” do que a
convergência em Lp ou até mesmo L(p,∞), com 0 < p ≤ ∞. O resultado a seguir ilustra
melhor esta ideia.

Proposição 2.38. Sejam (X,µ) um espaço de medida, 0 < p ≤ ∞ e consideremos os
espaços Lp = Lp(X,µ) e L(p,∞) = L(p,∞)(X,µ). Então temos

1. Se (fn) é uma sequência de funções mensuráveis que converge para uma função
mensurável f em Lp, então (fn) converge para f em L(p,∞).

2. Se (fn) é uma sequência de funções mensuráveis que converge para uma função
mensurável f em L(p,∞) então, (fn) converge para f em medida.

Demonstração. 1. Para p = ∞ o resultado segue de modo imediato, visto que nesse caso
Lp = Lp,∞. Assim, fixaremos 0 < p < ∞.

Por hipótese, dado ϵ > 0, existe n0 ∈ N tal que

∥fn − f∥p < ϵ, sempre que n ≥ n0.

Daí, usando a Proposição 2.14, temos que

∥fn − f∥p,∞ ≤ ∥fn − f∥p < ϵ, sempre que n ≥ n0,

ou seja, fn converge para f em L(p,∞).

2. Por hipótese, dado ϵ > 0, existe n0 ∈ N tal que para todo n ≥ n0, temos

∥fn − f∥p,∞ = sup{α
(
d(fn−f)(α)

) 1
p : α > 0} < ϵ

1
p

+1,

ou seja,
sup{α (µ({x ∈ X : |fn(x) − f(x)| > α}))

1
p : α > 0} < ϵ

1
p

+1,

donde segue que
ϵ (µ({x ∈ X : |fn(x) − f(x)| > ϵ}))

1
p < ϵ

1
p

+1.

Assim, obtemos que

µ({x ∈ X : |fn(x) − f(x)| > ϵ}) < ϵ.

Portanto, (fn) converge para f em medida.

Proposição 2.39. Sejam (X,µ) um espaço de medida, 0 < p ≤ ∞. Se (fn) é uma
sequência de Cauchy em L(p,∞) = L(p,∞)(X,µ), então (fn) é uma sequência de Cauchy
em medida.
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Demonstração. Seja ε > 0. Como (fn) é de Cauchy em Lp,∞ segue que existe n0 ∈ N tal
que para todos n,m ≥ n0,

∥fn − fm∥p,∞ = sup{α
(
d(fn−fm)(α)

) 1
p : α > 0} < ϵ

1
p

+1,

ou seja,
sup{α (µ({x ∈ X : |fn(x) − fm(x)| > α}))

1
p : α > 0} < ϵ

1
p

+1.

Logo, temos que

ϵ (µ({x ∈ X : |fn(x) − fm(x)| > ϵ}))
1
p < ϵ

1
p

+1

e, portanto,
µ({x ∈ X : |fn(x) − fm(x)| > ϵ}) < ϵ,

donde concluímos que (fn) é uma sequência de Cauchy em medida.

Em muitas situações é necessário extrair uma subsequência convergente de uma sequên-
cia dada. Os próximos resultados irão nos fornecer um meio de extrair tal subsequência.

Teorema 2.40. Sejam (X,µ) um espaço de medida, f uma função mensurável em X e
(fn) um sequência de funções mensuráveis em X que converge em medida para f . Então
existe alguma subsequência de (fn) que converge para f µ-q.t.p.

Demonstração. Como (fn) converge para f em medida, podemos tomar índices nk tais
que para todo k ∈ N, tenhamos

µ({x ∈ X : |fnk
(x) − f(x)| > 2−k}) < 2−k (2.18)

e, ainda, podemos ordenar os índices, de forma que n1 < n2 < · · · < nk < · · · .
Agora, definimos os conjuntos

Ak = {x ∈ X : |fnk
(x) − f(x)| > 2−k}.

Note agora que, usando a desigualdade dada em (2.18), temos

µ

( ∞⋃
k=m

Ak

)
≤

∞∑
k=m

µ(Ak) ≤
∞∑

k=m

2−k = 21−m, para todo m = 1, 2, 3, · · ·

e, segue de modo imediato, que

µ

( ∞⋃
k=1

Ak

)
≤ 1 < ∞.

Agora, observe que, o conjunto A = {x ∈ X : |fnk
(x) − f(x)| > 0} =

∞⋂
m=1

∞⋃
k=m

Ak e,

ainda, note que
∞⋃

k=1
Ak ⊃

∞⋃
k=2

Ak ⊃ · · · ⊃
∞⋃

k=m

Ak ⊃
∞⋃

k=m+1
Ak ⊃ · · · ,

ou seja, temos uma sequência decrescente de conjuntos mensuráveis. Assim, por um
resultado da Teoria da Medida (ver [8], pág. 21), segue que

0 ≤ µ(A) = µ

( ∞⋂
m=1

∞⋃
k=m

Ak

)
= lim

m→∞
µ

( ∞⋃
k=m

Ak

)
≤ lim

m→∞
21−m = 0,
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ou seja, µ(A) = 0.
Por fim, observe que A contém todos pontos x ∈ X tais que (fnk

(x)) não converge
para f(x). Portanto, temos que fnk

converge para f exceto em um conjunto de medida
nula (conjunto A), como queríamos.

Teorema 2.41. Sejam (X,µ) um espaço de medida e (fn) uma sequência de Cauchy
em medida. Então existe alguma subsequência de (fn) que converge para uma função f
µ-q.t.p.

Demonstração. Como fn é Cauchy em medida, temos que para todo k ∈ N, podemos
tomar índices nk tais que

µ({x ∈ X : |fnk
(x) − fnk+1(x)| > 2−k}) < 2−k,

com os índices ordenados de forma que n1 < n2 < · · · < nk < nk+1 < · · · .
Definimos agora os conjuntos

Ak = {x ∈ X : |fnk
(x) − fnk+1(x)| > 2−k}.

Usando o mesmo argumento utilizado na demonstração do Teorema 2.40, temos que

µ({x ∈ X : |fnk
(x) − fnk+1(x)| > 0}) = µ

( ∞⋂
m=1

∞⋃
k=m

Ak

)
= 0.

Assim, se x /∈
∞⋃

k=m

Ak e i ≥ j ≥ j0 ≥ m (com j0 suficientemente grande tal que

21−j0 < ϵ) temos que

|fni
(x) − fnj

(x)| ≤
i−1∑
l=j

|fnl
(x) − fnl+1(x)| ≤

i−1∑
l=j

2−l = 21−j ≤ 21−j0 < ϵ,

o que implica que a sequência (fni
(x))i é de Cauchy para todo x no conjunto

( ∞⋃
k=m

Ak

)c

e, portanto, convergente. Daí, definimos a função

f(x) =


lim

j→∞
fnj

(x), se x /∈
∞⋂

m=1

∞⋃
k=m

Ak;

0, se x ∈
∞⋂

m=1

∞⋃
k=m

Ak.

Então, fnj
converge para f µ-q.t.p..



3 Espaços de Lorentz

3.1 Espaços de Lorentz
Definição 3.1. Sejam (X,µ) um espaço de medida, f uma função mensurável em X e
0 < p, q ≤ ∞, definimos

∥f∥∗
Lp,q =


(∫ ∞

0

(
t

1
pf ∗(t)

)q dt

t

) 1
q

, se q < ∞

sup
t>0

t
1
pf ∗(t), se q = ∞.

O conjunto de todas as funções f mensuráveis em X com ∥f∥∗
Lp,q < ∞ é denotado por

Lp,q = Lp,q(X,µ) e é chamado de espaço de Lorentz com índices p e q.

Assim como nos espaços Lp e Lp-fraco, duas funções em Lp,q(X,µ) são consideradas
iguais se elas são iguais µ-q.t.p..

Observação 3.2. A partir da definição acima, podemos relacionar os espaços de Lorentz
com os espaços Lp e Lp-fraco. De fato;

1. L∞,∞ = L∞. Relembrando o fato de que f ∗ é não crescente e utilizando a Proposição
2.22, item 3., temos

∥f∥∗
L∞,∞ = sup

t>0
f ∗(t) = f ∗(0) = ∥f∥∞.

2. Lp,∞ = Lp-fraco. Pela Proposição 2.22, item 4., temos

∥f∥∗
Lp,∞ = sup

t>0
t

1
pf ∗(t) = sup

α>0
αdf (α)

1
p = ∥f∥p,∞

3. Lp,p = Lp, para 0 < p < ∞. Pela Proposição 2.22, item 2., temos

∥f∥∗
Lp,p =

(∫ ∞

0

(
t

1
pf ∗(t)

)p dt

t

) 1
p

=
(∫ ∞

0
(f ∗(t))p dt

) 1
p

=
(∫

X
|f |p dµ

) 1
p

= ∥f∥p.

Desse modo, usaremos a notação que for mais conveniente para denotar os espaços
acima, por exemplo, usaremos Lp,∞ para denotar o espaço Lp - fraco (L(p,∞)).

A seguir, veremos um exemplo em que ilustra o cálculo do funcional ∥ · ∥∗
Lp,q para uma

função simples.

45
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Exemplo 3.3. Consideremos uma função simples f não negativa, dada por:

f(x) =
n∑

j=1
ajχEj

(x), onde Ei ∩ Ej = ∅ e a1 > a2 > · · · > an > 0.

Pelo Exemplo 2.19, segue que a função rearranjo f ∗ é dada por

f ∗(t) =
n∑

j=1
ajχ[Bj−1,Bj)(t),

em que Bj =
j∑

i=1
µ(Ei), an+1 = B0 = 0 e a0 = ∞.

Daí, segue que se 0 < q < ∞, então

∥f∥∗
Lp,q =

(∫ ∞

0

(
t

1
pf ∗(t)

)q dt

t

) 1
q

=
∫ ∞

0

t 1
p

n∑
j=1

ajχ[Bj−1,Bj)(t)
q

dt

t


1
q

=
∫ ∞

0
(t

q
p

−1)
 n∑

j=1
ajχ[Bj−1,Bj)(t)

q

dt


1
q

=
(
p

q

) 1
q (
aq

1B
q
p

1 + aq
2(B

q
p

2 −B
q
p

1 ) + · · · + aq
n(B

q
p
n −B

q
p

n−1)
) 1

q

e, ainda, se q = ∞, segue que

∥f∥∗
Lp,∞ = sup

t>0
t

1
pf ∗(t)

= sup
t>0

t
1
p

n∑
j=1

ajχ[Bj−1,Bj)(t)

= sup
1≤j≤n

ajB
1
p

j .

Observação 3.4. Note que, no exemplo acima, não consideramos o caso em que p = ∞
e 0 < q < ∞. Nesse caso, teríamos que ∥f∥∗

Lp,q = ∞, exceto se a função simples f fosse
a nula. Agora, como toda função mensurável f pode ser aproximada por sequência de
funções simples, concluímos que L∞,q = {0}.

Infelizmente, o funcional ∥ · ∥∗
Lp,q não nos fornece uma norma para Lp,q para todos os

índices p, q da sua definição, visto que a desigualdade triangular nem sempre é satisfeita
(para mais detalhes, veja [9], pág. 219). Desse modo, definiremos agora o funcional
∥ · ∥Lp,q , com 1 < p < ∞ e 1 ≤ q ≤ ∞, de modo que o mesmo seja uma norma para Lp,q

e ainda que a topologia gerada por esse funcional seja equivalente a gerada por ∥ · ∥∗
Lp,q .

Definição 3.5. Sejam (X,µ) um espaço de medida, f uma função mensurável em X,
1 < p < ∞ e 1 ≤ q ≤ ∞, definimos o seguinte funcional:

∥f∥Lp,q =


(∫ ∞

0

(
t

1
pf ∗∗(t)

)q dt

t

) 1
q

, se q < ∞

sup
t>0

t
1
pf ∗∗(t), se q = ∞.
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Teorema 3.6. Sejam (X,µ) um espaço de medida não atômico, f uma função mensurável
em X que está em Lp,q = Lp,q(X,µ), 1 < p < ∞ e 1 ≤ q ≤ ∞. Então o funcional ∥ · ∥Lp,q

define uma norma em Lp,q.

Demonstração. Seja f uma função mensurável que está em Lp,q. Inicialmente, notemos
que segue imediatamente da definição que ∥f∥Lp,q ≥ 0.

• Tome 1 ≤ q < ∞.
Notemos que se ∥f∥Lp,q = 0 e relembrando do fato de f ∗∗ ser não-crescente (Propo-
sição 2.31, item 1.), então, para todo s > 0, temos

0 = (∥f∥Lp,q)q =
∫ ∞

0

(
t

1
pf ∗∗(t)

)q dt

t
≥
∫ s

0

(
t

1
pf ∗∗(s)

)q dt

t
=
(
p

q

)
s

q
p (f ∗∗(s))q ≥ 0,

e, assim, f ∗∗(s) = 0 para todo s > 0, o que implica em f ∗(s) = 0 para todo s > 0.
Agora, pela Proposição 2.22, item 2., temos que∫

X
|f | dµ = 0, ou seja, f = 0 µ-q.t.p..

De modo contrário, se f = 0 µ-q.t.p., pela Proposição 2.22, item 2., segue que∫ ∞

0
f ∗(t) dt = 0, ou seja, f ∗ = 0 µ-q.t.p.,

e, assim, segue também que f ∗∗ = 0 µ-q.t.p. e, portanto,

∥f∥Lp,q =
(∫ ∞

0

(
t

1
pf ∗∗(t)

)q dt

t

) 1
q

= 0.

Agora, pela Proposição 2.31, item 5., para todo k ∈ C temos que

∥kf∥Lp,q =
(∫ ∞

0

(
t

1
p (kf)∗∗(t)

)q dt

t

) 1
q

=
(∫ ∞

0

(
t

1
p |k|(f)∗∗(t)

)q dt

t

) 1
q

= |k|∥f∥Lp,q .

E, ainda, sendo g uma função mensurável que está em Lp,q, pela Proposição 2.32,
temos

∥f + g∥Lp,q =
(∫ ∞

0

(
t

1
p (f + g)∗∗(t)

)q dt

t

) 1
q

≤
(∫ ∞

0

(
t

1
p (f ∗∗(t) + g∗∗(t))

)q dt

t

) 1
q

=
(∫ ∞

0

(
(t

1
p

− 1
q )f ∗∗(t) + (t

1
p

− 1
q )g∗∗(t)

)q
dt
) 1

q

. (3.1)

Agora, pela Proposição 2.4, com X = R e µ a medida de Lebesgue em R, pode-
mos aplicar a desigualdade triangular (também conhecida como desigualdade de
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Minkowski) em (3.1) e obtermos

∥f + g∥Lp,q ≤
(∫ ∞

0

(
(t

1
p

− 1
q )f ∗∗(t) + (t

1
p

− 1
q )g∗∗(t)

)q
dt
) 1

q

≤
(∫ ∞

0

(
(t

1
p

− 1
q )f ∗∗(t)

)q
dt
) 1

q

+
(∫ ∞

0

(
(t

1
p

− 1
q )g∗∗(t)

)q
dt
) 1

q

=
(∫ ∞

0

(
t

1
pf ∗∗(t)

)q dt

t

) 1
q

+
(∫ ∞

0

(
t

1
p g∗∗(t)

)q dt

t

) 1
q

= ∥f∥Lp,q + ∥g∥Lp,q

• Tome q = ∞.
Notemos que se ∥f∥Lp,∞ = 0, então, para todo s > 0, temos

0 ≤ s
1
pf ∗∗(s) ≤ sup

t>0
t

1
pf ∗∗(t) = ∥f∥Lp,∞ = 0,

e, assim, f ∗∗(s) = 0 para todo s > 0, o que implica em f ∗(s) = 0 para todo s > 0.
Agora, pela Proposição 2.22, item 2., temos que∫

X
|f | dµ = 0, ou seja, f = 0 µ -q.t.p..

De modo contrário, se f = 0 µ - q.t.p., segue que pela proposição 2.22 item 2.

∫ ∞

0
f ∗(t) dt = 0, ou seja, f ∗ = 0 µ - q.t.p.,

e assim, segue também que f ∗∗ = 0 µ-q.t.p. e, portanto,

∥f∥Lp,∞ = sup
t>0

t
1
pf ∗∗(t) = 0.

Agora, pela Proposição 2.31, item 5., para todo k ∈ C temos que

∥kf∥Lp,∞ = sup
t>0

t
1
p (kf)∗∗(t) = sup

t>0
t

1
p |k|(f)∗∗(t) = |k|∥f∥Lp,∞ .

E ainda, sendo g uma função mensurável que está em Lp,∞, pela Proposição 2.32,
temos

∥f + g∥Lp,∞ = sup
t>0

t
1
p (f + g)∗∗(t)

≤ sup
t>0

t
1
p (f ∗∗(t) + g∗∗(t))

≤ sup
t>0

t
1
pf ∗∗(t) + sup

t>0
t

1
p g∗∗(t)

= ∥f∥Lp,∞ + ∥g∥Lp,∞
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Mostremos a seguir que para 1 < p < ∞ e 1 ≤ q ≤ ∞, os funcionais ∥ · ∥Lp,q e ∥ · ∥∗
Lp,q

são equivalentes, o que nos garante que as topologias geradas por ambos funcionais tam-
bém são equivalentes. Para tanto, usaremos, como resultado auxiliar, uma desigualdade
clássica cuja a demonstração será omitida por fugir dos propósitos do trabalho, mas pode
ser conferida em [11], pág. 196.

Lema 3.7 (Desigualdade de Hardy). Se 1 ≤ q < +∞, r > 0 e f uma função mensurável
não negativa em (0,∞), então

(∫ ∞

0

(∫ t

0
f(u)du

)q

t−r−1dt
) 1

q

≤ q

r

(∫ ∞

0
(uf(u))qu−r−1du

) 1
q

(3.2)(∫ ∞

0

(∫ ∞

t
f(u)du

)q

tr−1dt
) 1

q

≤ q

r

(∫ ∞

0
(uf(u))qur−1du

) 1
q

. (3.3)

Proposição 3.8. Sejam (X,µ) um espaço de medida, 1 < p < ∞ e 1 ≤ q ≤ ∞ e f uma
função mensurável em Lp,q = Lp,q(X,µ). Então temos

∥f∥∗
Lp,q ≤ ∥f∥Lp,q ≤ p

p− 1∥f∥∗
Lp,q .

Demonstração. Inicialmente, notemos que pela Proposição 2.31, item 2., temos que f ∗ ≤
f ∗∗. Desse modo, segue imediatamente que ∥f∥∗

Lp,q ≤ ∥f∥Lp,q , o que corresponde ao lado
esquerdo da desigualdade.

Para o lado direito, consideremos primeiramente os índices 1 < p < ∞ e q = ∞.
Assim,

∥f∥Lp,∞ = sup
t>0

t
1
pf ∗∗(t)

= sup
t>0

t
1
p

−1
∫ t

0
f ∗(s) ds

= sup
t>0

t
1
p

−1
∫ t

0
s− 1

p s
1
pf ∗(s) ds

≤ sup
t>0

t
1
p

−1
∫ t

0
s− 1

p

(
sup
u>0

u
1
pf ∗(u)

)
ds

= ∥f∥∗
Lp,∞ sup

t>0
t

1
p

−1
∫ t

0
s− 1

p ds

= ∥f∥∗
Lp,∞ sup

t>0
t

1
p

−1
(

p

p− 1

)
t−

1
p

+1

= p

p− 1∥f∥∗
Lp,∞ ,

como queríamos.
Agora, para índices 1 < p < ∞ e 1 ≤ q < ∞, aplicaremos a desigualdade de Hardy
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(3.2), com r = q

(
1 − 1

p

)
. Logo, obtemos

∥f∥Lp,q =
(∫ ∞

0

(
t

1
pf ∗∗(t)

)q dt

t

) 1
q

=
(∫ ∞

0

(1
t

∫ t

0
f ∗(s)ds

)q

t
q
p

−1 dt
) 1

q

=
(∫ ∞

0

(∫ t

0
f ∗(s)ds

)q

t−q(1− 1
p)−1 dt

) 1
q

≤ q

q
(
1 − 1

p

) (∫ ∞

0
(sf ∗(s))q s−q(1− 1

p
)−1 ds

) 1
q

= p

p− 1

(∫ ∞

0

(
s

1
pf ∗(s)

)q ds

s

) 1
q

= p

p− 1∥f∥∗
Lp,q .

Mostremos agora que os espaços de Lorentz Lp,q com 1 < p < ∞ e 1 ≤ q ≤ ∞
são espaços de Banach. Para tanto, utilizaremos alguns resultados auxiliares que serão
demonstrados a seguir.

Lema 3.9. Sejam (X,µ) um espaço de medida, 1 < p < ∞, 1 ≤ q < ∞ e f uma função
mensurável em Lp,q = Lp,q(X,µ). Então temos

f ∗∗(x) ≤
(
q

p

) 1
q ∥f∥Lp,q

x
1
p

.

Demonstração. Da Proposição 2.31, item 1., temos que f ∗∗ é não crescente. Assim, segue
que

(∥f∥Lp,q)q =
∫ ∞

0
(t

1
pf ∗∗(t))q dt

t

=
∫ x

0
(t

1
pf ∗∗(t))q dt

t
+
∫ ∞

x
(t

1
pf ∗∗(t))q dt

t

≥
∫ x

0
(t

1
pf ∗∗(t))q dt

t

≥
∫ x

0
(t

1
pf ∗∗(x))q dt

t

= (f ∗∗(x))q
∫ x

0
t

q
p

−1 dt

= (f ∗∗(x))q

(
p

q

)
x

q
p .

Assim, temos

f ∗∗(x) ≤
(
q

p

) 1
q ∥f∥Lp,q

x
1
p

.
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Lema 3.10 (Calderón). Se (X,µ) é um espaço de medida, 1 < p < ∞ e 1 ≤ q < r ≤ ∞,
então Lp,q(X,µ) ⊂ Lp,r(X,µ). Mais ainda, para toda f mensurável em Lp,q = Lp,q(X,µ),
temos

∥f∥Lp,r ≤
(
q

p

) 1
q

− 1
r

∥f∥Lp,q .

Demonstração. Inicialmente, tomemos r < ∞. Pelo Lema 3.9, segue que

(∥f∥Lp,r)r =
∫ ∞

0
t

r
p

−1(f ∗∗(t))r dt

=
∫ ∞

0
t

r
p

−1(f ∗∗(t))q(f ∗∗(t))r−q dt

≤
∫ ∞

0
t

r
p

−1(f ∗∗(t))q

(q
p

) 1
q ∥f∥Lp,q

t
1
p

r−q

dt

=
(
q

p

) r
q

−1

(∥f∥Lp,q)r−q
∫ ∞

0
(t

1
pf ∗∗(t))q dt

t

=
(
q

p

) r
q

−1

(∥f∥Lp,q)r−q (∥f∥Lp,q)q

=
(
q

p

) r
q

−1

(∥f∥Lp,q)r .

Portanto, temos que

∥f∥Lp,r ≤
(
q

p

) 1
q

− 1
r

∥f∥Lp,q ,

e, evidentemente, Lp,q ⊂ Lp,r.
Por fim, tomemos r = ∞. Daí, novamente pelo Lema 3.9, temos

∥f∥Lp,∞ = sup
t>0

t
1
pf ∗∗(t)

≤ sup
t>0

t
1
p

(
q

p

) 1
q ∥f∥Lp,q

t
1
p

=
(
q

p

) 1
q

∥f∥Lp,q sup
t>0

t
1
p

− 1
p

=
(
q

p

) 1
q

∥f∥Lp,q

e, evidentemente, Lp,q ⊂ Lp,∞.

Observação 3.11. Um resultado imediato do Lema 3.10 é que se (X,µ) um espaço de
medida, 1 < p < ∞ e 1 ≤ q1 < p < q2 < ∞, temos

Lp,q1 ⊂ Lp,p ⊂ Lp,q2 ⊂ Lp,∞.

Teorema 3.12. Sejam (X,µ) um espaço de medida não-atômica, 1 < p < ∞ e 1 ≤ q ≤
∞, então o espaço de Lorentz Lp,q = Lp,q(X,µ), munido da norma ∥ · ∥Lp,q , é um espaço
de Banach.
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Demonstração. Seja (fn) uma sequência de Cauchy em Lp,q. Logo, temos que

∥fn − fm∥Lp,q → 0, quando n,m → ∞.

Se q = ∞, lembremos que Lp,∞ = Lp-fraco (Observação 3.2) e, então, usando o
Proposição 2.39, temos que (fn) é de Cauchy em medida.

Agora, se q < ∞, usando a Proposição 3.8 e o Lema de Calderón 3.10, temos que

∥fn − fm∥∗
Lp,∞ ≤ ∥fn − fm∥Lp,∞ ≤

(
q

p

) 1
q

∥fn − fm∥Lp,q → 0, quando n,m → ∞.

Daí, novamente pela Proposição 2.39, concluímos que (fn) é Cauchy em medida.
Agora, como (fn) é Cauchy em medida (para qualquer que seja o índice 1 ≤ q ≤ ∞),

pelo Teorema 2.41, segue que existe uma subsequência (fnk
) de (fn) tal que fnk

→ f µ-
q.t.p., para alguma f mensurável.

Seja ϵ > 0 dado arbitrariamente. Como (fn) é de Cauchy em Lp,q, existe k0 ∈ N tal
que

∥fnk
− fnk0

∥Lp,q < ϵ, para k > k0

e fnk
− fnk0

→ f − fnk0
µ-q.t.p. e, daí, |fnk

− fnk0
| → |f − fnk0

| µ - q.t.p., o que implica
que

lim inf
k→∞

|fnk
− fnk0

| = |f − fnk0
| µ-q.t.p..

Agora, pela Proposição 2.21, item 6., segue que

(f − fnk0
)∗ ≤ lim inf

k→∞
(fnk

− fnk0
)∗. (3.4)

Da desigualdade acima e do Lema de Fatou ([8], pág. 33), temos

(f − fnk0
)∗∗(t) = 1

t

∫ t

0
(f − fnk0

)∗(s) ds

≤ 1
t

∫ t

0
lim inf

k→∞
(f − fnk0

)∗(s) ds

≤ lim inf
k→∞

1
t

∫ t

0
(f − fnk0

)∗(s) ds

= lim inf
k→∞

(fnk
− fnk0

)∗∗(t).

Ou seja,
(f − fnk0

)∗∗ ≤ lim inf
k→∞

(fnk
− fnk0

)∗∗. (3.5)

Agora, se q < ∞, usando novamente o Lema de Fatou ([8], pág. 33) e a desigualdade
(3.5), temos

∥f − fnk0
∥Lp,q =

(∫ ∞

0

(
t

1
p (f − fnk0

)∗∗(t)
)q dt

t

) 1
q

≤
(∫ ∞

0

(
t

1
p lim inf

k→∞
(fnk

− fnk0
)∗∗(t)

)q dt

t

) 1
q

≤ lim inf
k→∞

(∫ ∞

0

(
t

1
p (fnk

− fnk0
)∗∗(t)

)q dt

t

) 1
q

= lim inf
k→∞

∥fnk
− fnk0

∥Lp,q < ε,
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quando k > k0.
E ainda, se q = ∞, usando a desigualdade (3.5), temos

∥f − fnk0
∥Lp,q = sup

t>0
t

1
p (f − fnk0

)∗∗(t)

≤ sup
t>0

t
1
p lim inf

k→∞
(fnk

− fnk0
)∗∗(t)

= lim inf
k→∞

sup
t>0

t
1
p (fnk

− fnk0
)∗∗(t)

= lim inf
k→∞

∥fnk
− fnk0

∥Lp,q < ε,

quando k > k0.
Como f = f − fnk0

+ fnk0
, então f ∈ Lp,q.

Agora, se uma sequência de Cauchy possui uma subsequência convergente em um
espaço normado, então esta sequência de Cauchy converge para o mesmo limite da sub-
sequência. Daí, podemos concluir que (fn) converge para f em Lp,q, ou seja, Lp,q é um
espaço de Banach.

Agora veremos que os espaços de Lorentz possuem a mesma relação de escala que os
espaços Lp.
Proposição 3.13. Considere o espaço de medida (Rn,m), em que m é a medida de
Lebesgue. Sejam 1 < p < ∞, 1 ≤ q ≤ ∞, α > 0 e f uma função mensurável em
Lp,q = Lp,q(Rn,m). Então fα está em Lp,q, em que fα(x) = f(αx) e, além disso,

∥fα∥Lp,q = α− n
p ∥f∥Lp,q .

Demonstração. Inicialmente, temos que

dfα(s) = m({x ∈ Rn : |fα(x)| > s})
= m({x ∈ Rn : |f(αx)| > s})
= m({α−1y ∈ Rn : |f(y)| > s})
= α−nm({y ∈ Rn : |f(y)| > s})
= α−ndf (s).

Agora, temos também que

(fα)∗(t) = inf{s > 0 : dfα(s) ≤ t}
= inf{s > 0 : α−ndf (s) ≤ t}
= inf{s > 0 : df (s) ≤ αnt}
= f ∗(αnt).

Fazendo uma mudança de variáveis, temos

(fα)∗∗(t) = 1
t

∫ t

0
(fα)∗(s) ds

= 1
t

∫ t

0
f ∗(αns) ds

= 1
t

∫ αnt

0
f ∗(u) du

αn

= 1
αnt

∫ αnt

0
f ∗(u) du

= f ∗∗(αnt).
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Se 1 ≤ q < ∞, novamente por uma mudança de variável, temos

∥fα∥Lp,q =
(∫ ∞

0

(
t

1
p (fα)∗∗(t)

)q dt

t

) 1
q

=
(∫ ∞

0

(
t

1
pf ∗∗(αnt)

)q dt

t

) 1
q

=
(∫ ∞

0

(
(α−nu)

1
pf ∗∗(u)

)q du

u

) 1
q

= α− n
p ∥f∥Lp,q .

Agora, se q = ∞, temos

∥fα∥L(p,∞) = sup
t>0

t
1
p (fα)∗∗(t)

= sup
t>0

t
1
pf ∗∗(αnt)

= sup
u>0

(α−nu)
1
pf ∗∗(u)

= α− n
p ∥f∥L(p,∞) .

A seguir, veremos algumas desigualdades clássicas que serão uteis para nossos propó-
sitos.

Teorema 3.14 (Desigualdade de Young Generalizada). Sejam (X,µ) um espaço de me-
dida e p1, p2 ∈ (1,∞) tais que 1

p1
+ 1
p2

> 1. Se f e g são funções mensuráveis em
Lp1,q1 = Lp1,q1(X,µ) e Lp2,q2 = Lp2,q2(X,µ), respectivamente, então a convolução h = f ∗g
pertence a Lr,s = Lr,s(X,µ), em que 1

r
= 1
p1

+ 1
p2

− 1 e s ≥ 1 é qualquer número tal que
1
q1

+ 1
q2

≥ 1
s

. Além disso,

∥h∥Lr,s ≤ C(r)∥f∥Lp1,q1 ∥g∥Lp2,q2 .

Demonstração. Inicialmente, consideremos s = ∞. Daí, fazendo uso da Proposição 2.35



Espaços de Lorentz 55

e do Lema de Calderón (Lema 3.10), temos

∥h∥Lr,∞ = sup
t>0

t
1
rh∗∗(t)

≤ sup
t>0

(
t

1
r

∫ ∞

t
f ∗∗(s)g∗∗(s) ds

)
= sup

t>0

(
t

1
r

∫ ∞

t
s−1− 1

r

(
s

1
p1 f ∗∗(s)

)(
s

1
p2 g∗∗(s)

)
ds
)

≤ sup
t>0

(
t

1
r

∫ ∞

t
s−1− 1

r

(
sup
s>0

s
1

p1 f ∗∗(s)
)(

sup
s>0

s
1

p2 g∗∗(s)
)
ds

)

= ∥f∥Lp1,∞∥g∥Lp2,∞ sup
t>0

(
t

1
r

∫ ∞

t
s−1− 1

r ds
)

= ∥f∥Lp1,∞∥g∥Lp2,∞ sup
t>0

(
t

1
r rt−

1
r

)

≤ r

(
q1

p1

) 1
q1

∥f∥Lp1,q1

(
q2

p2

) 1
q2

∥g∥Lp2,q2

= C(r)∥f∥Lp1,q1 ∥g∥Lp2,q2 .

Agora, consideremos o caso em que s < ∞. Utilizando novamente a Proposição 2.35,
temos

(∥h∥Lr,s)s =
∫ ∞

0

(
t

1
rh∗∗(t)

)s dt

t
≤
∫ ∞

0

(
t

1
r

∫ ∞

t
f ∗∗(v)g∗∗(v) dv

)s dt

t
.

Efetuando as mudanças de variáveis t = 1
y

e v = 1
u

, temos

(∥h∥Lr,s)s ≤
∫ ∞

0

(
y− 1

r

∫ y

0
f ∗∗

(1
u

)
g∗∗

(1
u

)
du

u2

)s
dy

y

=
∫ ∞

0

∫ y

0

f ∗∗
(

1
u

)
g∗∗

(
1
u

)
u2 du

s

y− s
r

−1 dy

=
∫ ∞

0

(∫ y

0
F (u)du

)s

y−r̃−1 dy,

em que F (u) =
f ∗∗

(
1
u

)
g∗∗

(
1
u

)
u2 e r̃ = s

r
. Agora, utilizando a desigualdade de Hardy

(Lema 3.7, equação 3.2), temos

(∥h∥Lr,s)s ≤
(
s

r̃

)s ∫ ∞

0
(uF (u))su−r̃−1 du

= rs
∫ ∞

0

f ∗∗
(

1
u

)
g∗∗

(
1
u

)
u

s

u− s
r
du

u

= rs
∫ ∞

0

(
u− 1

r
−1f ∗∗

(1
u

)
g∗∗

(1
u

))s du

u
.

Efetuamos agora uma nova mudança de variável t = 1
u

para obter:

∥h∥s
Lr,s ≤ rs

∫ ∞

0

(
t

1
r

+1f ∗∗(t)g∗∗(t)
)s dt

t
.
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Notemos que, como 1
q1

+ 1
q2

≥ 1
s

(e também s ≥ 1), existem m1,m2 ≥ 1 tais que

1
m1

+ 1
m2

= 1, 1
m1

≤ s

q1
e 1
m2

≤ s

q2
.

Utilizando a desigualdade de Hölder em L1(0,∞) (Proposição 2.5), em que 1
m1

+ 1
m2

= 1

e a medida µ = dx

x
, temos

∥h∥Lr,s ≤ r

(∫ ∞

0

(
t

1
r

+1f ∗∗(t)g∗∗(t)
)s dt

t

) 1
s

= r

(∫ ∞

0

[
t

1
p1 f ∗∗(t)

]s [
t

1
p2 g∗∗(t)

]s dt

t

) 1
s

≤ r

(∫ ∞

0

[
t

1
p1 f ∗∗(t)

]sm1 dt

t

) 1
sm1

(∫ ∞

0

[
t

1
p2 g∗∗(t)

]sm2 dt

t

) 1
sm2

= r∥f∥Lp1,sm1 ∥g∥Lp2,sm2 .

Por fim, como q1 ≤ sm1 e q2 ≤ sm2, aplicando o Lema de Calderón (Lema 3.10),
temos

∥h∥Lr,s ≤ r

(
q1

p1

) 1
q1

− 1
sm1

∥f∥Lp1,q1

(
q2

p2

) 1
q2

− 1
sm2

∥g∥Lp2,q2

= C(r)∥f∥Lp1,q1 ∥g∥Lp2,q2 .

A próxima desigualdade é uma do tipo Hölder para os espaços de Lorentz.

Teorema 3.15. Sejam (X,µ) um espaço de medida, índices p, p′ ∈ (1,∞) e q, q′ ∈ [1,∞]
tais que 1

p
+ 1

p′ = 1 e 1
q

+ 1
q′ = 1. Sejam f e g funções mensuráveis em Lp,q = Lp,q(X,µ) e

Lp′,q′ = Lp′,q′(X,µ) respectivamente, então

∥fg∥1 ≤ ∥f∥Lp,q∥g∥Lp′,q′ .

Demonstração. Inicialmente, consideremos os índices q, q′ ∈ (1,∞).
Assim, utilizando a desigualdade de Hardy-Littlewood (Proposição 2.23), a desigual-

dade de Hölder em L1((0,∞)) (Proposição 2.5), lembrando que 1
q

+ 1
q′ = 1 e o fato de

f ∗ ≤ f ∗∗ (Proposição 2.31, item 2.), temos

∥fg∥1 =
∫

X
|f(x)g(x)| dµ

≤
∫ ∞

0
f ∗(t)g∗(t) dt

≤
∫ ∞

0
f ∗∗(t)g∗∗(t) dt

=
∫ ∞

0
(t

1
pf ∗∗(t))(t

1
p′ g∗∗(t))dt

t

≤
(∫ ∞

0
(t

1
pf ∗∗(t))q dt

t

) 1
q
(∫ ∞

0
(t

1
p′ g∗∗(t))q dt

t

) 1
q′

= ∥f∥Lp,q∥g∥Lp′,q′ .



Dualidade 57

Agora, sem perda de generalidade, consideremos q = 1 e, portanto, q′ = ∞. Utilizando
novamente a desigualdade de Hardy-Littlewood (Proposição 2.23), e o fato de f ∗ ≤ f ∗∗

(Proposição 2.31, item 2.), temos

∥fg∥1 =
∫

X
|f(x)g(x)| dµ

≤
∫ ∞

0
f ∗(t)g∗(t) dt

≤
∫ ∞

0
f ∗∗(t)g∗∗(t) dt

=
∫ ∞

0
(t

1
pf ∗∗(t))(t

1
p′ g∗∗(t))dt

t

≤
∫ ∞

0
(t

1
pf ∗∗(t)) sup

s>0

(
s

1
p′ g∗∗(s)

)
dt

t

=
(∫ ∞

0
(t

1
pf ∗∗(t))dt

t

)
∥g∥Lp′,∞

= ∥f∥Lp,1∥g∥Lp′,∞ .

3.2 Dualidade
A seguir, apresentaremos um teorema com a caraterização de dualidade para espaços

de Lorentz. A demonstração será omitida por ser demasiadamente técnica, porém, ela
pode ser encontrada com detalhes em [9] e [12].

Definição 3.16. Um espaço de medida (X,µ) é chamado de σ-finito se existe uma sequên-
cia Kn de conjuntos mensuráveis, com µ(Kn) < ∞ tal que

∞⋃
n=1

Kn = X.

Observação 3.17. Vale notar que Rn munido da medida de Lebesgue é um espaço σ-
finito.

Lembremos, agora, que uma quase-norma é um funcional não negativo ∥ · ∥ em um
espaço vetorial X que satisfaz para algum K ≥ 0 e todo x, y ∈ X, ∥x+ y∥X ≤ K(∥x∥X +
∥y∥X), ∥λx∥X = |λ|∥x∥X para todos os escalares λ e se ∥x∥X = 0 então x = 0 . Quando
K = 1, a quase-norma é chamada de norma. Um espaço quase-Banach é um espaço
quase-normado que é completo em relação à topologia gerada pela quase-norma.

Definição 3.18. Seja (X, ∥ · ∥) um espaço quase-Banach. O conjunto de todos os fun-
cionais lineares limitados em X constitui um espaço normado que é chamado de espaço
dual de X e é denotado por (X)∗. E ainda mais, a norma de (X)∗ é dada por

∥f∥(X)∗ = sup
∥x∥=1
x∈X

|⟨f, x⟩|.

Observação 3.19. Vale ressaltar que o dual de um espaço quase-Banach é sempre um
espaço de Banach. Para mais detalhes sobre essa discussão, veja [12].
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Teorema 3.20. Seja (X,µ) um espaço de medida σ-finito não-atômico. Então temos

1. (Lp,q(X,µ))∗ = {0}, quando 0 < p < 1, 0 < q ≤ ∞;

2. (Lp,q(X,µ))∗ = L∞(x, µ), quando p = 1, 0 < q < 1;

3. (Lp,q(X,µ))∗ = {0}, quando p = 1, 1 < q < ∞;

4. (Lp,q(X,µ))∗ ̸= {0}, quando p = 1, q = ∞;

5. (Lp,q(X,µ))∗ = Lp′,∞(X,µ) quando 1 < p < ∞, 0 < q ≤ 1, 1
p

+ 1
p′ = 1;

6. (Lp,q(X,µ))∗ = Lp′,q′(X,µ) quando 1 < p < ∞, 1 < q < ∞, 1
p

+ 1
p′ = 1

q
+ 1

q′ = 1;

7. (Lp,q(X,µ))∗ ̸= {0} quando 1 < p < ∞, q = ∞;

8. (Lp,q(X,µ))∗ ̸= {0} quando p = q = ∞.

3.3 Aproximação da Identidade em Espaços de Lo-
rentz

O objetivo desta seção é apresentar um resultado de aproximação da identidade em
espaços de Lorentz Lp,q(Rn,m), em que m é a medida de Lebesgue. A demonstração de
tal resultado é baseada na continuidade da translação em espaços de Lorentz, a qual é
consequência dos dois próximos resultados.

Lema 3.21. Considere os índices 1 < p < ∞ e 1 ≤ q < ∞, então o conjunto S = {φ :
Rn → R : φ é uma função simples} é denso em Lp,q = Lp,q(Rn,m), em que m é a medida
de Lebesgue.

Demonstração. Seja f uma função mensurável em Lp,q e ϵ > 0. Suponhamos, sem perda
de generalidade, que f é não negativa.

Consideremos o conjunto Aϵ = {x ∈ Rn : |f(x)| > ϵ}, ou seja, temos que df (ϵ) =
m(Aϵ). Como, f ∗(t) → 0 quando t → ∞, existe M > 0 tal que para todo t > M temos

f ∗(t) = inf{s > 0 : df (s) ≤ t} < ϵ,

ou seja,
df (ϵ) = m(Aϵ) ≤ t < ∞.

Como f é mensurável, sabemos que existe uma sequência {φn}n∈N de funções simples
não negativas que convergem de modo crescente para f (ver [8], pág. 13). E agora, dado
δ > 0, pelo Teorema de Egoroff (ver [13], pág. 60), existe um conjunto A ⊂ Aϵ tal que
m(A) < δ e φn converge uniformemente para f em Aϵ\A.

Definimos agora uma nova sequência fn de funções simples do seguinte modo:

fn(x) =
0, se x /∈ Aϵ

φn(x), se x ∈ Aϵ

.

Assim, utilizando o fato de fn ≤ f (pois φn converge de forma crescente para f),
quando x ∈ Aϵ\A, da continuidade uniforme, segue que existe n0 ∈ N, tal que para todo
n ≥ n0 temos

0 ≤ f(x) − fn(x) < ϵ.
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Desse modo, segue que df−fn(ϵ) = m({x ∈ Rn : |f(x) − fn(x)| > ϵ}) = m(A) < δ,
para todo n ≥ n0.

Tomando então t ≥ δ e n ≥ n0, temos que df−fn(ϵ) < δ ≤ t, ou seja,

(f − fn)∗(t) = inf{s > 0 : df−fn(s) ≤ t} ≤ ϵ.

Como o argumento é válido para qualquer δ > 0, segue que (f − fn)∗(t) → 0 quando
n → ∞.

Agora, usando a Proposição 2.21, itens 3. e 4., e o fato que 0 ≤ fn ≤ f , temos para
todo n ∈ N que

t
q
p

−1[(f − fn)∗(t)]q ≤ t
q
p

−1
[
f ∗
(
t

2

)
+ (−fn)∗

(
t

2

)]q

= t
q
p

−1
[
f ∗
(
t

2

)
+ (fn)∗

(
t

2

)]q

≤ 2q
(
t

q
p

−1
) [
f ∗
(
t

2

)]q

∈ L1(0,∞), pois f ∈ Lp,q.

Por fim, pelo Teorema da Convergência Dominada ([8], pág. 44), temos que

lim
n→∞

∥f − fn∥∗
Lp,q = lim

n→∞

(∫ ∞

0
[t

1
p (f − fn)∗(t)]q dt

t

) 1
q

=
(∫ ∞

0
[t

1
p lim

n→∞
(f − fn)∗(t)]q dt

t

) 1
q

= 0.

Portanto, S é denso em Lp,q.

Lema 3.22. Considere os índices 1 < p < ∞ e 1 ≤ q < ∞, então C∞
c (Rn) é denso em

Lp,q = Lp,q(Rn,m), em que m é a medida de Lebesgue.

Demonstração. Para essa demonstração, fazendo uso do Lema 3.21, basta mostrar que
toda função característica χE pode ser aproximada por uma função f ∈ C∞

c , na quasi-
norma ∥ · ∥∗

Lp,q .
Tomemos E ⊂ Rn um conjunto mensurável e m a medida de Lebesgue em Rn. Então,

m é regular interior e exterior e, daí, dado ε > 0, existe um conjunto aberto G e um
conjunto compacto K tal que K ⊂ E ⊂ G e m (G\K) < ε.

Nessas condições, pelo Lema de Urysohn, existe f ∈ C∞
c , com 0 ≤ f ≤ 1 tal que

f(x) =
1, x ∈ K,

0, x /∈ Gc.

Notemos que |χE − f | < χG\K e, assim, pela Proposição 2.21, item 2., temos que

(χE − f)∗ (t) ≤
(
χG\K

)∗
(t), ∀t ≥ 0.

Relembremos agora que, pelo Exemplo 2.19, temos que(
χG\K

)∗
(t) = χ[0,m(G\K))(t).
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Dessa maneira, obtemos

∥χE − f∥∗
Lp,q ≤ ∥χG\K∥∗

Lp,q

=
(∫ ∞

0

(
t

1
p

(
χG\K

)∗
(t)
)q dt

t

) 1
q

=
(∫ ∞

0

(
t

1
pχ[0,m(G\K))(t)

)q dt

t

) 1
q

=
(∫ m(G\K)

0
t

q
p

−1 dt

) 1
q

=
(
p

q

) 1
q (
m (G\K)

q
p

) 1
q

<

(
p

q

) 1
q

ε
1
p .

Portanto, C∞
c é denso em Lp,q.

Observação 3.23. Um fato importante é que o lema anterior não é válido para o índice
q = ∞.

De fato, sabemos que para 1 ≤ p < ∞, C∞
c (Rn) é denso em Lp = Lp(Rn,m), em que

m é a medida de Lebesgue (este resultado pode ser obtido tomando por exemplo p = q
no lema anterior e usando a Observação 3.2 item 3.), ou seja, C∞

c (Rn) = Lp.
Agora, inspirados pelo Exemplo 2.15, temos o fato de que Lp ⊊ Lp,∞. Esse fato pode

ser ilustrado pela função f(x) = |x|−
n
p que pertence a Lp,∞ mas não pertence a Lp.

Desse modo, é evidente que C∞
c (Rn) = Lp ⊊ Lp,∞, ou seja, C∞

c (Rn) ⊊ Lp,∞. Portanto,
o conjunto C∞

c (Rn) não é denso em Lp,∞(Rn,m).

Faremos agora a demonstração da continuidade da translação em Lp,q(Rn,m).

Proposição 3.24. Considere os índices 1 < p < ∞ e 1 ≤ q < ∞. Se f é uma função
mensurável em Lp,q = Lp,q(Rn,m), em que m é a medida de Lebesgue, então

∥f(· − y) − f∥Lp,q → 0, quando y → 0.

Demonstração. Considerando o Lema 3.22, basta assumirmos que f ∈ C∞
c (Rn).

Tomemos ε > 0. Como f ∈ C∞
c (Rn), então existe um conjunto compacto K, tal que

A = supp(f) = {x ∈ Rn : f(x) ̸= 0} ⊂ K.
Dado y ∈ Rn, definimos hy(x) = f(x − y) − f(x). Agora, segue que existe δ > 0, tal

que para |y| < δ temos |hy(x)| ≤ εχAδ
(x), em que Aδ = {x ∈ Rn : d(x,A) < δ}.

Agora, pela Proposição 2.21, itens 2. e 3., temos que

h∗
y(t) ≤ (εχAδ

)∗(t) = εχ∗
Aδ

(t).

Logo, segue que lim sup
y→0

h∗
y(t) ≤ ε para todo t > 0. Daí, como ε não depende de t,

temos que h∗
y(t) → 0, quando y → 0, para todo t.

Relembremos agora que, pelo Exemplo 2.19, temos que

(χAδ
)∗(t) = χ[0,m(Aδ))(t).
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Além disso, temos também que

∥hy∥∗
Lp,q =

(∫ ∞

0

(
t

1
ph∗

y(t)
)q dt

t

) 1
q

≤ ε

(∫ ∞

0

(
t

1
pχ∗

Aδ
(t)
)q dt

t

) 1
q

= ε

(∫ ∞

0

(
t

1
pχ[0,m(Aδ))(t)

)q dt

t

) 1
q

= ε

(∫ m(Aδ)

0

(
t

1
p

)q dt

t

) 1
q

= ε

(
p

q

) 1
q

(m (Aδ))
1
p < ∞.

Logo, do Teorema da Convergência Dominada (ver [8], pág. 44), concluímos que

∥hy∥∗
Lp,q → 0, quando y → 0.

Por fim, como os funcionais ∥ · ∥Lp,q e ∥ · ∥∗
Lp,q são equivalentes, segue que ∥hy∥Lp,q → 0,

ou seja,
∥f(· − y) − f∥Lp,q → 0, quando y → 0.

A definição a seguir, além de ser clássica é de extrema importância para o resultado
de aproximação da identidade.

Definição 3.25. Seja φ ∈ L1(Rn), tal que
∫
Rn
φ(x)dx = 1. Para cada ε > 0, o molificador

de Friedrichs de φ é dado por
φε(x) = 1

εn
φ
(
x

ε

)
.

Para a demonstração do teorema de aproximação da identidade em espaços de Lorentz,
que veremos à seguir, precisaremos do seguinte resultado:

Lema 3.26. Seja (X,µ) um espaço de medida. Considere o índice 1 < p < ∞ e p′ > 0
tal que 1

p
+ 1

p′ = 1. Se f uma função mensurável em Lp,1 = Lp,1(X,µ), então

∥f∥Lp,1 = sup
∥ϕ∥=1

ϕ∈Lp′,∞

|⟨f, ϕ⟩|.

Demonstração. Tomemos uma função fixada f pertencente a Lp,1 e definamos o funcional
T(f) em (Lp,1)∗, dado por

T(f)(ϕ) = ⟨f, ϕ⟩, ∀ϕ ∈ (Lp,1)∗.

Evidentemente T(f) é um funcional linear em (Lp,1)∗.
Assim, por um resultado de análise funcional ([14], pág. 240), segue que T(f) pertence

a (Lp,1)∗∗ (ou seja, o espaço bidual de Lp,1) e, mais ainda,

∥T(f)∥(Lp′,1)∗∗ = ∥f∥Lp,1 . (3.6)
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Lembremos que pelo Teorema 3.20, item 5., temos que (Lp,1)∗ = Lp′,∞ e pela caracte-
rização de norma em espaços duais (biduais), temos que

∥T(f)∥(Lp′,1)∗∗ = sup
∥ϕ∥=1

ϕ∈(Lp,1)∗

|⟨f, ϕ⟩|

= sup
∥ϕ∥=1

ϕ∈Lp′,∞

|⟨f, ϕ⟩|. (3.7)

Por fim, de (3.6) e (3.7), segue que

∥f∥Lp,1 = sup
∥ϕ∥=1

ϕ∈Lp′,∞

|⟨f, ϕ⟩|.

Finalmente estamos em condições de apresentar o resultado de aproximação da iden-
tidade em espaços de Lorentz.

Teorema 3.27 (Aproximação da Identidade em Lp,q). Considere os índices 1 < p < ∞ e
1 ≤ q < ∞. Seja f uma função mensurável em Lp,q = Lp,q(Rn,m), em que m é a medida
de Lebesgue. Se φ ∈ L1(Rn) é tal que

∫
Rn
φ(x) dx = 1, então

∥φϵ ∗ f − f∥Lp,q → 0, quando ϵ → 0.

Demonstração. Como
∫
Rn
φ(x) dx = 1, temos também que

∫
Rn
φϵ(x) dx = 1, e assim

φε ∗ f(x) − f(x) =
∫
Rn
φε(y)f(x− y)dy − f(x)

=
∫
Rn
φε(y)f(x− y)dy −

(∫
Rn
φε(x) dx

)
f(x)

=
∫
Rn
φε(y) (f(x− y) − f(x)) dy.

Agora, fazendo a mudança de variável u = y

ε
e observando que φε(x) = 1

εn
φ
(
x

ε

)
,

temos
φε ∗ f(x) − f(x) =

∫
Rn
φ(u) (f(x− εu) − f(x)) du.

Agora, pelo Teorema 3.20, item 6., que diz respeito a dualidade de Lp,q, pela caracte-
rização de norma no espaço dual apresentada pela Definição 3.18, (ou ainda, pelo Lema
3.26, caso q = 1) e pelo Teorema de Fubini, temos

∥φε ∗ f − f∥Lp,q = sup
∥ϕ∥

Lp′,q′ =1

∣∣∣∣∫
Rn

(φε ∗ f(x) − f(x))ϕ(x)dx
∣∣∣∣

= sup
∥ϕ∥

Lp′,q′ =1

∣∣∣∣∫
Rn

(∫
Rn
φ(u) (f(x− εu) − f(x)) du

)
ϕ(x) dx

∣∣∣∣
≤ sup

∥ϕ∥
Lp′,q′ =1

(∫
Rn

|φ(u)|
∣∣∣∣∫

Rn
(f(x− εu) − f(x))ϕ(x) dx

∣∣∣∣ du)

≤
∫
Rn

|φ(u)|
 sup

∥ϕ∥
Lp′,q′ =1

∣∣∣∣∫
Rn

(f(x− εu) − f(x))ϕ(x)dx
∣∣∣∣
 du

=
∫
Rn

|φ(u)|∥f(· − εu) − f∥Lp,q du.
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Agora, como ∥f(· − εu) − f∥Lp,q ≤ 2∥f∥Lp,q < ∞, da Proposição 3.24, temos
∥f(· − εu) − f∥Lp,q → 0, quando ε → 0. Daí, do teorema da Convergência Dominada (ver
[8], pág. 44), segue que

∥φε ∗ f − f∥Lp,q → 0, quando ε → 0.

3.4 Teorema de Interpolação
Nesta seção, apresentaremos um teorema de interpolação que será de grande utilidade

para os resultados de boa colocação da equação semilinear do calor.

Definição 3.28. Sejam (X,µ) e (Y, ν) espaços de medida e T um operador que associa
funções mensuráveis de (X,µ) à funções mensuráveis de (Y, ν). O operador T é dito
quase-linear se para todas funções mensuráveis f e g de (X,µ) e para todo escalar λ ∈ C
temos:

1. |T (f + g)| ≤ k (|T (f)| + |T (g)|), para algum k > 0;

2. |T (λf)| = |λ||T (f)|.

O teorema de interpolação, a seguir, terá sua demonstração omitida por utilizar argu-
mentos da teoria de interpolação que fogem do propósito desse trabalho. Traremos, aqui,
o teorema na forma em que é apresentado no artigo [15], (pág. 264), porém o mesmo
teorema pode ser conferido, com algumas sutis diferenças em [9] (pág. 326), [11] (pág.
197), [12] (pág. 56).

Teorema 3.29. Considere os índices pk, p̃k, qk, q̃k ∈ [0,∞], com k = 1, 2, p1 < p2 e
p̃1 ̸= p̃2. Se T é um operador quasi-linear e

∥T (f)∥∗
Lp̃k,q̃k ≤ Bk∥f∥∗

Lpk,qk , em que Bk > 0,

então segue que existe Bθ = B(θ), 0 < θ < 1 tal que

∥T (f)∥∗
Lp̃,q̃ ≤ Bθ∥f∥∗

Lp,q ,

em que q ≤ q̃ e
1
p̃

= (1 − θ)
p̃1

+ θ

p̃2
e 1

p
= (1 − θ)

p1
+ θ

p2
.
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Neste capítulo, estamos interessado em estudar o problema de Cauchy para a equação
do calor semilinear generalizadaut + (−∆)γu+ f(u) = 0, x ∈ Rn

u(0, x) = u0, x ∈ Rn,
(4.1)

em que n ≥ 1, γ > 0 e f : R → R é tal que para todo a1, a2 ∈ R temos

|f(a1) − f(a2)| ≤ η|a2 − a1|
(
|a2|ρ−1 + |a1|ρ−1

)
e f(0) = 0, (4.2)

com as constantes η > 0, 1 < ρ < ∞. O operador (−∆)γ é definido através da transfor-
mada de Fourier como

̂((−∆)γϕ)(ξ) = |ξ|2γϕ̂(ξ),
em que

ϕ̂(ξ) =
∫

Rn
e−ix·ξϕ(x) dx.

Nosso propósito é analisarmos a boa-colocação do problema (4.1), mostrando inici-
almente a existência e unicidade de soluções mild global nos espaços de Marcinkewicz
Lp,∞ = Lp,∞(Rn,m), em que m é a medida de Lebesgue em Rn.

Sendo assim, neste capítulo, bem como nos capítulos subsequentes, o espaço de medida
a ser considerado será Rn, com a medida usual de Lebesgue.

4.1 O Problema Linear Associado
Iniciaremos nossos estudos analisando o problema linear homogêneo associado ao pro-

blema de Cauchy (4.1). Buscaremos as soluções deut + (−∆)γu = 0, x ∈ Rn

u(0, x) = u0, x ∈ Rn.
(4.3)

Desse modo, aplicando a transformada de Fourier (considerando a aplicação da trans-
formada em x ∈ Rn, ou seja, na variável espacial) no problema linear (4.3), temosût + |ξ|2γû = 0,

û(0, ξ) = û0(ξ)

que é uma equação diferencial ordinária com solução única dada por

û(t, ξ) = e−|ξ|2γtû0(ξ).

65
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Da propriedade (f̂ ∗ g)(ξ) = f̂(ξ)ĝ(ξ), da transformada de Fourier da convolução (ver
[12], pág. 100) e da transformada inversa, segue que a solução do problema linear(4.3) é

u(t, x) = gγ(t, x) ∗ u0(x),

em que gγ(t, x) é tal que ĝγ(t, ξ) = e−|ξ|2γt.
Por fim, a solução única do problema linear (4.3) gera um semigrupo Gγ(t), via con-

volução com o núcleo gγ, isto é,

Gγ(t)u0(x) = gγ(t, x) ∗ u0(x) =
∫
Rn
gγ(t, x− y)u0(y) dy.

4.2 Estimativas do Semigrupo Gγ(t)
A seguir, traremos algumas estimativas do semigrupo do calor nos espaços de Lorentz,

bem como algumas propriedades do núcleo gγ.

Lema 4.1. Dado t ≥ 0, temos que∫
Rn
gγ(t, x) dx = 1.

Demonstração. Sabemos da seção anterior que ĝγ(t, ξ) = e−|ξ|2γt.
Sabemos também, pela definição da transformada de Fourier que

ĝγ(t, ξ) =
∫
Rn
e−ix·ξgγ(t, x) dx.

Desse modo, é evidente que∫
Rn
gγ(t, x) dx =

∫
Rn
e−ix·0gγ(t, x) dx = ĝγ(t, 0) = e−|0|2γt = 1.

Lema 4.2. Se x, y ∈ Rn, t > 0, então

gγ(t, x− y) = gγ(t, y − x).

Demonstração. Sabemos da seção anterior que ĝγ(t, ξ) = e−|ξ|2γt. Desse modo, é evidente
que

ĝγ(t, ξ) = ĝγ(t,−ξ). (4.4)

Notemos que

̂gγ(t, · − y)(ξ) =
∫
Rn
e−ix·ξgγ(t, x− y) dx

=
∫
Rn
e−i(z+y)·ξgγ(t, z) dz

= e−iy·ξ
∫
Rn
e−iz·ξgγ(t, z) dz

= e−iy·ξĝγ(t, ξ), (4.5)

em que usamos a mudança de variável z = x+ y na segunda igualdade.
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Além disso,

̂gγ(t, y − ·)(ξ) =
∫
Rn
e−ix·ξgγ(t, y − x) dx

=
∫
Rn
e−i(−z+y)·ξgγ(t, z) dz

= e−iy·ξ
∫
Rn
e−iz·(−ξ)gγ(t, z) dx

= e−iy·ξĝγ(t,−ξ)
= e−iy·ξĝγ(t, ξ), (4.6)

em que usamos a mudança de variável z = −x+y na segunda igualdade e (4.4) na última
igualdade.

Por fim, como (4.5) e (4.6) são iguais, segue que

gγ(t, x− y) = gγ(t, y − x).

A seguir veremos algumas propriedades de homogeneidade de gγ.

Lema 4.3. Se x ∈ Rn, t > 0 e k ∈ {0} ∪ N, então

1. gγ(t, x) = t−
n
2γ gγ(1, xt−

1
2γ );

2. (∇k
xgγ)(t, x) = t−

n+k
2γ (∇k

xgγ)(1, xt−
1

2γ ).

Demonstração. 1. Inicialmente, relembremos que

ĝγ(t, ξ) = e−|ξ|2γt. (4.7)

Relembremos as seguintes propriedades da transformada de Fourier (ver [12], pág.
100):

• k̂f(ξ) = kf̂(ξ), em que k é constante;

• f̂(δ·)(ξ) = δ−nf̂(δ−1ξ), em que n é a dimensão do espaço.

Daí, aplicando as propriedades acima, temos

̂(
t−

n
2γ gγ(1, · t−

1
2γ )
)

(ξ) = t−
n
2γ

̂
gγ(1, · t−

1
2γ )(ξ)

= t−
n
2γ t−(− n

2γ
)ĝγ(1, t

1
2γ ξ)

= e(−|t
1

2γ ξ|2γ)

= e−|ξ|2γt. (4.8)

Por fim, como (4.7) e (4.8) são iguais, segue que

gγ(t, x) = t−
n
2γ gγ(1, xt−

1
2γ ).

2. Segue imediatamente do item anterior. Basta derivarmos k vezes a igualdade
gγ(t, x) = t−

n
2γ gγ(1, xt−

1
2γ ).
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Lema 4.4. Seja 1 ≤ q1, q2 ≤ ∞ e 1 < p ≤ r < ∞. Então existe uma constante
C = C(r, n, γ, p) > 0 tal que para toda função φ ∈ Lp,q1(Rn) e, para todo t > 0, temos

∥∇j
x(Gγ(t)φ)∥Lr,q2 ≤ Ct−

n
2γ

( 1
p

− 1
r

)− j
2γ ∥φ∥Lp,q1 , j ∈ {0} ∪ N.

Demonstração. Inicialmente, notemos que por propriedade de convolução, temos

∇j
x(Gγ(t)φ) = ∇j

x(gγ(t, x) ∗ φ(x)) = (∇j
xgγ(t, x)) ∗ φ(x).

Tomemos l ≥ 1 e q ≥ 1 tais que

1 + 1
r

= 1
p

+ 1
q

e 1
q1

+ 1
l

≥ 1
q2
.

Agora, como φ ∈ Lp,q1 e 1
p

+ 1
q
> 1, pela desigualdade de Young generalizada (3.14),

segue que existe C1 = C1(r) tal que

∥∇j
x(Gγ(t)φ)∥Lr,q2 = ∥(∇j

xgγ) ∗ φ∥Lr,q2 ≤ C1∥∇j
xgγ∥Lq,l∥φ∥Lp,q1 . (4.9)

Agora, pelo Lema 4.3 e da relação de escala do espaço Lq,l (Proposição 3.13), temos

∥∇j
xgγ(t, ·)∥Lq,l = ∥t−

n+j
2γ (∇j

xgγ)(1, · t−
1

2γ )∥Lq,l

= t−
n+j
2γ ∥(∇j

xgγ)(1, · t−
1

2γ )∥Lq,l

= t−
n+j
2γ t

n
2γq ∥∇j

xgγ(1, ·)∥Lq,l

= C2t
− n+j

2γ t
n

2γq , (4.10)

em que C2 = ∥∇j
xgγ(1, x)∥Lq,l .

E ainda, como 1 + 1
r

= 1
p

+ 1
q
, temos também que

−
(
n+ j

2γ

)
+ n

2γq = − j

2γ − n

2γ

(
1 − 1

q

)
= − j

2γ − n

2γ

(
1
p

− 1
r

)

e assim, de 4.9 e 4.10, temos finalmente que

∥∇j
x(Gγ(t)φ)∥Lr,q2 ≤ Ct−

n
2γ

( 1
p

− 1
r

)− j
2γ ∥φ∥Lp,q1 , com C = C1C2.

4.3 Formulação Integral
Nosso objetivo é encontrar soluções mild (ou brandas) para o problema de Cauchy

para a equação do calor semilinear generalizada (4.1). Para apresentarmos a definição de
tal solução, precisaremos obter a formulação integral associada a (4.1).

Para isso, consideremos uma solução clássica u do problema (4.1) e definamos, para
x ∈ Rn e t > 0,

ψ(s) = Gγ(t− s)u(s, x) = gγ(t− s, x) ∗ u(s, x) =
∫
Rn
gγ(t− s, x− y)u(s, y) dy.
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Daí, obtemos que

∂ψ

∂s
(s) = ∂

∂s

(∫
Rn
gγ(t− s, x− y)u(s, y) dy

)
=

∫
Rn

[
∂

∂s
(gγ(t− s, x− y))u(s, y) + gγ(t− s, x− y)∂u

∂s
(s, y)

]
dy. (4.11)

Mostremos agora que

∂

∂s
(gγ(t− s, x− y)) = (−∆)γ(gγ(t− s), x− y). (4.12)

Relembremos que ĝγ(t, ξ) = e−|ξ|2γt e, também, a propriedade da transformada de
Fourier (ver [12], pág. 100) ̂f(· − y)(ξ) = e−iy·ξf̂(ξ).

Agora, tomando a transformada de Fourier, temos

̂(
∂

∂s
(gγ(t− s, · − y)(ξ))

)
= ∂

∂s
̂((gγ(t− s, · − y))(ξ))

= ∂

∂s

(
e−iy·ξĝγ(t− s, ξ)

)
= ∂

∂s

(
e−iy·ξe−|ξ|2γ(t−s)

)
= |ξ|2γe−iy·ξe−|ξ|2γ(t−s). (4.13)

Como definimos ̂((−∆)γϕ)(ξ) = |ξ|2γϕ̂(ξ), segue que

̂((−∆)γ(gγ(t− s, · − y))(ξ)) = |ξ|2γ ̂(gγ(t− s, · − y)) (ξ)
= |ξ|2γe−iy·ξĝγ(t− s, ξ)
= |ξ|2γe−iy·ξe−|ξ|2γ(t−s). (4.14)

Logo, de (4.13) e (4.14) segue que

∂

∂s
(gγ(t− s, x− y)) = (−∆)γ(gγ(t− s, x− y)).

Mostremos também a comutatividade do operador laplaciano fracionário (−∆)γ com
o operador convolução com gγ, ou seja,

((−∆)γ(gγ(t− s, ·)) ∗ u(s, ·))(x) = (gγ(t− s, ·) ∗ (−∆)γ(u(s, ·)))(x). (4.15)

Usando a propriedade da transformada de Fourier de uma convolução (ver [12], pág.
100), (f̂ ∗ g)(ξ) = f̂(ξ)ĝ(ξ), e aplicando a transformada de Fourier, temos

̂(((−∆)γ(gγ(t− s, ·))) ∗ u(s, ·))(ξ) = ̂((−∆)γ(gγ(t− s, ·)))(ξ)û(s, ξ)
= |ξ|2γ ̂gγ(t− s, ·)(ξ)û(s, ξ), (4.16)

e ainda, temos também que

̂(gγ(t− s, ·) ∗ ((−∆)γ(u(s, ·))))(ξ) = ̂gγ(t− s, ·)(ξ) ̂((−∆)γ(u(s, ·)))(ξ)
= ̂gγ(t− s, ·)(ξ)|ξ|2γû(s, ξ). (4.17)
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De (4.16) e (4.17), segue que (4.15) é verdadeira.
Agora, como u é solução clássica de (4.1), temos

∂u

∂s
(s, x) = −((−∆)γu)(s, x) − f (u(s, x)) .

Agora, substituímos as equações (4.12) e (4.15) na igualdade obtida em (4.11) para
obtermos

∂ψ

∂s
(s) =

∫
Rn

∂

∂s
(gγ(t− s, x− y))u(s, y) dy +

∫
Rn
gγ(t− s, x− y)∂u

∂s
(s, y) dy

=
∫
Rn

(−∆)γ(gγ(t− s, x− y))u(s, y) dy +
∫
Rn
gγ(t− s, x− y)∂u

∂s
(s, y) dy

= ((−∆)γ(gγ(t− s, ·)) ∗ u(s, ·)) (x) +Gγ(t− s)∂u
∂s

(s, y)

= Gγ(t− s)∂u
∂s

(s, y) + (gγ(t− s, ·) ∗ (−∆)γ(u(s, ·))) (x)

= Gγ(t− s) (−(−∆)γu)(s, x) − f (u(s, x))) +Gγ(t− s)(−∆)γu(s, x)
= −Gγ(t− s)(−∆)γu(s, x) −Gγ(t− s)f (u(s, x)) +Gγ(t− s)(−∆)γu(s, x)
= −Gγ(t− s)f (u(s, x)) ,

ou seja, em suma temos que

∂ψ

∂s
(s) = −Gγ(t− s)f (u(s, x)) .

Por fim, integrando a igualdade acima no intervalo de 0 a t, temos

ψ(t) − ψ(0) = −
∫ t

0
Gγ(t− s)f (u(s, x)) ds. (4.18)

Notemos agora que ψ(0) = Gγ(0)u(0, x) = Gγ(t)u0(x). além disso, ψ(t) = Gγ(0)u(t, x)
e aplicando a transformada de Fourier, temos que

̂Gγ(0)u(t, ·)(ξ) = ̂(gγ(0, ·) ∗ u(t, ·))(ξ)
= ĝγ(0, ξ)û(t, ξ)
= e−|ξ|2γ0 · û(t, ξ)
= û(t, ξ),

ou seja, temos que
ψ(t) = Gγ(0)u(t, x) = u(t, x).

Retornando para a igualdade (4.18), temos

u(t, x) = Gγ(t)u0(x) −
∫ t

0
Gγ(t− s)f (u(s, x)) ds. (4.19)

Portanto, concluímos que toda solução clássica do problema de Cauchy (4.1) satisfaz
a equação integral (4.19).

A fim de simplificar a nossa notação, denotaremos a parte não linear, da seguinte
forma:

B(u)(t, x) = −
∫ t

0
Gγ(t− s)f (u(s, x)) ds.
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Logo, (4.19) pode ser reescrita como:

u(t, x) = Gγ(t)u0(x) +B(u)(t, x).

Apresentaremos, agora, os espaços funcionais adequados para o nosso estudo e, por
fim, formalizaremos a definição de solução mild global. Abaixo, a notação BC ((0,∞), X)
representa o conjunto das funções contínuas e limitadas do intervalo (0,∞) para o espaço
de Banach X.

Definição 4.5. Seja 1 ≤ q < ∞ e α = 2
ρ− 1 − n

γq
. Definimos os seguintes espaços de

Banach:

E := BC
(

(0,∞), L
n(ρ−1)

2γ
,∞
)
, Eq := {u ∈ E : tα

2 u ∈ BC ((0,∞), Lq,∞)},

munidos, respectivamente, das normas

∥h∥E = sup
t>0

∥h(t, ·)∥
L

n(ρ−1)
2γ ,∞ , ∥h∥Eq = ∥h∥E + sup

t>0
t

α
2 ∥h(t, ·)∥Lq,∞ .

Definição 4.6. Uma solução mild global para o problema de Cauchy (4.1) em E (em Eq)
é uma função u(t, x) no correspondente espaço (E ou Eq) que satisfaz

u(t, x) = Gγ(t)u0(x) +B(u)(t, x) = Gγ(t)u0(x) −
∫ t

0
Gγ(t− s)f(u(s, x)) ds

e u(t, x) ⇀ u0(x), quando t → 0+, em que o limite é tomado sobre a topologia fraca-∗ de
L

n(ρ−1)
2γ

,∞.

4.4 Boa-colocação, regularização e Unicidade de So-
luções Mild Global

Nesta seção, traremos os principais resultados do capítulo (que serão demonstrados
mais adiante) que garantem a existência, unicidade e regularização de soluções mild para
o problema (4.1).

Teorema 4.7 (Boa-colocação). Seja 0 < γ < n
2 , n

n−2γ
< ρ < ∞ e u0 ∈ L

n(ρ−1)
2γ

,∞. Existem
constantes δ > 0 e ε = ε(δ) > 0 tal que se ∥u0∥

L
n(ρ−1)

2γ ,∞ < δ, então o problema de valor
inicial (4.1) possui uma solução mild global u(t, x) ∈ E, no sentido da definição 4.6, e a
solução é única em B(0, 2ε) ⊂ E.

Mais ainda, supondo u0 ∈ L
n(ρ−1)

2γ
,∞ ∩ Lp,∞, com 1 < p′ < n

2γ
(p′ índice conjugado de

p), existe δp > 0 em que δp ≤ δ, tal que se ∥u0∥
L

n(ρ−1)
2γ ,∞ < δp, então a solução anterior

u(t, x) pertence a BC ((0,∞), Lp,∞).

Teorema 4.8 (Regularização). Sob as hipóteses do Teorema 4.7, para qualquer n(ρ−1)
2γ

<

q < nρ(ρ−1)
2γ

, existe 0 < δq < δ tal que se ∥u0∥
L

n(ρ−1)
2γ ,∞ < δq, então a solução u(t, x) do

teorema 4.7, pertence ao espaço Eq.
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Teorema 4.9 (Unicidade). Suponha que 0 < γ < n
2 , n

n−2γ
< ρ < ∞ e n(ρ−1)

2γ
< q <

nρ(ρ−1)
2γ

. Sejam u e v duas soluções mild do problema de valor inicial (4.1) na classe

C
(

[0,∞);L
n(ρ−1)

2γ

)
com condição inicial u0 ∈ L

n(ρ−1)
2γ . Então u = v.

Agora, apresentaremos um resultado de ponto fixo que será utilizado para garantir
a existência e a unicidade da solução mild do problema (4.1). Este resultado é uma
generalização do Teorema 13.2 (pág. 124) de [16].

Lema 4.10 (Lema Abstrato). Seja 1 < ρ < ∞ e X um espaço de Banach, com norma
∥ · ∥ e B : X → X uma aplicação que satisfaz

∥B(x)∥ ≤ K∥x∥ρ e ∥B(x) −B(z)∥ ≤ K∥x− z∥
(
∥x∥ρ−1 + ∥z∥ρ−1

)
.

Seja R > 0 a única raiz positiva da equação 2ρKaρ−1−1 = 0. Dado 0 < ε < R e y ∈ X
com y ̸= 0 tal que ∥y∥ < ε, então existe a solução x ∈ X para a a equação x = y + B(x)
tal que ∥x∥ ≤ 2ε e a solução é única na bola B(0, 2ε). Mais ainda, a solução depende
continuamente de y, no seguinte sentido:

Se ∥ỹ∥ ≤ ε, x̃ = ỹ +B(x̃) e ∥x̃∥ ≤ 2ε, então

∥x− x̃∥ ≤ 1
1 − 2ρKερ−1 ∥y − ỹ∥.

Demonstração. Dado y ∈ X, com y ̸= 0, definimos F : X → X tal que F (x) = y +B(x).
Notemos inicialmente que dado 0 < ε < R, em que R é a única raiz positiva da equação
2ρKaρ−1 − 1 = 0 segue que 2ρKερ−1 − 1 < 0.

Mostremos que F (B̄(0, 2ε)) ⊂ B̄(0, 2ε). Para isso, tomemos x ∈ B̄(0, 2ε). Como
∥y∥ < ε e 2ρKερ−1 < 1, temos

∥F (x)∥ = ∥y +B(x)∥ ≤ ∥y∥ + ∥B(x)∥ ≤ ε+K∥x∥ρ ≤ ε+ 2ρKερ−1ε < ε+ ε = 2ε,

ou seja, F (B̄(0, 2ε)) ⊂ B̄(0, 2ε).
Agora, mostremos que F é uma contração em B̄(0, 2ε). Sejam x, z ∈ B̄(0, 2ε). Temos

que

∥F (x) − F (z)∥ = ∥y +B(x) − y −B(z)∥
= ∥B(x) −B(z)∥
≤ K∥x− z∥

(
∥x∥ρ−1 + ∥z∥ρ−1

)
≤ K∥x− z∥

(
2ρ−1ερ−1 + 2ρ−1ερ−1

)
, (pois ∥x∥ ≤ 2ε e ∥z∥ ≤ 2ε)

= ∥x− z∥2ρKερ−1

≤ ∥x− z∥, (pois 2ρKερ−1 < 1),

ou seja, F é uma contração de B̄(0, 2ε) em B̄(0, 2ε).
Como X é um espaço métrico completo, com a métrica d(x, z) = ∥x − z∥ e como

B̄(0, 2ε) ⊂ X é fechado em X, então B̄(0, 2ε) é também um espaço métrico completo.
Desse modo, utilizando agora o Teorema do ponto fixo de Banach para contrações

(ver [17], pág. 278), existe um único x, com ∥x∥ ≤ 2ε, que é ponto fixo de F , ou seja,
x = F (x) = y +B(x), como queríamos.



Estimativas do Termo Não Linear 73

Por fim, para finalizarmos a demonstração do lema, tomemos ỹ ∈ X tal que ∥ỹ∥ ≤ ε
e x̃ = ỹ +B(x̃), com ∥x̃∥ ≤ 2ε. Daí,

∥x− x̃∥ = ∥y +B(x) − ỹ −B(x̃)∥
≤ ∥y − ỹ∥ + ∥B(x) −B(x̃)∥
≤ ∥y − ỹ∥ +K∥x− x̃∥

(
∥x∥ρ−1 + ∥x̃∥ρ−1

)
≤ ∥y − ỹ∥ +K∥x− x̃∥

(
2ρ−1ερ−1 + 2ρ−1ερ−1

)
, (pois ∥x∥ ≤ 2ε e ∥x̃∥ ≤ 2ε)

= ∥y − ỹ∥ + ∥x− x̃∥2ρKερ−1,

ou seja,
∥x− x̃∥ ≤ ∥y − ỹ∥ + ∥x− x̃∥2ρKερ−1.

Logo, obtemos que
∥x− x̃∥ ≤ 1

1 − 2ρKερ−1 ∥y − ỹ∥.

Observação 4.11. A solução da equação x = y + B(x), que é o ponto fixo, no teorema
do ponto fixo de Banach, é obtida por meio do método de aproximações sucessivas. Desse
modo x = F (x) obtido no Lema 4.10 é o limite da sequência (xn), tal que

x1 = y e xn+1 = F (xn) = y +B(xn), n ∈ N.

Para demonstrar os teoremas desta seção, devemos aplicar o Lema abstrato (4.10)
para X = E e X = Eq. Sendo assim, nas próximas seções encontraremos estimativas
para o termo não linear e linear de (4.19).

4.5 Estimativas do Termo Não Linear
A demonstração do lema abaixo é similar a demonstração do corolário 3.2 em [18].

Lema 4.12. Seja 0 < γ < ∞ e 1 < p < q < ∞, então existe C > 0 tal que∫ ∞

0
t

1
2γ (n

p
− n

q )−1∥Gγ(t)ϕ∥Lq,1 dt ≤ C∥ϕ∥Lp,1 , ∀ϕ ∈ Lp,1.

Demonstração. Tomando ϕ ∈ Lp,1, definimos ξϕ(t) = t
1

2γ (n
p

− n
q )−1∥Gγ(t)ϕ∥Lq,1 . Tomemos

também 1 < p1 < p < p2 < q de modo que
(

n
p

− n
p2

)
< 2γ. Agora, pelo Lema 4.4, temos

∥Gγ(t)ϕ∥Lq,1 ≤ Ct
− n

2γ

(
1

pk
− 1

q

)
∥ϕ∥Lpk,1 , k = 1, 2.

Assim, conseguimos uma estimativa para a função ξϕ do seguinte modo:

ξϕ(t) = t
1

2γ (n
p

− n
q )−1∥Gγ(t)ϕ∥Lq,1

≤ Ct
1

2γ

(
n
p

− n
pk

−2γ

)
∥ϕ∥Lpk,1 , k = 1, 2. (4.20)

Agora, por questões de facilidade na manipulação, definimos 1
lk

:= 1
2γ

(
n
pk

− n
p

+ 2γ
)
,

com k = 1, 2 que satisfaz 0 < l1 < 1 < l2.
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Mostremos, então, que ∥ξϕ∥∗
Llk,∞ ≤ C∥ϕ∥∗

Lpk,∞ , com k = 1, 2.
Para tanto, definimos gk(t) := C̃t

− 1
lk , com C̃ = C∥ϕ∥Lpk,1 .

Notemos que, por 4.20, temos que ξϕ(t) ≤ gk(t) e que pela Proposição 2.21, item 2.,
segue que ξ∗

ϕ ≤ g∗
k e, assim,

∥ξϕ∥∗
Llk,∞ ≤ ∥gk∥∗

Llk,∞

.
Agora, calculando ∥gk∥∗

Llk,∞ , temos

dgk
(α) = m ({t ∈ (0,∞) : |gk(t)| > α})

= m
(

{t ∈ (0,∞) : C̃t−
1
lk > α}

)
= m

(
{t ∈ (0,∞) : (C̃α−1)lk > t}

)
= (C̃α−1)lk .

Daí, pela Observação 3.2, item 2., temos ∥gk∥∗
Llk,∞ = ∥gk∥lk,∞ e, assim,

∥gk∥∗
Llk,∞ = sup

s>0
s(dgk

(s))
1
lk

= sup
s>0

s((C̃s−1)lk)
1
lk

= C̃ = C∥ϕ∥Lpk,1 .

Utilizando a Proposição 3.8, temos para k = 1, 2 que

∥ξϕ∥∗
Llk,∞ ≤ C∥ϕ∥Lpk,1 ≤ C̄k∥ϕ∥∗

Lpk,1 , C̄k = C
pk

pk − 1 .

Tomando então θ ∈ (0, 1) tal que 1
p

= θ
p1

+ 1−θ
p2

notamos que

θ

l1
+ 1 − θ

l2
= θ

2γ

(
n

p1
− n

p
+ 2γ

)
+ 1 − θ

2γ

(
n

p2
− n

p
+ 2γ

)

= θ

2γ

(
n

p1

)
− θ

2γ

(
n

p2

)
+ 1

2γ

(
n

p2

)
− 1

2γ

(
n

p

)
+ 1

= n

2γ

(
θ

p1
+ 1 − θ

p2

)
− n

2γ

(
1
p

)
+ 1

= n

2γ

(
1
p

)
− n

2γ

(
1
p

)
+ 1 = 1.

Considerando, então, o operador ϕ → Tϕ = ξϕ que é claramente quasi-linear, pelo
Teorema 3.29, com q = q̃ = 1, existe uma constante B > 0 tal que

∥Tϕ∥∗
L1,1 = ∥ξϕ∥∗

L1,1 ≤ B∥ϕ∥∗
Lp,1 .

Uma vez que L1,1(0,∞) = L1(0,∞) (Observação 3.2, item 3.), e fazendo uso nova-
mente da Proposição 3.8, segue que

∥ξϕ∥∗
L1,1 = ∥ξϕ∥1

=
∫ ∞

0
t

1
2γ (n

p
− n

q )−1∥Gγ(t)ϕ∥Lq,1 dt

≤ B∥ϕ∥∗
Lp,1

≤ B∥ϕ∥Lp,1
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ou seja, ∫ ∞

0
t

1
2γ (n

p
− n

q )−1∥Gγ(t)ϕ∥Lq,1 dt ≤ B∥ϕ∥Lp,1 , como queríamos.

Consideremos agora o seguinte operador

C(h)(x) =
∫ ∞

0
Gγ(s)f(h(s, x)) ds.

Mostraremos a continuidade do operador acima para mostrarmos a continuidade do
operador B(u) da formulação mild.

Lema 4.13. Seja n
n−2γ

< ρ < ∞ e h ∈ L∞
(

(0,∞);L
n(ρ−1)

2γ
,∞
)

. Então,

∥C(h)∥
L

n(ρ−1)
2γ ,∞ ≤ K sup

t>0
∥h(t, ·)∥ρ

L
n(ρ−1)

2γ ,∞
. (4.21)

Mais ainda, se h ∈ L∞
(

(0,∞);L
n(ρ−1)

2γ
,∞ ∩ Lp,∞

)
, com 1 < p′ < n

2γ
, então

∥C(h)∥Lp,∞ ≤ Kp sup
t>0

∥h(t, ·)∥ρ−1

L
n(ρ−1)

2γ ,∞
sup
t>0

∥h(t, ·)∥Lp,∞ . (4.22)

Demonstração. Inicialmente, para facilitar a notação, denotaremos l = n(ρ−1)
2γ

.
Notemos que, como por hipótese n

n−2γ
< ρ < ∞ então, segue imediatamente que

1 < ρ < l.
Agora, como f satisfaz a condição imposta no problema de Cauchy em (4.2), ou seja,

f : R → R tal que, para todo a1, a2 ∈ R, temos

|f(a1) − f(a2)| ≤ η|a2 − a1|
(
|a2|ρ−1 + |a1|ρ−1

)
e f(0) = 0,

segue então que
|f(h(t, x))| ≤ η|h(t, x)|ρ. (4.23)

Mostremos agora ∥f(h(t, ·))∥
L

l
ρ ,∞ ≤ ηC (∥h(t, ·)∥Ll,∞)ρ .

Pela Proposição 2.22, item 1., segue que

(|h|ρ(t, ·))∗ = ((h(t, ·))∗)ρ . (4.24)

E assim, temos

∥|h|ρ(t, ·)∥∗
L

l
ρ ,∞ = sup

τ>0
τ

ρ
l (|h|ρ(t, ·))∗ (τ)

= sup
τ>0

τ
ρ
l ((h(t, ·))∗(τ))ρ

= sup
τ>0

(
τ

1
l (h(t, ·))∗(τ)

)ρ

≤
(

sup
τ>0

τ
1
l (h(t, ·))∗(τ)

)ρ

= (∥h(t, ·)∥∗
Ll,∞)ρ .

Usando a Proposição 3.8, temos

∥|h|ρ(t, ·)∥
L

l
ρ ,∞ ≤ ∥|h|ρ(t, ·)∥∗

L
l
ρ ,∞ ≤ (∥h(t, ·)∥∗

Ll,∞)ρ ≤ C (∥h(t, ·)∥Ll,∞)ρ .
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Agora, como h ∈ Ll,∞, segue de (4.23) que

∥f(h(t, ·))∥
L

l
ρ ,∞ ≤ η∥|h|ρ(t, ·)∥

L
l
ρ ,∞ ≤ ηC (∥h(t, ·)∥Ll,∞)ρ , (4.25)

ou seja, f(h(t, ·)) ∈ L
l
ρ

,∞.
Agora, pelo Teorema de dualidade 3.20, o espaço Ll,∞ é o dual do espaço Ll′,1. Desse

modo, tomando ϕ ∈ Ll′,1, temos

∥C(h)∥Ll,∞ = sup
∥ϕ∥

Ll′,1 =1

∣∣∣∣∫
Rn
C(h)(x)ϕ(x) dx

∣∣∣∣
= sup

∥ϕ∥
Ll′,1 =1

∣∣∣∣∫
Rn

[∫ ∞

0
Gγ(s)f(h(s, x)) ds

]
ϕ(x) dx

∣∣∣∣
= sup

∥ϕ∥
Ll′,1 =1

∣∣∣∣∫
Rn

[∫ ∞

0

(∫
Rn
gγ(s, x− y)f(h(s, y)) dy

)
ds
]
ϕ(x) dx

∣∣∣∣
= sup

∥ϕ∥
Ll′,1 =1

∣∣∣∣∫ ∞

0

∫
Rn

∫
Rn
gγ(s, y − x)ϕ(x)f(h(s, y)) dx dy ds

∣∣∣∣
= sup

∥ϕ∥
Ll′,1 =1

∣∣∣∣∫ ∞

0

∫
Rn
Gγ(s)ϕ(y)f(h(s, y)) dy ds

∣∣∣∣
≤ sup

∥ϕ∥
Ll′,1 =1

(∫ ∞

0
∥f(h(s, ·))Gγ(s)ϕ∥1 ds

)
, (4.26)

em que usamos o Teorema de Fubini e o Lema 4.2 na quarta igualdade.
Assim, de (4.26) e usando a desigualdade do tipo Hölder (Teorema 3.15) e (4.25),

temos

∥C(h)∥Ll,∞ ≤ sup
∥ϕ∥

Ll′,1 =1

∫ ∞

0
∥f(h(s, ·))Gγ(s)ϕ∥1 ds

≤ sup
∥ϕ∥

Ll′,1 =1

∫ ∞

0
∥f(h(s, ·))∥

L
l
ρ ,∞∥Gγ(s)ϕ∥

L
l

l−ρ
,1 ds

≤ sup
∥ϕ∥

Ll′,1 =1

∫ ∞

0
ηC (∥h(s, ·)∥Ll,∞)ρ ∥Gγ(s)ϕ∥

L
l

l−ρ
,1 ds

≤ ηC sup
t>0

(∥h(t, ·)∥Ll,∞)ρ sup
∥ϕ∥

Ll′,1 =1

∫ ∞

0
∥Gγ(s)ϕ∥

L
l

l−ρ
,1 ds. (4.27)

Agora, do Lema 4.12, já que l
l−ρ

> l′ (l′ = l
l−1) e n

2γ

(
1
l′

− l−p
l

)
− 1 = 0, e de (4.27),

segue que

∥C(h)∥Ll,∞ ≤ ηC sup
t>0

(∥h(t, ·)∥Ll,∞)ρ sup
∥ϕ∥

Ll′,1 =1

∫ ∞

0
∥Gγ(s)ϕ∥

L
l

l−ρ
,1 ds

≤ ηC sup
t>0

(∥h(t, ·)∥Ll,∞)ρ sup
∥ϕ∥

Ll′,1 =1
C1∥ϕ∥Ll′,1

= ηCC1 sup
t>0

(∥h(t, ·)∥Ll,∞)ρ .

Portanto, acabamos de mostrar que

∥C(h)∥
L

n(ρ−1)
2γ ,∞ ≤ K sup

t>0
∥h(t, ·)∥ρ

L
n(ρ−1)

2γ ,∞
.
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Agora, para a segunda desigualdade do lema, tomemos inicialmente r > 1, tal que
1
r

= 1
p

+ 2γ
n

. Assim, como h(t, ·) ∈ Ll,∞ ∩ Lp,∞, de (4.23), da Proposição 3.8 e de (4.24),
segue que

∥f(h(t, ·))∥Lr,∞ ≤ η∥|h(t, ·)|ρ∥Lr,∞

≤ ηC∥|h(t, ·)|ρ∥∗
Lr,∞

= ηC sup
τ>0

τ
1
r (|h(t, ·)|ρ)∗(τ)

= ηC sup
τ>0

τ
1
p τ

2γ
n ((h(t, ·))∗(τ))ρ

= ηC sup
τ>0

τ
1
p (h(t, ·))∗(τ)τ

2γ
n ((h(t, ·))∗(τ))ρ−1

≤ ηC sup
τ>0

τ
1
p (h(t, ·))∗(τ) sup

τ>0
τ

2γ
n (h(t, ·)∗(τ))ρ−1

= ηC sup
τ>0

τ
1
p (h(t, ·))∗(τ) sup

τ>0

(
τ

2γ
n(ρ−1) (h(t, ·))∗(τ)

)ρ−1

≤ ηC sup
τ>0

τ
1
p (h(t, ·))∗(τ)

(
sup
τ>0

τ
2γ

n(ρ−1) (h(t, ·))∗(τ)
)ρ−1

= ηC∥h(t, ·)∥∗
Lp,∞ (∥h(t, ·)∥∗

Ll,∞)ρ−1

≤ ηC∥h(t, ·)∥Lp,∞ (∥h(t, ·)∥Ll,∞)ρ−1 . (4.28)

Pelo Teorema de dualidade 3.20, o espaço Lp,∞ é o dual do espaço Lp′,1. Repetindo o
mesmo processo que foi feito em (4.26), temos que

∥C(h)∥Lp,∞ ≤ sup
∥ϕ∥

Lp′,1 =1

(∫ ∞

0
∥f(h(s, ·))Gγ(s)ϕ∥1 ds

)
.

Assim, da desigualdade do tipo Hölder (Teorema 3.15) e de (4.28), segue que

∥C(h)∥Lp,∞ ≤ sup
∥ϕ∥

Lp′,1 =1

(∫ ∞

0
∥f(h(s, ·))Gγ(s)ϕ∥1 ds

)

≤ sup
∥ϕ∥

Lp′,1 =1

∫ ∞

0
∥f(h(s, ·))∥Lr,∞∥Gγ(s)ϕ∥Lr′,1 ds

≤ sup
∥ϕ∥

Lp′,1 =1

∫ ∞

0
ηC∥h(s, ·)∥Lp,∞ (∥h(s, ·)∥Ll,∞)ρ−1 ∥Gγ(s)ϕ∥Lr′,1 ds

≤ ηC sup
t>0

∥h(t, ·)∥Lp,∞ sup
t>0

(∥h(t, ·)∥Ll,∞)ρ−1 sup
∥ϕ∥

Lp′,1 =1

∫ ∞

0
∥Gγ(s)ϕ∥Lr′,1 ds.

(4.29)

Agora, do Lema 4.12, já que r′ > p′ e n
2γ

(
1
p′ − l

r′

)
− 1 = 0 (lembrando que, por

hipótese, 1 < p′ < n
2γ

), e de (4.29), obtemos

∥C(h)∥Lp,∞ ≤ ηC sup
t>0

∥h(t, ·)∥Lp,∞ sup
t>0

(∥h(t, ·)∥Ll,∞)ρ−1 sup
∥ϕ∥

Lp′,1 =1

∫ ∞

0
∥Gγ(s)ϕ∥Lr′,1 ds

≤ ηC sup
t>0

∥h(t, ·)∥Lp,∞ sup
t>0

(∥h(t, ·)∥Ll,∞)ρ−1 sup
∥ϕ∥

Lp′,1 =1
C1∥ϕ∥Lp′,1

= ηCC1 sup
t>0

∥h(t, ·)∥Lp,∞ sup
t>0

(∥h(t, ·)∥Ll,∞)ρ−1 .
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Portando, concluímos que

∥C(h)∥Lp,∞ ≤ Kp sup
t>0

∥h(t, ·)∥ρ−1

L
n(ρ−1)

2γ ,∞
sup
t>0

∥h(t, ·)∥Lp,∞ ,

como queríamos.

Agora estamos em condições de mostrar a continuidade do operador B(u)(t, x).
Consideremos a seguinte função

h(s, ·) =
u(t− s, ·), se s ∈ [0, t]

0, caso contrário.

Daí, usando a lei de h(s, ·) e o fato de que f(0) = 0 (ver (4.2)), segue que

C(h)(x) =
∫ ∞

0
Gγ(s)f(h(s, x)) ds

=
∫ t

0
gγ(s, x) ∗ f(h(s, x)) ds+

∫ ∞

t
gγ(s, x) ∗ f(h(s, x)) ds

=
∫ t

0
gγ(s, x) ∗ f(u(t− s, x)) ds

= −
∫ 0

t
gγ(t− s, x) ∗ f(u(s, x)) ds

=
∫ t

0
gγ(t− s, x) ∗ f(u(s, x)) ds

=
∫ t

0
Gγ(t− s)f(u(s, x)) ds

= −B(u)(t, x).

Desse modo, se u ∈ L∞
(

(0,∞);L
n(ρ−1)

2γ
,∞
)

, então, usando a igualdade (4.21) do Lema
4.13, temos que

∥B(u)(t, ·)∥
L

n(ρ−1)
2γ ,∞ = ∥ −B(u)(t, ·)∥

L
n(ρ−1)

2γ ,∞

= ∥C(h)∥
L

n(ρ−1)
2γ ,∞

≤ K sup
t>0

∥h(t, ·)∥ρ

L
n(ρ−1)

2γ ,∞

≤ K sup
t>0

∥u(t, ·)∥ρ

L
n(ρ−1)

2γ ,∞
. (4.30)

Agora, se u ∈ L∞
(

(0,∞);L
n(ρ−1)

2γ
,∞ ∩ Lp,∞

)
, então, usando a equação (4.22) do Lema

4.13, temos que

∥B(u)(t, ·)∥Lp,∞ = ∥ −B(u)(t, ·)∥Lp,∞

= ∥C(h)∥Lp,∞

≤ Kp sup
t>0

∥h(t, ·)∥ρ−1

L
n(ρ−1)

2γ ,∞
sup
t>0

∥h(t, ·)∥Lp,∞

≤ Kp sup
t>0

∥u(t, ·)∥ρ−1

L
n(ρ−1)

2γ ,∞
sup
t>0

∥u(t, ·)∥Lp,∞ . (4.31)

Lema 4.14. Sejam n
n−2γ

< ρ < ∞, l = n(ρ−1)
2γ

e u, v ∈ L∞
(
(0,∞);Ll,∞

)
. Então
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sup
t>0

∥B(u)(t, ·) −B(v)(t, ·)∥Ll,∞ ≤ K sup
t>0

∥u(t, ·) − v(t, ·)∥Ll,∞(
sup
t>0

∥u(t, ·)∥ρ−1
Ll,∞ + sup

t>0
∥v(t, ·)∥ρ−1

Ll,∞

)
. (4.32)

Mais ainda, se u, v ∈ L∞
(
(0,∞);Ll,∞ ∩ Lp,∞

)
, com 1 < p′ < n

2γ
, então

sup
t>0

∥B(u)(t, ·) −B(v)(t, ·)∥Lp,∞ ≤ Kp sup
t>0

∥u(t, ·) − v(t, ·)∥Lp,∞(
sup
t>0

∥u(t, ·)∥ρ−1
Ll,∞ + sup

t>0
∥v(t, ·)∥ρ−1

Ll,∞

)
. (4.33)

Demonstração. Tomemos inicialmente,

h(s, ·) =
u(t− s, ·), se s ∈ [0, t]

0, caso contrário

e ainda,

g(s, ·) =
v(t− s, ·), se s ∈ [0, t]

0, caso contrário

Começaremos por demonstrar a desigualdade (4.32).
Para isso, mostremos que ∥|h|ρ−1(t, ·)∥∗

L
l

ρ−1 ,∞ ≤
(
∥h(t, ·)∥∗

Ll,∞

)ρ−1
.

Pela Proposição 2.22, item 1., segue que(
|h|ρ−1(t, ·)

)∗
(τ) = ((h(t, ·))∗(τ))ρ−1 . (4.34)

E assim, temos também que

∥|h|ρ−1(t, ·)∥∗
L

l
ρ−1 ,∞ = sup

τ>0
τ

ρ−1
l

(
|h|ρ−1(t, ·)

)∗
(τ)

= sup
τ>0

τ
ρ−1

l ((h(t, ·))∗(τ))ρ−1

= sup
τ>0

(
τ

1
l (h(t, ·))∗(τ)

)ρ−1

≤
(

sup
τ>0

τ
1
l (h(t, ·))∗(τ)

)ρ−1

= (∥h((t, ·))∥∗
Ll,∞)ρ−1 .

Usando a Proposição 3.8, temos

∥|h|ρ−1(t, ·)∥
L

l
ρ−1 ,∞ ≤ C∥|h|ρ−1(t, ·)∥∗

L
l

ρ−1 ,∞ ≤ C (∥h(t, ·)∥∗
Ll,∞)ρ−1 ≤ C (∥h(t, ·)∥Ll,∞)ρ−1 .

(4.35)
Procedendo de modo análogo, temos

∥|g|ρ−1(t, ·)∥
L

l
ρ−1 ,∞ ≤ C∥|g|ρ−1(t, ·)∥∗

L
l

ρ−1 ,∞ ≤ C (∥g(t, ·)∥∗
Ll,∞)ρ−1 ≤ C (∥g(t, ·)∥Ll,∞)ρ−1 .

(4.36)
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Agora, por (4.2), temos que

|f(h(s, x)) − f(g(s, x))| ≤ η|h(s, x) − g(s, x)|
(
|h(s, x)|ρ−1 + |g(s, x)|ρ−1

)
. (4.37)

Daí, como h, g ∈ Ll,∞ (pois u, v ∈ Ll,∞), da Proposição 3.8, da desigualdade de Hölder
para Lp-fraco 2.16 e de (4.35) e (4.36), segue que

∥f(h(s, ·)) − f(g(s, ·))∥
L

l
ρ ,∞ ≤ η∥|h(s, ·) − g(s, ·)|

(
|h(s, ·)|ρ−1 + |g(s, ·)|ρ−1

)
∥

L
l
ρ ,∞

≤ ηC∥|h(s, ·) − g(s, ·)|
(
|h(s, ·)|ρ−1 + |g(s, ·)|ρ−1

)
∥∗

L
l
ρ ,∞

≤ ηC∥h(s, ·) − g(s, ·)∥∗
Ll,∞

∥∥∥|h(s, ·)|ρ−1 + |g(s, ·)|ρ−1
∥∥∥∗

L
l

ρ−1 ,∞

≤ ηC∥h(s, ·) − g(s, ·)∥Ll,∞

∥∥∥|h(s, ·)|ρ−1 + |g(s, ·)|ρ−1
∥∥∥

L
l

ρ−1 ,∞

≤ ηC∥h(s, ·) − g(s, ·)∥Ll,∞

(∥∥∥|h|ρ−1(s, ·)
∥∥∥

L
l

ρ−1 ,∞ +
∥∥∥|g|ρ−1(s, ·)

∥∥∥
L

l
ρ−1 ,∞

)
≤ ηC∥h(s, ·) − g(s, ·)∥Ll,∞

(
∥h(s, ·)∥ρ−1

Ll,∞ + ∥g(s, ·)∥ρ−1
Ll,∞

)
.

Agora, pelo Teorema de dualidade 3.20, o espaço Ll,∞ é o dual do espaço Ll′,1. Daí,
repetindo o mesmo processo utilizado para obter (4.21) do Lema 4.13, temos

∥C(h) − C(g)∥Ll,∞ ≤ K sup
t>0

∥h(t, ·) − g(t, ·)∥Ll,∞

(
sup
t>0

∥h(t, ·)∥ρ−1
Ll,∞ + sup

t>0
∥g(t, ·)∥ρ−1

Ll,∞

)
.

Já mostramos anteriormente que C(h)(x) = −B(u)(t, x) e, analogamente, podemos
mostrar que C(g)(x) = −B(v)(t, x). Assim, usando a lei de h(s, ·) e g(s, ·), temos

sup
t>0

∥B(u)(t, ·)−B(v)(t, ·)∥Ll,∞ ≤ K sup
t>0

∥u(t, ·)−v(t, ·)∥Ll,∞

(
sup
t>0

∥u(t, ·)∥ρ−1
Ll,∞ + sup

t>0
∥v(t, ·)∥ρ−1

Ll,∞

)
.

Vamos, agora, demonstrar a desigualdade 4.33.
Para isso observemos, primeiramente, que usando (4.34), obtemos

∥|h|ρ−1(t, ·)∥∗
L

n
2γ ,∞ = sup

τ>0
τ

2γ
n

(
|h|ρ−1(t, ·)

)∗
(τ)

= sup
τ>0

τ
2γ
n ((h(t, ·))∗(τ))ρ−1

= sup
τ>0

(
τ

2γ
n(ρ−1) (h(t, ·))∗(τ)

)ρ−1

≤
(

sup
τ>0

τ
1
l (h(t, ·))∗(τ)

)ρ−1

= (∥h(t, ·)∥∗
Ll,∞)ρ−1 .

Usando a Proposição 3.8, temos

∥|h|ρ−1(t, ·)∥
L

n
2γ ,∞ ≤ C∥|h|ρ−1(t, ·)∥∗

L
n
2γ ,∞ ≤ C (∥h(t, ·)∥∗

Ll,∞)ρ−1 ≤ C (∥h(t, ·)∥Ll,∞)ρ−1 ,

(4.38)
e procedendo de modo análogo, segue que

∥|g|ρ−1(t, ·)∥
L

n
2γ ,∞ ≤ C∥|g|ρ−1(t, ·)∥∗

L
n
2γ ,∞ ≤ C (∥g(t, ·)∥∗

Ll,∞)ρ−1 ≤ C (∥g(t, ·)∥Ll,∞)ρ−1 .

(4.39)
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Agora, tomando 1
r

= 1
p

+ 2γ
n

, lembrando que h, g ∈ Ll,∞ ∩Lp,∞ (pois u, v ∈ Ll,∞ ∩Lp,∞)
e usando 4.37, a Proposição 3.8, a desigualdade de Hölder para Lp-fraco, (4.38) e (4.39),
temos que

∥f(h(s, ·)) − f(g(s, ·))∥Lr,∞ ≤ η∥|h(s, ·) − g(s, ·)|
(
|h(s, ·)|ρ−1 + |g(s, ·)|ρ−1

)
∥Lr,∞

≤ ηC∥|h(s, ·) − g(s, ·)|
(
|h(s, ·)|ρ−1 + |g(s, ·)|ρ−1

)
∥∗

Lr,∞

≤ ηC∥h(s, ·) − g(s, ·)∥∗
Lp,∞

∥∥∥|h(s, ·)|ρ−1 + |g(s, ·)|ρ−1
∥∥∥∗

L
n
2γ ,∞

≤ ηC∥h(s, ·) − g(s, ·)∥Lp,∞

∥∥∥|h(s, ·)|ρ−1 + |g(s, ·)|ρ−1
∥∥∥

L
n
2γ ,∞

≤ ηC∥h(s, ·) − g(s, ·)∥Lp,∞

(∥∥∥|h|ρ−1(s, ·)
∥∥∥

L
n
2γ ,∞

+
∥∥∥|g|ρ−1(s, ·)

∥∥∥
L

n
2γ ,∞

)
≤ ηC∥h(s, ·) − g(s, ·)∥Lp,∞

(
∥h(s, ·)∥ρ−1

Ll,∞ + ∥g(s, ·)∥ρ−1
Ll,∞

)
.

Do Teorema de dualidade 3.20 segue que o espaço Lp,∞ é o dual do espaço Lp′,1. Daí,
pelo mesmo processo utilizado anteriormente para obter (4.22) do Lema 4.13, temos

∥C(h) − C(g)∥Lp,∞ ≤ Kp sup
t>0

∥h(t, ·) − g(t, ·)∥Lp,∞

(
sup
t>0

∥h(t, ·)∥ρ−1
Ll,∞ + sup

t>0
∥g(t, ·)∥ρ−1

Ll,∞

)
.

Agora, como já mostramos anteriormente que C(h)(x) = −B(u)(t, x) e, também, que
C(g)(x) = −B(v)(t, x), usando a lei de h(s, ·) e g(s, ·), temos

sup
t>0

∥B(u)(t, ·) −B(v)(t, ·)∥Lp,∞ ≤ Kp sup
t>0

∥u(t, ·) − v(t, ·)∥Lp,∞(
sup
t>0

∥u(t, ·)∥ρ−1
Ll,∞ + sup

t>0
∥v(t, ·)∥ρ−1

Ll,∞

)
.

A seguir apresentaremos mais algumas estimativas do operador B(u). Para isso, pre-
cisaremos do seguinte resultado:

Proposição 4.15. Se x, y > 0, então∫ 1

0
tx−1 (1 − t)y−1 dt < ∞.

Demonstração. Tome 0 < λ < 1. Daí, temos∫ 1

0
tx−1 (1 − t)y−1 dt =

∫ λ

0
tx−1 (1 − t)y−1 dt+

∫ 1

λ
tx−1 (1 − t)y−1 dt

≤ max{1, (1 − λ)y−1}
∫ λ

0
tx−1 dt+ max{1, λx−1}

∫ 1

λ
(1 − t)y−1 dt

= max{1, (1 − λ)y−1}λ
x

x
+ max{1, λx−1}(1 − λ)y

y
< ∞.

Lema 4.16. Sejam n
n−2γ

< ρ < ∞, n(ρ−1)
2γ

< q < nρ(ρ−1)
2γ

, α = 2
ρ−1 − n

γq
e u ∈ Eq. Então,

sup
t>0

t
α
2 ∥B(u)(t, ·)∥Lq,∞ ≤ K

(
sup
t>0

t
α
2 ∥u(t, ·)∥Lq,∞

)ρ

. (4.40)
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Demonstração. Como f satisfaz a condição imposta no problema de Cauchy em (4.2), ou
seja, f : R → R tal que para todo a1, a2 ∈ R temos

|f(a1) − f(a2)| ≤ η|a2 − a1|
(
|a2|ρ−1 + |a1|ρ−1

)
e f(0) = 0,

segue, então, que
|f(u(t, x))| ≤ η|u(t, x)|ρ. (4.41)

Mostremos, agora, que ∥f(u(t, ·))∥
L

q
ρ ,∞ ≤ ηC (∥u(t, ·)∥Lq,∞)ρ .

Pela Proposição 2.22, item 1., segue que

(|u(t, ·)|ρ)∗ (τ) = (u(t, ·)∗(τ))ρ . (4.42)

E assim, temos também que

∥|u|ρ(t, ·)∥∗
L

q
ρ ,∞ = sup

τ>0
τ

ρ
q (|u(t, ·)|ρ)∗ (τ)

= sup
τ>0

τ
ρ
q ((u(t, ·))∗(τ))ρ

= sup
τ>0

(
τ

1
q (u(t, ·))∗(τ)

)ρ

≤
(

sup
τ>0

τ
1
q (u(t, ·))∗(τ)

)ρ

= (∥u(t, ·)∥∗
Lq,∞)ρ .

Usando a Proposição 3.8, temos

∥|u|ρ(t, ·)∥
L

q
ρ ,∞ ≤ C∥|u|ρ(t, ·)∥∗

L
q
ρ ,∞ ≤ (∥u(t, ·)∥∗

Lq,∞)ρ ≤ C (∥u(t, ·)∥Lq,∞)ρ .

Agora, segue de (4.41) que

∥f(u(t, ·))∥
L

q
ρ ,∞ ≤ η∥|u|ρ(t, ·)∥

L
q
ρ ,∞ ≤ ηC (∥u(t, ·)∥Lq,∞)ρ . (4.43)

Notemos que, como por hipótese n
n−2γ

< ρ < ∞, então segue que 1 < ρ < n(ρ−1)
2γ

e
como n(ρ−1)

2γ
< q < nρ(ρ−1)

2γ
, obtemos que

ρ <
n(ρ− 1)

2γ < q ⇒ 1 < q

ρ

e
q <

nρ(ρ− 1)
2γ ⇒ q

ρ
<
n(ρ− 1)

2γ < q.

Ou seja, temos que 1 < q
ρ
< q e, daí, do Lema 4.4 e de (4.43), segue que

∥B(u)(t, ·)∥Lq,∞ ≤
∫ t

0
∥Gγ(t− s)f(u(s, ·))∥Lq,∞ ds

≤ C1

∫ t

0
(t− s)− n

2γ ( ρ
q

− 1
q ) ∥f(u(s, ·))∥

L
q
ρ ,∞ ds

≤ C1

∫ t

0
(t− s)− n

2γ ( ρ
q

− 1
q ) ηC∥u(s, ·)∥ρ

Lq,∞ ds

≤ C1ηC
(∫ t

0
(t− s)− n

2γ ( ρ
q

− 1
q ) s−ρ α

2 ds
)(

sup
t>0

t
α
2 ∥u(t, ·)∥Lq,∞

)ρ

.(4.44)
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Observemos ainda que

1 − n

2γ

(
ρ

q
− 1
q

)
= 1 − n

2γ

(
ρ− 1
q

)
> 0,

pois n(ρ−1)
2γq

< 1, já que por hipótese n(ρ−1)
2γ

< q e que

1 − ρ
α

2 = 1 − (ρ− 1)α2 − α

2
= 1 − 1 + nρ

2γq − n

2γq − 1
ρ− 1 + n

2γq

= nρ

2γq − 1
ρ− 1 > 0,

pois 1
ρ−1 <

nρ
2γq

, já que por hipótese, q < nρ(ρ−1)
2γ

.
Ou seja, − n

2γ

(
ρ
q

− 1
q

)
= x− 1, com x > 0 e −ρα

2 = z − 1, com z > 0.
Além disso, temos que

− n

2γ

(
ρ

q
− 1
q

)
− ρ

α

2 + 1 = − nρ

2γq + n

2γq − ρ

ρ− 1 + nρ

2γq + 1

= n

2γq − ρ

ρ− 1 + 1

= n

2γq − 1
ρ− 1

= −α

2 .

Fazendo a mudança de variável y = s
t
, e usando as relações obtidas acima, segue que

∫ t

0
(t− s)− n

2γ ( ρ
q

− 1
q ) s−ρ α

2 ds =
(
t−

n
2γ ( ρ

q
− 1

q )−ρ α
2 +1

) ∫ 1

0
(1 − y)− n

2γ ( ρ
q

− 1
q ) y−ρ α

2 dy

= t−
α
2

∫ 1

0
(1 − y)x−1yz−1

= t−
α
2C2, (4.45)

em que usamos a Proposição 4.15 na última igualdade.
Logo, de 4.44 e de 4.45, temos

∥B(u)(t, ·)∥Lp,∞ ≤ C1ηCC2t
− α

2

(
sup
t>0

t
α
2 ∥u(t, ·)∥Lq,∞

)ρ

= Kt−
α
2

(
sup
t>0

t
α
2 ∥u(t, ·)∥Lq,∞

)ρ

,

em que K = C1ηCC2.
Desse modo, obtemos

sup
t>0

t
α
2 ∥B(u)(t, ·)∥Lq,∞ ≤ K

(
sup
t>0

t
α
2 ∥u(t, ·)∥Lq,∞

)ρ

.
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Lema 4.17. Sejam n
n−2γ

< ρ < ∞, n(ρ−1)
2γ

< q < nρ(ρ−1)
2γ

, α = 2
ρ−1 − n

γq
e u, v ∈ Eq. Então

sup
t>0

t
α
2 ∥B(u)(t, ·) −B(v)(t, ·)∥Lq,∞ ≤ Kq

(
sup
t>0

t
α
2 ∥u(t, ·) − v(t, ·)∥Lq,∞

)(sup
t>0

t
α
2 ∥u(t, ·)∥Lq,∞

)ρ−1

+
(

sup
t>0

t
α
2 ∥v(t, ·)∥Lq,∞

)ρ−1
 .

Demonstração. Primeiramente, notemos que usando a Proposição 2.22, item 1, temos que

∥|u|ρ−1(t, ·)∥∗
L

q
ρ−1 ,∞ = sup

τ>0
τ

ρ−1
q

(
|u|ρ−1(t, ·)

)∗
(τ)

= sup
τ>0

τ
ρ−1

q ((u(t, ·))∗(τ))ρ−1

= sup
τ>0

(
τ

1
q (u(t, ·))∗(τ)

)ρ−1

≤
(

sup
τ>0

τ
1
q (u(t, ·))∗(τ)

)ρ−1

= (∥u(t, ·)∥∗
Lq,∞)ρ−1 .

Da Proposição 3.8, temos

∥|u|ρ−1(t, ·)∥
L

q
ρ−1 ,∞ ≤ C∥|u|ρ−1(t, ·)∥∗

L
q

ρ−1 ,∞ ≤ C (∥u(t, ·)∥∗
Lq,∞)ρ−1 ≤ C (∥u(t, ·)∥Lq,∞)ρ−1 ,

(4.46)
e procedendo de modo análogo, segue que

∥|v|ρ−1(t, ·)∥
L

q
ρ−1 ,∞ ≤ C∥|v|ρ−1(t, ·)∥∗

L
q

ρ−1 ,∞ ≤ C (∥v(t, ·)∥∗
Lq,∞)ρ−1 ≤ C (∥v(t, ·)∥Lq,∞)ρ−1 .

(4.47)
Agora, tomando 1

r
= 1

q
+ ρ−1

q
, usando a condição inicial da função f (ver (4.2)), a

Proposição 3.8, a desigualdade de Hölder para Lp-fraco (Proposição 2.16), (4.46) e (4.47),
temos que

∥f(u(s, ·)) − f(v(s, ·))∥Lr,∞ ≤ η∥|u(s, ·) − v(s, ·)|
(
|u(s, ·)|ρ−1 + |v(s, ·)|ρ−1

)
∥Lr,∞

≤ ηC∥|u(s, ·) − v(s, ·)|
(
|u(s, ·)|ρ−1 + |v(s, ·)|ρ−1

)
∥∗

Lr,∞

≤ ηC∥u(s, ·) − v(s)∥∗
Lq,∞

∥∥∥|u(s, ·)|ρ−1 + |v(s, ·)|ρ−1
∥∥∥∗

L
q

ρ−1 ,∞

≤ ηC∥u(s, ·) − v(s, ·)∥Lq,∞

∥∥∥|u(s, ·)|ρ−1 + |v(s, ·)|ρ−1
∥∥∥

L
q

ρ−1 ,∞

≤ ηC∥u(s, ·) − v(s, ·)∥Lq,∞

(∥∥∥|u(s, ·)|ρ−1
∥∥∥

L
q

ρ−1 ,∞

+
∥∥∥|v(s, ·)|ρ−1

∥∥∥
L

q
ρ−1 ,∞

)
≤ ηC∥u(s, ·) − v(s, ·)∥Lq,∞

(
∥u(s, ·)∥ρ−1

Lq,∞

+∥v(s, ·)∥ρ−1
Lq,∞

)
. (4.48)

Notemos que, como 1
r

= 1
q

+ ρ−1
q

, então r = q
ρ
. Por hipótese n

n−2γ
< ρ < ∞ então,

segue que 1 < ρ < n(ρ−1)
2γ

e como n(ρ−1)
2γ

< q < nρ(ρ−1)
2γ

, temos que

ρ <
n(ρ− 1)

2γ < q ⇒ 1 < q

ρ
= r,
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q <
nρ(ρ− 1)

2γ ⇒ r = q

ρ
<
n(ρ− 1)

2γ < q.

Ou seja, temos que 1 < r < q. Daí, usando o Lema 4.4 e 4.48, temos que

∥B(u)(t, ·) −B(v)(t, ·)∥Lq,∞ ≤
∫ t

0
∥Gγ(t− s)[f(u(s, ·)) − f(v(s, ·))]∥Lq,∞ ds

≤ C1

∫ t

0
(t− s)− n

2γ
( 1

r
− 1

q
)∥f(u(s, ·)) − f(v(s, ·))∥Lr,∞ ds

≤ C1

∫ t

0
(t− s)− n

2γ
( 1

r
− 1

q
)ηC∥u(s, ·) − v(s, ·)∥Lq,∞(

∥u(s, ·)∥ρ−1
Lq,∞ + ∥v(s, ·)∥ρ−1

Lq,∞

)
ds

≤ C1ηC
∫ t

0
(t− s)− n

2γ
( 1

r
− 1

q
)s(−(ρ−1) α

2 − α
2 ) ds(

sup
t>0

t
α
2 ∥u(t, ·) − v(t, ·)∥Lq,∞

)(sup
t>0

t
α
2 ∥u(t, ·)∥Lq,∞

)ρ−1

+
(

sup
t>0

t
α
2 ∥v(t, ·)∥Lq,∞

)ρ−1
 . (4.49)

Observemos ainda que

1 − n

2γ

(
1
r

− 1
q

)
= 1 − n

2γ

(
ρ− 1
q

)
> 0,

pois n(ρ−1)
2γ

< 1, já que por hipótese, n(ρ−1)
2γ

< q e, também, que

1 − (ρ− 1)α2 − α

2 = 1 − 1 + nρ

2γq − n

2γq − 1
ρ− 1 + n

2γq

= nρ

2γq − 1
ρ− 1 > 0,

pois 1
ρ−1 <

nρ
2γq

, já que por hipótese, q < nρ(ρ−1)
2γ

.
Ou seja, − n

2γ

(
1
r

− 1
q

)
= x− 1, com x > 0 e −(ρ− 1)α

2 − α
2 = z − 1 com z > 0.

E ainda, segue que

− n

2γ

(
1
r

− 1
q

)
− (ρ− 1)α2 − α

2 + 1 = − n

2γ

(
ρ− 1
q

)
− ρ

α

2 + 1

= − nρ

2γq + n

2γq − ρ

ρ− 1 + nρ

2γq + 1

= n

2γq − ρ

ρ− 1 + 1

= n

2γq − 1
ρ− 1

= −α

2 .

Assim, fazendo a mudança de variável y = s
t

e utilizando as relações obtidas acima,
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segue que∫ t

0
(t− s)− n

2γ
( 1

r
− 1

q
)s(−(ρ−1) α

2 − α
2 ) ds = t−

n
2γ ( 1

r
− 1

q )−(ρ−1) α
2 − α

2 +1
∫ 1

0
(1 − y)− n

2γ ( 1
r

− 1
q )y−(ρ−1) α

2 − α
2 dy

= t−
α
2

∫ 1

0
(1 − y)x−1yz−1 dy

= t−
α
2C2, (4.50)

em que C2 =
∫ 1

0
(1 − y)x−1yz−1 dy < ∞, pela Proposição 4.15.

Desse modo, de 4.49, e de 4.50, temos

∥B(u)(t, ·) −B(v)(t, ·)∥Lq,∞ ≤ C1ηCC2t
− α

2

(
sup
t>0

t
α
2 ∥u(t, ·) − v(t, ·)∥Lq,∞

)(sup
t>0

t
α
2 ∥u(t, ·)∥Lq,∞

)ρ−1

+
(

sup
t>0

t
α
2 ∥v(t, ·)∥Lq,∞

)ρ−1


= Kqt
− α

2

(
sup
t>0

t
α
2 ∥u(t, ·) − v(t, ·)∥Lq,∞

)(sup
t>0

t
α
2 ∥u(t, ·)∥Lq,∞

)ρ−1

+
(

sup
t>0

t
α
2 ∥v(t, ·)∥Lq,∞

)ρ−1
 ,

em que Kq = C1ηCC2.
Portanto,

sup
t>0

t
α
2 ∥B(u)(t, ·) −B(v)(t, ·)∥Lq,∞ ≤ Kq

(
sup
t>0

t
α
2 ∥u(t, ·) − v(t, ·)∥Lq,∞

)(sup
t>0

t
α
2 ∥u(t, ·)∥Lq,∞

)ρ−1

+
(

sup
t>0

t
α
2 ∥v(t, ·)∥Lq,∞

)ρ−1
 .

Devemos mostrar que a solução do Teorema 4.7 converge para o valor inicial u0 na
topologia fraca-∗ em L

n(ρ−1)
2γ

,∞. O próximo resultado nos ajudará nessa tarefa, pois ele ga-
rante que a parte não linear da solução converge para 0 na topologia fraca-∗ em L

n(ρ−1)
2γ

,∞.

Lema 4.18. Sejam l = n(ρ−1)
2γ

e u ∈ BC
(
(0,∞);Ll,∞

)
. Então

B(u)(t, x) ⇀ 0, quando t → 0+,

sendo o limite tomado sobre a topologia fraca-∗ de Ll,∞.

Demonstração. Pelo Teorema de dualidade 3.20, o espaço Ll,∞ é o espaço dual de Ll′,1.
Tomemos, então, ϕ ∈ Ll′,1 para mostrarmos a convergência na topologia fraca-∗. Porém,
pelo Lema 3.22, temos que C∞

c é denso em Ll′,1, então basta tomarmos ϕ ∈ C∞
c para

mostrar tal convergência.
Seja r > 0, tal que l

ρ
< r < n(ρ−1)

2γ
.
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Agora, pelo Lema 4.4, como l
ρ
< r, segue que

∥Gγ(t− s)f(u(s, ·))∥Lr,∞ ≤ C(t− s)− n
2γ

( ρ
l
− 1

r
)∥f(u(s, ·))∥

L
l
ρ ,∞ .

Pelo o que foi feito em (4.25) do Lema 4.13, segue que

∥f(u(s, ·))∥
L

l
ρ ,∞ ≤ ηC1∥u(s, ·)∥ρ

Ll,∞ .

Ou seja,

∥Gγ(t− s)f(u(s, ·))∥Lr,∞ ≤ ηC1C(t− s)− n
2γ

( ρ
l
− 1

r
)∥u(s, ·)∥ρ

Ll,∞ . (4.51)

Desse modo, para ϕ ∈ C∞
c , usando o Teorema de Fubini, a desigualdade de Hölder

(Teorema 3.15) e (4.51), segue que

|⟨B(u)(t, x), ϕ⟩| =
∣∣∣∣∫

Rn
B(u)(t, x)ϕ(x) dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
Rn

[∫ t

0
Gγ(t− s)f(u(s, x)) ds

]
ϕ(x) dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ t

0

∫
Rn
Gγ(t− s)f(u(s, x))ϕ(x) dx ds

∣∣∣∣
≤

∫ t

0
∥Gγ(t− s)f(u(s, ·))ϕ∥1 ds

≤
∫ t

0
∥Gγ(t− s)f(u(s, ·))∥Lr,∞∥ϕ∥Lr′,1 ds

≤
∫ t

0
ηC1C(t− s)− n

2γ
( ρ

l
− 1

r
)∥u(s, ·)∥ρ

Ll,∞∥ϕ∥Lr′,1 ds

≤ ηC1C sup
t>0

∥u(t, ·)∥ρ
Ll,∞∥ϕ∥Lr′,1

∫ t

0
(t− s)− n

2γ
( ρ

l
− 1

r
) ds. (4.52)

Notemos agora que, como l
ρ
< r < n(ρ−1)

2γ
e l = n(ρ−1)

2γ
, temos

− n

2γ

(
ρ

l
− 1
r

)
+ 1 > − n

2γ

(
ρ

l
− 2γ
n(ρ− 1)

)
+ 1

= − n

2γ

(
ρ2γ

n(ρ− 1) − 2γ
n(ρ− 1)

)
+ 1

= − n

2γ

(
2γ(ρ− 1)
n(ρ− 1)

)
+ 1

= −1 + 1
= 0. (4.53)

Assim, de (4.52), temos

|⟨B(u)(t, x), ϕ⟩| ≤ ηC1C sup
t>0

∥u(t, ·)∥ρ
Ll,∞∥ϕ∥Lr′,1

∫ t

0
(t− s)− n

2γ
( ρ

l
− 1

r
) ds

= K sup
t>0

∥u(t, ·)∥ρ
Ll,∞∥ϕ∥Lr′,1t

− n
2γ ( ρ

l
− 1

r )+1,

e, por (4.53), segue que ⟨B(u)(t, x), ϕ⟩ → 0 quando t → 0+, ou seja, B(u)(t, x) ⇀
0, quando t → 0+ na topologia fraca-∗ em Ll,∞.
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4.6 Convergência do Termo Linear
O objetivo desta seção é mostrar que a parte linear da solução do teorema 4.7 converge

para o valor inicial u0 na topologia fraco - * em L
n(ρ−1)

2γ
,∞. Mostraremos também que a

parte linear tende a 0 em Lq quando o tempo t vai para infinito e este fato nos será útil
no teorema de unicidade 4.9.

Lema 4.19. Sejam l = n(ρ−1)
2γ

e u0 ∈ Ll,∞. Então

Gγ(t)u0 ⇀ u0, quando t → 0+,

sendo o limite tomado sobre a topologia fraca-∗ de Ll,∞.

Demonstração. Pelo Teorema de dualidade 3.20, o espaço Ll,∞ é o espaço dual de Ll′,1.
Tomemos, então, ϕ ∈ Ll′,1 para mostrarmos a convergência na topologia fraca-∗.

Fixando ϕ ∈ Ll′,1, do Lema 4.2 e do teorema de Fubini, temos que

⟨Gγ(t)u0, ϕ⟩ = ⟨gγ(t, ·) ∗ u0, ϕ⟩

=
∫
Rn

∫
Rn
gγ(t, x− y)u0(y) dy ϕ(x) dx

=
∫
Rn

∫
Rn
gγ(t, y − x)ϕ(x) dx u0(y) dy

= ⟨gγ(t, ·) ∗ ϕ, u0⟩
= ⟨Gγ(t)ϕ, u0⟩
= ⟨u0, Gγ(t)ϕ⟩. (4.54)

Utilizando agora a igualdade 4.54, temos

⟨Gγ(t)u0 − u0, ϕ⟩ = ⟨Gγ(t)u0, ϕ⟩ − ⟨u0, ϕ⟩
= ⟨u0, Gγ(t)ϕ⟩ − ⟨u0, ϕ⟩
= ⟨u0, Gγ(t)ϕ− ϕ⟩. (4.55)

Notemos que, de (4.55) e da desigualdade do tipo Hölder (3.15), temos

|⟨Gγ(t)u0 − u0, ϕ⟩| = |⟨u0, Gγ(t)ϕ− ϕ⟩|

=
∣∣∣∣∫

Rn
u0(x)[Gγ(t)ϕ(x) − ϕ(x)] dx

∣∣∣∣
≤

∫
Rn

|u0(x)[Gγ(t)ϕ(x) − ϕ(x)]| dx

= ∥u0[Gγ(t)ϕ− ϕ])∥1

≤ ∥u0∥Ll,∞∥Gγ(t)ϕ− ϕ∥Ll′,1 . (4.56)

Mostremos, agora, que ∥Gγ(t)ϕ− ϕ∥Ll′,1 → 0, quando t → 0+.
Para isso, notemos que pelo Lema 4.3, segue que

gγ(t, x) = t−
n
2γ gγ(1, xt−

1
2γ )

= ϵ−nφ
(
x

ϵ

)
,

= φϵ(x), (4.57)

em que tomamos ϵ = t
1

2γ e φ(x) = gγ(1, x).
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Lembremos que, pelo Lema 4.1, temos∫
Rn
φ(x) dx =

∫
Rn
gγ(1, x) dx = 1.

Desse modo, pelo Teorema da aproximação da identidade 3.27, quando ϵ → 0, segue
que

∥φϵ ∗ ϕ− ϕ∥Ll′,1 → 0,
ou seja, quando t → 0+, temos que

∥Gγ(t)ϕ− ϕ∥Ll′,1 → 0. (4.58)

Desse modo, aplicando (4.58) em (4.56), concluímos que, quando t → 0+,

⟨Gγ(t)u0 − u0, ϕ⟩ → 0,

ou seja, Gγ(t)u0 ⇀ u0 na topologia fraca-∗ em Ll,∞.

Lema 4.20. Sejam 0 < γ < n
2 , n

n−2γ
< ρ < ∞, n(ρ−1)

2γ
< q < nρ(ρ−1)

2γ
, α = 2

ρ−1 − n
γq

e

u0 ∈ L
n(ρ−1)

2γ . Então
lim

t→0+
t

α
2 ∥Gγ(t)u0∥q = 0.

Demonstração. Seja l = n(ρ−1)
2γ

. Inicialmente, como Ll ∩ Lq é denso em Ll, existe uma
sequência (u0,k)k∈N em Ll ∩ Lq tal que u0,k → u0 em Ll, quando k → ∞, ou seja,

lim
k→∞

∥u0,k − u0∥l = 0. (4.59)

Agora, pelo Lema 4.4, tomando r = p = q1 = q2 = q e usando a Observação 3.2, item
3., como u0,k ∈ Lq, temos

∥Gγ(t)u0,k∥q ≤ C∥u0,k∥q.

Desse modo, como α > 0, segue que

lim
t→0+

t
α
2 ∥Gγ(t)u0,k∥q ≤ lim

t→0+
t

α
2 ∥u0,k∥q = 0,

ou seja,
lim

t→0+
t

α
2 ∥Gγ(t)u0,k∥q = 0. (4.60)

Notemos que

− n

2γ

(
1
l

− 1
q

)
= − n

2γ
2γ

n(ρ− 1) + n

2γq

= − 1
ρ− 1 + n

2γq
= −α

2 . (4.61)

Assim, do Lema 4.4, da Observação 3.2, item 3., de 4.59, 4.60 e de 4.61, segue que

lim
t→0+

t
α
2 ∥Gγ(t)u0∥q = lim

t→0+
t

α
2 ∥Gγ(t)(u0 − u0,k + u0,k)∥q (4.62)

≤ lim
t→0+

t
α
2 ∥Gγ(t)(u0,k − u0)∥q + lim

t→0+
t

α
2 ∥Gγ(t)u0,k∥q

≤ C lim
t→0+

t
α
2 t−

α
2 ∥u0,k − u0∥l

= ∥u0,k − u0∥l. (4.63)

Fazendo k → ∞, segue que lim
t→0+

t
α
2 ∥Gγ(t)u0∥q = 0.
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4.7 Demonstração dos Teoremas de Boa-colocação,
regularização e Unicidade

O enfoque desta seção é demonstrar os teoremas de Boa-colocação 4.7, regularização
4.8 e Unicidade 4.9, apresentados na seção 4.4. Para isso, usaremos o Lema abstrato 4.10
e faremos uso das estimativas apresentadas nas seções 4.5 e 4.6.

Demonstração do Teorema de Boa-colocação 4.7
Daremos início, demonstrando a primeira parte do Teorema de boa-colocação 4.7.

Para tanto, usaremos o Lema abstrato 4.10, em que X = E e B : X → X é dado por

B(u)(t, x) = −
∫ t

0
Gγ(t− s)f(u(s, x)) ds.

Notemos agora que, para u, v ∈ E, de (4.30), segue que

∥B(u)∥E ≤ K∥u∥ρ
E

e de 4.32 do Lema 4.14, obtemos

∥B(u) −B(v)∥E ≤ K∥u− v∥E

(
∥u∥ρ−1

E + ∥v∥ρ−1
E

)
.

Notemos também que, tomando y = Gγ(t)u0(x) e 0 < δ tal que 2ρϵρ−1K < 1, em que
ϵ = Cδ, como por hipótese ∥u0∥

L
n(ρ−1)

2γ ,∞ < δ, pelo Lema 4.4, segue que

∥Gγ(·)u0∥E ≤ C∥u0∥
L

n(ρ−1)
2γ ,∞ < Cδ = ϵ.

Portanto, como consequência do Lema abstrato, existe u(t, x) ∈ E, que é única na
bola fechada B(0, 2ϵ), tal que

u(t, x) = Gγ(t)u0(x) +B(u)(t, x).

Por fim, para garantirmos que u(t, x) é de fato uma solução mild global para o problema
de Cauchy (4.1), resta apenas mostrar que u(t, x) ⇀ u0(x), quando t → 0+, com o limite
sendo tomado sobre a topologia fraca-∗ de L

n(ρ−1)
2γ

,∞.
Pelo Teorema da dualidade 3.20, como Ll,∞ é o espaço dual de Ll′,1, com l = n(ρ−1)

2γ
,

tomemos ϕ ∈ Ll′,1 e, assim, usando os Lemas 4.18 e 4.19, obtemos

⟨u(t, x), ϕ(x)⟩ = ⟨Gγ(t)u0(x) +B(u)(t, x), ϕ(x)⟩
= ⟨Gγ(t)u0(x), ϕ(x)⟩ + ⟨B(u)(t, x), ϕ(x)⟩ → ⟨u0(x), ϕ(x)⟩, quando t → 0+.

Portanto, u(t, x) é uma solução mild global para o problema de Cauchy (4.1).
Para demonstrar a segunda parte do teorema, precisamos garantir que a solução u(t, x)

obtida acima é tal que u ∈ BC ((0,∞);Lp,∞), desde que a condição inicial satisfaça
u0 ∈ L

n(ρ−1)
2γ

,∞ ∩ Lp,∞, com 1 < p′ < n
2γ

.
Tomemos l = n(ρ−1)

2γ
. Como a solução do Lema abstrato 4.10 é obtida pelo método

das aproximações sucessivas, pela Observação 4.11, conseguimos a seguinte sequência:

u1(t, x) = Gγ(t)u0(x), uk+1(t, x) = u1(t, x) +B(uk)(t, x), k ∈ N.
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Usando o Lema 4.4, segue que

∥Gγ(t)u0∥Lp,∞ ≤ C̃∥u0∥Lp,∞ ,

ou seja,
sup
t>0

∥u1(t, ·)∥Lp,∞ ≤ C̃∥u0∥Lp,∞ . (4.64)

E ainda, usando 4.64 e 4.31 temos também que

∥uk+1(t, ·)∥Lp,∞ = ∥u1(t, ·) +B(uk)(t, ·)∥Lp,∞

≤ ∥u1(t, ·)∥Lp,∞ + ∥B(uk)(t, ·)∥Lp,∞

≤ C̃∥u0∥Lp,∞ +Kp sup
t>0

∥uk(t, ·)∥ρ−1
Ll,∞ sup

t>0
∥uk(t, ·)∥Lp,∞ .

Assim, temos

sup
t>0

∥uk+1(t, ·)∥Lp,∞ ≤ C̃∥u0∥Lp,∞ +Kp sup
t>0

∥uk(t, ·)∥ρ−1
Ll,∞ sup

t>0
∥uk(t, ·)∥Lp,∞ . (4.65)

Um comentário que merece atenção agora é que para utilizar a 4.31 na desigualdade
acima devemos ter uk ∈ Ll,∞ ∩ Lp,∞, k ∈ N. E essa afirmação é evidentemente válida
pelo modo como definimos a sequência e por um argumento de indução.

Agora, tomemos K̃ = max{K,Kp} e também 0 < δp < δ, tal que 2ρ (ϵp)ρ−1 K̃ < 1, em
que ϵp = Cδp, (e a constante C é a obtida na desigualdade abaixo).

Usando novamente o Lema 4.4 e a hipótese do teorema de boa-colocação 4.7 (∥u0∥Ll,∞ ≤
δp), segue que

sup
t>0

∥u1(t, ·)∥Ll,∞ = sup
t>0

∥Gγ(t)u0∥Ll,∞

≤ C∥u0∥Ll,∞

≤ Cδp = ϵp. (4.66)

Daí, de 4.66 e 4.30, usando um argumento de indução, em que nossa hipótese de
indução é sup

t>0
∥uk−1(t, ·)∥Ll,∞ ≤ 2ϵp e lembrando que K̃ = max{K,Kp} e 2ρ (ϵp)ρ−1 K̃ < 1,

temos

sup
t>0

∥uk(t, ·)∥Ll,∞ ≤ sup
t>0

∥u1(t, ·)∥Ll,∞ + sup
t>0

∥B(uk−1)(t, ·)∥Ll,∞

≤ ϵp +K sup
t>0

∥uk−1(t, ·)∥ρ
Ll,∞

≤ ϵp + K̃2ρ (ϵp)ρ

≤ ϵp + ϵp = 2ϵp. (4.67)

Consideremos agora a sequência (wk)k≥2 definida como:

wk+1 = uk+1 − uk.

Notemos que, para k ≥ 2, temos que

wk+1 = uk+1 − uk = B(uk) −B(uk−1),
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e, assim, de 4.67 e de 4.33 do Lema 4.14, segue que

sup
t>0

∥wk+1(t, ·)∥Lp,∞ = sup
t>0

∥B(uk)(t, ·) −B(uk−1)(t, ·)∥Lp,∞

≤ Kp sup
t>0

∥uk(t, ·) − uk−1(t, ·)∥Lp,∞

(
sup
t>0

∥uk(t, ·)∥ρ−1
Ll,∞ + sup

t>0
∥uk−1(t, ·)∥ρ−1

Ll,∞

)
≤ 2ρ (ϵp)ρ−1 K̃ sup

t>0
∥wk(t, ·)∥Lp,∞ . (4.68)

Denotemos a sequência (Mk) por Mk = sup
t>0

∥wk(t, ·)∥Lp,∞ . De 4.68, é imediato que

Mk+1 ≤ 2ρ (ϵp)ρ−1 K̃Mk. (4.69)

Notemos, agora, que de (4.64), (4.65) e de 4.66, segue que

M2 = sup
t>0

∥w2(t, ·)∥Lp,∞

= sup
t>0

∥u2(t, ·) − u1(t, ·)∥Lp,∞

≤ sup
t>0

∥u1(t, ·)∥Lp,∞ + sup
t>0

∥u2(t, ·)∥Lp,∞

≤ C̃∥u0∥Lp,∞ + C̃∥u0∥Lp,∞ +Kp sup
t>0

∥u1(t, ·)∥ρ−1
Ll,∞ sup

t>0
∥u1(t, ·)∥Lp,∞

≤ 2C̃∥u0∥Lp,∞ +KpCC̃∥u0∥Lp,∞∥u0∥ρ−1
Ll,∞ .

E como por hipótese, temos que u0 ∈ Ll,∞ ∩ Lp,∞, segue que 0 ≤ M2 < ∞.
Daí, tomando A = 2ρ (ϵp)ρ−1 K̃ < 1, de 4.69, segue que

Mk < Ak−2M2,

e como A < 1, temos que Mk → 0, quando k → ∞.
Ou seja, sup

t>0
∥wk(t, ·)∥Lp,∞ → 0, quando k → ∞. Desse modo (uk)k∈N é uma sequência

de Cauchy em BC ((0,∞);Lp,∞). Logo, como BC ((0,∞);Lp,∞) é Banach, a sequência
de Cauchy (uk)k∈N converge para um único limite em BC ((0,∞);Lp,∞) e como sabemos,
a solução u(t, x), obtida na primeira parte desse teorema, é o limite da sequência (uk)k∈N.

Portanto, concluímos que u ∈ BC ((0,∞);Lp,∞). □

Demonstração do Teorema de Regularização 4.8
Para demonstrar esse resultado, usaremos o Lema abstrato 4.10, com X = Eq e

B : X → X dado por:

B(u)(t, x) = −
∫ t

0
Gγ(t− s)f(u(s, x)) ds.

Notemos agora que, para u, v ∈ Eq, de 4.30, temos que

∥B(u)∥E ≤ K∥u∥ρ
E, (4.70)

e do Lema 4.16 segue que

sup
t>0

t
α
2 ∥B(u)(t, ·)∥Lq,∞ ≤ K

(
sup
t>0

t
α
2 ∥u(t, ·)∥Lq,∞

)ρ

. (4.71)
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Dessa forma, de 4.70 e 4.71, segue que

∥B(u)∥Eq = ∥B(u)∥E + sup
t>0

t
α
2 ∥B(u)(t, ·)∥Lq,∞

≤ K∥u∥ρ
E +K

(
sup
t>0

t
α
2 ∥u(t, ·)∥Lq,∞

)ρ

≤ K

(
∥u∥E + sup

t>0
t

α
2 ∥u(t, ·)∥Lq,∞

)ρ

= K∥u∥ρ
Eq
.

Agora, de 4.32 do Lema 4.14, temos

∥B(u) −B(v)∥E ≤ K∥u− v∥E

(
∥u∥ρ−1

E + ∥v∥ρ−1
E

)
, (4.72)

e ainda, do Lema 4.17, segue

sup
t>0

t
α
2 ∥B(u)(t, ·) − B(v)(t, ·)∥Lq,∞ ≤ Kq

(
sup
t>0

t
α
2 ∥u(t, ·) − v(t, ·)∥Lq,∞

)
(sup

t>0
t

α
2 ∥u(t, ·)∥Lq,∞

)ρ−1

+
(

sup
t>0

t
α
2 ∥v(t, ·)∥Lq,∞

)ρ−1
 .(4.73)

Dessa forma, por 4.72 e 4.73 e tomando K̃ = 2 max{K,Kq} temos

∥B(u)(t, ·) − B(v)(t, ·)∥Eq = ∥B(u)(t, ·) −B(v)(t, ·)∥E + sup
t>0

t
α
2 ∥B(u)(t, ·) −B(v)(t, ·)∥Lq,∞

≤ K∥u− v∥E

(
∥u∥ρ−1

E + ∥v∥ρ−1
E

)
+Kq

(
sup
t>0

t
α
2 ∥u(t, ·) − v(t, ·)∥Lq,∞

)
(sup

t>0
t

α
2 ∥u(t, ·)∥Lq,∞

)ρ−1

+
(

sup
t>0

t
α
2 ∥v(t, ·)∥Lq,∞

)ρ−1


≤ K̃

[
∥u− v∥E + sup

t>0
t

α
2 ∥u(t, ·) − v(t, ·)∥Lq,∞

]
(∥u∥E + sup

t>0
t

α
2 ∥u(t, ·)∥Lq,∞

)ρ−1

+
(

∥v∥E + sup
t>0

t
α
2 ∥v(t, ·)∥Lq,∞

)ρ−1


= K̃∥u− v∥Eq

(
∥u∥ρ−1

Eq
+ ∥v∥ρ−1

Eq

)
.

Agora, notemos que, como por hipótese n(ρ−1)
2γ

< q, do Lema 4.4, temos a seguinte
estimativa:

∥Gγ(t)u0∥Lq,∞ ≤ Ct−
n
2γ

( 2γ
n(ρ−1) − 1

q
)∥u0∥

L
n(ρ−1)

2γ ,∞

= Ct−
α
2 ∥u0∥

L
n(ρ−1)

2γ ,∞ .

Logo, temos
sup
t>0

t
α
2 ∥Gγ(t)u0∥Lq,∞ ≤ C∥u0∥

L
n(ρ−1)

2γ ,∞ . (4.74)
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De modo a satisfazer as hipóteses do Lema abstrato, tomamos y = Gγ(t)u0 e 0 < δq <
δ, tal que 2ρ(ϵq)ρ−1K̃ < 1, em que ϵq = 2Cδq. Como por hipótese ∥u0∥

L
n(ρ−1)

2γ ,∞ < δq, do
Lema 4.4 e da desigualdade 4.74, temos

∥Gγ(t)u0∥Eq = ∥Gγ(t)u0∥E + sup
t>0

t
α
2 ∥Gγ(t)u0∥Lq,∞

≤ C∥u0∥
L

n(ρ−1)
2γ ,∞ + C∥u0∥

L
n(ρ−1)

2γ ,∞

≤ 2C∥u0∥
L

n(ρ−1)
2γ ,∞

≤ 2Cδq = ϵq.

Portanto, como consequência do Lema abstrato, existe uma solução u(t, x) ∈ Eq, em
que ∥u∥Eq ≤ 2ϵq, tal que

u(t, x) = Gγ(t)u0(x) +B(u)(t, x).

Além disso, como mostrado na demonstração do Teorema 4.7, u(t, x) ⇀ u0(x) quando
t → 0+, com o limite sendo tomado sobre a topologia fraca-∗ de L

n(ρ−1)
2γ

,∞. □

Demonstração do Teorema de Unicidade 4.9

Sejam u e v duas soluções mild do problema de valor inicial 4.1 na classe C
(

[0,∞);L
n(ρ−1)

2γ

)
,

ambas com a mesma condição inicial u0 ∈ L
n(ρ−1)

2γ .
Seja l = n(ρ−1)

2γ
. Para mostrar a unicidade, é suficiente mostrar que u = v em [0, T ],

para T suficiente pequeno já que o caso geral pode ser obtido cobrindo-se o intervalo
[0,∞) com intervalos de comprimento T .

Denotemos w = u − v, w1 = Gγ(·)u0 − u e w2 = Gγ(·)u0 − v. Assim, usando a
condição inicial da função f 4.2, e o fato de que (|a| + |b|)ρ−1 ≤ C (|a|ρ−1 + |b|ρ−1) (ver
[19], proposição A.1), obtemos a seguinte estimativa:

∥w(t, ·)∥Ll,∞ =
∥∥∥∥Gγ(t)u0 −

∫ t

0
Gγ(t− s)f(u(s, ·)) ds−Gγ(t)u0 +

∫ t

0
Gγ(t− s)f(v(s, ·)) ds

∥∥∥∥
Ll,∞

≤
∥∥∥∥∫ t

0
Gγ(t− s) [f(u(s, ·)) − f(v(s, ·))] ds

∥∥∥∥
Ll,∞

≤ η

∥∥∥∥∫ t

0
Gγ(t− s)|w(s, ·)|

[
|u(s, ·)|ρ−1 + |v(s, ·)|ρ−1

]
ds

∥∥∥∥
Ll,∞

≤ C

∥∥∥∥∫ t

0
Gγ(t− s)|w(s, ·)|

[
|w1(s, ·)|ρ−1 + |w2(s, ·)|ρ−1

]
ds

∥∥∥∥
Ll,∞

+2C
∥∥∥∥∫ t

0
Gγ(t− s)|w(s, ·)||Gγ(s)u0|ρ−1 ds

∥∥∥∥
Ll,∞

= I1 + I2.

Agora, para I1, usando o mesmo argumento utilizado na demonstração de 4.32 do
Lema 4.14 e utilizando também a Observação 3.11, que garante que Ll ⊂ Ll,∞, temos

I1 ≤ C sup
0<t<T

∥w(t, ·)∥Ll,∞

(
sup

0<t<T
∥w1(t, ·)∥ρ−1

l + sup
0<t<T

∥w2(t, ·)∥ρ−1
l

)
. (4.75)
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Para I2, notemos inicialmente que usando a Proposição 3.8 e o Lema 2.22, item 1.,
temos

∥|Gγ(s)u0|ρ−1∥
L

q
ρ−1 ,∞ ≤ C1∥|Gγ(s)u0|ρ−1∥∗

L
q

ρ−1 ,∞

= C1 sup
t>0

t
ρ−1

q (|Gγ(s)u0|ρ−1)∗(t)

= C1 sup
t>0

t
ρ−1

q ((Gγ(s)u0)∗(t))ρ−1

≤ C1

(
sup
t>0

t
1
q (Gγ(s)u0)∗(t)

)ρ−1

= C1 (∥Gγ(s)u0∥∗
Lq,∞))ρ−1

≤ C1 (∥Gγ(s)u0∥Lq,∞)ρ−1 . (4.76)

Tomando 1
r

= 1
l

+ ρ−1
q

, segue que r = lq
q+l(ρ−1) . Logo, r < l, pois q

q+l(ρ−1) < 1.
Como por hipótese n

n−2γ
< ρ, temos também que ρ < l, ou ainda, ρ− 1 < l− 1. Desse

modo, como l < q, segue que

ρ− 1
l − 1 < 1 ⇒ l(ρ− 1)

l − 1 < l

⇒ l(ρ− 1)
l − 1 < q

⇒ l(ρ− 1) < (l − 1)q
⇒ q + l(ρ− 1) < lq

⇒ 1 < lq

q + l(ρ− 1) = r.

Daí, como 1 < r < q, usando o Lema 4.4, a Proposição 2.16, a desigualdade 4.76 e a
Observação 3.11 que garante que Lq ⊂ Lq,∞, temos

I2 = 2C
∥∥∥∥∫ t

0
Gγ(t− s)|w(s, ·)||Gγ(s)u0|ρ−1 ds

∥∥∥∥
Ll,∞

≤ 2C
∫ t

0
∥Gγ(t− s)|w(s, ·)||Gγ(s)u0|ρ−1∥Ll,∞ ds

≤ 2C
∫ t

0
(t− s)− n

2γ ( 1
r

− 1
l )∥|w(s, ·)||Gγ(s)u0|ρ−1∥Lr,∞ ds

≤ 2CC2

∫ t

0
(t− s)− n

2γ ( 1
r

− 1
l )∥w(s, ·)∥Ll,∞∥|Gγ(s)u0|ρ−1∥

L
q

ρ−1 ,∞ ds

≤ 2CC1C2

∫ t

0
(t− s)− n

2γ ( 1
r

− 1
l )∥w(s, ·)∥Ll,∞∥Gγ(s)u0∥ρ−1

Lq,∞ ds

≤ 2CC1C2

∫ t

0
(t− s)− n

2γ ( 1
r

− 1
l )s−(ρ−1) α

2 ds

(
sup

0<t<T
∥w(t, ·)∥Ll,∞

)(
sup

0<t<T
t

α
2 ∥Gγ(t)u0∥Lq,∞

)ρ−1

≤ 2CC1C2

∫ t

0
(t− s)− n

2γ ( 1
r

− 1
l )s−(ρ−1) α

2 ds

(
sup

0<t<T
∥w(t, ·)∥Ll,∞

)(
sup

0<t<T
t

α
2 ∥Gγ(t)u0∥Lq

)ρ−1

.

(4.77)
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Agora, notemos que como α = 2
ρ− 1 − n

γq
, temos

1 − (ρ− 1)α2 = 1 − 1 + n(ρ− 1)
2γq

= n(ρ− 1)
2γq

= l

q
> 0,

ou seja,−(ρ− 1)α
2 = x− 1, com x > 0.

Usando que n(ρ−1)
2γq

< 1, já que por hipótese l < q, temos também que

1 − n

2γ

(1
r

− 1
l

)
= 1 − n

2γ

(
ρ− 1
q

)

= 1 − n(ρ− 1)
2γq > 0,

ou seja, − n
2γ

(
1
r

− 1
l

)
= z − 1, com z > 0.

E ainda, temos que

− n

2γ

(1
r

− 1
l

)
− (ρ− 1)α2 + 1 = − n

2γ

(
ρ− 1
q

)
− 1 + n(ρ− 1)

2γq + 1 = 0.

Agora, fazendo a mudança de variável y = s
t
, usando as relações acima e a Proposição

4.15, temos∫ t

0
(t− s)− n

2γ ( 1
r

− 1
l )s−(ρ−1) α

2 ds = t−
n
2γ ( 1

r
− 1

l )−(ρ−1) α
2 +1

∫ 1

0
(1 − y)− n

2γ ( 1
r

− 1
l )y−(ρ−1) α

2 ds

=
∫ 1

0
(1 − y)z−1yx−1 dy

= C3.

Logo, de 4.77, segue que

I2 ≤ C̃

(
sup

0<t<T
∥w(t, ·)∥Ll,∞

)(
sup

0<t<T
t

α
2 ∥Gγ(t)u0∥Lq

)ρ−1

. (4.78)

Portanto, vale que

∥w(t, ·)∥Ll,∞ ≤ I1 + I2

≤ KA(T )∥w(t, ·)∥Ll,∞ , (4.79)

em que A(T ) =
(

sup
0<t<T

∥w1(t, ·)∥ρ−1
l + sup

0<t<T
∥w2(t, ·)∥ρ−1

l

)
+
(

sup
0<t<T

t
α
2 ∥Gγ(t)u0∥Lq

)ρ−1

.

Analisaremos, agora, lim
t→0+

∥w1(t, ·)∥l. Notemos que w1 = Gγ(·)u0 − u, ou seja, w1 =
(Gγ(·)u0 − u0) − (u− u0).

Agora, que pelo Lema 4.3, segue que

gγ(t, x) = t−
n
2γ gγ(1, xt−

1
2γ )

= ϵ−nφ
(
x

ϵ

)
= φϵ(x),
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em que ϵ = t
1

2γ e φ(x) = gγ(1, x).
Lembremos que, pelo Lema 4.1, temos∫

Rn
φ(x) dx =

∫
Rn
gγ(1, x) dx = 1.

Desse modo, do Teorema da aproximação da identidade 3.27 e da Observação 3.2, item
3., quando ϵ → 0, segue que

∥φϵ ∗ u0 − u0∥l → 0,
ou seja, quando t → 0+, temos que

∥Gγ(t)u0 − u0∥l → 0. (4.80)

E como por hipótese, u ∈ C
(
[0,∞);Ll

)
, com u0 condição inicial, segue que u(t, ·) → u0

em Ll, quando t → 0+, ou seja,

lim
t→0+

∥u(t, ·) − u0∥l = 0. (4.81)

Logo, utilizando 4.80 e 4.81, temos

lim
t→0+

∥w1(t, ·)∥l = lim
t→0+

∥(Gγ(t)u0 − u0) − (u(t, ·) − u0)∥l

≤ lim
t→0+

∥Gγ(t)u0 − u0∥l + lim
t→0+

∥u(t, ·) − u0∥l = 0,

ou seja, lim
t→0+

∥w1(t, ·)∥l = 0 e, de modo análogo, temos também que lim
t→0+

∥w2(t, ·)∥l = 0.
Pelo Lema 4.20, segue que lim

t→0+
t

α
2 ∥Gγ(t)u0∥Lq = 0.

Assim, podemos escolher T suficientemente pequeno, de modo que KA(T ) < 1. Desse
modo, por 4.79, temos que w = 0, ou seja, u = v. □





5 Auto-similaridade e Decaimento

Neste capítulo estudaremos algumas estimativas de decaimento e procuraremos pela
existência de soluções auto-similares.

Inicialmente, assumimos que u(t, x) é uma solução suave do problema de Cauchy 4.1 e
denotamos uλ(t, x) = λ

2γ
ρ−1u(λ2γt, λx). Considerando que f(u) satisfaz a relação de escala

f(uλ(t, x)) = λ
2ργ
ρ−1f(u(λ2γt, λx)), (5.1)

podemos mostrar que uλ(t, x) também é solução do problema de Cauchy 4.1, pois temos
que

∂uλ

∂t
(t, x) = λ

2ργ
ρ−1

∂u

∂t
(λ2γt, λx) e ((−∆)γuλ)(t, x) = λ

2ργ
ρ−1 ((−∆)γ(λ2γt, λx).

Procuraremos por soluções particulares do problema 4.1, satisfazendo

u(t, x) = uλ(t, x), (5.2)

para todo t > 0, x ∈ Rn e λ > 0. Essas soluções são chamadas de soluções auto-similares
do problema de Cauchy. Formalmente, ao fazermos t → 0+ em (5.2), devemos ter que
u0 = u(0, x) é uma função homogênea de grau − 2γ

ρ−1 . Este fato, nos dá o indicativo de
que o espaço ideal para a existência desse tipo de solução é o L

n(ρ−1)
2γ

,∞ (Rn). Mais ainda,
caso exista soluções auto-similares, a norma do espaço deve ser invariante via a relação
de escala u(t, x) → uλ(t, x) = λ

2γ
ρ−1u(λ2γt, λx). Notemos que, da Proposição 3.13, temos

∥uλ∥E = sup
t>0

∥uλ(t, ·)∥
L

n(ρ−1)
2γ ,∞

= λ
2γ

ρ−1 sup
t>0

∥u(λ2γt, λ·)∥
L

n(ρ−1)
2γ ,∞

= λ
2γ

ρ−1λ
2γ

ρ−1 sup
t>0

∥u(λ2γt, ·)∥
L

n(ρ−1)
2γ ,∞

= sup
t>0

∥u(λ2γt, ·)∥
L

n(ρ−1)
2γ ,∞ = ∥u∥E. (5.3)

5.1 Estimativa de Decaimento em Lp,∞

O objetivo desta seção é mostrar um resultado de decaimento das soluções quando
assumimos dados iniciais mais regulares, isto é, mostrar que as soluções tendem a zero,
em uma taxa adequada, quando o tempo t vai a infinito.

Teorema 5.1. Sob as hipóteses do Teorema 4.8, seja u0 ∈ Lp,∞ ∩ L
n(ρ−1)

2γ
,∞. Se 1 < p ≤

r < ∞ satisfaz 1
p

+ ρ−1
q

− 1
r
< 2γ

n
, então a solução u(t, x) obtida no Teorema 4.8 satisfaz

t(
n

2γp
− n

2γr )u ∈ BC ((0,∞);Lr,∞).
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Demonstração. Notemos que, dos Teoremas 4.7 e 4.8, temos que u ∈ BC ((0,∞);Lp,∞) ∩
Eq, ou seja,

sup
t>0

∥u(t, ·)∥Lp,∞ < ∞ e sup
t>0

t
α
2 ∥u(t, ·)∥Lq,∞ < ∞, (5.4)

em que u(t, x) é dada por

u(t, x) = Gγ(t)u0(x) +B(u)(t, x) = Gγ(t)u0(x) −
∫ t

0
Gγ(t− s)f(u(s, x)) ds.

Aplicando o Lema 4.4 e a hipótese de que u0 ∈ Lp,∞ ∩ L
n(ρ−1)

2γ
,∞, temos que

sup
t>0

t(
n

2γp
− n

2γr )∥Gγ(t)u0∥Lr,∞ ≤ sup
t>0

t(
n

2γp
− n

2γr )Ct(− n
2γp

+ n
2γr )∥u0∥Lp,∞

= C∥u0∥Lp,∞ < ∞. (5.5)

Observemos também que da Proposição 3.8, temos

∥|u|ρ−1(t, ·)∥
L

q
ρ−1 ,∞ ≤ C∥|u|ρ−1(t, ·)∥∗

L
q

ρ−1 ,∞

= C sup
τ>0

τ
ρ−1

q

(
|u|ρ−1(t, ·)

)∗
(τ)

= C sup
τ>0

t
ρ−1

q ((u(t, ·))∗(τ))ρ−1

= C sup
τ>0

(
τ

1
q (u(t, ·))∗(τ)

)ρ−1

≤ C

(
sup
τ>0

τ
1
q (u(t, ·))∗(τ)

)ρ−1

= C (∥u(t, ·)∥∗
Lq,∞)ρ−1

≤ C (∥u(t, ·)∥Lq,∞)ρ−1 . (5.6)

Tomemos agora m > 1 tal que 1
m

= 1
p

+ ρ−1
q

. Assim, usando a condição inicial de f
4.2, a desigualdade de Hölder para Lp-fraco 2.16 e (5.6), segue que

∥f(u(t, ·))∥Lm,∞ ≤ ∥|u|(t, ·)|u|ρ−1(t, ·)∥Lm,∞

≤ C∥u(t, ·)∥Lp,∞∥|u|ρ−1(t, ·)∥
L

q
ρ−1 ,∞

≤ C∥u(t, ·)∥Lp,∞ (∥u(t, ·)∥Lq,∞)ρ−1 . (5.7)

Notemos ainda que, como 1
m

= 1
p

+ ρ−1
q

e q
q+(ρ−1)p < 1, então

m = pq

q + (ρ− 1)p
≤ p

≤ r. (5.8)

Agora, como 1 < m ≤ r, do Lema 4.4 e de (5.7), segue que

∥B(u)(t, ·)∥Lr,∞ ≤
∫ t

0
∥Gγ(t− s)f(u(s, ·))∥Lr,∞ ds

≤
∫ t

0
(t− s)− n

2γ ( 1
m

− 1
r )∥f(u(s, ·))∥Lm,∞ ds

≤ C
∫ t

0
(t− s)− n

2γ ( 1
m

− 1
r )∥u(s, ·)∥Lp,∞ (∥u(s, ·)∥Lq,∞)ρ−1 ds

≤ C
∫ t

0
(t− s)− n

2γ ( 1
m

− 1
r )s−(ρ−1) α

2 ds

(
sup
t<0

∥u(t, ·)∥Lp,∞

)(
sup
t>0

t
α
2 ∥u(t, ·)∥Lq,∞

)ρ−1

.(5.9)
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Notemos também que

1 − (ρ− 1)α2 = 1 − 1 + n(ρ− 1)
2γq

= n(ρ− 1)
2γq

= l

q
> 0,

ou seja,−(ρ− 1)α
2 = x− 1 com x > 0.

Além disso, como 1
p

+ ρ−1
q

− 1
r
< 2γ

n
, temos que

1 − n

2γ

( 1
m

− 1
r

)
= 1 − n

2γ

(
1
p

+ ρ− 1
q

− 1
r

)
> 0,

ou seja, − n
2γ

(
1
m

− 1
r

)
= z − 1, com z > 0.

E ainda, temos

− n

2γ

( 1
m

− 1
r

)
− (ρ− 1)α2 + 1 = − n

2γ

(
1
p

− 1
r

)
− n(ρ− 1)

2γq − 2(ρ− 1)
2(ρ− 1) + n(ρ− 1)

2γq

= − n

2γ

(
1
p

− 1
r

)
.

Agora, fazendo a mudança de variável y = s
t
, usando as relações acima e a Proposição

4.15, obtemos∫ t

0
(t− s)− n

2γ ( 1
m

− 1
r )s−(ρ−1) α

2 ds = t−
n
2γ ( 1

m
− 1

r )−(ρ−1) α
2 +1

∫ 1

0
(1 − y)− n

2γ ( 1
m

− 1
r )y−(ρ−1) α

2 ds

= t−
n
2γ ( 1

p
− 1

r )
∫ 1

0
(1 − y)z−1yx−1 dy

= t−
n
2γ ( 1

p
− 1

r )C̃. (5.10)

Desse modo, de (5.9) e de (5.10), temos

∥B(u)(t, ·)∥Lr,∞ ≤ Ct−
n
2γ ( 1

p
− 1

r )
(

sup
t<0

∥u(t, ·)∥Lp,∞

)(
sup
t>0

t
α
2 ∥u(t, ·)∥Lq,∞

)ρ−1

,

ou seja, de (5.4), obtemos

sup
t>0

t(
n

2γp
− n

2γr )∥B(u)(t, ·)∥Lr,∞ ≤ C

(
sup
t<0

∥u(t, ·)∥Lp,∞

)(
sup
t>0

t
α
2 ∥u(t, ·)∥Lq,∞

)ρ−1

< ∞.

(5.11)
Por fim, de (5.5) e (5.11), garantimos que t(

n
2γp

− n
2γr )u ∈ BC ((0,∞);Lr,∞).

5.2 Soluções Auto-similares
Nesta seção, assumindo certas propriedades de homogeneidade para o dado inicial,

mostraremos a existência de soluções auto-similares em L
n(ρ−1)

2γ
,∞.
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Teorema 5.2. Seja u0 ∈ L
n(ρ−1)

2γ
,∞. Supondo que u0 é uma função homogênea de grau

− 2γ
ρ−1 , ou seja, u0(λx) = λ− 2γ

ρ−1u0(x) e f(u) satisfaz a relação de escala (5.1). Então, se
∥u0∥

L
n(ρ−1)

2γ ,∞ < δ, a solução u(t, x) obtida no Teorema 4.7 é auto-similar, isto é,

u(t, x) = λ
2γ

ρ−1u(λ2γt, λx),

para quase todo x ∈ Rn, t > 0 e todo λ > 0. Mais ainda, se ∥u0∥
L

n(ρ−1)
2γ ,∞ < δq < δ então

a solução auto-similar obtida anteriormente pertence a Eq.

Demonstração. Como vimos na demonstração do Teorema 4.7, a solução u(t, x) é obtida,
pelo método das aproximações sucessivas, como o limite da seguinte sequência:

u1(t, x) = Gγ(t)u0(x), uk+1(t, x) = u1(t, x) +B(uk)(t, x), k ∈ N.

Mostremos que u1(t, x) satisfaz

u1(t, x) = λ
2γ

ρ−1u1(λ2γt, λx).

Primeiramente, mostraremos uma propriedade do núcleo gγ. Para isso, utilizaremos a
seguinte propriedade da transformada de Fourier (ver [12] , pág. 100):

f̂(λ ·)(ξ) = λ−nf̂(λ−1ξ), em que n é a dimensão do espaço.

Sabemos também que ĝγ(t, ξ) = e−|ξ|2γt. Daí, obtemos que

̂(gγ(λ2γt, λ ·))(ξ) = λ−nĝγ(λ2γt, λ−1ξ)
= λ−ne−|λ−1ξ|2γλ2γt

= λ−ne−|ξ|2γt

= λ−n ̂(gγ(t, ·))(ξ).

Desse modo, aplicando a transformada inversa, temos

gγ(λ2γt, λx) = λ−ngγ(t, x). (5.12)

Assim, de (5.12), obtemos

u1(λ2γt, λx) = Gγ(λ2γt)u0(λx)

=
∫
Rn
gγ(λ2γt, λx− y)u0(y) dy

=
∫
Rn
gγ(λ2γt, λ(x− λ−1y))u0(y) dy

=
∫
Rn
λ−ngγ(t, x− λ−1y)u0(y) dy

=
∫
Rn
gγ(t, x− z)u0(λz) dz

= λ− 2γ
ρ−1

∫
Rn
gγ(t, x− z)u0(z) dz

= λ− 2γ
ρ−1u1(t, x),

em que fizemos a mudança de variável z = λ−1y na quinta igualdade e usamos a hipótese
de u0 ser uma função homogênea de grau − 2γ

ρ−1 na sexta igualdade.
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Portanto,
u1(t, x) = λ

2γ
ρ−1u1(λ2γt, λx). (5.13)

Mostraremos agora que un(t, x) = λ
2γ

ρ−1un(λ2γt, λx), para todo n ∈ N. Para isso,
usaremos um argumento de indução. Logo, supondo que un(t, x) = λ

2γ
ρ−1un(λ2γt, λx),

mostraremos que essa relação de escala é válida para un+1.
Notemos que

B(un)(λ2γt, λx) = −
∫ λ2γt

0
Gγ(λ2γt− z)f(un(z, λx)) dz

= −
∫ λ2γt

0

∫
Rn
gγ(λ2γt− z, λx− y)f(un(z, y)) dy dz

= −λ2γ
∫ t

0

∫
Rn
gγ(λ2γ(t− s), λ(x− λ−1y))f(un(λ2γs, y)) dy ds

= −λ2γ
∫ t

0

∫
Rn
λngγ(λ2γ(t− s), λ(x− w))f(un(λ2γs, λw)) dw ds

= −λ2γ
∫ t

0

∫
Rn
λnλ−ngγ(t− s, x− w)λ− 2ργ

ρ−1f(un(s, w)) dw ds

= −λ2γ− 2ργ
ρ−1

∫ t

0

∫
Rn
gγ(t− s, x− w)f(un(s, w)) dw ds

= λ− 2γ
ρ−1B(un)(t, x),

em que fizemos a mudança de variável z = λ2γs na terceira igualdade, a mudança de
variável w = λ−1y na quarta igualdade e usamos (5.1), juntamente com a hipótese de
indução e (5.12), na quinta igualdade.

Logo, temos que
B(un)(t, x) = λ

2γ
ρ−1B(un)(λ2γt, λx). (5.14)

Agora, utilizando (5.13) e (5.14), temos

un+1(t, x) = u1(t, x) +B(un)(t, x)
= λ

2γ
ρ−1

(
u1(λ2γt, λx) +B(un)(λ2γt, λx)

)
= λ

2γ
ρ−1un+1(λ2γt, λx).

Assim, temos que

un(t, x) = λ
2γ

ρ−1un(λ2γt, λx), para todo n ∈ N. (5.15)

Mostraremos, agora, que u(t, x) = λ
2γ

ρ−1u(λ2γt, λx). De fato, usando (5.15) e o fato da
solução u(t, x) ser limite da sequência (un) no espaço E, temos

∥u(t, ·) − λ
2γ

ρ−1u(λ2γt, λ·)∥
L

n(ρ−1)
2γ ,∞ = ∥u(t, ·) − un(t, ·) + un(t, ·) − λ

2γ
ρ−1u(λ2γt, λ·)∥

L
n(ρ−1)

2γ ,∞

≤ ∥u(t, ·) − un(t, ·)∥
L

n(ρ−1)
2γ ,∞

+∥un(t, ·) − λ
2γ

ρ−1u(λ2γt, λ·)∥
L

n(ρ−1)
2γ ,∞

= ∥u(t, ·) − un(t, ·)∥
L

n(ρ−1)
2γ ,∞

+ ∥λ
2γ

ρ−1un(λ2γt, λ·) − λ
2γ

ρ−1u(λ2γt, λ·)∥
L

n(ρ−1)
2γ ,∞

≤ C∥u(t, ·) − un(t, ·)∥
L

n(ρ−1)
2γ ,∞ → 0, quando n → ∞.
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Portanto, u(t, x) = λ
2γ

ρ−1u(λ2γt, λx).
Por fim, notemos que a segunda parte do teorema, em que u(t, x) ∈ Eq, segue

imediatamente do Teorema de regularização 4.8.



6 Estabilidade Assintótica

O objetivo deste capítulo é analisar o comportamento no infinito das soluções obtidas
nos Teorema de boa-colocação 4.7 e de regularização 4.8.

Teorema 6.1. Suponha que u(t, x) e v(t, x) são soluções do problema de Cauchy 4.1 dadas
pelo Teorema de boa-colocação 4.7, em que as condições iniciais são, respectivamente,
u0, v0 ∈ L

n(ρ−1)
2γ

,∞ e satisfazem

lim
t→∞

∥Gγ(t)(u0 − v0)∥
L

n(ρ−1)
2γ ,∞ = 0.

Então,
lim
t→∞

∥u(t, ·) − v(t, ·)∥
L

n(ρ−1)
2γ ,∞ = 0.

Mais ainda, se u(t, x) e v(t, x) são soluções do problema de Cauchy 4.1 dadas pelo
Teorema de regularização 4.8 (ou seja, no espaço Eq), em que as condições iniciais são
respectivamente u0, v0 ∈ L

n(ρ−1)
2γ

,∞ e satisfazem

lim
t→∞

t
α
2 ∥Gγ(t)(u0 − v0)∥Lq,∞ = 0.

Então,
lim
t→∞

t
α
2 ∥u(t, ·) − v(t, ·)∥Lq,∞ = 0.

Demonstração. Como u e v são dadas, respectivamente, por

u(t, x) = Gγ(t)u0(x) −
∫ t

0
Gγ(t− s)f (u(s, x)) ds

e

v(t, x) = Gγ(t)v0(x) −
∫ t

0
Gγ(t− s)f (v(s, x)) ds,

tomando a diferença, segue que

u(t, x) − v(t, x) = Gγ(t)(u0(x) − v0(x)) −
∫ t

0
Gγ(t− s) (f (u(s, x)) − f (v(s, x))) ds.

• Primeira parte da demonstração: u e v são soluções obtidas no Teorema de boa-
colocação 4.7.
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Denotando l = n(ρ−1)
2γ

e tomando a norma Ll,∞ da diferença, temos que

∥u(t, ·) − v(t, ·)∥Ll,∞ =
∥∥∥∥Gγ(t)(u0 − v0) −

∫ t

0
Gγ(t− s) (f (u(s, ·)) − f (v(s, ·))) ds

∥∥∥∥
Ll,∞

≤ ∥Gγ(t)(u0 − v0)∥Ll,∞ +
∥∥∥∥∥
∫ δt

0
Gγ(t− s) (f (u(s, ·)) − f (v(s, ·))) ds

∥∥∥∥∥
Ll,∞

+
∥∥∥∥∫ t

δt
Gγ(t− s) (f (u(s, ·)) − f (v(s, ·))) ds

∥∥∥∥
Ll,∞

= I0 + I1 + I2,

em que a constante δ será escolhida posteriormente.
Notemos agora que, usando a Proposição 2.22, item 1, temos

∥|u|ρ−1(t, ·)∥∗
L

l
ρ−1 ,∞ = sup

τ>0
τ

ρ−1
l

(
|u|ρ−1(t, ·)

)∗
(τ)

= sup
τ>0

τ
ρ−1

l ((u(t, ·))∗(τ))ρ−1

= sup
τ>0

(
τ

1
l (u(t, ·))∗(τ)

)ρ−1

≤
(

sup
τ>0

τ
1
l (u(t, ·))∗(τ)

)ρ−1

= (∥u(t, ·)∥∗
Ll,∞)ρ−1 .

Usando a Proposição 3.8, temos então que

∥|u|ρ−1(t, ·)∥
L

l
ρ−1 ,∞ ≤ C∥|u|ρ−1(t, ·)∥∗

L
l

ρ−1 ,∞ ≤ C (∥u(t, ·)∥∗
Ll,∞)ρ−1 ≤ C (∥u(t, ·)∥Ll,∞)ρ−1 ,

(6.1)
e procedendo de modo análogo, segue que

∥|v|ρ−1(t, ·)∥
L

l
ρ−1 ,∞ ≤ C∥|v|ρ−1(t, ·)∥∗

L
l

ρ−1 ,∞ ≤ C (∥v(t, ·)∥∗
Ll,∞)ρ−1 ≤ C (∥v(t, ·)∥Ll,∞)ρ−1 .

(6.2)
Agora, tomando 1

r
= 1

l
+ ρ−1

l
e usando a condição inicial da função f (4.2), a Proposição

3.8, a desigualdade de Hölder para Lp-fraco (Proposição 2.16), (6.1) e (6.2), temos que

∥f(u(s, ·)) − f(v(s, ·))∥Lr,∞ ≤ η∥|u(s, ·) − v(s, ·)|
(
|u(s, ·)|ρ−1 + |v(s, ·)|ρ−1

)
∥Lr,∞

≤ ηC∥|u(s, ·) − v(s, ·)|
(
|u(s, ·)|ρ−1 + |v(s, ·)|ρ−1

)
∥∗

Lr,∞

≤ ηC∥u(s, ·) − v(s, ·)∥∗
Ll,∞

∥∥∥|u(s, ·)|ρ−1 + |v(s, ·)|ρ−1
∥∥∥∗

L
l

ρ−1 ,∞

≤ ηC∥u(s, ·) − v(s, ·)∥Ll,∞

∥∥∥|u(s, ·)|ρ−1 + |v(s, ·)|ρ−1
∥∥∥

L
l

ρ−1 ,∞

≤ ηC∥u(s, ·) − v(s, ·)∥Ll,∞

(∥∥∥|u(s, ·)|ρ−1
∥∥∥

L
l

ρ−1 ,∞ +
∥∥∥|v(s, ·)|ρ−1

∥∥∥
L

l
ρ−1 ,∞

)
≤ ηC∥u(s, ·) − v(s, ·)∥Ll,∞

(
∥u(s, ·)∥ρ−1

Ll,∞ + ∥v(s, ·)∥ρ−1
Ll,∞

)
. (6.3)

Faremos, agora, a estimativa de I1. Usando o Lema 4.4 (já que 1 < r ≤ l), (6.3), o fato
de ∥u(t, ·)∥Ll,∞ ≤ 2ϵ e ∥v(t, ·)∥Ll,∞ ≤ 2ϵ (pois, por hipótese, u(t, x) e v(t, x) são soluções
dadas pelo Teorema de boa-colocação 4.7) e fazendo a mudança de variável z = s

t
, temos
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que

I1 =
∥∥∥∥∥
∫ δt

0
Gγ(t− s) (f (u(s, ·)) − f (v(s, ·))) ds

∥∥∥∥∥
Ll,∞

≤
∫ δt

0
∥Gγ(t− s) (f (u(s, ·)) − f (v(s, ·)))∥Ll,∞ ds

≤ C1

∫ δt

0
(t− s)− n

2γ
( 1

r
− 1

l
) ∥f (u(s, ·)) − f (v(s, ·))∥Lr,∞ ds

≤ ηCC1

∫ δt

0
(t− s)− n

2γ
( ρ−1

l
)∥u(s, ·) − v(s, ·)∥Ll,∞

(
∥u(s, ·)∥ρ−1

Ll,∞ + ∥v(s, ·)∥ρ−1
Ll,∞

)
ds

≤ ηCC12ρϵρ−1
∫ δt

0
(t− s)−1∥u(s, ·) − v(s, ·)∥Ll,∞ ds

≤ ηCC12ρϵρ−1
∫ δ

0
(1 − z)−1∥u(tz, ·) − v(tz, ·)∥Ll,∞ dz. (6.4)

Estimaremos agora I2. Usando 4.32 do Lema 4.14, o fato de ∥u(t, ·)∥Ll,∞ ≤ 2ϵ e
∥v(t, ·)∥Ll,∞ ≤ 2ϵ e lembrando também que ϵ > 0 é tomado de modo que 2ρϵρ−1K < 1
(ver Teorema de boa-colocação 4.7), temos

I2 =
∥∥∥∥∫ t

δt
Gγ(t− s) (f (u(s, ·)) − f (v(s, ·))) ds

∥∥∥∥
Ll,∞

≤ K sup
δt≤s≤t

(
∥u(s, ·)∥ρ−1

Ll,∞ + ∥v(s, ·)∥ρ−1
Ll,∞

)(
sup

δt≤s≤t
∥u(s, ·) − v(s, ·)∥Ll,∞

)
≤ 2ρϵρ−1K sup

δt≤s≤t
∥u(s, ·) − v(s, ·)∥Ll,∞ . (6.5)

Agora, das estimativas 6.4 e 6.5, temos que

∥u(t, ·) − v(t, ·)∥Ll,∞ ≤ ∥Gγ(t)(u0 − v0)∥Ll,∞

+ ηCC12ρϵρ−1
∫ δ

0
(1 − s)−1∥u(ts, ·) − v(ts, ·)∥Ll,∞ ds

+ 2ρϵρ−1K sup
δt≤s≤t

∥u(s, ·) − v(s, ·)∥Ll,∞ , (6.6)

para todo t > 0.
A seguir, definimos

Γ = lim sup
t→∞

∥u(t, ·) − v(t, ·)∥Ll,∞ = lim
k→∞
k∈N

sup
t≥k

∥u(t, ·) − v(t, ·)∥Ll,∞ .

Nosso objetivo agora é mostrar que Γ = 0.
Da monotonicidade da integral, observamos que

sup
t≥k

∫ δ

0
(1−s)−1∥u(ts, ·)−v(ts, ·)∥Ll,∞ ds ≤

∫ δ

0
(1−s)−1 sup

t≥k
∥u(ts, ·)−v(ts, ·)∥Ll,∞ ds. (6.7)

Notemos também que

sup
t≥k

∥u(ts, ·) − v(ts, ·)∥Ll,∞ ≤ sup
t≥0

∥u(ts, ·) − v(ts, ·)∥Ll,∞

≤ ∥u∥E + ∥v∥E

≤ 4ϵ ∈ L1 ((0, δ), ds) .
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Logo, de 6.7 e aplicando o Teorema da convergência dominada ([8], pág. 44), obtemos

lim sup
t→∞

∫ δ

0
(1 − s)−1∥u(ts, ·) − v(ts, ·)∥Ll,∞ ds = lim

k→∞
k∈N

sup
t≥k

∫ δ

0
(1 − s)−1∥u(ts, ·) − v(ts, ·)∥Ll,∞ ds

≤ lim
k→∞
k∈N

∫ δ

0
(1 − s)−1 sup

t≥k
∥u(ts, ·) − v(ts, ·)∥Ll,∞ ds

=
∫ δ

0
(1 − s)−1 lim

k→∞
k∈N

sup
t≥k

∥u(ts, ·) − v(ts, ·)∥Ll,∞ ds

=
∫ δ

0
(1 − s)−1 lim sup

t→∞
∥u(ts, ·) − v(ts, ·)∥Ll,∞ ds

= Γ
∫ δ

0
(1 − s)−1 ds

= Γ log
( 1

1 − δ

)
. (6.8)

Agora, como

sup
t≥k

sup
δt≤s≤t

∥u(s, ·) − v(s, ·)∥Ll,∞ ≤ sup
δk≤s

∥u(s, ·) − v(s, ·)∥Ll,∞ ,

segue que

lim sup
t→∞

sup
δt≤s≤t

∥u(s, ·) − v(s, ·)∥Ll,∞ = lim
k→∞
k∈N

sup
t≥k

sup
δt≤s≤t

∥u(s, ·) − v(s, ·)∥Ll,∞

≤ lim
k→∞
k∈N

sup
δk≤s

∥u(s, ·) − v(s, ·)∥Ll,∞

= lim sup
t→∞

∥u(s, ·) − v(s, ·)∥Ll,∞

= Γ. (6.9)

E assim, aplicando lim sup
t→∞

em (6.6), usando a hipótese de que lim
t→∞

∥Gγ(t)(u0 −
v0)∥Ll,∞ = 0, (6.8) e (6.9), obtemos

Γ = lim sup
t→∞

∥u(t, ·) − v(t, ·)∥Ll,∞

≤ lim sup
t→∞

∥Gγ(t)(u0 − v0)∥Ll,∞

+ ηCC12ρϵρ−1 lim sup
t→∞

∫ δ

0
(1 − s)−1∥u(ts, ·) − v(ts, ·)∥Ll,∞ ds

+ 2ρϵρ−1K lim sup
t→∞

sup
δt≤s≤t

∥u(s, ·) − v(s, ·)∥Ll,∞

≤ 2ρϵρ−1
(
ηCC1 log

( 1
1 − δ

)
+K

)
Γ.

Ou seja, temos que

Γ ≤ 2ρϵρ−1
(
ηCC1 log

( 1
1 − δ

)
+K

)
Γ.

Por fim, como 2ρϵρ−1K < 1, basta escolhermos δ > 0 suficientemente pequeno, de
modo que

2ρϵρ−1
(
ηCC1 log

( 1
1 − δ

)
+K

)
< 1.

Portanto, Γ = 0, ou seja,

lim
t→∞

∥u(t, ·) − v(t, ·)∥
L

n(ρ−1)
2γ ,∞ = 0.
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• Segunda parte: u e v são soluções obtidas no Teorema de regularização 4.8.

Começemos observando que

t
α
2 ∥u(t, ·) − v(t, ·)∥Lq,∞ = t

α
2 ∥Gγ(t)(u0 − v0)∥Lq,∞

+ t
α
2

∥∥∥∥∫ t

0
Gγ(t− s) (f (u(s, ·)) − f (v(s, ·))) ds

∥∥∥∥
Lq,∞

= I0 + I1. (6.10)

Faremos agora uma estimativa do termo I1.
Tomando 1

r
= 1

q
+ ρ−1

q
, (donde segue que 1 < r < q) e procedendo como na primeira

parte da demonstração (ver, também, demonstração do Lema 4.17), obtemos

∥f(u(s, ·)) − f(v(s, ·))∥Lr,∞ ≤ ηC∥u(s, ·) − v(s, ·)∥Lq,∞

(
∥u(s, ·)∥ρ−1

Lq,∞ + ∥v(s, ·)∥ρ−1
Lq,∞

)
.

(6.11)
Assim, usando o Lema 4.4, (6.11) e o fato de sup

t>0
t

α
2 ∥u(t, ·)∥Lq,∞ ≤ 2ϵq e

sup
t>0

t
α
2 ∥v(t, ·)∥Lq,∞ ≤ 2ϵq, (pois por hipótese u(t, x) e v(t, x) são soluções dadas pelo Teo-

rema de regularização 4.8), temos

I1 ≤ t
α
2

∫ t

0
∥Gγ(t− s) (f (u(s, ·)) − f (v(s, ·))) ∥Lq,∞ ds

≤ t
α
2C1

∫ t

0
(t− s)− n

2γ
( 1

r
− 1

q
)∥ (f (u(s, ·)) − f (v(s, ·))) ∥Lr,∞ ds

≤ t
α
2 ηCC1

∫ t

0
(t− s)− n

2γ
( 1

r
− 1

q
)∥u(s, ·) − v(s, ·)∥Lq,∞

(
∥u(s, ·)∥ρ−1

Lq,∞ + ∥v(s, ·)∥ρ−1
Lq,∞

)
ds

≤ t
α
2 ηCC1

∫ t

0
(t− s)− n

2γ
( ρ−1

q
)s−ρ α

2 s
α
2 ∥u(s, ·) − v(s, ·)∥Lq,∞ ds(sup

t>0
t

α
2 ∥u(t, ·)∥Lq,∞

)ρ−1

+
(

sup
t>0

t
α
2 ∥v(t, ·)∥Lq,∞

)ρ−1


≤ t
α
2 ηCC12ρ(ϵq)ρ−1

∫ t

0
(t− s)− n

2γ
( ρ−1

q
)s−ρ α

2 s
α
2 ∥u(s, ·) − v(s, ·)∥Lq,∞ ds

= t
α
2 ηCC12ρ(ϵq)ρ−1I3. (6.12)

Notemos que

− n

2γ

(
ρ− 1
q

)
− ρ

α

2 + 1 = − nρ

2γq + n

2γq − ρ

ρ− 1 + nρ

2γq + 1

= n

2γq − ρ

ρ− 1 + 1

= n

2γq − 1
ρ− 1

= −α

2 .

Agora, fazendo a mudança de variável y = s
t

e usando a igualdade acima, temos

I3 = t−
n
2γ ( ρ−1

q )−ρ α
2 +1

∫ 1

0
(1 − y)− n

2γ
( ρ−1

q
)y−ρ α

2 (ty)α
2 ∥u(ty, ·) − v(ty, ·)∥Lq,∞ dy

= t−
α
2

∫ 1

0
(1 − y)− n

2γ
( ρ−1

q
)y−ρ α

2 (ty)α
2 ∥u(ty, ·) − v(ty, ·)∥Lq,∞ dy.
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Assim, de (6.12), temos que

I1 ≤ ηCC12ρ(ϵq)ρ−1
∫ 1

0
(1 − s)− n

2γ
( ρ−1

q
)s−ρ α

2 (ts)α
2 ∥u(ts, ·) − v(ts, ·)∥Lq,∞ ds

= ηCC12ρ(ϵq)ρ−1I4.

E então, para todo t > 0,

t
α
2 ∥u(t, ·) − v(t, ·)∥Lq,∞ = t

α
2 ∥Gγ(t)(u0 − v0)∥Lq,∞ + ηCC12ρ(ϵq)ρ−1I4. (6.13)

Agora, definimos

Γ = lim sup
t→∞

t
α
2 ∥u(t, ·) − v(t, ·)∥Lq,∞ = lim

k→∞
k∈N

sup
t≥k

t
α
2 ∥u(t, ·) − v(t, ·)∥Lq,∞ .

Nosso objetivo é mostrar que Γ = 0.
Da monotonicidade da integral, observamos que

sup
t≥k

I4 ≤
∫ 1

0
(1 − s)− n

2γ
( ρ−1

q
)s−ρ α

2 sup
t≥k

(
(ts)α

2 ∥u(ts, ·) − v(ts, ·)∥Lq,∞

)
ds. (6.14)

Notemos, também, que

sup
t≥k

(
(ts)α

2 ∥u(ts, ·) − v(ts, ·)∥Lq,∞

)
≤ sup

t≥0

(
(ts)α

2 ∥u(ts, ·) − v(ts, ·)∥Lq,∞

)
≤ sup

t≥0

(
t

α
2 ∥u(t, ·)∥Lq,∞

)
+ sup

t≥0

(
t

α
2 ∥v(t, ·)∥Lq,∞

)
≤ ∥u∥Eq + ∥v∥Eq

≤ 4ϵq ∈ L1 ((0, 1), ds) .

Logo, de (6.14) e aplicando o Teorema da convergência dominada ([8], pág. 44),
obtemos

lim sup
t→∞

I4 = lim
k→∞
k∈N

sup
t≥k

I4

≤ lim
k→∞
k∈N

∫ 1

0
(1 − s)− n

2γ
( ρ−1

q
)s−ρ α

2 sup
t≥k

(
(ts)α

2 ∥u(ts, ·) − v(ts, ·)∥Lq,∞

)
ds

=
∫ 1

0
(1 − s)− n

2γ
( ρ−1

q
)s−ρ α

2 lim
k→∞
k∈N

sup
t≥k

(
(ts)α

2 ∥u(ts, ·) − v(ts, ·)∥Lq,∞

)
ds

=
∫ 1

0
(1 − s)− n

2γ
( ρ−1

q
)s−ρ α

2 lim sup
t→∞

(
(ts)α

2 ∥u(ts, ·) − v(ts, ·)∥Lq,∞

)
ds

= Γ
∫ 1

0
(1 − s)− n

2γ
( ρ−1

q
)s−ρ α

2 ds

= ΓC2, (6.15)

em que C2 =
∫ 1

0
(1 − s)− n

2γ
( ρ−1

q
)s−ρ α

2 ds < ∞ (C2 constante obtida em 4.50 do Lema 4.17.
E assim, aplicando lim sup

t→∞
em (6.13), usando a hipótese de que

lim
t→∞

t
α
2 ∥Gγ(t)(u0 − v0)∥Lq,∞ = 0, (6.15), e o fato de que Kq = ηCC1C2 (ver Lema 4.17),
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temos

Γ = lim sup
t→∞

t
α
2 ∥u(t, ·) − v(t, ·)∥Lq,∞

≤ lim sup
t→∞

t
α
2 ∥Gγ(t)(u0 − v0)∥Lq,∞ + ηCC12ρ(ϵq)ρ−1 lim sup

t→∞
I4

≤
(
ηCC1C22ρ(ϵq)ρ−1

)
Γ

=
(
2ρ(ϵq)ρ−1Kq

)
Γ.

Ou seja, se tomarmos, assim como no Teorema de regularização 4.8, K̃ = 2 max{K,Kq},
temos que

Γ ≤
(
2ρ(ϵq)ρ−1K̃

)
Γ.

E ainda, como do Teorema de regularização 4.8 teremos que

2ρ(ϵq)ρ−1K̃ < 1,

então Γ = 0, isto é,
lim
t→∞

t
α
2 ∥u(t, ·) − v(t, ·)∥Lq,∞ = 0.
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