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Resumo

Neste trabalho estudamos problemas elipticos do seguinte tipo:

(P) Lu+V()|z|~ [ul"~*u = K(2)|«] ™ f(u), em RY,

em que V, K : RY — R sao potenciais nao negativos que podem tender a zero no infinito,
f:RY — R tem crescimento subecritico e Lu é um operador eliptico.

Quando Lu ¢é o operador p-Laplaciano com peso, isto é, Lu = Lgyu =
—div(|z|~®|Vul[P~2Vu), provamos resultados de existéncia de solugao positiva para
K(x) = 1 em RY e de solucdo positiva de energia minima para K podendo tender a
zero no infinito. No primeiro caso a técnica é baseada num argumento de truncamento,
introduzido por del Pino e Felmer em [34] e usado por Alves e Souto em [I0], que nos
permite uma abordagem variacional. No segundo caso, usamos novamente a abordagem
variacional e o principal argumento, usado por Alves e Souto em [II], é considerar
convenientes condigoes de crescimento sobre os potenciais para obter imersoes compactas
no espaco todo. Esta ultima técnica foi adaptada para obter resultados de existéncia de

solugao de energia minima nao trivial para o operador Lu = A?u = A(Au).

Palavras chave: Solugoes positivas, Operador de Schrodinger nao degenerado,

Métodos variacionais, Operador biharmodnico .



Abstract

In this work we studied elliptic problems of the following type:

(P) Lu+V(@)z|™ Jul" " u = K(2)[[ f(u), in R,

where V, K : RN — R are nonnegative potentials that can vanish at infinity, f : RN — R
has a subcritical growth and Lu is an elliptic operator.

When Lu is the weighted p-laplacian operator, namely, Lu = Lypu =
—div(|Jz| 7P |VulP~2Vu), we prove existence results of positive solution for K(z) =1 in
RY and positive ground state solution for the case when K may tend to zero in infinity. In
the first case the technique is a truncation argument, introduced by del Pino and Felmer,
in [34)], and used by Alves and Souto, in [10], that allows us to use a variational approach.
In the second case, we also use the variational approach and the main argument, used by
Alves and Souto, in [I1], is to consider suitable growth conditions on the potentials to
obtain compact embedded in the whole space. This last technique was adapted to obtain

existence of nontrivial ground state solution for operator Lu = A%*u = A(Au).

Keywords: Positive solutions, Non degenerated Schrodinger operator,

Variational methods, Biharmonic operator.



Lista de Simbolos

[Pk

e “c” constante positiva que pode mudar de valor numa sequéncia de desigualdades.
e Bgr = Bg(0) bola aberta em RY centrada na origem e com raio R.
e (—), (—) convergeéncias fraca e forte, respectivamente.

o L,u = —div(|z|"*|VuP~?Vu) operador p-Laplaciano com peso, sendo N a

dimensao do espaco, l <p< N e —o0 <a < %.
o A%y = A(Au) operador biharménico.

p
o ||ullr) = (/ |u|pdx) ,para 1 < p < oo, © C RY e uma funcao mensurdvel
Q
u: Q) —R.
o [lully = [lull @)

o 1P(Q)={u:QCRY - R:||ul|rp) < oo}, para Q@ C R,

N P
o |lul[zpa) = (/ || P ]u\p) ,para 1 < p < 0o, A C RY e uma fungao mensuravel
A
u:A—R.

o LP(A)={u:A—=R:||ul|pa < oo}

P

K(x) >0 em RY e uma fungao mensurdvel u: A — R.

u]p)p,paral§p<oo,ACRN,K:RN—>R,

o L (A)= {u t A= R ul[ ) < oo} Para a = 0 usamos L%-(A).

o L(RY) = {u : RY — R, mensurdvel : sup ess|z| ™" |u| < oo}.
RN



o C°(RY) espago de fungoes de classe C* e de suporte compacto em RY.

e O c RY ¢ um conjunto aberto.

e DP(Q) = {u: Q — R : |z|7% € L (Q) e |z|*Vu € LP(Q)}. Para

Q = RY podemos dizer que DMP(RY) é o fecho de C5°(RY) em relagio & norma

lu| = (/ |x|_“p|Vu|pdx>p.
RN

o D}l:g(Bl) fecho de C§°(£2) em relagao a norma |u| = (/ ]x\“p\Vu\pdx)
Q

D22(RN) = {u: RN - R:u e L>*(RV) e Au € L3(RV)}.

o WmP(Q) = {ueLl(Q): D € LE(Q),V |a| <m}. Aqui o = (aq,...,ay) é um

multi-indice.

e 2, = expoente critico para a imersdo do espago W22(Q2) em L9(2), @ C RY.

o p*:=p*(a,e) = N]i’;p expoente critico de Hardy-Sobolev com N a dimensao do
espaco, 1<p<N,d:1+a—e,a§e§a+1e—oo<a<%.

e p dual (ou conjugado) de p, dado pela condigio % + % =1 para todo p > 1.

e 0,(1) termo que tende a zero quando n — oo.

® X[so,s1] fungao caracteristica para o intervalo [sg, s1] C R.

e wy volume da bola unitaria N-dimensional.

e ut =max{0,u}, v = max{0, —u}.

e (.s. quase sempre, isto é, a menos de um conjunto de medida nula.
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho estudamos equagoes elipticas nao lineares do seguinte tipo:

(EE) Lu+ V(x)|z| % [ulP~u = K(z)|z| ™ f(u), em RY,

em que Lu pode ser o operador p-Laplaciano com peso, isto ¢, Lu = Lgyu =
—div(]z| 7 |VulP~2Vu), ou ainda, o operador biharmonico, isto é, Lu = A%u = A(Au).
f : RY — R é uma nao linearidade com crescimento subecritico e V, K : RY — R sao
potenciais que podem tender a zero no infinito.

Como os operadores envolvidos sdo elipticos, nos referiremos a (E'FE) como equagao
eliptica. A equacao (EFE) associamos o que chamamos de “problema eliptico (P)”,
que pode focar diversas questoes a respeito de suas solugoes, tais como, existéncia,
multiplicidade, taxas de decaimento e mudanca de sinal, entre outras. Porém, a primeira
questao a ser respondida é a da “existéncia”’ e é a esta que nos propomos em todo este
trabalho.

Nessa tese estudamos trés problemas obtidos a partir da equagao (P). Em cada um
dos trés subseqientes Capitulos deste trabalho apresentamos um desses problemas com

suas caracteristicas especificas e seu resultado. Assim, a partir de agora, fazemos um

detalhamento de cada um deles e mostramos seus respectivos resultados.
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1.1 Problema (P1)

Primeiramente, considerando K(x) = 1 em RY, temos o seguinte problema eliptico

quase linear:
Lopu+ V() ]z|~ % ulP~?u = ||~ f(u), em RY,

u>0, em RY; v e DLP(RY),

(P1)

N—p _ Ko ok _ _Np
emquel <p<N,—oco<a<=F a<e<atl,d=l+a—ep .—p(a,e)—m
denota o expoente critico de Hardy e Sobolev, V : RY — R é um potencial nao negativo,
limitado, que tende a zero no infinito e f : R — R é uma func¢ao continua com crescimento
subcritico.

Supomos que V : RY — R ¢ uma funcao continua verificando:

(Vi) V(z) > 0, para todo z € RY.
dp? [N —p(at1)]
(Vi2) Existe A > 0ery > 1 tal qme| ilnf V(z)|x| EVee > A.
x|>Tr1

Um exemplo para este tipo de potencial é dado por:

Exemplo 1.1.1 Dado A > 0, defina o potencial V' por

0, se |x| <F-—1
dp?[N—p(a+1)]
V(z) =< AF o (|| —7+1), se T—1<|z|<T
_ dp®[N—p(a+1)]
A|z|” oD@ =) | se |x| >T,

Também supomos que f : RY — R ¢ uma funcao continua e satisfaz as condicoes

abaixo, com 1 < p < N e p* :=p*(a,e) = N]X’le.
(fu) limsup 218 < o,
s—0t S
(f12) Existe p € (p,p*), tal que limsup Sf(,s> < 00.
5—00 sP

(fi3) f(s) =0, para todo s < 0.
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(f1a) Existe 6 > p tal que 0 < 0F(s) < sf(s), para todo s > 0.

Exemplo 1.1.2 Um exemplo de uma funcdao f que satisfaz as condigcoes acima € dado

por
0, se s <0,
f(s) =14 5971, se 0<s<1,
P ose s>1,

com q > p* e p dado por (fi2).

Equagoes envolvendo o operador p-Laplaciano aparecem em muitos problemas de
difusao nao linear. Por exemplo, em Otica nao linear, fisica dos plasmas, fisica da
matéria condensada e na modelagem de problemas em fluidos nao Newtonianos. Para
mais informagoes de cunho fisico indicamos [36].

Para vermos alguns problemas realcionados, consideremos primeiramente o caso a =
0, isto é, Lu é o operador p-Laplaciano, e o potencial limitado inferiormente por uma
constante positiva Vg > 0. Para p = 2 citamos [2, [7, 8, 17, 22] e suas referéncias. Em [34],

além das hipdteses acima, os autores consideraram uma condicao local, a saber,

min V' < min V,
zeQ €02

em que  C RY é um conjunto limitado, em vez da condicio global imposta por
Rabinowitz em [60]. Para p # 2 veja [4, 9 69, [70]. Ainda com a = 0, consideremos
o importante caso de massa zero para V', isto é,

‘xlgnoo V(z) = 0.
Quando p = 2 citamos [14], 15 20] e o recente artigo [10] de Alves e Souto.

Tomemos agora o caso a # 0 e o potencial limitado inferiormente por uma constante
positiva V5 > 0. Neste caso, a equacao surge em problemas de existéncia de ondas
estaciondrias para a equagao anisotrépica de Schrodinger (veja [65]) e em outros problemas
(por exemplo, veja [22], B7]). Citamos [65] para p = 2; e, [16, [5I] para p # 2.

Para o caso V = 0, indicamos [29], parap =2e a # 0 ¢ [54], parap # 2 e a = 0.
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A nossa contribuigao para este problema é a extensao do resultado obtido em [10],
comp=2ea=0,paraocasoemque l <p< Ne—-oo<a< %. A primeira grande
dificuldade para esta extensado é mudanga de estrutura no espago. Em [I0], a presenga
da estrutura Hilbertiana e imersoes compactas fornecem a convergeéncia do gradiente. No
caso estudado aqui, com a auséncia desta estrutura, nao obtivemos esta convergéncia tao
diretamente. Para transpor este problema usamos um resultado encontrado em [17, [39]
cujas ideias vém de [23], 4], quando o dominio é limitado e suave. Ainda em fungao desta
mudanga de estrutura tivemos que fazer novas estimativas. Outra dificuldade surgiu pela
presenca dos termos singulares no problema. Isso nos forcou a obter estimativas mais
refinadas e para as quais o principal ingrediente é a desigualdade de Caffarelli, Kohn e
Nirenberg (veja [26]).

Agora, afirmarmos o resultado para o problema (P1).

Teorema 1.1.1 Suponha que V' e f satisfacam, respectivamente, (V11), (Vi2), (f11), (fi2),
(f13) e (fia). Entdo, existe uma constante N* = A*(V,0,p,co) > 0 tal que o problema
(P1) tem uma solugdo ndo negativa de energia critica, para todo A > A*, sendo Vi o

mdximo de f no fecho de By. Além disso suponha que

(f12)' Eziste ¢ >0 tal que —ap"=pla+1)—c e
— : cp

< < min i pt—oF——1

ey {N—p b N—p(a+1)}

Entao a solucao € positiva.

Este resultado encontra-se publicado em [I§] por Bastos, Miyagaki e Vieira.
Estudaremos o problema (P1) no Capitulo 2 e nele definiremos o conceito de energia

critica.

1.2 Problema (P2)

Agora trabalhamos com a condicdo K(r) #Z 1 em RY e examinamos o seguinte
problema:
Lopu+V(@)|a]~ 7 [ulP~?u = K(z)|z[~* f(u), em RY,

u>0, em RN v e DLP(RY),

(P2)
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emqueN23,1<p<N,—oo<a<%,agega—l—l,d:l—ka—e,p*::p*(a,e):

Np

~— denota o expoente critico de Hardy-Sobolev, V, K : RY — R sdo potenciais positivos
—dp

continuos, K tende a zero no infinito, f : R — R é de classe C}(RY) e tem crescimento
subcritico.

Supomos que V, K : RY — R sio funcoes positivas continuas satisfazendo:
(Kap) V(z), K(z) >0, em RY e K e L¥RY)N L RY) N LLRY).
(Ka1) K/V € L=RMY).

(Ka2) Existe « € (p,p*), tal que lim —— = 0.

|x|—o00 V(:IZ‘) 7 —p

Usamos a notagao (V, K) € H; para expressar que V' e K satisfazem (Ky) e (Ko1).
Uma hipdtese alternativa é considerar V' e K satisfazendo (Ky) e (Ka2), para o que
usamos a notagao (V, K) € Hs.

Para termos um exemplo, considere que V' é uma constante positiva e que K seja dado

por
|z, se |z] <1
K(z) = -
x| emar” (== " se 2| > 1,
com 0 <a< %. Assim, o par (V, K) satisfaz H; e Hy. Para o caso —oo < a < 0 é

suficiente considerar

K(2) |z|°, se |z| <1
xTr) =
2| e (2= se x| > 1,

com b > 0.

Supomos que f : RY — R é de classe C*(R") e satisfaz as condigoes abaixo, com

l<p<Nep :=pae)= N]XZP.
(fa1) lim sup Sf(*s) =0.
s—0 sP
29 xiste p € (p,p*), tal que imsupL(,s) =0.
E 1 1 7
S—00
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(fa3) f(s) =0, para todo s < 0.
F
(f2s) lim sup (5) = 0.
S—00 S
(f25) s~V f(s) é uma funcio crescente em s € (0, 00).

Lembramos que a condigao (fy4) é mais fraca do que a usual condigdo de Ambrosetti

e Rabinowitz, a saber,
(AR) existe # > p tal que 0 < 0F(s) < sf(s), para todo s > 0.

A condigao (AR) é muito importante para assegurar que o funcional de Euler e Lagrange
associado ao problema (P1) tem a geometria do passo da montanha e também para
garantir que a sequéncia de Palais-Smale deste funcional é limitada. Porém, uma vez que
esta condicao é muito restritiva, muitos pesquisadores tém tentado substitui-la. Observe
que a fungao f(s) = sP71(1 + InsP) satisfaz (fa4) e nao satisfaz (AR). Indicamos [53] e

suas referéncias para mais informacoes sobre este tema.

Exemplo 1.2.1 Um exemplo de uma funcdao f que satisfaz as condigcoes acima € dado

por
0, se s <0,
f(s) =14 5971, se 0<s<1,
P~ ose s>1,

com q > p* e p dado por (fa).

Para vermos alguns problemas relacionados, tomemos V' (z) > Vi > 0. Para a = 0,
citamos [19, 31}, 32, 48], 56], [60] e, para a # 0, [65].

Ainda neste caso, com a = 0 e p = 2, destacamos o trabalho de Wang e Zeng, em
[66]. Eles consideraram f(s) = |s|P"'s e K(z) > 0 em R”", estudaram o fenomeno de
concentracao de solugoes de energia minima e mostraram que elas concentram-se num

ponto no meio termo entre os vales de V' e os picos de K.
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Sirakov, em [63], usou uma condigao que permite o potencial se anular num conjunto
de medida finita e ndao usou a condigao (fo5) sobre a nao linearidade.

Considerando K tendendo a zero no infinito e V' no caso de massa zero, isto é,

lim V(x) =0,

T—r00

citamos [14], [15] e os recentes artigos [12] [11], para a = 0, e [29], para a # 0.

Finalmente, considerando os casos K limitado inferiormente por uma constante
positiva e K ilimitado superiormente, ainda no caso de massa zero, temos os artigos
[12] e [29], respectivamente.

Até onde sabemos, o artigo [11], com a = 0 e p = 2, é o melhor resultado para
potenciais V' e K e uma nao linearidade f gerais. Sobre ele se fundamenta o nosso
trabalho e, por isso, fazemos agora um breve esboco das principais ideias dele. Com o
objetivo de obter a geometria do passo da montanha, os autores, em [11], usaram condigoes
de crescimento subcritico sobre f, além de uma condicao especifica sobre sua primitiva
F'. Eles impuseram convenientes condicoes sobre V' e K para conseguir uma desigualdade
do tipo Hardy e, com isto, conseguiram uma convergeéncia forte no espaco todo. De fato,

eles assumiram a condigao

2N K
existe a € (2,2"),com 2% = 5 tal que lim (f*)_a

=0
N — || =00 V(ZL‘) 2F 2

para obter uma imersao compacta de £ C DY?(RY) em L% (RY), sendo 2 < ¢ < 2*. Com
esta ferramenta, eles puderam superar a perda de compacidade na imersao de Sobolev
no espago todo, que é uma das grandes dificuldades deste tipo de problema. Em [49] foi

usada uma condi¢ao muito semelhante aquela usada em [I1], a saber,

N K(z)P" P
P , tal que lim sup L =0,
—p 700 2 eRN\B, V()P

existe o € [p,p*), com p* =

com o objetivo de obter a imersao compacta de E C D**(RY) em L (RY) com p < 0 <

*

pr.
A nossa contribui¢do para o problema (P2) é a extensdo, pelo menos parcial, do

resultado obtido em [I1], com p =2 e a = 0, para o caso em que 1 < p < N e —o0 <

N—p

a < Da mesma forma que no problema anterior, enfrentamos a dificuldade da
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perda da estrutura Hilbertiana do espago com a conseqiiente dificuldade de obtengao
da convergéncia do gradiente e a necessidade de obtencao de novas estimativas. Isso foi
superado do mesmo modo que no problema anterior. Porém, a técnica empregada aqui nos
trouxe uma nova dificuldade: a necessidade de relacionar os crescimentos dos potenciais
V e K e da nao linearidade f com o crescimento dos termos singulares. Para superar isto
tivemos que supor condicoes que impuseram restricoes tanto nos potenciais como na nao
linearidade. Isso explica a parcialidade da extensao do resultado.

Agora, afirmamos o resultado para o problema (P2).

Teorema 1.2.1 Suponha (fgl), (fgg), (fgg), (f24), (f25) (& (‘/, K) € Hl ou (V: K) € Hg.
Entao, o problema (P2) tem uma solug¢do nao trivial, ndo negativa e de energia minima.

Além disso suponha que

(f12)' Eziste ¢ >0 tal que —ap*=pla+1)—c e
_ . P cp

< < min Cp— 1

p <D {N_p p N—p(a+1)}

Entao a solugdo € positiva. No caso ndao singular (a = 0) podemos trocar ( fas) por

sf(s)

*

(f22)l lim sup =0

S$—00 spP
e obter o mesmo resultado. Também aqui temos a positividade da solucao se p* satisfizer

a condi¢ao (f12)".

Estudaremos o problema (P2) no Capitulo 3 e nele definiremos o conceito de energia

minima.

1.3 Problema (P3)

Dando continuidade a analise do comportamento dos potenciais em problemas
elipticos, estudaremos a acao de V e K no seguinte problema eliptico com o operador

biharmonico em RY:

A?u+V(z)u = K(x)f(u), em RY,

(P3)
u#0, em RY, o e D*(RY),
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em que N > 5, V, K : RV — R sao funcoes continuas positivas, K pode tender a zero no
infinito e f : R — R é uma fungao de classe C'(R) com crescimento subcritico.

Supomos que V e K satisfazem as seguintes condicoes:

(Ks30) V(z), K(z) >0em RY e K e L®@RY)n LYRY).
(E31) K/V e L®(RY).
AN K
(K32) Existe a € (2,2,), com 2, = —— tal que lim % = 0.
N —14 || =00 V(QJ) %2

Usamos a notacao (V, K) € H; para expressar que V e K satisfazem (K30) e (K31).
Uma hipdtese alternativa é considerar V' e K satisfazendo (Kj3) e (K32), para o que
usamos a notagao (V, K) € Hs.

Um exemplo para fungoes V' e K satisfazendo as condigoes acima é dado pelas seguintes

fungoes. Seja V' uma constante positiva e K dado por

K(x) e, se |r] <1
€Tr) =
el se |x| > 1.

Assim, ¢é facil ver que (V,K) € Hy e (V, K) € Ho.

Supomos que a funcao f é de classe C1(RY) e satisfaz

(f31) lim sup sf2(3) =0.
s—0 §o*
(fs2) lim sup sz(s) =0.
5—00 5o
(fs3) f(s) =0, para todo s < 0.
(f34) lim sup F(;) = 0.
S—00 S
(f35) 571 f(s) é uma funcao ndo decrescente em s € (0, 00).

Lembramos que a condi¢do (f3s) é mais fraca que a condigdo de Ambrosetti e

Rabinowitz, a saber,

(AR) existe # > 2 tal que 0 < F(s) < sf(s), para todo s > 0.
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Por exemplo, a fungao f(s) = s(1+Ins?) satisfaz (f34) e nio satisfaz (AR). Aqui podemos

fazer as mesmas observagoes do problema anterior quanto a relacao das condigoes (AR)

€ (f34)-

Exemplo 1.3.1 Um exemplo de uma funcao f que satisfaz as condigoes acima € dado

por
0, se s <0,

f(s) =1 s771 se 0<s<1,
17l se s>1,

comp>2,e2<q<2,.

Equagoes com o operador biharmoénico em dominios limitados surgem no estudo de
ondas viajantes em pontes suspensas e no estudo de deflexao estatica de uma placa eldstica
num fluido (veja [68] e suas referéncias). Para o problema (P3), com K =1 e V constante
num dominio limitado citamos, por exemplo, [3§].

Vamos citar brevemente alguns resultados sobre o operador biharmonico em regioes
ilimitadas. Ja é bem conhecido que a equacao nao linear de Schrodinger com termos
adicionais contendo derivadas de maior ordem esta proximamente relacionada com o auto
foco de ondas Whistler em plasmas na fase final. Num meio isotrépico esta equacao tem
a forma

oV

1
i— + =SAV + AA*U + p| U2V = 0,
0z 2

em que o termo com A? descreve a contribuigdo da dispersao de ordem superior (veja
[45]). Também sabemos que a equac@o nao linear de Schrodinger de quarta ordem foi
introduzida por Karpman, em [46], e por Karpman e Shagalov, em [47], para considerar o
papel dos termos de quarta ordem de pequena dispersao na propagacao de feixes de laser
intenso num meio de grandes quantidades com nao linearidade do tipo Kerr (veja [57]).
Voltando nossa atencao para a equacao de Schrodinger biharmoénica com potenciais
em dominios ilimitados, citamos o trabalho [54] em que foi considerado V =0 e K um
potencial radial ndo negativo tendendo a zero no infinito. Em [54] os autores obtiveram
a existéncia de solugoes radiais positivas. Alves, Do O e Miyagaki, em [5], tomaram

o potencial V' nao negativo e a nao linearidade com dois potenciais nao negativos.
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Considerando a periodicidade dos potenciais, os autores obtiveram existéncia de solugoes.
Em [5] foram consideradas pequenas perturbagoes dos potenciais e foi obtida existéncia
de solugoes. Os mesmos autores, em [6], usaram um potencial V' que muda de sinal
com alguns pontos de singularidades. Chabrowski e Do O, em [30], supuseram que K é
um potencial continuo limitado, variando o sinal e V' é um potencial nao positivo. Em
[30], foi obtido a existéncia de duas solugoes. Gazzola e Grunau, em [40], consideraram
K =1 eV = 0 para investigar existéncia, unicidade, comportamento assintético e
propriedades qualitativas posteriores de solugoes radiais. Wang e Shen, em [62], tomaram
o potencial V' = 0 e a nao linearidade com um potencial nao negativo, no caso de
crescimento subcritico; e um potencial nao negativo que tende a zero no infinito, no caso
de crescimento critico. Com uma desigualdade de Hardy e Rellich melhorada, em [62] os
autores estudaram a existéncia de multiplas solugoes com mudancga de sinal pelos métodos
minimax e teoremas de linking. Carrido, Demarque e Miyagaki, em [2§], consideraram
K =1 eV radial tendendo a zero no infinito para conseguir existéncia de solugoes radiais.
Finalmente, Pimenta e Soares, em [58], estudaram o fenémeno de concentragao para o
problema (P3) com K =1 e V satisfazendo a seguinte propriedade: existe um dominio

limitado Q C RY tal que
0<Vi(zg) =W :}RanV < iglﬂfV.

Como a discussao acima mostra, os tipos de potencial afetam a existéncia e as
caracteristicas das solugbes. A mnossa contribuicdo para o problema (P3) é conseguir
existéncia de solucao de energia minima para potenciais e nao linearidade sob hipdteses
complementares. De fato, o resultado para o problema (P3) estende o resultado de
Demarque e Miyagaki, em [35], para potenciais V' e K nao radiais. Ele estende também
o resultado de Alves e Do O, em [3], para potenciais e nao linearidade mais gerais. Além
disso, o resultado de Alves e Souto, em [I1], é obtido para o operador biharmonico sob
hipoteses complementares.

Neste trabalho usamos uma técnica andloga aquela usada por Alves e Souto, em [11].
De fato, com o objetivo de obter a geometria do passo da montanha, usamos condigoes

de crescimento subcritico em f, agora envolvendo derivadas de segunda ordem e uma
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condicao especifica sobre a sua primitiva F. Também supomos convenientes condigoes
sobre V' e K para conseguir uma desigualdade do tipo Hardy e, com isto, conseguimos
uma convergéncia forte no espaco todo. De fato, supomos as condigoes (K31) ou (K32)
para conseguir a imersao compacta de £ C D**(RY) em L% (RY) com 2 < g < 2,. Com
esta ferramenta, pudemos transpor a perda de compacidade na imersao de Sobolev no
espaco todo, que é uma das grandes dificuldades deste tipo de problema, de modo que
esse ¢ um resultado crucial do nosso trabalho.

Agora afirmamos o resultado para o problema (P3).

Teorema 1.3.1 Suponha (V,K) € Hy ou (V,K) € Ha, (f31), (f32), (f33), (f31) € (f35).

Entao o problema (P3) tem uma solug¢do nao trivial de energia minima.

Estudaremos o problema (P3) no Capitulo 4 e nele definiremos o conceito de energia

minima.



Capitulo 2

Solugao para o problema (P1)

Neste Capitulo apresentaremos uma solucao nao trivial, nao negativa e de energia
critica para o problema (P1), termo que sera definido no comego da segunda se¢ao. Além
disso, mostraremos uma outra condi¢ao sobre P, dado em (f12), com a qual teremos a

positividade da solucao.

2.1 O Problema inicial (P1) e o problema auxiliar
(PA).
Para o conforto do leitor reapresentamos aqui tanto o problema (P1) quanto as

hipéteses sobre V e f.

Laopu+ V()| [ufP"u = ||~ f(u), em RY,

u >0, em RY; u e DLP(RY),

(P1)

em que 1 <p < N, —oo<a<%,a§e§a+1,d:1+a—e,p* ::p*(a,e):m
denota o expoente critico de Hardy e Sobolev.

Supomos que V : RY — R ¢ uma funcao continua verificando:

(Vi) V(z) > 0, para todo x € RY.
dp?[N—p(a+1)]
(Via) Existe A >0er; > 1 tal qme| ilnf V(z)|x| DN > A.
x|>r1

24
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Também supomos que f : RV — R é uma funcdo continua e satisfaz as condicoes

: * . % _ N
abaixo, com 1 < p < N e p* := p*(a,e) = Nf;p.
(fi1) lim sup Sf(f) < 00.

s—0t sP
(f12) Existe p € (p,p*), tal que limsup sfis) < 0.
S§—00 S

(fi3) f(s) =0, para todo s <0.
(f14) Existe 6 > p tal que 0 < 0F(s) < sf(s), para todo s > 0.

Observacao 2.1.1 Das condigoes sobre [ podemos encontrar valores ¢ > 0 tais que
0 < sf(s) <c|s|”", para todo s € R. (2.1)
0 < sf(s) <c|s]’, para todo s € R, com p € (p,p*) dado em (f12). (2.2)

Desejamos encontrar uma solugdo para o problema (P1) através de um método
variacional. Isto significa que estamos procurando suas solugoes entre os pontos criticos
de um funcional definido num conveniente espaco E. O funcional adequado aos nossos

propositos é o funcional de Euler e Lagrange, dado por

1 .
I(u) = —/ |z| P |VulPdx +/ Vx|~
RN RN

p

u|pdx—/ 2| =" F (u)dz, (2.3)
RN

S
sendo F'(s) = [/ f(t)dt.
A primeira preocupacao que devemos ter é com a boa defini¢ao deste funcional, isto é,
devemos garantir que as trés integrais acima sejam finitas. Para garantir que a primeira

integral seja finita, num primeiro momento, escolhemos E como sendo o fecho de C3°(RY)
1

p
em relagdo a norma |u| = (/ |m\ap|Vu\pd:c) , em simbolos,
RN

E=Ce®)" com |u] = </ |:c]“p|Vu]pdx)p
]RN
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Pelo Lema [A.1.1] temos que
E=DRY)={u:RY = R:|z|uc LF (RY) e |z|™*Vu € LP(RY)}.

Impondo a condic¢@o de crescimento subcritico para f, feito com as hipdteses (fi1) e

(f12), temos as estimativas (2.1)) e (2.2). Com ([2.1) podemos dizer que
existe ¢ > 0 tal que |z|™% F(s) < c|z|~% |s[F", para todo s € R ez € RY. (2.4)

Para os parametros N >3, 1 <p < N, —oo<a<¥,a§e§a+1,d:1—l—a—e

ep*:=pa,e)= N]X ’;p, temos a importante desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg

(/ 2]
RN

(veja [26]). Por (22.4) e (2.5) temos a finitude da terceira integral, pois

/ |x|_“p*F(s)d$§/ clx| 7" |u
RN RN

Agora, para garantir que a segunda integral seja finita, restringimos nosso espago

P

p*dx>p §S/ ||| VulPde, (2.5)
RN

u

Pdr <c (S/ |$|_“p|Vu|pdx) T <
RN

aquelas fungoes u que tém esta propriedade, isto é, a partir de agora consideramos que
E = {u c DIP(RY) : / Viz| ™ |uPde < oo} , (2.6)
RN

de modo que o funcional I : £ — R esta bem definido.
Uma outra preocupacao que devemos ter com o funcional é quanto a sua
difenciabilidade. Mas, como visto no Lema [A.2.1] das hipdteses sobre f, segue que [

é de classe C'(FE) com derivada de Gateaux

I'(u)v = / 2| 7P| Vu[P 2 VuVo + Ve[~ [ulPuvdr — / 2| =" f (u)vda,
RN RN

para todos u,v € F.

A Hipétese (V1) nos permite considerar o espago E com norma

1
|wuz(/ ur%vmy+vurwuwm)
RN

Como desejamos encontrar uma solucao usando o Teorema do Passo da Montanha,

precisamos seguir alguns passos e, para melhor entendé-los, fazemos duas defini¢oes.
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Definigao 2.1.1 Dizemos que uma sequéncia de fungoes (u,) € uma sequéncia de Palais

e Smale, abreviadamente sequéncia (PS), para o funcional ®, no nivel ¢, se
®(u,) - c e D(u,) — 0.

Definigao 2.1.2 Dizemos que o funcional ® € de Palais e Smale se toda sequéncia (PS)

para © possui uma subsequéncia que converge forte.

O primeiro passo que devemos dar é verificar que o funcional [ satisfaz a geometria do
passo da montanha para conseguirmos a existéncia de uma sequéncia (PS). No segundo
passo, mostramos que uma tal sequéncia é limitada, o que, junto com a reflexidade do
espaco, nos garante a existéncia de v € F tal que u,, — u. No terceiro passo, provamos
que o funcional é de Palais e Smale. Em outras palavras, devemos mostrar que existe uma
subsequéncia, renomeada (u,), tal que ||u,|| — ||u||. A prova deste terceiro passo nao
ocorre diretamente e isso acontece, essencialmente, devido ao fato de nao termos a imersao
compacta de Sobolev em dominios ilimitados. Para vermos isso com detalhes, observamos
que, tomando (u,), uma sequéncia (PS) limitada, temos I'(u,)u, — 0 e I'(u,)u — 0, de

modo que

ot Vi = [ ot s =00, (2)
RN RN

/ 2| |V, [P 2V, Vu+ Vx|~ un|p_2unudx—/ 2|~ f (un )udz = 0,(1). (2.8)
RN RN

Desta forma, vemos que a convergéncia de ||u,|| estd relacionada com a convergéncia das
outras integrais presentes nas duas equacoes acima. Agora, suponhamos que, de algum

modo, conseguissemos provar as seguintes afirmagoes:

Al / 2|7 f (up )updz — 2|~ f (u)udz.
RN

RN

A2 / || =" f (wy, )uda — 2| =" f (u)udz.
RN

RN
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A3/ Vx|~ un|p_2unudx—>/ V02|~ julPdx.
RN RN

A4/ ]x\“p\VunIPQVunVudx%/ |z| | VulPdz.
RN RN

Usando A1 e a equagao (2.7)), terfamos

lim sup ||u,||? = / 2|~ f (u)udz. (2.9)
RN

n—oo

Usando A2, A3 e A4 e passando o limite na equagao ({2.8]) conseguiriamos

|ul|P = / ||~ |VulP + Vx| |ulPdr = / 2|7 f (u)udz. (2.10)
RN RN
Pelas duas equagoes anteriores teriamos
[unll = [Jull,

e este terceiro passo seria atingido.

Provar as afirmacoes A1, A2, A3 e A4 numa bola B, é possivel usando o Teorema
da Convergéncia Dominada e a importante imersao compacta de Sobolev, em dominios
limitados. Mas, no complementar da bola, By, nao temos a imersao compacta e nao
conseguimos provar as convergéncias, assim diretamente. Para contornar este problema,
a ideia, introduzida por del Pino e Felmer, em [34], e usada por Alves e Souto, em
[10], foi definir uma nova nao linearidade, chamada g(x,u), a partir de um conveniente
truncamento em f(u) de modo que a integral de g(x,u) pudesse ser comparada com a
norma de u, em B¢, onde nao temos a compacidade. Uma boa motivacao para esta
comparacao ¢ o fato de que a norma de u em Bf é arbitrariamente pequena desde que
r seja suficientemente grande. Para fazer esta “comparagao” foi introduzido o seguinte
truncamento da fungao f. Tomando 6, dado pela condigao (f14), considere k = Qp— > p,

7 > 1 e defina
f(0), se |z| < T,
g(z,t) =9 f(b), se |z| >7 e f(t) < Y|P3, (2.11)
\4
k

YItr2t, selz| >7 e f(t) >
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Assim, temos

2|~ f(t),  selax| <7
2" g t) = q el TA@), se ol >T e f(8) < FlP (212)
Flo|=" |t[r=2¢, se|z| >T e f(t) > F|tP2t

Com esta nova nao linearidade definimos o problema auxiliar:

Loyt + V(2)|2]7%" |u|P~2u = x|~ g(x,u), em RY,
- o+ Vel 2 = a7 g, ) o
u >0, em RY; o€ DLP(RY).

Associado ao problema (PA), definimos em E o funcional de Euler e Lagrange
]. * *
J(u) = -/ 2]~ |Vuf? + V]| julPdz — / 2]~ G, u)de
P JrnN RN
(2.14)

]. *
=l = [ el G u)da
p RN

sendo G(x,s) = [; g(x,t)dt. Das hipSteses sobre g segue, pelo Lema [A.2.1] que J ¢ de

classe C'(F) com derivada de Gateaux dada por

J' (u)v = / 2| 7P| Vu|P 2 VuVo + V||~
RN

u\pqudx—/ 2|~ g(z, u)vdz,
RN

para todos u,v € E.

2.2 Uma solugao para o problema (PA)

Nesta se¢gdo mostramos que o problema (PA) tem uma solu¢ao nao negativa e de

energia critica. Para sermos mais precisos fazemos agora sua definigao.

Defini¢ao 2.2.1 Dizemos que u € solugao de energia critica para (PA) se u satisfaz
J(u) =c*, (2.15)

com J definido em e ¢* dado por

* = inf max J(y(t
¢ = inf max (v(£))
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com

D= {y€C(0,1,E): 7(0) =0 e (1) = e}.

c¢* é dado pelo Teorema do Passo da Montanha (A.3.1) e é chamado nivel minimax
para o funcional J. Além deste, definimos também outro nivel minimax chamado ¢. Para

. . (o : 1
isso, consideramos V, o maximo de f no fecho de B; e definimos, no espago D,t(By),

%
ulPdx |

ulPdx —/ F(z,u)dz
By

tanto a norma

|mm=( 2] [Tuf? + Vo
By

como o funcional Iy dado por
1

Io(u) =,/ 2| =PVl + V||~
1

1 o
=—MWV—/LﬂpFWMm
p B

Lema 2.2.1 Suponha (Vi1), (f11), (fi2) € (fi4). Entao o funcional Iy satisfaz a geometria
do passo da montanha, a saber,
1. Existem oy, po > 0 tais que Iop(u) > oo para |||ul|| = po-

2. Existe eq € D,5(By) tal que ||leo||| > po € Io(eg) < 0.

Demonstracgao.

Passo 1: Usando o crescimento de f, dado em ([2.1)), e a desigualdade ([2.5)) encontramos

2|~ F(u)dz < / clo| ™" u|P dr < ¢ (/ |ac|_“p|Vu|pdx) ’
Bl Bl

B1
p*
« p
<c ( || |VulP + Voo |x| ™ \u]pdx)
By

< ¢ [ulll”",
de modo que

p*

1 o 1
Tow) = lllll” = ; o7 Fu)de = Zlful[[” = ellul
1

Uma vez que p* > p, existe py tal que ag := %pﬁ — ¢pf > 0. Assim, temos Io(u) > aq

para [[|ul|] = po.
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Passo 2: Por (fi4) segue que existe § > p e ¢ > 0 tal que F(s) > c|s|? (veja|A.4.2).
Tomando ug € C°(By \ {0}) podemos dizer que

uo|’dx

Io(tuo) = Htuoll? = [ |~ F(tuo)dz < Zljuol|? — % / R
Bl p Bl

Como 6 > p existe t( suficientemente grande tal que, tomando ey = tgug, temos Iy(eg) < 0

e [[leol Il > po- =

Lema 2.2.2 Suponha (Vi1), (f11), (fi2) e (fia). Entao o funcional J satisfaz a geometria
do passo da montanha, a saber,
1. Existem py,cq > 0 tais que J(u) > ay for ||u|| = p1.

2. Eriste ey € E tal que ||le1|| > p1 e J(e1) < 0.

Demonstracgao.

Passo 1: Da definigao de G temos/ 2|~ Gz, u)dr < / 2|~ F(u)dz. Assim,
RN RN

de modo andlogo ao Lema anterior, temos J(u) > ay := %pﬁ' —¢py > 0 para ||u]| = p1.

Passo 2: Tome o mesmo uy, da prova do Lema anterior. Assim, uy € FE e

G(x,ug) = F(up), pois ug = 0 em Bf. Pelo mesmo argumento do Lema anterior, temos

tP
J(tug) < —||uoll? — tec/ lug|’dz. Como 6 > p existe um ¢, suficientemente grande tal
p RN

que, tomando e; = tyug, temos J(e1) < 0 e ||er]| > p1. u

Note que é possivel tomar t tal que e = tuy satisfaz aos dois Lemas anteriores. Isto

nos garante a boa definicao dos niveis minimax ¢* e ¢ dados por

¢ = inf max J(y(t)) com I' = {y € C([0,1], E) : 7(0) =0 e 7(1) = ¢}

~verl' t€]0,1]

¢ = inf max Io(y(t)) com I' = {y € C ([0, 1],Di’§(31)) :v(0)=0e (1) =e}.
~v€l tel0,1] ’

Como J(ug) < In(up) em Dijg(Bl), temos

¢ <z, (2.16)
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por suas definicoes. Agora, usando o Lema acima junto com o Teorema do Passo da
Montanha (veja|A.3.1)) concluimos que existe (u,), uma sequéncia (P.S) for J, no nivel

njs b
minimax c*, isto é

J(up) = ¢ e J(u,) — 0.

Lema 2.2.3 Suponha (Vi1), (fi1), (fi2) e (fia) e seja (u,) uma sequéncia (PS) para o

funcional J. Entao (u,) € limitada em E.

Demonstragdo. Defina A = {z € R" : |z| <7 ou f(u(z)) < %@|u(x)\p2u(a¢)} Pela
definigao de G, temos que G(z,u) = F(u), em A, de modo que, usando (f14), concluimos

1
que existe 6 > p tal que —G(z,u) + éug(x,u) >0, em A. Assim,

1 * *
—/ || P |Vu|P + Vx|~ u\pdx—/ |z|~ " G(x,u)dx
D Ja A

]_ * *
—— /|x|_ap]Vu|p+V|x|_“p |u|pd:v—/ |z| =" g(x, u)udzx
0 \Ja A

L1 B} . (2.17)
> (- —= |z|~P|VulP + V]|x|~% |ulPdx
p 0 A
(p—1)

>

[ Jal vl 4 Vel
A

72 ulPdx.

Agora, considere B = A° = {z € RY : 2| > 7 e f(u(z)) > Viz)

[u(z) P~ *u(z)}.
* *V
Pela definicdo de G, temos / |z| " g(z,u)udr = /]a:|_“p %\u!””uudx >0 e
B B

|z~ Gz, u) = —k|x|_“p*|u|pd:v, em B. Entao
p
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1 >k
—/ 2| Vul? + V][~
P JB

1 .
~5 ([ werorwup + viel s
o \Js

1/ _ am* V o am*
> — x| 7P |\Vulp + Vx|~ updoc—/—x ap
£ [ lal vl < Vial o pupds = [ s

ulPdz — / 2|~ G (2, u)dx
B

u]pdx—/ ]x|_“p*g(:v,u)ud93)
B

ulPdx
(2.18)
1 *
> —/ [PVl + V2|~ [ufPda
kJp

]. *
o [ Jal T 4 Ve
pk Jp

ulPdx

(p—1)

>
=k

ulPdx.

/ 2P| Vaf? + V]a|
B

Combinando as desigualdades (2.17)) e (2.18) temos

1 —1
) = 5w =
Em particular, a equacdo acima vale para (u,) e temos

1, p—1
) = 5 e = L= |

Por outro lado, temos J(u,) — ¢*, 0 > p>1e J'(u,) 72 — 0, uma vez que J'(u,) — 0.

[lunll

Assim, conseguimos
1, 1
J(“n) - 5J (Un)un <M+ 5”“?@“ <M+ ||Un||a

para alguma constante M > 0. Entao, temos %Huan < M + ||un||, que pode ser

reescrito por
[lunl| (0 = D)l[unl P~ — pk) < pkM. (2.19)

Assumindo ||u,|| — oo, a equagao (2.19) implica que (p — 1)||u,|[P~! — pk — 0. Entéao
1

|lun|| — (%) pj, que é uma contradigao. Portanto, (u,) é limitada em F. n

Como J'(u,) — 0 e (u,) ¢ limitada, temos

on(1) = J'(uy ) (=1, ) + J'(=uy ) (=u,) = || = u, |7,
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de modo que

| = u, [ = 0.

Pela continuidade de J e J' conseguimos
J(—u;) =0 e J(-u,)—0,

de modo que

Juh)y = e J(uf)—0.

Isto nos permite considerar sequéncias (PS) nao negativas a partir de agora, isto é,
dada (u,), uma sequéncia (PS), podemos considerar que u,(z) > 0 q.s em RY, para todo
n, ou simplesmente,

u, > 0 para todo n. (2.20)

Lema 2.2.4 Suponha (V11), (fi1), (fi2) e (fia). Entao o funcional J satisfaz a condi¢ao

de Palais e Smale, isto €, toda sequéncia (PS) possui uma subsequéncia convergente.

Demonstracao. Tomando (u,), uma sequéncia (PS), temos sua limitagao, pelo Lema
2.2.3] Isso e a reflexividade do espago E (veja|A.1.4)) nos garantem que existe u € F tal
que u, — u. Assim, é suficiente mostrar que ||u,|| — ||u||. Como ji sugerido na segao

anterior, dividimos esta tarefa nas quatro afirmagoes abaixo.

Afirmacgao 1/ 2|~ g(, wp ) upda — 2|~ g(z, u)udz.
RN RN

Afirmacgao 2/ || =" g (2, un Judz — 2|~ g (2, u)udz.
RN RN

Afirmacao 3 /

Vx|
RN

un|p_2unud:v—>/ Vx|~ julPd.
RN

Aﬁrma§504/ |x|_“p|Vun|p_2VunVudx—>/ |z| | VulPdz.
RN RN

Vamos assumir as afirmacgoes por enquanto e prosseguir com a demonstragao do lema.
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Uma vez que J'(uy,)u, — 0, temos

/ |z| P | Vu,|P + V|x]’ap*\un|pdx — / gz, up)uyde = o0,(1).
RN RN

Passando o limite na equacao anterior e usando a Afirmacao 1 obtemos

limsupHuan:/ |lz| =" g(2, u)udz. (2.21)
RN

n—oo

Como J'(u,)u — 0, conseguimos

/ 2|~ |V, [PV u, Vu + V!x|_“”* Un [P upuds — / |x|_“p*g(x,un)udx = 0,(1).
RN RN

Passando o limite na equacao anterior e usando as Afirmacoes 2, 3 e 4, conseguimos

|ul|P = /RN 2| =P |V ulP + Vx| |ulPde = /RN || =" g (2, u)udz. (2.22)

Usando as equagoes (2.21)) e (2.22]), temos
[un | = [Jull,
e o Lema fica provado. [ ]

Passamos agora a demonstracao das Afirmacgoes. Para tanto, a cada ¢ > 0 dado,

escolhemos um 7 satisfazendo as duas seguintes condigoes:

1. max / || P p*dx,/
B2, \B, B

2.n=mn, €CF(B) étalquen=1em BS, e 0<n <1, |Vn <2, para todo z € RY,

u

c
2r

Vx|~ |u|pd$} <e.

sendo u o ponto de convergéncia fraca da sequéncia u,, considerada e d dado na definicao
de p*, o expoente critico de Hardy e Sobolev. Observe que a condi¢ao 1 segue pela

integrabilidade de |x|~%" |u|P" e V|z|~%"

u ulP. Note que, quando uma dessas condigoes
vale para algum rq entao ela vale para todo r > rg. Assim, podemos escolher um r que

satisfaca ambas as condicoes.

Observacao 2.2.1 Daqui em diante vamos considerar a fungao g definida em com

T =71, 11sto é, T é or escolhido de modo a satisfazer as condi¢oes 1. e 2. acima. Do
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crescimento de g e da escolha de r concluimos:
1. g(x,t) = f(t) e G(z,t) = F(t) em B,.

2. x|~ g(=,t) < o[~

Repetimos os enunciados das Afirmagoes para a conveniéncia do leitor.

2 e Jol Gl t) < Kol

t|P em BE.

* 1 *
|z| 7 g(x, u)udr < E/ Vx| |ulPdz < e.
B

c c
2r 2r

Afirmagao 1/ 2| =" g(2, wp ) undr — |lz| =" g(2, u)udz.
RN RN

Demonstracgao.
Caso 1/ 2|7 g(z, up ) updr — 2|7 g(z, u)udx
Ba, Ba,

Do Lema temos DIP(By,) = WIP(Bsy,). Assim, E(Bsy,) C W!P(Bs,,) e, pelo
usual Teorema de imersdo de Sobolev, (veja[A.3.5), temos E(By,) imerso compactamente
em L1(By,), para todo g € (p,p*). Em particular, temos E(Bs,) imerso compactamente
em LP(Bsy.), com p dado em (f12). Logo, para u, — u em FE(By,), temos u, — u em
LP(Bs,), de modo que

2|77 w, — |2| 7 uem LP(By,).
Pelo Teorema temos que
Up(z) — u(z) q.s. em By,

e que

*

i un(:c)‘ < h(x), q.s. em Bsy,, para todo n.

existe h € LP(By,) : ]|q;|
Assim, podemos concluir que
2|7 g (2, un () g () = 2|7 g(z, u(z))u(z), q.5. em By,

e que

* ) o Cap* (D _
2] g(@, un)tn < [ f (un)un < clz]™" u,|” < C‘W%un < c[hl”.
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Com isso e o Teorema da convergéncia dominada (veja |A.3.3)) temos

/ Ung(x, uy)dr — ug(x,u)dz.
Ba,

Bay

Caso 2/ Ung(z, up)de — ug(z,u)dx
B

c c
2r BQT

Quando integrando em BS,, nao temos a imersao compacta de E(BS.) em LP(BS.).

Assim, primeiro estimamos / 2|~ |Vup|P + V2|~ |u, [Pdz, usando a funcdo corte n

B3,
definida acima. Como (u,) ¢ limitada temos que (nu,) ¢ limitada também e podemos

dizer que J' (uy,)(nu,) — 0, isto é,

/ 2| =P |V, P2 Vu, V (nu,) + V|x|_‘”’* |, [P 2, de
]RN

B / 2|~ ng(x, un)unda + 0,(1).
RN

Uma vez que n = 0 in B,, a equagao acima vale em Bf. Acrescentando a isto que

x|~ g(x,t) < Fla|~"

t|P=2t, para x € BS, temos

[ A T Vi )+ [ el (T
B¢ B

C
r

u, ) + 2|7 |V, P2V, (V1) u,dz

- / (|2~ VP + V]|~
B

c
T

— ||~ |V, P2 Vu, V (nu,) + V|a:|_“p* |, [P 2 Uy de
Bg

—/ nlx|~Pg(z, up)uydx + 0,(1)
B

c
T

% .
S/nﬁwwmmm+%m.
o R

Da desigualdade anterior obtemos

/ (|2~ V| + V]2~ fun|”) d
B

c
T

(2.23)

< / n%m&p* wnldz — | 2P|V a2V (V) unda + on(1)
B Bf

c
T
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Usando o crescimento da funcao 7, dado em sua definicao, e a nao negatividade da

fungao n|z|~?|Vu,|P temos

% .
/ nzlx\_“p up [Pdr — 2|~ |V [P 2V, (V) updz + 0,(1)
B Be

c
r

V .
S/ Uz\a:ﬁ“p up,|Pdx + |27 | | |V, [P~ V| d2 + 0,(1)
B¢ Be

.
< —

4 / (2] [Vt [P~ | V|
B2T‘\B’I‘

* ].
WVl e + / Dz~ |V, Pda

c c
T B'I‘

(2.24)

+/ 2| 7 |, | |V, [P V| dz + 0,(1)
B

5r
]. *
< [ allal IV 4 Vel )
Bg

2
+— 2|~ | | | Vun [Pz + 0, (1).
r
BQT\BT

Por (2.23) e (2.24]) conseguimos

/ (|2~ |V |” + V[~
B

c
r

U |P)dx

1 .
< [ el Va4 Via] 7 ) ds
B

2
+— 2|~ |y, ||V, [P~ e 4 0, (1),
" J Ba,\Br

de modo que

up|?)dx

1 "
(1=3) [ a9l + Vial
2 —a -1
<= |2 |un| [ Vun [P~ dz 4 0,(1),
T
BQT\BT
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ou ainda

U, |?)dx

/ (|2~ |Vun|” + V]|~
B

c
r

k ) 2/ _ _
< ()3 2P| [V [P~ + 0, (1),
(k_l Td BQT\BT

Como a sequéncia (u,) é limitada em E, temos

(2.25)

[ arovnlds< [ el Vel e < ) <
BQ’I‘\B'P

BQ’I‘\B'I‘
para todo n.

Usando a desigualdade de Holder, a desigualdade acima e a convergéncia forte de (u,,)
em L% (By, \ B,), temos
P
limsup/ ||~ up | [V, [P~ da
BQ'I’\B’I‘

n—oo

< limsup / 2] 7 Va2 ]
BZT\BT‘

n—oo

. —ap _1 b4 i o P P
< lim sup (1ol 7 Vuar) " o (2]} d
n—0o0 BQT‘\B’I‘ B2T‘\B7‘
3 : (2.26)
< limsup (/ \:v|_ap|Vun\pdx) (/ |3:\_“p|un\pdx)
n—o0 By, \B, Bar\Br

1
p
< limsupec (/ ]a:|“p|un|”dx)
n—o0 BQT\BT

1
P
<e( [ tel )
B2r\Br

=
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Usando a desigualdade de Holder com os duais %* e % e lembrando que |By, \ B,| <

| By, | < wn(2r)Y, temos

([ talotupas )’
BZT\B’I‘
= 2\ v
((/ (||~ “p|u|p) da:) (/ 1‘%dx) )
B27‘\B”‘ B27‘\B7‘
<(/ ;
B27‘\B7'

) Boy \ B|# (2.27)
@ ([,

1
4 P
<wfen ([ perira)
B2’V‘\BT‘

Usando as desigualdades (2.25)), (2.26) e (2.27)) temos

IN

1

X

IN

limsup/ 2|7 |V, [P 4 V]|~ |up|Pda

n—oo

< limsup/ 0|z~ |Vu, [P + Vx|~ |u, |P)dx

n—oo

n—oo k - 1 Td

( > —hmsup/ || =P |up | [V, [P d
k 1 n—o00 BQT\BT
2 1
( > (/ \x]“p]u\pdx)
1 BQT\BT
1

k 2 4 J o P

<0 (o) el en ([, )

1

* * p*
<c / “u .
BQT\BT

2
< hmsup [(L> _/ |m|—ap|un||vun|p—ldl, + On(l)
BQT‘\BT‘

IN

IN
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Usando esta tultima desigualdade podemos dizer que, dado ¢ > 0, pela escolha de r,

temos
limsup/ 2|~ |V |P + Vx|~ |u, [P
n—oo JBg,
L*
* * p
§c(/ ||~ upda,) <,
BQT‘\BT
isto é,

hmsup/ 2|~ |V, [P+ V]|~
B

n—oo

up|Pdr < e. (2.28)
5

Como definimos o problema auxiliar colocando o crescimento da fungao g de tal forma
que sua integral pudesse ser comparada com a norma de v no complementar de uma
conveniente bola, podemos estimar as convergéncias relacionadas a g com a poderosa

ferramenta dada pela equagao anterior e é isso que faremos nas préximas desigualdades.

Usando o crescimento de g, temos

lim sup / 2| 7" g(2, U ) upda
B

n—oo c
2r

n—oo

1 *
< limsupE/ V]|~ |u,|[Pdx
B

c
2r

1 *
< limsupE/ |z| | Vu, [P + V]|~ |u,[Pdx < e.
B

c
n—o0 o

Com isto e a Observagao temos
lim sup /
n—00 B

glimsup/ 2|7 (2, up ) updx +limsup/ 2|~ g(, u)uda
B B

n—o0 n—o0

]x\“p*g(x,un)undx—/ |x\’“p*g(x,u)udx
B

c c
2r 2r

c c
2r 2r

<e€

Do caso 1, temos

lim sup /
n—o0 B

Combinando os Casos 1 e 2, temos

|x|_“p*g(x,un)unda7—/ || =" g (2, u)udz| < e.
B

c c
2r 2r

lim sup
n—oo

/ ‘I|ap*g($,un)undx—/ 2|~ g (2, u)udz| < e,
RN

RN
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de modo que

/ |£L‘|_ap*g($,un)und{p — |$|_“p*g(m,u)udx,
RN RN

e a Afirmacao 1 estd demonstrada. [ ]

Afirmagao 2/ 2|~ g (2, up Judz — 2|~ g(z, u)udz.
RN RN

Demonstracao. Esta demonstracao é andloga a demonstracao da Afirmacao 1. [ ]

AﬁrmagéoS/ Vx|~
RN

un]p2unudac—>/ Vx|~
RN

ulPdx.

- 1 —ap® _
Demonstragao. Defina w, = V¥ |z| " |u,|[’ ?u,. Uma vez que u, — u temos que

un(2) = u(z) q.s. em RN, de modo que w,(z) = w(zx) := Vi|x|%]u\p_2u q.s. em RY.
Além disso, temos

/

p *
dx :/ V0x|~®
RN

de modo que (w,) é uma sequéncia limitada em L” (RY). Assim, usando o Teorema|A.3.6]

up|Pdr < ||u,|P < ¢,

1 —ap* —92
Vo |z Ju [Py,
RN

concluimos que

w, — w em L¥ (RY).
Definindo i = V7 |z| 7 u, temos h € LP(RY), de modo que

/ wyhdx — whdzx,
RN RN

isto é,
/ V]m\_“p*\un\p_2unudx—>/ V02|~ u|Pd,
RN RN

o que completa a demonstragao da Afirmagao 3. [ ]

Aﬁrmagéo4/ 2| =P |V, [P Vu, Vudz — |z| P |VulPdz.
RN RN
Demonstragao. Tomando u, € DMYRY) = {v : RN = R : |z|™% €

LP"(RN) e |z|~*Vov € LP(RM)} (veja |A.1.1), definindo w, = |z|~*®~V|Vu,[P2Vu, e
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considerando a seguinte desigualdade
/ |||V, P2V, |” dr = / |27 |V, [Pda < Jun|]? < c,
RN RN

temos que (w,) é uma sequéncia limitada em LP (RV).
Por outro lado, do fato de (u,,) ser sequéncia (PS), temos u,, — u em E e J (u,) — 0.

Logo (u,) satisfaz as hipdteses do Lema |A.3.3 de onde concluimos que
Vu, = Vu qs. em RY,

o que nos da

w, = w = |z| P V| Vulf2Vu s em RY.

Como w também estd em L (RY), a sequéncia (w,) satisfaz as hipéteses do Teorema
A.3.6|, donde concluimos que w, — w em L” (RV). Ainda considerando o espaco D17 (RY)

podemos dizer que h = |z|7*Vu estd em LP(RY). Dessa forma, temos
/ wyhdr — whdz,
RN RN

isto é,
/ |$|_ap|vun|p_2VunVudx—>/ ||~ |VulPdz,
RN BN

o que completa a demonstracao da Afirmacao 4. (]

Agora podemos combinar os resultados obtidos para garantir a existéncia de u € F,

solugao nao negativa de energia critica para o problema (PA), que é o objetivo desta se¢ao.

Observe que, usando os Lemas|2.2.2] [2.2.3] [2.2.4]¢ o Teorema do Passo da Montanha (veja

A.3.1]), concluimos que existe (u,), uma sequéncia (PS), e u € E tais que ||u,|| — ||ull,

ou ainda, lim wu, = u. Com isso e a continuidade de J' e J temos
n—oo

J'(u) = J'(lim u,) = lim J'(u,) =0

n—oo n—oo

J(u) = J(lim u,) = lim J(u,) = c".

n—oo n—oo

Assim, vemos que u é solugao de energia critica para (PA).
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Para ver sua nao negatividade, observe que, uma vez que u,, — u temos que
Un(z) — u(z) q.s. em RY.
Além disso, de temos que u,(z) > 0 q.s. em RY, para todo n, de modo que
u(z) >0 q.s. em RY,

Como J(u) = ¢* > 0 temos u # 0, de modo que u é uma solugao nao trivial, ndo negativa

e com energia critica para (PA).

2.3 Prova do Teorema [1.1.1]

Depois de conseguirmos mostrar a existéncia de uma solugao para o problema (PA), na
secao anterior, queremos agora mostrar que esta solugao ¢ também solucao do problema
(P1). Olhando a definicdo de g ¢é suficiente mostrar que, dada uma solucao de (PA),
temos

|u|P~2u, para todo x € BE,

f(u) <

| <

pois, neste caso, teremos g(x,u) = f(u) e u é solugao de (P1).

Para mostrarmos a desigualdade acima usaremos principalmente a hipdtese (Vi5) e
uma estimativa pontual para solugdo de energia critica do problema (PA), o que é feito
no Lema . Para isso, porém, precisamos de uma estimativa em L>®(R"), que é obtida

pelos trés Lemas iniciais desta secao.

Lema 2.3.1 Toda solugao u de energia critica para (PA) satisfaz a estimativa

pkc
-1

[lul[” <

Demonstracao. Uma vez que u é de energia critica temos J(u) = ¢*. Por (2.16)), ¢* <€

e pela demonstracao do Lema em que usamos (f14), temos

%;k”yyuup < J(u) - %J’(u)u _s<e
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Deste modo, concluimos

pkc

Observagao 2.3.1 A constante =

depende somente de Vo, 0 e f. Assim, ela nao

depende do valor r usado nos cdlculos das estimativas.

Lema 2.3.2 Seja h tal que |x|=%"|h|? é integrdvel, com dpq > N e d dado na definicao
de p*. Considere H : RY x R =+ R, eb: RN — R funcoes continuas e nio negativas tais
que |H(z,s)| < h(z)|s|P™!, para todo s > 0. Seja v € E uma solugio fraca do Problema

Auziliar 2, dado por:

(PA2) Lopv + bz~

v~ = |z|7 H(x,v), em RY.

Entao, existe uma constante M = M(q, ||h||L2r~y) > 0 tal que
||U||L°°(Bf) < M| |$|_av|||Lp*(B§)~

Demonstragdao. Dados m € N e 3 > 1, defina 4,, = {z € RY : |[v]f7! < m},
B, =RN\ A, e

vjpPB=1 em A,
U =

mPu, em B,,.
Assim, temos

- (pB—p+ D[P IVy, em A,
U =

mPVu, em B,,.

Entao, v,, € F e, usando-a como fungao teste em (PA2), temos

/ 2|~ | Vo [P~ 2V oV, + blz| ™ |v[P 2vv,de = / 2|~ H (2, v)vmdz.  (2.29)
RN RN

Pela definicao de v,, em cada um dos dominios A,, e B,,, conseguimos

/ |z| =P | V|2V oV, dz
RN

:/ |m|_“p|Vv|p_2Vv(pﬁ—p+1)|v|p(5_1)Vde+/ 2|~ | Vo [P~ 2V om? Vuds

m m

—pB—p+1) / 2] Po]PED | VolPdz 1 mP / 2|~ |VoPda,
Am m

(2.30)
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/ blz| = |v|P"2vv,,d
RN

:/ bla| = v|p_2vv|v|p(6_1)dm—|—/ bla| =% |v|P~2vmPuda (2.31)
Am Bm

:/ b]a:\_“p*\v\p’gdx+mp/ blz| = [v[Pda > 0.
Am Bm

Da equagao ([2.30]) temos
(pB—p+ 1)/ 2|~ v PPV | Vo |Pde < /N 2|~ | Vo P2 VoV, ds
Am R
e da equagao ([2.31]) temos
/ blz| ™" |u[P~2vv,de > 0,
RN

de modo que

/ |z|_ap|v|p(5_1)|Vv|pd:B

m

< (pf—p+ 1) / 2| Vo2 VoV de (2.32)
RN

<pB—p+1)"! / 2| P Vo2V 0V o + bla| P o] vy,
]RN

Colocando
v|v]f7l, em A,
Wy =
mu, em B,
temos
Blv[f~1Vu, em A,
Vuw,, =
mVu, em B,
de modo que
/ ||| Vw,,|Pdx
RN
:/ |x|“p\ﬂ|v]ﬁ1Vv|pdx+/ |z| P |/mVv|Pdx (2.33)
Am Bm

:61”/ |x|—ap|v|p<ﬂ—l>|vv|pdx+mp/ || VolPda.
Am

m
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Agora, considerando ([2.31)), concluimos

/bmWW%Wx
RN

iy
Am

= / blz| P
RN

Usando (2.34), (2.30) e (2.33), temos

v[PPdx —I—mp/ bla| =% |v|Pdx

m

V[P~ 2vv,,da.

[ a9l + blaf
R

Wy, [Pd
—/ 2|~ |Vu P2 VoV, + blz| =% [v]P 2vo,da
RN

:/|ﬂwwmﬁm+/bm””
RN RN

—/ |x|_ap|Vv|p_2VvVUmdx—/ bla| ="
RN RN

Wy |Pdx

VP2, de

:/ |x|_ap|Vwm|pdm—/ |z| =P | V|2V oV, dz
RN RN

:57’/ |x|_“p]v|p(ﬁ_1)|Vv|pd:v+mp/ |z| P |Vu|Pdx
Am

m

8= p+1) [ el OV Topds e [ el | Oupds

m Bm

(B —pB+p—1) / 2|~ o[P6-D |Vl da,

m

(2.34)

(2.35)
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Combinando ([2.35)), (2.32)) e (2.29)) obtemos

RN

Wy, [Pdx

(B —pB+p—1) / 2P| | VofPda

m

—i—/ 2|~ | V[P 2V oV, + blz| =% v’ 2o, dx
RN

ﬁp—p6+p—1/ _ 9 —ap* (D
< x| PIVulP~*VuVu, + blz|™* |v|P"“vv,,dx
ST h 1 L Ve [ [l (2.36)

—l—/ 2|~ | V[P 2V oV, + blz| "% [v[P 2o, dx
RN

p_ 1 .
— (ﬁ pB+p + 1)/ |z| =P | Vo|P 2V oV, + blz| ™ [v[P~2vv,,dx
RN

pB—p+1
Br
= —/ lz| " H (x,v)v,dr < Bp/ |z| P H (z, v)vp,dz.
pB—p+1 Jew RN

Seja S definido como a melhor constante para a desigualdade ([2.5))

([
RN

para todo u € DIP(RY).

L

p*dx>p dng/ |z| | VulPdz,
RN

u

P em

Para obter a desigualdade abaixo, usamos os seguintes argumentos: [v[?"? = |w,,
A, a definigao de S, a positividade da funcio b|z| =% |w,,|?, a equacao (2.36)), a limitacao

de H e [v|P"1v,, < |[v|PP em RY, nesta ordem.
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(-
Am

P
E3

* P *
v|? Bd:v) = (/ |x| P
Am
< ( [t
RN

< S/ [V Pdz
RN

p_

p*dl‘) ’

P
P

W

wm|p*dx)

(2.37)

< s/ 2P V[P + bl | P
RN
< Sﬁp/ |z| """ H (z,v)v,dz
RN

v[P oy, da

<spr [ halal

SSBP/ h(x)|z| =% [v|PPde.
RN

Fazendo m — oo temos que A,, — R e, usando o Teorema da convergéncia monétona

(veja|A.3.2)) junto com a desigualdade acima, conseguimos

( / Nt

Como dpg > N, temos que o =

p_
E3

T o< spr /[R (@)l ol o (2.38)

p*ﬁdzx)

N

TG > 1. Deste modo, podemos considerar

B =07, comj=1,23, .. Usando estes valores de 3 na desigualdade (2.38) e também a

desigualdade de Holder, temos

[ 1] ~o0

pod
prod

i pod

. bo
_a_ p*a'] P*O'j ap* *O'j P*Uj
= ’\x o7 v dx = || vP T dx
RN RN

<00 [ ot
RN

[P da

1
7

= 507 [ a0 PR () 2] o
q q
dx)

1
< Sgir </ H$|_“(p*_pg)h(x)‘q dm) (/ ‘|x|—apcf|v|170j
RN RN
1 ; 1
. . q a polq’ q
< So’? </ || 7P h(x)|qu) (/ ‘\x] af—l\v]’ dx)
RN RN
i
< oo [ [l
RN

) P
polq i ) ,
das) < Moo || a0 |1

oJq’
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sendo My = S </ |z| =" h(x)|qu) = ||h[|Lg@ny. Observe que My é independente de
RN
j. Assim, para todo j =1,2,3, ..., temos

1

a0 llpor < (Moo fol 750 1127, ) < Mg7 037 || o] #510 [|prgr (2:39)

poiq/
Para j = 1 e j = 2 temos poq = p* e po*q = p*o. Aplicando isto em ({2.39)), temos

1
| 2] %0 [|pre < MJ" 07| |2

p*

e
1
2] ™2 [[pea2 < M7 02| 2] 770 []pro
Iterando os resultados obtemos
1
2] [z < Mg 02| |2] 750 [pre

p? 2o 1o,
< Mg~ oa Mg”o|| x|

p*
11,1
<ot MY ol |
Desse modo, para todo 7 = 1,2, 3, ..., conseguimos
S Ll
7350 Nl < 552520 =00 oo |

1
o —
Como as séries acima convergem podemos tomar M’ := o @02 M~V e obter que

[ 7>

pos < M| [z

- (2.40)
para todo 7 = 1,2, 3,.... Em particular, temos
2|70 [| pros 5oy < M| ] {| o (55).
Dado —oo < a < 0, temos |x]_ﬁ > 1 para todo x € Bf, de modo que
i [l 30 g gy 2 0 ol ) = el 2.41)

Dado 0 < a < %, para cada j = 1,2, 3, ... existe um r; tal que |x|_ﬁ > % para todo

xij;:B,,j\BleTj—)oosej—)oo. Defina

1, se v € BY,

0, se x € BS\ B,

Xj = Xxj(z) =
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Assim, podemos dizer que

1

. _a . _a P’ e
Tty /B 2o do
" p*o_j p*lo']
= lim / Xilz| T dx
J—00 B
. _a
+ lim ( Xj)|x| T
j—o00

1

a

Xl

> lim ( /
j—o0 ¢

1
Ly " d
— lim v T
2 j—00 Bf Xj

= 5 Jim [[xj0]] s g,

Y]

= Sllollz=ap).

Usando (2.41)), (2.42) e (2.40) temos

1
gVl < Jim || =] TV || o () < M| [~

Tomando M = 2M’ temos

o]l oo s) < M| 2]~

p*-

P * gl p*ad
dx

poi pol
dx

(2.42)

Como o depende de g, temos, pela definicaio de M, que M = M(q, ||h|[zg@y)) > 0, e

o Lema fica demonstrado.

Observacao 2.3.2 No Lema anterior, a constante M mnao depende do potencial b do

problema (PA2).

Lema 2.3.3 Euxiste uma constante My, > 0 tal que ||ul|lo < My, para toda u solucao de

energia critica para (PA).

Demonstragao. Em primeiro lugar, mostraremos que, se u é solugao de energia critica

para (PA) entao u é solugao fraca de (PA2). Para isso, considere o 7 da definigao de g e



52

defina
A={z BV :Ja <7 ou fu(x)) < D ju(@)u(@)
B=R"\A={zcR":|z|>re flulz)) > vl(f) lu(x)|P2u(z)}
Defina também H e b por
H(a.t) = f(t), em A e bla) = V(x), em A
0, em B, (1-4)V(z), em B.

%
Das definigoes de g e H podemos dizer que H(z,u) = g(x,u), em A, e g(z,u) = E|u|”_2u,
em B. Usando que RY ¢ a unido disjunta de A e B e as definicoes acima, para um dado

¢ € E, podemos escrever

/ |x|_ap|Vu|p_2VuV¢+b|m|_ap*|u|p_2u¢dx—/ || =" H (x, u)¢dx
RN RN

:/|x|_“p|Vu|p_2VuV¢+b|x|_“p*
A

u|p_2ugbdx—/ 2| =" H (2, u)pdx
A

/|x|_“p]Vu|p_2VuV¢+b\:c]_“p* u\p_zugbda:—/ 2| 7" H (2, u)pdx

B B

:/\:c|“p]Vu|p2VuV¢+V]:c\“p*|u]p2uq§d:c—/|x|“p*g(:c,uﬁbd:c
A A

ulP2upde

1 X
/ |x|_“p|Vu|p_2Vqub + (1 - E) Vx|~
B

_/\x|_“p|Vu|p_2VuV¢—|—V]x|_“p*|u|p_2u¢dx—/|x|_“p*g(x,u)q§dx
A A

/ ||~ P [VulP 2 VuVe + V (x) 2|~
B

u|p_2u¢dx—/ K|x|_“p* ulP2ugpdz
g k

:/|x|_“p|Vu|p_2VuV¢+V|x|_“p* u|p_2u¢dx—/|x|_“p*g($,u)¢dx
A A

/|x\_“p]Vu|p_2VuV¢+V(a:)\x|_“p* u\p_2u¢d:v—/ \x]_ap*g(x,uwd:c
B B

:/ |~ | Va2V uV e+ Vx|
RN

ulP Pupdr — / |lz| =" g(2, u)pdx = 0.
RN

Portanto, u satisfaz,

[ VT 4 e e = [ el e, o
RN RN
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para todo ¢ € E, isto é, u é solugao fraca de (PA2).
Das condigoes sobre f podemos encontrar ¢ > 0 tal que |f(s)| < c|s|P~!, para todo

s >0, com p € (p,p*), dado em (f12). Da definicao de H segue que

] ="

(@, u)| < |z~

flu)] < cfa]”

o< @)z

com h(z) = clu|P~P. Tomando g = £, temos que |z|~ = 2|7 |u|P" ¢ integravel,

com dpg > N. Entao u satisfaz as hlpoteses do Lema [2.3.2] _, de onde conseguimos

[lulloe < M| |z[~*u

. (2.43)

Usando a defini¢ao da constante S e o Lema [2.3.1} temos

1
>p*

R N
) 1 (2.44)
p 1 _ -
< (s [, ovapar)” < sip)? < (s25)°
RN
Combinando as equagdes (2.43)) e (2.44)), obtemos
ke \ »
lulloo < M (s P ) = M,
p—1
e o Lema estd demonstrado. |

Lema 2.3.4 Considere r da definicao de g e tome Ry > r. Seja u uma solu¢cdo nao

negativa, de energia critica para (PA). Entao, temos

p( —p(a+1)

< MlR ‘l”_ p—1 R

u(@) < [lullowBg o]

para todo = € By,

p(+>

Pelo Lema [2.3.3| temos

Demonstracao. Considere v(z) = MIRO” = |:v|_

l|u]|oo < M. Como Ry > 1, para |z| = Ry temos
pa

u() < |lullee < My < MiR§™

N-—p(at1)

N-—p _
_ p—1 N-1
= MR/ R,

N—p(a+1)

= MlR |l”_ N-1

= v(z),
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de modo que u < v, para |z| = Ry. Portanto (u —v)™ =0, em |z| = Ry, e a funcao dada

por

0, |JI| < Ry

(u—0)", |z| > Ry

é tal que w € DIP(RYN). Além disso, w € E, porque u,v € E. Agora, vamos mostrar
que (u —v)t =0, em |z| > Ry. Tomando w como funcao teste, usando as condigoes de

crescimento de g, k > 1 e a nao negatividade de V' e da soluc¢ao u para (PA) temos

[ Jereaptvavuds = [ gteauds = [ Vil s
:/ g(m,u)wdx—/ Vx| =" |ulP~2uwda
fg B, (2.45)

< (-1 /BC Vx|~ |u[P2uwdx
Ro

<0.

Usando a forma radial do operador L,,v, (veja [27, [50]), temos que
—div(|z|"®|Vv[P7*Vv) = 0, em B, .
Esta equacao, tomada na forma fraca, nos da

/ |z|~P|Vo|P?VuVe¢dr = 0, para todo ¢ € E.
Bf,
Portanto
/ 2|~ | V[P 2VoVwdr = / 2|~ |Vo[P~2VuVwdr = 0. (2.46)
RN BS

Ro

Colocando A = {z € RN : || > Ry e u(z) > v(z)} e B=RN \ A, temos

u—wv, em A

0, em B

Visando simplificar o modo de expressar alguns calculos futuros, a partir de agora

usamos a notacao ¢ = [|[VulP"*Vu — |Vo[P~2Vv] [Vu — V] e lembramos que ¢ > 0, pela
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desigualdade de Tolksdorf (A.4.1)). Usando ([2.45)) e (2.46|), obtemos, para todo 1 < p < N,

que
/ 2|~ *Ppdx I/ 2|~ [|[VulP*Vu — |VoP?Vu] [Vu — Vo] dx
A A

= / [ ||~ |Vul|P*Vu — |z~ |VoP~*Vo | Vwdz
A

(2.47)
= / |z| =P |Vu P2 VuVwdz — / |z| =P | Vo|P 2 Vo Vwdz
RN RN
<0.
Combinando ([2.47) com ¢ > 0 temos
/ |z| " Podr = 0. (2.48)
A

Considere 2 < p < N. Usando a desigualdade de Tolksdorf (|A.4.1]) e a equagao (2.48)),

obtemos
R pr—
RN A
< c/ 2|~ [|[VulP?Vu — |VoP*Vu] [Vu — Vo] dx
A

:c/ |z|~Ppdx
A

= 0.

(2.49)

No caso 1 < p < 2, além dos argumentos usados acima, também usamos a desigualdade

de Holder com os duais — e
p 2-p
a="5 8= % e observamos que « + [ = 1. Também lembramos que a desigualdade de

Tolksdorf nos da

. Tentando simplificar um pouco a notagao, chamamos

IVu — Vo2 < ¢[|Vu|P2Vu — |Vo|P~2Vo] [Vu — Vo (|Vau| + |Vo])* P

= co (|Vul +[Vo)* ™.
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Com isso, a desigualdade de Holder e a equagao ([2.48]) conseguimos

[NJiS)

/ |z| " Vw|Pdx :/|x|_“p|Vw|pdm:/|x|_ap (|Vu— Vo|?)2 do
RN A A

p
2

< / 2|7 (e (|Vu] + ]Vv\)%p) dx
A

(2=p)p

SC/\x]apgpg(]VM—i—]VUD 2 1
A

2=

P )
< [ Jal e (Val + Vol) P s
A

2 £ 2 =
(2—p)p | 5=
<c| [ et aa] | [ il (9l + 902 ]
A A
: =
<c| [1elmplas| | [t (9l + 1901 as]
A A
= 0.
Combinando a desigualdade anterior com ([2.49) concluimos
/ |z|"P|Vw|Pdx < 0, paratodo 1<p< N.
RN
Logo, w é constante em RY. Como w = 0 em A temos
w =0, em R,
o que implica (u —v)" =0, em |z| > Ry. Disto, concluimos que
uw<wv, emRY,
e o Lema esta provado. [ ]

Agora estamos em condicao de demonstrar o Teorema [1.1.1] e para o conforto do leitor

reapresentamos o seu enunciado.

Teorema Suponha que V' e f satisfacam, respectivamente, (Vi1), (Via), (f11), (f12),

(f13) e (fi4). Entao, existe uma constante A* = A*(V,0,p,cy) > 0 tal que o problema
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(P1) tem uma solu¢ao nao negativa de energia critica, para todo A > A*, sendo V. o

méaximo de f no fecho de By. Além disso suponha que

(f12)' Existe ¢ >0 tal que ap* =pla+1)—c e
. Np cp
< p < min ; + —=— .
p=r (gl Al e s
Entao a solucao é positiva.
Demonstracao. Como vimos no comeco desta secao, para a demonstracao deste

teorema, ¢ suficiente mostrarmos que, para toda solucao u de (PA), temos
V
fu) < —lul" v, em By,

Por (2.1)) temos que existe ¢ > 0 tal que |sf(s)| < ¢|s|[”", o que nos d4
fw) _ et _ clu

T (N

*

Note que a hipdtese (Vi) vale para todo Ry > 7. Portanto, para Ry = r > r
P2 p2
podemos usar (Vi3) e o Lema [2.3.4L Assim, para cada z em B¢, e A* = keM," * R}~

temos

dp2

Uu _N-— (a+1) N—dp
|f|75—3 < clul#% < c MlRo” P
ulP—2u

2 2
= c]\JNPi_pRﬁ V A* 14 < A_K
= 1 0 dp2[N—p(a+1)] k. dp2[N—p(a+1)] Ak
V|q;| (N—=dp)(p—1) V’:L" (N—dp)(p—1)
u V
Tomando A* < A segue que f(w) < —, para todo z em B¢, o que nos da

lulp=2u ~ k

flu) < 2 hufu em B

Assim, mostramos que o problema (P1) possui uma solugao u nao negativa de energia
critica. Considerando (fi2)" podemos mostrar a positividade de u do seguinte modo.

Tome € > 0 fixo e seja Ac = Bg \ Be. Usando [44, Theorem 3.1] temos que

€ L® N CY¥(Bg)

loc

e por [64, Theorem 1] conseguimos

u e CLe(A,).
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Aplicando [59, Theorem 8.1] temos que

u>0em A..

Arguindo como em [52, Theorem 2.1] conseguimos

u>0em Bpg.

Finalmente, fazendo R — oo temos

u>0em RV,



Capitulo 3

Solugao para o problema (P2)

Neste Capitulo apresentaremos uma solucao nao trivial, nao negativa e de energia
minima para o problema (P2), termo que serd definido no comego da terceira secao.
Além disso, mostraremos uma outra condigao sobre p, dado em ( fa2), com a qual teremos

a positividade da solucao.

3.1 Resultados preliminares

Para o conforto do leitor reapresentamos aqui tanto o problema (P2) como as hipdteses

sobre V. K e f.

Lap + V(@) Jul'~2u = K(2)|2|~" f(u), em RY,

u>0, em RY o e DLP(RY),

(P2)

com N >3, 1<p<N, —oo<a<%,aﬁeﬁa—i—l,d:l—i—a—eep*::p*(a,e):

Np
N—dp*

Supomos que V, K : RY — R sao funcoes positivas continuas satisfazendo:

(K20) Viz),K(z) >0, em RY e K € L®RY)nL2RY)NLLRY).
(£21) KV e L®(R").

K
(K22) Existe o € (p,p*), tal que lim (;C*)_a =0.

|z| =00 V(I) 7 —p
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Usamos a notagao (V, K) € H; para expressar que V e K satisfazem (Ky) e (Ko1).
Uma hipdtese alternativa é considerar V' e K satisfazendo (Ky) e (Ksg), para o que
usamos a notagao (V, K) € Ha.

Supomos que f : R — R é de classe C*(RY) e satisfaz as condicdes abaixo, com

l<p< Nep :=pae) = Njizp.
(fo1) lim sup L(S) = 0.
s—0 sP
29 Existe p € (p,p*), tal que limsup Sf(,s) = 0.
— sP
(f23) f(s) =0, para todo s < 0.
_ F(s
(foa) 11£ILSololp 3<P) =00
(f25) s~V f(s) é uma funcio crescente em s € (0, 00).

Observacgao 3.1.1 Das condigoes sobre [ temos que existem valores ¢ > 0 tais que
0 < sf(s) < c|s|”", para todo s € R. (3.1)

0 < sf(s) <c|s]P’, para todo s € R, com p dado em (fa2). (3.2)

Como desejamos encontrar uma solu¢do para o problema (P2) com métodos

variacionais, consideramos o seu funcional de Euler e Lagrange:

1 * *
Jw) =1 / 2P| Vul? + V()| Jupde — / K@)z Flu)de,  (3.3)
p RN RN

sendo F(s) = fos f(t)dt. Seguindo as mesmas idéias da introdugao do Capitulo anterior,

consideramos o espaco F, dado por

E = {u c DEP(RY) / Vx|~ JulPdr < oo} :
RN
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CO11l a norma

full = ( [ el 19+ Vel i
RN
Das hipéteses sobre f, segue que J é C! com derivada de Gateaux dada por
() = / 2P| Va2V uVo + V(2)|2] " [u?2uvds — / K ()2~ f(u)vdz.
RN RN
para todos u,v € F.

Lema 3.1.1 Suponha (Ka), (fo1), (fa2) € (f24). Entdo o funcional J satisfaz a geometria
do passo da montanha, a saber:

1. Ezistem p,a > 0 tais que J(u) > «, para ||u]| = p.

2. Eriste e € E tal que |le|]| > p e J(e) < 0.

Demonstracao.

Passo 1: Usando temos que existe ¢ > 0 tal que
F(s) < c|s|P", para todo s > 0,
0 que, junto com (Ksy), nos da
K(z)|z|™*" F(s) < c|z| ™" |s["", para todo s >0 ez € R"Y. (3.4)
Para os parametros N >3, 1 <p < N, —oo<a<¥,a§e§a+l,d:1+a—ee

p*=p*(a,e) = N]X Zp temos a desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg
1

(/ 2| u|p*dx>p gs(/ \x|“”|Vu|pdx>p (3.5)
RN RN

(veja [20]). Assim, por (3.4) e (3.5) temos
/ K@)z~ Fu)de < c/ 2| o
RN RN .

<c (S/ |x|_ap|Vu|pdx) ’
RN

< cffull".

P dx
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Portanto J(u) > ||ul|P — c||u
P

g ]lopp —¢p?” = a > 0 para ||u|| = p, suficientemente
pequeno.

Passo 2: De (fo4) segue que, para todo M > 0, existe sp; > 0, tal que
F(s) > MsP, paratodo s> sy.

Combinando (fa1) e (f25) temos F(s) > 0, para todo s > 0. Assim, existe 0 < Cjy < 00

tal que Cyy = sup f(s). Entao, conseguimos
0<s<spyr

F(s) > Ms? — Cy, paratodo s> 0. (3.6)
Fixando u € F e usando (3.6 e (Ky) vemos que

1 *
J(tu) = Z—?Htqu - /RN K(x)|z|™ F(tu)dx

< lHtqu —/ K(z)|z|7%" [M (tu)? — Cyldx
b N
i (3.7)
<t {“7 - M K<x>|x|-ap*updx] +Cu / K(2)[2|~ de.
RN

RN

p
<tP {M - M K(x)|x|~ upd:v] +c.
p RN

Tomando M suficientemente grande vemos que J(tu) — —oo as t — 00, o que finaliza a

prova. |

Definigao 3.1.1 Dizemos que uma sequéncia (u,) € uma sequéncia de Cerami,

abreviadamente sequéncia (C), para um funcional ® de classe C* se (u,) satisfaz
O(u,) = ¢ e (14 ]unl)® (un) — 0.

O Lema acima garante que J satisfaz a geometria do passo da montanha (veja|A.3.1)).

Usando [61, Theorem 3.4] concluimos que existe (u,), uma sequéncia (C') for J, isto é,
J(uy) = ¢ e (1+]|unl])J (u,) — 0,
sendo

* = inf max J(y(t
¢ = inf max (v(£))
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com

I'={yeC(0,1],F) : v(0) =0, e v(1) = e, com J(e) < 0}.

Agora veremos que podemos considerar sequéncias (C') nao negativas. Dada (u, ), uma

sequéncia (C'), temos que (1 + ||uy||)J'(u,) — 0 de modo que, para a sequéncia limitada

—, temos
| = ul]

(1 + [funl DI (un) (") <.

| = u ]
Assim,
- — Uy || |||
J (up)(—u,) < e = u, <e <€, (3.8)
L+ unl] = 14 [|uall

ou ainda

I (wn)(—uy, ) = 0,(1).
Dessa forma, temos
on(1) = J'(un) (v, ) = J'(uy)(—u, ) + J'(—u, ) (—u,) = || = u, |7,

de modo que

|| —u,|| = 0.

0l
Pela continuidade de J e J' segue
J(—u,)—=0 e J(-u,)—0,

de modo que

Juh) = e (L+|lut)J (w)) — 0.

Assim, dada (u,), uma sequéncia (C) podemos considerar que u,(z) > 0 q.s em R,

para todo n, ou simplesmente,

u, > 0 para todo n. (3.9)

3.2 Resultados de compacidade

Nesta secao provamos alguns resultados que nos ajudarao a contornar o problema

da perda de compacidade na imersao de Sobolev no espaco RY. Nestes resultados fica
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ainda mais claro o papel do crescimento dos potenciais para a obtengao de estimativas
que garantirao convergéncias fortes. Comecamos com a seguinte proposi¢ao, que tem uma

desigualdade do tipo Hardy.

Proposicao 3.2.1 1. Supondo (V,K) € H; temos E imerso compactamente em
L%’Q(RN), para todo q € (p,p*). 2. Supondo (V, K) € Hy temos E imerso compactamente

em L% ,(RY), com a dado em (Ky).

Demonstracao.
Parte 1. Supomos (V, K) € M, e v, — v para mostrar que v, — v em L}  (R") para
todo ¢q € (p,p*). Para as estimativas abaixo fixamos ¢q € (p, p*).

Dado € > 0, como p < ¢ podemos encontrar ¢, s, > 0 tal que
|s]? < ¢€ls|P, para 0 < s < sy,
de modo que, usando (Ky;), temos
K (x)|z|~"

5|7 < ecV ()|~ |s|P, para 0 < s < spex € RY.

Dado € > 0, como g < p* podemos encontrar s; > 1 tal que
5|9 < €|s|P", para s > sy,
de modo que, usando (Ky), temos

K(2)|z| 7" |s]? < ecla| ™" |s|P", para s > s, e x € RY,

Pela continuidade das funcoes envolvidas vemos que existe ¢ > 0 tal que,

K(z)|z] 7" [s]9 < eK (z)|2] ™ Xiso.s1)(|S]) |87, para sy < s < s1exeRY.
Assim, para um dado € > 0 vemos que existem ¢ > 0 e 0 < sy < $7 tais que
p*)

K ()] S|P + Ja| ¥

s|7 < ec (V(a)|z|

+ K (@) 2]~ Xso,s0) (I])[ 5"

’ (3.10)
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para todo s > 0 e 2z € RY. Para u € F a desigualdade (3.10]) nos d4

K(2)|z| 7% |u|%dx < ec (/ V(:v)|a:\_ap*\u|pda:~l—/ ||~ up*d:v>
Bgl B,ffl 1

c

te [ K(@)|2] 7 Xsg,00) (|ul)[ul”" da (3.11)
Bg,

< ecQ(u) + c/ K(z)|z|™ dz,

ANBg,
sendo
Q(u) :/ V(2)|x| =" u|pdas+/ ||~ |u|P” da (3.12)
RN RN
e A={z e RV : 5y < |u(z)] < 51}
Como v, — v em FE, temos (v,) limitada em FE. Assim, temos

/ V(2)|z|~*" |v,|Pdr < ¢, para todo n. Por 1' temos / || =" v, [P dx < ¢, para
RN RN

todo n, de modo que

Q(v,) < ¢, para todo n. (3.13)

Nos referiremos a desigualdade (3.13)) dizendo “a limitagao de (Q(v,))”.

Usando (K5) podemos escolher 5 > r; tal que

/ K(z)|z|~" dx < e, para todo n. (3.14)
AnNBg,

Das desigualdades (3.11)), (3.13)) e (3.14)) conseguimos

K(z)|z|™% |v,|9dz < €, para todo n. (3.15)
B,

Considerando o caso particular em que v, = v, para todo n, vemos que (3.15) nos

permite escolher um r3 > 7y tal que

K(2)|z| ™ |v|9dz < e. (3.16)
B,

Assim, de (3.15)) e (3.16)) conseguimos

K ()]

B$3

vn|qu—/ K (@)|2|" [v]?dz| < c. (3.17)
B,
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Pelo Lema temos que D!P(B,,) = WIP(B,,), de modo que E(B,,) C W}P(B,,).
Pelo usual teorema de imersao de Sobolev (veja |A.3.5) temos que E(B,,) estd imerso

compactamente em LI(B,,), com ¢ € (p,p*). Assim, se v, — v em E(B,,), temos
v, — v em LI(B,,).
isto é,
2|77 v, — |z 70 vem LY(B,,).

Pelo Teorema temos que

*

2| ™ on(2) = |25 v(z) qs. em By,
e que
existe h € LI(B,,) tal que ‘\xl%vn(m‘)‘ < h(z) q.s. em B,,, para todo n.
Com isso e (Ky), conseguimos que

K(z)|z|"% v, (z) = K(x)|z| " v(z) q.s. em B,,

e que

* —ap* q
K(x)|z|~% |u,|* < c‘|x|Tpvn < c|h|? q.s. em B,,, para todo n.

Usando o Teorema da convergéncia Dominada (veja|A.3.3) temos que

K ()|~ [, [*dz — / K (@)|2|" o] ?dz| < e. (3.18)
Bry B,
Usando (3.17)) e (3.18]) conseguimos
’/ K(f’f’)|x!“p*!vn|qu_/ K ()|~ |v|"dz| < e,
RN RN
de modo que
K(z)|z|7%" |v,|%dz —>/ K(z)|z|~%" Jv|%dz.
RN RN

Assim, F esta imerso compactamente em L'}Qa(RN ), para todo q € (p, p*).
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Parte 2. Supomos (V,K) € Hy e v, — v para mostrar que v, — v em L% ,(RV),
com « dado em (Ks).
Para um fixado x € RY, a funcao de s > 0 dada por g(s) = V(z)sP~ + s? =%, tem

um valor minimo dado por

p—a
‘o *— —p\rs
maV (x)7=r, com mg = (p p) (a p) :
pr—a) \pr—2
Com isso, conseguimos
maV(z) 7> < V(x)|s|P~* + |s[”"~*, para s € R\ {0} ez € RY. (3.19)

Para um dado ¢ > 0, e usando (K») concluimos que existe um r; > 1 tal que
K(x)|z|™" < emg|z|~ V(z)7=r, para |z|>ri. (3.20)
Assim, de (3.19)) e (3.20)), para um dado € > 0 temos

K ()|~ || < e (V(@) 77" [s]” + |~

s[’"), paras€Re |z| > ry.
Isso, junto com a limitagao de (Q(vy)), produz

K ()|

B$1

Un

vy [Pdx + x| 7% v, |P dx
|
Be,

vp|%dr <€ ( V(x)|z|~*"
Bg,

S GQ(UH) S €,

de modo que

K(z)|z|™% |v,|*dx < ¢, para todo n. (3.21)
Bg,

Considerando o caso particular em que v, = v, para todo n, vemos que (3.21]) nos

permite escolher ro > rq tal que

K(2)|z| =% |v|*dz <€, para todo n.
B,

Assim, procedendo exatamente como na parte 1, temos

v|*dx.

R Ty
RN RN

Logo, E' esta imerso compactamente em L%,Q(RN ), com « dado em (Ko9). |
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Lema 3.2.1 Suponha (fa1), (f22) e (V, K) € Hy ou (V, K) € Hs. Seja (v,) uma sequencia

tal que v, — v em E. Entao

K(2)|z| ™ G (vn)dx — K(z)|z|™ G (v)dz,
RN RN

para G(v,) = F(v,), G(v,) = f(vp)v, € G(vn) = f(v,)v.

Demonstragao.

Parte 1. Assumimos (V, K) € H,4, fixamos ¢q € (p, p*) e comegamos com o caso G(v,) =
F(v,).

Dado € > 0, de (f21) podemos encontrar sy > 0 tal que
F(s) <e¢ls|P’, para 0<s < s,
de modo que, usando (K5;) temos
K(2)|z|~™ F(s) < ecV (z)|z| ™" |s|P, para 0<s<sy e xR,
Dado € > 0, de (f22) podemos encontrar s; > sg tal que
F(s) <e¢|s|”", para s> sy,
de modo que, usando (Ky) temos
K(z)|z|™ F(s) < eclz| ™" |s[P", para s>s; e xRV,
Pela continuidade de f, vemos que existe ¢ > 0 tal que
K(z)|z|™ F(s) < cK(z)|z|7% |s|?, para so<s<s e &RV,
Assim, dado € > 0, existe ¢ > 0 tal que

K (@)l F(s) < ec (V(@)a] " |s]? + o= |s

)+ eK (z)|z| """

s, (3.22)
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para todo s € R e x € RY. Usando a desigualdade anterior e a limitagao de (Q(v,))

temos,

P dx

K () x|~ F (v, )dz S/ ec(V(@)]a] ™ |val + |27 v,
Bg, Bg,
+c K(z)|z|~% v, |1dx
Bg,
(3.23)
< ecQv,) + ¢ K(z)|z|~% v, |1dx
Bg,

<ec+c K(z)|z|~% v, |1d.
Bg,

para todo n e r; > 0. Da Proposicao temos

v|%dx,

[ @ s o [ K@l
RN RN
para todo g € (p,p*). Assim, podemos tomar 7o > 71 para o qual temos

K (x)]a|~"
B$2

o que, junto com (|3.23)), nos d4a

v,|%dx < €, para todo n,

K(2)|z|~" F(v,)dx < ¢, para todo n. (3.24)
B,

Considerando o caso particular em que v, = v, para todo n, vemos que (3.24)) nos

permite escolher r3 > ry tal que

K(z)|z|™ F(v)dz < ¢, para todo n. (3.25)
B,

De (3:21) ¢ (3:25) segue que

K(z)|z|~" F(v,)dx — K(z)|z|™ F(v)dx

B, B,

<e (3.26)

Por (3.2)) e os argumentos usados ap6s (3.17) temos

K(z)|z|~" F(v,)dx — K(z)|z|~" F(v)dx

By Bry

<e

Y
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que, junto com a equacao (3.26)), nos da

K(z)|z|™% F(v,)dz — K(z)|z|™% F(v)d.

RN RN
Os outros casos sao completamente andlogos. Para o caso G(v,) = f(v,)v é suficiente

notar que v € L°(RY), uma vez que v € DLP(RY).

Parte 2. Assumimos (V, K) € Hs e comegamos com o caso G(v,) = F(vy,).
Dado € > 0, de (fz1) podemos escolher sy > 0 tal que
F(s) < |s|*, paratodo 0 < s < s, (3.27)
com « € (p,p*) dado em (Ky). Usando e vemos que existe r; > 1 tal que
K(z)|z|™" < V(x)|s[F~ + ]s]p*’a, para s € R\ {0} e |z| > ry,
0 que, junto com , nos da
K ()|~ F(s) < ec(V (x)]a| ™"

s|P + |m\*“p*|sp*), (3.28)

para 0 < s < sg e || > 1.
Dado € > 0, de (fa2) podemos escolher s; > s tal que

F(s) F(s)
V(x)|slP+|s =

*  — * S CE?
D |3‘p

para s > s; e v € RY. Com isso e (Kq) podemos dizer que

K ()] F(s) < ce(V ()|~ || + |2 7""|s]"") (3.29)

para s > s, e v € RV,

De (3.28) e de (3.29)) segue que

K ()]~ F(s) < ec(V ()|~ [s|” + ] =" |s[”"), (3.30)

S

paras€Z={secR:0<s<spous>s1}elz]>r.
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Usando (3.30]), a limitacdo de (Q(vy,)), a continuidade de F' e definindo A, = {z €

RY : 55 < |vn(2)| < 51} temos

/ K(@)[2] ™ Fvo)de = / K ()| F(u,)da
e AgNBg,

1

—i—/ K(2)|z|~"" F(v,)dx
AnnBg,

<[ V@ el e ) de
ARy (3.31)
+c/ K(x)|z|~* dx
AnnBE,
< ecQ(v,) + c/ K(x)|z|~* dx
AnnBE,
< e+c/ K(z)|z|~" dz,
AnnBE,
para todo n. De (Ky) podemos escolher ro > 1 tal que
/ K(z)|z|™ dx < €, para todo n. (3.32)
AnnBE,
Usando (3.31)) e (3.32) temos
K(2)|z|~%" F(v,)dx < €, para todo n. (3.33)

B,

A partir de agora, seguindo os mesmos passos dados depois de , chegamos ao
nosso objetivo.

Os outros casos sao completamente andlogos. Para o caso G(v,) = f(v,)v é suficiente
notar que v € L>°(RY), uma vez que v € DLP(RY).

Lema 3.2.2 SUpOTLhCL (V, K) S Hl ol (V7 K) c Hz € (le), (fQQ), (f24> € <f25). S€ (Un) €

uma sequéncia (C) para J entdo (uy,) € limitada.

Demonstracao. Suponha, por absurdo, que

||un|| = o0. (3.34)
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Por (3.7) podemos tomar ¢, > 0 tal que

J(thu,) = max J(tuy,).

Além disso, t,, € [0,1] pois, como podemos escolher M suficientemente grande, e
(3.7) nos garantem que t,, < 1, para n suficientemente grande.

Mostramos agora que a sequéncia (J(t,u,)) é limitada superiormente. Para ¢, = 0,
temos (J(t,u,)) = (J(0)) e, para t, = 1, (J(tpu,)) = (J(u,)). Em ambos os casos
temos a limitacao, uma vez que J(u,) — ¢*. Assim, podemos assumir ¢, € (0,1). Como

J' (tnun)tu, = 0 temos
pd(tyu,) = pd(tayu,) — J' (taun)tauy,

= - K(xﬂﬂiap* [—pF(taun) + f(tnun)toun]de (3.35)

— K(x)]x\’“p*H(tnun)dx,

RN
sendo H(s) = —pF(s) + sf(s), para todo s > 0. De (fa5), H é uma fungao crescente e,
de (3.9)), temos u,, > 0, para todo n. Logo

pd (thu,) = K (2)|z| ™% H(tyuy,)de < K (2)|z| =" H (uy)dx
RN RN
= pJ(u,) — J (up)un, = pJ(uy) + 0,(1).
Assim, (J(t,u,)) é limitada superiormente, uma vez que J(u,) — ¢*, isto é,

J(tpu,) < ¢, para todo n. (3.36)

Vamos mostrar que (3.34]) contradiz (3.36]). Para este propdsito consideramos w, =

Como (w,) é limitada, pela reflexividade de E (A.1.4)), existe w € E tal que

Un
[lunll

w, — wem F.

Afirmamos que w = 0 q.s. em RY. Faremos esta demonstracao depois deste Lema.

Prosseguindo com a prova do Lema, notamos que, para B > 0 e n suficientemente grande
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B
temos Tall € [0,1]. Entao
un

T(tan) = max J(tu,) > J(ﬁun) — J(Buw,)

>0
1 .
:—HBwan—/ K (2)|2]~" F(Buw,)dz
p RN

BP .
=— — K(x)|z|™* F(Bw,)dz.

p RN

Como w,, — 0, pelo Lema temos

K(z)|z|~"" F(Bw,)dx — K(2)|z|~ F(0)dz = 0. (3.37)
RN RN
Assim
BP . BP
lim sup J(t,u,) > limsup <— — / K(x)|z|™* F(Bwn)d:c> =—,
n—00 n—00 P RN p

para todo B > 0, de modo que (J(t,u,)) ¢é ilimitada superiormente, o que contradiz a

equacao (3.36). Assim, (u,) é limitada em F. [ |

Prova da Afirmagao: Primeiramente consideramos que (u,) é limitada em L>(RY).

Entao, w,(z) = TL‘"(? < T ¢ T — 0, q.s. em RY, uma vez que ||u,|| — co. Da imersdo
Unp, Unp,

compacta de E em L  (RY), temos wy(z) = w(z) q.s. em RY. Assim,

w=0 qs. em RY.

Agora, considere que existe uma subsequéncia, renomeada por (u,), ilimitada em
L®(RY) e defina Q = {z € RY : u,(z) # 0} = {z € RN : w,(x) # 0}.

Como J(u,) — ¢*, temos

1 E3

LTeRIE —/ K (@) |2]~ Fun)dz = ¢ + on(1),
P RN

isto é,

]_ ok

Dl - / K (@) |2~ F(uy)dz = ¢* + on(1),
p Q

de modo que

on(1)+%=/ﬂK(x)|x|_ap F(“”)dx:LK(x)‘I|_ap Flun) o vde. (3.38)

|| [P |t P
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F
Dado 7 > 0 segue de (fo4) que existe M > 0 tal que | (;) > 7 para |s| > M. Defina

s
n e xn as fungdes caracteristicas para {u, < M} = {z € Q : 0 < u,(z) < M} e
{u, > M} ={z € Q: u,(x) > M}, respectivamente. Aplicando isto a equagao (3.38),

temos .
K(z)|z|~" F(uy)

1
on(1) 4+ > / P
D {un<M} |un|P

—1—7'/ K(:c)]x\’“p*\wn\pdx
{un>M}

:/§2¢n($)K(x)‘x|_ap F(un)|wn|pdw

[

(3.39)

+T/ X (@) K () 2|7 |, [Pl
Q

Sejam Q~ e Q7 os conjuntos limites dos conjuntos {u, < M} e {u, > M},
respectivamente. Usando o mesmo argumento do primeiro pardgrafo desta prova, temos

Wy (z) = 0 em {u, < M}, de modo que

w=0 em Q.

| |P
un(z) — 0 usamos (Kyg) e (f21) para conseguir a conclusdo. Quando 0 < € < u,(x) < M,

Além disso, K (z)|z|~*" é limitada em {u, < M}, para todo n. De fato, quando

usamos a continuidade de F' e (Kyp). Assim, dessa limita¢do uniforme em relagao a n

] ¢é limitada em ).
n

(2)|e| " F(u,)

conclufmos que K (z)|z|~%"

é limitada em €2~ concluimos

K
Uma vez que w,(x) — 0 q.s. em Q™ e

| [P
que
K —" B(u,
lim sup (@) (u )\wn P =0, em Q, (3.40)
n—00 |un‘p
de modo que
K —a" F(u,
lim sup ¢, () (@)lz] (u )|wn|p =0, em (. (3.41)

n—oo |un|p
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Usando (3.41)) e o Lema de Fatou (A.3.1)) em (3.39)), conseguimos
o) ||~ F (un)

|un |p n—00

- > hmsup/wn

n—oo

K -t
z/limsup¢n($) (x)]2] (un)|’wn|pdl‘—|—/thUpTXn(SB)K(l‘)|ZE_
Q Q

n—00 ’un’p

ZT/mK(x)

Assim, temos

n—oo

1 .
- > 7'/ K(z)|x|~® |w|Pdz, para todo 7 >0,
p t

de modo que

/ K (@)|z]~ [w]dz = 0.
Q+

Como K(x) > 0, q.s. em RY, conclufmos que
w=0 qs. em QF,

0 que completa a prova.

3.3 Prova do Teorema [1.2.1]

| n\pdx—i—limsupT/Xn(x)K(:r;)]x\“p*\wn\pdx
0

Antes da prova deste Teorema apresentamos a definicao de solugao de energia minima

para o problema (P2) e lhe damos uma caracterizagao, além de enunciar duas Afirmagoes.

Definicao 3.3.1 Uma solugdo u para (P2) é dita de energia minima se

J(u) = inf{J(v) : v € solu¢ao de (P2) e v # 0}.

Uma condicao necesséria para que v seja solucao de (P2) é que J'(v)v = 0. Com esta

condicao definimos a chamada variedade de Nehari por

N ={ve E\{0}: J(v)v =0}
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Claramente, se u ¢ solugao de (P2) com

J(u) = i/I\l/f{J(U)}

entao u é solugao de energia minima.
Uma vez que s~ P~V f(s) é uma funcio crescente em (0, 00) podemos seguir as ideias

em [67, Chapter 4] e concluir que

nf{J(v)} = if max ./ (tv) = inf max .J (v(t)) = ¢,

com

I'={yeC(0,1],E) :v(0) =0, e v(1) = e, com J(e) < 0}.

Dessa forma, dada u solugao de (P2), temos
se J(u) = ¢* entao u é solu¢ao de energia minima. (3.42)

Fazemos as seguintes Afirmagcoes que serao usadas na prova do Teorema.

Afirmagao 1: / || =P |V, [P~ Vu, Vuds — |z| | Vu|Pdz.
RN

RN

Afirmagao 2: / V(x)|z| =" un|p_2unudx—>/ V(2)|z|~% julPdz.
RN RN

Estas Afirmagoes sdo exatamente as mesmas Afirmagoes 3 e 4 do Capitulo anterior e

estao sob as mesmas hipéteses. Dessa forma suas provas sao as mesmas.

Agora estamos em condicao de provar o Teorema [1.2.1] e, para o conforto do leitor,

reapresentamos o seu enunciado.

Teorema Suponha (le), (f22), (fgg), <f24), <f25) € (‘/, K) € Hl ou (V, K) € 7‘[2.

Entao, o problema (P2) tem uma solug¢ao nao trivial, ndo negativa e de energia minima.

Além disso suponha que

(f12) Existe ¢ >0 tal que ap* =pla+1)—c e
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_ Np cp
< p < mny——; + .
p=p {N—p P N—p(a—i—l)}
Entao a solugao é positiva. No caso nao singular (a = 0) podemos trocar (fss) por
() T A

5—00 sP

e obter o mesmo resultado. Também aqui temos a positividade da solugao se p* satisfizer
a condigao (f12)".

Demonstracao. O Lema nos dé a existéncia de (u,), uma sequéncia (C') para J
e, pelo Lema temos a sua limitacao. Pela reflexividade de F, existe u € F tal que,
a menos de subsequéncia,

Uy, — U.

Pelo mesmo argumento de ({3.8) temos que J'(uy)u, = 0,(1) de modo que

lim ||u,||” = lim K(x)f(x,u,)u,dz.
n—00 n—oo [pN

Pelo Lema |3.2.1] conseguimos

[ K@l fuuade > [ K@ f(wuds,
RN RN

de modo que
|| — / K ()2~ f(u)udz. (3.43)
]RN

Como J'(up)u = 0,(1), temos

/ 2|~ |V, [P Vu, Vu + V() |2| " |u, [P~ u,ude
: (3.44)
—/ K(:E)|x|_“p*f(un)uda: = 0,(1).
RN

Passando o limite em ({3.44)), usando as afirmagoes acima e o Lema [3.2.1} temos
lalp = [ K@lal f(wuds.
RN

que, junto com (3.43)), nos da

[l [” = [l 7,
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de modo que temos a convergéncia
u, - u em F.
Pela continuidade de J e J’ temos
J(u)=c e J(u)=0.
Usando concluimos que
u é solugao de energia minima para (P2).

Como J(u) = ¢, > 0 temos
u Z 0.

Uma vez que u,, — u podemos dizer que u,(z) — u(z) q.s. em RY. Além disso, por

(3.9)), temos u,(x) > 0, q.s em RY, para todo n, de modo que
u(z) >0 q.s. em RY.

Reunindo os dados podemos dizer que u é uma solucao nao trivial, nao negativa e de
energia minima para (P2). Considerando (fs2)" podemos mostrar a positividade de u do
seguinte modo.

Tome € > 0 fixo e seja A. = Bg \ B.. Usando [44, Theorem 3.1] podemos ver que
ue LN CO’Q(BR)

loc

e por [64, Theorem 1] conseguimos

u € CH(A,).
Aplicando [59, Theorem 8.1] temos

u>0em A..
Arguindo como em [52, Theorem 2.1] conseguimos

u>0em Bpg.
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Finalmente, fazendo R — oo concluimos que
uw>0em RY.

No caso nao singular (a = 0), considerando (f22)’, podemos usar o Lema de Strauss
(A.3.2) para as convergéncias em dominios limitados, colocando P(s) = F(s) e Q(s) =

|s|P". As demais estimativas seguem normalmente.



Capitulo 4

Solugao para o problema (P3)

Neste capitulo apresentamos uma solucao nao trivial de energia minima para o

problema (P3), conceito que serd definido na terceira segao.

4.1 Resultados preliminares

Para o conforto do leitor reapresentamos aqui tanto o problema (P3) quanto as

condigoes sobre f, V e K.

(P3) A%+ V(z)u = K(z)f(u), em RV,
u#0, em RN, ue D*?(RN),
com N > 5.

Supomos V, K : RV — R funcoes continuas positivas satisfazendo:
p ) C p

(K3) V(z), K(z) >0em RN e K € L*(R")nL'(RY).
(K1) K/V € L®(RM).
AN K
(K32) Existe a € (2,2,), com 2, = ——, tal que lim % = 0.
N —4 |z|—00 V(x) 242

Usamos a notagao (V, K) € H; para expressar que V e K satisfazem (K3) e (K31).
Uma hipdtese alternativa é considerar V' e K satisfazendo (K3) e (K3z), para o que

usamos a notagao (V, K) € Hs.

80
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Supomos f : R — R uma funcio de classe C'(R) satisfazendo:

(f31) lim sup SfQ(S) = 0.

s—0 §°*

: sf(s
(fs2) hgi}s;lp 32<* ) = 0.
(fs3) f(s) =0, para todo s <0.

F

(fs4) lim sup (5) = 00.

S—00 52
(f35) s 1f(s) é uma funcao ndo decrescente em s € (0, 00).

Observacao 4.1.1 As condigoes sobre f acarretam que
Eziste ¢ > 0 tal que 0 < sf(s) < c|[s|*, para todo s € R. (4.1)

Com o objetivo de estudar o problema (P3) com abordagem variacional e seguindo as

mesmas ideias da Secao 1 do Capitulo 2, consideramos o funcional de Euler e Lagrange

J(u) = E/RN |Au? + V(2)u? — K(x)F(u), (4.2)

2 RN

definido no espaco F, dado por

E=E(R"Y) = {u € D**(R") : /RN Vu? < oo} :

]| = (/RN Al + V(x)u2>% |

Aqui F(s) = [; f(t)dt. Das hipéteses sobre f, segue pelo Lema [A.2.1, que J é C*' com

derivada de Gateaux dada por

CO11l a norma

J (u)v = AulAv + V(x)uv — K(z)f(u)v, u,veE.

RN RN

Lema 4.1.1 Assuma as condicoes (Kso), (fs1), (fs2) € (fsa). Entdo o funcional J satisfaz
a geometria do passo da montanha, a saber,

1. Ezistem a, p > 0 tais que J(u) > «, para ||ul| = p.

2. Existe e € E tal que |le|| > p e J(e) < 0.
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Demonstragao.

Passo 1. Usando (K3), a condi¢do de crescimento da funcao f, dada em (4.1) e a

(/ |u|2*da:) N <SS </ |Au|2da:) ) : (4.3)
RN RN

/ K(z)F(u)dx < c/ lu|**dx < ¢ (S/ |Au|2dx> < cf|ul[*. (4.4)
RN RN

RN

desigualdade

(veja |A.4.1)), temos

Portanto,

24
Y

I = gl = [ K@F@ > 3l = dlu

de modo que J(u) > o := 1p* — ¢p* > 0, para ||u|| = p, suficientemente pequeno.
Passo 2. De (f34) segue que, para todo M > 0, existe sp; > 0, tal que
F(s) > Ms®, paratodo s> sy.
Definindo C)y; = 0<Su<p F(s) temos 0 < Cyy < 0o. Assim temos
SSSSM
F(s) > Ms®> — Cy, paratodo s> 0. (4.5)
Fixado 0 # u € E e usando e (K30) obtemos

J(tu) = %Htqu _ /RN K (2) F(tu)da

< gllall = [ K@Mty = Curlds

2 (4.6)
t 2 2 2
< —||tul|* — Mt K(z)u“dr — Cy K(z)dx
2 RN RN
o [l 2
<t M K(z)u®| +c.
2 RN

Tomando M suficientemente grande, J(tu) — —oo as t — 00, o que finaliza a prova. W

Defini¢ao 4.1.1 Dizemos que uma sequéncia (u,) € uma sequéncia de Cerami,

abreviadamente sequéncia (C), para um funcional ® de classe C* se (u,) satisfaz

D(u,) —=c e (14 ||un|])® (u,) — 0.
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O Lema acima garante que J satisfaz a geometria do passo da montanha (veja|A.3.1]).

Usando [61, Theorem 3.4] concluimos que existe (u, ), uma sequéncia (C') for J, isto é,
J(up) = e e (L4 ||unl|)J (u,) — 0,

sendo

. = inf J((t
¢+ = Inf max (v(t))

co1m

I'={yeC(0,1,E) : v(0) =0, e v(1) = e, com J(e) < 0}.

4.2 Resultados de compacidade

Nesta segao faremos alguns resultados que nos ajudarao a contornar o problema da
perda de compacidade na imersao de Sobolev no espaco RY. Nestes resultados fica
ainda mais claro a contribuicao do tipo de crescimento dos potenciais para a obtencao de
estimativas que garantirao convergéncias fortes. Comegamos com a seguinte proposicao,

que tem uma desigualdade do tipo Hardy.

Proposicao 4.2.1 1.  Supondo (V,K) € H; temos E imerso compactamente em
Li(RY), para todo q € (2,2.). 2. Supondo (V,K) € Hy temos E imerso compactamente

em LE%(RY), com o dado em (Ksp).

Demonstragao.
Parte 1. Supomos (V,K) € H; e v, — v para mostrar que v, — v em L% (RY) para
todo ¢ € (2,2*). Para as estimativas abaixo fixamos ¢ € (2,2,).

Dado € > 0, como p < ¢ podemos encontrar ¢, so > 0 tal que
5] < ¢|s|?, para 0 < s < s, (4.7)
de modo que, usando (K31), temos
K(z)|s]? < ecV(z)|s|?, para 0 < s < spex € RV,
Dado € > 0, de K € L=(R") e por ¢ < 2,, podemos tomar s; > 0 tal que

K(z)|s|? < ec|s|*, para s>s; e z€RY.
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Pela continuidade das funcoes envolvidas vemos que existe ¢ > 0 tal que

24

K(z)|s]? < eK(x)X[so,11(8])]5*, para so<s<s; e xeRY.

Assim, fixado g € (2,2,) e dado € > 0, existem ¢ > 0 e 0 < 59 < s1 tais que

K(x)ls|? < ec (V(@)[s]* + Is|*) + K (2)X(sp,50(I]) 5] (4.8)

para todo s € R e x € RN, Para um dado r; > 0 e u € E, a partir de (4.8)) vemos que

K(z)|u|fdz < ec / V(m)ude—}-/ |u|* dx
Bg, B Bg,

e K (2)Xsg.00) (] d (4.9)
1

c
T1

< ecQ(u) + c/ K(z)dz,

ANBg,

sendo

Qu) = /]RN V(z)u*dr + /RN |u|® dx (4.10)
e A={z e RY : 5y < |u(z)] < 51}

Uma vez que v, — v em F, a sequéncia (v,) é limitada em FE. Entdo,

/ V(z)|va|*dz < ¢, para todo n. Usando 1D também obtemos / |vn,
RN RN

para todo n, de modo que

Lde < c,

Q(v,) < ¢, para todo n. (4.11)

De agora em diante vamos nos referir a desigualdade (4.11]) como a “limitagao de (Q(vy,))”.

De (K3) podemos tomar 5 > 0 tal que
/ K(z)dx <, (4.12)
AnNBg,

sendo A, = {x € RY : 55 < |u,(x)| < s1}. Das desigualdades (4.9)), (4.11)) e (4.12)) temos

K(x)|v,|%dx < e, para todo n. (4.13)
Bg,
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Considerando o caso particular no qual v, = v, para todo n, vemos que (4.13) nos

permite escolher um r3 > ro tal que

/L K(x)v|dz <, (4.14)

3

que, junto com (|4.13]), nos da

K(x)|v,|%dx — K(z)v|?dz

Be, Be,

<e (4.15)

Pelo Lema temos que D*?*(B,,) = H*(B,,). Assim, E(B,,) C H*(B,,), K é uma
fungao continua e ¢ € (2,2,). Desse modo, segue da usual imersao de Sobolev (A.3.5) e
do Teorema da Convergéncia Dominada (A.3.3)) que

K(x)|v,|%dx — K(x)|v|dx

By By

De (4.15)) e (4.16]) obtemos

<e (4.16)

<e€

Y

K(x)]vn|qdm—/ K(z)|v|%dx
RN

RN
isto é,

K(x)|vn|qu—>/ K () |v]"dz,
RN

RN

de modo que E estd imerso compactamente em L% (RY), para todo ¢ € (2, 2.).

Parte 2. Supomos (V,K) € Hy e v, — v para mostrar que v, — v em L%(RY)
com « dado em (K3y).
Fixado z € RY, a funcio de s > 0 dada por g(s) = V(x)s?>™® + s2*=%, tem um valor

minimo dado por

2—a
24—

20 2,—2\ [a—2)\22
meV(x)®=2, com ma—(Q*_(X) (2*_2> :

Com isso conseguimos

maV(x)giig < V(x)|s|* >4 |s]*, paras€R\{0}excR". (4.17)
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De (K3z), para um dado € > 0, existe r; > 0, tal que
K(z) < emaV(x)gi%, para |z| > 1. (4.18)

Por (4.17)) e (4.18) temos

K(z) < e(V(x)|s]*~* + s

“7), paras € R\ {0} e |z >,

de modo que

K(x)|s|* < e(V(x)\s|2 + s 2*), para s € R\ {0} e |z| > ry.

Isso e a limitacao de (Q(v,)) produzem

K(az)]vn|°‘d:c§/ e (V(@)[onl? + o

B

) de < eQ(uv,) < e (4.19)

B,

2
Considerando o caso em que v,, = v para todo n, vemos que (4.19)) nos permite escolher
ro > 11 tal que

K(x)|v|%dx <. (4.20)
B,

Procedendo como na parte anterior, temos

K (@) |on|odz — / K (a)|v]°da
]RN

<,
]RN

de modo que E estd imerso compactamente em L% (RY), com « dado na hipétese (K3sy).

Lema 4.2.1 Suponha (V,K) € Hy ou (V, K) € Ha, (f31) e (f32). Seja (v,) uma sequéncia
tal que v, — v em E. Entdo
K(x)G(vy)dz — K(z)G(v)dz,
RN RN

para G(v,) = F(v,), G(v,) = f(vp)v, € G(v,) = f(vp)v.

Demonstracao.

Parte 1. Supomos (V, K) € H,, fixamos ¢ € (2,2,) e comegamos com o caso G(v,) =

F(vy,).
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Dado € > 0, de (f51) e (K31), concluimos que existe sy > 0 tal que
K(z)F(s) < ecV(x)|s|?, para 0<s<sy e xR,
Dado € > 0, de (fs52) e (K30), podemos tomar s; > 0 tal que
K(z)F(s) < ec|s|*’, para s>s; e z€RY.
Pela continuidade das fungoes envolvidas vemos que existe ¢ > 0 tal que
K(z)F(s) < cK(z)|s|?, para so<s<s e x&R".
Assim, dado € > 0, existe ¢ > 0 tal que, para todo s € R e x € RY, temos

K(z)F(s) <ec(V(x)]s|* + |s

) + K (z)|s].
Com esta desigualdade e a limitagao de (Q(v,)) obtemos

2)dx + K(z)|v,|%dx

K(x)F(v,)dz S/ ec(V(2)|va)? + |vn

Bg, Bg, By
<ecQup) + [ K(z)|vy|'d (4.21)
Bg,
<ec+ K(x)|v,|%dx,
Bg,
para todo n e r; > 0. Da Proposicao temos
K(x)|v,|%dx — K(z)|v|dz, paratodo q € (2,2.), (4.22)

RN RN
de modo que podemos tomar r; > 0 para o qual temos
K(z)|v,|%dx < €, para todo n.
B¢
1

Isto, junto com (4.21]), nos d&

K(z)F(v,)dz < €, para todo n. (4.23)
Bg,

Considerando o caso particular no qual v, = v, para todo n, segue de (4.23) que
podemos escolher ry > 1y tal que

K(x)F(v)dx <. (4.24)

B,
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De (1:23) e (I:24) segue que

K(x)F(v,)dx — K(x)F(v)dx

Bg, B,

<e. (4.25)

% 0, se v, — 0o. Uma vez que

Da condicao de crescimento de F' temos F'(v,)/|v,

2 dr < oo. Além do mais,

v, — v, temos v, — v em L**(B,,), de modo que sup/ [vn,
n B,,‘2
v, — v q.s. em B,, e, da continuidade de F', temos F'(v,) — F(v) a.e. em B,,. Assim,

podemos usar o Lema de Strauss (veja|A.3.2) e obter

K(x)F(v,)dx — K(x)F(v)dx| <e. (4.26)
By, By,
Portanto, das equagoes (4.25)) e (4.26)), temos
K(z)F(v,)dx — K(z)F(v)dx| <,
RN RN

o que finaliza a prova.
Os outros casos sao completamente andlogos. Para o caso G(v,,) = f(v,)v é suficiente

observar que v € L®(RY), uma vez que v € D*?(RY).

Parte 2. Supomos (V, K) € Hs e comegamos com o caso G(v,) = F(vy,).
Exatamente como na Parte 2 da Proposicao podemos dizer que, para um dado

e >0, de (K3), existe um r; > 0, tal que

K(z) < e(V(x)|s]** + |s[*7®), parascR\{0}e |z|>r. (4.27)

Entao, para todo s € R e |z| > r, temos

K(z)F(s) < e (V(x)F(s)]s]*~ + F(s)ls

2.-ay, (4.28)

De (fs31), como « < 2,, para um dado € > 0, existe sg > 0 tal que
F(s) <c¢|s|¥, para 0<s < s,

o que, junto com (4.28]), produz

K(2)F(s) < e(V(z)|s|* + |s]*), para 0<s<sy e |z|>r. (4.29)
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De (f32) e (K3p), para um dado € > 0, podemos encontrar s; > sy > 0 tais que

K(z)F(s) F(s) N
c <ce, para s> S e x € RV,
V(@)sP+1sP) = TJs = P -

de modo que
K(2)F(s) < ec(V(2)|s]* + |s|*), paras>s; execRY. (4.30)
Assim, de e (4.30) temos
K(z)F(s) < ec(V(2)|s|* +|s|*), parase€ T e x| >r, (4.31)

sendoZ ={seR:0<s<spous> s}

Usando (4.31)), limitacio de (Q(v,)) e A, = {x € RY : 5y < |v,(x)| < 51} obtemos

K(x)F(vp)dz < /

Bg, NA;,

< / ec(V(x)]vn|2 + v,
Bg, NAg,

K(z)F(v,)dz + / K(z)F(v,)dx

B, Bg NAy,

2Vdr + c/ K(z)dx
B NAn

(4.32)

< ceQ(vy,) + c/ K(z)dx

Bg, NAy,
< ce+ c/ K(z)dz,
Bg,NAy,

para todo n. De (K3p) podemos tomar ro > 71 tal que

/ K(x)dx <€, para todo n. (4.33)
Bg,NA,
Entao, de (4.32) e (4.33]), obtemos

K(z)F(v,)dz < ce, para todo n. (4.34)

Bg,
De agora em diante, seguindo os mesmos passos dados depois de (4.23]), concluimos a
prova da parte 2.
Os outros casos sao completamente andlogos. Para o caso G(v,,) = f(v,)v é suficiente

observar que v € L®(R"), uma vez que v € D*?*(RY).
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Lema 4.2.2 Suponha (V,K) € K e (fs1), (fs2), (f33), (f34) e (f35). Se (u,) € uma

sequéncia (C) para J entdo (uy) € limitada.
Demonstragao. Suponha, por absurdo, que
|lun|| = o0. (4.35)
Por (4.6) podemos tomar ¢, > 0 tal que
J(thuy,) = max J(tuy,).

Além disso, t,, € [0,1] pois, como podemos escolher M suficientemente grande, e
(4.6) nos garantem que ¢, < 1, para n suficientemente grande.

Mostramos agora que a sequéncia (J(t,u,)) ¢ limitada superiormente. Para ¢, = 0,
temos (J(t,u,)) = (J(0)) e, para t, = 1, (J(t,u,)) = (J(u,)). Em ambos os casos
temos a limita¢do, uma vez que J(u,) — ¢.. Assim, podemos assumir t,, € (0,1). Como

J' (tyun)tyu, = 0 temos
2J(thun) = 2J(tyuy) — J (thun)thu,

= [ K(x)[-2F(tyu,) + f(tyun)tyu,) de (4.36)

RN

= K (x)H (t,uy,)dx,
RN
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sendo H(s) = —2F(s) + sf(s), para todo s € R. Defina I'” =

{z € RN :u,(z) <0} e

't ={z € RY : u,(z) > 0}. De (f35), H é uma funciao nao decrescente em (0, 00) e temos

2J(thyu,) = K (x)H (tyuy,)dx

= K(x)H (tyuy,)dx + K(x)H (tyu,)dx

- I+

= K(x)H (tyu,)dx
T+

< K(z)H (uy,)dx (4.37)
T+

= K(x)H (uy)dz + K(x)H (uy)dz
r- I+

= K(x)H (uy)dz
RN

< 2J(uyp) — J'(up)un = 2J (uy,) + 0,(1),

de modo que (J(t,u,)) é limitada superiormente, uma vez que J(u,) — ¢, isto é,

J(thu,) < ¢, paratodo n. (4.38)

Vamos mostrar que (4.35) contradiz (4.38]). Para este propésito consideramos w,, =

Unp

[lunll

Como (w,) é limitada, pela relexividade de FE (A.1.4

w, — wem F.

, existe w € FE tal que

Afirmamos que w = 0 q.s. em R” e faremos sua prova apés o término da prova deste

Lema.

Prosseguindo com a prova do lema, notamos que, para B > 0 e n suficientemente

B
grande, temos que Tall € [0, 1]. Entao
Up,

J(thu,) = maxJ(tu,) > J(i ) = J(Bw,,)

20 Tl

1
= —||Bw,||* — K (x)F(Bw,)dx
2
RN
B2

=5 /|, K(z)F(Bw,)dz.
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Uma vez que w,, — 0, do Lema [4.2.1} temos
K(x)F(Bw,)dx — K(z)F(0)dz = 0.
RN RN
Assim, para todo B > 0, obtemos

B? B?
liminf J(t,u,) > lim inf (7 — K(x)F(Bwn)dx> =5

n—00 n—00 RN

Entao, (J(t,u,)) é ilimitada superiormente, o que contradiz a equacao (4.38).

Portanto, a sequéncia (u,) é limitada.

Prova da Afirmacgao. Em primeiro lugar consideramos a sequéncia (u,,) limitada em

L®(RY). Entao w,(z) = lﬁn(ﬂ T H
Unp,
Da imersdo compacta de E em L% (RY), temos w,(z) — w(x) q.s. em RY. Assim,

— 0, para todo z € R, uma vez que ||u,|| — oo.

=0 em R,

Agora, consideramos que existe uma subsequéncia, renomeada por (u,,), ilimitada em
L®(RY) e definimos Q = {z € RY : u,(2) # 0} = {z € RY : w,(x) # 0}.

Uma vez que J(u,) — ¢., temos

—HunH2 / K(2)F(un)dz = ¢ + on(1),

isto é,

—||un||2 /K (up )z = ¢+ op (1),

K(x K(z)F(uy,)
/ Hu!l2 / ||2 onlde. (4.39)

De (f34), vemos que, dado 7 > 0, existe M > 0 tal que

de modo que

°) > 1, para s > M. Definimos
n € Xn, as fungdes caracteristicas para {u, < M} = {x € Q : 0 < u,(x) < M} e
{u, > M} ={x € Q:u,(x) > M}, respectivamente. Aplicando isto na equagao (4.39),
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temos

U [ K@Fw)
0u(1) + 5 _/Q el

K (@) F(u,) K@Fw), oo
= [ o@D s+ [0S s a.0)
) 2 2

> [ e | n|2 S P+ 7 (o)K@

Sejam Q7 e Q1 os conjuntos limites de {u, < M} e {u, > M}, respectivamente.
Usando o mesmo argumento do primeiro pardgrafo desta prova temos w,(z) — 0 em
{u, < M}, de modo que

=0 em Q.

Além disso, é limitada em {u,, < M}, para todo n. De fato, se u,(x) — 0,
usamos (f31) e (K30) para chegar a conclusdo. Se 0 < € < w,(z) < M, usamos a

continuidade de F' e (K3p). Assim, dessa limitagao uniforme em relacao a n concluimos
K(z)F(uy)

que PE ¢ limitada em Q.
Unp,
K(x)F(u,
Uma vez que wy,(z) — 0 ¢.s. em Q" e (T) |§u ) ¢ limitada em €~ concluimos que
un
K(x)F(u,
lim inf (@)F(u )|wn|2 =0, em Q7 (4.41)
n—o0 [t |?
de modo que
K(x)F(u,
lim inf @Dn(x)anP =0, em Q. (4.42)
n—o0 ‘un‘z

Usando (4.42) e o Lema de Fatou (A.3.1]) em (4.40)), obtemos

: hmmf/wn ’ ’2 K@) P (), d:c—i—hmme/Xn(x)K(x)\wanx
n—oo TL
K(x)F(u, ..
2/liminfwn(:c)M\wn\Qd:c—i-T/hmmfxn(w)K(a:)\wanx
q 7Moo ’unP q 7T

> T K (z)|w|*dz.
O+
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Assim, temos

> 7'/ K(z)|w|*dz, para todo 7 >0,
O+

N | —

de modo que
K(z)|w|*dr = 0.
O+
Como K(x) > 0 q.s. em RY concluimos que

w=0 em QF,

0 que completa a prova. |

4.3 Prova do Teorema [1.3.1]

Antes da prova deste Teorema apresentamos a definicao de solucao de energia minima

para o problema (P3) e lhe damos uma caracterizagao.

Definicao 4.3.1 Uma solugdo u para (P2) é dita de energia minima se
J(u) = inf{J(v) : v € solu¢ao de (P2) e v # 0}.

Uma condig@o necessaria para que v seja solugao de (P3) é que J'(v)v = 0. Com esta

condi¢ao definimos a chamada variedade de Nehari por
N ={ve E\{0}: J(v)v =0}
Claramente, se u ¢ solugao de (P3) com

J(u) = i/I\l/_f{J(U)}

entao u é solugao de energia minima.
Uma vez que s! f(s) é uma funcao crescente em (0, 00) podemos seguir as ideias em
[67, Chapter 4] e concluir que

- o o e
inf{J(v)} o max J{tv) = inf mmax J(v(t)) = e,
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com

I'={yeC(0,1],F) : v(0) =0, e v(1) = e, com J(e) < 0}.

Dessa forma, dada u solugao de (P3), podemos ver que
se J(u) = ¢, entao u é solucao de energia minima. (4.43)

Seja (u,) a sequéncia (C') dada pelo Lema[4.1.1] Do Lema[4.2.2] (u,) ¢ limitada. Pela
reflexividade de F, (A.1.4]), existe u € E tal que, a menos de subsequéncia,

u, ~u em kK.

Dada (u,), uma sequéncia (C'), temos que (1 + ||u,||)J (u,) — 0 de modo que, para a

temos

A e Unp,
sequencia limitada T
n

I

U
(14 [fun] )T (1) 7 < €.
|

Assim, conseguimos

J (up)u, < <,
1+ [funl|
ou ainda
J' (up)uy = 0, (1)
Assim, conseguimos
lim [|u,||* = lim K(z)f(u,)u,dx.
n—oo

n—oo RN
Do Lema [£.2.7] temos
/ K(x)f(up)u,de — K(z)f(u)udx,
RN RN
de modo que

l[un || — / K(x)f(u)udz. (4.44)
RN
Uma vez que J'(u,)u = 0,(1), temos

Aup,Au + V(z)u,udr — / K(x)f(up)udx = 0,(1). (4.45)

RN RN
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Note que ¢(u,) = Aup,Au + V(x)uyudr define um funcional linear continuo no

RN
espaco F. Entao

/ Au,Au~+ V(x)uude — |Au* + V(z)u*dz = ||ul]?.
RN

RN

Usando isto, a Proposicao e passando o limite em , obtemos
falf = [ K@) f(wuds.
RN
0 que, junto com a equacao nos da
[lnl * = [[ull?,
de modo que temos a convergéncia
u, - u em F.
Pela continuidade de J e J’ temos
Jw)=c e J(u)=0,
de modo que, por (4.43)),
u é uma solucao de energia minima para (P3).
Como J(u) = ¢, > 0 temos u # 0, isto é,

u é uma solucdo nao trivial e de energia minima para (P3).

(4.46)



Apeéendice A

A.1 Propriedades dos espacos
Lema A.1.1 D!P(RY) € o fecho de C°(RY) em relagio a norma

u] = ( / |x|-“p|w|pdx)”
RN

Demonstragao. A prova segue as mesmas ideias usadas para o espaco D'P(RY). Veja

[21]. n

Lema A.1.2 Seja B uma bola em RYN. Entao D}?(B) = W'?(B).

Demonstragao. A prova segue as mesmas ideias usadas para o espaco D'P(RY). Veja

[21]. n

Lema A.1.3 Seja B uma bola em RY. Entao D**(B) = H*(B)

Demonstragdo.  Sejam ||Aulla.p e ||u|l22.5 as normas de Au em L*(B) e de u em
W22(B), respectivamente. Temos D??(B) = {u € L**(B) : Au € L*(B)} = {u €
L*(B) : ||Aulla.p < 0o} e H*(B) = {u : ||u||22.5 < o0}. De [42, Lemma 9.17] concluimos

que ||Aullo.p é equivalente a ||ul|22.5, de modo que D*?*(B) = H*(B). n

Lema A.1.4 Os espagos DLP(RY) e D?2(RY) sdao reflexivos.

97
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Demonstracao. A prova deste fato segue as mesmas ideias usadas na demonstracao

do usual espago de Sobolev. Veja |25, Proposition 9.1] ou [Il, pg 46] ]

A.2 Operadores diferenciaveis

As definigoes e a proposi¢ao podem ser encontradas em [33, Section 7.7]. Seja E um

espaco de Banach e E* seu espaco dual.

Definicao A.2.1 Seja U um aberto em E e ® : E — R. Dizemos que ® € diferencidvel

a Fréchet em xo € U, com derivada de Fréchet ®'(zq) € E* se

O(zg+ h) = P(xg) + D' (x0)h + o(h),
o(h)

em que W — 0 quando h — 0. Além disso, dizemos que ® € C*(U) se @', a derivada

de Fréchet, existe e € continua em U.
Definicao A.2.2 Suponha U um aberto em E e ® : E — R. Dizemos que & é

diferencidvel a Gateaux em xo € U, com derivada de Gateauzr grad®(xg) € E* se

t—0t t

= grad®(x¢)h, para todo h € E.

Proposicao A.2.1 Se o operador ® : E — R tem derivada de Gateaux continua em U

entio ® € CY(U).

Lema A.2.1 (Diferenciabilidade dos Funcionais) 1. O funcional J, definido em
é de classe C' com derivada de Gateauz dada por

T (u)o = / [ VP2V a4 V]a|
RN

u|P2uvdxr —/ K(2)|z|™" f(u)vdz,
RN

para todos u,v.

2. O funcional I, definido em ¢ de classe C' com derivada de Gateauzr dada por

I'(u)v = / 2|~ | VulP 2 VuVo + Vx|~
RN

ulP2uvdr — / lz| =" f(u)vdz, u,v € E.
RN
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3. O funcional J, definido em ¢ de classe C' com derivada de Gateaur dada por

J' (u)v :/ 2|~ | Vul[P 2 VuNV o+ Vx|~ u|p_2uvdx—/ 2|7 g(z, u)vdr, u,v € E.
RN RN

4. O funcional J, dado em ¢ C' com deriwada de Gateaur dada por

J (u)v = /RN AulAv + V(z)uv — K(z)f(uw)v, u,veE.

RN

Demonstracdo.  Defina em FE os funcionais ®;(u) = / |z|~?|VulPdz, Po(u) =
RN

/ V]z|™ julPde e ®3(u) = K (z)|z|~ F(u)dz, com F(s)= [ f(t)dt.
RN RN

Em primeiro lugar vamos mostrar que grad®sz(u)v = / K (z)|z|~%" f(u)vdz. Para
RN

isso, definimos
Fu(z) + tv(z)) — F(u(z))]
t )
com t € [0,1]. Por (2.1) podemos ver que f(s) < ¢|s|P"~! e, usando a desigualdade

o) = K(@)]a] |

(a+0)" <27 1(a"+1"), (K30) e o Teorema do Valor Médio temos que existe um 6 € [0, 1]
tal que
[F(u(z) + tv(x)) = F(u(2))]
t
F'(u(z) + 0tv(z))tv(x)
t

= K (@)]a] ™" f(u(z) + tv(x))v(z)

gi(z) = K(x)la|™"

= K(x)[[~

< clz|7 " |u(z) + Otv ()" o (z)
(A1)

< a7 (Ju(@) " + [0t (2) "o ()

< a7 (Ju(@) " + Ju(@) P u(x)

u(x)

") + cla| T o ()

= cla|™"" Ju(=)
= h(x).

Por (2.5 temos

/ R
]RN

[

= (S / lwl‘“ﬂw”)p < c|jo] " < oc. (A.2)
RN
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*

Usando a desigualdade de Holder, com os duais o = e o/ = p* e a desigualdade

de Caffarelli, Kohn e Nirenberg (12.5)) temos

[l = [ e
RN RN
* «a é * o é
—ap *_1 —ap_
< ([ s ) (ol | ae)
RN RN
N . (A.3)
* * (*) * * p*
s(/ 2| \updw) (/ | [P da:)
RN RN

< lulP"HJvl] < oo.
Por (A.2)) e (A.3) podemos dizer que h € L*(RY). Usando o Teorema da Convergéncia
Dominada ({A.3.3)) temos

pr—1

P | o |o|de

D3(u + tv) — P3(u)

grad®s(u)v = lim

t—0 t
«|F - F
= lim K(x)|z|™* [F'(u +tv) (w)] dx
t—0 RN t
= lim K(x)|z|~"" f(u + 0tv)vdx (A.4)
t—0 RN

:/ lim K (x)|2| " f(u + 0tv)vdz
R

~N t—0

= [ K@l fujods

Logo grad®s(u)v = / K(z)|z|™ f(u)vdz. A desigualdade (A.3) mostra que
RN

grad®s é um funcional continuo em R, de modo que, pela Proposicao (A.2.1]), concluimos

que ® € CH(RY), com derivada de Fréchet dada por

Py(u)o = | K(@)lz[~" f(u)vda.

RN

De modo completamente analogo mostramos que

grad@l(u)'u—/ 2|~ |VuP~*VuVoudz,
RN

grad®;(u)v = /

Vx|~ Ju|P2uvdz,
RN
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para todo u,v € E, e que grad®,, grad®, sao de classe C1(RY).
Logo,
O (u)v = / 2| =P |Vu[P?VuVudz
RN

CID’Q(u)v:/ Vx|~ |ulP*uvdz.
RN
Assim, temos

J'(w)v =P (u)v+ Py(u)v — Ph(u)v

= /RN 2| 7P| Vu|P 2 VuVo + Vx|~ julP?uvda (A.5)

- / K@)l f(uodr,

para todo u,v € E.
Seguindo estes argumentos, mostramos, de modo completamente analogo, os outros

resultados. ]

A.3 Resultados de convergéncia

Teorema A.3.1 (Teorema do Passo da Montanha) Seja E um espago de Banach e
® um funcional C* definido em E. Suponha

i) existe uma vizinhanga U da origem e uma constante positiva p tais que
®(u) > p, para todo u e U,
i) O0)<p e ®(v) <p, para algum v ¢ U.
Usando P para denotar a classe de caminhos continuos unindo 0 a v, defina
= inf P > p.
= w2 2

Entao existe uma sequéncia (u,) em E tal que

O(u,) = ¢ e P (u,) — 0.
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Veja [24] Theorem 2.2, pg 440].

Lema A.3.1 (Lema de Fatou) Seja (f,) uma sequéncia de fun¢oes em L'(Q) que
satisfaz

i) para todo n, f,(x) >0 q.s. em Q;

ii) sup/ fn < 00.

Deﬁgz’mgs f(x) = liminf f,(z) ¢.s. em Q. Entdio f € L'(Q) e

n—in fty

| 1@ <timint [ f,(a).

Veja [25 Lema 4.1, pg 90].

Lema A.3.2 (Lema de Strauss) Sejam P,QQ : R — R duas fungoes continuas

satisfazendo

P(s

() — 0, se s — 0.

Q(s)
Seja (u,) uma sequéncia de fungdoes mensurdveis, com u, : RN — R, para todo n, tais
que

sup [ 1Q(un(w))]ds < o
n RN

e

P(un(2)) = v(z), g.5. em RY, se n — oo.

Entao, para todo B, conjunto de Borel, limitado, tem-se
/ |P(un(x)) — v(z)|de — 0, se n — co.
B

Demonstracao. Veja [22, Theorem A.I, pg 338]. ]

Teorema A.3.2 (Teorema da Convergéncia Monétona) Seja (f,) uma sequéncia
de fungoes em L'(SY) que satisfazem

i) i<fo<...<fa<for1<...¢qs em(,
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ii) sup/ fn < 00.
n Jo
Entao f,(x) converge q.s. em Q para wm limite finito, denotado por f(x); f estd em

LMQ) € [|fu — Izt o0

Veja [25], Teorema 4.1, pg 90].

Teorema A.3.3 (Teorema da Convergéncia Dominada, Lebesgue) Seja (f,,) uma
sequéncia de funcoes em L'(Q) que satisfaz

i) fu(x) = f(z) ¢.5. em Q.

ii) Existe uma funcio g em L'(Q) tal que, para todo n, |f.(z)] < g(x) g.s. em .

Entao f estd em L*(Q) e ||fn — f||L%Q)_>0.

Veja [25], Teorema 4.2, pg 90].

Teorema A.3.4 Seja Q@ C RY um dominio qualquer e sejam (f,) uma sequéncia em
LP(Q2) e f € LP(Q) tais que ||f, — f||L€Q)HO' Entao existe uma subsequéncia, renomeada
(fn), € uma fungao h € LP(Q) tais que

i) fo(z) = f(2), ¢.5. em RY.

i) | fu(z)] < h(z), ¢.5. em RY e para todon € N

Para a demonstragao indicamos [25, Teorema 4.9, pg 94].

Teorema A.3.5 (Sobolev-Rellich-Kondrachov) Seja @ C RY um conjunto aberto
e limitado satisfazendo a propriedade do cone, k € N e p € [1,00). Entao a sequinte

imersao € compacta para todo j € N \ 0.

N | | N
Se k < E entao W”k’p(Q) — W), para todo q € [1, N —pkp)’

Obs. Dizemos que 2 C RY tem a propriedade do cone se existe um cone limitado KX C RY

tal que todo = € () é vertice de um cone K, com K, C e K, congruo a K por um
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movimento rigido. Para maiores informagoes veja [I3, Theorem A.4.9, pg 183].

Teorema A.3.6 (Teorema de Convergéncia Fraca) Seja (f,) uma sequéncia de
fungoes em LP(2), 1 < p < oo tal que (||fullp) € limitada. Se fn(x) — f(x) ¢.s. em
Q entao f, — f em LP(Q).

Para a demonstragao indicamos [43, Theorem 13.44, pg 207].

O préximo Lema pode ser encontrado em [17, [39] e suas ideias vém de [23], 41] quando

o dominio é limitado e suave.

Lema A.3.3 (Convergéncia do Gradiente) Sejam E o espaco dado em (@) ed o
funcional dado em ou (3.9). Seja (u,) C E uma sequéncia limitada tal que u, — u

em E e J'(u,) — 0. Entdo, a menos de subsequéncia, temos Vu, — Vu, ¢.s. em RY.

Demonstragao. Primeiramente, consideramos o funcional J dado em . A outra
demonstracao ¢ andloga.

Seja (u,) uma sequéncia satisfazendo as hip6teses do Lema. Como u,, — u temos
U, — u q.s. em RY. Definindo e, = |z|(|Vu, [P">Vu, — |Vu[P72Vu) - V(u, — u) temos
en > 0, pelo Lema Dado € > 0, defina a funcao 7. : R — R por

s, se |s|<e

TE(S) - €S
ohose |s|>e
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Considerando que |7(s)| < |s| vemos que 7. € E. Usando a desigualdade de Holder

/ ep,dx
RN

temos

< / 2|~ (| Vg P2V, — |VulP2Vu)|z|~*V (v, — u)dx
RN

p—1

P

< (/ |2~ Vu, [P >V, — |Vu|p_2Vu}% dx)
RN

« (/RN 2]V (a1 —u)‘pdm>; (A-6)

p—1

P

< (/ ||~ || Vua P>V, — |Vu|p’2Vu|% dx)
RN

« (/RN 12 [Vt — u0)? dm);

Aplicando a desigualdade (a +b)" < 277 !(a” + b") nas duas tltimas integrais temos

/ ||~ || Vu, [P >V, — |Vu|p_2Vu’P%1 dr < 21)11/ |z| 7P (|Vu, [P + |Vul?)dx
RN RN

/ |z| = |V (u, — u)|" do < 2”_1/ |z| P (|Vu, |’ + |VulP)dz.
RN RN

Com isto e a limita¢do da sequéncia (u,) em FE, temos a limitacao da sequéncia (e,) in
LY(RY).
Considere ¢ € C§° tal que suppp C Bi1, 0 < ¢ <1e ylp, =1. Tomando! > 0 e
definindo
Q={rcRY :Ju(@)| >1} e w={zecR":|u) I}

temos

/ goef{dx:/ goeﬁdx+/ weldx. (A.7)
RN Ql wy

Para estimar a integral a esquerda faremos uma sequéncia de passos.

Passo 1 Estimar sobre ();.
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Usando a desigualdade de Holder e a limitagao de (e,,) temos

/ goegd:v < (/ end$)p (/ gpzﬂdx) ’
Q Q 9]
(L) (] )
RN QNBm4+1

P

§C</ d:v) ’ Sc(/ de) ’ (A.8)
QNBm+1 QNBmt1 l

p—1
* —_
. 1 pr—1 P

P F *
<e¢ (/ |udx) (/ d:z:)
RN lp Bm+1

p—1
p

com c independente de [ e de n.

Passo 2 Estimar sobre wj.

Definindo
Qe = {2 €RY : |u,(2) —u(2)| > €} e wpe = {2 € RY : |un(z) — u()| < €}

temos

1 1 1
/gpeﬁdazz/ goe,’{d:v—i—/ . wehdx (A.9)
w; Wi NWn, e wiM2n e

Passo 2.1 Estimar sobre w; N €Y, ..

Novamente, pela desigualdade de Hélder e a limitagao de (e,) temos

p—1

. » ) =
/ vendr < / endx / pr-1dx
Wlan,s Wlan,s wmﬂn,é

p—1

P —1
<c / @ﬁd:c < QN Bm+1|p7
wan,eﬂBmH

Como |By41] < 00 € u, — u q.5. em RY, temos que (uy|p,,,,) converge, na medida, para

u. Entao, existe ny € N tal que

{2 €RY : Jun(z) — u(z)| > %} N Byt

€
< 3> para todo n > ny.
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Entao
|, N By1] <€, paratodo n > ny,
e temos
lim sup/ e%dm < 7 (A.10)
n—=00  JunQ, .

Passo 2.2 Estimar sobre w; Nwy,.

Pela desigualdade de Holder temos

1 1
/ pendr = / wendx
wiNwn, e uJlﬁu-’n,emBm+l
p—1
P
< ( / goenda:) ( / w) (A.11)
Wlmwn,emBerl Wlmwn,emBm+1
1
p
<c / pepdr | .
Wlmwn,smBm+1

/ pepdr = / || =P |V, [PV, - V(u, — u)pdr
wlmwn,eanJrl Wlnwn,smBm+1

—/ 2|~ P|VulP2Vu - V(u, — u)pds
wlﬂwmgﬂBm_Fl

B =

Porém,

= / 2| 7P |V, P2 Vuy, - V7e(u, — u)od
wlmwn,emBm+1
—/ |z| =P | VulP2Vu - V7 (u, — u)pds
wlmwn,emBerl
< / |2~ P| V|2V, - VT(u, — u)pd
RN

—/ 2| | VulP~*Vu - V1 (u, — u)pdz.
RN
o que, junto com (|A.11]), nos da

L\
c / wehdx < / 2|~ | Vu, [PV, - V7T (u, — u)pdz
wiN Wn,e RN

—/ |z| =P |VulP2Vu - V7 (u, — u)odz.
RN

(A.12)
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Passo 2.2.1 Estimar a segunda integral do lado direito de ((A.12)).

Observe que o funcional H definido em F, por
H(w) = / 2|~ |VulP~2Vu - Vwpdr
RN
é limitado e, como u,, — u, temos.

/ 2|~ |VulP*Vu - V7. (u, — u)pdz = H(u, — u) — 0. (A.13)
RN

Passo 2.2.2 Estimar a primeira integral do lado direito de (A.12)).

Observe que

/ |x|_“p|Vun|p_2Vun -V (u, —u)pdr
RN

(A.14)
= / |x|—ap|vun|p—2vun : V<Te(un - u)cp)dx
RN
—/ 2|~ |Vu, [P Vu, - Vo 7(u, — u)dr
RN
Passo 2.2.2.1 Estimar a segunda integral do lado direito de ((A.14)).
Usando a desigualdade de Holder, a limitacao de (u,), em E, e 7. < ¢, temos
/ 2|~ |V, P2V, - Vo 7e(u, — u)de| < e/ 2|~ |V, [P~ [V |dx
RN RN
_ Al
< el|Vuallz IV ell, (A.15)

< ce.

Passo 2.2.2.1 Estimar a primeira integral do lado direito de ({A.14)).



109

Pela definicao de J temos

I (un) (o Te(un — u))
= /RN |I|7aplvun|P*2Vun . V(gm‘e(un — U))dl‘ (A.16)

+/ ]x\*“p*V\unP’Qun(pTe(un —u)dx — / gz, up)pre(uy, — u)de.
RN R

N

Pela limitacao de (7.(u, — u)), podemos ver que J'(u,)(p7(u, —u)) — 0. Usando as

desigualdades ([A.16) e de Holder, 7. < € e a continuidade de g, temos

/ 2| 7P |V [P 2V, - V(Te(un — u)p)dx
RN

< [T (un) (@ 7e(un — w))| +

/ |x|’“p*V]un]p’2un<pTE(un —u)dz
]RN

(A.17)
+ / gz, up)pre(u, — u)de
RN
<op(l)+¢ (/ \x|_“p*V|u]pda:) "t e/ sup (g(z, uy,))dx
Bmi1 Bp41 Bm+1
< 0,(1) + ce.
Passo 3: Combinar as estimativas para conlcuir.
Passando o limite em ({A.14)) e usando (A.15) e (A.17)), temos
lim sup/ 2] ™| VP>V, - VTe(u, — u)pdz
n—oo RN
= hin—igp /RN 2| =P |V, [PV, - V(7 (up — u)p)dz (A.18)

—lim sup/ |2~ | VP2V, - Vo Te(u, — u)de
RN

n—o0

< limsup(ce + 0,(1)) + limsup(ce) < ce.

n—oo n—0o0
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Analogamente, tomando o limite em (A.12)) e usando (A.13) e (A.18), conseguimos

n—oo n—oo

. p
limsup ¢ (/ wer d:c) < lim sup/ 2|~ |Vu, [PV, - VT(u, —u)edz
wiN wn,e RN

—lim sup/ 2|~ |VulP2Vu - V7 (u, — u)pdz.
RN

n—o0

< limsup(ce) < ce.

n—oo

de modo que

1
lim sup/ weh, < ce. (A.19)
wiN wn,e

n—o0

Passando o limite em (A.9) e usando (A.10)) e (A.19)), temos

1 1 1
lim sup / pendr = limsup / wendx + lim sup / wendx
wy wiNwn, e wlan,e

n—oo n—oo n—oo

< lim sup(cepr%l) (A.20)

n—oo

< o(e).
Applicando (A.8) e (A.20) em (A.7)), temos

1 1 1
lim sup / pendr = limsup / ey dr + lim sup / wendr.
RN Q wy

n—o0 n—oo n—o0

< lim sup (%) + lim sup o(e)

n—00 l » n—00

p=1

<™ +o(e).

Fazendo € — 0 e | — oo, conseguimos

1 1
lim sup / en < limsup / pepn =0,
m RN

n—o0 n—o0

de modo que,
1

eh — 0 em L'(B,,).

Tomando p > 2 e usando a desigualdade de Tolksdorf, temos

/|Vun—Vu|§/ el — 0.
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Entao,
Vu, = Vu, q.s. em B,,.

If1 <p< 2, tomamos s = ’% >1,t = Sip > (. Novamente pela desigualdade de

Tolksdorf e de Holder, obtemos

/ Vu, — Vul* < / el (|Vu,| + [Va|) P!
m Bm

‘l (2—p)ts ST
([ 7w+ wup )
Bm
L % (2—p)ts P
g(/ e;;) </ (V| + [Vuf) =2 ) 0.
m Bm

IVu, — Vul* = 0 em L'(B,,).

IN
Y
S\

Y
~

Assim,

Portanto,

Vu, = Vu em (By,),

a menos de subsequéncia. Entao, usando o argumento da diagonal, temos

Vu, = Vu q.s. em RV,

A.4 Resultados gerais

Teorema A.4.1 (Desigualdade de segunda ordem) A constante K definida por

K =inf{ [ |Auf’dz:uec H (RY) e / |u|?*dx = 1},
RN RN
com 2, = %, € um minimo e € atingida somente por funcoes u., definidas por
N —4)(N —2)N(N +2)3 %
ue(x) — [( )( ) ( +4 ) ] 8 (a,: c RN),

(|lx — zo|> + E)NT_

para qualquer o € RY e qualquer € > 0.
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Demonstracao. Veja [38, Theorem 2.1]

Lema A.4.1 (Desigualdade de Tolksdorf) Sejam z,y € RY ¢ (.,.) o produto interno
usual em RY. Entao

. le—yP
(222 — [yl 2y,e —y) > " (ol + [y
cplz —ylP, sep>2,

sel <p<2,

com ¢, uma constante positiva.

Veja [41], Lema 4.1, pg 5709].

Lema A.4.2 Se existe 0 > p tal que 0 < OF(s) < sf(s), para todo s > 0 e x € RY entao

existe ¢ > 0 tal que F(s) > cs? para todo s > 0.

Demonstracao. Da hipdtese temos que

0 _ fls) _ F'(s)
B < Fis) WS), para todo s > 0.

1
Usando lnx = / ;dt vemos que existe ¢ > 0 tal que
1

F(s) > cs?, para todo s> 1.
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