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Resumo

Neste trabalho é proposta uma metodologia de modificacao de zeros para
solucionar o problema do rastreamento do sinal de referéncia em sistemas dis-
cretos considerando-se uma entrada de perturbagao na planta. Em um primeiro
momento é projetado um controlador discreto para minimizar a norma H, en-
tre a entrada exdégena e o sinal de saida com o objetivo de reduzir o efeito da
perturbacao sobre a saida do sistema. Posteriormente, minimiza-se a norma
H, entre o sinal de referéncia e o erro de rastreamento através da modificacao
de zeros do sistema discreto, constituindo desta maneira o rastreador de sinal
de referéncia. A formulacao do projeto é descrita na forma de inequagbes ma-
triciais lineares, pois estas permitem a descricao de problemas de otimizacao
convexa. Por fim, sao apresentados trés exemplos numeéricos que ilustram a

viabilidade da metodologia proposta.



Abstract

The tracking problem in discrete time systems, with the presence of a dis-
turbance signal in the plant, is solved using a zero variation methodology. This
methodology is proposed in this work. A discrete state feedback controller is
designed in order to minimize the H,.-norm between the exogen input and the
output signal, such that the effect of the disturbance is attenuated. After, a
discrete state estimator is designed for the tracking problem and the variation
of the zeros is used to minimize the H,,-norm from the reference input signal
to the error tracking signal. The error is taking as the difference between the
reference and the output signal, and so it is a tracking problem. The design is
formulated in the Linear Matrix Inequalities (LMI) framework, such that the
optimal solution of the stated control problem is obtained. Three numerical

examples illustrate the proposed methodology viability.
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1 Introducao e Formulacao
do Problema

Diferentemente de alocacao de pélos pode-se encontrar apenas uma pequena
quantidade de textos que abordam o assunto alocagao de zeros em sistemas de
controle discreto. Em Sen (1996) a alocacao de pélos de malha fechada em
sistemas discretos € alcangada a partir de uma técnica de projeto de controle que
faz uso das taxas de amostragem para componentes de estado, entrada e saida.
Ainda, em Saberi, Sannuti e Stoorvogel (1997) a alocagao de pélos discretos
em sistemas de controle é realizada em uma regiao do plano Z especificada em
projeto preservando a otimalidade do controlador Hs, de realimentacao. Dentre
os poucos textos que abordam alocagao de zeros em sistemas discretos tem-se
M’Saad, Ortega e Landau (1985), onde os zeros arbitrarios sao alocados para o
projeto de controladores adaptativos discretos. Também, em Messner e Kempf
(1996) sao alocados zeros na dinamica de um compensador para se manter uma
classe de dinamicas nao modeladas. Para isso cancela-se todas as harmonicas
de um disturbio periédico acima da frequéncia de Nyquist, formando o projeto

do controlador discreto.

Em Andrea, Assuncao e Teixeira (2004) e Andrea (2002) ¢é proposta uma
metodologia de modificacao de zeros para resolver o problema do rastreamento
de sinal de controle em sistemas continuos considerando-se ainda a existéncia
de um sinal de entrada exdgena de perturbacao ou ruido na planta. Uma for-
mulagao matematica mais simples para esta metodologia é proposta em Andrea,

Teixeira e Assuncgao (2007).

Em Chen, Lin e Liu (2002) é proposto um método analitico para a solugao
do problema do rastreamento e rejeicao de distirbios em sistemas discretos.

Em Oliveira (1999) ¢é verifica-se o uso de Inequagoes Matriciais Lineares - LMIs
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(do Inglés, Linear Matrix Inequalities) para o estudo de estabilidade, filtros e

controladores.

Neste trabalho, propoe-se a formulagao da otimizacao do problema de ras-
treamento e rejeicao de disturbio em sistemas discretos na forma de LMIs,
representando uma formulacao convexa do problema. O equacionamento do
método proposto é simples em comparagao a outras técnicas de rastreamento.
O principal resultado do método proposto é a solugao 6tima do problema, com
baixo custo computacional devido ao uso de algoritmos de programacao linear
de convergéncia polinomial. A solugao das LMIs é obtida com o uso do software
MATLAB (GAHINET et al., 1995).

Considera-se o seguinte modelo do sistema discreto linear, invariante no

tempo, controlavel e observavel descrito na forma de variaveis de estado:

z(k+1) = Ax(k)+ B,u(k) + Byw(k) (1.1)
y(k) = Cux(k), z(0) =0, k€]0;00)

sendo A € R"*" B, € R, B, € R C € R>*", x(k) é o vetor de esta-
dos, y(k) é a saida, u(k) é a entrada de controle e w(k) uma entrada exégena
(disturbio).

L

w(k)
planta

(v, (k) (k) J iy

r r . W) 2k 4 1) = Az(k) + Buu(k) + Buw(k

@ . (k+1) (k) + Buu(k) + Buww(k)

y(k) = Cx(k)
1w
M
1wk
L l estimador
Kt a(k+ 1) = Az(k) + Buui (k) + Lly(k) — Ca (k)] + Mr(k)

Figura 1: Sistema de controle 6timo discreto no tempo com posicionamento de
polos e zeros.

A estrutura ilustrada na Figura 1 foi adotada para solucionar o problema
de controle 6timo visando a rejeicao do sinal de perturbacao e rastreamento do

sinal de referéncia em sistemas discretos. A varidvel T representa o periodo de
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amostragem adotado.

Primeiramente projeta-se um compensador H,, através de um controlador
discreto K, segundo a lei de controle u(k) = —Kxz(k). Tal controlador é formu-
lado em termos de LMIs e minimiza a norma H., de w(k) para y(k) conforme

¢ mostrado na Figura 2.

Planta
u(k) | x(k+1) = Ax(k) y(k)
= 1 Bw(k) + Buu(k) y(k) = Colk) |

Figura 2: Sistema com realimentacao de estado: K é um compensador H..

Na etapa seguinte, projeta-se um estimador discreto de Kalman Franklin,
Powell e Workman (1990) e Loan (1970), com o uso do aplicativo MATLAB
(vide Apéndice 1) para reconstruir o estado e depois obtém-se o ganho N e o
vetor M, indicados na Figura 1, através de um processo de otimizagao descrito
na forma de LMIs. Na se¢ao 2.3 serd mostrado que N e M modificam as posi¢oes
dos zeros de r(k) para u(k). Isto é feito de forma a otimizar a norma H,, entre

a saida e(k) e a entrada de referéncia r(k).

O diagrama de blocos da Figura 1 pode ser descrito através das variaveis

de estado z(k) e Z(k), da seguinte maneira:

[x(k+1) _ | A A aB) )] BN r(k) + B w(k)
2k +1) Az Ay | [ 2(K) M !
k)=|C

(1.2)



1 Introducao e Formulagcao do Problema 14

sendo:
A = A
Ay, = —-B,K
Ag == LC

Ay = A-B,K—-LC

O sistema (1.2) pode ser representado na forma compacta,
z(k+1) = A,T(k)+ Bnr(k)+ Byw(k)

e(k) = —Coz(k) + Dyr(k) (1.3)
y(k) = Cnz(k)

sendo,
k A A
Z(k) = e R R Y e (1.4)
(k) Ay Ay
B,N B,
By, = B, = ¢eCn=|C 0] (1.5)
M 0

Aplicando-se a Transformada Z no sistema (1.3), para £(0)=0, e realizando-
se algumas manipulagoes algébricas, pode-se determinar a relacao entre a saida

Y (2) e as entradas W (z) e R(z), conforme descrito em (1.6):

Y (2) = Cp(2l — Ay) B R(2) + Coo(2I — A) 1B, W (2) (1.6)

Considerando-se na equagao (1.6) o sinal R(z) nulo, verifica-se que a norma
Ho de W(Z) para Y(Z) pode ser minimizada devido ao projeto inicial do
controlador H,, implicando a minimizagao do efeito da perturbagao, presente

na planta, sobre o desempenho da saida do sistema.

Na Figura 1 observa-se a adigao do termo Mr(k) na estrutura do estimador.
Sera mostrado na Secao 2.3 que o vetor M assim como o ganho /N tem somente
a fungao de alterar os zeros da fungao de transferéncia de r(k) para u(k). M e N
nao modificam os pdlos estabelecidos com o projeto inicial de K e do estimador,

pois a funcdo de transferéncia de W (z) para Y (z) nao é modificada por N ou
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M, vide equagoes (1.5) e (1.6). Os pélos do sistema nao sao modificados, pois
A,, em (1.4) e (1.6) nao depende de M ou N. Com isso a convergéncia do

estimador nao é comprometida.

Para o projeto do rastreador 6timo, considera-se a relacao entre o sinal de
erro e o sinal de referéncia descrito em (1.7), com o sinal de perturbagao W (z)

nulo
E(2)

) = —Cy(2] = Ap) ™ By + Dy (1.7)

Hy(2) =

A partir desta relagao, pode-se projetar um rastreador de sinais através da
modificacao de zeros minimizando a norma H,., entre o sinal de referéncia e o
sinal de erro do sistema. O processo de modificacao de zeros nao interfere no
projeto de rejeicao de perturbagao, pois segundo (1.6) a fungao de transferéncia
de W (z) para Y (z) nao depende de B,,. Na Segao 2.4 utiliza-se a posicao
dos zeros, implicitos na especificacao de N e M em B,,, para o processo de

minimizac¢ao do erro do rastreamento.
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2  Otimizacao Hoo

Nesta secao apresenta-se os métodos de projeto usados para a otimizagao
da norma H., com o objetivo de obter o rastreamento do sinal de referéncia e

a rejeicao do disturbio.

2.1 A norma H, discreta

A norma H,, de um sistema discreto, linear e invariante no tempo ¢é definida
como sendo o maximo valor da magnitude do sinal da resposta em freqiiéncia
deste sistema. A norma H,, do sistema discreto préprio H(z), estdvel, repre-

sentado na forma de espago de estados (A, B,C, D),

x(k+1) = Ax(k)+ Bu(k) (2.1)
y(k) = Cux(k)+ Du(k)

sendo A € R B € ™1, C € R1*", D € ™!, supostamente conhecidas,
pode ser obtida através dos seguintes problemas de otimizacao, descritos na

forma de LMIs (PALHARES; TAKAHASHI; PERES, 1997).

|H[% = min  p

P 0 ' AP

0 I D' BP
s.a >0

C D wl 0
PA PB 0 P
P=P >0 (2.2)

wn>0
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ou, ainda, na forma dual:
|H[% = min g _
Q 0 B AQ
0 I D CQ
5.a >0
B D wl 0
QA QC' 0 Q

Q=Q >0 (2.3)
>0

2.2 Compensador H,

O problema de otimizacao da norma H., de (A, By, By, C) ilustrado na

Figura 2 consiste em tornar a influéncia da perturbacdo w(k) na saida y(k)

do sistema a menor possivel através do projeto de um controlador discreto K.

Portanto, deseja-se minimizar a norma H., entre a entrada w(k) (perturbagao)

e a saida y(k). Para se obter o melhor desempenho no projeto do controlador

discreto K deve-se restringir a regiao de alocagao de polos em uma circunferéncia

unitaria de raio r e centro —q.

Os parametros r e —q sao mostrado na Figura 3:

(=),

o
@

7

o
@

ginario

Img

I I I I I I
0 0.1 0.2 03 0.7 0.8 0.9

0.4 Reéi(z) 0.6

Figura 3: Regiao de restricao de pélos.
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Segundo Chiali e Gahinet (1996) os pdlos podem ser alocados na regiao da

Figura 3 através da seguinte restrigao LMI:

G AQraQ-BW]
~W'B! + Qq + QA’ —rQ
Q=0Q >0 (2.4)

Teorema 2.1 Considere o sistema (1.1) com o controlador de realimentagao
de estado, dado por u(k) = —Kx(k) e o problema de otimizacao (2.3). Se existe
solugao para as LMIs descritas em (2.5) entao pode-se obter o controlador K

que estabiliza o sistema (1.1) com alocagao de pélos na regiao mostrada pela

Figura 3,
|HI% = min p
Q 0 B, AQ-BW
0 I D cQ
s.a ) ) >0
By, D ul 0
-W'B, +QA"  QC' 0 Q
(2.5)
—rQ AQ +qQ — BJW <0
—W'B), + Qq + QA’ —rQ
Q=Q >0
w>0

O controlador K € obtido pela expressio: K = WQ™1.

Prova: A partir da solu¢io do problema de otimizagao (2.3) com o controlador

de realimentagio de estados u(k) = —Kxz(k), tem-se

|H|Z = min @
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Q 0 B, AQ - BW
» 0 I D cqQ 0
B, D ul 0
—-W'B, +Q4A QC' 0 Q
Q=Q >0 (2.6)

w>0

Restringindo Q =Q =Q = Q de 2.6, 2./ e 2.5 respectivamente, encontramos
o problema 2.5 que fornece o valor do controlador dtimo K que estabiliza o sistema

(1.1) com alocagao de pdlos na regido mostrada na Figura 3.

A restrigao de pdlos na regiao escolhida possibilta o projeto de controladores

com ganhos menores.

No caso do projeto do compensador H,, de w(k) para y(k) é suposta a
realimentacao de todo o estado. A norma H,, entre y(k) e w(k) é otimizada,
depois, na otimizagao da norma H,, de e(k) para r(k) projeta-se um estimador

L para permitir apenas a realimentagao da saida.

2.3 Alocacgao de Zeros em Sistemas Discretos

Em Franklin, Powell e Workman (1990) foi proposto um processo de alocagao
de zeros para o sistema (2.7), no qual utiliza-se a estrutura para o posiciona-

mento dos zeros ilustrada na Figura 4.

z(k+1) = Az(k)+ Bu(k) (2.7)
y(k) = Cu(k)

Considera-se a transformada Z de (2.7)

(2] — AJX(Z) = BU(Z) (2.8)
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N Planta

uy (k)— — K je— Estimador

Figura 4: Sistema de alocagao de zeros.
Y(Z)=CX(2)

O zero de um sistema é o valor de z tal que a saida do sistema seja zero mesmo
com uma combinacao de entrada e estado diferentes de zero. Se encontrarmos
uma solugao nao trivial para X (zg) e U(zg) tal que Y (zg) é zero, entdao Z, é

um zero do sistema. Combinando as duas partes de (2.8) deve-se satisfazer a

0
1] -

A descri¢ao em vardveis de estado da planta indicada na Figura 4 foi apre-

condicao

C 0

X(2)
U(Z2)

sentada em (2.7). Ainda, pode-se descrever um estimador de estado na forma

de variaveis de estado da seguinte forma:
z(k+ 1) = Az(k) + Byui(k) + L [y(k) — Cz(k)]

sendo L o vetor de ganhos do estimador de estados, u(k) = —Kz(k) e g(t) =
Ci(k). A forma mais geral para se introduzir a entrada r nessas equagoes como
¢ mostrada na Figura 4 ¢ adicionando um termo M7 a Z(k + 1) e adicionando
um termo N7 a equagao de controle v com M uma matriz n x 1 e N um escalar.

O controlador, com essas adicoes, se torna

#(k + 1) = Ai(k) + Buuy (k) + Ly(k) — C2(k)] + Mr(k) (2.10)
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u(k) = —Ki(k)+ Nr

Considera-se primeiro a situagao em que o controle é computado apenas por
realimentacao (sem envolvimento do estimador). Supde-se que se deseja usar
a realimentacao mas também incluir a entrada de referéncia no controle pela
equacao u(k) = —Kz(k) + Nr. Entao, a equagdo da dinamica do sistema de

malha fechada é

x(k+1) = Ax(k) + B(—Kz(k) + Nr), (2.11)

y = Cuz(k).
A condigao para um zero desse sistema é dada pela aplicacao de (2.9) nas

matrizes (2.11), que resulta em:

s —A+BK —B
C 0

x 0
C = (2.12)

Nr, 0
Os valores de z para os quais essas equagoes possuem solugao nao se alteram

se as varidveis forem modificadas, entao, a tltima coluna multiplicada por K é

adicionada a primeira coluna. As equacoes se tornam

Z,—A —B
C 0

T, B 0
Nr, — Ky ] N { 0 } 219

Mas, agora a matriz de coeficientes em (2.13) independe do ganho de reali-
mentacao K. Mostra-se entao que os zeros do sistema nao sao alterados pela
realimentacao de estado do tipo apresentado em (2.11) e que os zeros da planta

nao se alteram com a realimentagao de estados.

Agora, considere o controlador (2.10). Se existe um zero de transmissao de
r para u, entao necessariamente existird um zero de transmissao de r para y ao
menos que ocorra cancelamento de polos e zeros. As equagoes para obter z; de
r para u (considera-se y = 0 porque s6 importa o efeito de r) em (2.10) sao,

novamente usando a aplicagao (2.9), dadas por
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[zi—A+BK+LC’ —%H Zo ]:{0] 214)
~K 1

Pelo fato de que a matriz em (2.14) é quadrada, a condi¢ao para a solugao

nao trivial é que o determinante dessa matriz seja zero. No entanto, tem-se

. —A+BK+LC M
det : + * Nl =0.
-K 1

Adicionando K vezes a tultima coluna a primeira coluna, tem-se
det N Nl =o,
-K 1

ou ainda, considerando-se z; = z,

det(2] — A+ BK + LC — MN'K) =0

sendo que as solugoes, z = z; sdo os zeros modificados de r(k) para u(k).

E importante lembrar que além do ganho N e o vetor M modificarem os zeros
do sistema eles também sao usados para se obter o 6timo do rastreamento, como

¢ mostrado na Segao 2.4.

2.4 Otimizacao H, com Modificagao de Zeros

O problema de otimizacao de H,, = (A, Bm, —Cim, Dy) em (1.7) consiste
em minimizar a norma H, de r(k) para e(k) do sistema H,, a partir da deter-
minagao dos valores de M e N (presentes em B,,, que modificam os zeros), isto
é, alocar os zeros de forma que a norma H,, de r(k) para e(k) seja minimizada,
formando um rastreador de sinais. Substitui-se os valores de A,,, B,,, —C,, €
D,,, descritos em (1.4) e (1.5) em (2.3):
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|H|% = min M
Ss.a
Q11 Q12 0 ByN A1Q11 + A2Q), A1Q12 + A2Q22
12 Qa2 0 M A3Q11 + AsQ), A3Q12 + AsQ22
/0 / 0/ I I —-CQn —CQ12 -0
N'B;, M I nl 0 0
Q11A] + Q124 AlQ12 + Q11 Af —-Quc’ 0 Q11 Q12
1247 + Q2245 1245 + Q224) 12¢7 0 12 Q22
(2.15)
©n>0

A Qll Q12
Q
/12 Q22

Porém, com o uso de (2.15) o rastreamento pode ocorrer em uma faixa de
frequéncia indesejada. Entao, para a aplicacao do projeto do rastreador discreto
é necesséria a inclusao de um filtro discreto. Além de viabilizar o rastreamento,
o filtro discreto também possibilita especificar a faixa de freqiiéncia na qual
ocorrerd o rastreamento do sinal de referéncia. No préximo capitulo serd pro-
posto o projeto do rastreador com peso na frequéncia, o qual viabiliza o projeto

e possibilita a especificagao da faixa frequéncial desejada.
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3 Projeto do Rastreador com

o0 A o

Peso na Frequénci

A utilizacao de peso na freqiiéncia em sistemas de controle tem como obje-
tivo atingir especificagoes de projeto em malha fechada. Para o projeto do
rastreador deseja-se encontrar a solugao global que otimize o problema descrito

a seguir:
min || H,(2)V (%) (3.1)

sendo V(z) = (A,, By, Cy, D,) um sistema dinamico projetado para especificar
o peso na freqiiéncia de saida e considera-se H,, = (A, Bn, —Ci, D;,) uma
realizagdo do sistema linear invariante no tempo e estavel indicado em (1.7).

Na Figura 5 ¢ ilustrada a estrutura de inclusao de peso na freqiiéncia:

R(z) Yin(2) Yy (2)

V(z)

H,,(2)

Figura 5: Estrutura de sistemas de controle com peso na freqiiéncia.

Pode-se representar o sistema indicado na Figura 5 através de variaveis de

estado em funcao de x,,(k) e z,(k) , através das equagoes abaixo:

Am 0
-B,C,, A,

By,
B,Dy,

[xm(k +1) 0

xy(k+1)

(k) ] .
xy (k)

(3.2)
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Com isso, uma possivel realizagio em espaco de estado de H; = H,,(2)V (2)

é.
o A 0| B
11 \=| -B,C,, A,|By,D,, (3.3)
Cy Dy
0 c,| 0

No Teorema 3.1 é proposta a metodologia para solugao do problema do

rastreamento com o peso na freqiiéncia com K e L j& fixos.

Teorema 3.1 Considerando o filtro na saida do sistema, se existe solu¢cao para
a LMI descrita em (3.4), entdo pode-se obter o ganho N e o vetor M que mini-

mizam a norma H, de e(k) para r(k) do sistema.

|H|%, = min 2

Q11 Q12 Q13 0--

P Q22 Q23 0--

i3 Q53 Q33 0--

sa 0 0 0 I--

: N'B, M B! I

—Q1245 + QuAl QAL+ QuAl; QizA, — QuC'B, —Qu3Cl -
QAL + QAT QAL+ Q1A QA —Q1,C'B, —Q23C -
| —AQo; + Q1347 Qa3 AL + Q1345 Qs3A, —Q130°B;,  —Q33C; -

<+« ByN A1Q11 — A2Q), A1Q12 — A2Q2 A1Q13 — A2Q23
- M A3Q11 + AQf A3Q12 + AsQ22 A3Q13 + AsQos
: Bv _BUCQll + AvQ/lB _B’UCQ12 + AUQ/QS _B7}CQ13 + AUQ33
I —-CuQ1s —CyQi3 —CyQ33
Cul 0 0 0
-0 Q1 Q12 Q13
-0 1o Q22 Q23
-0 i3 Q53 Q33 |
w>0
Qll Q12 Q13
o Qo Qa3 | >0 (3.4)

13 @ Qs

Prova: Para o projeto do rastreador com peso na freqiiéncia, substitui-se Ay,

By, C; e Dy de (3.3) em (2.3). Isto resulta no problema de otimizagdo descrito

>0
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em (3.4), que é equacionado na forma de LMIs. Deste processo determina-se
o ganho N e o vetor M, e estes parametros minimizam a norma Hs de r(k)

para e(k) (rastreador de sinais).

A matriz ) é particionada da seguinte forma Q;; = ;j, 1,7=1,2,3.

O vetor N e o ganho M sao as solugoes 6timas de (3.4) que minimizam a
norma H,, entre o erro de rastreamento e a referéncia considerando o peso na

frequéncia.

Os filtros utilizados no projeto do rastreador sao usados para viabilizar
o projeto e ajustar os parametros M e N para uma determinada faixa de
freqiiéncia. A obtencao dos valores de M e N a partir da solucao do problema
descrito na forma de LMIs leva agora em consideracao a dinamica do filtro
para restringir o problema a uma determinada faixa de freqiiéncia. Porém, na
simulacao ou implementacao do sistema de rastreamento esses filtros sao descar-
tados. No préoximo capitulo apresenta-se alguns exemplos de projeto utilizando

a metodologia proposta neste trabalho.
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4 FExemplos

4.1 Exemplo 1

Neste exemplo considera-se um sistema continuo linear invariante no tempo
de terceira ordem (DORF; BISHOP, 2001), na sua forma discretizada que repre-
senta a dinamica do angulo de rolamento de um aviao a jato de alto desem-
penho. Projeta-se um rastreador com rejeicao a perturbacgao que esta presente
em sua estrutura e utiliza-se um periodo de amostragem de 0,01 segundos para

o projeto. Seja o sistema descrito na forma de variaveis de estado dado por:

i1 (t) 14 28 48 | [ w) 1 1
B =] 1 0o 0 wo(t) |+ 0 | u®)+| 0 | wt)
#5(t) o 1 0 zst) | |0 0
z1(t)
y) = [0 0 5] 2 (4.1)
z3(t)

Na sua forma discretizada:

z1(k+1) 0,8681 —0,2635 —0,4477 x1(k)
2ok +1) | = | 0,0003 0,9987  —0,0023 | | za(k)
xg(k + 1) 0 0,01 1 xg(k)
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0,0003 0,0003
0 Jume| 0 e
0 0
z1(k)
yk) = [0 0 5] @) (4.2)
z3(k)

sendo z(k) o vetor de estado, u(k) o sinal de controle e w(k) é um sinal de

distturbio acrescentado ao sistema.

Como especificagao de projeto, o rastreador deve operar em sinais de baixa

freqiiéncia (até 1 rad/s), entao é proposto o filtro Ji(z)

N(z) = I;Z?((zz)>

sendo:

num(z) = 0,03252% + 0,127z + 0,031
den(z) = 2°—2,92%+ 2,805z — 0,905

100

Magnitude [dB]

=)
T

-50 T
10

.
10°

o Freqiiéncia [1%(1 /8]

Figura 6: Diagrama de Bode do filtro Ji(z).
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O diagrama de Bode de J; ilustrado na Figura 6 demonstra que o filtro

projetado atende as especificacoes de projeto.

O controlador K discreto que minimiza a norma H,, de w(k) para y(k) do
sistema descrito em (4.2) baseado na estrutura da Figura 2, com centro em 0,2
e raio de 0,6 no plano Z como regiao de restricao de pdlos, tal como o estimador

L discreto de Kalman projetados para este sistema discreto sao

K = [0,0015 0,1506 6,2440 | x 10°

6,2068
L = | 1,2653 (4.3)
0,0756.

A norma H, de w(k) para y(k) obtida no projeto antes da implementagao
do estimador de estado foi 8 x 107%. J4 o valor da norma com uso do estimador
foi de 7,6721 x 10~*. Os dois valores calculados implicam uma grande atenuacio
do efeito do sinal de perturbacao. A Figura 7 ilustra a resposta em freqiiéncia
da magnitude da funcao transferéncia Y (z)/W(z) sem o uso do estimador. A
Figura 8 ilustra a resposta em freqiiéncia da magnitude da fungao transferéncia

Y (2)/W(z) com o uso do estimador.

x
8.1

~ bt ~
N ® ©

Magnitude

N
@

74 L L L

mz Freqiiénciamfrad /] °

Figura 7: Resposta em freqiiéncia de Y (z)/W(z) sem o estimador
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o ~
T T

nitude

g

Ma,

0 I

Freqiiénciamfrad /] o

Figura 8: Resposta em freqiiéncia de Y (z)/W(z) com o estimador

Na seqiiéncia é projetado o rastreador para baixas freqiiéncias de até 1rad/s
minimizando-se a norma H,, de r(k) para e(k) usando o projeto de rastreamento

com modificacao de zeros com peso na freqiiéncia, conforme descrito no Teorema

3.1.

Na modificagdo de zeros discretos minimiza-se a norma H,, de r(k) para
e(k) para sinais de baixa freqiiéncia (até 1 rad/s), sendo e(k) o erro entre a
saida e a entrada, a fim de constituir um seguidor de referéncia. O valor da
norma H,, do sistema é 6,7687 enquanto que o maior valor da magnitude para
a faixa de freqiiéncia de operacao especificada em projeto foi 2,255 x 1073, Isto
implica que para a faixa de freqiiéncia especificada em projeto, o rastreador

opera adequadamente.

A Figura 9 ilustra a resposta em freqiiéncia de E(z)/R(z) descrito em (1.7) e
pode-se verificar que a norma H., do projeto na faixa de freqiiéncia de operacao
atende as caracteristicas para um sistema rastreador de sinal e os parametros

de modificacao de zeros obtidos sao:
2,5144

M =|0,0137 | x 10° e N =2,6855 x 10°. (4.4)
00001
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nitude

g

Ma,

0 L L

Freqiiéncia 1Fmd /s].
Figura 9: Resposta em freqiiéncia da fungao de transferéncia E(z)/R(z).

A Figura 9 nao ilustra o valor da norma H,, devido ao teorema de amostragem
de Shannon (ISERMANN, 1989). O teorema de amostragem de Shannon afirma
existirem erros no sinal amostrado para sinais de frequéncia com valor maior do
que a metade do valor da frequéncia de amostragem. Neste exemplo a frequéncia
de amostragem ¢é de 100rad/s, portanto s6 sao amostrados sinais de frequéncia

de até 50rad/s.

22

[
®
T

ude
-
‘ ‘

Magnit

s
N
T

08 L

107 10

Freqiiéncialr;"ad /3]
Figura 10: Resposta em freqiiéncia da fungdo de transferéncia Y (z)/R(2).

A resposta em freqiiéncia de Y (z)/R(z) é ilustrada na Figura 10. Este dia-

grama ¢ outra forma de verificar o funcionamento do rastreador para baixas
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freqiiéncias, pois observa-se que o sistema apresenta ganho unitario para a faixa

de freqiiéncia especificada em projeto.

Primeiro, simula-se uma entrada degrau unitario. Usando os valores de K,
L, M e N obtidos em (4.3) e (4.4), tem-se o resultado de simulagao ilustrado
na Figura 11.

0 0.1 0.2 0.3 q‘j‘:‘emﬁ’é [kTQjS 0.7 0.8 0.9 1

Figura 11: Resposta a entrada degrau.

Para uma segunda simulagao considera-se um sinal de entrada r(k7T) =
sen(1kT) e um sinal de perturbagao w(k) que apresenta amplitudes aleatdrias
com amplitude maxima igual a 1. Tem-se a referéncia e o ruido ilustrados na

Figura 12

Usando os valores de K, L, M e N obtidos em (4.3) e (4.4), tem-se o

resultado de simulagao ilustrado na Figura 13.

Para este exemplo os zeros do sistema sao —3,046; —0,2587; 0,8984 +
0,1636¢; 0,8984—0, 16367 e 0,8475. Os pdlos do estimador sao 0, 8593+0, 1825¢;
0,8593 — 0, 18257 ¢ 0,7704. Os pdlos da planta realimentada com o controlador
sao 0,1751 + 0,3587:; 0,1751 — 0,3587z e 0, 28. E possivel observar que os
poélos da planta realimentada com o controlador foram alocados corretamente
na regiao de restricao escolhida. A Figura 14 ilustra os polos e zeros do sistema

obtido.

No exemplo citado acima foi abordado um rastreador para sinais de baixa
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\ v T VA Y

Y Voo U
0 5 10 15 25 35 40 45
empo [KTT

Figura 12: Sinais r(kT) e w(kT) do sistema.

A

0 5 10 15 ;‘Tempzé [ijT 35 40 45

Figura 13: Sinal de referéncia e sinal de saida praticamente

50

sobrepostos.
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—
N
—~ ., |
2 o
3

0O O -
guz 0
—

real(z)

Figura 14: Mapa de pdlos e zeros do sistema de malha fechada obtidos com K,
L, M, N e circulo de restricao de pdlos.

freqiiéncia, mas a metodologia proposta neste trabalho permite executar proje-
tos para sistemas rastreadores em qualquer outra faixa de freqiiéncia. O préximo

exemplo mostra um rastreamento passa-faixa.

4.2 Exemplo 2

Considerando o sistema (4.2) projeta-se um rastreador utilizando um filtro
passa-faixa com rejeicao a perturbagao que estd presente em sua estrutura e
utiliza-se um periodo de amostragem de 0,01 segundos para o projeto. Como
especificacao de projeto, o rastreador deve operar em sinais de freqiiéncia entre
0,1 rad/s e 5 rad/s, entdo é proposto o filtro J5(z)

~ num(z)

R(2) = den(z)

sendo:
num(z) = 732,62% — 16,92 — 715,7

den(z) = 2°—2,92962* + 2,862z — 0,9324

O diagrama de Bode de .J; ilustrado na Figura 15 demonstra que o filtro

projetado atende as especificagoes de projeto.
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Figura 15: Diagrama de Bode do filtro J,(z).

O controlador K discreto que minimiza a norma H, de w(k) para y(k) do
sistema descrito em (4.2) baseado na estrutura da Figura 2, com centro em 0,2
e raio de 0,6 no plano Z como regiao de restricao de pélos, tal como o estimador

L discreto de Kalman projetados para este sistema discreto sao

K = [0,0015 0,1506 6,2440 | x 10°

0,9180
L = | 0,4735 (4.5)
0,0454.

Na seqiiéncia é projetado o rastreador para freqiiéncias entre 0,1 rad/s e
5 rad/s minimizando-se a norma H., de (k) para e(k) usando o projeto de
rastreamento com modificacao de zeros com peso na freqiiéncia, conforme des-
crito no Teorema 3.1. A norma H., de w(k) para y(k) obtida no projeto sem a
implementacao do estimador foi 8,0047 x 1076, J4 a norma calculada com a im-
plementacio do estimador foi 18,00 x 10~%. Os dois valores calculados implicam
uma grande atenuacao do efeito do sinal de perturbacao. A Figura 16 ilustra a
resposta em freqiiéncia da magnitude da fungao transferéncia Y'(z)/W(z) sem

o uso do estimador. A Figura 17 ilustra a resposta em freqiiéncia da magnitude
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da fungao transferéncia Y (z)/W(z) com o uso do estimador.

x
8.1

S N >
by B Py

Magnitude

>
>

745 -
10 10

10

Freqiiénciamfrad /8]

Figura 16: Resposta em freqiiéncia de Y (z)/W(z) sem o estimador.

0 L I |

Freqiiénciamfmd /5] °

Figura 17: Resposta em freqiiéncia de Y (z)/W (z) com o estimador.

Na modificagdo de zeros discretos minimiza-se a norma H,, de r(k) para
e(k) para sinais de freqiiéncias entre 0,1 rad/s e 5 rad/s , sendo e(k) o erro
entre a saida e a entrada, afim de constituir um seguidor de referéncia. O valor
da norma H,, do sistema é 1,3; enquanto que o maior valor da magnitude
para a faixa de freqiiéncia de operagao especificada em projeto foi 0,0196. Isto
implica que para a faixa de freqiiéncia especificada em projeto o rastreador opera

adequadamente. A Figura 18 ilustra a resposta em freqiiéncia de E(z)/R(z)
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descrito em (1.7) e pode-se verificar que a norma H,, do projeto na faixa de
freqiiéncia de operagao atende as caracteristicas para um sistema rastreador de

sinal. Os parametros de modificacao de zeros obtidos sao:

1,8870
M = 0,0098 | x 10° e N =2,0203 x 10°. (4.6)
00001

o
®

=4
>

Magnitude

107 107 10!

Freqiiéncia 1rrad/s] .

Figura 18: Resposta em freqiiéncia da fungdo de transferéncia E(z)/R(2).

A resposta em freqiiéncia de Y (z)/R(z) é ilustrada na Figura 19. Este
diagrama ¢é outra forma de verificar o funcionamento do rastreador para baixas
freqiiéncias, pois observa-se que o sistema apresenta ganho unitario para a faixa

de freqiiéncia especificada em projeto.

Primeiro, simula-se uma entrada rampa r(k7") = 0, 7kT. Usando os valores
de K, L, M e N obtidos em (4.5) e (4.6), tem-se o resultado de simulagao

ilustrado na Figura 20 juntamente com o sinal de referéncia.

Para uma segunda simulagao considera-se um sinal de entrada r(k7T) =
sen(2kT) e um sinal de perturbagao w(k) que apresenta amplitudes aleatdrias
com amplitude maxima igual a 1. A entrada de referéncia e o ruido do sistema

podem ser observados na Figura 21.
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Figura 19: Resposta em freqiiéncia da fun¢ao de transferéncia Y (z)/R(z).

@
T

Amplitude

0.1 0.2 0.3 O%Fempo‘so [k/‘j]“j 0.7 0.8 0.9 1

Figura 20: Resposta a entrada rampa: sinais de entrada e saida praticamente
sobrepostos
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)

0 5 10 15 ;Temng [kT}JO 50

h

. Amplitude

Figura 21: Sinais r(kT') e w(kT) do sistema.

Usando os valores de K, L, M e N obtidos em (4.5) e (4.6), tem-se o

resultado de simulagao ilustrado na Figura 22.

. Amplitude
S ? S o R 82 8§ 8
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o
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10 15 Q‘Tempzls) [k‘TT 35 40 45 50
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Figura 22: Sinal de referéncia e sinal de saida praticamente sobrepostos.

Para este exemplo os zeros do sistema sao —3,046; —0,2587; 0,9210 +
0,1260; 0,9210—0, 1260z e 0, 8859. Os pdlos do estimador sao 0, 9049+ 0, 12424;
0,9049 — 0, 12427 e 0,8298. Os pdlos da planta realimentada com o controlador
sao 0,1751 + 0,3587:; 0,1751 — 0,35877 e 0, 28. E possivel observar que os
polos da planta realimentada com o controlador foram alocados corretamente

na regiao de restrigao escolhida. A figura 23 ilustra os pdlos e zeros do sistema.
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Imaginario(z)
o
0

real(z)

Figura 23: Mapa de pdlos e zeros do sistema de malha fechada obtidos com K,
L, M, N e circulo de restricao de pdlos.

4.3 Exemplo 3

Neste exemplo considera-se um sistema continuo linear invariante no tempo
de quarta ordem (DORF; BISHOP, 2001) na sua forma discretizada que representa
a dinamica do posicionamento de uma cabeca de leitura de disco rigido. Projeta-
se um rastreador com rejeigao a perturbacao que estd presente em sua estrutura
e utiliza-se um periodo de amostragem de 0,01 segundos para o projeto. Seja o

sistema descrito na forma de variaveis de estado dado por:

I (t) 0 0 1 0 X1 (t)
CC:2 (t) . 0 0 0 1 i) (t)
i3(t) —500 500 -205 0 z3(t)
d4(t) 20000  —20000 0 8.2 z4(2)
0 0
+ u(t) + w(t)
50 50
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z1(t)
xo(t
y(t) = {0 1 0 0} 2() (4'7)
x3(t)
w4(t)
Na sua forma discretizada:
z1(k + 1) 0.9804  0.0196  0.0090 0.0001 | | 21(k)
zak+1) | | 08188 01812  0.0028 0.0067 | | x2(k)
xz3(k +1) —3.0875 3.0875 0.7964  0.0190 x3(k)
za(k +1) 132.866 —132.866 0.7615 0.1261 | | 2a(k)
0.0023 0.0023
0.0004 0.0004
0.4487 0.4487
0.1399 0.1399
z1(k)
xo(k
yk) = [0 1 0 0] 2(k) (4.8)
z3(k)
z4(k)

sendo x(k) o vetor de estados, u(k) o sinal de controle e w(k) é um sinal de

distturbio acrescentado ao sistema.

Como especificacao de projeto, o rastreador deve operar em sinais de baixa
freqiiéncia (até 0,1 rad/s), entao é proposto o filtro J3(2)

_ num(z)

Ja(2) = den(z)
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sendo:
num(z) = (0,04132° +0,44772% +0,4414z 4+ 0.0396) x 10~®

den(z) = 2*—3,93022° 4 5,79192% — 3,7932z — 0,9315

O diagrama de Bode de Jj ilustrado na Figura 24 demonstra que o filtro

projetado atende as especificacoes de projeto.

Magnitude [dB]

-200

Freqiiéncia Tfad /s] " “

Figura 24: Diagrama de Bode do filtro J3(z2).

O controlador K discreto que minimiza a norma H,, de w(k) para y(k) do
sistema descrito em (4.8) baseado na estrutura da Figura 2 com centro em -0,2
e raio de 0,6 no plano Z como regiao de restricao de pélos, tal como o estimador

L discreto de Kalman projetados para este sistema discreto sao

K = [555,8190 —217,6683 4,0123 1,1221
[ 0,7095 |
0,8391
L = (4.9)
14,1878
2.3116

A norma H., de w(k) para y(k) obtida no projeto sem a implementacao
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do estimador foi 3,01 x 1073, J4 a norma calculada com a implementacao
do estimador foi 41,3 x 1073. Os dois valores calculados implicam em uma
grande atenuagao do efeito do sinal de perturbagao. A Figura 25 ilustra a
resposta em freqiiéncia da magnitude da fungao transferéncia de Y (z)/W(z)
sem o estimador. A Figura 26 ilustra a resposta em freqiiéncia da magnitude

da fungao transferéncia de Y (z)/W(z) com o estimador.

Magnitude
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Figura 25: Resposta em freqiiéncia de Y (z)/W(z).
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Figura 26: Resposta em freqiiéncia de Y (z)/W(z).

Na seqiiéncia é projetado o rastreador para baixas freqiiéncias de até 0, 1rad/s

minimizando-se a norma H., de r(k) para e(k) usando o projeto de rastrea-
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mento com modificacao de zeros com peso na freqiiéncia, conforme descrito no

Teorema (3.1).

Na modificagdo de zeros discretos minimiza-se a norma H,, de r(k) para
e(k) para sinais de baixa freqiiéncia (até 0,1 rad/s), sendo e(k) o erro entre
a saida e a entrada, a fim de constituir um seguidor de referéncia. O valor da
norma H., do sistema é 1,2; enquanto que o maior valor da magnitude para
a faixa de freqiiéncia de operacao especificada em projeto foi 4,6 x 107°. Isto
implica que para a faixa de freqiiéncia especificada em projeto, o rastreador

opera adequadamente.

A Figura 27 ilustra a resposta em freqiéncia de E(z)/R(z) descrito em
(1.7) e pode-se verificar que a norma H,, do projeto na faixa de freqiiéncia de
operagao (até 0,1 rad/s) atende as caracteristicas para um sistema rastreador

de sinal. Os parametros de modificagao de zeros obtidos sao:

[ _0,0063 |
—0,3218
M = e N = 254, 2500. (4.10)

109, 4960

—70

gnitude

Ma

‘
* “ Freqiiéncia frad/s].

Figura 27: Resposta em freqiiéncia da fungao de transferéncia E(z)/R(z).

A resposta em freqiiéncia de Y (z)/R(z) é ilustrada na Figura 28. Este
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diagrama é outra forma de verificar o funcionamento do rastreador para baixas
freqiiéncias, pois observa-se que o sistema apresenta ganho unitario para a faixa

de frequéncia especificada em projeto.

nitude[dB]

g

Ma,

[N
T

0.9 I I I

> 71 Freqiiéncialrrad /3] o

Figura 28: Resposta em freqiiéncia da fungao de transferéncia Y (z)/R(z).

Para simulagao considera-se um sinal de entrada r(kT") = sen(0, 1k7T") e um
sinal de perturbacao w(k) que apresenta amplitudes aleatérias com amplitude
maxima igual a 1. A entrada de referéncia e o ruido do sistema podem ser

observados na Figura 29.

\
!

| ‘ \ A
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Figura 29: Sinais r(kT) e w(kT) do sistema.
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Usando os valores de K, L, M e N obtidos em (4.9) e (4.10), tem-se o

resultado de simulagao ilustrado na Figura 30.
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Figura 30: Sinal de referéncia e sinal de saida praticamente sobrepostos.
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Figura 31: Mapa de pdlos e zeros do sistema de malha fechada obtidos com K,
L, M, N e circulo de restricao de pdlos.

Para este exemplo os zeros do sistema sao —8,2018; —0,9456; —0, 5663 +
0,3235; —0,5663 — 0, 32357; 0, 7436; —0, 1086 e 0,1429. Os podlos do estimador
sao 0,0859 + 0,85114; 0,0859 — 0, 8511%; 0,5366 + 0,2370¢ e 0,5366 — 0, 2370:.
Os polos da planta realimentada com o controlador sao —0, 1503 + 0, 0536¢;
0,1503 — 0,05367; —0,1086 ¢ —0,6784. E possivel observar que os pdélos da
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planta realimentada com o controlador foram alocados corretamente na regiao

de restricao escolhida. A Figura 31 ilustra os pdlos e zeros do sistema.

Pode-se notar a eficiéncia desta metodologia nos exemplos citados acima,
além de ocorrer a rejeicao do efeito da perturbagao ainda foi possivel otimizar
o erro de rastreamento para as faixas de frequéncia especificadas. Foi compro-
vado o funcionamento da metodologia para as entradas degrau, rampa e ainda

senodides de qualquer faixa de freqiiéncia especificada.

A norma H., de w(k) para y(k) calculada antes da implementacao do es-
timador de estados possue um valor diferente do seu valor calculado apds a
implementacao do mesmo. E importante notar que em ambos os casos houve
uma grande atenuacao do efeito do distirbio. Para se resolver essa incompati-
bilidade de resultados pretende-se futuramente realimentar a saida do sistema

através de um compensador dindmico evitando o uso do estimador de estados.
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5 Conclusao e perspectivas
futuras

Neste trabalho é proposta uma metodologia para variacao dos zeros apli-
cados a sistemas discretos para o rastreamento de sinais de referéncia, e si-
multaneamente a atenuacao de distirbio presente na planta. Considerando-se
a Figura 1, pode-se atenuar o efeito do sinal de distirbio presente na planta
através da minimizacao da norma H, de w(k) para y(k). Para o rastreamento
de sinais utiliza-se a metodologia proposta com modificagao 6tima dos zeros a
fim de minimizar a norma H, entre o sinal de referéncia e o sinal de erro de ras-
treamento, sendo o erro de rastreamento a diferenca entre o sinal de referéncia

(k) e o sinal de saida do sistema y(k).

A rejeicao da perturbagao é alcancada a partir da alocagao de polos discre-
tos, enquanto que o rastreamento do sinal de referéncia é feito a partir do projeto
de modificagao de zeros discretos, estando desacoplado o primeiro processo do

segundo.

A inclusao de peso na frequéncia utilizado no projeto do rastreador viabiliza
o projeto e possibilita ao projetista criar sistemas de rastreamento para sinais

de referéncia em uma faixa de freqiiéncia especificada.

Os métodos de projeto sao equacionados na forma de LMIs, assim, este
projeto pode ser facilmente resolvido utilizando-se algoritmos de convergéncia
polinomial ((CHIALI; GAHINET, 1996) e (PALHARES; TAKAHASHI; PERES, 1997)

disponiveis na literatura.

Para trabalhos futuros pretende-se implementar a realimentacao da saida

do sistema através de um compensador dinamico evitando o uso do estimador
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de estados. Pretende-se também, estender o método proposto para o estudo

de plantas com inclusao de incertezas paramétricas utilizando ainda técnicas de

projeto baseadas em LMIs.
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6 Apéndice 1

Este apéndice contém informagoes sobre o uso da funcao kalmd do software

MATLAB usada para projetar o estimador discreto de Kalman.
Kalmd
Projeta um estimador de Kalman discreto para uma planta continua.
Sintaxe
[kest, L, P, S, Z] = kalmd(sys, Qn, Rn,T's)
Descricao

kalmd projeta um estimador de Kalman discreto que possue caracteristicas
de resposta similares a um estimador continuo no tempo. FEste comando é
usado para derivar o estimador discreto para uma implementacao digital apds

um estimador continuo satisfatorio ter sido projetado.

[kest, L, P, S, Z] = kalmd(sys, @n, Rn, T's) produz um estimador de Kalman

discreto kest com periodo de amostragem Ts para a planta continua no tempo
& = Az + Bu + Gw (Equacao de estados)
Yy = Cx + Du + v (Equacao de medida)
Com o ruido do processo w e o ruido de medida v satisfazendo:
E(w) = E(v) =0, E(ww’) = Q,, E(vw!) = R,, E(wv’) =0

O estimador kest é derivado como se segue. A planta continua sys é primeiro
discretizada usando um extrapolador de ordem zero com periodo de amostragem
Ts, e as matrizes de covariancia do ruido continuo Qn e Rn sdo substituidas

pelas suas equivalentes discretas



6 Apéndice 1 53

Qa=Jy eN"GQGTeN " dr
Ry = R/T,

A integral é calculada usando as férmulas de exponencial matricial em
(LOAN, 1970). O estimador discreto é entao projetado para o ruido e a planta

discretizada.

kalmd também retorna os ganhos do estimador L e S, e as matrizes de erro

de covariancia P e Z.
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