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RESUMO

ALVES, J. R., ANALISE DINAMICA DE UM SISTEMA DE ISOLAMENTO DE
VIBRAQ@ES POR DISPOSITIVOS ELETROMECANICOS, Bauru: Faculdade de
Engenharia, UNESP — Universidade Estadual Paulista, 2016, 125 p., Dissertacao
(Mestrado).

Quatro configuracdes de circuito elétrico sdo estudadas como opcdes de
ligacdo em dispositivos eletromecénicos: puramente resistivo, RL em série, RLC em
série e RLC em série com indutancia de variagdo ndo linear. Respostas em
frequéncia, diagramas de bifurcagéo, histéricos no tempo, planos de fase, mapas de
Poincaré e espectros de frequéncia sao utilizados nas analises. Os trés circuitos
lineares explorados na dissertacdo revelam algumas diferencas em termos da
transmissibilidade de deslocamento. O sistema com circuito puramente resistivo tem
as mesmas caracteristicas de um sistema puramente mecanico e viscosamente
amortecido, mas a resisténcia elétrica e o fator de amortecimento viscoso se
relacionam de forma inversamente proporcional. As respostas dos circuitos RL e
RLC, ambos em série, apresentam aspectos mais comportados. A principal
diferenca entre os sistemas com circuitos RL e RLC em série esta principalmente na
transmissibilidade para baixas frequéncias. Embora com uma pequena diferenca, a
transmissibilidade do sistema com circuito RLC é menor do que a do sistema com
circuito RL, para baixas frequéncias. Para o sistema n&o linear, nas respostas em
frequéncia e diagramas de bifurcacdo percebem-se regides de resposta
desordenada para valores baixos de resisténcia elétrica em determinadas faixas de
frequéncia. Com a analise das respostas, notam-se as presencas dos
comportamentos dinamicos periddico, quasi-periodico e cadtico. Para valores baixos
de resisténcia elétrica, a escolha do valor da capacitancia € de suma importancia
para a classificacdo do tipo de comportamento dinamico do sistema. Pequenas
variacBes do valor da capacitancia representam saltos enormes da dindmica do
sistema. Muitas vezes, mesmo dentro do campo de tolerancia especificado pelos
fornecedores de componentes elétricos, o valor da capacitancia pode resultar em

comportamentos caodticos indesejados.

Palavras-chave: Amortecedor eletromecanico, sistema néo linear, caos.



ABSTRACT

ALVES, J. R., DYNAMIC ANALISYS OF A VIBRATION ISOLATION SYSTEM FROM
ELECTROMECHANICAL DEVICES, Bauru: Engineering College, UNESP - Séao
Paulo State University, 2016, 125 p., Dissertation (Master’s degree).

Four configurations of electrical circuit are studied as options of
electromechanical devices: purely resistive, RL in series, RLC in series e RLC in
series with nonlinear inductance. Frequency responses, bifurcation diagrams, time
series, phase plane, Poincaré maps and frequency spectrum are used in analysis.
The three linear circuits explored in this dissertation reveal some differences in terms
of displacement transmissibility. The system with purely resistive circuit has the same
characteristics of a purely viscous damped, but the electrical resistance and the
damping factor are inversely proportional. Responses of circuits RL and RLC, both in
series, present behaving aspects. The main difference between the systems with RL
and RLC circuits is related to the transmissibility for low frequencies. Although with a
small difference, the transmissibility of RLC circuit system is smaller than the RL
circuit system, for low frequencies. For the nonlinear system, it is possible to perceive
disordered response regions for small values of electrical resistance on certain
frequency bands. After response analisys, it is noted the presence of periodic, quasi-
periodic and chaotic behaviors. For small values of electrical resistance, the choice of
capacitance value is very important to determine the type of the dynamic behavior.
Small differences of the capacitance values mean significant changes in the system
dynamics. It is not rare that even inside the tolerance of electrical components, the

capacitance value can result in chaotic behaviors.

Keywords: Electromechanical damper, nonlinear system, chaos.
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Figura 5.44 —

Figura 5.45 —

Resposta do sistema com circuito elétrico RLC em série
com indutancia néo linear: C=0,025F, R=10Q e r = 10.
(a) Histérico no tempo do deslocamento x; (b) Plano de fase
no regime permanente; (c) Mapa de Poincaré; (d) FFT
(espectro de freQUENCIAS).......uuvreiiieiieiiiiieee e
Diagramas de bifurcacdo para a capacitancia, C, como
parametro de controle: R=20Q. (a) r=20,5; (b) r=1; (¢)
F=4;(d) T =100 e
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1 INTRODUCAO

Vibracdo é um termo que descreve a oscilagdo em um sistema mecanico e
pode ser definida em termos de sua frequéncia e amplitude (HARRIS e PIERSOL,
2002). Por exemplo, ouvimos porgue nossos timpanos vibram, e vemos porque as
ondas de luz sofrem vibracdo. Os primeiros estudiosos da é&rea de vibracéo
concentraram seus esforcos no entendimento dos fendmenos naturais e no
desenvolvimento de teorias matematicas para descrever a vibragdo de sistemas
fisicos. Mais recentemente, devido ao efeito devastador que as vibracdes podem
causar as maquinas e estruturas, o estudo de vibracdes tornou-se um procedimento-
padrao no projeto e desenvolvimento da maioria dos sistemas de engenharia, como
projeto de maquinas, fundacdes, estruturas, motores, turbinas e sistemas de controle
(RAO, 2008).

A necessidade de controle das vibracdes excessivas motivou pesquisadores a
encontrar novas solucdes para esse problema de controle. Conforme Rao (2008), os
niveis de vibracdo podem ser controlados de quatro formas:

1) Controlando as frequéncias naturais do sistema, de modo a evitar a

ressonancia sob excitacoes externas;

2) Evitando resposta excessiva do sistema, mesmo em ressonancia, utilizando

um dispositivo de amortecimento;

3) Reduzindo a transmissao das forcas de excitacdo de uma parte da maquina

para outra, com o uso de isoladores de vibracao;

4) Reduzindo a resposta do sistema mediante a adicdo de um absorvedor de

vibracéao.

Se um sistema sofre vibrac&o forcada, sua amplitude tende a ficar maior em
valores de frequéncia de excitacdo externa préximos ao valor de frequéncias
naturais do sistema, se nao houver nenhum amortecimento. A presenca de
amortecimento sempre limita a amplitude de vibracdo. Em casos em que uma
maquina ou sistema funcionam em uma faixa de velocidades, talvez ndo seja
possivel evitar a ressonancia em todas as condi¢cdes de funcionamento. Nesses
casos, torna-se viavel a introducdo de amortecimento. Sdo varias as possibilidades,
desde a utilizacdo de materiais estruturais de elevado amortecimento, como o ferro

fundido, materiais laminados ou sanduiches, introducdo de juntas aparafusadas ou
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rebitadas (RAO, 2008). Outras opc¢des sao 0s amortecedores Vviscosos € 0S
amortecedores eletromecanicos.

Os dispositivos eletromecéanicos, além de serem utilizados no controle de
movimentos indesejados, podem ser aplicados em situacbes em que se busca o
reaproveitamento das energias provenientes das vibragbes. Nesse caso, 0

mecanismo estudado é o de colheita de energia.
1.1 MOTIVACAO E JUSTIFICATIVA

A necessidade de encontrar formas mais eficazes no controle de vibracdes
indesejadas levou os pesquisadores a estudar diversos tipos diferentes de
amortecedores. Os dispositivos amortecedores eletromecanicos, especificamente,
apresentam vantagens se comparados aos dispositivos puramente mecanicos,
relacionadas principalmente a facilidade de emprego de técnicas de controle,
aplicacdo em faixas de frequéncia maiores e facilidade de ajustes de parametros.
Esses argumentos servem de motivacao para este trabalho de dissertacao.

Portanto, a justificativa deste trabalho € o estudo de um amortecedor
eletromecanico para o controle de vibracdes indesejadas que pode ser relacionado a
sistemas mecanicos de varios tipos, como veiculos, assentos, maquinas, estruturas,

dentre outros.
1.2 OBJETIVOS

O objetivo principal dessa dissertacdo de mestrado € o estudo sobre a
dindmica, controle e estabilidade de amortecedores eletromecanicos aplicados em
varios ramos da engenharia, relacionando as variaveis do dominio fisico elétrico com
0 amortecimento mecéanico que pode ser obtido no sistema.

Portanto, no desenvolvimento dessa pesquisa, pretende-se considerar as
seguintes atividades:

1) Determinacdo dos parametros 6timos (resisténcia elétrica, indutancia e
capacitancia) e comparacdo das diferentes configuracbes de amortecedores

eletromecanicos, através de procedimentos de investigacdo numeéricos;



2)

3)

4)

5)

27

Determinacdo das amplitudes do comportamento harmonico desses
dispositivos eletromecanicos;

Determinacdo dos limites (fronteiras) de estabilidade do comportamento
harménico desses dispositivos eletromecéanicos, através de procedimentos de
investigagcdo analiticos;

Determinacdo da eficiéncia na reducdo de vibracbes dos modelos de
dispositivos eletromecanicos estudados, tendo em vista, as aplicacoes dos
denominados dispositivos eletromecanicos absorvedores de energia e
vibracgéao;

Determinacdo de estados regulares e estados calticos desses dispositivos
eletromecanicos, através de simulacdo numérica na resolucao das equacdes

de estado.

1.3 ESTRUTURA DA DISSERTACAO

Apos este capitulo introdutorio, a dissertacéo esta estruturada de acordo com a

descricdo a seguir:

1)
2)

3)

4)

5)

6)
7)

8)

O capitulo 1 apresenta a introducdo do tema objeto da dissertacao;

O capitulo 2 traz a revisdo bibliografica para mostrar o estado da arte do
assunto que esta sendo estudado, como forma de motivacao;

No capitulo 3, apresentam-se algumas definicbes e a modelagem matematica
dos sistemas dinamicos estudados, obtendo-se as equacdes dinamicas;

O capitulo 4 apresenta a metodologia empregada para a obtencdo dos
resultados e discussoes;

Dentro do capitulo 5, analisam-se os resultados obtidos através de simulacao
numeérica e as devidas discussoes;

O capitulo 6 apresenta a andlise de estabilidade do modelo néo linear;

O capitulo 7 mostra as conclusdes obtidas a partir dos resultados e da analise
de estabilidade;

E, por fim, o capitulo 8 apresenta os assuntos de possivel presenca em

trabalhos futuros.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

A seguir, € exposta a revisdo bibliografica de trabalhos relacionados ao tema
de amortecedores eletromecanicos. Em muitos casos, os mesmos dispositivos séo
aplicados também para armazenar ou colher a energia gerada por estruturas,
veiculos, assentos e outros tipos de osciladores mecanicos.

Os simbolos das figuras retiradas das referéncias nao serdo explicados nesta
dissertacao, pois 0 objetivo principal é mostrar a tendéncia de pesquisa do assunto

abordado.

2.1 DISPOSITIVOS ELETROMECANICOS

Zuo e Zhang (2013) estudaram uma suspenséo veicular eletromagnética para
suprimir a vibracdo causada pela excitacdo proveniente das irregularidades da
estrada e para colher a energia gerada. Para o modelo de um quarto de veiculo,
mostrado na figura 2.1, a solucdo analitica foi comparada com os resultados
experimentais. Segundo eles, os resultados sugerem que a rugosidade da estrada, a
rigidez do pneu e a velocidade do veiculo tém grande influéncia no potencial de
energia a ser aproveitada, enquanto que a rigidez da suspensdo, 0 amortecimento

eletromecanico e a massa do veiculo tém influéncia insignificante para o sistema.

Sprung Mass (M,)
Electromagnetic
Harvester (C;)

| e
i N 2\ L Power
::;::B(K)) I ,I‘l\ \? E o Electronics
Tire (M) Baltfry
Tire Stiffness (K,)

Ground

Figura 2.1 — Modelo de um quarto de veiculo com suspensao eletromagnética (ZUO; ZHANG, 2013)
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Com o objetivo de se comportar tanto como um amortecedor eletromagnético,
guanto como um dispositivo para colheita de energia, Elliott e Zilletti (2013)
determinaram que um transdutor eletromagnético deve possuir um bom acoplamento
eletromecanico. Portanto, o maior valor que o parametro de acoplamento ou
constante do transdutor assume €, aproximadamente, igual ao quadrado do produto
entre a densidade de fluxo magnético e o comprimento do fio da bobina sujeito ao
campo magnético, dividido pelo produto do amortecimento mecéanico pela resisténcia
elétrica. Ainda segundo os autores, uma grande eficiéncia pode ser obtida com
grandes dispositivos, como, por exemplo, os utilizados no controle de estruturas de
engenharia civil. O modelo estudado por Elliot e Zilletti (2013) é mostrado na figura
2.2.

M

i T v
base=driven

Figura 2.2 — Modelo discreto de um atuador eletromagnético idealizado excitado pela base (ELLIOTT;
ZILLETTI, 2013)

Ho e Woo (2010) analisaram, analiticamente, o comportamento de um condutor
em um campo magnético. O sistema envolve o uso de um solenoide ligado a um
circuito RLC, e acoplado a um relé no estado sdlido, para gerar maiores forcas
eletromagnéticas atuando no condutor, o qual oscila dentro do proprio solenoide. A

figura 2.3 ilustra o sistema proposto por Ho e Woo (2010).
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Metal bar

Spring

WWi

Base board

| |

VAR e s

Figura 2.3 — Diagrama esquematico de um modelo simplificado de um condutor sujeito a acéo
eletromagnética (HO; WOO, 2010)

De acordo com Zhu, Shen e Xu (2012), com o passar das décadas, a
pesquisa em controle de vibracdes de estruturas tem focado principalmente em
dissipacéo de energia, utilizando varios tipos de amortecedores. Eles propuseram
um amortecedor eletromagnético linear, tanto para o amortecimento das vibracoes,
guanto para a colheita de energia. A energia cinética causada por terremotos, ventos
ou trafego de carros ndo € somente dissipada pelo amortecedor eletromecéanico,
mas também armazenada pelo dispositivo de colheita de energia. O modelo

estudado por Zhu, Shen e Xu (2012) é mostrado na figura 2.4.

Coil 1 (+) Permanent Coil 2 (-)

Figura 2.4 — Tipica configuracdo de um transdutor eletromagnético (ZHU; SHEN; XU, 2012)

Shen, Zhu e Xu (2012) propuseram e validaram um sistema de controle de
vibracbes e monitoramento que é composto, dentre outros elementos, por um
transdutor eletromagnético e um circuito para colheita de energia. Como elemento
chave do sistema, o amortecedor eletromagnético regenerativo é capaz de converter
a energia proveniente de estruturas mecanicas em energia elétrica, tendo, assim,

duas fungles essenciais: mitigacdo da vibracdo e colheita de energia. A figura 2.5
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mostra o modelo simplificado utilizado pelos autores para duas opg¢des de circuito
elétrico. Enquanto o circuito A resume-se a um dissipador de energia, 0 circuito B

tem a funcdo de coletar e reaproveitar a energia (colheita de energia).

ﬂLy,m
7777

Y

jl (t) 4

Figura 2.5 — Modelo simplificado do amortecedor eletromagnético com dois tipos de circuito elétrico
(SHEN; ZHU; XU, 2012)

Um método de amortecimento eletromagnético foi apresentado por Behrens,
Fleming e Moheimani (2003). Segundo eles, quando comparado ao dispositivo
piezelétrico, 0 amortecedor eletromagnético apresenta diversos beneficios, como,
por exemplo, pequenas tensdes elétricas, grandes deslocamentos e a aplicacdo em
sistemas mecanicos de maiores dimensodes. A figura 2.6 mostra o0 modelo proposto

por Behrens, Fleming e Moheimani (2003).

Figura 2.6 — Modelo discreto de um oscilador do tipo massa-mola-amortecedor acoplado a um
amortecedor eletromagnético (BEHRENS; FLEMING; MOHEIMANI, 2003)
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Yamapi (2006) analisou a dinamica de um dispositivo linear de amortecimento
eletromecéanico acoplado através de um transdutor eletromagnético a um oscilador
mecanico nao-linear, que segue a equacao de Duffing, como mostrado na figura 2.7.
Ele avaliou a influéncia do parametro de acoplamento entre 0os sistemas mecanico e
elétrico em termos da reducdo da amplitude do movimento da massa. Analisou,
também, as bifurcacdes presentes no comportamento dindmico do sistema com a

variacao do parametro de acoplamento.

Damping device ;\4

Mechanical
structure

Magnet

Springk Coupling

magnet
coil

%’ Coupling
R

Electrical device

1k
c

Figura 2.7 — Dispositivo de amortecimento eletromecanico (YAMAPI, 2006)

As publicacdes apresentadas acima mostram a importancia do tema dentro
do contexto de Engenharia Mecanica. A busca incessante por novas tecnologias que
garantam a Ergonomia para ocupantes de veiculos, o controle de movimentos ou
comportamentos indesejados em maquinas ou estruturas, e o0 aproveitamento de
novas fontes de energia fazem com que este assunto cada vez mais seja abordado

por pesquisadores.
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2.2 INDUTANCIA COM VARIACAO NAO LINEAR

Ho , Nguyen e Woo (2010) estudaram a dindmica de um sistema elétrico de
vibro-impacto com induténcia de variagdo nao linear, idealmente tratado como um
atuador. A figura 2.8 ilustra 0 modelo adotado.

X, X
2

al

| — G |
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Fy1 N ] e #
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Figura 2.8 — Modelo do sistema elétrico de vibro-impacto estudado por Ho, Nguyen e Woo (2010)

Dois modelos matematicos de interpolacdo do comportamento nédo linear da
indutancia foram analisados pelos autores. O primeiro diz respeito a forma
Gaussiana. O segundo modelo é da forma cossenoidal, proposto inicialmente por
Mendrela e Pudlowski (1992).

No trabalho, a forma Gaussiana foi admitida pelo fato de sua resposta se
aproximar mais da resposta experimental do que a forma cossenoidal. A figura 2.9

ilustra esse comportamento.
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Figura 2.9 — Variacdo da induténcia do solenoide aproximada pelas formas Gaussiana e cossenoidal
obtida por Ho, Nguyen e Woo (2010)

Na sequéncia do trabalho, os autores compararam o0s resultados das
simulacbes com o0s resultados experimentais e avaliam 0s comportamentos
dindmicos.

A partir da conclusdo de Ho, Nguyen e Woo (2010), sera utilizado neste
trabalho o modelo Gaussiano, por representar melhor a curva da indutancia obtida
experimentalmente. Uma abordagem mais ampla sera dada no capitulo 3, de

modelagem dos sistemas.
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3 DEFINICAO E MODELAGEM

Este capitulo aborda as definicbes utilizadas e a modelagem dos sistemas
estudados em suas varias configuracdes. Inicialmente, o modelo fundamental de um
sistema oscilatério massa-mola-amortecedor € apresentado. Na sequéncia, o0
conceito de transmissibilidade de deslocamento, amplamente utilizado neste
trabalho, é resumido para discussdes futuras.

Por ultimo, os modelos fisicos do sistema magneticamente acoplado a um
amortecedor eletromecanico, objeto deste trabalho, sdo definidos e sua modelagem
matematica é efetuada. No total, sdo quatro configuracdes diferentes analisadas:
circuito elétrico puramente resistivo, circuito elétrico RL em série, circuito elétrico

RLC em série e circuito elétrico RLC em série com indutancia nao linear.
3.1 SISTEMA VISCOSAMENTE AMORTECIDO

O sistema mecanico apresentado na figura 3.1 € composto por uma massa m
ligada a uma base movel por uma mola de rigidez k e um amortecedor viscoso de
constante de amortecimento c. O deslocamento da base € um movimento harmoénico

conforme mostrado na equacéao 3.1.

k ik
y(t) L| |

Figura 3.1 — Sistema mecénico viscosamente amortecido com excitagdo harmdnica da base

y(t) = Y sen wt (3.1)

Assim:
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m é a massa do corpo suspenso (kg);

k € arigidez da mola (N/m);

c é constante de amortecimento (N.s/m);

x € o deslocamento vertical do corpo (m);

x € a velocidade do corpo suspenso na diregdo vertical (m/s);
y é o deslocamento vertical da base (m);

y é a velocidade da base na direcao vertical (m/s);

Y representa a amplitude do deslocamento da base (m);

w representa a frequéncia do movimento da base (rad/s);

t representa o tempo (s).

Esse sistema, por ser classico e amplamente estudado na teoria de vibracodes,
sera utilizado como referéncia para algumas analises comparativas com os sistemas
objetos de estudo deste trabalho.

A equacado 3.2 é denominada como equacdo do movimento da massa m da
figura 3.1.

mX + cx + kx =cy + ky (3.2)

A frequéncia natural do sistema € definida como w, na equacéo 3.3, e é dada

em rad/s.

0, = | (3.3)

O fator de amortecimento adimensional, ¢, é dado pela equacéo 3.4.

= T (3.4)
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A razdo de frequéncias, r, é definida pela razéo entre a frequéncia de excitacdo
e a frequéncia natural do sistema mecanico mostrada na equacao 3.5. Nota-se que

também se trata de uma variavel adimensional.
r=— (3.5)

3.2 TRANSMISSIBILIDADE DE DESLOCAMENTO

A razdo entre a amplitude da resposta x(t) no regime permanente e a do
movimento da base y(t) é denominada transmissibilidade de deslocamento. A

equacao 3.3 mostra a relacéo entre as grandezas citadas.

X
T, = |?| (3.6)

onde:

T, representa a transmissibilidade de deslocamento (adimensional);
X representa a amplitude do deslocamento da massa (m) no regime permanente;

Y representa a amplitude do deslocamento da base (m).

Valores de transmissibilidade maiores que 1 representam uma amplificacdo do
movimento. Em contrapartida, valores de transmissibilidade menores que 1 indicam
isolamento do movimento.

Com o uso da transformada de Laplace, a equacdo do movimento

(equacéo 3.2) se transforma em:

ms?X + csX + kX = csY + kY (3.7)
onde:
s é a varidvel complexa no dominio de Laplace;

X é o deslocamento do corpo no dominio de Laplace;

Y é o deslocamento da base no dominio de Laplace.
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Com o agrupamento dos termos, a equacao 3.7 fica:

(ms?+cs+ k)X = (cs + k)Y (3.8)

Portanto, a fungéo transferéncia do modelo é definida como a raz&do entre o

sinal de saida e o sinal de entrada (OGATA, 1997), conforme mostra a equacéo 3.9.

X k
A__osHk (3.9)
Y ms?+cs+k
Substituindo-se a variavel complexa s por jw, tem-se:
X jew + k
= (3.10)

Y=j2mw2+jcw+k

Como visto anteriormente, a transmissibilidade de deslocamento, T,, € definida
como a relacédo entre o deslocamento do corpo e o deslocamento da base. Assim,
transmissibilidade de deslocamento € igualada a funcéo transferéncia do sistema.
Com a definicdo dos numeros complexos de que j? = —1, a equacgdo da funcéo
transferéncia ou transmissibilidade de deslocamento do sistema € mostrada na

equacao 3.11.

rooX__ Jowtk (3.11)
7Y T —mw? + jew + k '

Substituindo-se as equacdes 3.3, 34 e 35 na equacdo 3.11, a

transmissibilidade assume a forma da equacao 3.12.

X i2ér +1
T,=ao ] §

Y 1-r12+2er (3.12)

A figura 3.2 apresenta as variacbes de T, para diferentes valores de r e ¢, de

acordo com a equacao 3.12.
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amplificacao 1solamento

Figura 3.2 — Variacéo da transmissibilidade de deslocamento, T,;, com a raz&o de frequéncias,

r, para alguns valores de fator de amortecimento, ¢ (RAO, 2008)

Segundo Rao (2008), a razéo de frequéncias r = V2 separa a regido em que
T, >1 (amplificacdo) da regido onde T,; <1 (isolamento). A amplificacdo na
ressonancia (r = 1) é governada pelo fator de amortecimento ¢. Quanto maior o
valor de &, menor € amplificacdo. Para altas frequéncias, por outro lado, a atenuacao

do movimento é maxima quando ndo ha amortecimento, ou seja, ¢ = 0.
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3.3 MODELAGEM FiSICA

O sistema proposto consiste de um oscilador mecéanico (conjunto massa-mola),
excitado harmonicamente pelo movimento da base, e magneticamente acoplado a
um amortecedor eletromecanico.

O modelo fisico utilizado na modelagem matematica € apresentado na figura
3.3, onde:

m € a massa do corpo suspenso (kg);

k € arigidez da mola (N/m);

y(t) € o deslocamento vertical da base (m);
x(t) é o deslocamento vertical do corpo (m);

t representa o tempo (S).

O movimento da base adotado é harmbnico e definido por y(t) =Y sen wt,

onde:

Y representa a amplitude do deslocamento da base (m);

w representa a frequéncia do movimento da base (rad/s).

Ja a velocidade da base € expressa por y = wY coswt, e sua unidade é dada

em m/s.

x(fJL Circuito elétrico

; i
k Te
}’(f)L| |

Figura 3.3 — Modelo fisico do sistema acoplado a um amortecedor eletromecanico

L
-

"l
]
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As grandezas f, e, e i estdo ligadas ao amortecedor eletromecanico e sao

definidas como:

f é aforca eletromagnética total produzida pela bobina (N);
e € a forga eletromotriz criada na bobina (V);

i € a corrente elétrica circulando na bobina (A).

O amortecedor eletromecanico, por sua vez, é formado por um transdutor
eletromagnético ligado a um circuito elétrico. O transdutor adotado € do tipo bobina
movel, ou seja, a bobina se move em torno do ima permanente, conforme pode ser

visto na figura 3.4.

Bobina mdvel

Ima& permanente -_|

Figura 3.4 — Modelo esquematico do transdutor eletromagnético

Neste trabalho, sdo estudadas duas configuracdes de circuito elétrico: RLC
linear em série e RLC néo linear em série. A nédo linearidade é proveniente da
variacdo nao linear da indutancia em funcdo da posicdo da bobina. Os detalhes

especificos de cada tipo de circuito serdo apresentados nas se¢des seguintes.

3.4 MODELAGEM MATEMATICA DO TRANSDUTOR ELETROMAGNETICO

Um transdutor de bobina mdvel é um transdutor de transferéncia de energia
gue converte energia mecanica em energia elétrica e vice-versa. O sistema consiste
de um ima permanente (figura 3.5) que produz um campo magnético uniforme, B,
normal a fenda do ima, e uma bobina que é livre para mover-se na direcao axial

dentro da fenda. Considera-se v como sendo a velocidade da bobina, f a forca
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externa atuando para manter a bobina em equilibrio contra as forcas
eletromagnéticas, e a diferenca de potencial através da bobina e i a corrente elétrica
dentro da bobina. Neste modelo ndo se considerou a inércia da bobina, nem forcas
de resisténcia mecénica ou elétrica (PREUMONT, 2006).

w4

Z 77 B P

?Mé Foiea,

//////ﬁ/% BN~
?-D J'

(a) (b)
Figura 3.5 — (a) Modelo do transdutor de bobina mével; (b) Grandezas fisicas e direcdes
(PREUMONT, 2006)

A figura 3.5(a) mostra a situacdo que envolve uma corrente induzida. Uma
espira de comprimento [ esta parcialmente imersa em um campo magnético externo
uniforme perpendicular ao plano da espira.

De acordo com Halliday, Resnick e Walker (2005), quando a espira desloca-se
para a direita na figura 3.5(a), a parte da espira que esta imersa no campo
magnético diminui. Assim, o fluxo através da espira também diminui e, de acordo
com a lei de Faraday, uma corrente é induzida na espira. E a presenca desta
corrente que produz a for¢ca que se opde ao movimento.

De acordo com a lei de Faraday, a diminuicdo do fluxo magnético faz com que

uma forca eletromotriz seja induzida na espira. Assim:

e=—T,(% — ) (3.13)
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o3
I

BI (3.14)

onde:

e € a forca eletromotriz induzida na espira (V), como mencionado anteriormente;

T, é a constante do transdutor (Vs/m), também chamada de parametro de
acoplamento entre os sistemas mecanico e elétrico;

B é 0 modulo do campo magnético (T);

[ € o comprimento do fio movendo-se perpendicularmente ao campo magnético (m);

x (ou v) é a velocidade da bobina (m/s), que denota a velocidade do corpo.

A forca f, que também €& mostrada na figura 3.5(a), € a forca externa
necessaria para balancear a forca total do campo magnético sobre n espiras do

condutor. Logo:

f=T,q (3.15)

onde:

f é a forca eletromagnética total produzida pela bobina (N), como mencionado
anteriormente;

T,,, como apontado anteriormente, é a constante do transdutor (N/A) ou o parametro
de acoplamento entre os sistemas mecanico e elétrico;

g (ou i) é a corrente induzida na bobina (A), derivada no tempo da carga elétrica q

(©).

3.5 MODELAGEM MATEMATICA DO SISTEMA MECANICO

A partir do uso do método de Lagrange (MEIROVITCH, 1970), determina-se a
equacao dinamica da parte mecéanica do sistema mostrado na figura 3.3. A equacéo
3.16 é a equacao classica do método de Lagrange aplicada para a parte mecanica

do sistema proposto. Portanto,
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d <6L1> oL, (3.16)

dat\ox/) ox !

na qual:

Q, representa as forcas nao conservativas do sistema que, neste caso, resumem-se

a forca eletromagnética total produzida pela bobina, f. Logo:

Q1 =Tq (3.17)

L, representa o Lagrangeano, calculado pela diferenca entre as energias cinética e

potencial do sistema, ou em termos matematicos:
L,=T-V (3.18)
onde:

T, a energia cinética do sistema (J), € dada por

T = —mx?2 (3.19)

IV € a energia potencial do sistema (J), dada por
1
V= Ek(x —y)? (3.20)

O Lagrangeano assume a forma:

1 1
L= Ema’cz - Ek(x —y)? (3.21)
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Assim, com o desenvolvimento da equagéo 3.7, tem-se:

d .
i (mx) — [-k(x —y)] =T,q

mi + kx—T,q =ky (3.22)

A equacao 3.22 é a equacdao dinamica que descreve o movimento do corpo de

massa m.
3.6 MODELAGEM MATEMATICA DO SISTEMA ELETRICO

Analogamente a deducéo exibida para o sistema mecanico, sdo determinadas
as equacbes correspondentes aos sistemas elétricos de cada uma das
configuragdes de circuitos elétricos consideradas neste trabalho.

A aplicacdo do método de Lagrange (MEIROVITCH, 1970) segue a equacéao
3.23.

d <6L2> L, 3.93
dt\ dqg dq =0 (3.23)

Q, representa, no caso do sistema elétrico, as tensbes elétricas nao
conservativas. Como ndo ha fonte de tensdo externa, Q, fica restrito a soma da
tensao elétrica do resistor com a tenséo elétrica (ou forca eletromotriz) induzida na

bobina, e. Portanto,
Q;=—Rq—T,(x—y) (3.24)
onde:

R representa a resisténcia elétrica total (QQ) do sistema, a qual inclui a resisténcia do

circuito elétrico, R., € a resisténcia intrinseca da bobina, R;. Assim,

R=R,+R, (3.25)
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O Lagrangeano para a parte elétrica, L,, € obtido através da diferenca entre as

energias magnética e elétrica presentes no sistema. Ou seja,

L, =U,—U, (3.26)
onde:
U,, representa a energia magnética armazenada no campo magnético do indutor (J);
U, representa a energia elétrica armazenada no campo elétrico do capacitor em um

dado instante (J).

A energia magnética, U,,, é definida como:
1
U, = ELqZ (3.27)

onde:

L representa a indutancia total do sistema (H), que é a soma da indutancia do

circuito, L., com a indutancia da bobina, L;. Assim,
L=L.+1L, (3.28)
Ja a energia elétrica, U,, é definida como:

1

— 2 3.29
T (3.29)

Ue

onde:

C representa a capacitancia do sistema (F).
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A seguir, serdo mostradas as deducdes matematicas para a obtencdo das
equacgoes dinamicas do sistema mecanico acoplado ao amortecedor eletromecéanico
linear. Depois disso, sera abordado o circuito elétrico RLC em série com induténcia

com variagao nao linear pela posicéo.
3.7 EQUACOES DO MODELO LINEAR

O sistema com o amortecedor eletromecanico do tipo circuito elétrico RLC em
série é apresentado na figura 3.6.

Para essa configuracdo, as energias magnética, U,,, e elétrica, U,, sao
definidas pelas equacdes 3.27 e 3.29, respectivamente. O Lagrangeano, L,, assume
a sua forma completa da equacao 3.26. Assim, substituindo-se a equacédo 3.26 na

equacao 3.23, tem-se:

%(Lq) - <—%q) =—Rq¢—-T,(x—y)

1
Li+Rq+=q+ T2 =T,y (3.30)

A equacdo 3.30 representa a equacdo dinamica do sistema elétrico com
circuito RLC em série.

Assim, o amortecedor eletromecanico com o circuito elétrico RLC em série
possui o0 sistema de equacOes diferenciais que descrevem a dinamica do sistema

composto pelas equacdes 3.22 e 3.30. Portanto:

mi + kx —T,q = ky

1 3.31
Li+Rq+=q+Tx =T,y (3:31)
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F[t]I_|

Figura 3.6 — Modelo fisico do sistema acoplado ao transdutor magnético ligado a um circuito elétrico

RLC em série

Um caso particular do sistema € quando apenas a resisténcia elétrica, R, €
considerada, ou seja, a indutancia, L, é desprezada e a capacitancia, C, ndao é
considerada, ndo havendo assim nenhum meio de acumulo de energia. Nesse caso,
0 circuito elétrico é dito puramente resistivo.

A indutancia intrinseca da bobina, L,, pode quase sempre ser desprezada em
comparacao a sua resisténcia intrinseca, R,, pelo menos para frequéncias abaixo de
1 kHz (DE MARNEFFE, 2007).

Para esse caso especial, tem-se: U,, =0, U, = 0 e L, = 0. Portanto, a partir da

equacéao 3.23,

d . .
E(O) —(0) = —Rq —T,(x —y)

A equacao dinamica para a configuracdo do circuito elétrico puramente

resistivo fica:
RG+T,(x—y)=0 (3.32)

Para o caso do amortecedor eletromecanico com o circuito elétrico puramente
resistivo, a corrente elétrica, g, pode ser isolada a partir da equacdo 3.30,
descartando-se os termos correspondentes a indutancia e a capacitancia, conforme

mostra a equacao 3.33.
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i=—2G—9) (3:33)

Portanto, substituindo-se a equagéo 3.33 na equacdo do movimento do corpo,
3.22, tem-se:

2 2

L}'c+kx=%y+ky (3.34)

i+
mx R

Em uma analogia com um sistema puramente mecanico do tipo massa-mola-

amortecedor, a relacdo entre o coeficiente de amortecimento, c, e a resisténcia

elétrica, R, é dada pela equacéo 3.35.
c=—= (3.35)

Em termos adimensionais do fator de amortecimento, tem-se:

T,?

= (3.36)
2mw, R

S

Nota-se a caracteristica de proporcionalidade inversa entre os parametros ¢ e

3.8 EQUACOES NO ESPACO DE ESTADOS DO MODELO LINEAR

O sistema de equacdes diferenciais do sistema linear estudado, da equacéo
3.31, é passado para o0 espaco de estados.

O vetor de estados, u, pode ser definido como o vetor composto pelas variaveis
de estado u,, u,, us € u,, que se relacionam com as variaveis dos sistemas segundo

a equacao 3.37.
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w =1, (3.37)

I
QR R

Assim a derivada no tempo do vetor u assume a forma:

Uy
U,
Us
Uy

{u} =

Q: Q- R R

(3.38)

O sistema na forma do espaco de estados mostrado na equacdo 3.38 esta
propicio para a implementacdo computacional.

A aceleracao do corpo, X, para o caso do amortecedor eletromecanico com
circuito elétrico RLC em série é conseguida através do rearranjo matematico da

equacao 3.22. Logo,

k T k
¥=——x+—q+—y (3.39)
m m m

Da mesma forma, a derivada da corrente elétrica (ou a derivada segunda da

carga elétrica q), ¢, pode ser determinada isolando-a na equacéo 3.30. Logo,

R 1 T, T,
so N2 v 3.40
4=-79"1c4 Lx+Ly (3.40)

Assim, o vetor u fica:

Us
M )
_Eul +Eu4 +EYsena)t
{u}={u } (3.41)
4
| R 1 T, T, I
t—zu4—ﬁu3—fu2 —a)Ycosa)t)
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3.9 FUNCAO TRANSFERENCIA DO MODELO LINEAR

Com a utilizagdo da transformada de Laplace na equacédo dinamica da parte
mecanica (equacao 3.22), a equacao fica:

ms?X + kX — T,sQ = kY (3.42)
onde:
s é a variavel complexa no dominio de Laplace;
X é o deslocamento da massa no dominio de Laplace;
Y € o deslocamento da base no dominio de Laplace;
Q é a carga elétrica no dominio de Laplace.
Com o seu rearranjo, a equacao toma a forma:

(ms? + k)X — T,sQ = kY (3.43)

Com isso, torna-se possivel definir a impedancia mecanica do sistema, Z,,, de

acordo com a equacao 3.44.
Zym =ms?+k (3.44)

A parte elétrica do sistema também é transformada no dominio de Laplace.

Logo:
1
Ls?’Q + RsQ + EQ + T,sX =T,sY (3.45)
Com o rearranjo matematico:

(LSZ + Rs + %) Q=-T,s(X-Y) (3.46)
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Assim, a impedancia elétrica é definida por Z, na equacgéo 3.47.

1
Z,=1Ls*>+Rs + c (3.47)
Substituindo-se a equacéo 3.47 na equacao 3.46, a carga elétrica no dominio

de Laplace segue a equacao 3.48.

_ _Tvs()z( e‘ 2 (3.48)

Substituindo-se a equacao 3.48, da carga elétrica, na equacédo 3.43, do sistema

mecanico, obtém-se:

T,s(X -Y
ZnX —T,s [—Ml = kY
Z,

T,%s2(X —Y
LLSTX oY)

ZnX kY
m Ze

Z +T"ZS2 X = k+T"ZS2 Y
" Z, B Z,

Assim, a funcédo transferéncia do sistema, ou a transmissibilidade de

deslocamento, assume a forma da equacdo 3.49, em funcdo das impedancias

elétrica e mecéanica.

X kZ,+T,%s?
Ty=—=—""——— (3.49)
Y Z,.Z,+T,s?

Substituindo-se Z,, e Z, ha equacgédo 3.49:

(kL +T,?)s? + kRs + kC*
= 2 3 1 N 2 — (3.50)
mLs* + mRs +(mC + kL +T, )s + kRs + kC

T_X
a"y
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Sendo s = jw, por definicdo, tem-se:

X (kL + T,?)j?w? + kRjw + kC~!
Y mLj*w* + mRj3w3 + (mC1 + kL + T,?)j2w? + kRjw + kC-1

T, (3.51)

A partir das definicbes dos numeros complexos, tem-se: j>? = —1, > =—j e

j* = 1. Portanto, com a substituicdo na equacéo 3.51:

_— X —(kL 4+ T,?)w? + kRjw + kC~1 (3.52)
7Y mLo* — mRjw3 — (mC~1 + kL + T,?)w? + kRjw + kC~1 '

Portanto, a equacdo 3.52 representa a funcdo transferéncia ou a
transmissibilidade de deslocamento do sistema acoplado ao amortecedor
eletromecéanico com circuito RLC linear em série.

Os polos da funcéo transferéncia sdo obtidos através da obtencéo das raizes
da equacdo caracteristica presente em seu denominador. Nesse caso, 0s polos
representam as frequéncias naturais do sistema. A equacdo 3.53 é a equacao

caracteristica do sistema.

mLw* —mRjw?® — (mC™* + kL + T,”)w? + kRjw + kC™* = 0 (3.53)
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3.10 EQUACOES DO MODELO NAO LINEAR

Na figura 3.7 € apresentado o modelo de um sistema com amortecedor
eletromecanico de circuito RLC com a indutancia de variagdo nao linear em fungéo
da posicao. A seta cruzando diagonalmente o simbolo da indutancia representa um
elemento varidvel e que, no caso estudado, essa variacdo é nao linear. O modelo
adotado para indutéancia com variacao nao linear segue a forma Gaussiana, por ser
a que melhor se adapta a curva medida experimentalmente, conforme concluido por
Ho , Nguyen e Woo (2010).

*(®) T— m i

v(t) L|

Figura 3.7 — Modelo fisico do sistema acoplado ao transdutor magnético ligado a um circuito elétrico

RLC em série, onde L é nao linear

A indutancia L(x) varia com o deslocamento x da bobina, de acordo com a

equacao 3.40, desenvolvida também por Ho , Nguyen e Woo (2010).

L(x) =Ly + ie_z(g)z

. \/g (3.54)

onde:

L, representa a indutancia do solenoide na posicao inicial (H);
A é um coeficiente da funcao;

e é a base do logaritmo natural,
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o € 0 desvio padrdo como forma de interpolacdo da curva medida

experimentalmente.

A parte mecéanica permanece a mesma utilizada para o caso linear e é descrita
pela equacéo 3.22.
Com a néo linearidade da indutancia, a energia magnética, U,,, assume a

forma mostrada na equacao 3.55.
1
Up = EL(x)q2 (3.55)

Portanto, substituindo-se as energias magnética, U,,, e elétrica, U,, das
equacdes 3.55 e 3.29, respectivamente, na equacado 3.26, tem-se um novo

Lagrangeano, L,.

1

— g2 3.56
>c (3.56)

1
L, = EL(X)C'IZ -

Com a utilizacdo da mesma tensao elétrica ndo conservativa, Q,, definida pela
equacao 3.24, e com a substituicio na equacdo 3.23 de Lagrange, O
desenvolvimento da equacdo do movimento do sistema com a indutancia nao linear

fica:

d 1
LD = (~5a) +RI+ Tk =3) = 0

dL(x) .1 . . .
g+L(x)j+—=q+Rq+T,x =T,y
dt C
dL(x 1
L+ (R+ T g4 g a1y (357)

Considerando-se o modelo da equacéo 3.54, a derivada de L(x) no tempo fica:
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dL(x) 4A _2(1)2 )
= — e “\o/ xx

dt . [T (3.58)
"2

Ao substituir a equacéo 3.58 na equacéo 3.57, a equacao dinamica da parte

elétrica do sistema fica:

|
44 Q@f.L 1 : .
e “\o xxlq + Eq +T,x =T,y (3.59)

o>z |

| 44 _2(5)2 ]| 1
e “\o xx|q+5q+T,,x=T,,y

o3 | =5 ]

3.11 EQUACOES NO ESPACO DE ESTADOS DO MODELO NAO LINEAR

(3.60)

Para a representacdo das equacfes dinamicas no espaco de estados, a
aceleracéo, ¥, e a derivada da corrente elétrica, ¢, sdo isoladas em funcdo dos

demais termos. Elas aparecem representadas nas equacbes 3.61 e 3.62,

respectivamente.
k T, k
¥ = ——x+—g+— 3.61
E=——xt—q+—y (3.61)
-1

1l |

_ 44  _ 5)2 o1 _ Al A _2(5)2|
g =|—Rq-— e o) xxq——=q—T,x+T,y||Lo+—=e “\o (3.62)

| : "o

Com a substituicdo pelas variaveis de estado definidas na equacédo 3.38, 0

sistema da equacao 3.60 assume a forma abaixo.
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(3.63)

Ap6s a conclusdo do capitulo de modelagem, a metodologia utilizada na

obtencéo dos resultados é abordada no capitulo 4.
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4 METODOLOGIA

Ap6s a obtencdo, no capitulo anterior, das equacbes diferenciais que
descrevem matematicamente os modelos fisicos estudados, as respostas dos
sistemas sdo obtidas por meio de integracdo numérica. As equacbes sdo todas
diferenciais ordinarias.

As simulacdes sao decorrentes de implementacdo computacional no ambiente
do software Matlab®. Por ser o mais utilizado para aplicacdes semelhantes e por ter
apresentado resultados satisfatérios, a funcdo integradora ode45 foi utilizada em
todas as rotinas. O ode45 emprega o método de Runge-Kutta de quarta e quinta
ordem com passo de integracdo variavel. Os parametros de integracdo como o
tempo final e 0 passo de integracao foram escolhidos caso a caso, para uma melhor
apresentacao das respostas. Na grande maioria das respostas, 0 passo maximo de
integracdo utilizado foi de 0,001 s, por garantir boa precisdo numérica aliada ao
baixo tempo computacional gasto.

Os parametros fisicos relacionados aos modelos estudados foram adotados
para evidenciar as principais caracteristicas e comparar 0os comportamentos dos
sistemas em diferentes situacdes e configuracbes. Os parametros mantidos
constantes em toda a analise foram apresentados em tabelas e os parametros
instrumentos de comparacao foram colocados nas legendas das proprias figuras
contendo as respostas. Os parametros do sistema mecanico (massa e rigidez da
mola) tiveram como referéncia uma possivel aplicacdo veicular, com a admisséo do
modelo de ¥4 de veiculo.

As andlises dos comportamentos dos sistemas foram realizadas através de
respostas nos dominios do tempo e da frequéncia. Nas respostas dos sistemas
lineares, em todas as configuracdes estudas, foram geradas curvas da
transmissibilidade de deslocamento em funcdo da razdo de frequéncias, com a
variacdo dos parametros elétricos. A transmissibilidade serviu de base para a
comparacao das versdes de circuito elétrico linear e para determinar as faixas de
parametros que apresentaram amplitudes mais baixas.

No sistema com indutancia de variacdo nao linear pela posicdo, outros
métodos auxiliaram na analise do comportamento dinamico do sistema. O diagrama

de bifurcacdo permitiu entender as regibes nas quais o0 sistema tem o
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comportamento alterado qualitativamente. Migragbes de comportamentos peridédicos
para caoticos, e vice-versa, foram constantemente encontrados. Os mapas de
Poincaré e os espectros de frequéncia, ou FFT, contribuiram também para a
classificacdo do tipo de comportamento dinamico.

Por fim, para o caso néo linear, foi analisada analiticamente, pelo método de
Routh-Hurwitz (MEIROVITCH, 1970), a estabilidade do sistema em torno do seu
ponto de equilibrio estatico, considerando a vibracao livre, ou seja, para o sistema
na forma autdnoma.

Os capitulos seguintes apresentam os resultados e discussdes e a analise de
estabilidade do modelo n&o linear, nos quais fica evidente o emprego da
metodologia descrita acima.
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5 RESULTADOS E DISCUSSOES

Neste capitulo sdo apresentados os resultados e discussdes envolvendo o
sistema amortecido eletromecanicamente. Simula¢cdes numéricas sdo usadas para a
geracao das respostas que permitem a analise dos comportamentos dindmicos dos
diferentes sistemas. As ferramentas utilizadas s&o respostas em frequéncia,
histéricos no tempo, planos de fase, Mapas de Poincaré, diagramas de bifurcacéo e
espectros de frequéncias (FFT). Os sistemas estudados diferem-se pela natureza
dos circuitos elétricos empregados: RLC linear em série e RLC néo linear em série.
No segundo caso, a néo linearidade vem da variacdo nao linear da indutancia em
funcao da posicao.

Os valores aplicados aos parametros sao todos fisicamente coerentes. As
geometrias resultantes dos valores adotados ndo foram estudadas por ndo serem

objetos deste trabalho.

5.1 RESPOSTAS DO SISTEMA LINEAR

5.1.1 CIRCUITO ELETRICO PURAMENTE RESISTIVO

Quando somente a resisténcia elétrica, R, esta presente no circuito elétrico, ou
seja, quando a indutancia, L, e a capacitancia, C, nao sao adicionadas, o circuito
elétrico acoplado ao amortecedor eletromecéanico € dito puramente resistivo e tem a
caracteristica de poder ser reduzido a um grau de liberdade. A resisténcia elétrica
passa a ser o parametro que define o grau de amortecimento do sistema. Como
pode ser visto na equacdo 3.35, o fator de amortecimento nesse caso €
inversamente proporcional a R. Nesse aspecto, 0 sistema amortecido
eletromecanicamente utilizando um circuito elétrico puramente resistivo tem
comportamento dinamico idéntico a um tradicional sistema com amortecimento
viscoso, porém com a particularidade de que quanto menor o valor de R, maior o
fator de amortecimento.

A figura 5.1 mostra a transmissibilidade de deslocamento da massa, m, com a
variacdo da razéo de frequéncias, r. Os valores utilizados para os parametros séo

apresentados na tabela 5.1.
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Tabela 5.1 — Parametros mantidos constantes na integracdo numérica para a resposta da figura 5.1.

Circuito elétrico puramente resistivo

Parametro Descrigao Unidade Valor
m Massa kg 240
k Rigidez da mola N/m 16000
B Médulo do campo magnético T 2,00
/ Comprimento do fio da bobina m 99,8
Y Amplitude do deslocamento da base m 0,05
10" 10"
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Figura 5.1 — Transmissibilidade, T,;, em funcéo da razdo de frequéncias, r, para diversos valores de

resisténcia elétrica, R. Eixos logaritmicos. Circuito elétrico puramente resistivo. (a) R = 0,3 Q; (b)
R=10Q;(c)R=20Q;(dR=40Q

A tabela 5.2 exibe os resultados das frequéncias naturais do sistema para 0s

diferentes valores de resisténcia elétrica.
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Tabela 5.2 — Frequéncias naturais do sistema para os parametros usados na figura 5.1. Circuito

puramente resistivo

Resisténcia elétrica, R [Q] Frequéncia natural do sistema, w, [rad/s] Raz&o de frequéncias, r
0,3 - -

10,0 - -

20,0 7,0316 0,8612

40,0 7,8969 0,9672

Com a analise da figura 5.1, verifica-se que, para razbes de frequéncias
inferiores a V2, quanto menor o valor da resisténcia elétrica, R, menor também o

valor da transmissibilidade. Ja para razdes de frequéncias superiores a V2, quanto
maior o valor da resisténcia elétrica, R, menor o valor da transmissibilidade. Assim
como comentado anteriormente, a resisténcia elétrica, R, gera um efeito exatamente
inverso ao efeito provocado pelo fator de amortecimento, ¢, para sistemas
exclusivamente mecanicos.

Em todos os casos estudados neste trabalho, a rigidez da mola e a massa se
mantém constantes nos valores de 16000 N/m e 240 kg, respectivamente. Portanto,
a frequéncia natural mecanica, w,, estabelecida pela equacao 3.3, tem sempre o
valor de 8,165 rad/s. Assim, como visto anteriormente, a razdo de frequéncias, r,
sempre utiliza o valor de 8,165 rad/s como denominador, conforme a equacao 3.5.

Pelo fato do sistema ter sido reduzido a um grau de liberdade, é natural que
apenas um pico de amplitude seja encontrado nas respostas de transmissibilidade
de deslocamento. Esse maior valor de transmissibilidade ocorre nas proximidades
de r =1, ou seja, quando a frequéncia de excitacdo se aproxima da frequéncia
natural mecanica do sistema. Nas figuras 5.1(c) e 5.1(d), os picos de

transmissibilidade séo evidentes em r = 0,8612 e r = 0,9672, respectivamente. Em

r =+/2, 0 comportamento deixa de ser de amplificagdo do movimento, T, <1, e
passa a ser de isolamento, T; > 1, assim como nos tradicionais sistemas
viscosamente amortecidos.

Para valores mais baixos de R, os picos de amplitude passam a ser
praticamente imperceptiveis. A curva para R = 10 Q da figura 5.1(b) exemplifica essa
auséncia de pico evidente.

Nota-se também que a curva para R = 0,3 , apresentada na figura 5.1(a), €
praticamente constante no valor de transmissibilidade de 1. Se para baixas

frequéncias essa caracteristica é positiva, para frequéncias mais altas passa a ser
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uma desvantagem, uma vez que praticamente ndo ha a atenuacdo do
deslocamento. Na realidade, o decaimento da curva na regido de isolamento € muito
lento, se comparado aos demais casos. Esse valor de resisténcia elétrica é muito
proximo do valor correspondente a resisténcia elétrica intrinseca da bobina para o

conjunto de valores de parametros exibidos na figura 5.1.

5.1.2 CIRCUITO ELETRICO RL EM SERIE

Sao investigadas agora as influéncias dos parametros elétricos de resisténcia,
R, e indutancia, L, sobre o comportamento do sistema mecanico acoplado ao
transdutor de bobina movel ligado ao circuito elétrico RL em série. No resultado a
seguir, a transmissibilidade de deslocamento, T,;, é avaliada em funcdo da razéo de
frequéncias, r.

A tabela 5.3 mostra os valores adotados para os parametros que nao variaram
na obtencao das respostas de transmissibilidade de deslocamento da figura 5.2.

Tabela 5.3 — Pardmetros mantidos constantes na integracdo numérica para as respostas da
figura 5.2. Circuito elétrico RL em série

Pardmetro Descricdo Unidade Valor
m Massa kg 240
k Rigidez da mola N/m 16000
B Médulo do campo magnético T 2,00
/ Comprimento do fio da bobina m 99,8
Y Amplitude do deslocamento da base m 0,05
R Resisténcia elétrica Q 10,0

Apoés a analise da figura 5.2, percebe-se que, mantendo-se constante o valor
da resisténcia elétrica, R, ao variar o valor da indutancia, L, a dindmica do sistema &
alterada. Para os valores de 1 H e 2 H, nota-se claramente picos de maior amplitude,
porém esses picos encontram-se em razdes de frequéncia diferentes, com o
deslocamento da curva para a esquerda com o aumento do valor de L.

Para valores menores de L, como de 0,1 H na figura 5.2 (a), por exemplo, os
picos de amplitude deixam de ser claramente perceptiveis, e 0s sistemas
apresentam uma dinamica bem similar. A principal diferenca ocorre em frequéncias
mais altas, com uma tendéncia de valores mais baixos de T, para valores maiores

de indutancia.
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Figura 5.2 — Transmissibilidade, T,;, em funcéo da razdo de frequéncias, r, para diversos valores de

indutancia, L. Eixos logaritmicos. Circuito elétrico RL em série. (a) L = 0,1 H; (b) L = 0,5 Q;
C©L=1Q;dL=2Q

Por isso, o valor de 0,1 H para a indutancia L sera adotado para a andlise da

influéncia do parametro de resisténcia elétrica, R.

Os valores das frequéncias naturais do sistema em todos 0S casos Sao

mostrados na tabela 5.4.
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Tabela 5.4 — Frequéncias naturais do sistema para os parametros usados na figura 5.2. Foi utilizado o

valor de resisténcia elétrica, R, de 10 Q. Circuito elétrico RL em série

Indutancia, L [H] Frequéncia natural do sistema, w, [rad/s] Razé&o de frequéncias, r
0,1 - -
0,5 16,4543 2,0152
1,0 14,1194 1,7293
2,0 11,9020 1,4577

A tabela 5.5, mostrada abaixo, contém os parametros adotados para a geracao
da resposta em termos da transmissibilidade de deslocamento da figura 5.3. Essa
figura apresenta as curvas de transmissibilidade para diferentes valores de
resisténcia elétrica, R. Conforme mencionado anteriormente, o valor de indutancia, L,
escolhido para a analise foi de 0,1 H, visto que na proximidade desse valor a
transmissibilidade apresenta valores mais comportados, comprovados pela auséncia

de picos significativos para qualquer frequéncia de excitacao.

Tabela 5.5 — Parametros mantidos constantes na integracdo numérica para as respostas da

figura 5.3. Circuito elétrico RL em série

Pardmetro Descricdo Unidade  Valor do parametro
m Massa kg 240
k Rigidez da mola N/m 16000
B Médulo do campo magnético T 2,00
/ Comprimento do fio da bobina m 99,8
Y Amplitude do deslocamento da base m 0,05
L Indutancia H 0,100

De acordo com a resposta da figura 5.3, a dinamica do sistema é
sensivelmente alterada com a variacdo da resisténcia elétrica, R, mantendo-se
constante o valor da indutancia, L, em 0,1 H. Nota-se que, com o aumento do valor
de R, acontece o deslocamento do pico de amplitude para a esquerda, ou seja, para
valores menores da razdo de frequéncias, r. Para os valores de 20 e 40 Q, a
ressonancia ocorre nas razoes de frequéncias de 0,8741 e 0,9720, respectivamente.

Entretanto, com a reducdo de R até 0,3 Q, a ressonancia passa a acontecer a
uma razao de frequéncias de 5,0857. Até aproximadamente r = 7, a caracteristica é
de amplificacdo do movimento. ApOs esse valor, ocorre o isolamento. Essa
peculiaridade encontrada nesses casos em que a resisténcia elétrica assume
valores mais baixos pode ser benéfica em situacbes nas quais a frequéncia de

trabalho é menor ou proxima da frequéncia natural do sistema, pois normalmente a
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amplificacdo é significativamente menor do que as apresentadas em sistemas com a
ressonanciaemr = 1.

A tabela 5.6 mostra os valores de frequéncia natural do sistema para cada
valor de resisténcia elétrica das respostas mostradas na figura 5.3.

Tabela 5.6 — Frequéncias naturais do sistema para os parametros usados na figura 5.3. Foi utilizado o

valor de indutancia, L, de 0,1 H. Circuito elétrico RL em série

Resisténcia elétrica, R [Q] Frequéncia natural do sistema, w, [rad/s] Razéo de frequéncias, r
0,3 41,5242 5,0857
10,0 - .
20,0 7,1400 0,8741
40,0 7,9400 0,9720
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Figura 5.3 — Transmissibilidade, T,;, em func¢éo da razdo de frequéncias, r, para diversos valores de
resisténcia elétrica, R, e indutancia, L, constante em 0,1 H. Eixos logaritmicos. Circuito elétrico RL em
série. (@) R=0,3Q; (b)) R=100; () R =20Q; (d) R =40 Q
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O valor de resisténcia de 10 Q, da figura 5.3(b), apresenta comportamento de
baixa amplificacdo na ressonancia (T; ligeiramente superior a 1). Como, para
frequéncias mais altas, o sistema com 10 Q apresenta valores de transmissibilidade
singelamente menores, admitiu-se esse valor de indutancia como sendo o mais
adequado para a condicao.

Portanto, em sistemas sujeitos a grandes faixas de frequéncias de excitacao, €
prudente a adocdo de parametros que deixem a curva de transmissibilidade mais
achatada, sem picos de amplitude evidentes e com valores de transmissibilidade de
baixa amplificacdo na regido de pré-ressonancia e isolamento apds a ressonancia.

A figura 5.4 apenas reforca que, para valores altos de L, nenhum valor de R
leva a uma transmissibilidade T, aceitavel. Para esse caso, foi adotado o valor de
2 H para a indutancia. Na melhor condicéo, a amplificacdo maxima de movimento é
de aproximadamente 2,8 para uma razao de frequéncias de aproximadamente 1,09.

Todos os valores adotados para a construcao da figura 5.4 estdo na tabela 5.7.

Tabela 5.7 — Pardmetros mantidos constantes na integracdo numeérica para as respostas da

figura 5.4. Circuito elétrico RL em série

Pardmetro Descricdo Unidade  Valor do parametro
m Massa kg 240
k Rigidez da mola N/m 16000
B Médulo do campo magnético T 2,00
/ Comprimento do fio da bobina m 99,8
Y Amplitude do deslocamento da base m 0,05
L Indutancia H 2,00

As frequéncias naturais do sistema sdo mostradas na tabela 5.8. O valor de

indutancia de 2 H foi utilizado para a determinacao dos valores.

Tabela 5.8 — Frequéncias naturais do sistema para os parametros usados na figura 5.4. Foi utilizado o

valor de indutancia, L, de 2 H. Circuito elétrico RL em série

Resisténcia elétrica, R [Q] Frequéncia natural do sistema, w, [rad/s] Raz&o de frequéncias, r

0,3 12,2335 1,4983
10,0 11,9020 1,4577
20,0 10,9253 1,3381

40,0 8,9315 1,0939




Figura 5.4 — Transmissibilidade, T,;, em funcéo da razdo de frequéncias, r, para diversos valores de

resisténcia elétrica, R, e indutancia, L, constante em 2 H. Eixos logaritmicos. Circuito elétrico RL em
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Pelo fato de ser restrito a resisténcia elétrica e indutadncia, ou seja, com

capacitancia infinita, o circuito elétrico RL ndo possui caracteristica oscilatéria. Por

isso, € normal o surgimento de apenas um pico de amplitude nas curvas das figuras

acima. Por ndo ser um oscilador nesse caso, o circuito elétrico contribui para que o

sistema tenha apenas uma frequéncia natural.
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5.1.3 CIRCUITO ELETRICO RLC EM SERIE

Para a andlise inicial do sistema com amortecedor eletromecénico de circuito
elétrico RLC em série, os valores adotados de L e R sdo 0S mesmos que
apresentaram menores amplitudes para o circuito RL em série da subsecéo anterior.
Assim, ovalorde L € 0,1 He ovalorde R € 10 Q.

A figura 5.5 mostra a transmissibilidade para vérios valores da capacitancia C.
Os parametros constantes adotados para a integracdo numérica da figura 5.5 estédo

contidos na tabela 5.5.

Tabela 5.9 — Parametros mantidos constantes na integracdo numérica para a construcao da

figura 5.5. Circuito elétrico RLC em série

Pardmetro Descricdo Unidade Valor
m Massa kg 240
k Rigidez da mola N/m 16000
B Médulo do campo magnético T 2,00
/ Comprimento do fio da bobina m 99,8
Y Amplitude do deslocamento da base m 0,05
L Indutancia H 0,100
R Resisténcia elétrica Q 10,0

Na tabela 5.10, sdo apresentados os valores das frequéncias naturais do

sistema encontradas para cada valor da capacitancia analisada na figura 5.5.

Tabela 5.10 — Frequéncias naturais do sistema para os parametros usados na figura 5.5. Foi utilizado

o valor de resisténcia elétrica, R, de 10 Q, e de indutancia, L, de 0,1 H. Circuito elétrico RLC em série

Capacitancia, Frequéncia natural 1, Razéo de Frequéncia natural 2, Razdao de
C [F] w4 [rad/s) frequéncias 1, r; we, [rad/s]  frequéncias 2, r,

0,005 6,0655 0,7429 33,8915 4,1508

0,010 5,0574 0,6194 11,0462 1,3529

0,050 2,2458 0,2750 - -

0,150 - - - -
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Figura 5.5 — Transmissibilidade, T,;, em funcéo da razdo de frequéncias, r, para diversos valores de
capacitancia, C. Foram adotados os valores de 0,1 H para L e 10 Q para R. Eixos logaritmicos.

Circuito elétrico RLC em série. (a) € = 0,005 F; (b) C =0,01F; (c)C=0,05F; (d)C=0,15F

Nas figuras 5.5(a) e 5.5(b), as respostas em frequéncia apresentam dois picos

claros de amplitude. Para C = 0,005 F, os picos ocorrem nas razdes de frequéncias

correspondentes as frequéncias naturais do sistema, ou seja, 0,7429 e 4,1508. Ja

para C = 0,01 F, os picos sdo evidenciados nas razfes de frequéncias de 0,6194 e

1,3529, também correspondentes as frequéncias naturais do sistema.

Para esse sistema de dois graus de liberdade, especificamente, as frequéncias

naturais dos sistemas isolados ndo sao iguais as frequéncias naturais do sistema

acoplado. Assim, os picos de amplitude, quando visiveis, ocorrem em frequéncias
iguais as frequéncias naturais do sistema.
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Observa-se, também, que, a medida que diminui o valor de C, os picos de
amplitude aproximam-se dos valores de frequéncia natural da parte mecénica do
sistema, ou seja, r = 1.

Através das figuras 5.5(c) e 5.5(d), percebe-se que, a partir de € =0,05F, a
curva de transmissibilidade torna-se mais comportada, isto €, sem picos de
amplitude evidentes. Para C = 0,15 F, a frequéncia natural do sistema elétrico se
iguala a frequéncia natural do sistema mecanico.

A mesma andlise de transmissibilidade pode ser feita com a variacdo da
resisténcia elétrica, R. A figura 5.6 mostra o resultado dessa analise. Os parametros

adotados séo apresentados na tabela 5.11.

Tabela 5.11 — Parametros mantidos constantes na integragdo numeérica para a construcdo da

figura 5.6. Circuito elétrico RLC em série

Pardmetro Descricdo Unidade Valor
m Massa kg 240
k Rigidez da mola N/m 16000
B Médulo do campo magnético T 2,00
/ Comprimento do fio da bobina m 99,8
Y Amplitude do deslocamento da base m 0,05
L Indutancia H 0,300
c Capacitancia F 0,05

Foi analisada, primeiramente, a transmissibilidade de deslocamento, Ty, para
varios valores de R, com o valor da capacitancia ¢ mantido em 0,05 F. Os valores
das frequéncias naturais do sistema, w., € suas respectivas razées de frequéncias,

r, sdo exibidas na tabela 5.12 para cada valor de resisténcia elétrica.

Tabela 5.12 — Frequéncias naturais do sistema para os parametros usados na figura 5.6. Foi utilizado

o valor de capacitancia, C, de 0,05 F, e de induténcia, L, de 0,1 H. Circuito elétrico RLC em série

Resisténcia Frequéncia natural 1, Razéo de Frequéncia natural 2, Razéao de
elétrica, R [Q] we, [rad/s) frequéncias 1, we, [rad/s]  frequéncias 2, r,
0,3 2,6352 0,3227 43,7875 5,3628

10,0 2,2458 0,2750 - -

20,0 6,4200 0,7861 - -

40,0 7,8000 0,9552 - -
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Figura 5.6 — Transmissibilidade, T,;, em funcéo da razdo de frequéncias, r, para diversos valores de
resisténcia elétrica, R. Foram adotados os valores de 0,1 H para L e 0,05 F para C. Eixos
logaritmicos. Circuito elétrico RLC em série. (@) R=0,3Q; (b)) R=10Q; (c)R=20Q; (d)R=400Q

Na figura 5.6(a), com R = 0,3 , dois picos de amplitude sdo evidenciados na
curva de transmissibilidade. O primeiro deles ocorre em r = 0,3227. Imediatamente
apl0s esse pico de menor amplitude, ocorre um vale, abaixo do valor de
transmissibilidade de deslocamento unitaria, ou seja, com caracteristica de
atenuacao de vibracdes. Na pratica, por estar relacionado a razdes de frequéncias
mais baixas, essa caracteristica permite que sistemas com frequéncias de trabalho
antecipadamente conhecidas e em torno da regido de vale possam ter uma reducéo
da amplitude de deslocamento. Essa vantagem ndo € aplicada aos sistemas com
valores de resisténcia elétrica maiores. Quanto menor o valor de R, maior o vale

apresentado, ou seja, menor o valor da transmissibilidade, porém, maiores sdo os
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picos principal e secundario. Esse comportamento exclusivo de sistemas oscilatorios
com mais de um grau de liberdade é classificado como antirressonancia. O segundo
pico, de maior amplitude, esté presente na figura 5.6(a) em r = 5,3628.

Para o valor de R=10Q da figura 5.6(b), o comportamento é o mesmo
evidenciado na figura 5.5(c). A curva mostra-se achatada, com auséncia de picos de
amplitude evidentes. Sistemas com essa caracteristica sdo altamente viaveis em
aplicacoes cujas frequéncias de trabalho variam estocasticamente em faixas
significativamente grandes. Embora n&o apresentem as melhores condi¢des de
transmissibilidade de vibracdes para cada valor de razdo de frequéncias, atendem
de forma aceitavel para todos os valores de r.

Conforme se aumenta o valor da resisténcia elétrica, a curva de
transmissibilidade aproxima-se do ponto de r = 1. E o que acontece paraR =20Q e
R =40 Q, das figuras 5.6(c) e 5.6(d), respectivamente. Embora ocorra um pico de
amplitude de deslocamento na ressonancia, para altas frequéncias essa condi¢céao
apresenta os valores mais baixos de transmissibilidade. Logo, em situacdes em que
a frequéncia de excitacdo é alta e previamente conhecida, as op¢cdes de sistemas
com resisténcia elétrica maiores tornam-se interessantes. Os valores das razdes de
frequéncias relacionadas aos picos para R =20Q e R=40Q séao r =0,7861 e

r = 0,9552, respectivamente.

5.2 RESPOSTAS DO SISTEMA NAO LINEAR

O sistema eletromecanicamente amortecido contendo a induténcia néo linear
pela posicdo foi apresentado na figura 3.9. Nele, o valor da indutancia varia com a
posicao da bobina, ou seja, com o deslocamento do corpo, x.

A curva caracteristica da indutancia néo linear de Ho, Nguyen e Woo (2010),
apresentada no capitulo 2, de revisdo bibliografica, na figura 2.9, é agora
reproduzida na figura 5.7. A escolha dos parametros da indutancia nao linear foi feita
de acordo com o testado e validado por Ho, Nguyen e Woo (2010), e aparecem na
tabela 5.13.
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Tabela 5.13 — Parédmetros utilizados na construgao da curva caracteristica da induténcia nao linear

pela posicdo da figura 5.7

Parametro Descrigao Unidade Valor
Ly Indutancia na posi¢éo inicial H 0,300
A Coeficiente de ajuste da funcéo - 0,02494
o Desvio padréo - 0,0483

Assim como mencionado anteriormente, a indutancia exibe uma curva
caracteristica no formato de uma Gaussiana, com seu pico no valor de L = 0,5778 H

emx=0.
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Figura 5.7 — Curva caracteristica da indutancia variavel na forma Gaussiana, L(x), em fung&o do

deslocamento do corpo ou posi¢éo da bobina, x

Com o comportamento ndo linear da indutancia como funcédo da posicao da
massa, ou da bobina, definido, a dindmica do sistema € analisada.

Inicialmente, sdo mostradas as respostas em frequéncia do sistema com
indutancia néo linear por meio dos graficos de transmissibilidade de deslocamento,

T,;, em funcdo da razdo de frequéncias, r. Para o valor da capacitéancia de 0,03 F, a
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transmissibilidade é analisada em quatro valores de resisténcia elétrica: 0,3, 10, 20 e

40 Q. Os parametros mantidos fixos no estudo sao apresentados na tabela 5.14.

Tabela 5.14 — Parametros mantidos constantes na integragcdo numérica para a construcao da

figura 5.8. Circuito elétrico RLC em série com indutancia néo linear

Parametro Descrigéo Unidade Valor
m Massa kg 240
k Rigidez da mola N/m 16000
B Médulo do campo magnético T 2,00
/ Comprimento do fio da bobina m 99,8
Y Amplitude do deslocamento da base m 0,05
c Capacitancia F 0,03
Ly Induténcia na posicéo inicial H 0,300
A Coeficiente de ajuste da funcdo - 0,02494
o Desvio padrédo - 0,0483

De acordo com a figura 5.8(a), para R = 0,3 Q, 0 sistema apresenta um pico de
deslocamento em aproximadamente r = 0,38. Acima desse valor de razdo de
frequéncias, é observada uma desordem nos valores de transmissibilidade,
chegando a patamares de aproximadamente T,; = 42. Apoés, aproximadamente,
r =8,13, a curva de transmissibilidade volta a ser comportada, e com um
decaimento inferior aos demais valores de resisténcia elétrica.

Para os parametros adotados e mostrados na tabela 5.14, a resisténcia elétrica
intrinseca da bobina circunda R = 0,3 Q. Portanto, admite-se que, para fugir de
regides irregulares de transmissibilidade de deslocamento vistos na figura 5.8(a),
torna-se necessario o acréscimo de uma resisténcia elétrica adicional de maior valor
no circuito elétrico associado.

Na figura 5.8(b), € apresentada a resposta para R = 10 , na qual o aspecto da
curva € significativamente alterado na regido entre, aproximadamente, r = 1,58 e
r = 4,48, chegando ao valor de, aproximadamente, T; = 2,01. Para valores menores
de r, a resposta mantém-se praticamente constante em valores pouco maiores que
T, =1. Acima de r = 4,5, acontece o decaimento da curva, com taxa similar a
situacdo de R = 0,3.

Nos demais casos da figura 5.8, a aparéncia da resposta de transmissibilidade
€ mais convencional. Para R =20Q, na figura 5.8(c), h4 um ligeiro pico de
deslocamento em, aproximadamente, r = 0,8. ApGs esse valor, ocorre o isolamento

do movimento, com decaimento singelamente mais rapido que nos casos
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anteriormente discutidos. Nota-se que a curva € praticamente achatada, com a
transmissibilidade ndo passando de T; = 1,468.

Em R =40 Q, mostrado na figura 5.16(d), a resposta passa a exibir um pico de
transmissibilidade mais evidente, e referente ao valor de r = 0,9195. Com o0 aumento
do valor da resisténcia elétrica, os picos tornam-se cada vez maiores e proximos de

r = 1, e com decaimentos maiores em alta frequéncia, na regido de isolamento.
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Figura 5.8 — Transmissibilidade, T,;, em fun¢éo da razdo de frequéncias, r, para diversos valores de
resisténcia elétrica, R. Eixos logaritmicos. Foi adotado o valor de 0,03 F para C. Circuito elétrico RLC
em série com indutancia néo linear. (@) R =0,3Q; (b)R=10Q; (c) R=20Q; (d)R =40Q
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Com o intuito de explorar com mais detalhes o comportamento dinamico do
sistema eletromecanico nao linear, trés valores de resisténcia elétrica utilizados na
figura 5.8 sé@o selecionados para a construcéo de diagramas de bifurcacao.

Os diagramas de bifurcagcdo indicam as regides de transicdo do
comportamento dindmico em termos qualitativos. Nas respostas seguintes, €
possivel evidenciar que ndo sao raros os casos de mudanca de comportamento
regular (periédico) para comportamentos quasi-periddicos ou cadticos, e vice-versa.

A geracdo dos diagramas de bifurcacdo da-se pela variacdo lenta de um dos
parametros do sistema, denominado parametro de controle. No caso das respostas
deste trabalho, a capacitancia, C, foi utilizada como parametros de controle em todos
0S Ccasos.

As escalas dos graficos foram ajustadas para uma melhor percepcdo das
ordens de grandeza e compreensao das bifurcacoes.

Como complemento e confirmacdo do comportamento dindmico para cada
valor escolhido do parametro de controle, C, historicos no tempo do deslocamento,
planos de fase no regime permanente, quando de sua existéncia, mapas de
Poincaré e espectros de frequéncias (FFT) sdo usados na analise.

A figura 5.9 exibe um conjunto de quatro diagramas de bifurcacdo com a
capacitancia, C, como parametro de controle. Nessa primeira situacdo, o valor de
R =0,3Q foi adotado. A cada uma das repostas esta associada uma razao de
frequéncias, r, diferente. A tabela 5.15 mostra os valores dos demais parametros

envolvidos.

Tabela 5.15 — Pardmetros mantidos constantes na integracdo numérica para a constru¢éo das figuras

de 5.9 a 5.45. Circuito elétrico RLC em série com indutancia nao linear

Pardmetro Descricao Unidade Valor
m Massa kg 240
k Rigidez da mola N/m 16000
B Médulo do campo magnético T 2,00
/ Comprimento do fio da bobina m 99,8
Y Amplitude do deslocamento da base m 0,05
Ly Indutancia na posi¢éo inicial H 0,300
A Coeficiente de ajuste da fungéo - 0,02494
o Desvio padréo - 0,0483
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Notam-se claramente os diferentes aspectos presentes nos diagramas
apresentados, desde regides densamente povoadas por pontos, indicando a
provavel presenca de caos, até linhas bem definidas de deslocamento pequeno,

associadas provavelmente ao comportamento periodico.

ol & 3 - 35 £ 2 L
)GUI 0015 o002 Dozs 003 m 0Ds o.o2 iln. 0.03

ClF] Cl#]
(©) (d)
Figura 5.9 — Diagramas de bifurcacédo para a capacitancia, C, como parametro de controle:
R=03Q0.@@r=05 bO)r=1,)r=4;,(d)r=10
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Cada um dos diagramas de bifurcacdo é estudado separadamente com mais
detalhes. A figura 5.10 mostra o primeiro caso, para r = 0,5. A tabela 5.15 também
foi usada na construcédo da figura.

Sete regides, de A a G, foram selecionadas para a analise detalhada do
comportamento dinamico. Cada uma corresponde a um valor de capacitancia, C. As
figuras de 5.11 a 5.17 exibem as respectivas séries temporais do deslocamento, 0s
planos de fase no regime estacionario, os mapas de Poincaré e 0s espectros de
frequéncias. Em todos os casos, os valores contidos na tabela 5.15 foram atribuidos

aos parametros.
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Figura 5.10 — Diagramas de bifurcag&o para a capacitancia, C, como parametro de controle: R = 0,3 Q
er=0,5
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As respostas da figura 5.11 indicam um comportamento quasi-periddico para a
regido A do diagrama de bifurcagéo, ou seja, o valor de ¢ = 0,01315 F, evidenciado,
dentre outras coisas, pela figura fechada formada no mapa de Poicaré. No espectro
de frequéncias, observam-se as presencas de dois picos de amplitude, muito
préximos entre si, e outros picos de menor amplitude ao longo dos valores de

frequéncia.
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Figura 5.11 — Resposta do sistema com circuito elétrico RLC em série com indutancia nao linear:
C =0,01315F,R =0,3Q er =0,5. (a) Histérico no tempo do deslocamento x; (b) Plano de fase no
regime permanente; (c) Mapa de Poincaré; (d) FFT (espectro de frequéncias)
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As caracteristicas presentes na figura 5.12, referentes a regido B do diagrama
de bifurcacdo, com C =0,01436 F, sugerem um comportamento periddico do
sistema. Embora as curvas do deslocamento e do plano de fase apresentem uma
pequena irregularidade em suas formas, o mapa de Poincaré e o espectro de
frequéncias deixam claro o caréater de periodicidade.

0.8 T T T T 5

5 = o
_l |-
2
3F
.4 |-
08 : : : : 5 : : : : : : .
300 302 304 306 308 310 08 06 04 02 0 02 04 06 08
t[s] x[m]
(@) (b)
5 0.6
4
0.5
3
2
0.4r
1
To E o3y
£ -
-1
0.2
-2
L]
3F
0.1r
-4
5 r 0 L J ) i |
08 06 04 -0.2 0 02 04 06 08 0 2 4 6 8 10
x[m] fs[HZ]
(© (d)

Figura 5.12 — Resposta do sistema com circuito elétrico RLC em série com indutancia néo linear:
C =0,01436 F, R =0,3Q e r =0,5. (a) Historico no tempo do deslocamento x; (b) Plano de fase no
regime permanente; (c) Mapa de Poincaré; (d) FFT (espectro de frequéncias)
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J4 na figura 5.13, que representa a regido C, para C =0,0154F, o
comportamento dindmico do sistema € de caos, uma vez que 0 mapa de Poincaré
apresenta-se como uma nuvem de pontos de densidade consideravel. O aspecto
espalhado do espectro de frequéncias ajuda na caracterizacdo de comportamento
cadtico, mesmo com o destaque de dois picos de amplitude.
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Figura 5.13 — Resposta do sistema com circuito elétrico RLC em série com indutancia nao linear:
C=0,0154F,R=0,30Qer =0,5. (a) Historico no tempo do deslocamento x; (b) Plano de fase no
regime permanente; (c) Mapa de Poincaré; (d) FFT (espectro de frequéncias)
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Assim como na regido A, mostrada na figura 5.11, a regido D da figura 5.14,
definida pelo valor de capacitancia de C = 0,01657 F, apresenta-se com um
comportamento quasi-periodico. A figura fechada mostrada no mapa de Poicaré
comprovam a classificacdo. No espectro de frequéncias, um pico de amplitude esta
destacado perante os demais.
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Figura 5.14 — Resposta do sistema com circuito elétrico RLC em série com induténcia néo linear:
C =0,01657F, R =0,3Qer =0,5. (a) Historico no tempo do deslocamento x; (b) Plano de fase no
regime permanente; (c) Mapa de Poincaré; (d) FFT (espectro de frequéncias)
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Na figura 5.15, é apresentada a resposta do sistema na regido E, ou seja, para
C =0,01725 F. O histdérico do deslocamento no tempo apresenta aspecto senoidal
regular. O plano de fase mostra a formacao de um ciclo, representado pela elipse no
centro do plano. Além disso, os pontos do mapa de Poincaré estdo concentrados em
uma Unica coordenada no plano, e o espectro de frequéncias apresenta claramente
um Unico pico. Portanto, pode-se afirmar que o sistema possui comportamento

periddico para os valores de parametros adotados.
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Figura 5.15 — Resposta do sistema com circuito elétrico RLC em série com indutancia néo linear:
C =0,01725F,R =0,3Q er =0,5. (a) Histérico no tempo do deslocamento x; (b) Plano de fase no

regime permanente; (c) Mapa de Poincaré; (d) FFT (espectro de frequéncias)
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O sistema na regido F, com C = 01828 F, também apresenta comportamento
quasi-periddico, de acordo com a figura 5.16. A figura fechada do mapa de Poincaré

ajuda na concluséao.
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Figura 5.16 — Resposta do sistema com circuito elétrico RLC em série com indutancia ndo linear:
C =0,01828F, R =0,3Qer =0,5. (a) Historico no tempo do deslocamento x; (b) Plano de fase no

regime permanente; (c) Mapa de Poincaré; (d) FFT (espectro de frequéncias)
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Para C = 0,028 F, 0 sistema assume novamente o comportamento dinamico

periddico. A figura 5.17 mostra a resposta. A regido G esta relacionada a esse valor

de capacitancia. Nota-se uma Unica localizagdo dos pontos no mapa de Poincaré.
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Figura 5.17 — Resposta do sistema com circuito elétrico RLC em série com indutancia néo linear:

C=0,028F,R=0,3Qer =0,5. (a) Histrico no tempo do deslocamento x; (b) Plano de fase no

regime permanente; (c) Mapa de Poincaré; (d) FFT (espectro de frequéncias)
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O diagrama de bifurcacdo para a razdo de frequéncias unitaria, r =1, é
apresentado na figura 5.18. Da mesma forma que no caso anterior, alguns valores
de capacitancia foram destacados com letras de H a M. A andlise dos
comportamentos dindmicos é feita através das respostas das figuras 5.19, 5.20,
5.21, 5.22, 5.23 e 5.24. A tabela 5.15 permanece fornecendo os valores dos

parametros mantidos inalterados.
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Figura 5.18 — Diagramas de bifurcag&o para a capacitancia, C, como parametro de controle: R = 0,3 Q

er=1
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A figura 5.19 esta relacionada a regido H, com C = 0,01302 F. Nota-se, de
modo claro, a presenca de comportamento quasi-periébdico na resposta,

principalmente pela composicéo fechada indicada pelo mapa de Poincaré.
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Figura 5.19 — Resposta do sistema com circuito elétrico RLC em série com indutancia nao linear:
C =0,01302F, R =0,3Qer =1.(a) Histérico no tempo do deslocamento x; (b) Plano de fase no

regime permanente; (c) Mapa de Poincaré; (d) FFT (espectro de frequéncias)
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O mapa de Poincaré, mostrado na figura 5.20, indica o comportamento
periddico do sistema. As duas coordenadas de localizagdo dos pontos estédo
relacionadas a periodicidade dois do sistema. Trata-se da regido | do diagrama de

bifurcacdo, correspondente ao valor de capacitancia de C = 0,01707 F.
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Figura 5.20 — Resposta do sistema com circuito elétrico RLC em série com indutancia nao linear:
€ =0,01707 F, R =0,3Q e r = 1. (a) Histérico no tempo do deslocamento x; (b) Plano de fase no
regime permanente; (c) Mapa de Poincaré; (d) FFT (espectro de frequéncias)
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Na figura 5.21, sdo mostradas as respostas para o sistema com C = 0,0204 F,
correspondentes a regido J do diagrama de bifurcacdo. Os aspectos irregulares da
resposta no tempo e do plano de fase, a distribuicdo desordenada dos pontos no
mapa de Poincaré, e o espalhamento da FFT, mesmo com a presenca de dois picos

mais evidentes, denotam o comportamento cadtico do sistema para esses valores de

parametros.
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Figura 5.21 — Resposta do sistema com circuito elétrico RLC em série com indutancia nao linear:

C =0,0204F, R =0,3Q er = 1. (a) Historico no tempo do deslocamento x; (b) Plano de fase no

regime permanente; (c) Mapa de Poincaré; (d) FFT (espectro de frequéncias)
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Na regido K da figura 5.22, para C = 0,02161 F, o sistema volta a se comportar
periodicamente. O formato regular do deslocamento no tempo, a trajetoria fechada
do plano de fase, a aglomeracdo dos pontos em uma Unica posicdo do mapa de

Poincaré, e a clara existéncia de um unico pico de amplitude na FFT confirmam a

classificacdo do comportamento dinamico.
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Figura 5.22 — Resposta do sistema com circuito elétrico RLC em série com indutancia nao linear:

C =0,02161F, R =0,3Qer = 1. (a) Histérico no tempo do deslocamento x; (b) Plano de fase no

regime permanente; (c) Mapa de Poincaré; (d) FFT (espectro de frequéncias)
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Nas respostas da figura 5.23, o sistema aparece com periodicidade sete. Sao

sete as localiza¢Bes dos pontos do mapa de Poincaré que confirma a classificacdo

de comportamento periddico. Nesse caso, as respostas estdo relacionadas com a

regido L do diagrama de bifurcacéo, ou seja, C = 0,024 F.
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Figura 5.23 — Resposta do sistema com circuito elétrico RLC em série com indutancia nao linear:

C =0,024F,R=0,30Qer =1.(a) Histérico no tempo do deslocamento x; (b) Plano de fase no

regime permanente; (c) Mapa de Poincaré; (d) FFT (espectro de frequéncias)
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O comportamento presente na figura 5.24 pode ser classificado como quasi-
periddico, uma vez que o mapa de Poincaré apresenta os pontos formando uma
figura fechada. Destaque também é feito a presenca de varios picos de amplitude no
espectro de frequéncias. Na figura 5.24, a regido M é abordada, com o valor de
capacitancia de € = 0,02606 F.
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Figura 5.24 — Resposta do sistema com circuito elétrico RLC em série com indutancia nao linear:

C =0,02606 F, R =0,3Q e r = 1. (a) Histérico no tempo do deslocamento x; (b) Plano de fase no
regime permanente; (c) Mapa de Poincaré; (d) FFT (espectro de frequéncias)
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O diagrama de bifurcagcdo da figura 5.25 esta relacionado a razdo de
frequéncias de r = 4. As regides selecionadas para a andlise sdo indicadas por
letras de N a R na figura 5.25. Na sequéncia, mais uma vez 0sS comportamentos
dindmicos de algumas regides sdo detalhados através de respostas no tempo,
planos de fase, mapas de Poincaré e espectros de frequéncias, nas figuras de 5.26
a 5.30. A tabela 5.15 segue como referéncia dos valores dos parametros adotados.
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Figura 5.25 — Diagramas de bifurcag&o para a capacitancia, C, como pardmetro de controle: R = 0,3 Q

er=4
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Na figura 5.26, o sistema apresenta periodicidade sete, como mostram as

localizagdes dos pontos no mapa de Poincaré. Essa figura esté relacionada a regido

N do diagrama de bifurcagéo, com ¢ = 0,01315 F.
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Figura 5.26 — Resposta do sistema com circuito elétrico RLC em série com indutancia néo linear:

C =0,01315F, R = 0,3 Q e r = 4. (a) Histérico no tempo do deslocamento x; (b) Plano de fase no

regime permanente; (c) Mapa de Poincaré; (d) FFT (espectro de frequéncias)
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A figura 5.27 mostra a resposta do sistema na regido O do diagrama de
bifurcacéo, ou seja, com C = 0,02 F. A nuvem de pontos do mapa de Poincaré e o
espectro de frequéncias espalhado permitem a classificagdo do comportamento

dindmico do sistema, para os valores adotados dos parametros, como sendo

caotico.
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Figura 5.27 — Resposta do sistema com circuito elétrico RLC em série com indutancia nao linear:

C=0,02F,R=030Qer =4.(a) Histérico no tempo do deslocamento x; (b) Plano de fase no regime

permanente; (c) Mapa de Poincaré; (d) FFT (espectro de frequéncias)
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Sete picos de amplitude e sete coordenadas de pontos sao claramente
detectados na FFT e no mapa de Poincaré, respectivamente, da figura 5.28. Com
isso, pode-se classificar o seu comportamento dindmico como periodico, de
periodicidade sete. Para esse caso, o valor da capacitancia é de C = 0,02436 F,

representado pela regido P do diagrama de bifurcacéo.
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Figura 5.28 — Resposta do sistema com circuito elétrico RLC em série com indutancia nao linear:

C =0,02436 F, R = 0,3 Q e r = 4. (a) Histdrico no tempo do deslocamento x; (b) Plano de fase no

regime permanente; (c) Mapa de Poincaré; (d) FFT (espectro de frequéncias)
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Na regido Q, com C = 0,026 F, o comportamento do sistema volta a ser caético,

conforme mostra a figura 5.29. A nuvem desordenada de pontos do mapa de

Poincaré e a caracteristica espalhada do espectro de frequéncias confirmam a

presenca de caos.
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Figura 5.29 — Resposta do sistema com circuito elétrico RLC em série com induténcia néo linear:

C =0,026 F, R =0,3Qer = 4. (a) Histérico no tempo do deslocamento x; (b) Plano de fase no

regime permanente; (c) Mapa de Poincaré; (d) FFT (espectro de frequéncias)



O mesmo comportamento caotico € notado na resposta da figura 5.30, da
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regido R do diagrama de bifurcacdo, com C = 0,0298 F. A nuvem desordenada de

pontos no mapa de Poincaré e a FFT espalhada também s&o as principais

caracteristicas para a classificacdo do movimento.
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Figura 5.30 — Resposta do sistema com circuito elétrico RLC em série com indutancia nao linear:

C =0,0298F, R =0,3Qer = 4. (a) Historico no tempo do deslocamento x; (b) Plano de fase no

regime permanente; (c) Mapa de Poincaré; (d) FFT (espectro de frequéncias)
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A figura 5.31 mostra o diagrama de bifurcacdo para a razao de frequéncias de
r = 10. Nela, nota-se que, para qualquer valor de capacitancia, o0 comportamento do
sistema se mantém como periddico. O conjunto de respostas da figura 5.32 é
utilizado na analise. Os valores dos parametros mantidos constantes sao extraidos
da tabela 5.15.
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Figura 5.31 — Diagrama de bifurcacdo para a capacitancia, C, como parametro de controle: R = 0,3 Q

er=10
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O resultado da figura 5.32, na qual a regido S do diagrama de bifurcacdo é

explorada, com C = 0,02 F, confirma o comportamento periédico do sistema. Na

FFT, destaca-se a presenca de um pico de maior amplitude, caracterizando a sua

periodicidade unitaria.
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Figura 5.32 — Resposta do sistema com circuito elétrico RLC em série com indutancia nédo linear:

C=002F,R=030Qer =10. (a) Histérico no tempo do deslocamento x; (b) Plano de fase no

regime permanente; (c) Mapa de Poincaré; (d) FFT (espectro de frequéncias)



102

A figura 5.33 apresenta os diagramas de bifurcacdo com a capacitancia, C,
como parametro de controle para o valor de resisténcia elétrica de R = 10 Q. Em trés
dos quatro casos mostrados, 0 comportamento do sistema apresenta-se claramente
como periddico. Apenas na razédo de frequéncias de r = 4, a dindmica do sistema

tem alteracdo dependendo do valor da capacitancia. Para a construcado da figura
5.33 e de seu detalhamento, mostrado nas figuras de 5.34 a 5.44, os parametros

mantidos invariaveis respeitaram os valores contidos na tabela 5.15.
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No primeiro caso, para r =0,5 0 comportamento do sistema pode ser
classificado como periédico para qualquer valor do parametro de controle, C, dentro
da faixa analisada, de 0,01 a 0,03 F. A figura 5.34 exibe o diagrama de bifurcacao
detalhado. Apenas a regido A € analisa, uma vez que ndo ha bifurcacdo presente na

resposta.
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Figura 5.34 — Diagrama de bifurcacdo para a capacitancia, C, como parametro de controle: R = 10 Q

er=0,5
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A figura 5.35 confirma o comportamento periédico do sistema com R =10 Q
para r =0,5, na regido A, com C =0,025F. A regularidade do histérico do
deslocamento no tempo, a elipse formada no plano de fase, a Unica localizacao dos
pontos do mapa de Poincaré e o Unico pico de amplitude do espectro de frequéncias
auxiliam na analise. Como visto anteriormente no diagrama de bifurcacédo, esse
comportamento se repete para qualquer valor de capacitancia compreendido entre
0,01 e 0,03 F.
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Figura 5.35 — Resposta do sistema com circuito elétrico RLC em série com indutancia néo linear:
C=0,025F,R=10Qer =0,5. (a) Histdrico no tempo do deslocamento x; (b) Plano de fase no
regime permanente; (c) Mapa de Poincaré; (d) FFT (espectro de frequéncias)
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A mesma conclusdo pode-se obter atraveés figura 5.36, porém para a razéo de
frequéncias r = 1. Nao ha bifurcacdo aparente no diagrama de bifurcacdo. Apenas a
regido B, com C = 0,025 F é analisada. Pequenas diferencas quantitativas podem

ser percebidas entre os diagramas da figura 5.36 e 5.34.
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A figura 5.37 comprova o comportamento periddico do sistema em r =1. A
regido analisada é a regido B do diagrama da figura 5.36, com o valor da
capacitancia de C = 0,025 F. Os aspectos regulares das respostas confirmam a

classificacdo dada ao comportamento dinamico.
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Figura 5.37 — Resposta do sistema com circuito elétrico RLC em série com indutancia nao linear:

C=0,025F,R=10Q er = 1. (a) Histérico no tempo do deslocamento x; (b) Plano de fase no regime

permanente; (c) Mapa de Poincaré; (d) FFT (espectro de frequéncias)
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7

Condicdo bem diferente é encontrada no diagrama de bifurcacdo da figura
5.38, para r=4. Inomeras bifurcagbes sdo facilmente identificadas, de
comportamentos multiperiddicos para caoéticos e vice-versa. Quatro regides, de C a
F, sdo adotadas para o estudo da dinamica do sistema para esses valores.
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Figura 5.38 — Diagrama de bifurcacdo para a capacitancia, C, como parametro de controle: R = 10 Q

er=4
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Na regidao C mostrada na figura 5.39, para € = 0,01513 F, os sistema mostra-se
com comportamento caotico. A curva irregular da resposta no tempo, bem como a
nuvem densa de pontos do mapa de Poincaré, ajudam na andlise. Além disso,

destaca-se a caracteristica espalhada da FFT, indicando claramente a presenca de

caos.
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Figura 5.39 — Resposta do sistema com circuito elétrico RLC em série com indutancia nao linear:

C =0,01513 F, R =10 Q e r = 4. (a) Histdrico no tempo do deslocamento x; (b) Plano de fase no

regime permanente; (c) Mapa de Poincaré; (d) FFT (espectro de frequéncias)
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Na regido subsequente, D, o comportamento dinamico passa a ser
multiperiédico. As coordenadas do mapa de Poincaré da figura 5.40, para a
capacitancia de ¢ = 0,01549 F, indicam a presenca de sete pontos distintos, ou seja,
trata-se de um sistema com periodicidade sete. Embora seja clara a conclusdo
através do mapa de Poincaré e do plano de fase, a FFT do sistema demonstra uma
aparéncia bem espalhada, indicativa de caos.
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Figura 5.40 — Resposta do sistema com circuito elétrico RLC em série com indutancia nao linear:
C =0,01549 F, R =10 Q e r = 4. (a) Histérico no tempo do deslocamento x; (b) Plano de fase no

regime permanente; (c) Mapa de Poincaré; (d) FFT (espectro de frequéncias)
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Na regido E da figura 5.41, com C = 0,02454 F, o comportamento dinamico
volta a ser classificado como caodtico. Nesse caso, 0 mapa de Poincaré formando
uma nuvem densa de pontos e 0 espectro de frequéncias espalhado ndo deixam

davidas quanto a presenca de caos.
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Figura 5.41 — Resposta do sistema com circuito elétrico RLC em série com indutancia nao linear:

C =0,02454 F, R =10 Q e r = 4. (a) Histdrico no tempo do deslocamento x; (b) Plano de fase no
regime permanente; (c) Mapa de Poincaré; (d) FFT (espectro de frequéncias)
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Através das respostas da figura 5.42, para a regidao F, com C = 0,02791F,
novamente classifica-se o comportamento dindmico do sistema como caotico. Em
comparagao com 0s casos anteriores, a amplitude do deslocamento apresenta um
valor maior. O comportamento irregular é caracterizado pela desordem encontrada
na resposta do deslocamento no tempo, pelo mapa de Poincaré de natureza densa
e muito povoado, e pelo espectro de frequéncias espalhado ao longo do eixo da

frequéncia.
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Figura 5.42 — Resposta do sistema com circuito elétrico RLC em série com indutancia néo linear:

C =0,02791F, R =10 Q e r = 4. (a) Histérico no tempo do deslocamento x; (b) Plano de fase no
regime permanente; (c) Mapa de Poincaré; (d) FFT (espectro de frequéncias)
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A Ultima analise do sistema com a resisténcia elétrica de R = 10 Q é feita para
a regido de alta frequéncia, ou seja, r = 10. O comportamento evidenciado é
periddico, de amplitude extremamente baixa, satisfazendo a condicdo de isolamento,
conforme mostrado no diagrama de bifurcacdo da figura 5.43. Portanto, entre os
valores de capacitancia de 0,01 e 0,03 F, ndo ha bifurcacbes presentes. A regido G

€ analisada para a confirmacéo da classificacdo do movimento.
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Figura 5.43 — Diagrama de bifurcacdo para a capacitancia, C, como parametro de controle: R = 10 Q

er=10
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A regido G apresenta uma amplitude do deslocamento muito pequena,
conforme mostrado nas respostas da figura 5.44, para C = 0,025 F. Seguramente,
pela regularidade da série temporal do deslocamento, do plano de fase, da
localizacdo Unica dos pontos no mapa de Poincaré, e do Unico ponto evidente no
espectro de frequéncias, é possivel afirmar que se trata de um comportamento

dindmico periddico.
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Figura 5.44 — Resposta do sistema com circuito elétrico RLC em série com indutancia nao linear:
C =0,025F, R =10 Qe r = 10. (a) Historico no tempo do deslocamento x; (b) Plano de fase no
regime permanente; (c) Mapa de Poincaré; (d) FFT (espectro de frequéncias)
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Nos diagramas de bifurcacdo da figura 5.45, o comportamento dinamico do
sistema € avaliado para o valor de resisténcia de elétrica de R = 20 Q. Em nenhuma
das quatro frequéncias escolhidas, r=0,5 r=1, r=4 ou r =10, o sistema
apresentou qualquer tipo de bifurcacdo. Apenas a amplitude do deslocamento
apresentou uma variacdo, ligada principalmente as regibes de amplificacdo e
isolamento da resposta em frequéncia.

Para esse valor de resisténcia, ndo foram gerados historicos no tempo do
deslocamento, planos de fase, mapas de Poincaré ou espectros de frequéncias, pois

claramente o comportamento dindmico do sistema, em qualquer caso, € periddico.
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Figura 5.45 — Diagramas de bifurcagéo para a capacitancia, C, como parametro de controle:
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6 ANALISE DE ESTABILIDADE DO SISTEMA NAO LINEAR

A sequir, € realizada a analise de estabilidade do sistema com induténcia nao
linear. Para isso, o sistema é considerado em vibracdo livre, para que se torne
autdbnomo e possua ponto de equilibrio estatico. A estabilidade é analisada em torno
desse ponto. A equagéo 6.1 mostra o sistema para vibracao livre.

If miX+kx—-T,q=0
[ ]
A 2 44 2 1
{|L0+—ne_2(§) |ij+|R— ne_z(g)xX|q+Eq+T,,5c=0 (6.1)
L 5 11

No espaco de estados, utilizando-se da mesma metodologia mostrada na

secao de modelagem, tem-se:

N
—
<
(==
<
N
<
N
|
o -
<
w
|
3
<
N

(6.2)

1l = _Ru4-_
{u} =« 03\/%

Como definicdo do ponto de equilibrio estatico, a velocidade e a aceleracéo
sdo igualadas a zero. Por analogia, para a parte elétrica, a corrente elétrica e sua

derivada também s&o igualadas a zero. A equacao 6.3 mostra essa condicao.
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Uz )
k N T,
Uy Uy
Uy
0
4A  _p(t%)’
{u} = { ~Rus _?e (%) UgUpUy — T U3 — Touy } = 8 (6.3)
7z 0
2
ot )
n
\ 902 J

Logo, com as substituicbes convenientes, chega-se ao ponto de equilibrio,

identificado na equacao 6.4 como u.

u1 0

— _Juz2{ _)O

@ =1z =1 (6.4)
i, 0

Por ser originalmente néo linear, a equacao de u,, que representa a derivada
da corrente elétrica no espaco de estados, deve ser linearizada em torno do ponto
de equilibrio. Para isso, a série de Taylor € utilizada. A funcdo f, representa a

equacao de u,, conforme mostrado na equacao 6.5.

4A e—z(ul

2
—Ru, — — ) U U U, — %us - T,u,
03\/;

(6.5)

fi =

Na equagédo 6.6, a funcdo f,' representa a forma utilizada pela série de Taylor

para a linearizagéo da funcéo f,.

. _ df, _ a1, _ af, _
fa zﬁ}(“)"‘a_‘} (711_711)‘|‘a—4 (uz_u2)+a_4 (uz — 13)
ul u1=171 u2 u2=172 u3 Uuz=u
iy (6.6)
+ 6_4 (uy — TUy)
Uq Ug=Uy

Com o desenvolvimento da equacgao 6.6, a funcao linearizada, f,', fica:
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_TvuZ - %u:; - RU4
fa'= A (6.7)

~—

{u'} = < —TvuZ - %u?, - RU4 (68)

Para facilitar os calculos, a constante L, € criada de acordo com a relacao da

equacao 6.9.

T (6.9)

(2 )
| k T, |
- Eul + Euzl_
(i) =, } (6.10)
| T, 1 R |
\"r, 2 T T M)
Passando para a notacao matricial, o vetor &' assume a forma:
U
. U,
{u'} = [D] Us (6.11)
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onde:

D representa a matriz caracteristica do sistema.

Assim, para o sistema linearizado da equacéo 6.10, tem-se:

0 1 0 0
k T,
_E 0 o0 X
_ m
1=, o 1 (6.12)
0o -2 -— 1 _5
| L, L,C L,

Para a analise de estabilidade do sistema no ponto de equilibrio, a equacao
caracteristica da matriz D deve ser encontrada. A equacao 6.13 expressa a equacao
caracteristica.

det[D — Al = 0 (6.13)

Na equacéo 6.13:

A representa os autovalores da matriz D, ou as raizes da equacgdao caracteristica;

I representa a matriz identidade que, nesse caso, possui dimensao 4X4.

A matriz [D — Al] fica:

-2 1 0 0
kg B
_ m
D-a1=10"0 _;1 1 (6.14)
0 - ! R A
i Lo L Ly "

Com a solucdo do determinante da matriz apresentada na equacdo 6.14, a
equacao caracteristica 6.13 resulta em:
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R k1 T,? kR k
Y B4 —= Sl ) A = 6.15
A -I_La/1 +<m+LaC+mLa> +mLa +mLaC 0 ( )

Como a solugédo de uma equacdo do quarto grau de maneira analitica muitas
vezes nao € trivial, outros métodos para a analise da estabilidade podem ser
empregados. Nesse caso, serd adotado o método de Routh-Hurwitz (MEIROVITCH,
1970) para a classificacéo da estabilidade do sistema.

A equacdo 6.16 mostra a forma geral da equacao caracteristica.

aol‘l + a1A3 + azﬂ.z + a3A + A, = 0 (616)
Os simbolos a,, a,, a,, a; e a, representam os coeficientes da equacao

caracteristica. As equacgdes 6.17, 6.18, 6.19, 6.20 e 6.21 exibem os valores dos

coeficientes para o sistema estudado.

a, =1 (6.17)
R
4 =7 (6.18)
a
2
a, = LR (6.19)
m L,C mL,
_ kR 6.20
a3 - mLa ( * )
k
= 6.21
Ay mL,C ( )

O método de Routh-Hurwitz (MEIROVITCH, 1970) utliza os sinais de
determinantes parciais para a interpretacdo da estabilidade do sistema. Esses

determinantes séo extraidos da matriz mostrada na expressao 6.22.
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(6.22)

Por se tratar de um sistema de dois graus de liberdade, que resulta em uma
equacéo caracteristica polinomial do quarto grau, ndo existem os coeficientes as, a,

e a,. Portanto, eles sdo substituidos por zero na equacgéo 6.23.

a;, a 0 0
a; a; a1 Qo
0 a, 43 Q
0 0 0 ay

(6.23)

Segundo o método de Routh-Hurwitz (MEIROVITCH, 1970), os determinantes

A, tém a seguinte forma:

Al = det[al] (624)

A, = det [Z; Zg] (6.25)
a;, ay O

A; =det|Q3 a; a (6.26)
0 a, aj

a, a 0 0
a; a; a1 Qo
0 a, 43 Qz
0 0 0 a,

A, = det (6.27)

Ainda de acordo com Meirovitch (1970), os determinantes relacionam-se entre

si através da equacao 6.28.

A, = ayl, (6.28)
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Logo, somente é necessario checar o sinal do primeiro determinante e dos
coeficientes para analisar a estabilidade do sistema no ponto de equilibrio. O

primeiro determinante, A, tem a forma apresentada na equacéo 6.29.

A1 =
Lo +——= (6.29)

Para que haja sentido fisico dos parametros que compdem os coeficientes a,,
a,, a,, as € a, da equacao caracteristica, seus valores devem ser assumidos como
positivos. Portanto, todos os coeficientes também podem ser ditos como positivos.

Apoés a analise da equacao 6.29, conclui-se que A, € positivo e, como todos 0s
coeficientes também s&o positivos, todos os determinantes sédo positivos. Pelo
critério de Routh-Hurwitz (MEIROVITCH, 1970), como todos os determinantes, A;,
A,, A; e A,, s@o positivos, as raizes da equacgédo caracteristica, ou 0s autovalores da
matriz D, possuem parte real negativa, o que permite classificar o ponto de equilibrio

4 como estavel.
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7 CONCLUSOES

Os trés circuitos lineares explorados nas secbes acima revelam algumas
diferengas em termos da transmissibilidade de deslocamento. O sistema com circuito
puramente resistivo tem as mesmas caracteristicas de um sistema puramente
mecanico e viscosamente amortecido, entretanto a resisténcia elétrica e o fator de
amortecimento viscoso se relacionam de forma inversamente proporcional. Quanto

menor o valor de R, menor a transmissibilidade de deslocamento para baixas

frequéncias (r <+v2). Em contrapartida, os mesmos valores baixos de R geram
transmissibilidades menores que 1, mas com decaimento lento.
Dois casos relacionados ao circuito puramente resistivo esclarecem a

s

caracteristica explicada anteriormente. Na primeira situagdo, para R=30Q, é

conseguido um excelente resultado de transmissibilidade para r >+2, com um

rapido decaimento da curva, mas, em compensacao, a resposta para frequéncias
mais baixas (r < v2) fica comprometida. Situacdo exatamente oposta é encontrada
para R = 5 Q, onde os melhores resultados aparecem para r < /2, em detrimento da

resposta para r > /2.

Uma das principais vantagens dos sistemas com amortecimento
eletromecanico com circuitos RL ou RLC em série € a auséncia de picos de
amplitude. Essa caracteristica também pode ser encontrada em sistemas com
circuitos puramente resistivos, porém, nos dois primeiros ocorre o isolamento mais
intenso em altas frequéncias, ou o0 decaimento mais rapido da curva de
transmissibilidade.

As respostas dos circuitos RL e RLC, ambos em série, apresentam aspectos
mais comportados. A transmissibilidade ndo é muito maior para frequéncias mais
baixas e tem um decaimento consideravel para frequéncias mais altas. Para
sistemas expostos a altas frequéncias de excitacdo em quase todo o tempo, e
sujeito também esporadicamente a frequéncias mais baixas, os sistemas RL e RLC
podem ser considerados como melhores opcbes do que 0s puramente resistivos.

A principal diferenca entre os sistemas com circuitos RL e RLC em série esta
principalmente na transmissibilidade para baixas frequéncias. Embora com uma
pequena diferenca, a transmissibilidade do sistema com circuito RLC é menor do

gue a do sistema com circuito RL, para baixas frequéncias. Além disso, para o



123

sistema com circuito RLC em série, em frequéncias baixas e conhecidas, € possivel
trabalhar com transmissibilidades de deslocamento menores que 1
(antirressonancia), desde que os parametros estejam ajustados para iSso.

A nao linearidade imposta ao sistema pela variagdo da indutancia com a
posicao da bobina altera de forma significativa a dinamica do sistema.

Nas respostas em frequéncia, ou curvas de transmissibilidade de
deslocamento, percebem-se regides de resposta desordenada para valores baixos
de resisténcia elétrica (R = 0,30, por exemplo) em determinadas faixas de
frequéncia. Conforme o valor da resisténcia elétrica aumenta, as curvas de
transmissibilidade tomam a forma convencional, com os picos de amplitude do
deslocamento se aproximando da razao de frequéncias de r = 1. Para R = 20 Q, por
exemplo, a curva de transmissibilidade assume a forma achatada, ou seja, sem
picos evidentes de amplitude, porém com razoavel decaimento na regidao de
isolamento (altas frequéncias).

Com a analise dos diagramas de bifurcacdo variando a capacitancia e das
respostas complementares (historicos no tempo, planos de fase, mapas de Poincaré
e espectros de frequéncias), notam-se as presencas dos mais variados tipos de
comportamentos dinamicos. Dentre eles, destacam-se o periodico (periodicidade
unitaria e periodicidade multipla), o quasi-periddico e o caotico.

Observa-se que, para R =0,3Q, em razdes de frequéncias até r =4, a
dindmica do sistema apresenta inimeras bifurcacdes, de regulares para irregulares
e vice-versa. Portanto, para esses valores baixos de resisténcia elétrica, a escolha
do valor da capacitancia € de suma importancia para a classificacdo do tipo de
comportamento dinamico do sistema. Pequenas variacbes do valor da capacitancia
representam saltos enormes da dinamica do sistema. Muitas vezes, mesmo dentro
do campo de tolerancia especificado pelos fornecedores de componentes elétricos,
o valor da capacitancia pode resultar em comportamentos caéticos indesejados. E
dado destaque ao valor de R = 0,3 Q por se aproximar dos valores intrinsecos de
resisténcia elétrica da bobina.

Por esses motivos, torna-se interessante a adocdo de valores de resisténcia
elétrica maiores, para que tenham boas caracteristicas de amortecimento em
grandes faixas de frequéncia, e para que se restrinjam a comportamentos dinamicos
regulares, ou periédicos, independentemente do valor de capacitancia considerado.

Obviamente, essa conclusdo pode ser admitida para os valores dos parametros
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escolhidos neste estudo. Por exemplo, a avaliagdo da influéncia da capacitancia
ficou restrita a faixa de 0,01 a 0,03 F.

De maneira geral, os sistemas expostos a altas frequéncias, normalmente a
partir de r = 10, apresentam respostas peridédicas de amplitude de deslocamento
muito baixa.

Dessa forma, o valor de resisténcia elétrica de R = 20 Q atendeu aos requisitos
acima, se comparado aos demais valores, e pode ser apontado como o valor de
melhor resposta para o conjunto de parametros definidos para o sistema.

Quanto a estabilidade do sistema néo linear em vibracgéo livre, a andlise pelo
método de Routh-Hurwitz confirmou a classificagdo do ponto de equilibrio estatico

como estavel.
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8 TRABALHOS FUTUROS

Este capitulo refere-se aos assuntos que poderdo ser frutos de trabalhos
futuros na linha de pesquisa apresentada nesta dissertacdo. A lista € apresentada a
sequir.

1) Estudo do comportamento do sistema n&o linear com a variacdo dos

demais parametros;

2) Construcao e andlise experimental do modelo nao linear para a validacdo

dos resultados obtidos numericamente;

3) Emprego de uma légica de controle para o sistema;

4) Estudo de um modelo para a colheita de energia;

5) Estudo de sistemas nao lineares em decorréncia de outras fontes.
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