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2011

Resumo

Nesta dissertação começamos estudando modelos não-lineares com campos escalares
reais em (1+1) dimensões do espaço-tempo plano no âmbito da teoria supersimétrica.
Analisamos as implicações da preservação da simetria Z3 no âmbito de uma teoria que
preserva a supersimetria. Procuramos por um possível ladrilhamento no plano das con�-
gurações, plano (φ, χ), ainda com supersimetria mas com uma maior riqueza em simetrias
discretas. Para isso, propusemos o superpotencial W , cuja con�guração dos mínimos
do potencial e os setores topológicos BPS e não-BPS, no plano (φ, χ), apresentam uma
estrutura com simetria discreta complexa, na qual está contida a simetria discreta Z2⊗Z2.
Além disso, estudamos o comportamento das soluções topológicas através da variação dos
valores de um parâmetro c0 associado à equação da órbita.

Também estudamos modelos não-lineares com campos escalares reais acoplados à
gravidade em (4+1) dimensões do espaço-tempo deformado. Consideramos alguns mode-
los que geram branas espessas (defeitos topológicos) onde a gravidade pode ser localizada.
Nós achamos o valor da energia do campo escalar para todo modelo que gera brana espessa.
Também estudamos a energia do sistema e sua relação com as equações de Bogomol'nyi e
as Equações de Einstein. Finalmente, ampliamos a análise de um modelo com dinâmica
não-canônica no cenário de mundos-brana. Neste caso, constatamos que, embora o modelo
possuí uma dinâmica não-canônica, ele admite branas espessas que suportam localização
de férmions sem massa.

PALAVRAS - CHAVE: Junção de defeitos, Ladrilhamento, Equação de órbita, Branas
espessas, Mundos-brana com dinâmica não-canônica.
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Abstract

In this dissertation we begin by studying non-linear models with real scalar �elds
in (1+1) dimensions of a space-time. Such models can be seen as the bosonic sector
of a supersymmetric theory. We analyze the implications of the Z3 symmetry under a
theory that preserves supersymmetry. We look for the necessary conditions to tile the
con�guration plane (φ, χ), by keeping the supersymmetry together with a great wealth
of discrete symmetries. For this, we propose a superpotential W , whose con�guration
of minima of the potential and topological BPS and non-BPS solutions have a complex
structure with discrete symmetry, as the Z2 ⊗ Z2 symmetry. Furthermore, we study the
behavior of solutions of the equations by means of the orbit equation.

Moreover, we study non-linear models with real scalar �elds coupled to gravity in
(4+1) dimensions. We consider some models that generate thick branes (topological
defects) where gravity can be localized. We analyze the implications of the metric AdS5

and the minimum of the energy associated to the scalar �elds, particularly in the region
of the extra space coordinate where the energy density of matter is negative. We also
study the energy of the system and its relationship to Bogomol'nyi and Einstein equations.
Finally, we �nish the analysis of thick branes in warped space-time by introducing a model
which engenders a generalized dynamics for the scalar �eld. We show that despite the
non-canonical dynamics, such models engenders thick branes which can support localized
massless fermions.

PALAVRAS - CHAVE: Stability of solitonic solution, Junctions of defects, Tiling of
defects, Thick branes, World brane.
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Capítulo 1

Introdução

Os defeitos topológicos estão intimamente associados com algum tipo de quebra de sime-
tria no sistema físico. Denomina-se defeito porque aparece em lugares onde a simetria
sofre alteração, e topológico, pois uma descrição exata dele está nas ideias de simetria
consagradas na topologia, principalmente porque perturbações no sistema não os afétam,
ou seja, eles não são robustos. Eles são encontrados em diferentes escalas de energia,
tais como em sistemas de matéria condensada com propriedades ferroelétricas e ferromag-
néticas, na cosmologia, na física de partículas, etc. Os defeitos topológicos geralmente
aparecem como soluções das equações de movimento, equações diferenciais não-lineares,
que descrevem um sistema dinâmico com interações não-lineares. No século passado, por
volta da década dos setenta, Bogomol'nyi e também Prasad e Sommer�eld (BPS) [1],
desenvolveram, independentemente, um método para encontrar soluções topológicas que
saturam a menor energia do sistema, estas soluções são chamadas soluções BPS. Além de
isso, existe soluções topológicos não-BPS, as quais são soluções das equações de movimento
mas não necessariamente saturam a menor energia do sistema. As soluções BPS desem-
penham um papel importante no desenvolvimento da Física de partículas elementares
moderna.

No estudo de modelos supersimétricos com supercampos quirais, a presença de sime-
tria discreta produz defeitos topológicos de tipo BPS e não-BPS. Os defeitos topológicos
BPS preservam parcialmente a supersimetria, aparecendo como junções de defeitos. A
possibilidade de junção de defeitos topológicos BPS e sua estabilidade são amplamente
estudadas nas referências [2]-[5]. D. Bazeia e F. A. Brito observaram que alguns defeitos
topológicos não-BPS podem se interseccionar para formar junções de defeitos [6].

Uma possibilidade interessante da existência de junções de defeitos topológicos, é
a construção de uma rede de defeitos topológicos no plano e estudar suas propriedades,
semelhante a como foi estudado por Ashoke Sen para uma rede de cordas [7]. Esta rede
de defeitos encontra uma ampla aplicação, como por exemplo no estudo da formação
de padrões em sistemas de matéria condensada [8], na mecânica de �uidos [9], na física
de superfícies granulares [10], etc. A geração de redes de defeitos no plano com vários
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modelos supersimétricos é estudada por D. Bazeia e F. A. Brito em [11].
Por outro lado, de acordo com a idéia atual, o nosso universo observável pode ser

localizado em uma superfície de quatro dimensões, chamada brana, incrustada em uma
variedade de dimensão mais alta, chamada bulk.

As branas �nas, como no famoso cenário de Randall e Sundrum (RS2) [12] podem,
no entanto, ser apenas tratadas como uma aproximação, já que uma possível objeção ao
modelo é que sua densidade de energia apresenta uma singularidade. É, portanto, mais
consistente considerar estruturas suaves, branas espessas, que são obtidas como soluções
de equações de campos de matéria acopladas ao campo gravitacional. Essas con�gurações
são então obrigadas a serem globalmente regulares, estáveis e devidamente concentradas
em torno de uma superfície 3D. Os defeitos topológicos, emergentes em transições de
fase com quebra espontânea de simetria, são provavelmente os melhores candidatos para
desempenhar esse papel.

Em uma teoria de mundos-brana, um problema muito interessante e importante é
a localização da matétria e de campos de gauge nas branas, ou seja, a realização estável
do universo observável. Sabemos que a localização de férmions em branas espessas requer
interações adicionais, além da gravidade: um acoplamento férmion-campo escalar tem
que ser incluído. As interações comuns incluem o acoplamento de Yukawa generalizada
ηΨF (φ)Ψ entre os férmions e o campo escalar background. Para algumas modelos que
geram branas espessas, com o acoplamento de Yukawa, pode existir um estado ligado (o
modo sem massa) [13].

Em contrapartida, as observações recentes, apresentadas em [14]-[15], levaram-nos ao
fato intrigante de que o universo está presentemente realizando uma expansão acelerada.
Essas informações contribuíram diretamente para estabelecer alguns avanços importantes
na cosmologia, sendo um deles a presença de energia escura. A presença da energia escura
abriu algumas rotas distintas de investigações. Nos últimos anos, surgiram alguns modelos
interessantes com dinâmica não-canônica, com foco na in�ação primordial ou energia
escura [16]-[19]. Esses tipos de modelos, com dinâmica não-canônica, também têm sido
discutidos nas investigações de defeitos topológicos, como em [20]-[21]. Nesse contexto,
nós completamos a análise do modelo no cenário de mundos-brana com dinâmica não-
canônica desenvolvido por D. Bazeia et. al. [16] e estudamos o problema de localização
de férmions nesse modelo.

Organizamos esta dissertação da seguinte maneira. Nos capítulos 2, 3 e 4 nós con-
sideramos o espaço-tempo de (1+1) dimensões e plano. No capítulo 2 descrevemos os
aspectos gerais da teoria de defeitos topológicos, para ser utilizado em diferentes partes
desta dissertação. No capítulo 3 descrevemos o processo de intersecção de defeitos através
de dois modelos diferentes, no primeiro estudamos o modelo da referência [2], no qual os
autores apresentam um estudo genérico sobre a possibilidade de duas soluções topológi-
cas se intersectarem para juntarem-se numa terceira solução topológica. Com o segundo
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modelo estudamos a intersecção de defeitos fora do âmbito da teoria supersimétrica [6].
Além disso estudamos o arranjo das junções de defeitos para formar diferentes redes de
defeitos.

No capítulo 4 nós analisamos as implicações da preservação da simetria Z3 no âm-
bito de uma teoria que preserva a supersimetria. Para isso buscamos um superpotential
com dois campos escalares reais, de modo que seus mínimos e as tensões dos setores
topológicos formem um triângulo equilátero, ou seja, que a simetria Z3 seja realizada
não só para os mínimos do potencial, mas também para as tensões dos setores topológi-
cos. Em seguida, propomos um modelo supersimétrico, cujo superpotential polinomial
W , envolve dois campos escalares interagentes, φ e χ, e analisamos o comportamento das
soluções BPS através da equação de órbita. Uma constante de integração, designada por
c0, aparece naturalmente devido à integração da equação diferencial da órbita que rela-
ciona os dois campos. Estudamos as diferentes soluções para as equações BPS de acordo
com os mínimos da energia potencial do modelo e com os possíveis valores que a constante
de integração c0 pode assumir.

No capítulo 5, estudamos diversos modelos que produzem branas espessas. Esses
modelos descrevem sistemas compostos de campos escalares reais acoplados à gravidade
cujas soluções tenham uma con�guração tipo kink simples (brana). Alguns desses kinks
podem ser continuamente deformados em con�gurações do tipo kink duplo. Nós acrescen-
tamos uma análise da densidade de energia da matéria, a con�guração desta densidade
tem duas regiões, uma região positiva associada com a tensão da brana e uma região
negativa. Em seguida, analisamos o funcional de energia, de�nida por P. K. Townsend e
K. Shenderis na referência [22], e sua relação com as equações de Bogomol'nyi. Tudo que
foi descrito acima é desenvolvido dentro da dinâmica canônica.

No capítulo 6, nós ampliamos a análise do modelo no cenário de mundos-brana com
dinâmica não-canônica desenvolvido por D. Bazeia et. al. [16], que envolve termos de
grau maiores do quadrado, na derivada de primeira ordem do campo, na densidade de
lagrangiana para o campo de matéria. Em seguida, estudamos o problema de localização
de férmions sob as soluções (branas) geradas no modelo de mundos-brana com dinâmica
não-canônica.

Finalmente no Capítulo 7 encerramos com as conclusões e as prespectivas desta
dissertação.



Capítulo 2

Teoria Fundamental de Defeitos
Topológicos

Como foi mencionado acima, os defeitos estão intimamente associados com algum tipo de
alteração da simetria. Vejamos um exemplo. Na Teoria Quântica dos Campos é estudado
o modelo λφ4, este modelo apresenta quebra espontânea da simetria. Analisemos este
modelo do ponto de vista clássico em (1 + 1) dimensões do espaço-tempo. A densidade
de lagrangiana do modelo é dada por

L =
1

2
∂αφ∂αφ− V (φ) , (2.1)

onde o potencial V (φ) tem a forma

V (φ) =
λ2

2

(
a2 − φ2

)2
. (2.2)

Este potencial apresenta dois mínimos, φ1 = a e φ2 = −a. Na con�guração estática do
campo, ou seja φ = φ (x), a equação de movimento é dada por

d2φ

dx2
= 2λ2φ

(
φ2 − a2

)
. (2.3)

Uma solução desta equação diferencial e que conecta os mínimos do potencial assintoti-
camente é dada por

φ± (x) = ±a tanh (λax) , (2.4)

onde o sinal + e − nos indica que a solução tem uma con�guração kink e antikink respec-
tivamente. A densidade de energia cinética e potencial das soluções, é dada por

k (x) =
1

2

(
dφ±
dx

)2

=
1

2
a4λ2sech4 (λax) , (2.5)
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p (x) = V (φ±) =
1

2
a4λ2sech4 (λax) . (2.6)

As propiedades desta solução, nos proporcionam o comportamento dos defeitos no
processo de quebra espontânea da simetria. Como por exemplo, as soluções φ± (x) se
dirigem de um mínimo a outro mínimo então o defeito se encontra na região que une os
vácuos. A densidade de energia, ε (x) = k (x) + p (x) = a4λ2sech4 (λax), apresenta um
máximo no meio dos vácuos, x = 0, e se anula nos vácuos, x → ∞ e x → −∞, então o
defeito pode encontrar-se, com maior probabilidade, no meio do setor que une os vácuos.
As densidades da energia das soluções obedecem a relação k (x) = p (x).

Ora, para dar uma descrição mais exata dos defeitos, nós estudamos os mesmos
no contexto da Teoria Supersimétrica dos Campos. Para isso, em seguida, passamos a
estudar o setor bosônico de uma teoria supersimétrica composta por dois campos escalares
reais.

Nós considerarmos modelos de dois campos escalares φ e χ, de�nido através da
densidade de lagrangiana

L =
1

2
∂αφ∂αφ +

1

2
∂αχ∂αχ− V, (2.7)

em (1+1) dimensões do espaço-tempo. O potencial V(φ,χ) tem a forma geral

V (φ, χ) =
1

2

(
∂W

∂φ

)2

+
1

2

(
∂W

∂χ

)2

. (2.8)

Na teoria supersimétrica a função W é chamada superpotencial.
Na Teoria dos Campos os vácuos do sistema encontram-se nos mínimos do potencial

V . Para campos supersimétricos, os mínimos do potencial são encontrados com

Wφ =
∂W

∂φ
= 0 e Wχ =

∂W

∂χ
= 0. (2.9)

2.1 Equações de Bogomol'nyi
Para campos independentes do tempo, campos estáticos, em (1+1) dimensões do espaço-
tempo, ou seja, φ = φ(x) e χ = χ(x), as equações de movimento são da forma

d2φ

dx2
= WφWφφ + WχWχφ, (2.10)

d2χ

dx2
= WφWχφ + WχWχχ. (2.11)
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É possível mostrar que as soluções das equações diferenciais de primeira ordem

dφ

dx
= Wφ, (2.12)

dχ

dx
= Wχ, (2.13)

são soluções das equações de movimento. Estas equações de primeira ordem são as
chamadas, Equações de Bogomol'nyi, [1]. As soluções destas equações são soluções
topológicas de Bogomol'nyi - Prasad e Sommer�eld (BPS) ou simplesmente soluções
BPS. Estas soluções topológicas BPS nos proporcionam o comportamento dos defeitos
topológicos.

Para achar as soluções destas equações empregamos o método desenvolvido por de
Souza Dutra, [23]. As equações (2.12) e (2.13) podem ser relacionadas como segue

dφ

Wφ

= dx =
dχ

Wχ

, (2.14)

onde o elemento diferencial espacial é invariante. Assim, obtemos

dφ

Wφ

=
dχ

Wχ

, (2.15)

esta equação é conhecida como equação diferencial de órbita. Em geral, esta equação é
uma equação diferencial não linear que relaciona os campos φ (x) e χ (x). Ora, se nós
podemos achar as soluções completas da equação (2.15), a função φ (χ) pode ser usada
para eliminar um dos campos, desacoplando as equações (2.12) e (2.13). Finalmente, estas
equações não lineares de primeira ordem desacopladas podem ser resolvidas analítica ou
numericamente.

2.2 Energia BPS
A energia do sistema para con�gurações estáticas é dada por

E =
1

2

∫ +∞

−∞
dx

[(
dφ

dx

)2

+

(
dχ

dx

)2

+ W 2
φ + W 2

χ

]
, (2.16)

que pode ser reescrita na forma

E =
1

2

∫ +∞

−∞
dx

[(
dφ

dx
±Wφ

)2

+

(
dχ

dx
±Wχ

)2
]
∓

∫ +∞

−∞
dx

(
Wφ

dφ

dx
+ Wχ

dχ

dx

)
, (2.17)
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e �nalmente, a energia E é mínima se φ e χ obedecem as equações de Bogomol'nyi com
valores assintóticos nos mínimos do potencial W (φ, χ). Então

E = |W (φ (∞) , χ (∞))−W (φ (−∞) , χ (−∞))| . (2.18)

Assim, vemos que a energia E é mínima, para campos estáticos que obedecem as equações
Bogomol'nyi. Esta energia chama-se energia BPS (EBPS).

A energia BPS pode ser escrita como

EBPS =

∫ ∞

−∞
dx

[(
dφ

dx

)2

+

(
dχ

dx

)2
]

, (2.19)

=

∫ ∞

−∞
dx

[
W 2

φ + W 2
χ

]
. (2.20)

Os resultados acima mostram que a parte potencial (P ) e a parte cinética (K) da energia

P =

∫ ∞

−∞
dxp (x) =

∫ ∞

−∞
dx

1

2

(
W 2

φ + W 2
χ

)
, (2.21)

K =

∫ ∞

−∞
dxk (x) =

∫ ∞

−∞
dx

1

2

[(
dφ

dx

)2

+

(
dχ

dx

)2
]

. (2.22)

contribuem igualmente na energia BPS. Ainda que isto seja verdade para todas as soluções
BPS, não é peculiar a eles, uma vez que existem estados não-BPS que também têm uma
distribuição de energia igual.

2.3 Setores Topológicos
De�na-se

tij = |W (φi, χi)−W (φj, χj)| , (2.23)

onde tij indica a tensão do setor topológico entre o i-ésimo e o j-ésimo mínimo. Se tij = 0,
temos o chamado setor de vácuo. Neste setor não se pode encontrar soluções BPS mas
pode-se encontrar soluções não-BPS. Se tij 6= 0 se chama setor BPS. Neste setor se podem
encontrar soluções BPS. Para estes setores BPS a relação

tBPS
ij = EBPS, (2.24)

é cumprida.
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2.4 Corrente Topológica
De�ne-se uma densidade de corrente topológica Jα, que identi�ca todos os setores, na
forma:

Jα = εαβ∂β

(
φ

χ

)
, (2.25)

onde εαβ é o tensor Levi-Civita, com ε01 = 1.
Ela obedece ∂αJα = 0, e é também um vetor no plano (φ, χ). Para con�gurações estáticas

J t
αJα = ρtρ = 2k (x) , (2.26)

onde k (x) é a parte gradiente da densidade de energia das soluções. Para as con�gurações
que apresentam densidade de energia igualmente distribuídas em k (x) e p (x), ou seja
k (x) = p (x), obtemos ρtρ = 2k (x) = k (x) + p (x) dá a densidade de energia total. Esta
propriedade é muito útil para inferir a estabilidade das junções.

Finalmente, de�ne-se a carga topológica T através da relação

T =

∫ +∞

−∞
dxJ0. (2.27)



Capítulo 3

Noção de Rede de Defeitos Topológicos

3.1 Interseção de Defeitos Topológicos
O processo de interseção de defeitos na teoria supersimétrica em (d+1) dimensões do
espaço-tempo, foi estudado por Abraham e Townsend na referência [2]. Neste artigo
os autores apresentam um estudo genérico, na teoria de campos supersimétrica, sobre a
possibilidade de duas soluções topológicas se intersectarem para se juntar numa terceira
solução topológica, concluindo que aquilo somente é admissível se a tensão ou energia da
solução recém formada for menor do que a soma das tensões das soluções originais, ou
seja quando o processo é uma reação exotérmica, e apenas se a terceira solução realmente
existir. Isso se traduz em

t3 < t1 + t2, (3.1)

onde ti, i = 1, 2, 3., é a tensão ou energia de cada defeito. Eles desenvolvem, como

Vácuo3

Vácuo1

Vácuo2

Figura 3.1: Junção Tripla.

exemplo do método, a parte bosônica do modelo de Wess-Zumino, em (1+1) dimensões
do espaço-tempo com um superpotencial polinomial de quarta ordem, W = Φ4−4Φ, onde
Φ é um campo escalar complexo. Este superpotencial tem três mínimos, Φ1 = e(

2πi
3 ),

Φ2 = e(−
2πi
3 ) e Φ3 = 1, os quais formam um triângulo equilátero, ou seja, tem-se uma

simetria Z3. Portanto existem três setores topológicos que podem resultar em defeitos.
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Cada setor topológico possui uma carga topológica T , dada pela equação (2.27), ou seja
|T | = 6

√
3. Na con�guração estática, Φ é solução da equação Bogomol'nyi e garante-se

que |T | = t. Assim, as tensões ti possuem simetria Z3 e a relação (3.1) é cumprida
rigorosamente. Então, os três defeitos podem se interseccionar num ponto formando uma
junção tripla, como se mostra na �gura 3.1.

Bazeia e Brito apresentam um estudo sobre intersecção de defeitos sem teoria su-
persimétrica, [6]. Eles iniciam estudando a parte bosônica de um modelo supersimétrico,
cujo superpotencial envolve dois campos escalares reais interagentes

W (φ, χ) = λφ3 − 3λφ + λφ

(
χ +

√
1

3

)2

+ λ

√
4

27

(
χ +

√
1

3

)3

− λ

(
χ +

√
1

3

)2

. (3.2)

Este modelo apresenta três mínimos formando um triangulo equilátero, simetria Z3. Por-
tanto existem três setores topológicos. Na con�guração estática pode-se achar defeitos
BPS. Assim as tensões dos três setores topológicos são t12 = 3 |λ|, t23 = 4 |λ| e t31 = |λ|,
elas não possem simetria Z3. Além disso, as tensões não cumprem rigorosamente a relação
(3.1), já que t23 = t12 + t31. Portanto não é um processo exotérmico, ou seja a estabili-
dade da junção neste modelo não está garantida. Em seguida, renunciam à supersimetria,
voltando sua atenção a poteciais polinomiais que apresentam simetria Z3. O potencial do
modelo considerado por eles é dado por

V (φ, χ) = λ2φ2

(
φ2 − 9

4

)
+ λ2χ2

(
χ2 − 9

4

)
+ 2λ2φ2χ2 − λ2φ

(
φ2 − 3χ2

)
+

27

8
λ2. (3.3)

Este potencial não pode ser escrito por meio de um superpotencial. Além disso, o potencial
possui três mínimos, υ1 =

(
3
2
, 0

)
, υ2 =

(
−3

4
, 3
√

3
4

)
e υ3 =

(
−3

4
,−3

√
3

4

)
, formando um

triângulo equilátero, simetria Z3. Na caso estático encontra-se soluções não-BPS.
As soluções no setor conectando os mínimos υ2 e υ3, são da forma

φ
(±)
(2,3) = −3

4
, χ

(±)
(2,3) = ±3

√
3

4
tanh

(√
27

8
λx

)
, (3.4)

onde o índice (±), nas soluções, é usado para identi�car soluções tipo kink (+), e antikink
(−). Para obter as soluções nos outros setores, os autores fazem uso da simetria Z3, se um
certo par (φ (x) , χ (x)) representa uma solução de um determinado setor não topológico,
todas as outras soluções podem ser obtidas através da rotação das soluções. Então a
transformação de rotação podemos escrever-la da forma

(
φij (x)

χij (x)

)
=

(
cos (αij) sin (αij)

− sin (αij) cos (αij)

)(
φ (x)

χ (x)

)
. (3.5)

onde αij é o ângulo entre os dois setores não topológicos e (φ (x) , χ (x)) são as soluções
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num setor, (φij (x) , χij (x)) são as soluçôes que se deseja achar. Neste caso αij pode tomar
os valores 120◦ ou 240◦.
Assim, as soluções no setor conectando os mínimos υ1 e υ2 são da forma

φ
(±)
(1,2) =

3

8
± 9

8
tanh

(√
27

8
λx

)
, χ

(±)
(1,2) =

3
√

3

8
∓ 3

√
3

8
tanh

(√
27

8
λx

)
, (3.6)

e no setor conectando os mínimos υ1 e υ3

φ
(±)
(1,3) =

3

8
∓ 9

8
tanh

(√
27

8
λx

)
, χ

(±)
(1,3) = −3

√
3

8
∓ 3

√
3

8
tanh

(√
27

8
λx

)
. (3.7)

Estas soluções, equações (3.4), (3.6) e (3.7), apresentam uma distribuição equitativa de
sua energia, ou seja k (x) = p (x). Essa propriedade é característica dos estados BPS.

k (x) = p (x) =
1

4

(
27

8

)2

λ2sech4

(√
27

8
λx

)
. (3.8)

Usando a equação (2.26) vemos que, ρtρ = 2k (x) = k (x) + p (x) = ε (x). Então a tensão
é dada por

t =

∫ ∞

−∞
dxρtρ = E. (3.9)

Portanto empregando a equação (3.9) e a transformação de rotação para as equações de
primeira ordem

(
φ′ij (x)

χ′ij (x)

)
=

(
cos (αij) sin (αij)

− sin (αij) cos (αij)

)(
φ′ (x)

χ′ (x)

)
,

na seguinte relação

(ρij + ρjk)
t (ρij + ρjk) = ρt

ijρij + ρt
jkρjk + ρt

ijρjk + ρt
jkρij, (3.10)

os autores obtiveram �nalmente
tik < tij + tjk, (3.11)

ou seja, é estritamente cumprida a desigualdade triangular entre os setores. Isso indica
que o processo é exotérmico e a junção é estável. Assim os defeitos não-BPS formam uma
junção tripla.
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3.2 Rede de Defeitos Topológicos
Uma rede de defeitos é um arranjo simétrico das junções de defeitos. Isto é semelhante a
redes de cordas estudadas por Ashoke Sen na refer encia [7]. A formação e as propriedades
que apresentam é bastante estudada nas áreas de matéria condensada, física de partículas
e cosmologia, mecânica de �uidos, etc. Dependendo da simetria ZN do modelo, podem
existir redes de defeitos quadradas, hexagonais, dodecagonais. A estabilidade destas redes
foi estudada em [4].

Dentro das formas das redes de defeitos as mais notáveis são as hexagonais, devido
a sua facilidade de formação e a sua forma parecida com a do grafeno. Estas redes
hexagonais podem ser construídas a partir de modelos que possuem simetria Z3. Como
é mencionado acima, com esta simetria tem-se lugar uma junção tripla. A partir desta
junção pode-se formar uma rede hexagonal: "Os vértices formam uma junção tripla e
podemos indexar os hexagonos do arranjo com os vácuos do sitema (1, 2, 3) de modo que
dois vácuos com uma mesma borda comum do hexágono, não tenham o mesmo índice",
[3].

Figura 3.2: Rede hexagonal.

É importante notar que a simetria Z3 é muito estudada, porque ela pode ser aplicada
a diferentes áreas da física, matéria condensada, física de partículas, química quântica,
etc. Por exemplo, no modelo "Next-to-minimal supersymmetric extension of the Stan-
dard Model (NMSSM)" a simetria Z3 é a única conservada em seu superpotencial [24],
também a simetria Z3 é o centro do grupo SU (3), esta relação nos pode guiar a aplicar
um modelo com simetria Z3 dentro das interações fortes [25].



Capítulo 4

Modelo Supersimétrico Proposto

4.1 Modelos Estudados
Iniciamos este capítulo descrevendo alguns modelos supersimétricos, com dois campos
escalares reais, estudados, nos quais os mínimos do potencial possuem simetria Z3.

No artigo [11], os autores consideram o superpotencial polinomial

W (4) (φ, χ) = λφ + µχ− 1

4
λφ4 − 1

4
λχ4 +

3

2
λφ2χ2. (4.1)

Usando (2.8), o superpotencial gera um potencial V de sexta ordem nos campos. O
potencial V apresenta três mínimos, que para o caso µ = 0 e λ = λ são da forma

υ1 = (1, 0) , υ2 =

(
−1

2
,−
√

3

2

)
e υ3 =

(
−1

2
,

√
3

2

)
.

Esses mínimos formam um triângulo equilátero, simetria Z3. As tensões dos setores
topológicos formados pelos mínimos são, t12 = t31 = 81

64
e t23 = 0. Observe-se que

t12 = t23 + t31, então as tensões não cumprem estritamente a relação (3.1), portanto as
junções geradas, entre as soluções BPS, não são estáveis.

No mesmo artigo outro superpotencial polinomial estudado é dado por

W̃ (5) (φ, χ) = λχ− λφ3χ + λφχ3. (4.2)

Este superpotencial gera um potencial V de sexta ordem nos campos. O potencial V

apresenta três mínimos, que para o caso λ = λ são da forma

υ1 = (1, 0) , υ2 =

(
−1

2
,−
√

3

2

)
e υ3 =

(
−1

2
,

√
3

2

)
.

Esses mínimos formam um triângulo equilátero, simetria Z3. As tensões dos setores
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topológicos formados pelos mínimos são, t12 = t31 = 3
√

3λ
8

e t23 = 3
√

3λ
4

. Para este modelo,
as tensões não obedecem estritamente a relação (3.1), portanto as junções geradas entre
as soluções BPS não são estáveis.

4.2 Simetria Z3 e SUSY
Como foi mencionado na secção 3.1, Bazeia e Brito abandonaram modelos supersimétricos,
porque as tensões não cumprem estritamente a relação (3.1), a �m de manter a simetria
Z3. Também vimos outros modelos supersimétricos que possuem a mesma característica.
Nos perguntamos, quais são as implicações de preservar a simetria Z3 em uma teoria
supersimétrica com campos escalares reais? Nesse sentido, buscamos um superpotential
com dois campos escalares reais, de modo que seus mínimos e as tensões dos setores
topológicos formem um triângulo equilátero, ou seja, que a simetria Z3 seja realizada não
só para os mínimos do potencial, mas também para as tensões do setores topológicos.

Seja φ e χ os campos escalares reais. Então, por condição, os três mínimos formam
um triângulo equilátero no plano (φ, χ). Nós temos a liberdade de colocar esses mínimos
em qualquer lugar do plano (φ, χ). Portanto, sem perda de generalidade, podemos colocar
um mínimo, υ1, no centro do plano (φ, χ) e os outros dois mínimos, υ2 e υ3, simetricamente
dispostos em relação a um dos eixos φ ou χ.

Υ1

Υ2

Υ3

Φ

Χ

Figura 4.1: Triângulo Equilátero, Simetria Z3.

Então,
υ1 = (0, 0) , υ2 = (φ0, χ0) , υ3 = (φ0,−χ0) . (4.3)

Como os mínimos devem formar um triângulo equilátero, vale que

φ0 =
√

3χ0. (4.4)

Ora, a tensão ou energia dos setores topológicos BPS devem ser iguais, para que se cumpra



21

a relação (3.1) e se mantenha a simetria Z3, ou seja deve-se garantir que

t = |W (υ1)−W (υ2)| = |W (υ2)−W (υ3)| = |W (υ3)−W (υ1)| . (4.5)

Como υ1 = (0, 0), então W (υ1) é uma constante, uma vez que todos os campos são nulos.
Sem perda de generalidade, considerarmos W (υ1) = 0. Então, a equação (4.5) toma a
forma

t = |−W (υ2)| = |W (υ2)−W (υ3)| = |W (υ3)| . (4.6)

Para qualquer situação encontra-se: W (υ2) = W (υ3) = 0.
Assim, concluímos que, para preservar a simetria Z3 na teoria supersimétrica com

dois campos escalares reais, o valor do superpotential nos três mínimos é zero, o que
gera uma tensão nula nos setores topológicos. Nos setores topológicos com tensão nula,
setores vácuos, não existe soluções BPS mas pode-se encontrar soluções não-BPS, como
foi mencionado na secção 2.3. Portanto a simetria Z3 não é preservada para estados BPS
na teoria supersimétrica com dois campos escalares reais.

Então nós saímos da simetria Z3 e tentamos trabalhar com outras simetrias discretas
mas ainda com setores topológicos de uma teoria supersimétrica com dois campos escalares
reais.

4.3 Um Superpotencial Alternativo
Guiados pelos modelos estudados em [11], nos quais os mínimos apresentam simetria Z3,
construímos um potencial de sexta ordem nos campos, mas agora, com a particularidade
de que os mínimos deste novo potencial geram uma simetria discreta diferente da simetria
Z3. Assim, propomos um superpotencial, que envolve dois campos escalares reais, φ e χ

W (φ, χ) = λχ3φ + µφ3χ + νφχ. (4.7)

onde λ, µ e ν ε <.
A partir da equação (2.8), veri�ca-se que este superpotencial resulta no seguinte

potencial
V =

1

2
χ2

(
λχ2 + 3µφ2 + ν

)2
+

1

2
φ2

(
3λχ2 + µφ2 + ν

)2
. (4.8)

Este potencial é de sexta ordem nos campos.
As equações de movimento, para con�gurações estáticas dos campos, são da forma

d2φ

dx2
= φ

(
6µχ2

(
ν + 3µφ2 + λχ2

)
+

(
ν + µφ2 + 3λχ2

) (
ν + 3µφ2 + 3λχ2

))
. (4.9)

d2χ

dx2
= χ

(
6λφ2

(
ν + µφ2 + 3λχ2

)
+

(
ν + 3µφ2 + λχ2

) (
ν + 3µφ2 + 3λχ2

))
. (4.10)
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4.4 Mínimos do potencial e Setores Topológicos
Os mínimos do potencial V , υi = (φi, χi), são encontrados por meio das equações (2.9) e
eles são

υ1 = (0, 0) , υ2 =

(√
−ν

µ
, 0

)
, υ3 =

(
0,−

√
−ν

λ

)
,

υ4 =

(
−

√
−ν

µ
, 0

)
υ5 =

(
0,

√
−ν

λ

)
υ6 =

(√
− ν

4µ
,

√
− ν

4λ

)
,

υ7 =

(
−

√
− ν

4µ
,

√
− ν

4λ

)
, υ8 =

(
−

√
− ν

4µ
,−

√
− ν

4λ

)
, υ9 =

(√
− ν

4µ
,−

√
− ν

4λ

)
.

Onde ν
λ

< 0 e ν
µ

< 0. Nota-se que a con�guração dos mínimos do potencial no plano
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Figura 4.2: Con�guração dos mínimos do potencial no plano (φ, χ), para ν = 1, µ = −1
e λ = 4.

(φ, χ), apresenta uma simetria discreta Z2

⊗
Z2, ou seja, a con�guração dos mínimos é

exatamente igual quando o plano (φ, χ) gira 180
o graus.

Com ajuda destes mínimos, podemos encontrar a tensão ou energia dos setores BPS,
para os quais se pode encontrar soluções BPS analíticas ou numéricas. Usando a equação
(2.23) obtemos

t61 = t62 = t65 = t71 = t74 = t75 = t81 = t83 = t84 = t91 = t92 = t93 = E1 =
ν2

8
√

λµ
.

(4.11)
t67 = t69 = t87 = t89 = E2 =

ν2

4
√

λµ
. (4.12)

Note que a relação entre energias BPS, E1 e E2, é dada por: E2 = 2E1. Os demais setores
topológicos têm tensões nulas.
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Figura 4.3: Con�guração dos setores topológicos. Os setores com energia E1(linhas trace-
jadas) e E2(linhas contínuas). Os setores topológicos apresentam simetria Z2.

4.5 Equações de Bogomol'nyi e Equação de Órbita
Ora, no caso da con�guração estática dos campos em (1 + 1) dimensões do espaço-tempo,
as equações de Bogomol'nyi para o modelo são

dφ

dx
= χ

(
λχ2 + 3µφ2 + ν

)
. (4.13)

dχ

dx
= φ

(
3λχ2 + µφ2 + ν

)
. (4.14)

Dessas equações devemos encontrar as soluções BPS. Para achar as soluções das equações
Bogomol'nyi, estados BPS, nós empregamos o método mencionado na seção 2.1, ou seja,
por meio da equação diferencial da órbita

dφ

dχ
=

χ (λχ2 + 3µφ2 + ν)

φ (3λχ2 + µφ2 + ν)
. (4.15)

A solução geral desta equação diferencial tem a forma

(
χ2 +

ν

4λ

)2
√

9α2−14α+9 (
2ϕ−

√
9α2 − 14α + 9

)3(α+1)+
√

9α2−14α+9

= c0

(
2ϕ +

√
9α2 − 14α + 9

)3(α+1)−√9α2−14α+9

,

onde c0 é uma constante de integração, α = λ
µ
e ϕ =

φ2+ ν
4µ

χ2+ ν
4λ
− 3

2

(
λ
µ
− 1

)
.

Esta equação se reduz a uma forma mais manejável algebricamente, preservando
todo os mínimos do potencial, para o caso λ = µ. Para este caso a solução geral da
equação diferencial (4.15), acima escrita, tem a forma

φ2
(
φ2 − c0

)
+ χ2

(
χ2 − c0

)− 2φ2χ2 − c0
ν

2µ
= 0. (4.16)
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Esta é a equação da órbita com a qual iremos trabalhar daqui para frente.
Para este caso, λ = µ, ganhamos mais simetrias discretas entre os mínimos e os

setores topológicos. Observe-se que as expressões encontradas até agora têm a seguinte
forma

Superpotencial. Da equação (4.7) obtemos

W (φ, χ) = µχ3φ + µφ3χ + νφχ.

Potencial. Da equação (4.8) obtemos

V =
1

2
χ2

(
µχ2 + 3µφ2 + ν

)2
+

1

2
φ2

(
3µχ2 + µφ2 + ν

)2
. (4.17)

Este potencial apresenta simetria re�exiva, V (φ, χ) = V (±φ,±χ)

Mínimos do potencial

υ1 = (0, 0) , υ2 =

√
−ν

µ
(1, 0) , υ3 =

√
−ν

µ
(0,−1) ,

υ4 =

√
−ν

µ
(−1, 0) υ5 =

√
−ν

µ
(0, 1) υ6 =

√
− ν

4µ
(1, 1) ,

υ7 =

√
− ν

4µ
(−1, 1) , υ8 =

√
− ν

4µ
(−1,−1) , υ9 =

√
− ν

4µ
(1,−1) . (4.18)
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Figura 4.4: Con�guração dos mínimos e dos setores topológicos no plano (φ, χ), mostrando
simetria discreta Z4 , para ν = 1, µ = −1.

As Tensões ou Energias BPS. De (4.11) e (4.12) obtemos

t61 = t62 = t65 = t71 = t74 = t75 = t81 = t83 = t84 = t91 = t92 = t93 = E1 =
ν2

8 |µ| . (4.19)



25

t67 = t69 = t87 = t89 = E2 =
ν2

4 |µ| . (4.20)

Nota-se agora os mínimos do potencial e as tensões dos setores topológicos apresentam
uma simetria discreta Z4, ou seja, a con�guração dos mínimos e os setores topológicos é
exatamente igual quando o plano (φ, χ) gira 90

o graus, como é mostra na �gura 4.4.

4.6 Constante de Integração c0

Em geral, os valores da constante de integração c0, da equação da órbita (4.16), é arbi-
trária, mas podemos encontrar alguns valores de c0, para os quais a equação da órbita
passa pelos mínimos do potencial (4.17) e deduzir algumas propriedades das soluções BPS
nos setores topológicos que estão conectados pela equação da órbita. Procedendo como é
sugerido por de Souza Dutra em [23]: Substituimos cada um dos valores dos mínimos do
potencial na equação da órbita e achamos os valores de c0 que satisfaz dita equação. Os
valores de c0 encontrados deniminan-se valores críticos. Para nosso modelo encontramos
que c0 possui dois valores críticos:

c0 = 0 e c0 = −2ν

µ
. (4.21)

Em seguida, analisamos a con�guração da órbita e deduzimos algumas propriedades
das soluções BPS, para diferentes valores de c0.
Para o intervalo de valores da constante de integração c0, 0 < c0 < −2ν

µ
, a órbita não

conecta os mínimos, como é mostrado na �gura 4.5. Para esses valores de c0 o modelo
não possui soluções.
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Figura 4.5: Órbita no plano (φ, χ), para ν = 1, µ = −1 e c0 = 1.

Para valores da constante de integração c0 menores que o valor crítico 0 e maiores que o
valor crítico −2ν

µ
, os mínimos υ6, υ7, υ8 e υ9 sempre estão conectados, como é mostrado

na �gura 4.6. Neste caso, sempre se pode encontrar soluções BPS, de forma analítica ou
numérica, conectando estes mínimos. Os per�s das soluções BPS são tipo kink e lump
para os campos.
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Figura 4.6: Órbita no plano (φ, χ), para ν = 1, µ = −1.

Quando o valor da constante de integração c0 está se aproximando ao valor crítico zero,
a órbita irá deformar continuamente conectando os mínimos υ6, υ7, υ8 e υ9, passando
próximo do mínimo υ1, como é mostrado na �gura 4.7. Esse comportamento da órbita
se manifesta nos per�s das soluções BPS. A solução BPS com per�l tipo kink se deforma
continuamente passando a ter um per�l tipo kink duplo e a solução BPS com per�l tipo
lump se alarga formando un longo planalto.
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Figura 4.7: Órbita no plano (φ, χ), para ν = −1, µ = 4 e c0 = −0.01.

Se o valor da constante de integração c0 está se aproximando ao valor crítico −2ν
µ
, irá

deformar continuamente conectando os mínimos υ6, υ7, υ8 e υ9, passando próximo dos
mínimos υ5, υ4, υ3 e υ2, como é mostrado na �gura 4.8. Da mesma maneira que acima,
as soluções BPS apresentam pre�s tipo kink duplo e lump alargado com longo planalto.
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Figura 4.8: Órbita no plano (φ, χ), para ν = 1, µ = −1 e c0 = 2.01.
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O mínimo υ1 está conectado aos mínimos υ6, υ7, υ8 e υ9 quando o valor da constante de
integração c0 é igual ao valor crítico zero, como é mostrado na �gura 4.9. Neste caso, as
soluções BPS apresentam per�s tipo kink.
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Figura 4.9: Órbita no plano (φ, χ), para ν = 1, µ = −1 e c0 = 0.

Os mínimos υ6, υ7, υ8 e υ9 são conectados aos mínimos υ2, υ3, υ4 e υ5 quando o valor da
constante de integração é igual a −2ν

µ
, como é mostrado na �gura 4.10. As soluções BPS

apresentam per�s tipo kink.
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Figura 4.10: Órbita no plano (φ, χ), para ν = 1, µ = −1 e c0 = 2.

Agora, vamos encontrar as soluções BPS explicitamente, com suas respectivas den-
sidades de energias BPS, para todos os setores topológicos do modelo proposto e constru-
iremos suas órbitas a partir dessas soluções BPS. Vamos usar o sinal (+) para indicar
aquela solução que apresenta um per�l tipo kink, e o sinal (−) para indicar aquela solução
que apresenta um per�l tipo antikink.

4.7 Estados BPS para o caso c0 = 0

Começamos com o valor da constante c0 igual a zero. Substituindo este valor na equação
de órbita (4.16), obtemos as relações

φ (x) = χ (x) e φ (x) = −χ (x) . (4.22)

Estas relações são equações de linhas retas que passam pela origem do plano (φ, χ). A
linha cuja equação é φ (x) = χ (x) passa pelos mínimos υ1, υ6 e υ8; e a linha cuja equação
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é φ (x) = −χ (x) passa pelos mínimos υ1, υ7 e υ9, como foi mostrado na �gura 4.9

Sustituindo a relação φ (x) = χ (x) na equação de Bogomol'nyi, (4.13) com λ = µ,
obtemos as seguintes soluções

χ+ (x) = φ+ (x) =

√
− ν

4µ

√
eνx

eνx − A
4µ

e−νx
. (4.23)

χ− (x) = φ− (x) = −
√
− ν

4µ

√
eνx

eνx − A
4µ

e−νx
. (4.24)

Nestas soluções, a constante A surge da integração da equação de primeira ordem de
Bogomol'nyi. Nós escolhemos a constante de integração A de forma que as soluções
(4.23) e (4.24), sejam simétricas em torno do eixo x = 0, como é mostrada nas �guras
4.11 e 4.12.
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Figura 4.11: Soluções φ+ (x) e χ+ (x), para ν = 1, µ = −1.
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Figura 4.12: Soluções φ− (x) e χ− (x), para ν = 1, µ = −1.

Observa-se que as soluções têm o seguinte comportamento assintótico (φ+ (∞) , χ+ (∞)) =(
1
2
, 1

2

)
e (φ+ (−∞) , χ+ (−∞)) = (0, 0). Isto indica que as soluções kinks φ+ (x) e χ+ (x)

conectam os mínimos υ6 e υ1, ou seja, as soluções φ+ (x) e χ+ (x) são soluções BPS do
setor topológico BPS t16. As soluções antikinks, por sua vez conectam os mínimos υ8 e
υ1, ou seja, as soluções φ− (x) e χ− (x) são soluções BPS do setor topológico BPS t18.
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A densidade de energia para ambos setores, t16 e t18, é dada por

k (x) = p (x) = −A2ν3

64µ3

e−νx

(
eνx − A

4µ
e−νx

)3 . (4.25)

ε (x) = k (x) + p (x) = −A2ν3

32µ3

e−νx

(
eνx − A

4µ
e−νx

)3 . (4.26)

Para achar a energia BPS a partir da equação (4.30), empregamos a equação (2.19) e
encontramos que EBPS = t16 = t18 = ν2

8|µ| . Este resultado está de acordo com a equação
(4.19). O per�l das densidades de energia são mostradas na �gura 4.13.
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Figura 4.13: Densidade de energia cinética k (x), potencial p (x) (linha contínua), e total
ε (x) (linha tracejada), para ν = 1, µ = −1.

Agora, substituindo a relação φ (x) = −χ (x) na equação de Bogomol'nyi, (4.13),
obtemos as seguintes soluções BPS

χ+ (x) = −φ− (x) = −
√
− ν

4µ

√
e−νx

e−νx − A
4µ

eνx
. (4.27)

Estas soluções conectam os mínimos υ1 e υ9, então são soluções do setor topológico BPS
t19. Além disto temos que as soluções

χ− (x) = −φ+ (x) =

√
− ν

4µ

√
e−νx

e−νx − A
4µ

eνx
, (4.28)

as quais conectam os mínimos υ1 e υ7. Então são soluções do setor topológico BPS t17.
A densidade de energia para ambos setores, t17 e t19, é dada por

k (x) = p (x) = −A2ν3

64µ3

eνx

(
e−νx − A

4µ
eνx

)3 . (4.29)

ε (x) = k (x) + p (x) = −A2ν3

32µ3

eνx

(
e−νx − A

4µ
eνx

)3 . (4.30)
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Finalmente, as órbitas obtidas a partir das soluções de cada um dos setores, são
mostradas na �gura 4.14.
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Figura 4.14: Órbitas no plano (φ, χ) para c0 = 0, com ν = 1, µ = −1.

A con�guração da órbita y os per�s das soluções obtidas estão de acordo com as
a�rmações expressadas na secção 4.6, �gura 4.9.

4.8 Estados BPS para o caso c0 = −2ν
µ

Agora apresentamos as soluções BPS, e suas respectivas densidades de energia, para o caso
quando a constante de integração c0 = −2ν

µ
. Então, substituindo este valor na equação

de órbita (4.16), obtemos as seguintes relações

φ (x) =

(
χ (x) +

√
−ν

µ

)
, φ (x) =

(
χ (x)−

√
−ν

µ

)
, (4.31)

φ (x) = −
(

χ (x) +

√
−ν

µ

)
e φ (x) = −

(
χ (x)−

√
−ν

µ

)
. (4.32)

Estas são equações de linhas retas que conectam os mínimos do potencial (4.17) no
plano (φ, χ), da seguinte maneira:

φ (x) =

(
χ (x) +

√
− ν

µ

)
passa pelos mínimos υ2, υ3 e υ9,

φ (x) =

(
χ (x)−

√
− ν

µ

)
passa pelos mínimos υ4, υ5 e υ7,

φ (x) = −
(

χ (x) +
√
− ν

µ

)
passa pelos mínimos υ3, υ4 e υ8,

φ (x) = −
(

χ (x)−
√
− ν

µ

)
passa pelos mínimos υ2, υ5 e υ6.

As órbitas são mostradas na �gura 4.10.
Substituindo a relação φ (x) =

(
χ (x) +

√
− ν

µ

)
na equação de Bogomol'nyi (4.14),

com λ = µ, obtemos as seguintes soluções

χ+ (x) = φ+ (x)−
√
−ν

µ
=

√
− ν

4µ

(
−1 +

√
eνx

eνx − 4Ae−νx

)
. (4.33)
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χ− (x) = φ− (x)−
√
−ν

µ
= −

√
− ν

4µ

(
1 +

√
eνx

eνx − 4Ae−νx

)
. (4.34)

Da mesma forma como na seção anterior, escolhemos a constante de integração A de
forma que as soluções obtidas acima sejam simétricas com respeito ao eixo vertical.
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Figura 4.15: Soluções φ+ (x) (linha tracejada)e χ+ (x) (linha contínua), para ν = 1,
µ = −1.
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Figura 4.16: Soluções φ− (x) (linha tracejada) e χ− (x) (linha contínua), para ν = 1,
µ = −1.

Da �gura 4.15, podemos observar que as soluções têm o seguinte comportamento
assintótico (φ+ (∞) , χ+ (∞)) = (1, 0) e (φ+ (−∞) , χ+ (−∞)) =

(
1
2
,−1

2

)
. Isto indica que

as soluções kinks φ+ (x) e χ+ (x) conectam os mínimos υ2 e υ9, ou seja, as soluções φ+ (x)

e χ+ (x) são soluções BPS do setor topológico BPS t29. Da mesma maneira, da �gura
4.16 as soluções antikinks (φ− (∞) , χ− (∞)) = (0,−1) e (φ− (−∞) , χ− (−∞)) =

(
1
2
,−1

2

)
,

então as soluções antikinks φ− (x) e χ− (x) conectam os mínimos υ3 e υ9, ou seja, as
soluções φ− (x) e χ− (x) são soluções BPS do setor topológico BPS t39.

Agora, substituindo a relação φ (x) =

(
χ (x)−

√
− ν

µ

)
na equação de Bogomol'nyi

(4.14), com λ = µ, obtemos as seguintes soluções BPS

χ− (x) = φ+ (x) +

√
−ν

µ
=

√
− ν

4µ

(
1−

√
eνx

eνx − 4Ae−νx

)
, (4.35)

estas soluções conectam os mínimos υ4 e υ7, então são soluções do setor topológico BPS
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t47.
χ+ (x) = φ+ (x) +

√
−ν

µ
=

√
− ν

4µ

(
1 +

√
eνx

eνx − 4Ae−νx

)
, (4.36)

estas soluções conectam os mínimos υ5 e υ7, então são soluções do setor topológico BPS
t57.

A densidade de energia para os setores, t29, t39, t47 e t57, é dada por

k (x) = p (x) = −4A2ν3

µ

e−νx

(eνx − 4Ae−νx)3 . (4.37)

Para achar a energia BPS, EBPS, destes setores usamos (2.19) e obtemos EBPS = t47 =

t57 = t29 = t39 = ν2

8|µ|
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Figura 4.17: Densidade de energia cinética k (x), potencial p (x) (linha contínua), e total
ε (x) (linha tracejada), para ν = 1, µ = −1.

Substituindo a relação φ (x) = −
(

χ (x) +
√
− ν

µ

)
na equação de Bogomol'nyi

(4.14), com λ = µ, obtemos as seguintes soluções BPS

χ+ (x) = −φ− (x)−
√
−ν

µ
= −

√
− ν

4µ

(
1 +

√
e−νx

e−νx − 4Aeνx

)
. (4.38)

Estas soluções conectam os mínimos υ8 e υ3, então são soluções do setor topológico BPS
t38. Temos também

χ− (x) = −φ+ (x)−
√
−ν

µ
=

√
− ν

4µ

(
−1 +

√
e−νx

e−νx − 4Aeνx

)
, (4.39)

que soluções conectam os mínimos υ8 e υ4. Então são soluções do setor topológico BPS
t48.

Substituindo a relação φ (x) = −
(

χ (x) +
√
− ν

µ

)
na equação de Bogomol'nyi
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(4.14), com λ = µ, obtemos as seguintes soluções BPS

χ+ (x) = −φ− (x) +

√
−ν

µ
=

√
− ν

4µ

(
1−

√
e−νx

e−νx − 4Aeνx

)
, (4.40)

que soluções conectam os mínimos υ6 e υ2, então são soluções do setor topológico BPS
t62. Além destos temos

χ− (x) = −φ+ (x) +

√
−ν

µ
=

√
− ν

4µ

(
1 +

√
e−νx

e−νx − 4Aeνx

)
, (4.41)

que soluções conectam os mínimos υ6 e υ5, então são soluções do setor topológico BPS
t65.

A densidade de energia para os setores, t38, t48, t62 e t65, é dada por

k (x) = p (x) = −4A2ν3

µ

eνx

(e−νx − 4Aeνx)3 . (4.42)

Usando as soluções BPS encontradas para cada um dos setores topológicos, nós
mostramos as órbitas de cada setor, veja a �gura 4.18. As órbitas obtidas concordam com
aqueles obtidas a partir da equação da órbita, veja a �gura 4.10.
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Figura 4.18: Órbitas no plano (φ, χ), para ν = 1, µ = −1.

4.9 Estados BPS para c0 arbitrário
A partir da equação de órbita (4.16), obtemos as seguintes relações, φ = φ (χ), entre as
possíveis soluções BPS

φ (x) =

√√√√1

2

(
2χ2 (x) + c0 +

√
c0

(
8χ2 (x) + c0 +

2ν

µ

))
, (4.43)
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φ (x) =

√√√√1

2

(
2χ2 (x) + c0 −

√
c0

(
8χ2 (x) + c0 +

2ν

µ

))
, (4.44)

φ (x) = −

√√√√1

2

(
2χ2 (x) + c0 +

√
c0

(
8χ2 (x) + c0 +

2ν

µ

))
, (4.45)

φ (x) = −

√√√√1

2

(
2χ2 (x) + c0 −

√
c0

(
8χ2 (x) + c0 +

2ν

µ

))
. (4.46)

Estas relações são válidas para qualquer valor da constante da integração c0. Se c0 toma
o valor crítico zero as equações (4.43), (4.44), (4.45) e (4.46) são reduzidas à forma da
equação (4.22), e se c0 toma o valor crítico −2ν

µ
, se reduzem às formas das equações (4.31)

e (4.32). Mas agora vamos trabalhar para valores de c0 diferentes daqueles já estudados.
Então, substituindo a equação (4.43) na equação de Bogomol'nyi (4.14), com λ = µ,

obtemos soluções numéricas, cujos per�s são mostradas na �gura 4.19.
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Figura 4.19: Per�s dos campos φ (linha tracejada) e χ (linha contínua), para ν = 1,
µ = −1 e c0 = −5.
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Figura 4.20: Per�s dos campos φ (linha tracejada) e χ (linha contínua), para ν = 1,
µ = −1 e c0 = −0.00001.

Da �gura 4.19, observamos que para o caso da constante de integração c0 menor do valor
crítico zero, a solução φ (x) apresenta um per�l lump e a solução χ (x) apresenta um per�l
de kink simples. Além disto, as soluções conectam os mínimos υ6 = (φ (∞) , χ (∞)) =(

1
2
, 1

2

)
e υ9 = (φ (−∞) , χ (−∞)) =

(
1
2
,−1

2

)
, então essas soluções são soluções BPS do

setor topológico t69.
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Quando c0 está se aproximando ao valor crítico zero, os pre�s das soluções se deformam
continuamente passando a ter, o campo φ um per�l lump invertido alargado formando
uma planície e o campo χ um per�l kink duplo, como são mostrados na �gura 4.20. Nesta
�gura observa-se que, as soluções conectam os mínimos υ6 = (φ (∞) , χ (∞)) =

(
1
2
, 1

2

)
e

υ9 = (φ (−∞) , χ (−∞)) =
(

1
2
,−1

2

)
passa próximo ao mínimo υ1 = (0, 0). Esta situação

foi já deduzida a partir da con�guração da órbita na seção 4.6, ver �gura 4.7.
Substituindo a equação (4.44) na equação de Bogomol'nyi (4.14), com λ = µ, obte-

mos soluções numéricas, cujos per�s são da mesma forma dada na �gura 4.19, para c0

maior que o valor crítico −2ν
µ
. Então, esta solução BPS conecta os mínimos υ6 e υ9. Mas

agora, quando c0 é próximo a −2ν
µ

as soluções se deforman apresentando per�s mostrado
na �gura 4.21. O campo φ apresenta um per�l lump alargado com longo planalto e o
campo χ apresenta um per�l kink duplo.
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Figura 4.21: Per�s dos campos φ (linha tracejada) e χ (linha contínua), para ν = 1,
µ = −1 e c0 = 2.00001.

Desta �gura 4.21, nota-se que as soluções conectam os mínimos υ6 = (φ (∞) , χ (∞)) =(
1
2
, 1

2

)
e υ9 = (φ (−∞) , χ (−∞)) = (1, 0) passando próximo do mínimo υ2 = (1, 0). Esta

situação foi já deduzida a partir da con�guração da órbita, ver �gura 4.9.
Substituindo a equação (4.45) na equação de Bogomol'nyi (4.14), com λ = µ, obte-

mos soluções numéricas, cujos per�s dos campos são mostrados na �gura 4.22.
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Figura 4.22: Per�s dos campos φ (linha tracejada) e χ (linha contínua), para ν = 1,
µ = −1 e c0 = −5.
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Observamos a partir da �gura 4.22 que para o caso de valores da constante integração
c0 menores que o valor crítico zero, a solução φ (x) apresenta um per�l lump invertido
e a solução χ (x) apresenta um per�l antikink. Além de isso, as soluções conectam os
mínimos υ8 = (φ (∞) , χ (∞)) =

(−1
2
,−1

2

)
e υ7 = (φ (−∞) , χ (−∞)) =

(−1
2
, 1

2

)
, ou seja

as soluções são soluções BPS do setor topológico t78.
Quando c0 está se aproximando ao valor crítico zero, os pre�s das soluções se deformam
continuamente passando a ter, o campo φ um per�l lump alargado formando um planalto
e o campo χ um per�l kink duplo, como são mostrados na �gura 4.23.
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Figura 4.23: Per�s dos campos φ (linha tracejada) e χ (linha contínua), para ν = 1,
µ = −1 e c0 = −0.00001.

Desta �gura, nota-se que as soluções conectam os mínimos υ8 = (φ (∞) , χ (∞)) =(−1
2
,−1

2

)
e υ7 = (φ (−∞) , χ (−∞)) = (0, 0) passando próximo do mínimo υ1 =

(−1
2
, 1

2

)
.

Esta situação já foi deduzida a partir da con�guração da órbita, ver �gura 4.7.
Substituindo a equação (4.46) na equação de Bogomol'nyi (4.14), com λ = µ,

obtemos soluções numéricas, cujos per�s dos campos é da mesma forma dada na �gura
4.22,para valores da constante de integração c0 maiores que o valor crítico −2ν

µ
. Então,

esta solução BPS conecta os mínimos υ8 e υ7. Mas agora, quando c0 é proximo a −2ν
µ

as
soluções se deforman apresenta per�s mostrados na �gura 4.24.
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Figura 4.24: Per�s dos campos φ (linha tracejada) e χ (linha contínua), para ν = 1,
µ = −1 e c0 = 2.00001.

Desta �gura, note-se que as soluções conectam os mínimos υ7 = (φ (∞) , χ (∞)) =
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(−1
2
,−1

2

)
e υ8 = (φ (−∞) , χ (−∞)) =

(−1
2
, 1

2

)
passando próximo do mínimo υ4 = (−1, 0).

Esta situação foi já deduzida a partir da con�guração da órbita, ver �gura 4.9).
Para obter as soluções faltantes, a quais conectam os mínimos υ6 , υ7 e υ8 , υ9,

encontra-se a relação, a partir da equação da órbita (4.16), χ = χ (φ) e procede-se da
mesma maneira como foi desenvolvido acima. Assim, podemos encontrar que as soluções
para os setores faltantes t67 e t89. A con�guração totais das órbitas obtidas a partir das
soluções BPS, são mostrados nas �guras 4.25, 4.26 e 4.27.
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Figura 4.25: Órbitas no plano (φ, χ), para ν = −1, µ = 1 e c0 = 4.
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Figura 4.26: Órbitas no plano (φ, χ), para ν = −1, µ = 1 e c0 = −0.01.
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Figura 4.27: Órbitas no plano (φ, χ), para ν = −1, µ = 1 e c0 = 2.01.

Estas órbitas obtidas a partir das soluções BPS estão de acordo com as obtidas a partir
da equação de órbita (4.16) na seção 4.6, ver �guras 4.6, 4.7 e 4.8.
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4.10 Estados não-BPS
Agora, para completar o estudo das soluções do modelo proposto, encontramos as soluções
que conectam o mínimo υ1 com os mínimos υ2, υ3, υ4 e υ5. Nota-se que os mínimos υ1,
υ2 e υ4 se encontram no eixo χ = 0 do plano (φ, χ) e os mínimos υ1, υ3 e υ5 se encontram
no eixo φ = 0 do plano (φ, χ).

Começamos achando as soluções que conectam os mínimos υ1, υ2 e υ4. Para isso
fazemos χ = 0 nas equações de movimento (4.9) e (4.10), com λ = µ, asssim obtemos

d2φ

dx2
= φ

(
3µ2φ4 + 4µνφ2 + ν2

)
. (4.47)

Esta equação se reduz a uma equação de primeira ordem

dφ

dx
= φ

(
ν + µφ2

)
, (4.48)

então, as soluções encontradas da equação (4.47), por meio da equação (4.48), são soluções
não-BPS. Essas soluções são da forma

φ± (x) = ±
√

νAeνx

e−νx − µAeνx
e χ (x) = 0, (4.49)

onde a constante A é a constante de integração da equação (4.48), a qual é escolhida de
forma que as soluções sejam simétricas com respeito ao eixo x = 0. Os per�s do campo φ

é mostrado na �gura 4.28.
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Figura 4.28: Soluções não-BPS φ+ (linha contínua) e φ− (linha tracejada), para ν = 1,
µ = −1.

Desta �gura vemos que, a solução φ+ conecta os mínimos υ1 = φ+ (∞) = 1 e υ2 =

φ+ (−∞) = 0, ou seja φ+ é uma solução não-BPS do setor não-BPS t12. Também, a
solução φ− conecta os mínimos υ1 = φ− (∞) = −1 e υ4 = φ− (−∞) = 0, ou seja φ− é
uma solução não-BPS do setor não-BPS t14.



39

A densidade de energia, para ambas soluções, equação (4.49), é dada por

k (x) = p (x) = −Aν3

2

e−νx

(Aµeνx − e−νx)3 . (4.50)
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Figura 4.29: Densidade de energia cinética k (x), potencial p (x) (linha contínua) e total
ε (x) (linha tracejada). Para ν = 1 e µ = −1.

É importante indicar que as soluções não-BPS, equação (4.49), apresentam densidade de
energia igualmente distribuídas em k (x) e p (x). Esta é uma característica que foi usada
por Bazeia e Brito em [11] para fazer uma junção tripla de defeitos. O valor da energia
não-BPS nos setores são, En−BPS = t12 = t14 = − ν2

4µ
.

Agora, achemos as soluções que conectam os mínimos υ1, υ3 e υ5. Para isso fazemos
φ = 0 nas equações de movimento (4.9) e (4.10), com λ = µ, asssim obtemos

d2χ

dx2
= χ

(
3µ2χ4 + 4µνχ2 + ν2

)
. (4.51)

esta equação diferencial é idêntica à equação (4.47), portanto as soluções de (4.51) são
soluções não-BPS que conectam os mínimos υ1, υ3 e υ5 e apresentam as mesmas carac-
terísticas. As soluções são

χ± (x) = ±
√

νAeνx

e−νx − µAeνx
e φ (x) = 0, (4.52)

A solução kink χ+ conecta os mínimos υ1 e υ5, ou seja χ+ é uma solução não-BPS do
setor não-BPS t15, e a solução antikink χ− conecta os mínimos υ1 e υ3, ou seja χ− é uma
solução não-BPS do setor não-BPS t13. A densidade de energia destas soluções são

k (x) = p (x) = −Aν3

2

e−νx

(Aµeνx − e−νx)3 , (4.53)

e o valor da energia não-BPS, En−BPS = t13 = t15 = − ν2

4µ
.

Deste modo, nós encontramos todas as soluções BPS e não-BPS, com suas respectivas
energias e tensões, do modelo proposto.
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Finalmente, uma vez encontradas todas as soluções, nós examinamos devidamente,
empregando as energias BPS e não-BPS, que setores cumprem estritamente a relação (3.1),
a �m de juntar as soluções topológicas. Infelizmente, nenhum arranjo dos setores satis-
fazem dita relação. No entanto, nós descrevemos, na seção 4.6, uma maneira de estudar o
comportamento das soluções BPS a partir da con�guração da órbita. A con�guração da
órbita, e das soluções BPS, é controlada por meio dos valores da constante de integração
c0. Esta constante de integração c0 não está presente na densidade de lagrangiana e, con-
sequentemente, tampouco nas energias BPS. Em vista disso, há uma degenerescência das
soluções porque, apesar dos diferentes valores de c0 a energia BPS da con�guração dos
campos é precisamente a mesma. É por esta razão que c0 também chama-se parâmetro
de degenerescência [26]. Também, mostramos como encontrar os valores críticos de c0.
Um caso interessante acontece quando c0 assume valores próximos de seus valores críticos,
no modelo de dois campos, as soluções BPS se deformam continuamente passando a ter
o campo φ um per�l tipo lump alargado e o campo χ um per�l tipo kink duplo. Além
disso, quero chamar a atenção, que as densidades de energia das soluções BPS e não-BPS
são estritamente positivas.

Em seguida, nós passamos a estudar modelos supersimétricos, como nosso modelo
proposto, porém em (4 + 1) dimensões no espaço-tempo deformado.



Capítulo 5

Cénarios Mundos-Branas

Após o nascimento da relatividade geral de Einstein, a pergunta sobre a dimensionalidade
do mundo em que vivemos apareceu naturalmente. No âmbito da teoria gravitacional de
Einstein, o espaço e o tempo são uni�cados e isso nos permite perceber que o mundo
circundante é quadri-dimensional. As questões que surgem infalivelmente nesse caso é
sobre a dimensionalidade do nosso mundo:

1. Por que são as dimensões observadas físicamente do nosso universo iguais a
(3+1)(espaço+tempo)?

2. Se as dimensões reais são ainda mais de quatro, porque as dimensões extra não
são observáveis?

Em seu artigo de 1921, Kaluza [27] considerou a extensão da relatividade geral
para cinco dimensões. Ele considerou as equações de campo onde todos os componentes
da métrica são independentes da quinta coordenada. Esta consideração �cou conhecida
como cylindrical condition. A teoria de Kaluza desenvolve uma teoria de campo covariante
em cinco dimensões que descrevem as teorias quadri-dimensionais da relatividade geral
e eletromagnetismo. Em 1926 Oskar Klein [28] considerou que a dimensão extra teria
uma forma circular com raio menor do que as escalas comumente observadas. Esta teoria
da gravidade em um espaço-tempo compacto é chamada teoria Kaluza-Klein. A teoria
Kaluza-Klein ainda apresentava certos problemas em sua interpretação como uma teoria
que uni�cava a gravidade e eletromagnetismo. A mais notável previa uma unidade de
carga que era muito menor que a carga do elétron. Estes problemas aliados à efervescente
pesquisa em mecânica quântica à época, �zeram com que fosse abandonada até a década
de 1970.

Nas últimas décadas, a idéia de que o nosso espaço, na verdade, tem um número de
mais de quatro dimensões se tornou bastante popular novamente. Supõe-se que muitos
problemas da física de partículas elementares podem ser resolvidos por introdução das
cordas e da supersimetria, e aumentando o número de dimensões do espaço-tempo. Ao
aumentar o número de dimensões, surge uma pergunta legítima: por que as propriedades
das dimensões extras diferem muito das dimensões do espaço-tempo observada em quatro
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dimensões. Duas soluções para esta questão foram sugeridas, chamados mecanismo de
compacti�cação espontânea e modelos de mundos-brana.

No caso das dimensões extra compactadas, supõe-se que essas dimensões são muito
pequenas e não observáveis. Em [29]-[31], foi introduzido a abordagem moderna para o
problema da não observação de outras dimensões compactadas.

De ummodo geral, nos modelos de mundos-brana as partículas do modelo padrão são
con�nadas em uma hipersuperfície (chamada brana) embutido em um espaço de dimensão
superior (chamado bulk). Somante gravidade e matéria exótica, tais como o campo do
dilaton, podem se propagar no bulk. Nosso universo pode ser um objeto brana. Esta
idéia foi inicialmente motivada fenomenologicamente [32]-[34] e mais tarde ampliada pelos
recentes desenvolvimentos na teoria das cordas. Dentro de alguns cenários de mundos-
brana, as restrições sobre o tamanho das dimensões extras se tornam mais fracas, porque
as partículas do modelo padrão propagam-se apenas em três dimensões espaciais. A lei
da gravitação de Newton, no entanto, é sensível à presença das dimensões extras. A
gravidade está sendo testada apenas em escalas maiores do que um décimo de milímetro,
e possíveis desvios abaixo da escala podem ser previstos.

Arkani-Hamed, Dimopoulos e Dvali (ADD) [35] e [36], propuseram um modelo inter-
essante, mas simples, considerando uma geometria plana, em (4 + d) dimensões, em que d

dimensões são compactas, com raio R (toroidal topology). Todas as partículas do modelo
padrão são con�nadas na brana, mas a gravidade pode explorar as d dimensões extras.
Isto dá origem a uma modi�cação da lei da força gravitacional visto por um observador
sobre a brana. O resultado mais importante da proposta (ADD) é uma possível solução
para o problema de hierarquia, que é a grande discrepância entre a escala de Planck em
1019 GeV e a escala eletrofraca a 100 GeV.

Randall e Sundrum em 1998 [12] propuseram um modelo (RS1) de espaço-tempo
cinco-dimensional, com duas branas com um espaço (bulk) anti-De Sitter entre elas: uma
brana onde as partículas do modelo padrão estão con�nadas, denominada brana do modelo
padrão, e outra, onde a gravidade está localizada, denominada brana de Planck. O que
previne a gravidade de escapar para a dimensão extra em baixas energias é a constante
cosmológica negativa do bulk. A razão pela qual a gravidade parece fraca na brana do
modelo padrão é que ela é exponencialmente suprimida com a distância entre as branas
(devido à curvatura). Em um segundo modelo (RS2) proposto pelos mesmos autores [12],
há somente uma brana de modelo padrão e uma dimensão extra in�nita. Vários problemas
físicos têm sido consideradas nos modelos de Randall-Sundrum e suas extensões. Em
muitos trabalhos, foi assumido que a brana é in�nitamente �na. Embora na aproximação
de brana �na muitos resultados interessantes foram obtidos, em algumas situações os
efeitos da espessura da brana devem ser consideradas.
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5.1 Branas Espessas
Do ponto de vista realista, uma brana deve ter uma espessura. Em alguns casos, os efeitos
da espessura da brana pode ser importantes. A inclusão da espessura da brana nos dá
novas possibilidades e novos problemas. Em muitas teorias de campo multidimensional
acopladas à gravidade existem soluções de defeitos topológicos. Eles levaram a uma
rica variedade de mundos brana. Ao mesmo tempo, a espessura da brana também traz
ambiguidade na de�nição das quantidades e�cazes em quatro dimensões. Vamos agora
dar nossa de�nição de branas espessas, nossa de�nição está baseada na forma de uma
metrica de cinco-dimensões:

ds2 = a2 (r) gµνdxµdxν − dr2, (5.1)

onde −∞ < r < ∞ é a coordenada da dimensão extra. gµν é só a métrica do espaço-tempo
quadridimensional de Minkowski ou anti de Sitter. a (y) é a função de deformação, que é
regular, tem um pico na brana e cai rapidamente para longe da brana. Um comportamento
típico da função de deformação em soluções de tipo branas �na e grossa é mostrado na
�gura 5.1. Quando se considera a simetria Z2, a (r) = a (−r) é satisfeita. A normalização

-2 -1 1 2
y

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Warp Factor

Figura 5.1: Comportamento do fator de deformação a (y) de uma brana �na(linha trace-
jada) e de uma brana espessa(linha contínua).

do modo zero do gráviton dá a condição de que
∫∞
−∞ dr (a (r))4 seja não-nula e �nita. Em

problemas de cinco-dimensões, a aproximação de brana �na é válida enquanto a espessura
da brana não pode ser resolvida.

5.2 Modelos Estudados
Nesta parte da dissertação, apresentamos alguns modelos revisados, dentro da teoria
supersimétrica, que geram branas espessas. Nestes modelos nós consideramos campos
escalares reais acoplados à gravidade em (4+1) dimensões do espaço-tempo deformado,
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onde usaremos a constante newtoniana 4πG(5) = 1.
Consideramos um sistema de um campo escalar acoplada à gravidade cuja ação é

da forma
S =

∫
d4xdr

√
|g|

(
−1

4
R +

1

2
∂aφ∂aφ− V (φ)

)
, (5.2)

onde g ≡ Det(gab) e a métrica do bulk dada por

ds2 = gabdxadxb = e2A(r)ηµνdxµdxν − dr2, (5.3)

onde a, b = 0, ..., 4. Neste caso r = x4 representa a dimensão extra, e ηµν é a métrica
minkowskiana (1,−1,−1,−1). Os índices gregos correm de 0 a 3, e2A(r) é chamado o fator
de deformação, o qual depende só da dimensão extra. As equações estáticas de movimento
para esses modelos, para o caso φ = φ(r) e A = A(r), são as seguintes (ver apêndice C)

d2φ

dr2
+ 4

dA

dr

dφ

dr
=

∂V (φ)

∂φ
, (5.4)

d2A

dr2
= −2

3

(
dφ

dr

)2

, (5.5)

(
dA

dr

)2

=
1

6

(
dφ

dr

)2

− 1

3
V (φ). (5.6)

Se o potencial é dado pela expressão, [37]:

V (φ) =
1

8

(
∂W (φ)

∂φ

)2

− 1

3
(W (φ))2 , (5.7)

pode-se veri�car as soluções das seguintes equações diferenciais de primeira ordem

dφ

dr
=

1

2

∂W (φ)

∂φ
, e

dA

dr
= −1

3
W (φ), (5.8)

são soluções das equações diferenciais de segunda ordem dadas pelas equações (5.4)-(5.6).

5.2.1 Primeiro modelo
Nós começamos com o modelo apresentado por Martin Gremm em [38]. Este modelo
é amplamente estudado devido à sua aplicação nas diversas áreas da física, como por
exemplo na matéria condensada, na biofísica, na física de partículas, na cosmologia, etc.
Além disso, mostra várias características do cenário de branas espessas.

Nesse artigo se considera o superpotencial W (φ) da forma

W (φ) = 3 b c sin

(√
2

3b
φ

)
, (5.9)
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as soluções das equações (5.8) são dadas pelas seguintes expressões

φ(r) =
√

6 b arctan
[
tanh

(cr

2

)]
, (5.10)

A(r) = b ln [sech (cr)] . (5.11)

A con�guração do potencial V , equação (5.7), com o superpotecial W dada em (5.9),
é representada na �gura 5.2.
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Figura 5.2: Con�guração do potencial V . Para c = 1 (linha contínua), c = 1.2 (linha tracejada)
e c = 1.4 (linha pontilhada), com b = 1.

A con�guração do campo escalar real φ e do fator de deformação e2A(r), são dadas
nas �guras 5.2 e 5.3, respectivamente.
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Figura 5.3: Con�guração do campo escalar φ. Para c = 1 (linha contínua), c = 1.2 (linha
tracejada) e c = 1.4 (linha pontilhada) com b = 1.

Da �gura 5.3 nós deduzimos que o campo escalar real φ tem uma con�guração tipo
kink, indo do mínimo do potencial φ0 (r → −∞) = −

√
6 b π/4 ao mínimo φ0 (r →∞) =√

6 b π/4. Isso indica que o defeito (brana) encontra-se nos arredores de r = 0. Outro fato
importante a mencionar é que a espessura da brana varia de acordo com as mudanças no
valor do parâmetro c, ou seja, o parâmetro c está associado com a espessura da brana.
Esta análise é reforçada pelo comportamento da con�guração do fator de deformação dada
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Figura 5.4: Con�guração do fator de deformação e2A(r). Para c = 1 (linha contínua), c = 1.2
(linha tracejada) e c = 1.4 (linha pontilhada) com b = 1.

na �gura 5.4. Também observa-se a partir dos valores dos mínimos do potencial V , que
o parâmetro b, amplitude do kink, está associado a esses valores.
Da �gura 5.4, con�guração do fator de deformação, mostrada acima, nós podemos deduzir
que o sistema na dimensão extra apresenta simetria Z2, ou seja, se cumpre: eA(r) = eA(−r).

A densidade de energia do campo escalar, é dada pela seguinte expressão (ver
Apêndice B):

T00 = e2A(r)

[
1

2

(
dφ

dr

)2

+ V (φ)

]
. (5.12)

Substituindo as equações (5.10) e (5.11) em (5.12), nós obtemos a densidade de energia
do campo escalar em função da dimensão extra r. A con�guração desta densidade de
energia é mostrada na �gura 5.5.
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Figura 5.5: Con�guração da densidade de energia do campo escalar T00. Para c = 1 (linha
contínua), c = 1.2 (linha tracejada) e c = 1.4 (linha pontilhada) com b = 1.

Como foi mencionado acima, a brana está localizada nos arredores de r = 0, então da
�gura 5.5, podemos deduzir que a brana possui uma tensão positiva (energia por unidade
de volume) e a relação entre o parâmetro c e a espessura da brana também é observado
no comportamento da con�guração da tensão da brana.

En seguida, passamos a analisar o comportamento assintótico de A(r). Quando



47

r → ±∞ nós obtemos, a partir da equação (5.11), A(r) ∼ −b c |r|. Também no limite
assintótico, as equações de movimento (5.4)-(5.6) se reduz à forma

V (±φ0) = cte, (5.13)

d2A

dr2
= 0, (5.14)

(
dA

dr

)2

= −1

3
V (±φ0) . (5.15)

como para o modelo, V (φ0) = V (−φ0) = −3 b2 c2 < 0 obtemos

A(r) = −
√
−1

3
V (φ0) |r| = −b c |r|. (5.16)

Assim a equação (5.3) toma a forma

ds2 = e−2 b c |r|ηµνdxµdxν − dr2, (5.17)

correspondente à métrica de um espaço AdS5 com simetria Z2. Além de isso, o exponente
b c está associada à curvatura do espaço-tempo AdS5. Estes resultados concordam com
aqueles encontrados por o autor.

Agora analisemos com mais detalhe a energia do campo escalar. Da �gura 5.5 obser-
vamos que a densidade de energia do campo escalar asume valores positivos e negativos,
a densidade de energia positiva, como já foi mencionada acima, está associada ao defeito
(brana), então uma pergunta surge naturalmente: O que ou quem in�uenciou à densidade
de energia do campo escalar pode assumir valores negativos? Além disso, é intrigante o
fato da densidade de energia asumir valores negativos já que estamos acostumados com
modelos, como o proposto no capitulo 4 onde o espaço-tempo é plano, em que a densidade
de energia dos campos escalares asume somente valores positivos portanto a energia dos
campos escalares é positiva e igual à energia BPS. Assim nos perguntamos, no cenário
mundos-brana, qual é o valor da energia do campo escalar? e, que energia desempenha o
papel de energia BPS?
A resposta à primeira pergunta é dada mais abaixo. Para tentar responder a segunda
pergunta vamos a fazer uma análise da energia do campo escalar, equação (5.12).

Energia do Campo Escalar
Substituindo as equações (C.8) e (C.9) na equação (5.12) obtemos

T00 = −1

2
e2A(r)

[
6

(
dA

dr

)2

+ 3
d2A

dr2

]
,
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pode-se reescrever esta equação na forma

T00 = −3

2

[
2

(
dA

dr

)2

e2A(r) +
d2A

dr2
e2A(r)

]
,

a qual pode ser re-escrita como uma derivada total

T00 = −3

2

d

dr

(
dA

dr
e2A(r)

)
. (5.18)

Finalmente, a energia do campo escalar Eφ é de�nida da forma

Eφ =

∫ ∞

−∞
drT00. (5.19)

Assim, substituindo (5.18) em (5.19) o valor da energia do campo escalar é dada por

Eφ =
1

2

(
e2A(∞)W (φ(∞))− e2A(−∞)W (φ(−∞))

)
. (5.20)

Este resultado mostra que o valor da energia do campo escalar Eφ depende do compor-
tamento assintóticos do fator de deformação e do valor do superpotencial W no limite
assintótico das soluções do campo.

Para nosso modelo revisado, no limite assintótico a solução do campo vai até ums
dos mínimos do potencial, como é observado na �gura 5.3, e o valor do superpotencial,
em geral, é uma constante. Também, no limite assintótico o fator de deformação vai até
zero, ver �gura 5.4. Estos resultados é igual para tudos os modelos que geram branas
espessas.
Assim nós chegamos ao resultado de que a energia do campo escalar, para todos os modelos
que geram branas espessas, é igual a zero. Além disso, este resultado nos indica que a
contribuição da densidade de energia positiva e a mesma da densidade de energia negativa.

Por outro lado, nós tentamos obter as equações de primeira ordem dadas na equação
(5.8), a partir da densidade de energia do campo escalar e procedendo da mesma maneira
que na seção 2.2, mas não podemos achar ditas equações. Então nós a�mamos que, no
cenário de mundos-brana, a energia do campo escalar não desempenha o papel da energia
BPS. Para responder a última pergunta nós passamos a estudar o comportamento da
energia do sistema no caso das soluções clássicas encontradas.

Funcional de Energia e Equações de Bogomol'nyi
Agora passamos a estudar a energia do sistema e sua relação com as equações de

Bogomol'nyi. A partir da ação (5.2) nós deduzimos a densidade de lagrangiana do sistema

Lsist (φ, gab) =
√
|g|

(
−1

4
R +

1

2
gab∂aφ∂bφ− V (φ)

)
. (5.21)
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Substituindo as equações (5.3) e (A.6) na equação (5.21) obtemos

Lsist (φ,A) = e4A(r)

(
−5

(
dA

dr

)2

− 2
d2A

dr2
− 1

2

(
dφ

dr

)2

− V (φ)

)
,

Lsist (φ, A) = e4A(r)

(
3

(
dA

dr

)2

− 1

2

(
dφ

dr

)2

− V (φ)

)
− 2

d

dr

(
dA

dr
e4A

)
,

como o último termo à direita é uma derivada total com respeito a r, nós �nalmente
obtemos

Lsist (φ,A) = e4A(r)

(
3

(
dA

dr

)2

− 1

2

(
dφ

dr

)2

− V (φ)

)
. (5.22)

De�ne-se a funcional de energia [22]:

E [φ,A] =

∫ ∞

−∞
dr (−Lsist) . (5.23)

As equações de movimento (C.5) e (C.8) são as Equações de Euler-Lagrange deste fun-
cional. Este funcional está associado com a energia do sistema, campo gravitacional mais
o campo escalar, como foi relatado por S. W. Hawking et. al. [39]. Assim nós obtemos

E [φ,A] =

∫ ∞

−∞
dre4A(r)

(
1

2

(
dφ

dr

)2

+ V (φ)− 3

(
dA

dr

)2
)

, (5.24)

Para garantir a estabilidade do vácuos e positividade da energia do sistema E [φ,A], se
escolhe o potencial V da forma, ver [37] e [40]

V (φ) =
g2

8

(
∂W (φ)

∂φ

)2

− g2

3
(W (φ))2 . (5.25)

Substituindo a equação (5.25) na equação (5.24) obtemos

E [φ, A] =

∫ ∞

−∞
dre4A(r)

(
1

2

(
dφ

dr

)2

+
g2

8

(
∂W (φ)

∂φ

)2

− g2

3
(W (φ))2 − 3

(
dA

dr

)2
)

,

agrupando os termos devidamente temos

E [φ,A] =

∫ ∞

−∞
dre4A(r)

(
1

2

(
dφ

dr
∓ g

2

∂W (φ)

∂φ

)2

− 3

(
dA

dr
± g

3
W (φ)

)2
)

±
∫ ∞

−∞
dr

d

dr

(
e4A(r)W (φ)

)
. (5.26)

Daqui resulta que E [φ,A] extremisa para soluções do seguinte par de equações de primeira
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ordem:
dφ

dr
= ±g

2

∂W (φ)

∂φ
,

dA

dr
= ∓g

3
W (φ). (5.27)

A primeira equação está associada ao campo escalar e a segunda equação à geometria do
espaço-tempo. Estas equações são chamadas equações de Bogomol'nyi e suas soluções se
chamam soluções de Bogomol'nyi. É fácil veri�car que as soluções destas equações de fato
resolvem as equações de segunda ordem [(5.4)− (5.6)]. Assim o valor da energia E [φ,A]

é dada pela expresão

E [φ,A] =
∣∣e4A(∞)W (φ(∞))− e4A(−∞)W (φ(−∞))

∣∣ . (5.28)

Desta maneira nós a�rmamos que a energia do sistema desempenha o papel de energia
topológica EBPS no presente cenário das interações de campos escalares com a gravitação
em (4+1) dimensões. Além disso, o valor desta energia BPS é igual a zero, devido a sua
dependencia do comportamento assintóticos do fator de deformação ao quadrado e do
valor do superpotencial W no limite assintótico das soluções do campo. Esse resultado
está totalmente de acordo com as conclusões dadas por P. K. Townsend [40] e não é
surpreendente, visto que o funcional de eenrgia é proporcional à densidade de lagrangiana,
a qual é nula para soluções das equações de movimento.

Limite de Branas �nas
No cenário de Randall e Sundrum [12], se menciona que a gravidade quadridimen-

sional pode ser observada em uma brana �na interpolando entre o espaço-tempo AdS5.
Neste sentido nós estudamos o limite de branas �nas do modelo aqui considerado, para
isso nós seguimos as idéias de F. Dahia e C. Romero [41].

Comecemos lembrando que a métrica (5.3) se reduz a uma métrica AdS5 longe
da brana espessa , equação (5.17). Também, os parâmetros positivos b, c e bc estão
relacionados ao mínimo do potencial, à espessura da brana e à curvatura do espaço-tempo
respectivamente.

No limite de brana �na, c →∞, as soluções dadas pelas equações (5.10) e (5.11) se
reduzem ás seguintes expressões

φbf (r) =

√
6 b π

4
sgn[r], (5.29)

Abf (r) = −b c |r|. (5.30)

Estes resultados obtidos são reforçados pelo comportamento das con�gurações do campo
escalar e do fator de deformação dadas na �gura 5.6.

Agora, de�ne-se a densidade de energia própria da brana que excede o mínimo do
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Figura 5.6: Comportamento no limite de brana �na do φ (esquerda) e e2A (direita).Para c = 100
e b = 1.

potencial escalar V (φ0) como [41],

ρ = Tmnu
mun − V (φ0) , (5.31)

onde um = e−A(r) (∂t)
m é a quadrivelocidade de observadores que estão em repouso em

relação à brana. Para nosso modelo, usando a equação (5.12), a densidade de energia
própria tem a forma

ρ =
1

2

(
dφ

dr

)2

+ V (φ)− V (φ0) . (5.32)
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Figura 5.7: Con�guração da densidade de energia própria da brana. Para c = 1 (linha contínua),
c = 1.2 (linha tracejada) e c = 1.4 (linha pontilhada) com b = 1.

A con�guração da densidade de energia própria é mostrada na �gura 5.7. Desta �gura,
nós podemos dar respota à primeira pergunta feita acima e a�rmar que, o valor negativo
do mínimo do potencial in�uenciam à densidade de energia do campo escalar a assumir
valores negativos. Além disso se observa que no limite de brana �na (c →∞), a energia
própria da brana está concentrada ao redor de r = 0 então de�ne-se a tensão da brana da
forma,ver referência [41],

λ = lim
c→∞

∫ ∞

−∞
ρ(r)dr. (5.33)
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Para o modelo considerado se encontra o seguinte valor para a tensão da brana. Substi-
tuindo a equação (5.32) na equação (5.33), e empregando as equações de movimento (5.5)
e (5.6), obtemos

λ = lim
η,c→∞

∫ η

−η

(
−3

2

d2A

dr2
− 3

(
dA

dr

)2

− V (φ0)

)
dr,

onde η é um parâmetro positivo e −η ≤ r ≤ η. No limite de brana �na a tensão da brana
é da forma

λ = lim
η→∞

[
−3

2

(
A′

bf (η)− A′
bf (−η)

)−
∫ η

−η

(
3
(
A′

bf

)2
+ V (φ0)

)
dr

]
. (5.34)

Substituindo a equação (5.30) no último resultado, obtemos

λ = lim
η→∞

[
3

√
−1

3
V (φ0)sgn[η]− V (φ0)

∫ η

−η

(
1− (sgn[r])2) dr

]
,

�nalmente, o valor da tensão da brana no limite de brana �na é dado por

λ =
√
−3V (φ0). (5.35)

Este resultado positivo do valor da tensão da brana está completamente de acordo com
os resultados obtidos em [12].

Fluctuações da Métrica
Passamos agora a encontrar a função do modo zero do gráviton dentro da brana

espessa. Para isso, consideremos a estabilidade do sistema analisando as equações de
movimento para pequenas �utuações ao redor da solução clássica. Isto é feito por meio
de uma perturbação da métrica, tal como foi mencionado na referência [37].

ds2 = e2A(r)(ηµν + εhµν)dxµdxν − dr2, (5.36)

onde ε é um número pequeno e hµν = hµν(r, xµ) representa as �utuações da métrica.
Consideramos também que pequenas �uctuações são feitas ao redor das soluções clássicas
φ → φ(r) + εφ̃(r, xµ). Realizando essas perturbações na densidade de lagrangiana, e
fazendo a expansão até a segunda ordem, obtemos a seguinte equação de movimento para
a �utuação do campo escalar

e−2A¤φ̃− 4
dA

dr

dφ̃

dr
− d2V

dφ2
φ̃− d2φ̃

dr2
=

1

2

dφ

dr
ηµν dhµν

dr
. (5.37)
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Para as �utuações da métrica, obtém-se:

−1
2
¤hµν + e2A

(
1
2

d
dr

+ 2dA
dr

) dhµν

dr
− 1

2
ηαβ (∂µ∂νhαβ − ∂µ∂αhβν − ∂ν∂αhβµ)

+1
2
ηµνe

2A dA
dr

∂r(η
αβhαβ) + 4

3
e2Aηµν

dV
dφ

φ̃ = 0.

(5.38)

Em geral, é di�cil levar em conta as �utuações lineares de todas os componentes da métrica
em conjunto com as �utuações da brana com o �m de ter uma visão ampla da estabilidade
linear de todo o sistema. Isto é devido ao fato de que o conjunto de equações diferenciais
acopladas é muito difícil de ser resolvido. Ainda assim é possível mostrar que a parte
tranversal e de traço nulo das �utuações da métrica (hµν), desacoplam das �utuações dos
campos escalares, como foi indicado na referência [37]. Ora, construindo hµν = Pµναβhαβ

a partir do projetor não local [42]:

Pµναβ ≡ 1

2
(πµαπνβ + πµβπνα)− 1

3
πµνπαβ, (5.39)

com πµν ≡ ηµν − ∂µ∂ν

¤ , temos que a equação (5.38) pode ser simpli�cada a

d2hµν

dr2
+ 4

dA

dr

dhµν

dr
− e−2A∂ρ∂

ρhµν = 0. (5.40)

Realizamos uma rede�nição conveniente da função hµν :

hµν = eikµxµ

e−
3
2
A(r)ξµν(r), (5.41)

e nós encontramos, fazendo uso da transformação da variável dz = e−A(r)dr, que ξµν(z)

satisfaz a equação de estabilidade do tipo Schrödinger

−d2ξµν

dz2
+ Veff (z)ξµν = k2ξµν , (5.42)

onde o potencial efetivo é dado por:

Veff (z) =
9

4

(
dA

dz

)2

+
3

2

d2A

dz2
. (5.43)

O operador diferencial na equação (5.42), pode ser fatorado como o produto de dois
operadores, um adjunto do outro:

a†aξµν(z) ≡
(

d

dz
+

3

2

dA

dz

) (
− d

dz
+

3

2

dA

dz

)
ξµν(z) = k2ξµν(z), (5.44)

onde os valores dos autovalores devem cumprir a relação k2 > 0 para garantir a estabil-
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Figura 5.8: Comportamento do Veff . Para c = 1 (linha contínua), c = 1.2 (linha tracejada) e
c = 1.4 (linha pontilhada), com b = 1.

idade da equação (5.42). A função de onda para o modo zero, ou seja quando k = 0, é
dada por

ξ(0)
µν (z) = Nµνe

(3/2)A(z), (5.45)

onde Nµν é um fator de normalização.

5.2.2 Segundo modelo
Agora estudamos um modelo supersimétrico, ainda de um só campo escalar acoplado
à gravidade, que apresenta soluções tipo kink que podem ser continuamente deforma-
dos em con�gurações do tipo kink duplo. Esses modelos são amplamente estudados em
Matéria Condensada, na Cosmologia, etc., pois essa deformação contínua é associada a
uma transição de fase de primeira ordem [43].

Na referência [44] se considera o potencial Vp, no espaço-tempo plano, da forma

Vp (φ) =
1

2

[
(1− g) φ2 + g

] (
1− φ2

)2
, (5.46)

onde 0 < g < 1. A con�guração do potencial, equação (5.46), é dado na �gura 5.9: Desta
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Figura 5.9: Comportamento do potencial. Para g = 0.00001 (linha contínua), g = 0.5 (linha
tracejada) e g = 0.99999 (linha pontilhada).

�gura observamos que o potencial Vp tem dois mínimos globais em φ0 = ±1 mas para
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0 < g < 1/3 o potencial apresenta dois mínimos globais e um mínimo local em φ1 = 0.
Os mínimos se degeneram quando g = 0.
Para encontrar o superpotencial W deste segundo modelo, nós usamos as equações (2.8)
e (5.46), e obtemos

Wφ =
(
1− φ2

) √
(1− g) φ2 + g,

desta equação nós encontramos o seguinte o superpotential não-polinomial W

W (φ) = W0 − 1
8
φ

(
2φ2 − 5 + 1

1−g

) √
g + φ2 − gφ2

−g (−4 + 3g)

8 (1− g)
3
2

ln
[
2
(
φ− gφ +

√
1− g

√
g + φ2 − gφ2

)]
, (5.47)

onde W0 escolhe-se de forma que o superpotencial seja simétrico. Assim se cumpre a
condição, W (0) = 0.

Retornando ao espaço-tempo deformado, o superpotencial W , equação (5.47), gera
um potencial V (φ) de acordo com a equação (5.7), com a con�guração mostrada na �gura
5.10.
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Figura 5.10: Comportamento do potencial no espaço-tempo deformado. Para g = 0.00001
(linha contínua), g = 0.5 (linha tracejada) e g = 0.99999 (linha pontilhada).

Nota-se que este potencial também é limitado por abaixo.
A solução da equação diferencial de primeira ordem para o campo, equação (5.8), é

da forma
φ (r) =

√
g sinh

(
r
2

)
√

1 + g sinh2
(

r
2

) . (5.48)

A con�guração do campo φ, é mostrada na �gura 5.11. Vemos que, quando o valor de g é
próximo a 1, a solução φ apresenta uma con�guração kink simples, indo do mínimo local
do potencial φ0 = −1 ao mínimo local −φ0. Isso indica que o defeito (brana) encontra-
se nos arredores de r = 0. A con�guração interna da solução φ se modi�ca, passando
de uma con�guração kink simples a um kink duplo quando 0 < g < 1/3 é próximo a
0, ou seja, a estrutura interna da brana se modi�ca passando a ser duas branas. Esta
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Figura 5.11: Comportamento do per�l do campo φ. Para g = 0.00001 (linha contínua), g =
0.003 (linha tracejada) e g = 0.99999 (linha pontilhada).

análise é reforçada pelo comportamento da con�guração da solução numérica do fator
de deformação dada na �gura 5.12, o per�l do fator de deformação se alarga formando
um longo planalto, isso indica que a brana se desdobra em duas branas cada uma nos
extremos do planalto.
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Figura 5.12: Comportamento do fator de deformação. Para g = 0.00001 (linha contínua),
g = 0.003 (linha tracejada) e g = 0.99999 (linha pontilhada).

Da con�guração do fator de deformação nós podemos deduzir que o sistema na dimensão
extra apresenta simetria Z2, ou seja, se cumpre: eA(r) = eA(−r).

O desdobramento �ca ainda mais evidente a partir da densidade de energia do campo
escalar. A densidade de energia do campo escalar T00 é dada pela equação (5.12). A con-
�guração desta densidade de energia é mostrada na �gura 5.13. Desta �gura observamos
que a brana possui uma tensão positiva (energia por unidade de volume), além disso o
comportamento de desdobramento da brana também é observada.

Finalmente neste segundo modelo também é possível localizar a gravidade seguindo
o procedimento padrão do primeiro modelo, além disso o valor da densidade de energia
do campo escalar é zero, como já foi deduzido acima.

Continuando com nosso revisão de modelos que geram branas espessas, agora es-
tuderemos sistemas compostos por dois campos escalares acoplados à gravidade. A ação
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Figura 5.13: Comportamento da Densidade de energia do campo escalar. Para g = 0.00001
(linha contínua), g = 0.05 (linha tracejada) e g = 0.99999 (linha pontilhada).

para estes modelos é da forma

S =

∫
d4xdr

√
|g|

(
−1

4
R +

1

2
∂aφ∂aφ +

1

2
∂aχ∂aχ− V (φ, χ)

)
, (5.49)

onde g ≡ Det(gab) e a métrica do espaço-tempo deformado é dada por

ds2 = gabdxadxb = e2Aηµνdxµdxν − dr2, a, b = 0, ..., 4. (5.50)

onde r = x4 representa a dimensão extra, e ηµν é a métrica minkowskiana (1,−1,−1,−1).
As equações estáticas de movimento para esses modelos, para o caso φ = φ(r) e A = A(r),
são as seguintes (ver apêndice C)

d2φ

dr2
+ 4

dA

dr

dφ

dr
=

∂V (φ, χ)

∂φ
, (5.51)

d2χ

dr2
+ 4

dA

dr

dχ

dr
=

∂V (φ, χ)

∂χ
, (5.52)

d2A

dr2
= −2

3

[(
dφ

dr

)2

+

(
dχ

dr

)2
]

, (5.53)

(
dA

dr

)2

=
1

6

[(
dφ

dr

)2

+

(
dχ

dr

)2
]
− 1

3
V (φ, χ). (5.54)

Se o potencial é dado pela expressão, [37]:

V (φ, χ) =
1

2

(
∂W

∂φ

)2

+
1

2

(
∂W

∂χ

)2

− 4

3
W 2, (5.55)

pode-se veri�car as soluções das seguintes equações diferenciais de primeira ordem

dφ

dr
=

∂W

∂φ
,

dχ

dr
=

∂W

∂χ
e

dA

dr
= −2

3
W, (5.56)

são soluções das equações diferenciais de segunda ordem dadas pelas equações (5.51)-
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(5.54).

5.2.3 Terceiro modelo
Revisemos o modelo estudado nas refêrencia [45] e [46]. Esse modelo é muito estudado
porque eles suportam soluções paredes de Bloch (degeneradas e críticas) e de Ising, estes
tipos de soluções aparecem em materiaies ferromagnéticos [47], também esse modelo pode
eventualmente ser usado para descrever a separação de branas espessas devido a uma
transição de fase de primeira ordem em uma geometria deformada [48].

O superpotential W (φ, χ) polinomial utilizado é da forma

W (φ, χ) = φ

[
λ

(
φ2

3
− a2

)
+ µχ2

]
, (5.57)

Usando a equação diferencial de órbita, equação (2.15), é obtida a expressão

φ2 − a2 = c0χ
λ/µ − 1

λ/µ− 2
χ2, (5.58)

onde c0 é uma constante de integração que aparece ao resolver a equação diferencial de
órbita. A órbita acima, equação (5.58), é substituída na segunda das equações em (5.56)
e obtemos a seguinte equação diferencial para o campo χ (x)

dχ

dx
= ± 2 µχ

√
a2 + c0 χλ/µ − 1

λ/µ− 2
χ2 , (λ/µ 6= 2). (5.59)

Na referência [45] várias soluções são encontradas para a equação (5.59) sendo que cada
uma destas soluções é substituída na equação de órbita para se encontrar a solução cor-
respondente para o campo φ(x). Abaixo nós listamos um conjunto de solução, de nosso
interesse, sendo que escolhemos uma constante de integração da equação (5.59) adequada-
mente, de forma a ter as soluções com per�s simétricas em torno da origem.
Assim, para o caso λ = 4µ e c0 < 1

16a2 , onde 1
16a2 é chamado o valor crítico de c0, as

soluções da equação (5.59) são dadas por

φ(x) = ∓
√

1− 16a2c0
a sinh(4µax)√

1− 16a2c0 cosh(4µax) + 1
, (5.60)

χ(x) = − 2a√√
1− 16a2c0 cosh(4µax) + 1

, (5.61)

A(χ) = α0 +

(
8a2

9

)
ln(χ)− 1

18
χ2 − c0

9
χ4, (5.62)

onde α0 é escolhido de forma que se cumpra A(0) = 0. Agora vamos discutir esses
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resultados.
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Figura 5.14: Comportamento do campo φ (esquerda) e χ (direita). Para c0 = 1/16.00001 (linha
contínua), c0 = 1/16.3 (linha tracejada) e c0 = 1/100 (linha pontilhada), com a = 1 e µ = 1.

Na �gura 5.5 mostramos a con�guração dos campos φ(r) e χ(r). Da análise dessa �gura
nós podemos a�rmar o seguinte: quando o valor de c0 está longe de seu valor crítico
a solução φ apresenta uma con�guração kink simples, isso indica que o defeito (brana)
encontra-se nos arredores de r = 0. Neste caso a solução χ apresenta uma con�guração
lump. A con�guração da solução φ se modi�ca entre os mínimos do potencial, passando de
uma con�guração kink simples a uma do tipo kink duplo quando o valor de c0 é próximo a
seu valor crítico, ou seja, podemos dizer uqe passamos a ter duas branas. Nessa situação a
con�guração da solução χ, passa de um lump encurtado em sua parte superior a um lump
de tipo planalto. Esta análise é reforçada pelo comportamento da con�guração do fator
de deformação dada na �gura 5.15, quando c0 ≈ 1

16a2 , o per�l do fator de deformação se
alarga formando um longo planalto, isso indica que a brana se desdobra em duas branas
cada uma nos extremos do planoalto.
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Figura 5.15: Comportamento do fator de deformação. Para c0 = 1/16.00001 (linha contínua),
c0 = 1/16.3 (linha tracejada) e c0 = 1/100 (linha pontilhada), com a = 1 e µ = 1.

Da con�guração do fator de deformação nós podemos deduzir que o sistema na dimensão
extra apresenta simetria Z2, ou seja, se cumpre: eA(r) = eA(−r).

Agora vejamos a densidade de energia dos campos escalares. T00 é dado pela seguinte



60

expresão (ver Apêndice B)

T00 = e2A(r)

[
1

2

(
dφ

dr

)2

+
1

2

(
dχ

dr

)2

+ V (φ, χ)

]
. (5.63)

Substituindo as equações (5.60) e (5.61) em (5.63), nós obtemos a densidade de energia
dos campos escalares en função da dimensão extra r. A con�guração desta densidade de
energia é mostrada na �gura 5.16, aqui também podemos olhar o mecanismo de separação
de branas, conforme o esperado.
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Figura 5.16: Con�guração da densidade de energia do campo escalar T00. Para c0 = 1/16.00001
(linha contínua), c0 = 1/16.3 (linha tracejada) e c0 = 1/100 (linha pontilhada), com a = 1 e
µ = 1.

Flutuações da métrica
Neste modelo se pode localizar a gravidade. Também para isso, se procede tal como

foi feito no primeiro modelo tratado neste capítulo, equações (5.37) a (5.45). Se faz uma
perturbação na métrica, equação (5.36), e nas soluções clássicas φ → φ(r) + εφ̃(r, xµ) e
χ → χ(r) + εχ̃(r, xµ), onde ε é um pequeno número. Substituindo essas perturbações na
densidade lagrangiana, e fazendo a expansão até segunda ordem em ε, obtemos a seguinte
equações de movimentos para as �utuações dos campos escalares

e−2A¤φ̃− 4dA
dr

dφ̃
dr
− d2V

dφ2 φ̃− d2φ̃
dr2 + ∂2V

∂φ∂χ
χ̃ = 1

2
dφ
dr

ηµν dhµν

dr
,

e−2A¤χ̃− 4dA
dr

dχ̃
dr
− d2V

dχ2 χ̃− d2χ̃
dr2 + ∂2V

∂φ∂χ
φ̃ = 1

2
dχ
dr

ηµν dhµν

dr
,

(5.64)

e para as �utuações da métrica,

−1
2
¤hµν + e2A

(
1
2

d
dr

+ 2dA
dr

) dhµν

dr
− 1

2
ηαβ (∂µ∂νhαβ − ∂µ∂αhβν − ∂ν∂αhβµ)

+1
2
ηµνe

2A dA
dr

∂r(η
αβhαβ) + 4

3
e2Aηµν

(
dV
dφ

φ̃ + dV
dχ

χ̃
)

= 0.

(5.65)

Em geral, é difícil levar em conta as �utuações lineares de todas as componentes da
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métrica em conjunto com as �utuações da brana com o �m de ter uma visão ampla da
estabilidade linear de todo o sistema. Então aplicamos o operador projetor, de�nido pela
equação (5.39), na equação (5.65), e obtemos

d2hµν

dr2
+ 4

dA

dr

dhµν

dr
− e−2A∂ρ∂

ρhµν = 0. (5.66)

A equação obtida, equação (5.66), é idêntica à equação (5.40). Portanto, o potencial
efetivo Veff da equação de Schrödinger é dado por:

Veff (z) =
9

4

(
dA

dz

)2

+
3

2

d2A

dz2
, (5.67)

e a função de onda para o modo zero é da forma

ξ(0)
µν (z) = Nµνe

(3/2)A(z),

onde Nµν é a constante de normalização.
Substiutindo a equação (5.62) na equação (5.67) obtemos a con�guração do potencial

efetivo, �gura 5.17. Nesta con�guração também podemos observar a separação da brana.
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Figura 5.17: Comportamento do Potencial Efetivo. Para c0 = 1/16.01 (linha contínua), c0 =
1/19 (linha tracejada) e c0 = 1/500 (linha pontilhada), com a = 1 e µ = 1.

Para concluir indicamos que, procedendo da mesma forma como no primeiro modelo,
mas agora com dois campos escalares, obtemos os mesmos resultados para a energia
de matéria, equação (5.20), e a relação entre o funcional de energia e as equações de
Bogomol'nyi (equações diferenciais de primeira ordem, equação (5.56) ). Além disso, para
que o universo observável seja estabilizado dentro da branas é necesario não só localizar
grávitons mas também campos de gauge e a materia. É importante mencionar que as
referências [13] e [49] dissertam sobre a localização de férmions de spin 1/2 em branas
espessas originadas neste terceiro modelo. Devido à variedade de soluções (branas críticas
e denegeradas) e das diversas formas de acoplar os campos escalares ao férmion, constata-
se diversos resultados. Na maioria dos casos é possível localizar férmions sem massa de
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quiralidade bem de�nida e parece haver a regularidade de que férmions massivos não
são localizados, mas pode-se encontrar ressonâncias na brana [13]. Una discussão sobre
lcalização de férmions em branas é feita no próximo capítulo desta dissertação, onde
abordamos o cenário de mundos-brana no caso de dinâmica não-canônica para os campos
escalares.

A seguir empregamos o modelo de dois campos escalares proposto no capítulo an-
terior ao cenários de mundos-brana.

5.2.4 Quarto modelo
Como último modelo para estudar, vamos considerar o modelo supersimétrico proposto
no capítulo 4 desta dissertação. Este modelo apresenta uma característica peculiar, não
encontrado na literatura existente, ele têm dois pontos, os dois valores críticos que pode
assumir c0, onde se apresenta o processo de separação de branas.

Esse modelo possui um superpotential W (φ, χ) polinomial, que envolve dois campos
escalares interagentes φ e χ, da forma

W (φ, χ) = λχ3φ + µφ3χ + νφχ. (5.68)

A equação da órbita obtida, para o caso λ = µ, é da forma (ver equação (4.16))

φ2
(
φ2 − c0

)
+ χ2

(
χ2 − c0

)− 2φ2χ2 − c0
ν

2µ
= 0. (5.69)

onde c0 é uma constante de integração que aparece se resolver a equação diferencial da
órbita, equação (2.15). Neste caso, a constante de integração c0 têm dois valores críticos
0 e −2ν

µ
. Como se mostrou no terceiro modelo, o processo de separação de branas se

apresenta quando c0 é próximo aos valores críticos.
Devemos mencionar neste ponto, que a equação de órbita, equação (5.69), pode ser

usada para construir modelos efetivos com um campo escalar que apresentam as principais
características deste modelo com dois campos escalares interagentes. Este método já foi
empregado com sucesso na refêrencia [43].

Assim, a partir da equação da órbita nós obtemos

φ (r) = ±

√√√√1

2

(
2χ2 (r) + c0 ±

√
c0

(
8χ2 (r) + c0 +

2ν

µ

))
, (5.70)

está expressão é substituída nas equações de (5.56) e obtemos as soluções para os campos
φ (r) e χ (r) e para A(r).
Nós apresentamos as con�gurações dos campos φ (r) e χ (r), �guras 5.18 e 5.19, para os
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casos

φ± (r) =

√√√√1

2

(
2χ2 (r) + c0 ±

√
c0

(
8χ2 (r) + c0 +

2ν

µ

))
. (5.71)

As outras soluções apresentan características similares. As �guras 5.18 e 5.19, mostram
o processo de separação das branas quando c0 é próximo aos valores críticos, como já foi
mencionado acima.

-6 -4 -2 2 4 6
r

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.6

Φ+

-6 -4 -2 2 4 6
r

-0.4

-0.2

0.2

0.4

Χ+

Figura 5.18: Comportamento dos campos φ+ e χ+. Para c0 = −0.00001 (linha contínua), c0 =
−0.01 (linha tracejada pontilhada), c0 = −0.25 (linha tracejada), e c0 = −5 (linha pontilhada)
com µ = −1 e ν = 1.
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Figura 5.19: Comportamento dos campos φ− e χ−. Para c0 = 2.00001 (linha contínua), c0 =
2.01 (linha tracejada) e c0 = 5 (linha pontilhada) com µ = −1 e ν = 1.

O processo de separação de branas também é observado na con�guração do fator de
deformação, �gura 5.20, e da densidade de energia T00, �gura 5.21, coforme o esperado.
Da con�gração do fator de deformação nós podemos deduzir que o sistema na dimensão
extra apresenta simetria Z2, ou seja, se cumpre: eA(r) = eA(−r).

Neste quarto modelo também é possível localizar a gravidade seguindo o procedi-
mento padrão do terceiro modelo. Além disso, também existe soluções branas críticas,
para cada valor crítico de c0. A energia do campo escalar y do sistema é diferente de zero,
para essas soluções críticas, já que o valor no limite assintótico do fator de deformação é
diferente de zero.
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Figura 5.20: Comportamento do fator do deformação. Esquerda: c0 = −5 (linha tracejada),
c0 = −0.00001 (linha tracejada). Direita: c0 = 5 (linha tracejada) e c0 = 2.00001 (linha
continua). Para µ = −1 e ν = 1.
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Figura 5.21: Con�guração da densidade de energia do campo escalar T00. Esquerda: c0 = −5
(linha tracejada), c0 = −0.00001 (linha tracejada). Direita: c0 = 5 (linha tracejada) e c0 =
2.00001 (linha continua). Para µ = −1 e ν = 1.

Finalmente, nós podemos a�rmar que para modelos com um campo a energia do
campo escalar e do sistema sempre é nula. Também, ao considerar soluções não-críticas,
nos modelos com dois campos escalares, a energia dos campos escalares e do sistema é
nula. Se nós consideramos as soluções críticas, a energia dos campos escalares e do sistema
é diferente de zero.

Importante também notar que a divisão de branas no segundo modelo tratado é
controlado pela constante de acoplamento g, ou seja , um parâmetro do próprio potencial,
conduzindo a uma deformação na con�guração do potencial durante a divisão da brana,
como é mostrado na �gura 5.10. Por outro lado, no caso de modelos com dois campos,
como os terceiro e quarto modelos tratados aqui, a divisão de branas é controlada pela
constante de integração c0 que, naturalmente é externa ao potencial, ou seja, o potencial
não sofre nenhum tipo de deformação nesses modelos. Poderíamos também construir, a
partir do quarto modelo apresentado aqui, um modelo com somente um campo escalar
(neste caso seria o campo χ, o qual descreveria a o fenômeno de divisão de branas. Isto
pode ser feito como na referência [43]. No entanto, como se pode notar em [43], o modelo
efetivo tem a constante c0 como parâmetro do potencial. Assim o processo de divisão de
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branas seria acompanhado, naturalmente, pela mudança na con�guração do potencial.
Outro fato relevante nestes modelos em mundos-brana, é que se paga um preço muito

alto para termos soluções exatas de mínima energia. Este preço é revelado na forma do
potencial (5.7). Na maioria dos modelos, com exceção do primeiro modelo apresentado
aqui, este potencial não é limitado por baixo, o que estragaria qualquer expansão pertuba-
tiva para a quantização do sistema. De fato, não conhecemos referências que tratam com
a quantização destes sistemas. Tudo o que temos até agora é a expansão ação por meio
de pequenas �utuaçãoda do campo escalar e da métrica em torno das soluções clássicas.
Mesmo nestes casos, consideramos somente termos de 2a ordem, como está explicado no
início deste capítulo (equações (5.39)-5.65). Mas, como já notado ateriormente, é difícil
levar em conta as �utuações lineares de todas as componentes da métrica em conjunto
com as �utuações do campo escalar.

Tudo o que é descrito neste capítulo é desenvolvido dentro de modelos com dinâmica
canônica. Em seguida, nós passamos a revisar um modelo, ainda em mundos-brana, mas
agora com uma dinâmica generalizada.



Capítulo 6

Modelo mundos-brana com dinâmica
não-canônica

Neste último capítulo nós revisamos e ampliamos a análise do modelo no cenário de
mundos-branas com dinâmica não-canônica desenvolvido por D. Bazeia et. al. [16], e
estudamos o problema de localização de férmions nesse modelo. Assim, considera-se um
campo escalar real acoplado à gravidade em (4+1) dimensões do espaço-tempo deformado,
onde usaremos a constante newtoniana 4πG(5) = 1 e r é a dimensão extra.

A ação para este tipo de sistema é descrito por

S =

∫
d5x

√
| g|

[
−1

4
R + L(φ, X)

]
, (6.1)

onde g ≡ Det(gab), X = 1
2
∂aφ∂aφ. O elemento de linha no espaço-tempo é como o dado

na equação (5.3)
ds2 = gabdxadxb = e2A(r)ηµνdxµdxν − dr2, (6.2)

onde os índices latinos vão de 0 até 4, ηµν é a métrica de Minkowski com signatura
(+,−,−,−) e e2A é o fator de deformação (índices grego vão de 0 até 3). Se considera
que A = A(r) and φ = φ(r).
Pode-se determinar que as equações do movimento estáticas para o sistema acima são da
forma

(LX + 2XLXX) φ′′ − (2XLXφ − Lφ) = −4LXA′φ′, (6.3)

A′′ + 2A′ 2 =
2

3
L , (6.4)

A′ 2 =
1

3
(L − 2XLX) , (6.5)

onde a linha indica derivada com respeito a r, LX = ∂L/∂X e Lφ = ∂L/∂φ .

66
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A densidade de energia do campo escalar é dada pela expressão (ver Apêndice B)

T00(y) = −e2A(y)L , (6.6)

A densidade de lagrangiana L do campo escalar considerada tem a forma

L = K(X)− V (φ), (6.7)

onde K(X) e V (φ) são o termo cinético não-canônico e o potencial do sistema respec-
tivamente. Para este caso as equações de movimento, equações (6.3)-(6.5), podem ser
reescritas como

(K ′ + 2XK ′′) φ′′ − Vφ = −4K ′A′φ′, (6.8)

A′′ + 2A′ 2 =
2

3
(K − V ) , (6.9)

A′ 2 =
1

3
(K − V − 2XK ′) . (6.10)

Estas são as equações de movimento do sistema com dinâmica não-canônica.
No artigo mencionado acima, os autores apresentam dois modelos explícitos para

K(X), aqui nós revisamos ums desses modelos.

6.1 O modelo: K(X) = X + α|X|X
Este modelo também é considerado na referência [50], onde α é um parâmetro real positivo
e X = −1

2
φ′ 2. Para esse modelo, as equações do movimento �cam

φ′′ + 4A′φ′ − Vφ = −α (3φ′′ + 4φ′A′) φ′ 2, (6.11)

A′′ + 2A′ 2 = −1

3
φ′ 2

(
1 +

α

2
φ′ 2

)
− 2

3
V , (6.12)

A′ 2 =
1

6

(
1 +

3

2
αφ′ 2

)
φ′ 2 − 1

3
V . (6.13)

Das equações (6.12) e (6.13) se obtém

A′′ = −2

3
φ′ 2

(
1 + αφ′ 2

)
, (6.14)

Para estender o formalismo de primeira ordem no cenário de mundos-brana, os
autores escolhem a derivada do fator de deformação em relação à dimensão extra a ser
uma função do campo escalar, [22]. As razões que os autores apresentam para esta escolha
é que, uma vez que na ação, equação (6.1), o setor geométrico permanece inalterado,
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também esperamos que esta equação permanece inalterada. Assim escrevemos

A′ = −1

3
W (φ) . (6.15)

Substituindo a equação (6.15) na equação (6.14) obtemos

φ′ + αφ′ 3 =
1

2
Wφ . (6.16)

Este último resultado é uma equação cúbica em φ′ , então a solução real para (6.16) é
dada por

φ′ =
m(Wφ)

6α
− 2

m(Wφ)
, (6.17)

onde
m(Wφ) =

(
54α2Wφ + 6

√
3
(
16α3 + 27α4W 2

φ

)1/2
)1/3

. (6.18)

Novamente, substituindo a equação (6.15) na equação (6.13), obtemos o potencial do
sistema

V (φ) =
1

2
φ′ 2 − 1

3
W (φ)2 +

3

4
αφ′ 4 , (6.19)

onde φ′ é dado por (6.17).
Por outro lado, neste ponto nós examinamos o funcional de energia, dado pela

equação (5.23), para este modelo com dinâmica não-canônica. Assim, este funcional é da
forma

E [A, φ] =

∫ ∞

−∞
dr e4A

{
1

2
φ′ 2 − 3A′ 2 +

α

4
φ′ 4 + V

}
. (6.20)

Este funcional E [A, φ] fornece as equações de movimento estáticas (6.11) e (6.12) para
todo valor de α, da mesma maneira que no caso da dinâmica canônica, mas a partir desta
funcional não se pode encontrar as equações de primeira ordem. Além disso, examinamos a
energia do campo escalar com dinâmica nâo-canônica. Das equações (6.6) e (6.7) obtemos

Eφ =

∫ ∞

−∞
dr e2A

{
1

2
φ′ 2 +

α

4
φ′ 4 + V

}
, (6.21)

substituindo a equação (6.19) na equação (6.21) obtemos

Eφ =

∫ ∞

−∞
dr e2A

{
φ′ 2 + αφ′ 4 − 1

3
W 2

}
. (6.22)

Finalmente, usando as equações (6.12) e (6.15) e integrando, vemos que o valor da energia
do campo escalar é

Eφ =
1

2

(
e2A(∞)W (φ(∞))− e2A(−∞)W (φ(−∞))

)
, (6.23)
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para todo α. Da mesma maneira que no caso da dinâmica canônica, o valor da energia do
campo escalar depende do comportamento assintótico do fator de deformação e do campo
escalar.

Agora seguimos o mesmo procedimento feita pelos autores [16] focando o estudo
para o caso de α muito pequeno. A equação (6.16) �ca

φ′ =
1

2
Wφ − αφ′ 3 .

φ′ ≈ 1

2
Wφ − α

(
1

2
Wφ

)3

Assim se obtém, em primeira aproximação em α que

φ′ =
1

2
Wφ − α

8
W 3

φ . (6.24)

A partir desta equação diferencial de primeira ordem se encontra as soluções do campo
escalar do modelo com dinâmica não-canônica. Agora, substituindo a equação (6.24) no
potencial do sistema, equação (6.19), obtemos

V (φ) =
1

8
W 2

φ −
1

3
W 2 − α

64
W 4

φ . (6.25)

Neste ponto nós voltamos a examinar o funcional de energia do sistema (5.23) e
logramos encontramos as equações diferenciais de primeira ordem (6.15) e (6.24). Para
mostrar isso, substituimos as equações (6.24) e (6.25) na equação (6.20), assim

E [A, φ] =

∫ ∞

−∞
dr

{
1

2

(
φ′ − 1

2
Wφ +

α

8
W 3

φ

)2

− 3

(
A′ +

1

3
W

)2
}

+
α

8

∫ ∞

−∞
dr

(
2φ′4 +

3

8
W 4

φ −W 3
φφ′

)
+

1

2

∫ ∞

−∞
dr

d

dr

(
We4A

)
. (6.26)

Aqui resulta que E [φ,A] extremisa para soluções do par de equações diferenciais de
primeira ordem dadas pelas equações (6.15) e (6.24). Deste modo, o valor da energia do
sistema é dado pela expressão E [φ,A] é

E [φ,A] =
∣∣e4A(∞)W (φ(∞))− e4A(−∞)W (φ(−∞))

∣∣ , (6.27)

para α muito pequeno. Este resultado reforça o modelo no cenário de mundos-brana
com dinâmica não-canônica já que o mesmo resultado foi obtido quando se trabalha com
modelos no cenário de mundos-brana com dinâmica canônica, equação (5.28).
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Entretanto, a solução para a equação (6.24) torna-se

φ(r) = φ0(r)− α

4
Wφ(φ0(r))W (φ0(r)) , (6.28)

onde φ0(r) é a solução�para α = 0. Das equações (6.15) e (6.28), obtemos

A(r) = A0(r) +
α

12
W (φ0(r))

2, (6.29)

onde A0(r) representa A(r) para α = 0.
A densidade de energia do campo escalar dada pela equação (6.6) é

T00 = e2A(r)

(
1

4
W 2

φ −
1

3
W 2 − α

16
W 4

φ

)
. (6.30)

Substituindo as equações (6.28) e (6.29) na equação (6.30), obtemos

T00 = T00(0)− α

48
e2A0(y)

(
6WφφW

2
φW − 10W 2W 2

φ + 3W 4
φ +

8

3
W 4

)

φ=φ0

, (6.31)

onde
T00(0) = e2A0(y)

(
1

4
W 2

φ −
1

3
W 2

)

φ=φ0

. (6.32)

Note-se que a densidade de energia do campo escalar dada pela equação (6.31) é um pouco
diferente da que é dada na referência [16].

Para mostrar a validade das soluções obtidas, os autores consideram o superpotential
W (φ), da forma

W (φ) = 3a sin(bφ) , (6.33)

onde a e b são parâmetros reais. Este modelo é semelhante ao primeiro modelo estudado
no capítulo anterior. As soluções clâssicas para as equações (6.28) e (6.29) são dadas por

φ(r) =
1

b
arcsin

[
tanh

(
3

2
ab2 r

)]
− 9a2bα

4
tanh

(
3

2
ab2 r

)
sech

(
3

2
ab2 r

)
, (6.34)

e
A(r) =

2

3b2
ln

[
sech

(
3

2
ab2 r

)]
+

3a2α

4
tanh2

(
3

2
ab2 r

)
. (6.35)

Os per�s do campo escalar e da densidade de energia do campo escalar é mostrado na
�gura (6.1) para alguns valores de α. O estudo numérico dá total apoio à expressões
analíticas na primeira apróximação em α. A �gura (6.1a) mostra claramente que a brana
espessa �ca nos arredores de r = 0. Essa região tem uma densidade de energia do campo
escalar positiva. A contribuição do termo cinético não-canônico modi�ca o per�l sem
alterar a forma simétrica da densidade de energia do campo escalar, como é observado na



71

HaL

-5 5
r

-2

-1

1

2

Φ

HbL

-4 -2 2 4
r

-0.5

0.5

1.0

T00

Figura 6.1: Per�s de φ(r) e T00. Para, para a = 1, b =
√

2/3, α = 0.1 (linha pontilhada), α = 1
(linha tracejada) e α = 10 (linha contínua).

�gura (6.1b). A espessura da brana alarga a medida que α aumenta. Todos os resultados
mencionados estão deacordos com os resultados obtidos pelos autores, D. Bazeia et. al.
[16].
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Figura 6.2: Per�s do fator do deformação para a = 1, b =
√

2/3, α = 0.1 (linha pontilhada),
α = 1 (linha tracejada) and α = 10 (linha contínua).

Os per�s do fator de deformação são mostrados na �gura (6.2) para alguns valores de α.
Esta �gura nós deduzimos que no limite assintótico (r → ±∞) o fator de deformação é
nula (e2A → 0) para todo α. Portanto a energia do campo escalar, equação (6.23), e a
energia do sistema, equação (6.27), são nulas. Estos mesmos resultados
Nós também estudamos o comportamento das soluções no limite de branas �nas deste
modelo com dinâmica não-canônica. As soluções, na primeira aproximação em α, equações
(6.34) e (6.35) se reduzem no limite de branas �nas (ab2 →∞) às seguintes expressões

φbf (r) =
π

2b
sgn [r] (6.36)

Abf (r) = −a|r| (6.37)
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Figura 6.3: Per�s no limite de brana �na do campo escalar (esquerda) e da função de deformação
(direita). Para a = 1000 e b =

√
2
3 .

Deste modo, podemos a�rmar que o modelo no cenário de branas-mundo com dinâmica
não-canônica estudado aqui se aproxima suavemente ao modelo no cenário de branas-
mundo de L. Rundall e R. Sundrum [12].

Assim conconcluimos a revisão do modelo no cenário mundos-brana com dinâmica
não-canônica, D. Bazeia et. al. [16]. Em seguida, nós dissertamos sobre o problema de
localização de férmios 1/2 em branas espessas originadas neste modelo.

6.2 Localização de Fermións
A ação de um campo de Dirac acoplado com um campo escalar através de um acoplamento
de Yukawa geral é dado por

S =

∫
d5x

√
| g| [iΨ̄ΓM∇MΨ− ηΨ̄F (φ)Ψ

]
, (6.38)

onde η é a constante de acoplamento entre os férmions e o campo escalar, Ψ̄ = ΨΓ0 e
∇M = ∂M + 1

4
ωA B

M ΓA B. A equação de movimento é obtida como

i ΓM∇MΨ− ηF (φ)Ψ = 0. (6.39)

Nesta etapa, é útil considerar a corrente. A partir da equação (6.39) obtemos

iΨ̄ ΓM (∇MΨ)− ηΨ̄F (φ)Ψ = 0

−i
(∇MΨ̄

)
ΓMΨ− ηΨ̄F (φ)Ψ = 0
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então a lei de conservação de JM é da forma

∇MJM = Ψ̄
(∇MΓM

)
Ψ , (6.40)

onde JM = Ψ̄ΓMΨ. Assim, se a seguir for verdadeira

∇MΓM = 0 , (6.41)

então a quadricorrente será conservada. A condição (6.41) é a a�rmação puramente
geométrica de que as matrizes gama no espaço-tempo deformado são covariantes. Para a
representação das matrizes gama ΓM =

(
e−Aγµ,−iγ5

)
, com o elemento de linha (6.2), a

condição (6.41) é trivialmente satisfeita e, portanto, a corrente é conservada.
A equação de movimento (6.39) torna-se

[
iγµ∂µ + γ5eA(∂r + 2∂rA)− η eAF (φ)

]
Ψ = 0. (6.42)

Neste ponto, usamos a decomposição quiral da forma

Ψ(x, r) =
∑

n

ψLn(x)αLn(r) +
∑

n

ψRn(x)αRn(r), (6.43)

com ψLn(x) = −γ5ψLn(x) e ψRn(x) = γ5ψRn(x). Nesta decomposição ψLn(x) e ψRn(x)

são as componentes de quiralidade-direita e quiralidade-esquerda do campo espinorial
quadridimensional, respectivamente. Substituindo a equação (6.43) na equação (6.42), e
exigindo que iγµ∂µψLn = mnψRn e iγµ∂µψRn = mnψLn , obtemos

[∂r + 2∂rA + ηF (φ)] αLn = mne−AαRn , (6.44)

[∂r + 2∂rA− ηF (φ)] αRn = −mne−AαLn . (6.45)

As funções αLn e αRn cumprem certa condição de ortonormalização. Se chegou
a essa condição substituindo a equação (6.43) na ação, equação (6.38), empregando as
equações (6.44)-(6.45) e, adicionalmente, exigindo que o resultado tenha a forma da ação
quadridimensional para férmions quirais massivos

S =
∑

n

∫
d4x ψ̄n (γµ∂µ −mn) ψn, (6.46)

onde ψn = ψLn + ψRn e mn ≥ 0. Assim, as funções αLn e αRn devem obedecer à condição
de ortonormalização: ∫ ∞

−∞
dr e3AαLmαRn = δLRδmn. (6.47)
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Agora, fazendo a seguinte mudança de variável

z =

∫ r

0

e−A(r ′)dr ′, (6.48)

e rede�nindo as funções αLn = e−2ALn e αRn = e−2ARn, temos que as equações se trans-
forman em (6.44) e (6.45)

−L′′n(z) + VL(z)Ln = m2
nLn , (6.49)

−R′′
n(z) + VR(z)Rn = m2

nRn , (6.50)

onde

VL(z) = η2e2AF 2(φ)− η∂z

(
eAF (φ)

)
, (6.51)

VR(z) = η2e2AF 2(φ) + η∂z

(
eAF (φ)

)
. (6.52)

Para observar a con�guração destes potenciais, nós usamos seqüências de pares de pontos
(z, r) com um passo constante em z, já que a função z = z(r) é uma função bijectiva,
como se mostra na �gura 6.4

-3 -2 -1 1 2 3
r

-15

-10

-5

5

10

15

z

Figura 6.4: Per�s da função z = z(r). Para a = 1000 e b =
√

2
3 .

Neste ponto, é instrutivo observar que com a mudança de variável, equação (6.48),
obtemos uma geometria a ser conformalmente plana

ds2 = e2A(z)
(
ηµνdxµdxν − dz2

)
. (6.53)

Agora vamos centrar a atenção sobre a condição (6.41). Para o elemento de linha (6.53)
a representação das matrizes gama é da forma ΓM =

(
e−Aγµ,−ie−Aγ5

)
. Nesse caso

obtemos
∇MΓM = i(∂zA(z))e−A(z)γ5. (6.54)

Portanto, a corrente não é conservada para o elemento de linha (6.53). Sabe-se que,
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em geral, a reformulação da teoria em um novo sistema conforme leva a uma teoria
�sicamente inequivalente. Esse problema já tem um precedente nos modelos cosmológicos
dentro da teoria tensor-multiescalar da gravidade estudada por T. Damour [51]. Sob
essa argumentação, usamos apenas a mudança de variável (6.48) para ter uma análise
qualitativa do per�l de potencial, que é um ingrediente fundamental para a localização de
férmions na brana.

Em seguida, vamos centrar a atenção sobre o cálculo do modo zero. Substituindo
mn = 0 nas equações (6.44) e (6.45), ao mesmo tempo usamos αLn = e−2ALn e αRn =

e−2ARn, respectivamente, obtemos

L0 ∝ exp

[
−η

∫ r

0

dr′F (φ)

]
, (6.55)

R0 ∝ exp

[
η

∫ r

0

dr′F (φ)

]
. (6.56)

Este fato é o mesmo para o caso de duas dimensões da equação de Dirac. Nesse contexto
são chamadas soluções isoladas por A.S. de Castro et. al. [52]. Aqui vale a pena mencionar
que a normalização do modo zero e a existência de um mínimo do potencial efetivo sob
a brana são condições essenciais para o problema da localização do férmion na brana.
Recentemente, este fato já foi relatado por L.B. Castro [53].

A �m de veri�car a condição de normalização (6.47) para o modo zero dos férmions
de quiralidade-esquerda (6.55), a integral pode ser convergente i.e

∫ ∞

−∞
dr exp

[
−A(r)− 2η

∫ r

0

dr ′F (φ(r ′))
]

< ∞. (6.57)

Esse resultado mostra claramente que a normalização do modo zero é decidido pelo com-
portamento assintótico de e−A(r) e F (φ(r)). Anteriormente foi mostrado que para modelos
que geram branas espessas o termo e−A(r) é nula no limite assintótico. Então a normaliza-
ção do modo zero é decidido pelo comportamento assintótico somente de F (φ(r)).Além
disso, a partir de (6.51) e (6.52) pode ser observado que o per�l do potencial efetivo de-
pende da escolha de F (φ(r)). Esse fato implica que a existência de um mínimo do poten-
cial efetivo VL(z(r)) ou VR(z(r)) localizada na brana é decidido por F (φ(r)). Este ponto
será mais claro quando se considera um acoplamento de Yukawa especí�co. Portanto, o
comportamento de F (φ(r)) desempenha um papel preponderante para a localização de
férmions na brana [53]. Depois de esclarecer as duas condições essenciais para o problema
da localização de férmion na brana, estamos agora em posição de escolher algumas formas
especí�cas para acoplamentos de Yukawa.
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6.2.1 Modos zeros e localização de férmions
Passamos a estudar o caso mais simples de acoplamento, ou seja F (φ) = φ. Em primeiro
lugar, consideramos o problema de normalização da solução. Neste caso, substituindo as
equações (6.34) e (6.35), no integrando da equação (6.57) obtemos

I = exp

[
− ln (sech (a r))− 3a2α

4
tanh2 (a r)−

√
6 ηĪ(r)− 3

√
6

2
aηα sech(ar)

]
, (6.58)

onde Ī =
∫

dr′ arcsin [tanh(ar′)]. Seguimos o mesmo procedimento desenvolvido por A.
Melfo et. al. [54]. Então precisamos apenas de considerar o comportamento assintótico
do integrando, assim obtemos

I → exp

[
−

(πη

b
− a

)
| r| − 3aαη

2b
e−

3
2

ab2| r|
]

. (6.59)

Note-se que o comportamento assintótico do integrando depende do sinal de a e b. Pode-
mos facilmente concluir que quatro classes diferentes de soluções podem ser segregados:

Caso A: a > 0 e b > 0.
O comportamento de (6.59) para | r| → ∞ é dado por

I → exp
[
−

(π

b
η − a

)
| r|

]
→ 0, por η > ab/π . (6.60)

Este resultado mostra que o modo zero de quiralidade-esquerda é normalizado apenas para
η > ab/π. Note-se que o comportamento assintótico da condição de normalização para
este caso é independente de α. Agora, sob a mudança de η → −η (L0 → R0), obtemos
que os férmions de quiralidade-direita não pode ter um modo de zero normalizável. A
forma dos potenciais para este caso são mostrados na �gura 6.5 para alguns valores de
α. A �gura 6.5(a) mostra que o potencial de férmions de quiralidade-esquerda, (VL)A, é
de fato um potencial tipo vulcão. As formas da densidade de energia do campo escalar,
potencial (VL)A e modo zero, para este caso são mostrados na �gura 6.6 para α = 0.1. Um
comportamento semelhante é obtido para α = 1 e α = 10. A �gura 6.6 mostra claramente
que o potencial efetivo (VL)A tem um mínimo na brana, além disso, mostra claramente
que o modo zero de quiralidade-esquerda é localizada sobre a brana. Por outro lado, a
�gura 6.5(a) mostra uma estrutura de poço cuja profundidade diminui à medida que α

cresce. A partir desta pode-se concluir que a capacidade de armadilhar férmions decresce
à medida que o valor de α cresce. A �gura 6.5(b) mostra que o potencial (VR)A é sempre
positivo. Este potencial efetivo tem um máximo que decresce à medida que α cresce.
Portanto, o potencial não pode armadilhar férmions com quiralidade direita.

Caso B: a > 0 e b < 0.
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Figura 6.5: Per�s dos potenciais: (a) (VL(r))A (esquerda) e (b) (VR(r))A (direita) para
η = 1, a = 1, b =

√
2/3, α = 0.1 (linha pontilhada), α = 1 (linha tracejada) e α = 10

(linha contínua)
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Figura 6.6: Per�s de T00 (linha contínua), (VL)A (linha espessa) e modo zero (linha espessa
tracejada) para η = 1 and α = 0.1.

O comportamento de (6.59) para | r| → ∞ é da forma

I → exp

[(
π

| b| η + a

)
| r|

]
→∞. (6.61)

Este resultado leva a ummodo zero não normalizável, portanto o modo zero de quiralidade-
direita não pode ser localizado na brana. Semelhante ao caso anterior, o comportamento
assintótico da condição de normalização é independente de α. Caso contrário, a mudança
de η → −η (L0 → R0) permitiu concluir que os férmions de quiralidade-direita pode
ser normalizável baixo a condição η > ab/π. É instrutivo observar que, sob a alteração
b → −|b| na equação (6.34), obtemos φ → −φ (ou seja, F (φ) → −F (φ)), portanto, o com-
portamento dos potenciais para o caso B pode ser escrita com facilidade, substituindo
(VL)B = (VR)A e (VR)B = (VL)A. A partir disso, podemos concluir que o modo zero de
quiralidade-direita é localizada na brana para η > ab/π.

Caso C: a < 0 e b < 0.
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O comportamento de (6.59) para | r| → ∞ é da forma

I → exp

[
−

(
| a| − π

| b| η
)
| r| − 3αη

2

| a|
| b| e

3
2
| a|b2| r|

]
. (6.62)

Neste ponto vale a pena mencionar que e
3
2
| a|b2| r| tem um comportamento assintótico

dominante que
(
| a| − π

| b| η
)
| r| então I → 0 independente do valor de η. Este resultado

mostra que o modo zero de quiralidade-esquerda é normalizado para qualquer valor de η.
Agora, sob a mudança de η → −η (L0 → R0), obtemos que os férmions de quiralidade-
direita não pode ter um modo de zero normalizável. Mais uma vez, note que sob a
mudança b → −| b| e a → −| a| na equação (6.34) obtemos φ → φ (ou seja, F (φ) → F (φ)),
portanto, o comportamento dos potenciais para o caso C pode ser escrito com facilidade,
substituindo (VL)C = (VL)A e (VR)C = (VR)A. A partir disso, podemos concluir que o
modo zero de quiralidade-esquerda é localizado na brana.

Caso D: a < 0 and b > 0.
O comportamento de (6.59) para | r| → ∞ é da forma

I → exp

[
−

(
| a|+ π

b
η
)
| r|+ 3αη

2

| a|
b

e
3
2
| a|b2| r|

]
. (6.63)

A expressão e
3
2
| a|b2| r| tem um comportamento assintótica dominante que o termo− (| a|+ π

b
η
) | r|

então I → ∞ é independente do valor de η . Este resultado mostra que o modo zero
de quiralidade-esquerda não é normalizado. Entretanto, sob a mudança de η → −η

(L0 → R0), obtemos que os férmions de quiralidade-direita são normalizados para qualquer
valor de η. Mais uma vez nota-se que sob a mudança a → −| a| na equação (6.34), obte-
mos φ → −φ (ou seja, F (φ) → −F (φ)), portanto, o comportamento dos potenciais para
o caso D pode ser escrito com facilidade substituindo (VL)D = (VR)A e (VR)D = (VL)A.
A partir disso, podemos concluir que o modo zero de quiralidade-direita é localizados na
brana.

Nestes quatro casos diferentes de soluções, a condição de normalização do modo
zero é independente de α, mas a capacidade de armadilhar férmions é inversamente pro-
porcional a α. Nós não podemos determinar um valor máximo exato de α, na qual a
profundidade do poço desaparece porque para α não necessariamente pequena não temos
expressões analíticas para a solução deste modelo. Neste caso, o estudo numérico é essen-
cial.



Capítulo 7

Conclusões e comentários

Nos primeiros capítulos desta dissertação trabalhamos num espaço-tempo plano com
(1+1) dimensões. No capítulo 4, mostramos através de um exemplo simples que, ao
preservar a simetria Z3 no âmbito de uma teoria supersimétrica, não se pode encontrar
soluções BPS, porque o superpotencial nos três mínimos é nulo, o que gera uma tensão
nula nos setores topológicos. Em seguida, nós abandonamos a simetria Z3 e propuse-
mos um superpotencial W , secção 4.3, para procurar um possível ladrilhamento no plano
das con�gurações, plano (φ, χ). Infelizmente não atingimos nosso objetivo. No entanto,
nós descrevemos, na seção 4.6, uma maneira de estudar o comportamento das soluções
BPS a partir da con�guração da órbita. A con�guração da órbita, e das soluções BPS,
é controlada por meio dos valores da constante de integração c0. Esta constante de inte-
gração c0 não está presente na densidade de lagrangiana e, consequentemente, tampouco
nas energias BPS. Em vista disso, há uma degenerescência das soluções, pois, apesar dos
diferentes valores de c0, fora do crítico, a energia BPS é precisamente a mesma. Também,
mostramos um método para encontrar os valores críticos de c0. Um caso interessante
acontece quando c0 assume valores próximos de seus valores críticos, no modelo de dois
campos. Nesse casso as soluções BPS se deformam continuamente passando a ter o campo
φ um per�l tipo lump alargado e o campo χ um per�l tipo kink duplo. Com este mod-
elo generalizamos a análise feita em [23] para modelos de dois campos que admite uma
equação diferencial para a órbita.

No capítulo 5 estudamos características e propriedades de branas espessas através
de vários modelos encontrados na literatura [38, 44, 16] e através do modelo proposto
na secção 4.3. Mostramos que para modelos com um campo a energia do campo escalar
e do sistema sempre é nula. Também, ao considerar soluções não-críticas, nos modelos
com dois campos escalares, a energia dos campos escalares e do sistema é nula. Se nós
consideramos as soluções críticas, a energia dos campos escalares e do sistema é diferente
de zero. É importante mencionar que a divisão da brana no segundo modelo tratado é
controlado pela constante de acoplamento g, ou seja , um parâmetro do próprio potencial,
conduzindo a uma deformação da con�guração do potencial na divisão como foi mostrado
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na �gura 5.10. Por outro lado, no caso de modelos com dois campos, como os terceiro
e quarto modelos tratados aqui, a divisão de branas é controlada pela constante de inte-
gração c0 que naturalmente é externa ao potencial, ou seja, o potencial não sofre nenhum
tipo de deformação nesses modelos. Além disso, mostramos que o funcional de energia
desempenha o papel de energia BPS neste cenário.

No capítulo 6 ampliamos a análise apresentada na referência [16] que trata de mod-
elos de branas espessas com dinâmica generalizada e estudamos o problema de localzação
de férmions. Mostramos que as equações de movimento podem ser deduzidas a partir do
funcional E[A, φ], já mencionado no caso da dinâmica canônica. Além disso, mostramos
que as energias da matéria e do sistema são nulas. Encontramos uma expressão para a
densidade de energia de matéria que di�ere ligeiramente de [16]. As soluções, ao con-
siderar α pequeno, se aproximam assintoticamente às soluções do modelo de Randall e
Sundrum [12]. No problema de localização de férmions, mostramos que a mudança de var-
iável dz = eA(r)dr não conduz a uma corrente conservada, porque as matrizes gamma no
espaço-tempo deformado não são constantes covariantemente. Analizamos a condição de
normalização para o modo zero fermiônico e encontramos que o modo zero dos férmions de
quiralidade-esquerda é normalizável, quando η > ab/π e é independente de α. O potencial
de férmions de quiralidade-esquerda (VL)A tem um per�l tipo vulcão e tem um mínimo
onde se localiza a brana (r = 0), portanto, o modo zero dos férmions de quiralidade-
esquerda estão localizadas sobre a brana. Além disso, mostramos que a capacidade de
(VL)A armadilhar férmions é inversamente proporcional a α. Férmions sem massa de
quiralidade-direita, por sua vez, não podem ser localizados sobre a brana. Para α não
necessariamente pequena, o estudo numérico feito para uma ampla gama de valores de α

con�rmam os nossos resultados.
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Apêndice A

Escalar de Curvatura

A patir da métrica dada pela equação (5.50), nós deduzimos

gab =




e2A 0 0 0 0

0 − e2A 0 0 0

0 0 − e2A 0 0

0 0 0 − e2A 0

0 0 0 0 − 1




, gab =




e−2A 0 0 0 0

0 − e−2A 0 0 0

0 0 − e−2A 0 0

0 0 0 − e−2A 0

0 0 0 0 − 1




(A.1)

onde a, b = 0, ..., 4, os símbolos de Christo�el são de�nidos da seguinte forma:

Γi
kl =

1

2
gim

(
∂gmk

∂xl
+

∂gml

∂xk
− ∂gkl

∂xm

)
, (A.2)

neste caso são

Γ4
00 = −Γ4

11 = −Γ4
22 = −Γ4

33 = e2A dA
dr

Γ0
04 = Γ1

14 = Γ2
24 = Γ3

34 = Γ0
40 = Γ1

41 = Γ2
42 = Γ3

43 = dA
dr

.

(A.3)

Ora, o tensor de Ricci é de�nido como:

Rik =
∂Γl

ik

∂xl
− ∂Γl

il

∂xk
− Γl

ikΓ
m
lm − Γm

il Γ
l
km, (A.4)

assim obtemos

R00 = −R11 = −R22 = −R33 = e2A
[
4
(

dA
dr

)2
+ d2A

dr2

]

R44 = −4
[(

dA
dr

)2
+ d2A

dr2

]
.

(A.5)
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Finalmente o escalar de curvatura R, �ca dado por

R = gikRik = 4

[
5

(
dA

dr

)2

+ 2
d2A

dr2

]
. (A.6)

Note-se que para a métrica selecionado, equação (5.50), segue-se que:

R > 0. (A.7)



Apêndice B

Tensor de Energia-Momento da matéria

A ação de um sistema de dois campos escalares reais, φ e χ, interagentes acoplados à
gravidade em (4+1) dimensões do espaço-tempo deformado é dado por

S =

∫
d4xdr

√
|g|

(
−1

4
R +

1

2
gab∂aφ∂bφ +

1

2
gab∂aχ∂bχ− V (φ, χ)

)
, (B.1)

onde g ≡ Det(gab) e a, b = 0, ..., 4, desta equação deduzimos a densidade Langrangiana de
matéria é dada pela expressão

L =
√
|g|

(
1

2
gab∂aφ∂bφ +

1

2
gab∂aχ∂bχ− V (φ, χ)

)
. (B.2)

Para achar o tensor energia-momento de matéria nós usamos a expressão dada na
referência [55]

1

2

√
|g|Tcd =

∂

∂xa

[
∂L

∂ (∂gcd/∂xa)

]
− ∂L

∂gcd
. (B.3)

Também necesitaremos as seguintes propriedades da métrica

∂
√
|g|

∂gab

=
1

2

√
|g|gab ,

∂gcd

∂gab

= −1

2

(
gacgbd + gbcgad

)
. (B.4)

Substituindo (B.2) em (B.3), e usando (B.4) obtemos

1

2

√
|g|Tcd = −gmcgnd

∂

∂gmn

[√
|g|

(
1

2
gab∂aφ∂bφ +

1

2
gab∂aχ∂bχ− V (φ, χ)

)]

= −gmcgnd

[
1

2

√
|g|gmn

(
1

2
gab∂aφ∂bφ +

1

2
gab∂aχ∂bχ− V (φ, χ)

)]

−gmcgnd

√
|g|

[
−1

4

(
gmagnb + gmbgna

)
∂aφ∂bφ− 1

4

(
gmagnb + gmbgna

)
∂aχ∂bχ

]
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ou seja,

Tcd = −gmcδ
m
d

(
1

2
gab∂aφ∂bφ +

1

2
gab∂aχ∂bχ− V (φ, χ)

)
+

1

2

(
δa
i δ

b
k + δb

i δ
a
k

)
∂aφ∂bφ

+
1

2

(
δa
i δ

b
k + δb

i δ
a
k

)
∂aχ∂bχ.

Finalmente, o tensor energia-momento de matéria tem a forma

Tik = −gik

(
1

2
gab∂aφ∂bφ +

1

2
gab∂aχ∂bχ− V (φ, χ)

)
+ ∂iφ∂kφ + ∂iχ∂kχ. (B.5)

Para métrica dada pela equação (5.50) e para o caso dos campos escalares depen-
dentes somente da dimensão extra, φ = φ(r) e χ = χ(r), nós obtemos que a densidade de
energia de matéria �ca

T00 = e2A(r)

[
1

2

(
dφ

dr

)2

+
1

2

(
dχ

dr

)2

+ V (φ, χ)

]
= −e2A(r)L. (B.6)

Os outros elementos do tensor de energia-momento são

T11 = T22 = T33 = −e2A(r)

[
1

2

(
dφ

dr

)2

+
1

2

(
dχ

dr

)2

+ V (φ, χ)

]
, (B.7)

T44 =
1

2

(
dφ

dr

)2

+
1

2

(
dχ

dr

)2

− V (φ, χ). (B.8)



Apêndice C

Equações de Movimento

Demonstraremos como obter as equações de movimento para um sistema cuja ação é
determinada pela equação (5.49), cuja métrica do espaço-tempo é dada pela equação
(5.50)

As equações de movimento dos campos escalares reais são obtidas das equações de
Euler-Lagrange

∂a δL
δ[∂aφ(x)]

− δL
δφ(x)

= 0 , ∂a δL
δ[∂aχ(x)]

− δL
δχ(x)

= 0. (C.1)

onde a densidade Lagrangiana dos campos escalares reais é dada pela equação (B.2).
Então, para o caso estático e considerando que φ e χ são funções somente da variável

r, temos
∂a

(
δL

δ(∂aφ)

)
= −4

dA

dr
e4A dφ

dr
− e4A

(
∂2φ

∂r2

)
, (C.2)

δL
δφ

= −e4A ∂V

∂φ
. (C.3)

De forma que obtemos a equação de movimento

∂a

(
δL

δ(∂aφ)

)
− δL

δφ
= e4A

(
−4

dA

dr

dφ

dr
− d2φ

dr2
+

∂V

∂φ

)
= 0, (C.4)

da qual resulta a equação (5.51), ou seja

d2φ

dr2
+ 4

dA

dr

dφ

dr
=

∂V

∂φ
, (C.5)

Da mesma maneira, obtemos a equação de movimento para o campo χ

d2χ

dr2
+ 4

dA

dr

dχ

dr
=

∂V

∂χ
, (C.6)

esta é a equação (5.52).
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Ora, achemos as equações de Einstein para o sistema considerado. A equação que
nós considerarmos é apresentada na Ref. [55]

Rab − 1

2
gabR = 8πG(5)Tab, (C.7)

onde G(5) é a constante de Newton e nós considerarmos 4πG(5) = 1, Rab e R representa o
tensor de Ricci e o escalar de curvatura, respectivamente. Subtituindo (A.5), (A.6), (B.6)
e (B.7) em (C.6), obtemos

d2A

dr2
+ 2

(
dA

dr

)2

= −2

3
V − 1

3

[(
dφ

dr

)2

+

(
dχ

dr

)2
]

, (C.8)

(
dA

dr

)2

= −1

3
V +

1

6

[(
dφ

dr

)2

+

(
dχ

dr

)2
]

. (C.9)

A equação (C.8) é a equação dada em (5.54). A partir das equação (C.7) e (C.8) nós
obtemos

d2A

dr2
= −2

3

[(
dφ

dr

)2

+

(
dχ

dr

)2
]

, (C.10)

esta é a equação dada em (5.53).
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