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RESUMO 

 

Neste trabalho é apresentado um estudo analítico e numérico a respeito das tensões 

superficiais entre dois elementos. Quando uma força externa é aplicada a dois corpos em 

contato, verifica-se a existência de uma pequena deformação entre os elementos, causando um 

achatamento no plano de contato e criando uma zona de altas tensões de formato elíptico. 

Com a repetição cíclica destes carregamentos, pode ocorrer a perda progressiva de material 

superficial dos elementos envolvidos. De forma a investigar este fenômeno, esta dissertação 

realizou a análise detalhada de dois casos específicos encontrados na mecânica: o contato 

existente entra a esfera e a pista interna de um rolamento (contato esfera/plano), e o contato 

entre uma roda e um trilho ferroviário (contato cilindro/plano). Este estudo é essencial para a 

compreensão de como a aplicação de um carregamento externo pode influenciarna superfície 

de dois elementos. A análise foi realizada através de duas abordagens: uma analítica, através 

das equações oriundas da Teoria de Hertz, e outra numérica, através de programas 

computacionais de elementos finitos. Com os resultados verificados, foi feito uma série de 

gráficos que ilustram o comportamento das tensões ao longo dos eixos, além da análise da 

área afetada pela ação das tensões superficiais.  Por fim, verificou-se a existência de tensões 

normais compressivas máximas encontradas no plano de contato entre os elementos, sendo a 

maior tensão localizada na direção do eixo de aplicação do carregamento. À medida que se 

aumenta a profundidade, estas tensões tendem a se anular rapidamente. No plano de contato, 

as tensões só estão presentes dentro da elipse no contato causado pela deformação, sendo nula 

em suas bordas. Além das tensões normais, há a presença de tensões cisalhantes, sendo seu 

valor máximo encontrado a uma pequena profundidade. Foi verificado que as tensões de 

cisalhamento são os elementos mais significativos para possíveis desgastes superficiais 

futuros que podem levam o componente à falha e à fratura. 

 

PALAVRAS-CHAVE: Tensão superficial. Tensões de Hertz. Contato esfera/plano. Contato 

cilindro/plano. 

 



 

ABSTRACT 

 

An analytical and numerical study regarding contact stresses between two elements is 

presented in this work. When an external force is applied to two bodies in contact, a small 

deformation between the elements appears, flattening the contact plane and creating high 

elliptical stresses. The cyclical repetition of these stresses can cause the progressive loss of 

surface material from the bodies. To verify this phenomenon, this work developed a detailed 

analysis of two specific cases found in many mechanical applications: the contact between a 

sphere and an inner ring of a bearing (sphere/plane contact) and the contact between a wheel 

and a rail track (cylinder/plane contact). This study is essential to the understanding of the 

influence in the surface of these two elements caused by an external load. The analysis was 

performed using two different approaches: one analytical, using Hertz equations, and one 

numerical, using computational simulations and finite element software. After the results were 

validated, a number of graphics were developed using the Hertz Equations for contact stresses 

to illustrate how the stresses behave along the axis, as well as the analysis of the area affected 

by the contact stresses. It was found that the maximum compressive stresses are located at the 

contact plane between the bodies, and the highest stress is found along the axis where the load 

was applied. When the depth is increased, all normal stresses tend to decrease until they 

became null. At the contact plane, all stresses are located inside an elliptical area, where the 

peak is found at its center and all borders are null. Along with the normal stresses, the external 

load causes the appearance of shear stresses, and its maximum value is found at a small depth 

from the contact surface. The shear stresses are the most significant elements are the most 

critical stresses regarding the presence of cracks and failures. 

 

KEYWORDS: Contact stresses. Hertz stresses. Sphere/plane contact. Cylinder/plane contact.  
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1 INTRODUÇÃO  

 

1.1 CONSIDERAÇÕES GERAIS 

 

O estudo das tensões de contato é um tópico central na Mecânica dos Sólidos. Quando 

duas superfícies, independentemente de suas formas, entram em contato através da aplicação 

de um carregamento, haverá a formação de um campo de tensões na área de contato. Esta 

região é altamente dependente do carregamento aplicado, das propriedades materiais dos 

elementos envolvidos e da geometria dos corpos em contato (NORTON, 2013), e é 

caracterizada por atingir valores de tensão superiores aos limites de resistência dos materiais 

comumente usados, podendo atingir cerca de 2~5 GPa em seu ponto de pressão máxima em 

aplicações comuns como rolamentos (ARAKERE, 2016; SOLANKI; VAKHARIA, 2017), 

além da ocorrência de uma pequena deformação das partes em contato.  

A partir do momento em que as superfícies de dois sólidos se tocam, ambos os corpos 

estão sujeitos à ocorrência do desgaste, termo que engloba diversos tipos de falhas que 

envolvem alterações na superfície (NORTON, 2013). Alguns tipos de desgaste comuns na 

engenharia ocorrem quando há o movimento de deslizamento entre estas superfícies, como a 

abrasão, adesão e erosão. Porém, neste trabalho é estudada a mecânica envolvida no desgaste 

devido à fadiga superficial, no qual o movimento relativo entre os sólidos é o rolamento puro 

ou com uma pequena porcentagem de deslizamento, causando as tensões de contato. 

A primeira grande contribuição para este assunto foi desenvolvida por Heinrich Hertz 

em 1882, através de seu trabalhoOn The Contact of Elastic Solids. Neste estudo, Hertz propôs 

uma análise da deformação causada pelo contato entre dois corpos elásticos de geometria 

curva (JOHNSON, 2003). Todas as equações e proposições sobre este assunto são baseadas 

no modelo proposto por Hertz. 

A simulação pelo método dos elementos finitos (MEF) é uma das principais aliadas no 

estudo das tensões de Hertz. O MEF é definido como um “método aproximado de cálculo de 

sistemas contínuos” (ALVES FILHO, 2000), onde um corpo contínuo é dividido em um 

número finito de partes (elementos) conectadas através de pontos (nós). Com o 

desenvolvimento da tecnologia, computadores se tornaram uma parte essencial no cálculo de 

problemas MEF graças aos diversos programas de alto desempenho que permitem a resolução 

rápida e precisa de problemas físicos complexos (CHANDRUPATLA; BELEGUNDU, 2012). 

Porém, apesar da facilidade e praticidade causada pelo advento da tecnologia, não é prudente 

apenas aceitar os resultados gerados pelo programa, sendo ainda necessário um olhar mais 
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profundo e crítico do engenheiro sobre o problema. Por isso, neste trabalho foram realizadas 

abordagens analíticas e computacionais em duas situações onde as tensões de Hertz estão 

presentes, para assim obter dois resultados por métodos diferentes, podendo avaliá-los e 

compará-los. 

 

1.2 JUSTIFICATIVA DO TRABALHO 

 

Segundo Moghaddam et al. (2015), quando uma peça é instalada corretamente, o 

principal modo de falha será a fadiga do material,mecanismo que ocorre devido às cargas 

variantes no tempo em níveis de tensão menores do que os limites de resistência do material 

(NORTON, 2013) depois de um alto número de ciclos. A fadiga pode se manifestar de 

maneira tradicional, quando um componente se rompe devido à repetição do carregamento, 

iniciando a formação e propagação de uma trinca que causa a ruptura do elemento quando 

atinge o seu tamanho crítico. Porém, este trabalho estuda os mecanismos por trás da fadiga 

superficial, processo que se manifesta na região de contato entre dois elementos. De acordo 

com Juvinall e Marshek (2008), “Falhas por fadiga superficial são uma consequência da 

aplicação repetida das cargas que produzem tensões na superfície de contato e abaixo delas”. 

Assim sendo, a fadiga superficial ocorre em aplicações onde há o contato constante entre duas 

superfícies, como cames/seguidores, engrenagens, roda/trilho e rolamentos. Na Figura 1, são 

mostrados conseqüências da fadiga superficial para os elementos mencionados. Em todos os 

casos, houve a perda severa de material na região da peça onde há o contato cíclico com outro 

elemento. O desgaste superficial de cada componente pode comprometer toda a operação do 

elemento, por isso é essencial a compreensão do comportamento que causa estas falhas.  

Entretanto, antes da análise da fadiga superficial, é imprescindível a análise estática 

dos elementos envolvidos para total compreensão do mecanismo por trás das tensões 

superficiais decorrentes da aplicação de um carregamento externo. Em função disso, esta 

dissertação se propôs a analisar em detalhes especificamente dois casos comuns à mecânica: o 

contato existente entre uma esfera/pista de um rolamento, e o contato existente entre uma 

roda/trilho. Após esta análise completa destes dois casos específicos, a compreensão dos 

efeitos que as tensões superficiais podem causar é mais clara para aqueles que buscarem 

informações a respeito deste fenômeno no futuro. Desta forma, o estudo das tensões de Hertz 

e de todos os fenômenos envolvidos estudados neste trabalho é o primeiro passo para o 

entendimento das causas da fadiga superficial. 
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Figura 1 - Desgaste causado pela fadiga superficial. a) Pista interna de um rolamento axial de 
esferas; b) Dentes de engrenagem; c) Came; d) Roda. 

 
Fonte: a) Deng (2014); b) Norton (2013); c) e d) Donzella; Petrogalli (2010). 

 

1.3 OBJETIVOS 

 

O objetivo deste trabalho é realizar uma análise detalhada dos efeitos causados pela 

existência de tensões superficiais em duas aplicações comuns na mecânica: o contato entre a 

esfera e a pista interna de um rolamento axial de esferas (caracterizado como esfera/plano), e 

o contato entre uma roda e um trilho ferroviário (caracterizado como cilindro/plano).  

Para ambos os casos estudados, foi feita duas abordagens diferentes: uma analítica, 

através da aplicação das equações fornecidas pela teoria de Hertz, e outra abordagem 

numérica, através da utilização de programas computacionais de elementos finitos, como 

Ansys, Inventor e Nastran in-CAD. Os resultados obtidos por ambas as abordagens são 

comparados entre si, e então se procurou apontar uma série de características resultantes da 

existência das tensões superficiais nos elementos analisados, entre elas: ponto crítico do 

modelo, área de contato formada, pressão máxima atingida e comportamento das tensões ao 

longo dos eixos. 
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1.4 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

 

Os primeiros estudos realizados sobre tensões no contato entre dois sólidos foram feitos 

pelo físico alemão Heinrich Hertz na década de 1880, enquanto estudava a interferência 

óptica entre duas lentes de vidro. Ao investigar se a pressão aplicada nas lentes para fixação 

no experimento interferia no resultado, Hertz percebeu uma deformação em formato elíptico 

no contato entre os sólidos. Seu estudo se tornou a base para toda a mecânica do contato que 

seria ser estudada desde então. Conforme a engenharia progrediu, novos estudos resultaram 

em  melhorias na teoria Hertziana, eliminando diversas restrições impostas nas condições de 

Hertz, como a necessidade das superfícies serem livres de atrito e perfeitamente elásticas 

(JOHNSON, 2003). A Figura 2 retrata a onda de deformações elípticas causado pelo contato 

entre duas superfícies curvas. 

 

Figura 2 - Análise fotoelástica das tensões de contato entre dois sólidos. 

 
Fonte: Norton(2013). 

 

O estudo das tensões superficiais se faz necessário em diferentes áreas da Mecânica. Em 

qualquer situação onde haja o contato entre dois elementos e a aplicação de um carregamento 

externo, haverá a formação de uma zona de altas tensões na superfície entre os elementos. 

Como exemplos, citam-se os rolamentos, onde o contato entre o elemento rolante e as pistas 

dos anéis provoca uma zona de tensões de Hertz; dentes de engrenagens, tópico de estudo de 

diversos trabalhos recentes como Hao e Shi (2015); Hwang et al. (2013); Patil et al. (2014) e 

Gonzales-Perez e Fuentes (2011); cames e seguidores (JUVINALL; MARSHEK, 
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2008);corrente e uma roda dentada (BUDYNAS;  MISCHKE; SHIGLEY,  2005); processos 

de conformação mecânica  como calandragem e laminação, onde cilindros em contato são 

usados para alterar a espessura de um material (NORTON, 2013); entre uma roda e um trilho, 

tópico abordado em diversos trabalhos recentes, comoNejad, Shariati e Farhangdoost 

(2016);Xiao, Zhang e Qian (2014); Jaifu, Raeon e Pimsarn (2018) e Srivastava  (2017), sendo 

as tensões de Hertz presentes neste contato as principais causas de falhas e trincas nestes 

elementos. 

É comum que este contato entre as partes seja cíclico, como no caso dos elementos 

rolantes de mancais e em rodas sobre trilhos, onde um determinado ponto da superfície entra 

em contato com o outro sólido a cada rotação sucessiva, gerando as chamadas tensões de 

Hertz. Estas tensões podem ser repetidas em milhões de ciclos, causando o processo de fadiga 

superficial, quando alterações aleatórias e repetidas de tensão e deformação em um ponto 

ocasionam trincas sub-superficiais e superficiais que causam o desgaste e a perda de material 

na superfície devido aos processos depitting (crateração) e spalling(lascamento), causando 

prejuízo financeiro e humano (NORTON, 2013; SRIVASTAVA, 2017). 

A zona de tensões causada pelo contato entre dois sólidos é caracterizada pelo seu 

estado triaxial de tensões compressivas, além de tensões de cisalhamento em todas as direções 

(SUBHASH et al., 2017; ARAKERE, 2016). As tensões normais são máximas na superfície 

de contato, e se anulam à medida que a profundidade é aumentada. Diversos estudos 

mostraram que as tensões cisalhantes são as mais críticas em relação ao surgimento de trincas 

(SUBHASH et al., 2017; JUVINALL; MARSHEK, 2008; DENG; QIN, HUANG, 2015), e 

trabalhos como os de Deng (2014) e Deng, Qin e Huang (2015) mostram que há um pico 

destas tensões na região sub-superficial, geralmente ao redor de uma descontinuidade na 

microestrutura do elemento, ocasionando uma trinca que pode se propagar e causar o colapso 

do conjunto. 

Mancais de rolamentos são elementos mecânicos utilizados em diversos ramos da 

indústria, como a naval, aeronáutica, automobilística, entre outras. São definidos a partir do 

tipo de seus elementos rolantes (esfera, rolos, agulhas, cilindros, cones, etc), quantidade de 

pistas (simples, dupla, tripla) e do tipo de carga a qual são submetidos (radial e/ou axial) 

(NORTON, 2013), sendo constituídos geralmente por elementos rolantes de aço presos entre 

duas pistas (anel interno e externo), retidos dentro de uma gaiola, sendo o modelo a ser 

utilizado escolhido a partir das condições e exigências de sua aplicação. Estes elementos são 

imprescindíveis para a transmissão de movimento entre duas partes, como, por exemplo, em 

um eixo. O bom desempenho de um rolamento exige uma boa combinação de diferentes 
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parâmetros que atuam mutuamente sobre a peça, tais como velocidade de rotação, 

carregamentos aplicados, lubrificação e geometria das partes em contato.  

O corpo rolante do rolamento está em contato cíclico com a pista interna, e assim está 

sujeito aos efeitos das tensões de Hertz. Devido à importância desta questão, diversos 

trabalhos buscam entender o mecanismo deste problema. Porém, o estudo do contato entre as 

partes de um rolamento se mostra de grande complexidade devido às altas tensões na região 

de contato, que chegam a 2~5 GPa (RYCERZ; OLVER; KADIRIC, 2017; MORALES-

ESPEJEL; GABELLI, 2015; SUBHASH et al., 2017; LI, 2018; ARAKERE, 2016), além de 

diversos parâmetros que influenciam na situação final, como lubrificação, vibração, 

rugosidade (MOHD YUSOF; RIPIN, 2014), dimensões do rolamento (CHEN; WEN, 2015), 

velocidade de rotação, intensidade dos carregamentos aplicados (GUO et al., 2015) e 

curvaturas dos anéis externo e interno (DENG et al., 2013; CHEN et al., 2014). Portanto, cada 

parâmetro exige um estudo aprofundado para que se entenda em detalhes seu comportamento 

no mecanismo da fadiga superficial. Além disso, o tipo de elemento rolante influencia 

diretamente no contato mecânico, exigindo um estudo específico em função de sua geometria. 

Morales-Espejel e Gabelli (2015) e Deng et al. (2015) discutem o fenômeno em rolamentos de 

rolos cônicos, Solanki e Vakharia (2017a); Solanki e Vakharia (2017b); Li et al. (2018) e 

Mohd Yusof e Ripin (2014) em rolamentos de rolos cilíndricos, e Lostado, Martinew e Mac 

Donald (2015) em rolamentos autocompensadores de rolos cilíndricos. 

 

1.5 ESTRUTURA DA DISSERTAÇÃO 

 

No capítulo 1 deste trabalho, um panorama geral a respeito da mecânica de contato é 

apresentado, destacando seu histórico, sua importância, em quais situações está presente e o 

atual estado da arte deste tema, além da motivação e objetivos para a realização deste estudo. 

No capítulo 2, são apresentados os fundamentos teóricos por trás de todos os cálculos 

realizados neste estudo. É mostrada uma abordagem geral para o contato entre dois sólidos, e 

posteriormente um direcionamento para os dois casos específicos abordados neste trabalho, 

apresentando todas as equações e proposições aplicadas. 

No capítulo 3, toda a metodologia empregada é apresentada. São discutidos todos os 

dados utilizados nos cálculos, além da descrição de todas as decisões empregadas para a 

construção do modelo computacional e sua simulação. 



21 

Os resultados são apresentados e discutidos no capítulo 4, onde também é feita uma 

comparação entre os dados obtidos através da abordagem analítica e numérica a fim de 

validar os cálculos realizados.  

No capítulo 5, todas as conclusões tiradas pela realização deste trabalho são mostradas, 

além de sugestões para trabalhos futuros.  

Por fim, o capítulo 6 é dedicado a relatar toda a referência bibliográfica consultada para 

realização deste trabalho. 

Após a seção de referências bibliográficas, ainda há um Apêndice dedicado a explicar 

em detalhes tópicos que foram abordados apenas superficialmente no decorrer do texto para 

não comprometer a estrutura e a continuidade do raciocínio durante a dissertação. 
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2 FUNDAMENTOS TEÓRICOS 

 

O tópico de estudo deste trabalho é o contato entre dois corpos e como este afeta sua 

distribuição de tensões e sua geometria. Este contato é diferenciado entre conforme ou não-

conforme. O primeiro trata de superfícies que se encaixam naturalmente sem deformações, 

enquanto o segundo envolve superfícies cujo contato gera uma deformação e a formação de 

uma área entre os elementos (JOHNSON, 2003). 

Quando as superfícies de dois corpos não-conformes se tocam, idealmente o contato 

seria um ponto (contato esfera/ esfera) ou uma linha única (contato cilindro/ cilindro de eixos 

paralelos). Como a tensão é definida pela divisão entre força aplicada por área, estes casos 

resultariam em uma tensão infinita, o que é impossível na prática. Porém, assim que um 

carregamento externo é aplicado, estas superfícies tendem a se deformar, transformando este 

contato em uma região de dimensões muito pequenas quando comparadas às dimensões gerais 

dos elementos, possibilitando a formação de uma zona de tensões na superfície de contato. O 

formato dessa região é diretamente relacionado à geometria dos corpos, e é necessária sua 

predição para o estudo das tensões de Hertz e de como elas afetarão os elementos. 

A teoria básica para o estudo das tensões superficiais foi iniciada por H. Hertz no fim do 

século XIX, quando ele estudou o contato entre dois corpos elásticos e curvos (HONGYAN, 

2016). De acordo com os estudos realizados, a área de contato entre duas superfícies é uma 

elipse, e essa região é caracterizada por possuir uma zona de altas tensões que podem chegar 

até a 2~5 GPa em seu pico (SOLANKI; VAKHARIA, 2017a), e deve ser tratada 

separadamente da distribuição geral de tensões dos corpos (JOHNSON, 2003). O material da 

região de contato é comprimido igualmente em todas as direções, fazendo com que seja 

possível a resistência às grandes tensões (JUVINALL; MARSHEK, 2008). É devido a essa 

compressão que a resistência para tensões geradas pelo contato puntiforme é mais alta que os 

demais limites de resistência do material, chegando a 5 GPa para aços especiais (SOLANKI; 

VAKHARIA, 2017a). 

As equações formuladas por Hertz são baseadas em algumas suposições (JOHNSON, 

2003; HOJJATI; KAZEMI, 2007; SOLANKI; VAKHARIA, 2017a): 

(i) As tensões superficiais devem desaparecer a medida que aumenta-se a 

profundidade; 

(ii) As deformações na região de contato são pequenas quando comparadas com as 

dimensões dos corpos (a << R1;R2);  

(iii) As superfícies em contato são contínuas e não-conformes;  
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(iv) As superfícies são livres de atrito; 

(v) Os materiais em contato são isotrópicos; 

(vi) Coeficiente de Poissonυ e Módulo de Young E permanecem inalterados após o 

carregamento externo; 

(vii) As tensões normais são inexistentes fora da região de contato para ambas as 

superfícies; 

(viii) Os limites do material são respeitados, isto é, as deformações estão dentro de 

seu regime elástico; 

(ix) A distância entre os corpos é zero na zona de contato, porém finita fora desta 

região; 

Respeitando todas as condições impostas, as equações de Hertz podem ser aplicadas. 

Inicialmente, deve-se descrever o contato geral entre dois elementos para depois ser 

estudado os casos particulares. 

 

2.1 GEOMETRIA DO CONTATO HERTZIANO: CASO GERAL 

 

Considera-se o contato entre os elementos 1 e 2, sendo o plano onde as superfícies se 

tocam xy, e o eixo z sendo a profundidade e também a direção do carregamento aplicado, 

conformeFigura 3. 

 

Figura 3 - Duas superfícies genéricas em contato. 

 
Fonte: Adaptado de Puttock (1969). 
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A equação geral que descreve o contorno das superfícies é descrita pela equação (1). 

 

𝑧௜ = 𝐴௜. 𝑥ଶ + 𝐵௜. 𝑦ଶ                                                                                                                                 (1) 

 

Sendo A e B duas constantes dependentes da curvatura dos corpos 1 e 2, e i um índice 

que se refere à identificação de cada elemento. Estas constantes podem ser obtidas analisando 

os planos onde x = 0 e y = 0, segundo Figura 4. 

 

Figura 4 - Superfície curva. 

 
Fonte: Adaptado de Puttock (1969). 

 

Fazendo com que x=0obtém-se aequação (2): 

 

𝑧 = 𝐵. 𝑦ଶ                                                                                                                                                   (2) 

 

No plano yz tem-se apenas a curvatura de Ry, então o valor da constante B pode ser 

obtido a partir da equação geral da circunferência, dada pelaequação (3). 

 

(𝑦 − 𝑚)ଶ  +  (𝑧 − 𝑛)ଶ = 𝑟ଶ                                                                                                                 (3) 
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Sendo m e n o centro da circunferência e r seu raio. 

Substituindo m = 0, n = Ry e r = Ry, é obtido a equação (4). 

 

𝑦ଶ + 𝑧ଶ = 2. 𝑅𝑦. 𝑧                                                                                                                                    (4) 

 

O termo de segundo grau de z pode ser desprezado devido ao seu valor 

insignificante(PUTTOCK, 1969), e assim é obtido: 

 

𝑧 =  
𝑦ଶ

2. 𝑅𝑦
                                                                                                                                                   (5) 

 

A partir da equação (6), pode-se obter o valor da constante B, sendo: 

 

𝐵 =  
1

2. 𝑅𝑦
                                                                                                                                                  (6) 

 

Fazendo o mesmo para y = 0, e analisando o plano xz, é obtido o valor da constante A: 

 

𝐴 =  
1

2. 𝑅𝑥
                                                                                                                                                  (7) 

 

Assim, é possível descrever o perfil da superfície dos elementos 1 e 2, sendo estes 

unicamente dependentes dos raios principais de curvatura de cada corpo. 

 

𝑧ଵ =  
𝑥ଶ

2. 𝑅𝑥ଵ
+ 

𝑦ଶ

2. 𝑅𝑦ଵ
                                                                                                                               (8) 

𝑧ଶ =  
𝑥ଶ

2. 𝑅𝑥ଶ
+ 

𝑦ଶ

2. 𝑅𝑦ଶ
                                                                                                                               (9) 

 

Segundo Williams e Dwyer-Joyce (2001), a separação h entre as superfícies é dada pela 

expressão (10): 

 

ℎ = 𝑧ଵ + 𝑧ଶ                                                                                                                                            (10) 
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O comportamento da geometria dos corpos quando submetidos a uma força externa é 

demonstrado na Figura 5. Após a aplicação do carregamento, os corpos 1 e 2 se deslocarão 

um em direção ao outro à uma distância de  δ1 e δ2 respectivamente. Se não houvesse a 

deformação, aconteceria a sobreposição dos corpos conforme representado pela linha 

tracejada. Porém, devido a alteração da superfície de contato, há a formação de uma área de 

contato de largura 2a.  

 

Figura 5 - Contato Hertziano entre dois sólidos. 

 
Fonte: Adaptado de Cao et al. (2015). 

 

Se os deslocamentos de pontos correspondentes na superfície dos corpos 1 e 2 são 

definidos por w1 e w2, todos os pontos dentro da região de contato obedecerão a relação 

definida pela equação (11): 

 

(𝑧1 + 𝑤1) +  (𝑧2 + 𝑤2) =  𝛿1 +  𝛿2 =  𝛿                                                                                  (11) 

 

Por outro lado, os pontos fora da região de contato são caracterizados pela expressão 

(12): 
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(𝑧1 + 𝑤1) +  (𝑧2 + 𝑤2) > 𝛿                                                                                                          (12) 

 

2.2 GEOMETRIA DO CONTATO HERTZIANO: CASOS PARTICULARES 

 

2.2.1 Caso particular: contato esfera/esfera 

 

O contato ideal entre duas esferas seria um ponto único. Porém, foi visto que ocorre 

uma deformação na região de contato, gerando uma pequena área elíptica na superfície entre 

ambos os elementos. Tendo em vista que cada esfera é simétrica em relação a si mesmo, isto 

é, cada esfera apresenta um único raio comum a todos os eixos, para facilitar a nomenclatura 

diz-se que a área formada tem formato circular, pois as dimensões do semi-eixo maior e do 

semi-eixo menor da elipse são idênticas, sendo a o raio da circunferência de contato, 

conformeFigura 6. 

 

Figura 6 - Contato entre duas esferas. 

 
Fonte: Adaptado de Puttock (1969). 

 

Para o caso de duas esferas, tem-se que Rx1 = Ry1 = R1 e Rx2 = Ry2 = R2. Portanto, as 

constantes A e B são iguais para ambos os planos, e as equações gerais do plano e a distânciah 

entre eles para este caso são dadas pelas equações (13-15). 

𝑧ଵ =  
𝑥ଶ

2. 𝑅ଵ
+ 

𝑦ଶ

2. 𝑅ଵ
                                                                                                                                 (13) 
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𝑧ଵ =  
𝑥ଶ

2. 𝑅ଶ
+ 

𝑦ଶ

2. 𝑅ଶ
                                                                                                                                 (14) 

ℎ =  𝑧ଵ + 𝑧ଶ = ൬
1

𝑅ଵ
+ 

1

𝑅ଶ
൰ .

𝑥

2

2

+ ൬
1

𝑅ଵ
+ 

1

𝑅ଶ
൰ .

𝑦2

2
                                                                            (15) 

 

Segundo Norton (2013) e Juvinall e Marshek (2008) a tensão de contato será 

dependente de constantes dos materiais e constantes geométricas de cada esfera. A primeira é 

representada por mn, sendo n um índice que define cada elemento em contato, e envolve o 

coeficiente de Poissonυ, razão entre a deformação específica lateral e longitudinal,e o módulo 

de Young E, relação entre a tensão aplicada e a deformação (NORTON, 2013) . A segunda é 

representada pela constante q, e envolve a curvatura de ambas as esferas (R1e R2). 

 

𝑚௡ =
1 − 𝜐௡

ଶ

𝐸௡
                                                                                                                                       (16) 

𝑞 = ൬
1

2
൰ . ൬

1

𝑅1
+

1

𝑅2
൰                                                                                                                             (17) 

 

Segundo Norton (2013) e Juvinall e Marshek (2008), a pressão de contato máxima 

(Pmáx) é observada no centro da região de contato, e Pmédia é uma pressão média a qual é 

obtida através da divisão entre o carregamento aplicado F e a área circular de contato de raio 

a, que é obtida através de uma relação entre F e as constantes de material m1e m2. 

 

𝑃máx =
3

2
.

𝐹

𝜋. 𝑎ଶ
                                                                                                                                      (18) 

𝑃média =
𝐹

𝜋. 𝑎ଶ
                                                                                                                                        (19) 

𝑎 =  0.375 .
 (𝑚ଵ + 𝑚ଶ) 

𝑞
. 𝐹ଵ/ଷ                                                                                                          (20) 

  

O carregamento aplicado F ocasionará um estado triaxial de tensões, o qual σx, σye σz 

serão tensões compressivas ocasionadas pelo contato. Segundo Norton (2013), é possível 

descrever o comportamento das três tensões principais e das tensões cisalhantes através das 

equações (21-23). Considera-se o plano xy como o plano que contém a região de contato entre 

as partes, e z é o eixo perpendicular a este plano que representa a profundidade e também o 

eixo de aplicação da força. 
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𝜎௫ = 𝜎௬ =
𝑃௠á௫

2
 . ቎ −(1 + 2𝜐) +  2(1 +  𝜐). ൭

𝑧

(𝑎ଶ + 𝑧ଶ)
భ

మ

൱ − ൭
𝑧

(𝑎ଶ + 𝑧ଶ)
భ

మ

൱

ଷ

቏                (21)  

𝜎௭ =  𝑃máx. ൥ −1 +
𝑧ଷ

(𝑎ଶ + 𝑧ଶ)
య

మ

൩                                                                                                       (22) 

𝜏ଵଷ =
𝑃௠á௫

2
. ቎

(1 − 2. 𝜐)

2
+ (1 −  𝛾). ൭

𝑧

(𝑎ଶ + 𝑧ଶ)
భ

మ

൱ −  ൬
3

2
൰ . ൭

𝑧

(𝑎ଶ + 𝑧ଶ)
భ

మ

൱

ଷ

቏                         (23) 

 

Sabe-se que a região de contato entre a esfera e pista de um rolamento é complexa, 

possuindo quatro curvaturas (uma radial e axial para cada elemento em contato). De forma a 

simplificar os cálculos e a possibilitar a aplicação das equações de Hertz para o caso 

específico estudado (caso rolamento/pista) nesta dissertação, assumiu-se que um dos corpos 

seja uma placa plana. Para isso, foi feito com que a curvatura R2tenda ao infinitonas equações 

de Hertz. Apesar da simplificação, os resultados se mostram válidos e próximos a realidade 

(NORTON, 2013). 

 

2.2.2 Caso Particular: contato cilindro/cilindro de eixos paralelos 

 

Quando dois cilindros de comprimento l e raios Rx1 e Rx2 com eixos paralelos são postos 

em contato através de um carregamento externo, idealmente a região de contato seria uma 

linha paralela aos eixos, porém devido à deformação ocorrida na superfície entre os 

elementos, forma-se uma área retangular de comprimento 2a e comprimento l na região de 

contato, conforme Figura 7. Esta geometria é um caso adaptado de uma elipse onde um semi-

eixo da elipse é significantemente maior que o outro semi-eixo (no caso, o eixo longitudinal 

de comprimento l é consideravelmente maior que o eixo transversal de comprimento 2a). 
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Figura 7 - Dois cilindros em contato. 

 
Fonte: Produção do próprio autor. 

 

Para este caso, tem-se que Rx1 = R1 e Rx2 = R2, enquanto Ry1 = Ry2 = ∞. Portanto, as 

constantes B para cada plano são nulas pois não há curvatura para o eixo y  e suas equações 

são resumidas em: 

 

𝑧ଵ =  
𝑥ଶ

2. 𝑅ଵ
                                                                                                                                               (24) 

𝑧ଶ =  
𝑥ଶ

2. 𝑅ଶ
                                                                                                                                               (25) 

 

A partir das dimensões de cada cilindro, e de suas propriedades mecânicas (módulo de 

elasticidade E e coeficiente de Poisson υ), pode-se obter o campo de tensões gerado pela 

aplicação da carga F. Considerando o plano xy coincidente com o plano de contato entre os 

corpos (sendo o eixo y paralelo ao eixo dos cilindros), e o eixo z representando a profundidade 

do contato e também o eixo de aplicação da força, é possível obter o comportamento das 

tensões em função dos eixos. 

Segundo Norton (2013) e Johnson (2003), a pressão máxima Pmáxé encontrada no plano 

de contato onde z = 0, e seu valor é descrito pela equação (26). 
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𝑃máx =
2. 𝐹

𝜋. 𝑎. 𝑙
                                                                                                                                         (26) 

  

Segundo Johnson (2003), a dimensão 2a da largura da região de contato é obtida por 

uma relação entre o carregamento aplicado F e as propriedades geométricas e mecânicas 

(módulo de Young e coeficiente de Poisson) do material. 

 

𝑎 = ඩ൬
2

𝜋
൰ . ቌ

ଵିజభ
మ

ாభ
+

ଵିజమ
మ

ாమ

ଵ

ଶ
. (

ଵ

ோ1
+

ଵ

ோ2
)

ቍ . ൬
F

𝑙
൰                                                                                                    (27) 

  

Dentro da região de contato, há um campo de tensões cujo valor máximo é encontrado 

na linha de centro, e diminui a medida que se afasta do centro até se tornarem nulas nas 

bordas do contato, sendo inexistentes fora desta região(SOLANKI; VAKHARIA, 2017a). 

O comportamento das tensões normaisσ ao longo do eixo de aplicação de carga (eixo z) 

é descrito por equações (28-30), e a  tensão principal de cisalhamento τ1 é dada pela equação 

(31)(JOHNSON, 2003). 

 

𝜎௫ = −
𝑃௠á௫

𝑎
. ቊ

(𝑎ଶ +  2𝑧ଶ)

ඥ(𝑎ଶ + 𝑧ଶ)
−  2𝑧ቋ                                                                                                (28) 

𝜎௬ =  −2. 𝑃௠á௫ . 𝜐. ቐඨቆ1 +
𝑧ଶ

𝑎ଶ
ቇ +  

𝑧

𝑎
ቑ                                                                                          (29) 

 

𝜎௭ =  𝑃௠á௫ . 𝑎 . ቊቆ
1

ඥ(𝑎ଶ + 𝑧ଶ)
ቇቋ                                                                                                      (30) 

 

𝜏ଵ = −
𝑃௠á௫

𝑎
. ቊ𝑧 − ቆ

𝑧ଶ

ඥ(𝑎ଶ + 𝑧ଶ)
ቇቋ                                                                                                (31) 

  

Para ter uma noção de como as tensões agem simultaneamente, utiliza-se a equação de 

von Mises, expressa pelaequação (32) (NORTON, 2013; BREZEANU, 2015; SOLANKI; 

VAKHARIA, 2017a). 
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𝜎′ = ඨ൫𝜎௫ −  𝜎௬൯
ଶ

+ ൫𝜎௬ −  𝜎௭൯
ଶ

+ (𝜎௫ −  𝜎௭)ଶ + 6. (𝜏ଵ )
ଶ

2
                                                  (32) 

  

As tensões no plano do contato são distribuídas elipticamente. O comportamento de 

cada uma é descrito de acordo com as equações (33-34) (JOHNSON, 2003). 

 

𝜎௫ = 𝜎௭ = −𝑃máx. ඨ(1 −
𝑥ଶ

𝑎ଶ
)                                                                                                           (33) 

𝜎௫ = 𝜎௭ = −2. 𝜐. 𝑃máx. ඨ(1 −
𝑥ଶ

𝑎ଶ
)                                                                                                   (34) 

  

Para adaptar as equações para o caso entre uma roda e um trilho, deve-se fazer com que 

R2 = ∞, assim como feito para o cálculo das tensões Hertzianas em um rolamento. Desta 

forma, as equações englobam um contato entre um cilindro (roda) e um plano (trilho), 

situação estudada neste trabalho. 

 

2.3 MECÂNICA DO DESGASTE 

 

2.3.1 Modos de falha 

 

O mecanismo exato por trás dos desgastes ocorridos decorrentes do contato superficial 

ainda não é consenso entre especialistas (BUDYNAS; MISCHKE; SHIGLEY, 2005; 

NORTON, 2013) devido à grande dificuldade de se obter dados relativos ao processo de 

desgaste sob um movimento de rolamento (RYCERZ; OLVER: KADIRIC, 2017). Porém, em 

geral, o desgaste ocorrerá de duas maneiras: crateramento/lascamento originado na superfície 

e/ou na sub-superfície (MOGHADDAM  et al., 2015).  Estas falhas geralmente se iniciam ao 

redor de descontinuidades existentes na estrutura do material que funcionam como 

concentradores de tensões, sendo elas presentes desde a construção do elemento ou 

consequencia da aplicação de tensões cíclicas. 
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Estas descontinuidades podem ser causadas por diversos fatores, e sua localização é 

aleatória, dificultando a prevenção de falhas. Segundo Norton (2013), os modos de falha mais 

comum decorrentes das tensões de contato são: 

i) Inclusões: ocorre quando óxidos que são capturados no processo de fabricação 

do material. 

ii) Concentração de tensão geométrica: ocorre quando uma peça do contato é 

axialmente menor que a outra, ou quando há mudanças bruscas na geometria, 

como riscos superficiais, ângulos vivos, rasgos de chavetas, fios de roscas, etc. 

iii) Esfoliação: trincas originadas à uma profundidade pequena que se estendem por 

uma grande área, fazendo com que a superfície seja descascada da peça. 

iv) Fadiga abaixo da camada endurecida termoquimicamente: ocorre apenas em 

peças que foram tratadas termoquimicamente em processos como nitretação, 

carbonetação etc. Se a camada não tiver a expessura suficiente, a trinca se 

originará abaixo dela e se propagará até rompê-la. 

Apesar das diferentes origens que uma falha pode apresentar, o mecanismo de 

propagação que se segue é semelhante em todos os casos (NORTON, 2013). 

Segundo Budynas, Mishke e Shigley (2005), os fatores que mais influenciam  no 

desgaste superficial são: tensões de Hertz, número de ciclos de aplicação de carga, dureza do 

material, grau de lubrificação dos elementos, temperatura e acabamento da superfície. 

Diversos processos são comumente realizados para retardar os efeitos da falha por fadiga 

superficial, sendo os mais comuns os tratamentos de superfície como nitretração e 

carbonetação, onde é introduzido uma camada de nitrogênio e carbono respectivamente a fim 

de aumentar a dureza da superfície, e assim aumentara  resistência ao desgaste. Estes 

métodossão comumente utilizados em engrenagens e rolamentos de aço (CALLISTER, 2000). 

Além disso, a introdução de tensões residuais de compressão é um método utilizado para 

auxiliar na melhora do desempenho dos elementos (JUVINALL; MARSHEK, 2008). 

 

2.3.2 Propagação das trincas 

 

A partir do momento em que uma trinca é estabelecida na estrutura do material, a 

repetição da aplicação do carregamento irá ocasionar sua propagação até a ruptura do 

material. O mecanismo por trás deste processo é semelhante em todos os casos, e pode ser 

dividido em três etapas (CALLISTER, 2000). 
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i) Iniciação da trinca, onde uma pequena deformidade irá se formar a partir de um 

modo informado na seção 2.3.1; 

ii) Propagação da trinca, onde a trinca cresce à cada ciclo de tensões; 

iii) Fratura final, quando a trinca atinge seu tamanho crítico e falha de maneira 

repentina; 

O tempo total de propagação de trinca é a soma da duração das etapas (i), (ii) e (iii). 

Porém, a contribuição da etapa (iii) é insignificante pois a falha acontece de maneira 

instantânea, logo a duração total é dividida nas etapas (i) e (ii), sendo a propagação da trinca 

responsável pela maior parcela da vida do elemento, consumindo cerca de 80% do tempo 

(RYCERZ; OLVER; KADIRIC, 2017; NORTON, 2013; CALLISTER, 2000). 

Acredita-se que a maioria das trincas se iniciam na região onde a tensão cisalhante é 

máxima, pouco abaixo da superfície (BUDYNAS; MISCHKE; SHIGLEY, 2005), e se 

propaga em direção a superfície. Após a nucleação da trinca, ela irá se propagar nos planos 

cristalográficos de maior tensão de cisalhamento (CALLISTER, 2000), e tende a se direcionar 

de maneira perpendicular à aplicação do carregamento e paralela à superfície (DENG; QIN; 

HUANG, 2015), após uma propagação inicial de cerca de 15~30o(DONZELLA; 

PETROGALLI, 2010), conforme pode ser visto naFigura 8. 

 

Figura 8 - Representação esquemática da propagação da trinca. 

 
Fonte: Callister(2000). 
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Quando a trinca é ocasionada devido a existência das tensões de Hertz, a trinca pode se 

originar na superfície, sub-superfície ou em ambas. À medida que este se propaga,  parte do 

material tende a ser recortado da superfície, ocasionando a perda de matéria e o desgaste visto 

na Figura 1. A Figura 9 retrata dois rolamentos que, após estarem sob efeito das tensões 

superficiais por um longo período de tempo, tiveram o processo de formação da trinca 

iniciado, e as trincas estão se propagando com níveis de severidade diferentes para as Figuras 

9a e 9b. É visto que a quantidade de matéria que seria perdida caso a degradação da superfície 

fosse consolidada na Figura 9b (spalling) é muito mais severa quando comparado à 

degradação da Figura 9a (pitting), devido à profundidade da trinca observada. 

 

Figura 9 - Falha superficial devido à: a) Pitting; b) Spalling. 

 
Fonte: Moghaddam  et al. (2015). 

 

2.3.3 Resistência de Contato 

 

Conforme visto, o contato superficial entre duas peças sujeitas a um movimento de 

rolamento e/ou deslizamento entre si ocasiona um estado triaxial de tensões compressivas, 

que podem ser repetidas em milhares de ciclos e ocasionar a fadiga superficial e 

consequentemente a falha catastrófica entre as partes. Apesar da dificuldade de medição, o 

conceito de resistência de contato é definido como a “pressão de contato que, após um 

número específico de ciclos, causará a falha na superfície” (BUDYNAS; MISCHKE; 

SHIGLEY, 2005), e é um valor aproximado do nível de tensão que um elemento pode 

suportar. O valor da resistência de contato é intrínseco ao material utilizado, sendo obtido 

através de experimentos em laboratório. 

A resistência de contato é essencial para analisar se o material pode suportar a pressão 

máxima prevista pelas equações de Hertz. Para isso, compara-se o valor obtido de Pmáx com o 
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valor da resistência de contato Scpara o material utilizado, através da equação (35). Se o 

coeficiente de segurança CS calculado for superior a 1, o conjunto mecânico é aprovado e não 

haverá falhas previstas devido à tensões de contato, e caso seja inferior a 1, o projeto deve ser 

modificado para contornar esta situação.  

 

𝐶𝑆 =  
𝑆௖

𝑃௠á௫
> 1                                                                                                                                     (35) 
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3 MATERIAIS E MÉTODOS 

 

A Figura 10 retrata em detalhes todo trabalho realizado nesta dissertação. A partir do 

tema geral do trabalho, “Contato Superficial”, foirealizada a análise analítica e numérica de 

dois casos específicos: contato entre a esfera e pista de um rolamento radial de esferas 

(contato esfera/plano) e entre uma roda e trilho (contato cilindro/plano). A primeira 

abordagem envolveu a teoria de Hertz e suas equações para cada tipo de contato em questão, 

enquanto a abordagem computacional envolveu a construção de modelos de elementos finitos 

utilizando dois programas diferentes: Inventor,Nastran in-CADe Ansyspara o rolamento, e 

Ansyspara o trilho/roda. Em cada modelo numérico foi aplicado restrições que simulem o caso 

real, além da construção de malhas que aperfeiçoem os resultados. Os resultados obtidos 

foram comparados entre si em busca da validação da simulação computacional. 

 

Figura 10 - Fluxograma Resumo 

 
Fonte: Autor. 

 

3.1 CONTATO ENTRE ROLAMENTO E PISTA (CASO ESFERA/ PLANO) 

 

3.1.1 Formulação analítica 

 

3.1.1.1 O rolamento 

 

Um rolamento é definido por diversas dimensões. São elas: 
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 d: diâmetro menor do anel interno; 

 d1: diâmetro maior do anel interno 

 D: diâmetro maior do anel externo; 

 D1: diâmetro menor do anel externo; 

 B: largura dos anéis interno e externo; 

 dCR: diâmetro do corpo rolante; 

 ri: raio axial da pista do anel interno; 

 ro: raio axial da pista do anel externo; 

 

O cálculo analítico e a simulação foram feitos baseados em um modelo real de 

rolamento encontrado no mercado. O modelo escolhido foi o 6207, da fabricante de 

rolamentos FAG. A Figura 11demonstra o rolamento em corte, indicando alguma de suas 

dimensões utilizadas neste trabalho. 

 

Figura 11 - Seção transversal de um rolamento axial de esferas. 

 
Fonte:Adaptado de FAG (1999). 

 

O catálogo da fabricante FAG (1999)não fornece todas as dimensões necessárias para a 

modelagem computacional e para a análise analítica. Para isso, buscou-se equações que 

proporcionassem as dimensões faltantes, como o diâmetro da esfera e raios axiais da pista 

interna e externa. Como comparação, todas as dimensões (inclusive as fornecidas no 
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catálogoda fabricante) foram medidas e conferidas em laboratório, utilizando-se de 

equipamentos de metrologia. 

Houghton (1976) estabelece equações que fornecem as dimensões faltantes. 

 

𝑑cr = 0,3 . (𝐷𝑜 − 𝐷𝑖)                                                                                                                           (36) 

𝑟i = 0,52 . 𝑑                                                                                                                                            (37) 

𝑟o = 0,52 − 0,54 . 𝑑                                                                                                                             (38) 

 

Em laboratório, foram conferidas todas as dimensões através da metrologia. Os 

instrumentos utilizados foram escolhidos conforme a necessidade de precisão, facilidade de 

manuseio, e forma da medida. Os instrumentos de medição utilizados para cada dimensão 

foram: 

 d, D, B: paquímetro; 

 d1, D1: gabarito de perfis; 

 dCR, micrômetro; 

 ri, ro: gabarito de raios; 

 

Na Tabela 1, é mostrado os valores fornecidos pelo catálogo FAG (1999), ao lado dos 

valores obtidos em laboratório. 

 
Tabela 1 - Dimensões do rolamento. 

Dado 
Catálogo 

fabricante (mm) 

Medições em 

laboratório (mm) 

d 35,00 34,95 

D 72,00 72,01 

B 17,00 17,00 

D1 65,00 64,70 

d1 42,00 42,63 

dcr 11,00* 11,12 

ri 5,77* 5,70 

ro 5,99* 5,70 

Fonte: Produção do próprio autor. 
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OBS: os valores indicados por * são aqueles que foram obtidos através do uso das 

equações(36-38), utilizando os valores originalmente do catálogo FAG (1999). 

Verifica-se que os resultados obtidos pela metrologia são bem próximos dos fornecidos 

pelo catálogo FAG (1999). A maior diferença para as dimensões de ri, ro e d1, D1 são 

justificadas pois os métodos do gabarito de raios e gabarito de perfis não são suficientemente 

exatos para esta medida. 

Com as dimensões verificadas, foi possível utilizá-las para os cálculos analíticos da 

análise de tensões de contato. Optou-se por utilizar apenas as dimensões obtidas a partir do 

catálogo da fabricante e das equações da literatura. 

 

3.1.1.2 Força de aplicação 

 

Neste trabalho, buscou-se realizar a simulação de um rolamento sujeito a uma força 

radial pré-definida. Para isso, foi realizada uma série de cálculos para estimar uma força 

condizente com a realidade do modelo de rolamento escolhido, assumindo que o elemento 

trabalha em sua situação de maior esforço, ou seja, sua situação limite. O catálogo da 

fabricante fornece parâmetros que indicam a capacidade limite de funcionamento do 

rolamento, indicado pela Tabela 2. 

 

Tabela 2 - Dados técnicos do rolamento FAG6207. 
Dado Valor Legenda 

Cr 27.500 N Capacidade de carga dinâmica, radial 
C0r 15.300 N Capacidade de carga estática, radial 
Cur 720 N Carga limite de fadiga, radial 
ng 13.800 1/min Velocidade limite 
nb 1/min Velocidade nominal 

Fonte: Adaptado de Catálogo FAG (1999). 

 

Norton (2013) define uma série de equações que retratam o comportamento do 

rolamento em operação, a partir da definição os carregamentos e de parâmetros funcionais. A 

vida em fadiga L10 de um mancal de rolamento de esferas é dada pela equação (39): 

 

𝐿10 = (
𝐶௥

𝑃
)ଷ                                                                                                                                             (39) 

 

Onde Cr é a capacidade de carga dinâmica do modelo fornecida pelo catálogo da 

fabricante, e P é a carga constante aplicada. 
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Como a carga P é desconhecida, é necessário utilizar a equação (40): 

 

𝑓h

𝑓n
=

𝐶௥

𝑃
                                                                                                                                                   (40) 

 

Onde fh é o coeficiente de vida do rolamento, e fné o coeficiente de velocidade, e ambos 

os valores são retirados de tabelas do catálogo NSK (2013), podendo ser aplicados em todos 

os rolamentos. O primeiro é retirado a partir de uma interpolação com os valores destacados 

na Tabela 3, sendo que n = 10.400 rpm, e assim foi obtido o valor de fn = 0,147. Para o 

segundo assumiu-se um valor de fh = 4, pois este é um valor médio para o especificado para 

operações longas em motores industriais, conforme Tabela 4. 

 

Tabela 3 - Fator de velocidade fn. 

 
Fonte:Adaptado de NSK (2013). 

. 



42 

Tabela 4 - Coeficiente de vida fhe exemplos de aplicações. 

 
Fonte:Adaptado de NSK (2013). 

 

Substituindo os valores adotados na equação (40), foi obtido um valor para a carga no 

rolamento equivalente de P = 1.010,6 N.  

O valor de P representa a força total que o eixo exercerá sobre o rolamento em 

funcionamento. O modelo escolhido para este trabalho é formado por nove esferas idênticas 

que rolam entre os anéis externos e internos, como pode ser visto naFigura 12. Dividindo-se o 

valor de P pelo número Z de corpos rolantes, pode-se obter uma aproximação da força 

aplicada em cada esfera. 

 

Figura 12 - Rolamento FAG 6207. 

 
Fonte:Produção do próprio autor. 
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Portanto, a carga aplicada em cada esfera é de 112,3 N. Esta é a força que será usada 

tanto nas simulações analíticas quanto na modelagem computacional. 

O material utilizado para os cálculos foi o aço AISI 52100, liga de aço mais utilizado 

em rolamentos (CHEN et al., 2016). 

Assim, foram utilizados os valores segundo a Tabela 5 para os cálculos: 

 

Tabela 5 - Dados utilizados para o cálculo do contato esfera/plano. 
Dado Valor Legenda 

R1 5,50 mm Raio da esfera 

R2 ∞ Raio do plano 

E1 210 GPa 
Módulo de elasticidade longitudinal 

(esfera) 

E2 210 GPa 
Módulo de elasticidade longitudinal 

(plano) 

υ1 0,30 Coeficiente de Poisson (esfera) 

υ2 0,30 Coeficiente de Poisson (plano) 

F 112,3 N Força sobre cada esfera 

Fonte:Adaptado de Norton (2013). 

 

A partir destes dados, foram obtidos os valores para a, B, Pmáx, Pmédia, além das tensões  

σx, σy, σz e τ13 através das equações de Hertz apresentadas anteriormente. Como a região de 

tensão máxima é localizada no plano de contato entre as partes, para calcular as tensões 

máximas deve-se fazer com que z = 0 nas equações de Hertz. 

 

3.1.2 Formulação computacional 

 

Segundo Subhash et al. (2017) e Satyanarayana e Melkote (2004), a simulação de 

contato entre uma esfera e um plano pode ser simplificada para ¼ do modelo devido a 

simetria do contato, mantendo as mesmas características do modelo completo, desde que as 

restrições aplicadas mantenham a configuração original do elemento. Essa transformação 
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atrativa, pois dessa maneira o custo computacional do processamento é menor, e o tempo de 

resposta do computador é mais ágil. Assim, foi construído um modelo computacional 

utilizando o software Inventor e Nastran in-CAD de ¼ da esfera e base (representando o anel 

inferior do rolamento), como visto naFigura 13. 

 

Figura 13–Modelo representativo de ¼ do contato esfera/plano. 

 
Fonte:Produção do próprio autor. 

 

3.1.2.1 Restrições 

 

Fixou-se a face inferior da base, aplicando-se uma restrição em todas as direções. 

Para simular a simetria do modelo completo, foram aplicadas restrições de simetria em 

relação ao eixo perpendicular ao plano simétrico para as faces internas da esfera e da base. 

Assim, o modelo se comporta de maneira semelhante à sua versão completa. 

Ambas as restrições estão indicadas naFigura 14. 
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Figura 14 - Restrições para contato esfera/plano. a) Simetria aos eixos x e y; b) Suporte fixo 
na base. 

 
Fonte:Produção do próprio autor. 

 

3.1.2.2 Carregamento 

 

Aplicou-se um carregamento de compressão de 112,3 N na face superior da esfera, na 

direção negativa do eixo z, conforme Figura 15. Esta força representa a carga aproximada que 

cada esfera do rolamento receberá a partir de uma solicitação externa de 1.010,6 N. 

 

Figura 15 - Carregamento aplicado ao contato esfera/plano. 

 
Fonte:Produção do próprio autor. 
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3.1.2.3 Malha 

 

A malha foi gerada automaticamente pelo programa. Porém, para encontrar resultados 

mais precisos, foi necessário refinar a malha no vértice de contato entre a esfera e a base, isto 

é, no vértice comum a ambas as partes. 

A malha final está indicada na Figura 16 e foi criada com elementos parabólicos de 

tamanho 0,626441 mm, com tolerância de 1,25288e-05, e possui 6.903 nós e 4.299 elementos. 

 

Figura 16 - Malha final para contato esfera/plano. 

 
Fonte:Produção do próprio autor. 

 

3.1.2.4 Superfícies de contato 

 

A superfície externa da esfera e a superior da base estão em contato. Para uma 

modelagem de acordo com a realidade, foi utilizada a opção Sliding/No Separation para este 

contato. Com isso, define-se que as faces em contato não poderão se separar, mantendo-se 

unidas durante toda a aplicação do carregamento. 

 

3.2 CONTATO ENTRE RODA E TRILHO (CASO CILINDRO/PLANO) 

 

O cálculo foi realizado com base em uma roda sobre um trilho, sendo ambas as partes 

de aço. Na Figura 17 estão retratados dois exemplos de trilho e rodas encontrados no 

mercado. É possível ver que o contato entre as partes é caracterizado por uma superfície 



47 

cilíndrica (roda) e por uma superfície plana (trilho). Para adaptar as equações para o caso 

cilindro/ plano, fez-se com que R2 tenda ao infinito nas equações de Hertz. 

 

Figura 17 - Exemplos de rodas e trilhos encontrados no mercado. 

 
Fonte: Brauer (2019). 

 

3.2.1 Formulação Analítica 

 

Os dados utilizados para os cálculos foram retirados de Norton (2013) com base em 

uma aplicação real cujo enunciado era: 

“Uma roda de uma ponte rolante rola vagarosamente sobre um trilho. Qual é o 

tamanho da região de contato e quais são as tensões?” (NORTON, 2013) 

Todas as propriedades geométricas e do material foram dadas e estão indicadas na 

Tabela 6. 

 

Tabela 6 - Dados utilizados para cálculo do contato cilindro/plano. 
Dados Valor Legenda 

d 301,80mm Diâmetro da roda 
l 22,23mm Espessura da roda 
F 22.241,11N Carga aplicada 
E 200,00 GPa Módulo de Elasticidade (roda e trilho) 
υ 0,28 Coeficiente de Poisson (roda e trilho) 

Fonte:Adaptado de Norton (2013). 
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A partir das equações Hertzianas para este tipo de contato, utilizaram-se os dados da 

Tabela 6 para obtenção dos valores de a, Pmáx, além do comportamento das tensões no plano 

de contato entre as partes e ao longo do eixo de aplicação da carga. 

 

3.2.2 Formulação Computacional 

 

 A simulação computacional foi feita a partir de um modelo simplificado de ½ de 

cilindro. Com as restrições e carregamentos aplicados corretamente, essa simplificação está de 

acordo com a realidade.  

 Para este caso, foi utilizado o programa Ansyspara a modelagem e simulação, com ½ 

de cilindro representando a roda e um plano simples representando o trilho, conforme Figura 

18. O modelo foi dimensionado seguindo os mesmos dados utilizados no cálculo analítico, 

indicado na Tabela 6. 

 
Figura 18 - Modelo cilindro/plano. 

 
Fonte:Produção do próprio autor. 

 

3.2.2.1 Restrições 

 

Aplicou-se um suporte fixo na face inferior do trilho, evitando que o modelo se 

desloque verticalmente. 



49 

Também fixou-se as faces laterais do cilindro nos sentido x e z. Assim, o cilindro pode 

se deslocar apenas na direção y, que também é a direção da carga aplicada.  

Com essas restrições, o modelo se comporta de maneira similar à uma roda sendo 

pressionada sobre um trilho. Ambas restrição são destacadas na Figura 19. 

 

Figura 19 - Restrições contato cilindro/plano. a) Suporte fixo; b) Eixos x e z. 

 
Fonte:Produção do próprio autor. 

 

3.2.2.2 Carregamento 

 

Seguindo as informações de Norton(2013) mostradas emTabela 6, aplicou-se um 

carregamento de 5.000 lb (22.241,11 N) na face intermediária do cilindro na direção negativa 

de y, conforme Figura 20. 

 

Figura 20 - Carregamento aplicado ao contato cilindro/plano. 

 
Fonte:Produção do próprio autor. 
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3.2.2.3 Malha 

 

Primeiramente, a malha foi gerada automaticamente pelo programa. Porém, em busca 

de uma melhoria dos resultados, as faces e pontos de contato entre os corpos, regiões mais 

críticas no conjunto, foram refinados. 

A versão acadêmica do programa Ansys utilizada nesta simulação possui a limitação de 

32.000 nós. Isto se mostrou um fator limitante na qualidade de malha, pois um refinamento 

exagerado superaria este limite e tornaria o processo impossível. Por isso, buscou-se um 

número de nós próximo ao limite que se adequasse ao modelo. O modelo final possui 27.968 

nós e 15.551 elementos. O resultado final utilizado na simulação é mostrado na Figura 21. 

 

Figura 21 - Malha final do contato cilindro/plano. 

 
Fonte:Produção do próprio autor. 

 

3.2.2.4 Superfícies de contato 

 

Foi utilizado o tipo de contato Frictionless entre as faces do cilindro e do plano que 

estão em contato. Este tipo de contato faz com que não haja atrito entre as superfícies 

escolhidas, e assim respeitando a condição (iv) das proposições de Hertz. 
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4 RESULTADOS E DISCUSSÃO 

 

4.1 RESULTADOS ESFERA/PLANO 

 

Os resultados analíticos foram obtidos pelas equações demonstradas no item 2.2.1, 

enquanto os resultados computacionais foram obtidos resolvendo a simulação proposta no 

item 3.1.2.  A Tabela 7 contém os resultados gerados por ambas abordagens, além de um erro 

percentual para cada tensão. 

 

Tabela 7 - Resultados analíticos e numéricos do contato esfera/plano (Inventor). 

Dado Analíticos 
Numéricos 

(Inventor) 
Erro percentual 

σx -1.698,14 MPa -1.667,04 MPa 1,83% 

σy -1.698,14 MPa -1.645,38 MPa 3,11% 

σz -2.122,68 MPa -3.617,99 MPa 70,44% 

τyz 706,66   MPa 682,80 MPa 3,38% 

τxz 706,66  MPa 696,62 MPa 1,42% 

Fonte:Produção do próprio autor. 

 

4.1.1 Resultados analíticos 

 

Aplicando os parâmetros previamente definidos nas equações de Hertz, foram obtidos 

os resultados para as cinco tensões máximas propostas, como mostrado na Tabela 7. O valor 

do raio a é de 0,159 mm, e a área da região de contato entre as partes causada pela deformação 

é de 0,0793 mm2.  

Todas as tensões normais são compressivas. Vê-se que as tensões nas direções x e y se 

comportam da mesma maneira. Estas tensões máximas estão no plano de contato entre as 

partes, e a tensão na direção z possui o maior valor absoluto. As tensões de cisalhamento nos 

planos yz e xz possuem os mesmo valores, e são perpendiculares ao plano de contato entre as 
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partes. Todas as tensões normais máximas são encontradas na região de contato, isto é, 

quando a profundidade é nula, e z = 0. Conforme a profundidade aumenta, as tensões 

diminuem até se tornarem nulas. 

Para analisar como essas tensões se comportam com o aumento da profundidade, foi 

utilizada a sugestão de Norton (2013), onde é feita a normalização das tensões em função de 

Pmáx e a distância z em função do raio da área de contato a. Com essa abordagem, a análise do 

comportamento das tensões ao longo do eixo de aplicação da carga (z) é facilitada, pois 

quanto maior o valor da abcissa, maior a profundidade, e quanto maior a distância do ponto 

zero na ordenada, maior o valor absoluto da tensão. O resultado desta normalização é 

demonstrada na Figura 22. 

 

Figura 22 - Comportamento das tensões em função da profundidade. 

 
Fonte:Produção do próprio autor. 

 

PelaFigura 22, é visto que σx e σyse comportam de maneira idêntica. Seus valores 

máximos têm valores aproximados de 0,8 Pmáx, e as tensões caem rapidamente à medida que 

se aumenta o valor de z. Quando a profundidade atinge aproximadamente 150% o valor do 

raio da região de contato a, as tensões σx e σyse tornam nulas. 

A tensão σz possui valor máximo igual à Pmáx, e possui uma curva de declínio mais 

suave que as tensões nas direções x e y. Seu valor tende a zero apenas quando a profundidade 

atinge cerca de 500% o valor do raio da região de contato. 
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A tensão de cisalhamento máxima é encontrada abaixo da superfície, aproximadamente 

em z = 0,63a, e seu valor é em torno de 0,33Pmáx. 

Assim, é possível concluir que as tensões variam consideravelmente em uma pequena 

região. Para uma profundidade 500% maior que o raio da circunferência de contato, todas as 

tensões se reduzem a menos de 10% de seu valor máximo. Logo, conclui-se que a medição 

das tensões de contato é um tema complexo, pois além das tensões serem altamente variáveis 

em uma distância de décimos de milímetros, elas possuem valores extremamente altos. O pico 

de tensão é localizado na superfície das partes em contato, e os valores chegam a valores 

superiores a 2 GPa na direção do eixo z. 

 

4.1.2 Resultados numéricos 

 

4.1.2.1 Simulação com Inventor 

 

Resolvendo a simulação numérica proposta no item 3.2.2, obtêm-se os valores máximos 

de σx, σy, σz, τyz e τxz, como também indicado pela Tabela 7. 

Todos os valores máximos de tensão normal são encontrados no vértice comum a base e 

a esfera. Pela Figura 23 pode ser visto que o ponto mais crítico para as tensões normais se 

encontra no vértice, e à medida que a profundidade aumenta, esse valor diminui rapidamente 

até se anular. Também é visto que a zona de atuação das tensões se resume a uma pequena 

vizinhança na região de contato entre as partes. 

 

Figura 23 - Resultado computacional do contato esfera/plano (Inventor). 

 

Fonte:Produção do próprio autor. 
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Comparando os resultados da simulação numérica com os resultados analíticos, 

verifica-se que os valores de σx, σy, τyz e τxz estão muito próximos, variando em média de 

2,5%. Porém, o valor de σzobtido pela simulação está consideravelmente distante do valor 

analítico. 

Das cinco tensões calculadas computacionalmente, quatro delas foram validadas pelo 

cálculo analítico, sendo o valor de σzobtido pelo modelo computacional completamente fora 

do esperado. Uma das possíveis explicações para a discrepância verificada entre os valores 

obtidos para σzseria o fato que a influência da expessura da placa no resultado final não é 

considerada nas equações de Hertz, isto é, enquanto os resultados do modelo computacional 

possuem uma ligação direta com a espessura do plano, em nenhum momento as equações 

Hertzianas abordam esta variável. Essa falta de especificação da rigidez do plano pode causar 

grandes incertezas no resultado final para as tensões na direção da profundidade do plano. 

Apesar da discrepância em uma das tensões, a teoria diz que as tensões mais críticas, 

isto é, aquelas que causarão o surgimento de trincas que provocarão a falha por fadiga 

superficial na peça, são as tensões de cisalhamento. Como a diferença entre os valores 

calculados para as tensões cisalhantes é cerca de 1,42%, pode-se dizer que o modelo FEM é 

válido para esta simulação. 

Devido a discrepância de valores encontrada, foi feito a mesma simulação utilizando o 

programa de elementos finitos Ansys, com o objetivo de verificar se este erro foi causado pelo 

programa utilizado na primeira simulação (Inventor), ou se é um problema intrínseco ao 

modelo proposto. A descrição da formulação computacional realizada se encontra como 

ApêndiceAdesta dissertação, enquanto os resultados obtidos são discutidos no item4.1.2.2 

 

4.1.2.2 Simulação com Ansys 

 

O objetivo desta simulação é verificar e comparar os resultados obtidos para a mesma 

simulação utilizando dois programas diferentes, analisando se o desvio encontrado para a 

tensão σz é vista em ambos os casos. Resolvendo a simulação numérica no Ansysproposta 

noApêndice A, obtêm-se os valores máximos de σx, σy, σz, τyz e τxz, e então compara-se com os 

resultados obtidos anteriormente. Os valores das tensões encontrados e o erro percentual de 

cada uma em relação ao resultado analítico são mostrados na Tabela 8 
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Tabela 8 - Resultados analíticos e numéricos do contato esfera/plano (Ansys). 
Dado Analíticos Numéricos (Ansys) Erro percentual 

σx -1.698,14 MPa -1.987,2 MPa 17,02% 

σy -1.698,14 MPa -1.766,2MPa 4,01% 

σz -2.122,68 MPa -3.321,1 MPa 56,46% 

τyz 706,66   MPa 712,83 MPa 0,87% 

τxz 706,66  MPa 722,58 MPa 2,25% 

Fonte:Produção do próprio autor. 

 

Para esta simulação, os valores obtidos para, σy, τyz e τxzcontinuam muito próximos do 

resultado analítico, enquanto σx possui um desvio relativamente maior, quando comparado aos 

outros. Porém, o objetivo principal desta segunda análise é verificar o comportamento de σz e 

compará-lo aos resultados utilizando o Inventor. Para este caso, observou-se que o desvio 

continua consideravelmente maior do que as outras tensões, confirmando a hipótese de que 

resultados para a tensão no sentido do eixo de aplicação de carga obtidos através de 

simulações computacionais possuirão um desvio muito maior quando comparado às outras 

tensões. Porém, conforme a teoria diz, esta tensão não é a mais significativa para a existência 

de falhas e trincas na peça, portanto considera-se que a simulação fornece valores úteis e 

factíveis com a realidade para o estudo do comportamento do elemento. 

O programa Ansyspossui melhores ferramentas para análise do campo de tensões do 

contato entre os elementos do que o Inventor. Então, é possível analisar em detalhes a 

vizinhança do contato e verificar o comportamento das tensões. 

A Figura 24 ilustra o comportamento das tensões na região de contato. Percebe-se que a 

tensão possui um valor absoluto máximo no vértice dos elementos, e que a mesma se reduz 

através de ondas elípticas conforme aumenta-se a profundidade.. 
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Figura 24 - Resultado computacional do contato esfera/plano (Ansys). 

 
Fonte:Produção do próprio autor. 

  

A Figura 25 é um recorte das faces em contato no plano xy. Percebe-se com clareza a 

distribuição circular das tensões, sendo o valor absoluto máximo encontrado no vértice dos 

elementos, e o mesmo é reduzido até se tornar nulo nas bordas da circunferência de tensões. 

 

Figura 25 - Plano de contato entre esfera/plano. 

 
Fonte:Produção do próprio autor. 
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Analisando a Figura 25 no programaImageJ,é possível estimar o tamanho da região 

afetada pelas tensões superficiais ocorrida devido ao contato entre um elemento e outro. 

Criando-se uma escala de medidas definida pelo usuário, sãoobtidos valores computacionais 

aproximados para o raio a da circunferência de contato e o valor de sua área total, e então 

estes resultados podem ser comparados com os valores obtidos analiticamente através das 

equações de Hertz. Como não há uma divisão linear perfeita, foramtomadas dez medidas para 

o raio a e então foi feita sua média aritmética, para então ser comparado com os dados 

analíticos. 

O desvio padrão obtido para o raio a é de 1,08%, portanto considera-se que o programa 

fornece valores confiáveis. Os valores obtidos para o raio a e consequentemente para a área 

circular de contato, assim como o erro percentual quando comparado aos resultados 

analíticos, são retratados na Tabela 9. 

 

Tabela 9 - Resultados da área de contato entre esfera/plano. 
Dados 

Analíticos Numéricos 
Erro 

percentual 

Raioa 0,159 mm 0,189 mm 18,87 % 

Área 0,0793 mm2 0,112102 mm2 41,86 % 

Fonte:Produção do próprio autor. 

 

Apesar do desvio percentual verificado, é visto que os resultados possuem a mesma 

grandeza, reforçando a ideia de que o o modelo está de acordo com a realidade. A análise 

dimensional da área deformada é consideravelmente afetada pela qualidade de malha do 

modelo, e tendo em vista que foi utilizada a versão acadêmica do Ansys com limitação do 

número de nós, deve-se levar em consideração possíveis imperfeições no contorno da 

circunferência de deformação. 

  

4.2 RESULTADO CILINDRO/PLANO 

 

Os resultados analíticos foram obtidos pelas equações demonstradas no item 2.2.2, 

enquanto os resultados computacionais foram obtidos resolvendo a simulação proposta no 
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item 3.2.2.  A Tabela 10 contém os resultados gerados por ambas abordagens, além de um erro 

percentual para cada tensão. 

 

A Tabela 10 contém os resultados analíticos e numéricos. 

 

Tabela 10 - Resultados analíticos e numéricos para contato cilindro/plano. 
Dados Analíticos Numéricos Erro percentual 

σx -253,69 MPa -238,41 MPa 6,03% 

σy -453,08 MPa -542,63 MPa 19,78% 

σz -453,08 MPa -429,84 MPa 5,12% 

τyz 135,90   MPa 129,84    MPa 4,46% 

Pmáx 484,31 MPa 487,21 MPa 0,60% 

Fonte:Produção do próprio autor. 

 

4.2.1 Resultados Analíticos 

 

A partir das tensões de Hertz, obtêm-se os valores de a ePmáx, além do comportamento 

das tensões no plano de contato entre as partes e ao longo do eixo de aplicação da carga pelas 

equações (28-34). Através daequação (26) e equação (27), foi obtido os valores de Pmáx = 

484,31MPa  e a = 1,31mm, e o valor da área de contato é de 58,24 mm2.  Este valor de 

pressão máxima é encontrado no centro do contato entre as partes, na linha central do 

retângulo formado pelo contato entre o cilindro e o plano. Este retângulo tem espessura de 2a 

e comprimento l, e fora desta região as tensões são nulas. 

 

4.2.1.1 Tensões ao longo do eixo z 

 

A Figura 26 ilustra o comportamento das tensões σx, σy, σz, τ1  e a tensão de von Mises 

σ’ ao longo do eixo de aplicação da carga. Foi feito a mesma abordagem normalizada 

utilizada na Figura 22, com a mesma justificativa de que este método facilita a interpretação 

dos resultados. 
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Figura 26 - Tensões atuantes no eixo da carga. 

 
Fonte:Produção do próprio autor. 

 

Pela Figura 26, observa-se que as 3 tensões normais são compressivas, e possuem 

valores máximos quando z = 0, e tendem a se anular rapidamente quando aumenta-se a 

profundidade z. As tensões σx, σy e  σz para z = 0 são as tensões principais, pois não há tensão 

de cisalhamento neste ponto. Este estado tridimensional de tensões ocorre devido ao 

coeficiente de Poisson, pois quando um corpo é pressionando a outro na direção z, o material 

da vizinhança tende a se comprimir para evitar estas deformações. 

A máxima tensão de cisalhamento é positiva e está abaixo da superfície de contato entre 

os corpos, a uma profundidade de 0,78a e seu valor é aproximadamente 0,30Pmáx. Ela é 

resultante da combinação das tensões no círculo de Mohr (JUVINALL; MARSHEK, 2008). 

A tensão de von Mises representa a tensão única de tração uniaxial que causa o mesmo 

efeito que as tensões atuantes combinadas. Seu valor máximo é encontrado a uma 

profundidade de 0,73a, e ela é altamente influenciada pelo comportamento da tensão de 

cisalhamento, sendo que ambas possuem um perfil semelhante no gráfico. Assim, é possível 

concluir que a tensão cisalhante é a mais crítica para o surgimento de trincas que podem 

ocasionar a falha do elemento. 

 

4.2.1.2 Tensões no plano xy 

 

A Figura 27ilustra como as tensões σx, σy e σz se comportam no plano de contato entre 

os dois corpos. Também foi utilizada a estratégia vista em Norton (2013) de transformar o 
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eixo da ordenada em uma função da tensão variante sobre a pressão máxima, enquanto o eixo 

da abcissa é uma função da variável x pelo valor fixo a. 

 

Figura 27 - Tensões atuantes no plano de contato. 

 
Fonte:Produção do próprio autor. 

 

As tensões retratadas possuem valor máximo em sua linha de centro, e diminuem 

rapidamente até atingirem a borda, tornando-se nulas. Só há tensão na região de contato entre 

os corpos, isto é, fora da região de contato (x > a e x < -a) a tensão é inexistente, confirmando 

a proposição (vii) de Hertz citada no Capítulo 2 desta dissertação. 

Na região de contato (-a < x < a) as tensões são distribuídas de forma elíptica, variando 

de zero até seu valor máximo na sua linha de centro, para depois se reduzir até se tornar nula 

novamente na borda. 

 

4.2.1.3 Círculo de Mohr para as tensões 

 

O círculo de Mohr é uma representação gráfica cuja abcissa representa as tensões 

normais e a ordenada as tensões cisalhantes. Através desse método, é possível encontrar as 

tensões principais para certa situação. Devido ao estado tridimensional de tensões causado 

pelas contato de Hertz, o círculo de  Mohr construído possui três circunferências, refletindo a 

existência de três tensões principais, que são localizados nas interceptações de cada eixo das 

abcissas com cada circunferência. Como exemplo, construiu-se o círculo de Mohr para o 

estado triaxial de tensões para a profundidade z = a, abaixo do plano de contato entre os 

corpos, obtendo-se-se a Figura 28. 
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Figura 28 - Círculo de Mohr para a profundidade de z = a. 

 
Fonte:Produção do próprio autor. 

 

É visto que as tensões σ1, σ2 e σ3 são as tensões principais para esta configuração pois a 

tensão de cisalhamento é nula. Também é observado que a tensão de cisalhamento máxima 

para z = a é igual a 0.29Pmáx, valor coincidente com o obtido na Figura 26. 

 

4.2.2 Resultados Numéricos 

 

Resolvendo a simulação proposta, foram obtidos os valores de σx, σy, σz, τyz e Pmáx. De 

acordo com a Figura 29, a região mais crítica do modelo é encontrada na linha central do 

contato entre o meio cilindro e o plano, assim como diz a teoria. As tensões normais são 

máximas no plano de contato onde y = 0, e tendem a diminuir rapidamente a medida que 

aumenta-se a profundidade. 

 

Figura 29 - Resultado numérico do contato cilindro/plano. a) Visão 3D; b) Plano yz.

 
Fonte:Produção do próprio autor. 
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PelaTabela 10, é visto que os valores encontrados para a simulação numérica estão 

consideravelmente próximos dos resultados analíticos. Os resultados para σx, σy, σz, τyz e Pmáx 

possuem uma média de 7,20% de erro percentual quando comparados entre si. 

O resultado para a tensão normal no sentido da aplicação da força y foi o mais 

discrepante em relação aos resultados numéricos, assim como na análise do contato entre 

esfera e plano. As mesmas suposições podem ser aplicadas neste caso para justificar a maior 

discrepância para esta tensão, como a falta de consideração da rigidez do modelo, isto é, da 

espessura da base, no cálculo analítico. Como este modelo foi simulado utilizando-se a versão 

acadêmica do Ansys, também deve ser levada em consideração a limitação do número de nós 

na construção da malha. Caso a versão completa e ilimitada do programa tivesse sido 

utilizada, este limite não existiria e acredita-se que os resultados seriam melhores. 

Os valores mais críticos para a formação de trincas e falhas no modelo são as tensões 

cisalhantes, e o erro percentual desta é de 4,46%. Como estas tensões são as mais importantes 

na análise do comportamento do modelo perante o surgimento de falhas e trincas e estes 

resultados estão satisfatórios, pode-se dizer que este modelo apresenta resultados factíveis à 

realidade. 

Além da análise das tensões, também foi estudado o comportamento da área de contato 

entre os corpos. A face superior da base está ilustrada na Figura 30, juntamente com a 

distribuição de tensões nesta região. 

 

Figura 30 - Plano de contato entre cilindro/plano. 

 
Fonte:Produção do próprio autor. 

 



63 

Vê-se claramente que a existência de um retângulo de expessura 2a e comprimento l, 

cuja linha central é a região de pressão máxima, e que a tensão cai a medida que se afasta do 

centro, exatamente como foi dito na fundamentação teórica. 

Através do programa ImageJ, pode-se calcular as dimensões desta região afetada pela 

distribuição de tensões. A Figura 30é aberta neste programa, e então cria-se uma escala de 

medidas definida pelo usuário, podendo assim calcular a largura 2a da região e sua área. 

Como não há uma divisão exatamente linear, foi tomada dez medidas para ambas as 

dimensões e foi feita a média aritmética, para então ser comparada com os dados analíticos. 

Os desvios padrão para a largura 2a é de 0,89%, enquanto para o cálculo da área é de 0,64%. 

Como os valores de desvio padrão são pequenos, pode-se considerar que o programa fornece 

valores confiáveis. Estes resultados são mostrados naTabela 11. 

 

Tabela 11 - Resultados da área de contato entre cilindro/plano. 
Dados Analíticos Numéricos Erro percentual 

Largura 2a 2,62 mm 3,20 mm 22,14 % 

Área 58,24 mm2 66,32 mm2 13,87 % 

Fonte:Produção do próprio autor. 

 

Comparando os resultados analíticos e numéricos, é visto que ambos possuem a mesma 

grandeza, apesar de um leve desvio percentual. Assim, reforça-se a ideia de que o modelo está 

de acordo com a realidade. 
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5 CONCLUSÕES 

 

Após a obtenção de todos os resultados analíticos e numéricos deste trabalho, pode-se 

tirar diversas conclusões a respeito do comportamento mecânico causado pelas tensões 

superficiais para ambos os estudos de caso realizados. Os resultados analíticos e numéricos 

foram validados, e os resultados foram considerados satisfatórios, sendo possível descrever 

uma série de características a respeito do fenômeno envolvido. 

Com as simulações computacionais realizadas, verificou-se que a tensão na direção do 

eixo de aplicação de carga gerou resultados distantes dos analíticos esperados. Porém, sabe-se 

que as tensões mais críticas para o surgimento de trincas e fraturas são as tensõees cisalhantes, 

e como estas geraram resultados muito próximos para ambos os estudos de caso realizados, 

concluiu-se que as simulações apresentaram valores factíveis com a realidade. Além da 

análise computacional das tensões, foi feita a verificação das dimensões da área afetada por 

este fenômeno, e foi visto que esta possui dimensão muito menor do que as dimensões dos 

elementos envolvidos, e todos estes valores também foram validados pelos resultados 

analíticos. 

 A partir do momento que há uma aplicação de um carregamento externo à dois 

elementos em contato, há formação de uma área deformada comum à ambos. Nos casos 

estudados nessa dissertação, verificou-se a criação de uma área circular para o contato 

esfera/plano, e de uma área retangular para o contato cilindro/plano. 

Após a aplicação do carregamento externo, há a formação de um estado tri-axial de 

tensões compressivas, além da presença de tensões de cisalhamento. Esta região afetada por 

estas tensões é pequena, sendo limitada a apenas uma vizinhança ao redor do ponto de 

contato, e estas tendem a se anular rapidamente a medida que a profundidade é aumentada. 

As tensões compressivas atingem seu valor máximo na superfície de contato, e tendem 

a se anular a medida que afasta-se deste ponto. Por sua vez, as tensões de cisalhamento 

atingem seu valor máximo à uma profundidade abaixo da superfície.  Os resultados da tensão 

de Von Mises corroboraram com o fato previsto de que as tensões de cisalhamento são as mais 

significantes e influentes no comportamento total, pois o perfil desta se mostrou semelhante 

ao perfil da tensão cisalhante. 
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6 SUGESTÕES PARA TRABALHOS FUTUROS 

 

Este trabalho realizou o estudo de apenas dois casos específicos onde as tensões de 

contato são presentes. Há inúmeras outras aplicações onde este fenômeno é verificado e 

possui grande importância na previsão de falhas, podendo constituir um novo trabalho 

acadêmico. Alguns exemplos que podem ser citados são o contato entre dentes de 

engrenagens e outros modelos de rolamentos.  

O estudo realizado para esta dissertação é a base da investigação da fadiga superficial, 

fenômeno de grande importância na mecânica que pode causar graves danos. Portanto, esta 

dissertação pode funcionar como base para um novo trabalho o qual a fadiga superficial será 

avaliada em detalhes, através de simulações computacionais e procedimentos experimentais. 
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APÊNDICE A – Formulação Computacional para esfera/plano 

 

A simulação computacional foi feita a partir de um modelo simplificado de ¼ do 

contato entre uma esfera e um plano, conforme verificado na literatura. Aplicando as 

restrições e carregamentos corretamente, essa simplificação está de acordo com a realidade.  

Utilizando o programa Ansyspara a modelagem e simulação, modelou-se ¼ de esfera 

representando o elemento rolante do rolamentoutilizado, enquanto sua pista interna é 

representado pelo plano simples. 

 
Figura A-1 - Modelo esfera/plano 

 
Fonte: Produção do próprio autor. 

 

1. Restrições 

 

Aplicou-se um suporte fixo na face inferior do plano simples, evitando que o modelo 

se desloque na direção vertical. 

Fixaram-se todas as faces internas da esfera e do plano no sentido x e z, fazendo com 

que só exista deslocamento na direção y, ou seja, na direção da carga aplicada. 

Com estas restrições, o modelo reduzido comporta-se como o modelo completo. 

Ambas as restrições são destacadas na Figura A-2. 
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Figura A-2 - Restrições contato esfera/plano. a) Suporte fixo; b) Eixos x e z. 

 
Fonte: Produção do próprio autor. 

 

2. Carregamento 

 

Aplicou o mesmo carregamento utilizado no item 3.1.2.2, na face superior interna da 

esfera, na direção negativa do eixo y, conforme Figura A-3. 

 

Figura A-3 - Carregamento aplicado ao contato esfera/plano. 

 
Fonte: Produção do próprio autor. 
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3. Malha 

 

Primeiramente, a malha foi gerada automaticamente pelo próprio programa. Em 

seguida, foi feito um refinamento nas áreas mais sensíveis às tensões para que os 

resultados sejam mais factíveis à realidade. 

Foi utilizada a versão acadêmica do programa Ansys, portanto teve-se que trabalhar 

com o limite de nós imposto por esta versão de 32 mil nós. Esta limitação se mostrou um 

fator limitante na qualidade de malha. O modelo final possui 18.826 nós e 9.711 

elementos. O resultado final utilizado na simulação é mostrado na Figura A-4. 

 

Figura A-4 - Malha final do contato esfera/plano. 

 
Fonte: Produção do próprio autor. 

 

4. Superfícies de contato 

 

Foi utilizado o tipo de contato Frictionlessno contato entrea esfera e o plano. Este tipo 

de contato faz com que não haja atrito entre as superfícies escolhidas, e assim respeitando a 

condição (iv) das proposições de Hertz. 


