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RESUMO

Os escoamentos em superficie livre que ocorrem em canais inclinados, tanto em fluido
Newtoniano quanto em fluido ndo-Newtoniano (hiperconcentrado), podem desenvolver
instabilidades, tais como ondas em forma de ressalto hidraulico, com comprimentos bem
definidos. Tais perturbacdes sdao denominadas Roll Waves. Essas ondas sdo comuns em canais
artificiais, em lavas torrenciais e deslizamento de avalanchas. Neste trabalho, no plano
tedrico, é determinado um modelo matematico geral, com base nas equagdes de Navier-
Stokes integradas na vertical, em cujo tensor de tensdes é introduzido a reologia de Herschel-
Bulkley. A velocidade média do escoamento € determinada levando-se em consideracao que o
escoamento apresenta um perfil de velocidade parabolico na regido cisalhada (préximo ao
fundo do canal) acoplado a um perfil linear na regido ndo cisalhada (condi¢cdo de plug),
caracteristico dos escoamentos de lamas e detritos. A partir do sistema de equacles
(conservagdo da massa e equacao da quantidade de movimento) em variaveis adimensionais,
uma anélise de estabilidade linear € realizada, colocando em evidéncia as condicdes de
formacdo dessas instabilidades, tanto em fluido hiperconcentrado como em fluido
Newtoniano. Com as condi¢bes de formacdo de instabilidades estabelecidas, uma teoria
analitica de Roll Waves permanente é imposta e um modelo matematico para geragdo de tais
instabilidades é determinado. No plano numérico, utilizando a linguagem de programacéo
Python, a validade do modelo é verificada, considerando que essas ondas séo ajustadas por
choques devido as singularidades existentes no modelo. Com a determinacdo das condicdes
de choque e da velocidade de propagacdo da onda em um ponto critico; pode-se observar a
formagéo de Roll Waves em fluidos ndo Newtonianos com reologia de Herschel-Bulkley,

Bingham, Power Law, como também em fluido Newtoniano.

Palavras-chave: Roll Waves, Herschel-Bulkley, fluido hiperconcentrado, ondas de choque.



ABSTRACT

The flows in free surface that occur in sloping canals, such as Newtonian fluid as in non-
Newtonian fluid (hyperconcentrated), they can develop instabilities, such as long waves in
form of hydraulical jumps, with well defined lengths; these instabilities are called Roll Waves,
more common in artificial canals, torrential spillways of dams, lava and avalanche landslide.
This work, in the theoretical plan, a general mathematical model is determined, on the basis of
the integrated Navier-Stokes equation in the vertical, of tensor tensions the rheology of
Herschel-Bulkley is introduced. The average velocity of the flows is determined taking itself
in consideration that the flows presents a parabolic profile of speed in the shear region (near
of the floor of canal) connected to a linear profile in the region not shear (condition of plug),
categorized as flows of mudflows and debris flows. From the system of equations
(conservation of the mass and equation of the momentum) in adimensional variables, an
analysis of linear stability is carried through, placing the conditions of formation of these
instabilities, as much in hyperconcentrated fluid as in Newtonian fluid. With the conditions of
formation of instabilities established, a analytical theory of permanent Roll Waves is imployed
and a mathematical model for geration of such stabilities it’s determined. In the numerical
plan, using the computational consol Python, the validity of model is checked, considering of
this waves are adjusted by shocks devided by the singularities existents in the model. With the
determination of conditions of shock and the velocity of propagation of wave in a critical
point; we can observe the formation of Roll Waves such in fluids non-Newtonians (Herschel-

Bulkley, Bingham, Power law) as Newtonian fluids.

Keywords: Roll Waves, Herschel-Bulkley, hyperconcentrated fluid, shock waves.
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CAPITULO 1

1. INTRODUCAO

Os escoamentos em superficies livres, também referenciados como escoamentos em
canais, ttm um grande numero de aplicacBes praticas na engenharia. No entanto, o0s
escoamentos que se processam em canais com declividades podem desenvolver instabilidades
em forma de ressalto hidraulico ou bore waves. Essas instabilidades podem aparecer tanto em
fluidos Newtonianos (dgua limpa), quanto em fluidos ndo Newtonianos (fluidos
hiperconcentrados). Tais perturbacdes com comprimento de onda definido sdo denominadas
Roll Waves.

Ndo é raro encontra-las em rios ingremes, em canais artificiais, vertedouros de
barragens, deslizamentos de avalanchas ou em corridas de lamas (mudflows) (Engelund e
Wan, 1984) e detritos (debris flows) (Forterre e Pouliquen, 2003). O fenbmeno pode ser visto
em oceanos (Swaters, 2003) e lagos (Fer; Lemmin; Thorpe, 2003), além disso, essas ondas
sdo ocorréncias comuns em aguas rasas e peliculas de fluido laminar que escoam sobre calhas
e ruas em dias chuvosos.

Essas Roll Waves ou travelling waves ndo sdo exclusivas da engenharia de superficie
livre e catastrofes do meio ambiente. Esse tipo de comportamento de sucessdo de ondas de
choque é, por conseguinte, de mesma topologia, podem aparecer no fluxo de carros numa
autopista entre sucessivos engarrafamentos (cristas/cavas) e em varias outras situacdes fisicas,
tais como em corrente de gravidade (Alavian, 1986 e Cenedese et al., 2004), em escoamentos
multifasicos (Woods; Hurlburt; Hanratty, 2000), em modelo de tremor vulcénico (Julian,
1994) assim como em oscilacdes de pressdo em uma artéria humana (Pedley, 1980 e Brook,
1999).
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Através de estudos realizados em laboratorio pelo grupo de pesquisa da Unesp de Ilha
Solteira, observou-se a formacdo de tais instabilidades em fluido hiperconcentrado
(agua+argila, agua+argila+areia fina) escoando em um canal inclinado.

A formacdo dessas ondas pode acarretar em variagdes significativas na profundidade
do escoamento, vencendo algumas vezes, a borda livre de canais e provocando
“transbordamentos”. Dessa forma, visando a aplicacdo deste estudo em problemas de
engenharia, um modelo matematico que caracterize as Roll Waves contribuiria para um maior
controle do fendmeno em questdo, por exemplo, um eventual redimensionamento de bordas
livres de um canal.

A Figura 1.1 mostra o fendmeno das Roll Waves na natureza no escoamento de fluido
hiperconcentrado e de um fluido Newtoniano. A Figura 1.2 mostra o desenvolvimento das
Roll Waves, geradas em lama na rampa de lavas torrenciais no laboratorio de hidrologia da
UNESP - Ilha Solteira.

a) Escoamento de fluido hiperconcentrado. b) Escoamento de fluido Newtoniano
Figura 1.1 Visualizacdo de Roll Waves.

Figura 1.2: Visualizacdo do fendmeno Roll Waves na rampa de lavas torrenciais.
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1.1 Revisdo Bibliografica

Quanto a geracdao de Roll Waves em escoamentos de fluido Newtoniano e nao
Newtoniano, estudos anteriores foram realizados na busca de explicar a ocorréncia do
fendmeno. Podendo aparecer tanto em escoamentos laminares quanto em escoamentos
turbulentos.

Nos escoamentos laminares, onde sdo preponderantes a acdo das forcas viscosas do
fluido, em relagdo a inércia, amortecendo a tendéncia a turbuléncia, as Roll Waves sdo
formadas com baixos numeros de Reynolds, o que geralmente ocorre em escoamentos de
fluidos hiperconcentrados, apresentam amplitude mais elevada e baixa velocidade de
propagacao, conforme mostrado por (Benjamin, 1957), (Chen, 1992), (Ng; Mei, 1994), (Liu;
Mei, 1994), (Maciel, 2001) entre outros.

Ja& para os escoamentos turbulentos conforme estudado por (Jeffreys, 1925), (Dressler,
1949), (Brock, 1969), (Kranenburg, 1992), (Zanuttigh; Lamberti, 2002) e outros; o fendmeno
ocorre para numeros de Reynolds elevados e as ondas apresentam uma velocidade de
propagacdo maior quando comparadas com as que aparecem nos escoamentos laminares.

As observacdes do fendmeno Roll Waves, de forma detalhada foram apresentadas
primeiramente por (Cornish, 1910), embora existam relatos de que essas ondas possam ter
sido vistas mais cedo, pois aparecem em desenhos artisticos antigos (Montes, 1998). A partir
dai, cientistas investem no estudo do fenémeno e resultados importantes sdo determinados
para a geracdo de Roll Waves.

O primeiro a estabelecer um critério sobre a formacéo de Roll Waves em escoamentos
turbulentos foi (Jeffreys, 1925), ele deduziu a partir de uma andlise de estabilidade linear, que
0 escoamento uniforme tornava-se instavel, se o nimero de Froude fosse superior a 2. E
(Thomas, 1939) tenta descrever analiticamente Roll Waves de grande amplitude e considera
um trem de ondas com velocidade constante compondo a superficie da agua.

Um trabalho classico dentro do contexto de Roll Waves foi o de (Dressler, 1949),
quando tentou delinear o perfil da superficie livre e verificou a formacdo de Roll Waves,
descrevendo o fenébmeno como sendo uma série de ondas de comprimentos bem definidos,
separadas por descontinuidades da superficie livre. A analise realizada € baseada na
formulacdo de aguas rasas sem os termos de difusdo, combinada a equacdo do ressalto
hidraulico. A equacdo da quantidade de movimento compreende o efeito da gravidade

adicionado ao termo que modela a turbuléncia (C : coeficiente de Chézy). Através da técnica
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da adimensionalizacdo das variaveis, (Dressler, 1949) mostrou que, solucBes regulares,

periddicas e separadas por descontinuidades com picos na superficie livre aparecem, quando

tan(49)>4g/C2, (6: declividade do canal, C: coeficiente de Chézy). Essa analise ndo

permite, entretanto, determinar o comprimento dessas ondas.

Nas décadas de 50 e 60, o fenbmeno foi estudado tedrica e experimentalmente, e
propriedades fisicas dessas ondas foram medidas. (Ishihara; Iwagaki; Iwasa, 1954) estudaram
Roll Waves em uma lamina de fluido Newtoniano, tedrica e experimentalmente. Em suas
andlises, a profundidade média do escoamento foi calculada a partir das equagfes de aguas
rasas, assumindo um perfil parabélico para a velocidade longitudinal. Também mediram as
propriedades das ondas e verificaram que as cristas eram bastante ingremes, mas nao
verticais.

Benjamin (1957) e Yih (1963), usando as equacOes de Navier-Stokes, para
escoamentos laminares e assumindo perturbacfes senoidais na superficie livre, determinaram
que o numero de Froude deve ser maior que 0,5 para a formag&o dessas perturbacoes.

Montuori (1963) propondo uma relacdo do nimero de Froude com o comprimento do
canal (L), verificou que em canais com comprimento pequeno, ndo ocorre 0 aparecimento de
Roll Waves.

Brock (1969) observou Roll Waves em laboratério para um nimero de Reynolds de

aproximadamente 10* e nimero de Froude de 3.2, ou seja, constatou experimentalmente a
formacdo de tais ondas em escoamentos turbulentos. E posteriormente, (Brock, 1970), com
base no trabalho de (Dressler, 1949), desenvolveu uma teoria para Roll Waves permanente
periddica, usando as equacdes de &guas rasas € comparou com 0s resultados experimentais
obtidos em 19609.

No final da década de 70, (Tamada, Tougou, 1979) fizeram o estudo de Roll Waves
para fluido Newtoniano, baseados nas equacfes de Navier-Stokes. Os resultados mostraram
um trem de ondas para comprimento de onda menor do que um valor critico. Além disso, o
perfil das ondas mostrou-se compativeis com as observagOes experimentais.

Alguns pesquisadores, na década de 80 estenderam os estudos de (Dressler, 1949), tais
como, (Needham; Merkin, 1983) e (Bakhavalov; Eglit, 1977-1983); e obtiveram solucdes
analogas a de Dressler.

Needham e Merkin (1983) introduzindo os efeitos viscosos no equacionamento,
verificaram que a inclusdo deste termo ndo alterava a condigdo de estabilidade do escoamento
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uniforme. Ainda, quando o escoamento tornava-se instavel, uma familia de solu¢bes quase
periddicas apareceriam, tendo como parametro de controle a velocidade de perturbacéo.
Dentro de uma reologia ndo-Newtoniana, (Bakhvalov; Eglit, 1977-1983) verificaram a
formagdo de Roll Waves. Estudando avalanchas densas, efetuaram analise analoga a de
Dressler (1949), quando introduziram um termo dissipativo suplementar modelado por um

atrito solido. A partir dessa analise chegaram a (tanH—tan ¢)> 4g/C?, (¢:angulo de atrito

interno), relacdo semelhante a de Dressler (1949), com uma mera modificacdo da declividade.

Needham (1984) e Merkin (1986) obtiveram informacdes sobre o comprimento das
perturbacdes, incluindo no equacionamento os termos da difusdo, ainda que o termo difusivo
no equacionamento ndo estivesse corretamente adaptado as equacdes de &guas rasas, isto sem
levar em conta a complexidade de aplicacdo direta de seus resultados a um problema de
engenharia.

Julien e Hartley (1986) obtiveram solucdes similares a de Montuori (1963) ao
estudarem o processo de formacédo de Roll Waves em escoamentos de lama altamente viscosos
em canais ingremes.

Hwang e Chang (1987) usando a teoria da bifurcagdo verificaram a formagao de Roll
Waves numericamente.

Hutter e Savage (1988) também investiram no estudo dos critérios de formacao de
Roll Waves. A contribuicdo de (Hutter; Savage, 1988) residiu no fato de tentar substituir o
atrito sélido pela coesao do fluido.

A partir a década de 90, outros pesquisadores investiram no estudo do fendmeno, na
tentativa de determinar os parametros fisicos que influenciam na formacdo de tais
instabilidades e as condi¢Oes para a geracdo dessas ondas, com 0 intuito de determinar
comprimento, amplitude e velocidade propagacdo das Roll Waves, tanto para fluido
Newtoniano como para fluido ndo-Newtoniano (hiperconcentrado).

Kranenburg (1992), no plano numérico, utilizando-se das equacdes de aguas rasas,
comprovou a condicao de existéncia ja estabelecida por Dressler (1949). Observou o fato que
para perturbacdes de diversos comprimentos de onda, a de maior comprimento prevaleceria
sobre a Roll Wave gerada.

Chen (1992) utilizando as equacbes de aguas rasas e considerando um perfil de
velocidade do modelo reoldgico do tipo Power Law, obteve resultado similar ao encontrado
por Benjamin (1957) e Yih (1963).
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Liu e Mei (1994) baseados nas equacdes de aguas rasas estudaram analiticamente a
instabilidade linear de um escoamento uniforme para um fluido de Bingham e analisaram
numericamente a evolucdo de Roll Waves. Observaram que para um fluido quase Newtoniano
ocorre 0 aparecimento de perturbagdes periddicas com pequenas amplitudes, enquanto que
para um fluido fortemente ndo Newtoniano aparecem ondas de grandes amplitudes.

Ng e Mei (1994) estudaram a formacdo de Roll Waves, a partir de uma proposta
reoldgica de fluido com comportamento pseudoplastico (Power Law). Sua analise de

estabilidade converge para o surgimento de ondas longas com grande amplitude quando
n< ]/ V2 ( n: indice de comportamento do escoamento).

Maciel, Vila e Martinet (1997) a partir do sistema shallow water inviscido, retomando
o trabalho classico de Dressler, rededuziram as condicdes de existéncia de Roll Waves e
verificaram o surgimento de tais instabilidades quando o nimero de Froude € maior do que 2.
Estendendo o estudo, fizeram uma analise de estabilidade linear do sistema shallow water
viscoso, apresentando na equacdo de quantidade de movimento, os termos da gravidade,
efeito de parede tipo Chézy e os efeitos difusivos devido a viscosidade do fluido e verificou
solucBes periddicas quando 1<U < 3/2 (U : velocidade de propagacao da Roll Wave).

Maciel (2001) estudando escoamentos de fluidos ndo Newtonianos, usando a proposta
reoldgica de Bingham, estabeleceu as condi¢cdes de existéncia e estabilidade, apontando os

seguintes resultados:

c(1--L
1 Fr?
1| ez 2
i) — Fr = <1 (1.1)
Fr * 1
c*l1-—
1 1 Fr?
2 t\ 2T 2
Fr Fr U
iy1<U <—2C (1.2)
2(1-C")

Sendo:
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Fr: ndmero de Froude

a . coeficiente de distribuigcdo da velocidade na vertical

C": coesdo do fluido (parametro de Bingham)

U : velocidade de propagacéo da Roll Wave

No plano numérico, (Maciel, 2001) analisou a influéncia dos pardmetros determinados
para a geracdo de Roll Waves e observou que, aumentando o nimero de Froude, ocorre um
aumento na amplitude e uma diminuicdo no comprimento da Roll Wave. Aumentando a

velocidade de propagacdo da Roll Wave, ocorre uma diminuigdo da amplitude. E quanto a

influéncia da coesao do fluido (C*), foi observado que com o aumento da coesdo, ocorre um
aumento na amplitude da onda, acarretando uma antecipacdo na formacéo das ondas geradas.

Madre (2001) utilizando as equagBes de aguas rasas considerou que o efeito
topogréafico (no fundo do canal) varia periodicamente e observa que o escoamento torna-se
instdvel mesmo para um ndmero de Froude menor que 2.

Zanuttigh e Lamberti (2002) fizeram uma analise numérica baseados nas equacdes de
aguas rasas, na qual o cddigo numérico é aplicado para reproduzir experiéncias de Brock’s
sobre Roll Waves geradas em um canal retangular em laboratério. A solugdo numérica mostra
a evolucao de Roll Waves, devido a instabilidade do escoamento uniforme.

Balmforth e Madre (2004) estudaram a dindmica das Roll Waves em escoamentos
turbulentos e laminares, utilizando as equaces de aguas rasas com os efeitos de atrito,
viscosidade e explorando o efeito do fundo topografico, considerando que 0s cursos reais da
agua ndo sdo completamente lisos. Observaram que para ambos 0s tipos de escoamentos a
formacdo de ressaltos hidraulicos podem desestabilizar o escoamento, quando se atinge o
valor critico do nimero de Froude.

Di Cristo e Vacca (2005) investigaram o processo de geracdo de Roll Waves para um
escoamento unidimensional do ponto de vista tedrico a partir das equacGes de aguas rasas.
Considerando a velocidade média e a profundidade do escoamento, fizeram uma analise de
estabilidade linear e interpretaram a formacdo de Roll Waves em termos de instabilidades do
modelo unidimensional linearizado do escoamento. Observaram a evolucdo de tais
perturbacdes somente com o numero de Froude e o comprimento adimensional do canal,

supostos geralmente em critérios hidraulicos de engenharia.
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Pascal (2006) estudou as instabilidades de um escoamento para um fluido do tipo
Power Law sobre um plano inclinado, incluindo o efeito da permeabilidade. Através de uma
andlise de estabilidade, observou numericamente a formacéo de Roll Waves, tanto para fluido
newtoniano quanto para fluido ndo-Newtoniano, determinando as principais caracteristicas do
fendmeno, tais como: a altura, o comprimento e a velocidade de propagacdo da onda.

Estes estudos nos fornecem informacGes para acreditar que as Roll Waves podem se
desenvolver em fluidos Newtonianos e também em fluidos ndo-Newtonianos. Dentro do
contexto do estudo de Roll Waves em escoamentos de fluidos hiperconcentrados, o que mais
figura na literatura € o estudo de tais instabilidades para o fluido de Bingham e Power Law.

Assim exposto, a modelagem matematica a fim de predizer propriedades permitindo
descrever a dindmica dos escoamentos que aparecem as Roll Waves, ainda é limitada. A
ocorréncia do fenbmeno na natureza e, até mesmo em processos industriais, cria a necessidade
de formular um modelo matematico mais robusto que represente essas instabilidades, que vem
muito a contribuir para um maior controle do fenémeno. Portanto, a proposta deste trabalho, é
conceber um modelo matematico para escoamentos laminares e hiperconcentrados, que

represente o fendbmeno em questao, tomando como particularidade a reologia Newtoniana.

1.2 Objetivos

Os objetivos do presente trabalho podem ser enumerados da seguinte maneira:
- analisar de forma tedrica a dinamica de escoamentos de fluidos hiperconcentrados escoando
em canal inclinado;
- determinar um modelo matematico capaz de reproduzir Roll Waves baseado na proposta
reoldgica de Herschel-Bulkley;
- colocar em evidéncia as condicGes de instabilidade do escoamento uniforme através de
anélise de estabilidade linear;
- validar do modelo matematico desenvolvido para geracdo de Roll Waves através de
resolucdo numérica da equacao determinada;
- verificar se 0 modelo é valido para as propostas reologicas mais simplificadas (Bingham,

Power Law, Newton).
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1.3 Esboco da Dissertacao

Este trabalho é composto de sete capitulos, cujos assuntos sao resumidos a seguir.

Capitulo 1. Introducdo. Neste capitulo apresenta-se uma motivacdo abordando os principais
aspectos da pesquisa desenvolvida, apresentando algumas referéncias bibliograficas

marcantes no contexto de Roll Waves e as metas principais dessa pesquisa.

Capitulo 2. Consideracdes Iniciais. Este capitulo inicia-se com alguns conceitos sobre as
propriedades fisicas dos fluidos e apresenta uma breve revisdo dos modelos reolégicos que
serdo citados no decorrer do trabalho. Além disso, mostra uma visdo geral dos principais
aspectos fisicos pertinentes ao problema, considerando um escoamento de &guas rasas de um

fluido hiperconcentrado, em um canal inclinado.

Capitulo 3. Formulacdo Matematica. Apresenta-se neste capitulo a formulacdo matematica
do problema estudado, abordando as equagfes governantes, a definicdo do modelo reoldgico a
ser utilizado, as consideragfes iniciais empregadas na solucdo do problema e o

desenvolvimento matematico para a obtencao do sistema que rege o escoamento tratado.

Capitulo 4. Analise de Estabilidade Linear. Neste capitulo é feita uma analise de
estabilidade linear para o escoamento uniforme, mostrando a taxa de crescimento das
instabilidades e a velocidade de propagacdo em funcdo do numero de ondas, evidenciando as

condicBes necessarias para a formacédo de instabilidades no escoamento.

Capitulo 5. Equacéo das Roll Waves. Apresenta-se neste capitulo o modelo matematico para

geracdo de Roll Waves em escoamentos laminares e as relagdes constitutivas do modelo.

Capitulo 6. Resultados Numéricos. Neste capitulo sdo apresentados os resultados numéricos
gue demonstram a potencialidade e a aplicabilidade do modelo matematico apresentado no

Capitulo 5.

Capitulo 7. Discussbes e Perspectivas. Apresenta-se neste capitulo as discussbes, com

embasamento teodrico, dos resultados encontrados e sugestbes para trabalhos futuros.
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CAPITULO 2

2. CONSIDERACOES INICIAIS

A obtencéo de solugbes para as equacgdes governantes da mecanica dos fluidos em
situacOes realistas representa um dos maiores desafios.

Os escoamentos podem ser representados do ponto de vista fisico e matematico pelas
equacOes da conservacdo da massa, quantidade de movimento e energia. Um escoamento em
que a massa especifica do fluido varia significativamente é um escoamento compressivel; se a
massa especifica ndo varia significativamente entdo o escoamento & incompressivel. Neste
trabalho o escoamento a ser tratado é incompressivel.

Este capitulo tem como objetivo mostrar alguns conceitos sobre as propriedades
fisicas dos fluidos e suas implicacOes, fazer uma breve revisdo dos modelos reolégicos que
serdo citados no decorrer do trabalho, fazer uma andlise fisica do problema a ser estudado e
mostrar quais sdo as condi¢cGes para que um escoamento seja: supercritico, critico ou

subcritico.

2.1 Definicbes das Propriedades Fisicas dos Fluidos

Fluido é toda matéria que se deforma continuamente quando submetida a uma minima
tensdo de cisalhamento.

Os fluidos diferem dos solidos pelas caracteristicas das forcas de coesdo entre suas
moléculas. A principal diferenca préatica que se pode observar entre solidos e fluidos é que nos
solidos uma forca atuante determina a intensidade da deformacdo e, nos fluidos, determina a
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velocidade da deformacéo. Tanto os gases como os liquidos sdo classificados como fluidos.
As caracteristicas mais notaveis dos gases sdo a compressibilidade e a fluidez. Os liquidos sdo
incompressiveis e suas propriedades sdo determinadas pela intensidade das forgas
intermoleculares.

As propriedades relevantes dos fluidos para o estudo de escoamentos sdo: a massa

especifica, a tensdo superficial, a viscosidade e as propriedades reoldgicas.

Massa especifica

A massa especifica de uma substancia define-se como a propriedade da matéria
correspondente a razdo entre massa de uma quantidade de substadncia e o volume

correspondente.

Tenséo superficial

Tensdo superficial é um efeito que ocorre na camada superficial de um liquido que
leva a sua superficie a se comportar como uma membrana eléstica. Esta tensdo superficial
ocorre devido as fortes ligacdes intermoleculares, as quais dependem das diferencas elétricas
entre as moléculas e pode ser definida como forgca por unidade de comprimento que duas

camadas superficiais exercem uma sobre a outra.

Viscosidade

Viscosidade € a medida da resisténcia de um fluido a deformacdo causada por uma
tensdo, ou seja, quando um fluido sofre deformacdo, ocorre uma interacdo interna entre as
particulas, com comportamentos diferentes para cada tipo de fluido, isso ocorre devido a
resisténcia interna (viscosidade) da interacdo das particulas. Uma definicdo cléssica para a
viscosidade, é dizer que a mesma € a razdo da tensdo de cisalhamento pela taxa de
deformacdo, mantendo-se constante em um fluido Newtoniano.

Uma maior ou menor viscosidade de um fluido implica na velocidade de deformacéo
do mesmo, quando submetido a uma tensdo de cisalhamento, ou seja, quanto maior a
viscosidade, menor a velocidade em que o fluido se movimenta. No entanto, os fluidos podem

ser classificados de acordo com a relacao entre a tensdo de cisalhamento aplicada e a taxa de



25

deformacdo, podendo ser denominados como fluidos Newtonianos e ndo Newtonianos,

conforme mostra a Figura 2.1.

(a) Fluido Newtoniano (dgua com corante) (b) Fluido ndo Newtoniano (agua com argila)

(c) Escoamento de fluido hiperconcentrado (dgua com argila) e Newtoniano (agua com corante),

respectivamente.

Figura 2.1: Exemplos de fluido Newtoniano e fluido ndo Newtoniano.

2.2 Modelos Reolodgicos

Em linhas gerais, reologia é a ciéncia que estuda a taxa de deformacéo e o escoamento
da matéria, o termo foi introduzido por (Bingham, 1920), tendo importancia em diversas

areas, tais como a ciéncia dos materiais, a fisica e as engenharias.
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Neste item sdo apresentados alguns modelos matematicos que representam diferentes
tipos de comportamentos reoldgicos, considerando a condicdo de cisalhamento simples e
regime permanente, ou seja, as propriedades reoldgicas independem do tempo de aplicacdo da
tensdo de cisalhamento, podendo ser divididos em fluidos sem tensdo inicial de escoamento e
com tens&o inicial de escoamento.

O modelo mais simples que se tem é o do fluido Newtoniano em que a tensdo de
cisalhamento é diretamente proporcional a taxa de deformacdo. A constante de

proporcionalidade é a viscosidade do fluido, entdo:

ou
— = 2.1
T ,uay (2.1)

Sendo:

7 : tensdo de cisalhamento (Pa)

4 2 viscosidade dindmica ou absoluta (Pa.s)

%u : gradiente de velocidade (s™) ou taxa de deformacéo.

A concentracdo de sedimentos determina se um fluido € Newtoniano ou néo, portanto,
um fluido com uma pequena concentracdo de sedimentos permanece com propriedades
Newtonianas, podendo apresentar, variacdo na sua viscosidade se a concentracdo de
sedimentos aumentar.

Quanto aos fluidos nao-Newtonianos, diversos modelos foram desenvolvidos.
Numerosas equagdes empiricas tém sido propostas para descrever as relagGes entre a tenséo
de cisalhamento e a taxa de deformacgéo.

Para muitas aplicacbes praticas de engenharia, as relacbes entre a tensdo de
cisalhamento e a taxa de deformacdo podem ser adequadamente representadas pelo modelo
exponencial, conhecido como lei das poténcias (Power Law), determinado por (Ostwald,
1925), na qual, tensdo de cisalhamento € dada por:

r= (a—“j 22)
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Sendo que n representa o indice de escoamento do fluido. Para n<1 tem-se um fluido
pseudopléstico e para n >1 tem-se um fluido dilatante.

Os fluidos pseudoplasticos sdo substancias que, em repouso, apresentam suas
moléculas em um estado desordenado, e quando submetidas a uma tensdo de cisalhamento,
suas moléculas tendem a se orientar na dire¢do da forca aplicada. Quanto maior esta forca,
maior sera a ordenacao e, consequientemente, menor sera a viscosidade.

O dilatantes sdo fluidos que apresentam um aumento de viscosidade com a tensao de
cisalhamento. No caso de suspensdes, a medida que se aumenta a tensdo de cisalhamento, o
liquido intersticial que lubrifica a friccdo entre as particulas, ndo preenche os espagos, devido
a um aumento de volume que acompanha o fendmeno. Ocorre entdo, o contato direto entre as
particulas solidas e, consequentemente, um aumento da viscosidade.

Existem fluidos que se comportam como um sélido até que uma tensdo de
cisalhamento minima seja excedida, ou seja, tém tendéncias a suportar pequenas tensdes de
cisalhamento aplicadas, sem apresentar deformacéo. Esta tenséo, a qual o fluido pode resistir
sem se deformar, é chamada tenséo critica de cisalhamento ou tens&o inicial de escoamento,
ou de corte.

Um fluido que apresenta tais caracteristicas € o fluido plastico de Bingham, ou
simplesmente fluido de Bingham, na qual a relacdo tensdo de cisalhamento e taxa de
deformacdo é linear, e 0 modelo apropriado é dado por (Bingham e Green, (1920), é
representado da seguinte forma:

T=7.+Up —u, T>7,
(2.3)

ou
—=0, <7,

Sendo:

7. . tensdo critica ou rigidez inicial

up - viscosidade plastica
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Uma proposta reoldgica considerada mais generalizada é determinada por (Herschel e
Bulkley, 1926). Esse tipo de fluido também necessita de uma tensdo inicial para comecar a
escoar. Entretanto, a relacdo entre a tensdo de cisalhamento e a taxa de deformagdo ndo é
linear. Esta relagdo, dependente do expoente adimensional n, caracteristico para cada fluido, é
dada por:

ou "
T =17+ Uy (—j y T>Tg
oy

(2.4)

a—u=0, T<7,

A modelagem de um escoamento necessita da escolha de um modelo reoldgico
apropriado ao tipo fluido que seré estudado. A Figura 2.2 mostra as curvas tipicas da tensdo
de cisalhamento em funcdo da taxa de deformacdo para os diferentes tipos de modelos

reoldgicos apontados neste trabalho.

Figura 2.2: Reograma representando diferentes tipos de modelos reoldgicos.

Deve-se analisar os modelos reoldgicos com bastante cautela, observando as hipoteses
restritivas na aplicacdo de problemas. No que diz respeito as misturas (&gua+argila,

aguatareia fina+argila), foram feitas investigacfes de reometria, 0 que permitiu, a partir dos



29

estudos de (Coussot, 1994), (Piau, 1996), (Huang; Garcia, 1998), (Lledo, 2003), comprovar
que a reologia desses fluidos (sem sedimentacdo), pode ser descrita pelo modelo reoldgico
ndo-linear tipo Herschel-Bulkley, com condi¢es de cisalhamento simples e em regime
permanente.

Com o proposito de se fazer uma andlise global do fenémeno Roll Waves, neste
trabalho sera utilizado o modelo reologico de Herschel-Bulkley, por ser um modelo
representativo e “mais generalizado” de fluido hiperconcentrado, permitindo tomar como
particularidades outras propostas reoldgicas, tais como, a lei das poténcias (Power Law), 0s

modelos Binghamiano e Newtoniano.

2.3 Analise Fisica do Problema

Muitos problemas aplicados normalmente podem ser resolvidos a partir da construgéo
de um modelo matematico que descreve o fenémeno fisico.

Esta secdo apresenta uma visdo geral dos principais aspectos fisicos pertinentes ao
problema a ser modelado. Sabendo-se que a formacdo de Roll Waves geralmente ocorre em
escoamentos de aguas rasas e em canais inclinados; além do tipo de fluido, deve-se levar em
consideracdo a geometria do canal e as forcas que regem o escoamento. A Figura (2.3) mostra

a geometria do problema em questéo:

Figura 2.3: Geometria do problema.
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Em escoamentos de aguas rasas, 0 comprimento caracteristico (L) deve ser maior do
que a profundidade do escoamento (h). Conforme (Ribeiro; Galedo; Landau, 2001), para que

um escoamento seja considerado de aguas rasas, a seguinte relacdo deve ser satisfeita:

1

n (2.5)

h
I <

Esta hipotese mostra que somente ondas longas, isto €, ondas onde o comprimento €
maior que a altura, sdo levadas em consideracdo. Nesta situacdo, uma caracteristica
interessante que merece ser ressaltada, no que diz respeito ao balanco de forcas na direcdo
perpendicular ao escoamento, é que as aceleragdes e tensdes verticais podem ser desprezadas,
resultando num campo de presséo hidrostatico.

O escoamento se da primordialmente pela acdo direta da gravidade através da
componente do peso do fluido na direcdo do declive, ou seja, 0 escoamento é caracterizando
por um Unico sentido de movimento.

Outro ponto importante refere-se a possibilidade dos escoamentos se processarem em
regime permanente. De fato, admitindo que o declive do fundo ndo mude, a componente do
peso acima referida sé variaré se houver alteracdo da quantidade de fluido a ser transportado.
Portanto, as propriedades fisicas do escoamento se mantém constante no tempo, ou seja, tem-
se um escoamento em regime permanente.

Sabendo que a largura do canal € muito maior do que a altura da coluna do fluido
pode-se simplificar o calculo das for¢as de resisténcia, desprezando a contribuicdo de paredes
laterais, considerando apenas a tensdo do fluido com o fundo do canal.

Nesses escoamentos, as forgas provenientes de gradientes de pressdo na direcdo do
fluxo, que nesse caso surgem quando a superficie do fluido se inclina em relacéo ao fundo do
canal, tem uma participacdo muito pequena quando comparadas a forca gravitacional. Esta
caracteristica da origem a um tipo de escoamento no qual a componente do peso €
contrabalancada pela forca de resisténcia que o fundo do canal exerce sobre o fluido na se¢éo
considerada.

2.4 Escoamento Supercritico, Critico e Subcritico

Em estudos de canais, pode-se classificar os escoamentos em supercritico, critico ou

subcritico. Um adimensional muito utilizado é o nidmero de Froude, definido como a raiz
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quadrada da relacdo entre a forca de inércia e a forca de gravidade, ou a razdo entre a
velocidade média do escoamento e a velocidade de pequenas instabilidades, que aparecem no

escoamento. O niimero de Froude é expresso por:

pULZ_ u
pL VIl

em que U e a velocidade média do escoamento, g € a aceleragdo da gravidade e L, € uma

Fr=

(2.6)

dimensdo caracteristica do escoamento. Nos canais, é comum definir como dimensao

caracteristica a profundidade do escoamento, e 0 numero de Froude € apresentado como:
u

Er o 2.7)

N

Esse adimensional é utilizado para classificar os escoamentos livres que ocorrem nas
aplicacdes préaticas, como se segue:
- Escoamento supercritico ou torrencial, (Fr >1).
- Escoamento subcritico ou fluvial, (Fr <1).
- Escoamento critico (Fr=1).

Onde o escoamento supercritico é chamado de escoamento rapido, enquanto que o
subcritico é chamado de escoamento lento. Sintetizando-tem-se:

a) Se h>h, » U <, (escoamento subcritico)
b) Se h<h, - U >1U, (escoamento supercritico)
c) Se h=h, —» U =U, (escoamento critico)
Sendo que: h, éaaltura critica e U; =./gh; € a velocidade critica.

Neste capitulo, foram apresentados conceitos que serdo utilizados no decorrer do

trabalho.
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CAPITULO 3

3. FORMULAGCAO MATEMATICA

A modelagem matematica dos mais variados problemas em fisica e em engenharia é
uma atividade que tem auxiliado de maneira decisiva para a compreensdo dos fendmenos
naturais, permitindo a representacdo dos conceitos e processos envolvidos e propiciando o
entendimento de aspectos de problemas que ndo se revelam facilmente. Esta secdo visa
apresentar as equacOes que serdo utilizadas no desenvolvimento de um modelo matematico
que represente o fendmeno em questao.

O escoamento de um fluido hiperconcentrado pode ser descrito a partir de trés
variaveis. Entretanto, sdo necessarias trés equaces para descrever o escoamento: a lei da
conservagao da massa, a equacao da quantidade de movimento e da energia.

Neste caso, 0 binbmio massa-quantidade de movimento responde a necessidade, para
estudarmos o problema proposto, pois essas equacbes a derivadas parciais permitem
determinar o campo de velocidade e de presséo. Quando submetidas a condi¢cfes de contorno

apropriadas, representam matematicamente um problema particular.
Conservacéo da Massa:
A equacdo da conservagdo da massa, em formulacao diferencial, € dada por:

Dp, i

—_r =0 3.1
Dt © X, 3.4
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Sendo:

D . - . :
Fp - variacéo total da massa especifica (derivada substancial)

%: divergente da velocidade
oX,

Equacéo da Quantidade de Movimento:

Se ha variacdo da quantidade de movimento, ha forcas, seja de superficie (tensdes), de
corpo (forcas de inércia, gravidade e eletromagnetismo) ou ambas. Entdo, quando uma forca é
aplicada a uma particula, uma aceleracéo proporcional € induzida. Para um fluido, o balanco

entre a aceleracdo e as forcas atuantes, € dado por:

DU;
Dt

1%
anj

(3.2)

i
Sendo:

DU; «
——1: aceleracéo total

F,; : forcas de corpo

aTij B "
——: gradiente do tensor de tensdes

j
3.1 Tratamento Matematico das Equacdes Governantes

Como em qualquer problema de mecénica, as equagOes governantes devem ser

referidas a um sistema de coordenadas convenientemente escolhido em funcdo das
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caracteristicas especificas de cada caso. Neste trabalho, sera utilizado o sistema cartesiano,
por representar bem as caracteristicas do problema a ser estudado.

Para a determinacdo do modelo matematico que rege o escoamento serdo consideradas
as hipoteses: escoamento permanente, uniforme, laminar e incompressivel. A modelagem

matematica do problema estudado, segue a seguinte linha:
1. Utilizacdo das equacdes da conservacao da massa e da quantidade de movimento.
- Equacéo da conservacdo da massa:

ou ov oOw _

—+—+—=0 (3.3)
ox oy oz

- Equacdes da quantidade de movimento:

Na direcdo x

au+au2 ow ouw 1 6rxx+afxy Tyz
o0X oy 012

— + + = +—"=|-gsend (3.4a)
ot ox o0y oz p

Na direcdo y:

2 or,, Oty OT
ov, ow ov ow _1[%%y Tty Oy (3.4 b)
oo ox oy oz pl| oOx oy 0z

Na diregéo z:

ow ouw ow ow® 1(dr,, 0ty o1y,
—+ + + = + +
ot o0x 0y oz o,

— —gcoséd 34c
0X oy azj g ( )

Sendo que as tensdes séo dadas por:



ow a_ﬂ”

Ty, =T, =T, + K +
XZ X C n(ax az

Sendo: K,, o indice de consisténcia do fluido.

2. Aplicacdo das condicdes de contorno.

3. Utilizacdo do modelo reologico de Herschel-Bulkley no tensor de tensoes.

n
=17, +K, (2—3]

4. Determinacdo da equacéo do perfil de velocidades.

5. Determinacdo do modelo matematico em variaveis adimensionais.

3.1.1 Condicgoes de Contorno
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(35a)

(3.5 b)

(35¢)

(3.5 d)

(3.5¢€)

(3.5 )

(3.6)



Deve-se considerar as condi¢fes de impermeabilidade no fundo

superficie livre, além disso, considera-se as tensdes no fundo do canal.
Condicao de impermeabilidade (fundo do canal):

w=u=0 para z=0

Condicao cinematica (superficie livre):

oh oh
W=—+U— para z=h
ot 0 X

Tensé&o de cisalhamento (fundo do canal):

=0 para z=h

3.2 Determinacéo da Pressdo Hidrostatica
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do canal e na

(3.7)

(3.8)

(3.9)

Deve-se partir de grandezas apropriadas para justificar as hipoteses adotadas,

aplicando o modelo reologico de Herschel-Bulkley. Além disso, € importante justificar o fato

da adocdo de uma pressdo hidrostatica, condicdo na qual é obtida a partir da equacdo da

guantidade de movimento.

Pode-se definir as seguintes grandezas adimensionais, onde 0s termos sobrescritos

com (*) séo adimensionais:

escala de comprimento: (Ox,0y,0z) = ( Lx, Ay, h z*)

escala de velocidades: (u,v,w)= {(\/QT) u*,(% \/gTj v*,(h \/gTj w*}

escala de tempo: tz\/%t*
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A adimensionalizacdo da tensdo de cisalhamento e da presséo é feita a partir do peso

da coluna liquida.

Pressdo: P = pghcos(6)P”

Tensdo de cisalhamento: 7 = p g hcos(8) 7,

Sendo:
@: declividade do canal

Para a determinacdo da pressao hidrostatica, serdo introduzidas as variaveis

adimensionais na equagao da quantidade de movimento, na diregéo Oz.

1°) Introduzindo as variaveis adimensionais no primeiro membro da equacéo (3.4 c), tem-se:

oW Ouw Avw ow?
— + + =
ot OX oy 0z

h ow' h ouw’ 4 hygLovw h?> Low?

ot d oy L2 h oz

* * * *  * *2
hg ow +h_gau w +h_gavw +h_gaw 3

Lo L ox L oy L o

3 - (3.10)

hg( o wooouw avw ow’?
=—| —+—F++ +—
ot OX oy oz

2°) Serd trabalhado o segundo membro da equacéo (3.4c), dado por:

=_g+£afxz+lafyz+lafzz (3.12)
p oX p oy p oz
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Introduzindo os tensores em (3.21), tem-se:

1[5[ (aw auj ]] 1 [a[ (8v awj”ﬂ
=—g+—| —| . +K, +— +— | = | e+ Ky | —F+— +
OX ox oz ploy oz oy

(3.12)

Admitindo que K, e 7 sdo independentes de x,y e z, a relagdo (3.12) fica da

seguinte forma:

o|(ow au 10z, Ky o|(av aw)' | 1P 2K, *w
=—g+— —t—| |[+= + —_—t | |- (3.13)
ox|\ox oz p oy pay oz dy por  p 072

Introduzindo as varidveis adimensionais em (3.13), tem-se:

{2

L L & h oz L 12 ox? Lh ox'oz”

+[%\/g_}v* [xrav hfaw] [NgT o hfol oPw }

Lh a2 L 4 oy LhA ey'er” LA oy

1 pghcos(6 h2JgL hygL e o2w" (3.14)
P h az L Lh? 77 '
Considerando:
a=n h V9 8W «/ 6u (3.15)
L L ox” h o
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«\n-1
_ [/1\/7 6v +_ gL ow ] (316)

Sl Lh o LA gy

A relacdo (3.14), fica:

_g+avTr£W_az NCINTy ]+

12 ox?  Lh ox'er”

*

2 * 2
by LF[ gL ov" _hygL &*w ]gcos( )Zp L ohg +ow
A

Lh oy L A2 oy L a2

- h\? o2w* hg o%u” =l hg o hg(h 2 0%w'
—g+av* gl — Gt |tV | ==t | |~
L) ox L ox oz Loyoz L\4) oy

_ 0P _hg *az*
o7 L o7

(3.17)

. , , - h
Toma-se como hipotese que 0 escoamento € de aguas rasas, entao: I<<1 e que
h
(—] <<1.
A

Estabelecendo a igualdade entre as relacdes (3.10) e (3.17); e dividindo todos os

termos da igualdade por g, tem-se a seguinte equacao:

*

0=-1-cos(0) aP* (3.18)
0z

Retornando as seguintes variaveis dimensionais:

(3.19)
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Pode-se determinar uma equacao para a pressao dada por:

1 Hap:—lzﬂz—pg cos(0)

— H— 3.20
pgHcosé oz 0z (3:20)

Integrando, a equacao (3.20), tem-se:

Jja P=-pgcos(d) faz =—pgcos(d)(h-z) (3.21)

P(z)=-pgcos@d(h-z) (3.22)
Sendo:

h : profundidade do escoamento

Assim, pode-se concluir que a distribuicdo de presséo é hidrostatica.

3.3 Modelo Matematico

O modelo matematico que representa esse fenbmeno é obtido através da integragcdo na
vertical das equacGes de Navier-Stokes, incluindo o modelo reoldgico de Herschel-Bulkley no

tensor de tensdes, utilizando a regra de Leibniz, dada por:

B(x) A(x)
% .[ Q(x,y)dy= .[ %Q(x, y)dy+Q(x,ﬂ(x))%(x)—Q(x,a(x))aaa—)((x) (3.23)
a(x) o

X
x)

Integrando as equacgOes da conservagdo da massa e da quantidade de movimento,
aplicando as condigdes de contorno (3.7), (3.8) e 0 conceito de pressdo hidrostatica, o sistema
que rege o escoamento € (uma demonstracdo completa da deducao dessas equacOes é dada no
Apéndice A):
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Conservagdo da massa:

ouh  oh_, (3.24)
ox ot
Conservacdo da quantidade de movimento:
ouh , ou’h _ o gcos(e)E +g hsen(0)+ii 7y, 0z (3.25)
ot ox  Ox 2 poz )X '
Sabendo que h é a profundidade do escoamento, tem-se:
orh ou*h & h2 1
—+ =—|—gcos(@)— [+ghsen(f)+— h)-z,,(0 3.26
O 2 2 - el ohan(0)s ) 0] @26)

Considerando que a tensdo cisalhante € nula na superficie livre (z,,(h)=0), a

equacao (3.26) fica da seguinte forma:

(3.27)

ouh  ouh o h? 1
Tt o :&(—gcos(e)?J+ghsen(9)+;[—fxz(0)]

Sabendo que 7, (O) representa as tensdes (efeito de atrito de parede no fundo

do canal). Esse termo é composto pela tensdo de cisalhamento a qual é adicionada a proposta

reologica de Herschel-Bulkley.

(3.28)

_ 9 )
a;th+agxh :%(—QCOS(G)%]Jrghsen(9)+%[_rp]

Sendo:

h : profundidade do escoamento;
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U : velocidade média na vertical;
0 :declividade do canal;

o - massa especifica do fluido;

Th :tensdo cisalhamento no fundo do canal.

A partir dai, é necessario calcular o perfil de velocidades com base no modelo

reoldgico de Herschel-Bulkley.

3.4 Perfil de Velocidades

Os fluidos hiperconcentrados podem apresentar uma resisténcia a deformacéo, ou seja,
resiste a pequenas tensGes (tensdo critica) antes de escoar. Sendo assim, apresenta um perfil
de velocidades parabolico na regido em que ocorre a tensdo de cisalhamento (proximo ao
fundo do canal) e um perfil de velocidade linear na regido nao cisalhada (Plug Flow), o que
geralmente ocorre em escoamentos de lamas e detritos, concreto fresco e géis.

Nesse item sera determinado o perfil de velocidade de um escoamento
hiperconcentrado, a partir da proposta reoldgica de Herschel-Bulkley, tomando-se como
hipGteses, que 0 escoamento seja permanente, uniforme e laminar, de um fluido
incompressivel escoando em um canal inclinado. Considerando que o atrito no fundo do canal

é dado por:

r=pgsend(h-z) (3.29)

E baseado na proposta reoldgica de Herschel-Bulkley, tem-se:

pgsen(8)(h-z)=1r,.+K, [(;_l;}” (3.30)
(d_u]”:pg sen(8)(h—-z)-, (3.31)
dz ) '

Resolvendo a equacao diferencial (3.31), apos alguns desenvolvimentos matematicos

(Apéndice B), pode-se obter o perfil de velocidade u(z) para o fluido em questao.



43

Regido cisalhada:

) 1 n+l

n+. n -

u(z)= n_[pgsen(9) z 1-[1- 2" para 0<z<z, (3.32)

n+1 Kn Zo
Regido néao cisalhada (plug):
n (pgsen (9) 1+n/n

u(z)=u(zy)= z ara z3<z<h 3.33

(z)=u(z) n+1[ K, jo p 0 (3.33)
T,

Zg=h- £ 3.34

0 pgsen(0) (3.39

Sendo n o indice de escoamento do fluido e K, o indice de consisténcia do fluido

A Figura (3.1) ilustra o perfil de velocidade para o fluido de Herschel-Bulkley, na qual

o perfil de velocidade é parabdlico na regido cisalhada e constante na regido ndo cisalhada
(plug).

Figura 3.1: Representacdo do perfil de velocidade para um fluido de Herschel-Bulkley.

Com o objetivo de verificar numericamente o perfil de velocidade determinado, sdo

considerados 0s seguintes grupos adimensionais:
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2yt (3.35)

Substituindo as variaveis adimensionais dadas pelas relacdes (3.35), na equacgdo

(3.33), tem-se a seguinte equacéo para o perfil de velocidade na regido cisalhada:
U(Z)=1-(1-2)""", para Z <1 (3.36)

Substituindo as relagdes (3.35) na equacdo (3.36), tem-se o perfil de velocidade na

regido ndo cisalhada (superficie livre) do escoamento, dada por:

G
U(Z)=1,para 1<Z< 3.37
(Z)=1.p o1 (3.37)
Sendo:
G P9 hsené (3.38)
Tc

Assim, pode-se analisar a distribuicdo do perfil de velocidades na Figura (3.2), através

de resolucdo numérica, para diferentes valores de n (indice de escoamento do fluido).

Figura 3.2: Perfil de velocidades para um fluido tipo Herschel-Bulkley
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Pode-se observar que na regido cisalhada (proxima ao fundo do canal), o perfil de
velocidade é parabdlico e na zona de plug, ou seja, na regido ndo cisalhada, o perfil de

velocidade é constante, conforme mostrado por (Huang; Garcia, 1998).

3.4.1 Velocidade Média em Relagdo a Profundidade do Escoamento.

Esse item tem como objetivo determinar a velocidade média em relacdo a
profundidade do escoamento, ou seja, no intervalo 0<z<h, para adequar a0 modelo

matematico.

Sabendo que: U :% fudz, entdo no intervalo 0 < z < h, tem-se que:

Uz%[ioudz+rudz] (3.39)

Ap0s alguns desenvolvimentos matematicos (Apéndice C), determina-se a velocidade

média do escoamento:

1 n+1
n

L [pgsenw)j (hpgsenw)—a;}n[l n (hpgsen<9>—fcﬂ (3.40)

n+1 K, pgsen() “2n+1| hpg sen(0)

3.5 Determinacgdo da Tenséo de Cisalnamento (Lei de Atrito)

Note-se que, para determinar a tensdo de cisalhamento € necessario calcular a derivada
da velocidade em relacdo a z. Como a velocidade na zona de plug flow é constante, basta
calcular a derivada da velocidade na regido cisalhada.

d_u__(n_ﬂj 12
dz n 2y

1 1
n

(—i]( ) ]{pgsen(&’) ZOM}” (3.41)
Zo \n+1 K,
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1 1

- n+l\p
d_u:i[l_ij“ (pg sen(6) 2 } .

dz  z, Zy K,

Note-se que, para z =z,, a taxa de deformagéo do fluido é nula, o que geralmente

ocorre na superficie livre (regido nédo cisalhada) de escoamentos de lamas e detritos, concreto
fresco e geéis, que sdo fluidos que s6 se deformam com aplicacdo de uma tensdo minima de

cisalhamento. Sendo assim, tem-se:

du

—=0 em 1=1 3.43
& 0 (3.43)
Para z =0 (fundo do canal), a taxa de deformacéao do fluido é determinada da seguinte
maneira:
1
9 n+1 n
du_1(pgsen(9)z (3.44)
dz  zg K,

Para determinar a tensdo de cisalhamento em funcdo da velocidade médio do

escoamento (U ), basta fazer a seguinte ponderagéo:

du_ (3.45)
dz
1 1
1\, 1\n
1(pgsen(0) 2™ )" n (pgsen(0)z™ ”(1_ n Z—Ojr (3.46)
Zg K, n+1 K, 2n+1 h
‘e (n +1) (2n +1) h (3.47)

(n(2n +1)h—n? zo) z,

Portanto a tensdo de cisalhamento pode ser expressa da seguinte forma:
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n

—— (n+1)(2n+1)Th (3.48)
(n(2n+1)h—n2 zo) Zy
Sabendo que z, =h —— Tt tem-se:
£gsend
5 n
u 1)(2n+1) h
—— T (pgsend)” (n+1)(2n+1) (3.49)

(h,ogsené?—rc)(n(n+1)h,ogsen0+n2 TC)

Deve-se ressaltar que a tensdo de cisalhamento encontrada neste trabalho é a mesma
encontrada por (Huang; Garcia, 1998) ao estudarem escoamentos de lama, aplicando o
modelo reoldgico de Herschel-Bulkley.

Conforme demonstrado, considerando-se fluidos ndo-Newtonianos, aplicando a
proposta reoldgica de Herschel-Bulkley, o sistema de equacdes para escoamentos de aguas
rasas (shallow water equations) é determinado e representado pelas equacdes da conservagdo

da massa e da quantidade de movimento.

Equacéo da conservagao da massa:

guh oh_, (3.50)
ox ot
Equacao da quantidade de movimento:

_ —2 2 T

ouh daUh_0 —gcos(e)h— +ghsen(9)-—=

ot OX OX 2 Yol

2 n
u % 1)(2n+1) h
Ky T (pgsend)” (n+1)(2n+1) (3.51)

P |(hpg sené?—rc)(n (n+1) p g send + nzrc)

Sendo:
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h : profundidade do escoamento
U : velocidade média na vertical
0 :declividade do canal

o - massa especifica do fluido
4 2 viscosidade do fluido

7, :tensdo critica (rigidez inicial)

2
o= E—Z (coeficiente de distribuicdo de velocidade)
u

Considerando a tensdo critica nula (rc = O), Ou seja, para uma proposta reoldgica de

fluido com comportamento pseudoplastico (Power Law), o sistema de equacBes concebido

neste trabalho reproduz o sistema produzido por (Ng; Mei, 1994).
3.6 Coeficiente de Distribuicdo de Velocidade

E possivel determinar a expressio analitica que representa o coeficiente de
distribuicdo de velocidade na vertical, para um escoamento laminar, permanente e uniforme
de um fluido do tipo Herschel-Bulkley sobre um plano infinito.

A relacdo que permite efetuar esse célculo é dada por:

11

:WF f u2dz (3.52)

C|C|
N

Ap0s alguns desenvolvimentos matematicos, conforme mostra o Apéndice D, tem-se a

seguinte expressao para o coeficiente de distribuicdo de velocidade:

[Z(n +1)2 hpgsend+z.n (4n +3)}

_(Zn +1 (3.53)

- 3n+2j 2_2
(n+1)2 hpgsend+2(n+1) nz SR
h pgsend
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Nota-se que, se a tensdo critica for nula (7, =0), tem-se um fluido com

comportamento reoldgico do tipo Power Law, e o coeficiente de distribui¢do de velocidade é
0 mesmo determinado por (Ng; Mei, 1994), conforme mostra a expressao a seguir:

_2(2n+1)
a _—(3n+2) (3.54)

Se a tensAo critica for nula (z, =0) e o indice de comportamento do fluido for igual a

1(n=1), tem-se um fluido Newtoniano e o coeficiente de distribuicio de velocidade confere

com a literatura.
6

a=— 3.55
c (3.55)

Para tensdo critica ndo nula e indice de comportamento do fluido igual a 1(n =1), tem-

se o fluido de Bingham e o coeficiente de distribuicdo de velocidade confere com a literatura,
conforme mostrado por (Maciel, 2001).

. [8h+7 fc ej
g3 pgsen (3.56)
5 T, T, 2
4h+4—C—+ SR
pgsend  h( pgsend)
Sendo:
_ e . profundidade do fluido na regido néo cisalhada (plug flow)
£ gsend
Note-se que, para um perfil de velocidades uniforme, ou seja, quando: h =T—C, 0
£ gsend

coeficiente de distribuico de velocidades é igual a 1(« =1), conforme mostrado por (Maciel,

2001).
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3.7 Adimensionalizacdo das Variaveis

O objetivo desse item é determinar os parametros que evidenciam o desenvolvimento
de instabilidades, por isso torna-se necessario fazer uma adimensionalizacdo das variaveis em
escalas convenientes nas equagbes 3.50 e 3.51. A adimensionalizagdo permite encontrar
termos representativos para o problema estudado e viabiliza a interpretagdo. As escalas
adotadas para a adimensionalizacdo das variaveis sdo dadas por:

- escala de comprimento: x =1l x e (h,z)=h, (h*, z*)

- escala de velocidades: u = Tyu”

l, =
- escala de tempo: t == t
Uo

, 7]
- nimero de Froude: Fr = —2

(ghy)
Sendo:
7.2
lg = 0 (comprimento de onda)
gsené
1 n+l
0, = n (pgsend |n(hypgsenf—rz, | n 1N hg pgsené—r, (velocidade)
n+1 K, pgsend 2n+1\ hypgsend

O sub-indice () indica condi¢bes de escoamentos em regime uniforme e o asterisco

(*) as variaveis adimensionais.
Introduzindo as variaveis adimensionais na equacao da conservagdo da massa, tem-se
a seguinte equacao:
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hg oo gp Loun g (3.57)
ly lop ox

oh ouh (3.58)

ot OX

As variaveis adimensionais sdo introduzidas na equacdo da quantidade de movimento,

conforme segue.

1°) Introduzindo as variaveis adimensionais no primeiro membro da equacéo (3.61), tem-se:

ohouo aub _2h01 dau” h 1 10h% (3.59)
ly ot ly ox ly ox
Dividindo os termos de (3.59) por UOZ e considerando f = gho_czose1 tem-se 0s
Uo
seguintes termos para o primeiro membro da equacédo de quantidade de movimento:
au*h aau* h 1 aﬁh (3.60)

ot OX 2 ox”

Inserindo a variaveis adimensionais no 2° membro da equacdo (3.51) tem-se o

seguinte resultado:

ghoh*sene——c—ﬁ U, (pgsen ) (n+1)(2n+1)hyh']

. . > (3.61)
p P (hoh X senH—rc)(n(n+1)hOh pgsend+n rc)

Dividindo o resultado obtido em (3.61) pelo termo (ghysenéd) e inserindo a

velocidade T, (em condigéo de regime uniforme), tem-se:
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— 1 n+1
h_ 7, B Kn u (pgsen 9)2 (pg senejn(ho pgsend —r. ]nx
p9hysend pghysend (ho hp gsenH—rC) Kp pgsend

* n
X( n j LN hog senéd —z, (n+l*)(2n+1)h ho : (3.62)
n+1 2n+1{ hypgsend n(n+1)h"hypgsend+n-z,

Note que, atraves de procedimentos matematicos, o indice de consisténcia do fluido

(K,,) é eliminado, e a equagdo (3.62), torna-se:

—\N
* n
T 1 (U ) (pgseno) (hy oy senH—rC)n+1 y
pghgsend hy (hoh*pgsene—rc)n prgsend
. (2n+1)hy pgsend—nhy pgsend+nz, ) (2n+1)hyh” " (3.63)
(2n+1)hypgsend (n+1)hyh pgsend+nz,

Rearranjando os termos da equacéo (3.63), tem-se:

n+1

—\ N
pghgsend (hoh*pg sen 9_%)” hypgsené

{((n +1)hy p g sen 0+nrc)£ il }] (3.64)

(n+1)hyh"pgsenfd+nz,

Fazendo os célculos necessarios para simplificar a equacgéo (3.74), tem-se a seguinte a

equacao:
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h*— TC 1= TC %
p9hysend hy pgsené

N n
v (h(ipgsene—rc) ((n+1)h0p?sen9+nrc)h (3.65)
hoh pgsend -z, (n+1)hygh pgsend+nz,

Portanto, através das equacOes (3.60) e (3.61), tem-se a equacdo da quantidade de

movimento em varidveis adimensionais:

* * 1_—
hgpgsené

— —2
* * *2

ou h+6au h+£6ﬁrl T B ¢ y
ot OX 2 X hypgsend

J— n
§ u*(h(ipgsene—rc) ((n+1)h0pf]sen6?+nrc)h* (3.66)
hyh pgsend -z, (n+1)hyh pgsend+nz,

Aplicando a regra da cadeia no primeiro membro da equacéo (3.66), tem-se:

*

— * 6(h u_*) R * — * * R _* *
au’” ah*+ — —au*ah*+u*ah*+h*au* +ah*u*au* +,Bh*6h*:
ot OX ot ot ot OX OX

_ h* . TC 1= Tc y
hg pgsené hg pgsené

x [u_*(ho pgsene—fc)M((nﬂ)ho pysend+nz,)h (3.67)

hoh pgsend—z. || (n+1)hyh pgsend+nz,

Usando a equacdo da conservacdo da massa, a equacao da quantidade de movimento

em (3.67), torna-se:
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*

6u* fau” 8u* —(a-1) u—*%+ﬂ%=h*——r‘: 1o Te &
ot oX h™ ot oX hg pgsené hy pgsend

(3.68)

J— n
) {u*(ho pgsen6’TC)H((””)%pgsen9+mc)h*}

hoh pgsend—z, || (n+1)hgh"pgsend+nz,

Omitindo os asteriscos (*) e as barras (-) apds a adimensionaliza¢do, conforme
demonstrado, tem-se o sistema de equagOes para o escoamento de fluido hiperconcentrado,
em canal inclinado, a partir da proposta reolégica de Herschel-Bulkley em varidveis

adimensionais. Esse sistema é dado pela equacdo da conservacao da massa e da quantidade de
movimento.

Equacdo da conservacdo da massa:

a_h+a (hu)
ot OX

=0 (3.69)

Equacdo da quantidade de movimento:

ou ou uoh oh
== = (a-1)2=— Z =
PRl G era =
n
u(1-c” n+1)+nC" |h
:1-c*-(1-c*) ( ) (( ) ) (3.70)
h—C (n+1)h+nC
Sendo:
crlo_ % (3.71)
hg pg send

Introduzindo as variaveis adimensionais no coeficiente de distribuicdo de velocidade

(a), tem-se:
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(2n+1) [Z(n +1)2 h"hy p gsend+z, n (4n+3)} am
. .
3n+2 . >
(3n+2) (n+1)2h hopgsen6+2(n+1)nrc+#
h'hy p g send

Assim, neste capitulo foi estabelecido o sistema de equacdes que rege o escoamento
laminar de um fluido hiperconcentrado, escoando em um canal inclinado, em variaveis
adimensionais, a partir de uma proposta reoldgica mais generalizada, conforme mostra as
equacoes (3.69) e (3.70).

A partir do modelo matematico concebido em varidveis adimensionais, objetiva-se
determinar as condicdes para a formacdo de instabilidades. Essas condi¢cGes podem ser
estabelecidas a partir de uma analise de estabilidade linear, na qual sera tratada no préximo

capitulo.
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CAPITULO 4

4. ANALISE DE ESTABILIDADE LINEAR

A teoria da estabilidade linear € uma ferramenta que tem permitido obter informacdes
importantes, tais como a taxa de crescimento das instabilidades e a velocidade de propagacéo,
em funcdo do nimero de ondas.

Esse capitulo tem como objetivo colocar em evidéncia as condi¢Ges necessarias para
que ocorra a formacéo de instabilidades no escoamento laminar e uniforme de um fluido
hiperconcentrado, em um canal inclinado.

Para estabelecer a analise de estabilidade linear, uma perturbacao infinitesimal sera

adicionada as equacdes da conservacdo da massa e da quantidade de movimento.

Sendo:
h=1+H (x1) (4.1)
u=1+V(xt) (4.2)

ConsiderandoH <<1 e V <<1, as equacdes (3.69) e (3.70) serdo linearizadas para a

obtengédo de uma equagdo em H .

4.1 Linearizacao do Sistema de Equacoes
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Substituindo as relacdes (4.1) e (4.2) no modelo matematico determinado em variaveis
adimensionais, dado pelas equac6es (3.69) e (3.70), tem-se um novo sistema de equacgdes em

funcdo das variaveis V e H .

Equacdo da Conservacdo da Massa:

—a(“H)+(1+H)a(laiv)+(1+v)—a(1;(H)=o (4.3)
N __H_H (4.4)
x  ox ot '
Equacdo da Quantidade de Movimento:
(1+ H)%—\:+(1+V)%_I+2a(l+ H)(1+V)(2—\;+a(1+v)2%—;|+ﬂ(l+ H)aa_';':
n
n+1)+nC")(1+H
(( ) )( ) 45)

:(1+H)—c*—(1—c*) u@-c’)
1+H-C" || (n+1)@+H)+nC

O conceito de onda envolve as nogbes de espaco e tempo e deve satisfazer uma
equacdo, a equacdo de onda, na qual o atributo essencial é exibir o movimento de propagacéo.
Para a determinacao dessa equacdo, segue-se 0s seguintes passos:

1°) Deriva-se a equacdo (4.4), em relacdo a x, obtendo a seguinte relacéo:

o _ oH &°H

=— - 4.6
ox? oxot  ox® (46
2°) Deriva-se a equacdo (4.4), em relacdo a t e obtém-se a seguinte igualdade:
2
o 0°H oH 4.7)

oxét ot oxot
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3°) Deriva-se a equacao (4.5) em relacdo a x e obtém-se a seguinte relagéo:

oV OH RV o°H o°H
—+——+2a +a +/ =
oxot  oxot ox2 ox? ox?

oH (1+v)(1—c*) ((n+1)+nc*)(1+H)
=§_(_ ) 1-H-C" || (n+1)@+H)+nC")

X{Hﬂ(uv)(u H —C*)—ﬁ(uv)(l—c*)jx

OX OX

1 (n+1+nC7)(1+H) )

(1+ H _C*)2 ((n+1)(1+ H)+nc*)

+

1+V)(1-C”
%—C*) (%—:l(n +1+ nC*)((n +1)(1+H)+ nC*)—

1
(n+1)(1+H)+nC"|

(4.8)

_%_H(n +1+ nC*)((n +1)(1+H)+ nC*)ﬂ[

X

49) Substituindo as equacdes (4.4), (4.6) e (4.7) em (4.8), tem-se uma equagéo diferencial
parcial de segunda ordem, dada por:

o°H o%H oH oH oH
—+(a- +2a +(2n+1)—+n——=0 4.9
ot? (a=4) ox2 oxot ( ) X ot (4.9)

O problema de ondas superficiais pela teoria linear é a resolucdo da equacdo de
Laplace, utilizando o método de separacdo de varidveis e aplicando as condic¢des de contorno
cinematica no fundo do canal e na superficie livre. De forma analoga, considera-se uma

solucdo periodica para a equacéo (4.9), dada pela seguinte relacao:
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TAl

H = Hel(k-ot) (4.10)
Sendo:

k :ndmero de ondas;

HA : constante;

o =, +ia; (freqiiéncia)
Substituindo a relagdo (4.10) na equacgdo (4.9), pode-se determinar a equacdo da

dispersdo, que relaciona o numero de ondas com a taxa de crescimento e a velocidade de

propagacdo dessas ondas. Essa equacao é dada por:
o* —(2ak -ni)o+(a-B)k*—(2n+1)ki=0 (4.11)

Resolvendo a equacdo (4.11), tem-se:

w=%[2ak—niiﬂ] (4.12)
Sendo:

a=4(a2—a+,6’)k2—n2 (4.13)

b=4(2n+1-ank (4.14)

Por definicdo, uma onda, ao se propagar percorrera a distancia de um comprimento de
. 27 A 21 .
onda (4) em um periodo T . Lembrando que @ S é a frequiéncia, e k = — € 0 nimero de

ondas, a velocidade de propagacdo da onda ou velocidade de fase é dada por:

U:—:U:% (4.15)
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Portanto, separando a parte real da parte imaginaria em (4.12), pode-se determinar
analiticamente as expressdes que definem a taxa de crescimento das perturbacbes e a

velocidade de propagacdo, em funcdo do numero de ondas, tais relacdes sdo dadas por:

.(Q,):z{_ni@(m_a)} @.16)

2

%(m)=£{2aki\/§(m+a)} (4.17)

2

onde:

| (): taxa média de crescimento das instabilidades;

R
f(w) : velocidade de fase ou velocidade de propagacao da onda.

4.2 CondicOes para Formacao de Instabilidades

Sabendo que 0<n<1, 0<a <12, tem-se b>0, para k #0. Para |(») <0, |(®)

tende a se estabilizar.
Para determinar uma condicdo de formacdo de instabilidade para o escoamento

uniforme, deve-se considerar que 1 (@) >0.

Contudo, | (@) >0, se e somente se:

—1n<\/%( a2+b2)—a (4.18)

Substituindo as relacdes (4.13) e (4.14) na equacdo (4.18), tem-se a seguinte relacao:
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(2n+1- na)2

n2

2

a’—a+f< (4.19)

Substituindo a relacdo (4.1) na equacgdo (3.82), tem-se o seguinte resultado para o

coeficiente de distribuicdo de velocidade (& ):

2(n+1)>+C"n (4n+3
() 20417 +CTn (4n+3)| )
(3n+2) (n+l)2+2nC*(n+l)+nZC*2

Substituindo a equacdo (4.20) na relacdo (4.19), tem-se que 0 escoamento torna-se

instavel se:

B < By (4.21)

onde: B, = 2n+l (2n+1)-

[Z(n +1)? +(4n+3)n C*]
n® [(n+1)2+2n(n+1)C*+nZC*1

Para um fluido com comportamento reoldgico do tipo Power Law C" =0, tem-se 0

seguinte critério de instabilidade:
B < By (4.22)

2n+1

n2

onde: 3,

Essa relacdo de instabilidade estd em consonancia com a literatura, conforme mostrado
por (Ng e Mei, 1994).
Para um fluido Binghamiano, a relacdo de instabilidade é dada por:
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B < Bn (4.23)

g+7C”

onde: g, =3 3- m

Para a reologia Newtoniana, tem-se:
B <3 (4.24)

Conforme mostrado por (Prokopiou et al., 1991) ao realizar analise uma andlise de
estabilidade linear para escoamento de fluido Newtoniano (n=1), considerando que o perfil

de velocidade do escoamento era parabolico.
4.3 Taxa de Crescimento das Instabilidades

O objetivo desse item é mostrar numericamente a taxa de crescimento das
instabilidades em funcdo do nimero de ondas para escoamentos de fluidos hiperconcentrados

(Herschel-Bulkey, Bingham e Power Law) e também Newtoniano.

- Taxa de crescimento da perturbacédo para fluido de Herschell-Bulkley

A Figura (4.1) mostra numericamente a taxa de crescimento das perturbacdes (I (a))+)

em funcdo do numero de ondas (k ), para varios valores de S . Fixando o valor do parametro

C” =0.1, pode-se verificar a influéncia do indice de escoamento do fluido (n).



n=01 =
18 o*=01 T
-
Li; S 1
R=1
-~ i
14 // e
— R=20 |
— 13N= |
e -~ fin= 120.0993
. ~ — (=500
5 A
= 08t e .
06f // -
0.4—/ E
02 e -
0
_02 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 7 8 9 10
k
(@)
16 : R— : :
n=04 T
48 =01 - 1
12 P i
/ — [&=0
R=1
1 // f |
— R=20
+ 08 Ve — Rn=11.3437 |
3 — R=100
g .l // ]
04l / ]
0_2—; b
0-
_0_2 1 Il 1 1 1 1 Il
0 1 2 3 4 7 8 9 10
(c)

I(w)+

1(w)+

63

18—— —
6l ™02 —"]
5T c=01 Pt
—
14} -
// — =0
12} - gﬂ
n y - — =20 I
— Rn=35.0078
/ — =100
L
06t/ |
04} / ]
02l ]
0
_02 1 1 1 Il 1 1 1 1 Il
0 1 2 3 4 5 6 1 8 9 10
(b)
Y P — ——
ﬂ=03 o —_
12 C*=01 T 7
-
-
1l ~ |
- — R=0
/ R=1
08l o 1
/ — =0
06t — =478 |
/ — =100
wab / |
02t i
e
_Uz[k 4
_[]_4 1 1 1 Il 1 1 1 1 1
¢ 1 2 3 4 5 6 71 8 9§ 1

(d)

Figura 4.1: Taxa de crescimento das perturbacdes para um fluido do tipo Herschel-Bulkley.

- Taxa de crescimento das perturbacdes para o modelo reoldgico do tipo Power Law.

A Figura (4.2) mostra numericamente a taxa de crescimento das perturbacdes (I (a))+)

em funcdo do numero de ondas (k), para varios valores de 5. Verifica-se a influéncia do

indice de escoamento do fluido (n).
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Figura 4.2: Taxa de crescimento das perturbagdes para um fluido do tipo Power Law

- Taxa de crescimento das perturbacdes para fluido Binghamiano e Newtoniano.

As Figuras 4.3a e 4.3b mostram a taxa de crescimento das perturbacfes para

escoamentos de fluido Binghamiano e fluido Newtoniano, respectivamente.
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Figura 4.3: Taxa de crescimento das perturbagdes para um fluido Binghamiano (a) e
Newtoniano (b).

Comentarios:

Através das Figuras (4.1), (4.2) e (4.3) observa-se que as curvas neutras da
estabilidade ocorrem quando k =0 e g = f, e que para todos os valores de k o ponto inicial
da instabilidade depende n e C”. Se p > p,, todas as perturbacdes com k = 0 sdo menores

do que zero, conforme mostrado nas Figuras (4.1), (4.2) e (4.3).
E importante ressaltar que para 0 < n <1, quanto maior for o valor de n, menor seré o

valor de f,, e menor sera a taxa de crescimentos das instabilidades.

Comparando as Figuras (4.1) e (4.2), observa-se que para um fluido de Herschel-
Bulkley, com C"=0.1, o valor de [, € 0 comportamento da funcéo séo semelhantes ao que
foi encontrado por (Ng e Mei, 1994), quando utilizou o modelo reolégico do tipo Power Law
(C"=0).

Observando as Figuras (4.3a) e (4.3b), nota-se a semelhanga no critério de estabilidade

entre um fluido de Bingham e um fluido Newtoniano, no qual S, =3, conforme mostra a

literatura.
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A analise de estabilidade linear do escoamento uniforme mostra que a taxa de

crescimento das instabilidades aumenta com o numero de ondas. Porém ¢é insuficiente para

sugerir um comprimento de onda para a Roll Wave.

4.4 Velocidade de Propagacao das Instabilidades

Através da equacdo (4.17) pode-se determinar a velocidade de propagacdo das

perturbacdes, para varios valores de £, considerando o modelo de Herschel-Bulkley. De

acordo com os valores utilizados para os parametros (n e C*), determina-se também a

velocidade de propagacdo em outros modelos reolégicos (Power Law, Binghamiano e

Newtoniano).

- Velocidade de propagacéao das perturbacdes para um fluido do tipo Herschel-Bulkley

A Figura 4.4, mostra a velocidade de propagacdo em funcdo de k (n° de ondas), para

diferentes valores de £ . Fixando o valor do parametro (C*), verifica-se a influéncia do indice

de escoamento do fluido (n).
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Figura 4.4: Velocidade de propagacéo das perturbacGes para fluido de Herschel-Bulkley

- Velocidade de propagacéo das perturbactes para um fluido do tipo Power law.

A Figura (4.5) mostra numericamente a velocidade de propagacdo em funcdo do

numero de ondas (k ), para varios valores £ . Verifica-se a influéncia o indice de escoamento

do fluido (n).
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Figura 4.5: Velocidade de propagacéo das perturbac6es para um fluido do tipo Power Law.

- Velocidade de propagacao dos disturbios para fluido Binghamiano e Newtoniano.

As Figuras 4.6a e 4.6b mostra a taxa de crescimento das perturbacbes para

escoamentos de fluido Binghamiano e fluido Newtoniano, respectivamente.
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Figura 4.6: Velocidade de propagacdo das perturbac6es para fluido Binghamiano e
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Comentarios:

Comparando os resultados através das Figuras (4.4), (4.5) e (4.6), pode-se observar

que para os diferentes tipos de modelos reoldgicos, ao aumentar o valor de 3, ou seja,

diminuido o namero de Froude (Fr), ocorre um aumento significativo na velocidade de
propagacdo das instabilidades, ou seja, ocorre um aumento do efeito gravitacional e uma
diminuicdo do efeito inercial. Nota-se, que esse resultado estd em concordancia com a
definicdo do numero de Froude.

Observando as Figura (4.4) e (4.5) nota-se que o comportamento da fungdo que define
a velocidade de propagacdo das perturbacGes esta em consonancia com os resultados

encontrados por (Ng; Mei, 1994), quando utilizou o modelo reoldgico do tipo Power Law

(C"=0).

Neste capitulo, através de uma analise de estabilidade linear, foram determinadas as
condigBes para formacgdo de instabilidades no escoamento estudado, tanto para fluido
hiperconcentrado quanto para fluido Newtoniano.

No capitulo 5, sera determinada uma equacdo geral para geracdo de tais
instabilidades, impondo uma teoria analitica de Roll Wave permanente, na qual, serdo
utilizadas as condi¢des de formacao de instabilidades, obtidas nesse capitulo, para verificar se
ocorre a geracao do fendmeno estudado.
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CAPITULO 5

5. EQUACAO DAS ROLL WAVES

Para a determinacdo de um modelo global que verifica a formagdo de Roll Waves, o
sistema de equacdes para escoamento de aguas rasas (shallow water equations), em variaveis
adimensionais, determinado no Capitulo 3, pelas equacdes (3.79) e (3.80), devera ser reescrito
em um sistema movel de coordenadas, na qual, 0 método utilizado descreve 0 movimento de
uma unica onda no sistema de coordenadas.

Por hipotese, tem-se:

x'= ¢ —Ut, sendo que U representa uma velocidade constante de propagacao (celeridade).

A partir dessa hipotese, pode-se estabelecer as seguintes relacdes:

ou ou ox' Uau

R AN i Bl (5.1)
ot ox' ot ox'

du_ouox o 652
oX oX' Og ox'

oh_oh ox'_ ,oh (5.3)
ot ox ot ox'
oh oh ox' . oh

—=——=1— (5.4)
oX oX' Og ox'

Assim, a equacao da conservacdo da massa, torna-se:
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" 9d(hu '
o %+Q X o (5.5)
ox' ot ox' 0Og

Derivando o sistema mdvel de coordenadas e aplicando na equacgdo (5.5), tem-se a

seguinte equacgdo para a conservagao da massa:

oh o(hu)

&(—U)+ e =0 (5.6)
2 (WUh+hu)=0 5.7)
X' '
h(u-U)=c (constante) (5.8)

Note-se que, em regime permanente, pode-se considerar que: (h,u)=(1,1) € solucédo

da equacéo, portanto a equacgédo da conservacdo da massa fica da seguinte forma:
h(u-U)=1-U (5.9)

A equacdo da quantidade de movimento torna-se:

—U—+aua—+(a—1)U uoh poh o % Iy % |,
ox' ox' h ox' ox' hpgsend h hgpgsené

><Hu(hopgsen@—rc)} {((n+l)h0pgsem9+nrc)h“n (5.10)

ho pgsend—rz, (n+1)hghpgsend+nz,

Substituindo a equacdo da conservacdo da massa na equacdo de quantidade de
movimento e omitindo o sobrescrito (') do sistema de equacdes, a variavel u é eliminada,

assim, tem-se a seguinte equacéo:
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((al)uza(l—u)ztha—h—h T (1 T—ij

h? oz hypgsend | hy pgsend

XH(HU (h=1))(hy pg sene—rc)} {((n +1)hy pgsend+nz, jl}n 611

hhy pgsend -z, n+1)hyhpgsend+nz,

Portanto, rearranjando os termos da equacéo (5.11), obtém-se uma equacdo diferencial

de primeira ordem, dada por:

n

h—*C—(l—*C) (1+U(h—1))(1—*C) (n+1)+n’C
oh (h—*C) (n+1)h+n'C
a_ (5.12)
2 T2
" (al)uza(lhzu)th
Na qual
A= gh%cgse _ Fiz (5.13)
0
* TC
hypgsend -14)
2(n+1)*h+C”(4n+3)n
_(eney) |21 neCT(ane3)n ] 615

(3n+2) {(n +1)2 h+2(n+1)nc*+n2(C*)2/h}

O modelo matematico determinado para verificar a formagdo de Roll Waves é uma
equacdo diferencial ordinaria de primeira ordem, ndo linear, que apresenta singularidades.
Portanto, tais ondas serdo tratadas como ondas de choque, conforme os apontamentos da
literatura, Dressler (1949), Ng e Nei (1994), Noble (2001), entre outros.
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E importante ressaltar que o modelo matematico proposto neste trabalho esta em

concordancia com o modelo obtido por Ng e Mei (1994), utilizando o modelo reolégico do

tipo Power Law (C™ =0).

5.1 Ondas de Choque e Descontinuidades

O termo onda de choque é reservado na literatura aos casos de descontinuidades
evolutivas, podendo ser caracterizada por perturbacdes em propagacdo, onde as propriedades
como a velocidade, variam de maneira abrupta e quase descontinua, apresentando um perfil
de onda bem demarcado com um “pico para baixo”. Estas ondas podem ocorrer tanto em
meios fisicos, propagando de maneira mecénica, quanto em campos elétricos e magnéticos.

Essas ondas sdo bastante comuns na natureza. Para ilustrar este fato, tem-se como

exemplo, a Figura 1.1 do Capitulo 1.

5.2 Perfil de uma Roll Wave

Matematicamente, a Roll Wave € definida como uma onda cinematica, periddica e com
velocidade constante, na qual a velocidade da onda deve ser maior do que a velocidade do
fluido.

No comprimento de cada onda, existe uma transicdo de escoamento supercritico
(Fr >1) para escoamento subcritico (Fr <1). Dressler (1949), mostrou que existe uma se¢do

critica, no sistema movel de coordenadas, desde que:

T-u)

(Fr)? _ =1 (5.16)

Na qual: T é a velocidade do escoamento e U ¢é a velocidade de propagacdo da onda.
Devido a essa transi¢cdo de escoamento, a formacdo de Roll Waves consiste de um
perfil continuo entre choques sucessivos aumentando no sentido do declive do canal, assim,

através da equacdo (5.12), procura-se solucdes do tipo:
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oh _F(h)

R (5.17)

A Figura (5.1) mostra o perfil de uma Roll Wave e as regibes de transi¢cOes do

escoamento

Figura 5.1: Perfil de uma Roll Wave.

Observando a Figura (5.1), pode-se definir A como sendo o comprimento da Roll

Wave, h, a altura antes do choque, h, a altura critica do escoamento e h, a altura depois do

choque.

A partir da equacéo (5.12), tem-se:

n

h-"c-(1-"C) (1+0(r-)(1-C") {(”+1)+nC**}
o (h—C ) (n+1) h+nC _F(h) 519
ox  (2-1)U2-a (1-U)? h 2+ gh | ~G(h '

Em consequiéncia, tem-se:

h(x) = j% dx (5.19)
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A integracdo numérica da equacdo (5.18) determina h(x), mostrando o perfil das

Roll Waves. Além disso, pode-se definir o comprimento da onda, da seguinte forma:

- J:% dh (5.20)

E necessario verificar as condicbes de choque, para determinar os limites de

integragéo (h, e h,).

5.2.1 Condigdes de Choque

Esse item tem como objetivo determinar a profundidade do escoamento depois do
choque. Para isso € necessario estabelecer algumas condicdes.

Sabe-se que as equacdes para a onda de choque admitindo um salto nos parametros do
escoamento foram estabelecidas em 1870 por Rankine. Destas equagOes pode-se determinar
as relacOes entre os parametros imediatamente antes e apds o choque, as chamadas condicoes
de Rankine-Hugoniot (SHAPIRO, 1953). Essas condi¢Ges sdo derivadas da equacdo da
conservacdo da massa e da equacdo da quantidade de movimento. Para o problema em

questdo, as condicOes séo dadas por:
2 on12
Ulh]; =[ah]; (5.21)

2
U[Uh]f:{aU2h+%ﬂh2} (5.22)
1

Sendo que: [h]12 =h, —h; é o salto da propriedade.

Usando a relacédo (5.9) e eliminando U da equacéo (5.21), determina-se a relagéo entre

as duas alturas h, e h,.
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a(@-U)?—h h,Uu? (a—l)—%ﬂhlzhz—%ﬂhlhzz =0 (5.23)

Resolvendo para h, com £ >0, segue:

—(a-1)— (5.24)

5.3 Velocidade de Propagacao da Roll Wave

Ng e Mei (1994), fazendo o estudo de Roll Waves, para a reologia do tipo Power Law,
mostraram que na se¢do critica, o denominador e o numerador da equagdo da Roll Wave séo
nulos.

Dessa forma, considerando a equacdo (5.12), pode-se determinar analiticamente a

velocidade de propagagdo da Roll Wave em um ponto critico, sendo que h, deve pertencer ao

intervalo (hy,h, ), ouseja, hy <hg <h,.

Através das equac0es (5.8) e (5.9), tem-se o valor da constante c:

c=1-U (5.25)
Assim F (hc) e G(hc) podem ser expressas da seguinte maneira, respectivamente:

(C+Uhc)(1‘C*) [ (n+1)+nC” } n:O

(hC —C*) (n+1)h, +nC” (520

F(h)=h,-C"~(1-C")
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G(hc)=((a1)U2i—C22+,BhCJ=O (5.27)

c

Considerando F ( hc) =0 , pode-se determinar a velocidade de propagacdo em funcgéo

de h;:

1+n

LJ_P%—C Jn{ﬂHiﬂ%+nC}iL£L (5.28)

1-c” (n+1)+nC" |he hg

Substituindo a equacdo (5.28) em (5.27) e considerando que a velocidade de
propagacao da Roll Wave deve maior que zero (U >0) determina-se o valor da constante c,

da seguinte forma:

1+n

C:_{hc—ci j n (n+1)hc+nc*: }(a—lﬁ
1-C (n+1)+nC
2(1+n) ) 2
h.-C n | (n+)h,+nC 3
= -1 h 5.29
ala )[ 1—0*} { (n+1)+nC” ]+ﬂ ’ 529

Com a determinacdo das condic¢des de choque e da velocidade de propagacdo em um
ponto critico 0 modelo matematico desenvolvido neste trabalho para geragdo de Roll Waves &,

na sequéncia, avaliado numericamente.
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CAPITULO 6

6. RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo sdo apresentados os resultados numéricos da equacdo (5.12), através de

uma rotina de calculo desenvolvida com a linguagem de programacdo Python, mostrando o

comportamento da funcao h(x), verificando a formacdo e a evolucdo das instabilidades

estudadas.

6.1 A Linguagem de Programacao Python

O Python é uma linguagem de programacao clara e expressiva, permitindo uma maior
concentragdo do programador sobre o algoritmo e ndo sobre o codigo. E dinamicamente
interpretada e orientada a objetos. Sendo de alto nivel, sua utilizacdo ndo é condicionada por
detalhes, tais como gerenciamento de memoria, tipos de dados ou outras limitagdes.

A estrutura orientada a objetos permite a construcdo de algoritmos complexos e com
alta legibilidade, contribuindo para um melhor reaproveitamento do codigo, assim como para
sua extensdo e otimizacéo.

O interpretador mais comum de Python, (Cpython), é escrito em C, o que permite que
coédigos também escritos nessa linguagem sejam compilados em maodulos e carregados na
forma de uma biblioteca dentro de um script, com perda de desempenho computacional
proximo de zero.

No presente trabalho, para realizar a resolucdo numérica do modelo matematico de

geracdo de Roll Waves, primeiramente determina-se o comprimento da onda através da
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equacdo (5.19), utilizando a funcdo quad do mddulo Scipy.integrate. Essa funcao utiliza como
método de integracdo a Quadratura de Gauss. Em seguida, € utilizada a funcdo odeint da
biblioteca de Fortran compilada em Python, para a resolugdo da equagdo (5.12) e

determinacéo da funcdo h(x), mostrando o perfil das Roll Waves.

A funcdo odeint no pacote Scipy.integrate, utiliza o método Isoda para a resolucédo de
equacOes diferenciais ordinarias, desenvolvido por Hindmarsh (1980) e Petzold (1983) no
laboratério Lawrence Livermore, como parte do pacote odepack.

O algoritmo desenvolvido neste trabalho, utilizando as fungdes citadas (quad e odeint)

esta no apéndice (E).

Procedimentos numéricos:

- Z 7 = P ~ *
i) E necessario especificar os parametros constantes n, 3, C e h., sendo que os

valores utilizados para £, sdo obtidos através da analise de estabilidade linear.
i) Entrar com h, (altura antes do choque), para determinar o valor de h,, obtido

através das condicdes de choque.
i) Determinar A (comprimento de onda), integrando numericamente a equagéo
(5.20).

Iv) Integrar a equacgéo (5.12) para determinar o perfil da Roll Wave.
6.2 Roll Waves para a Proposta Reologica de Herschel-Bulkley

a) Influéncia do parametro g8

Através do resultado de anélise de estabilidade linear, para n=0.4 e C* =0.1, tem-se
a seguinte condicao para que ocorra a formacao de instabilidade: g = & <11.3437, ou seja,
r

Fr > 0,3, conforme mostrado na Figura 4.1c.

A Figura 6.1, mostra o perfil das Roll Waves através de resultados numéricos da
equacdo (5.12) variando o numero de Froude (Fr) e a velocidade de propagacdo U, que é
obtida numericamente através das equagdes (5.27) e (5.28).
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2.0 2,0
1.8 { 1.8 {
0,6 0,6
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(a) Perfil das Roll Waves para Fr =0,4 (b) Perfil das Roll Waves para Fr =0,7
2,0
1.8 {
(a) Perfil das Roll Waves para Fr =1 (d) Perfil das Roll Waves para Fr =5

Figura 6.1: Perfil das Roll Waves em fluido de Herschel-Bulkley, variando o valor do nimero
de Froude (Fr).

Ao analisar os resultados numéricos mostrados na Figura (6.1), fixando n=0.4 e

C” =0.1 e variando o nimero de Froude (Fr), nota-se que:

- ocorre a presenca de Roll Waves estabilizadas;

- diminuindo o nimero de Froude (Fr), ocorre um aumento na velocidade de propagacao da
onda, conforme mostrado na Figura 4.4b, o que esta de acordo com a defini¢cdo do nimero de
Froude;

- diminuindo o valor do numero de Froude (Fr) ocorre um aumento significativo no
comprimento da Roll Wave e uma diminuicdo na amplitude da mesma, isso ocorre, devido ao
aumento do efeito gravitacional e a diminuicéo do efeito inercial (Energia Cinética);

- para Fr>5, e mesmo para Fr — o, 0s resultados numéricos sdo semelhantes,

apresentando ondas de grande amplitude;
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- na tentativa de utilizar Fr < 0,3, ndo houve geracdo de instabilidades, conforme verificado

na andlise de estabilidade linear, no Capitulo 4.

b) Influéncia do paréametro c’ (coeséo do fluido)

Fixando o nimero de Froude (Fr =1) e o indice de escoamento do fluido (n=0.4), a
Figura (6.2) mostra numericamente o perfil das Roll Waves para fluido de Herschel-Bulkley

variando a coes&o do fluido (C")

2,2 2,0

2.0 1.8

=18 =i«
(@ C =0 (b) C"'=0.3

2,0 2,0

1,8 { 1,8
(c) C"'=0.5 (d) C"=0.6

Figura 6.2: Perfil das Roll Waves para fluido de Herschel-Bulkley, variando o valor de C™

Ao analisar a Figura 6.2, observa-se que:
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- para C” = 0 (tens&o critica nula), aparecem ondas mais longas e de menores amplitudes;

- um aumento no parametro C", ou seja, 0 aumento da tensdo critica causa uma antecipacio
na formacdo das Roll Waves e um aumento de ordem numérica na amplitude das ondas

geradas, que fisicamente é significativo;

- na tentativa de utilizar C* > 0.6, nfo houve geracio de instabilidades.

¢) Influéncia do indice de escoamento do fluido (n)

Para Fr =50 e C” =0,1, a Figura (6.3) mostra o perfil das Roll Waves através de

resultados numéricos, variando o valor do indice de escoamento (n).

(@ n=0.2 (b)n=0.6

(c)n=0.8 (d)n=0.9

Figura 6.3: Perfil das Roll Waves em fluido de Herschel-Bulkley variando o valor de n para
Fr =50.
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- 0 aumento do indice de escoamento (n) causa um pequeno aumento no comprimento das

ondas geradas, pois quanto maior o indice de escoamento, o fluido estd mais proximo de ser

Newtoniano e ondas mais longas aparecem;

- ocorre também um aumento na velocidade de propagacéo, conforme mostrado na Figura 4.4,

Considerando Fr=1 e C" =01, a Figura (6.4) também mostra o a formagao de Roll

Waves, variando o indice de escoamento (n).

2,0

(@ n=0.2

0,6

0’40 2

K 6 8
Comprimento do Canal (x)

(c)n=0.8

0,6

045 2 4 6 8
Comprimento do Canal (x)

(b) n=0.6

0,6

045 2 4 6 8
Comprimento do Canal (x)

(d) n=0.9

Figura 6.4: Perfil das Roll Waves variando o valor de n paraFr =1.
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Observando a Figura (6.4), verifica-se que:
- aumentando o valor do indice de escoamento do fluido (n) ocorre um aumento significativo
no comprimento das ondas geradas;
- 0 aumento ocorrido no comprimento dessas ondas € maior do que 0 aumento que ocorreu

para Fr =50, relativo a Figura (6.3).

Nota: Uma vez analisados os resultados para a reologia de Herschel-Bulkley, teve-se o
interesse de checar a evolucdo das Roll Waves para outras reologias, cumprindo com 0s
objetivos desta dissertacdo. De plano, os resultados aparecem no apéndice F, apresentando

comportamentos semelhantes com o que foi apresentado neste Capitulo.
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CAPITULO 7

7. DISCUSSOES E PERSPECTIVAS

Discussoes

Este trabalho apresentou um modelo matematico para geracdo de Roll Waves em
fluidos hiperconcentrados, escoando em um canal inclinado, utilizando o modelo reoldgico de
Herschel-Bulkley, apontando os seguintes resultados:

- através de uma analise de estabilidade linear verifica-se o aparecimento de Roll Waves

quando:

Fr > \/ﬁ_” , sendo:

n

[2(n+1)°+(4n+3)nC” |n
,onde: Fr é o ndmero de Froude, n

b n? (2n+1)_[(n+1)2+2n(n+1)C*+n2C’k2J
o indice de escoamento do fluido e C” a coesdo do fluido.
- 0 modelo também gera Roll Waves para propostas reoldgicas mais simplificados (Bingham,
power law e para fluido Newtoniano);

Quanto aos resultados numéricos mostrando a evolugéo das instabilidades, a partir das
condicdes de existéncia, observa-se que:
- quanto menor o numero de Froude, maior sera a velocidade de propagacdo da Roll Wave, o

que esta de acordo com a defini¢cdo do nimero de Froude;
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- quanto maior o numero de Froude ( Fr), maior sera a amplitude da onda gerada e menor o

comprimento de onda, isso ocorre, devido ao aumento do efeito inercial (Energia Cinética);

- quanto maior a tensdo critica (z,) representada pelo adimensional (C*), menor sera o

comprimento da onda, pois em escoamentos de fluidos hiperconcentrados, as ondas geradas
apresentam comprimentos menores do que em escoamentos de fluido Newtoniano;

- com o aumento do indice de escoamento (n) do fluido, ocorre um aumento do comprimento
da Roll Wave, ou seja, quanto mais proximo de ser Newtoniano, ondas mais longas aparecem;
- para fluidos do tipo Power Law e Binghamiano, os resultados estdo em consonancia com o
que foi predito por (Ng e Mei, 1994) e (Maciel, 2001).

Comentarios Finais

Este trabalho de pesquisa foi desenvolvido com base em referéncias do contexto de
Roll Waves, tanto em fluido hiperconcentrado quanto em fluido Newtoniano. De uma maneira
geral, pdde-se tratar aspectos importantes na geragéo e propagacao do fendmeno Roll Waves.

No plano tedrico, foi adquirido conhecimentos na formulacdo do sistema de equacGes
para aguas rasas (shallow water equations), suas propriedades e aplicagdes. Ainda nesse
contexto, p6de-se avancar para determinar as condi¢des de existéncia de instabilidades atraves
de uma andlise de estabilidade linear. A partir dessa base foi determinada a velocidade de
propagacao dessas instabilidades e a taxa de crescimento das mesmas.

Um modelo matematico para geracdo de Roll Waves em escoamentos
hiperconcentrados e laminares foi determinado, a partir de uma teoria analitica de Roll Wave
permanente. As condic¢des de choques foram estudadas para o modelo em questéo.

No plano numeérico, utilizando a linguagem de programacéo Phyton, pode-se verificar
a funcionabilidade do modelo matematico desenvolvido neste trabalho, tanto para fluido
hiperconcentrado quanto para fluido Newtoniano.

De plano e voltando-se mais a uma aplicacdo de engenharia, conclui-se que ondas de
lama do tipo trem de Roll Waves deverdo aparecer mais cedo em fluido ndo Newtoniano do
gue em escoamentos de fluido Newtoniano, se presentes, deverdo apresentar amplitudes mais
elevadas, menores comprimentos de onda e velocidade de propagacdo menos acentuadas do
que aquelas produzidas em fluidos Newtonianos.
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Sugestdes

Além dos desenvolvimentos matematicos e resultados numéricos apresentados ao
longo deste trabalho, ainda que de forma global, acredita-se que este estudo deva ser
continuado e sistematizado das formas que se seguem:

- fazer uma anélise dimensional do modelo matematico determinado neste trabalho;

- dar sequiéncia a abordagem matematica de Roll Waves em canais sobre forte declividade,
considerando uma condicdo de permeabilidade no fundo do canal, ou seja, considerando a
porosidade, levando-se em consideragcdo que 0s canais ndo sdo totalmente lisos e que a
porosidade pode influenciar na formacdo de instabilidades, conforme mostrado por Pascal
(2006). Neste caso, utilizar a Lei de Darcy como condicdo de contorno, adaptada ao modelo
reoldgico de Herschel-Bulkley;

- realizar uma andlise comparativa entre resultados obtidos com a condi¢do de
impermeabilidade e de permeabilidade do fundo do canal.

- realizar ensaios experimentais em canais e medir Roll Waves.
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APENDICE A

Demonstracdo do sistema de equacdes que rege o escoamento

Considerando um escoamento bidimensional de um fluido hiperconcentrado em um

canal inclinado, o sistema de coordenadas (x, z) é definido com o eixo x ao longo do canal e

z 0 eixo normal ao plano inclinado. As componentes de velocidades longitudinal e vertical

séo dadas por (u,w) e apressdo por P, sendo a altura total do escoamento dada por h.

Condigdes de contorno

oh; oh;

W(hi):a_tl+u(hi)a_)(l Al
oh oh

W(hf ):Ff—i_u(hf)a_; A2

Integrando a equagdo da conservagdo da massa de h, a h,.

Integral de a_u:
OX

o o f oh oh;
J: %dz:&ﬂ udz—u(hf)g—xf—u(hi)a—x' A3

Seja:
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f
T udz e hy—h; =h A4
he—h; J,
f

9 udz:@ A5
OX i OX
Portanto:

oh oh;
GRS Ak T el A6
OX OX OX

Integral de a :
0z

f
oW
f EdZ:W(hf)—W(hi) A7
Somando as equagdes A4 e A5, temos:

AN (h ) 2 u(h) T s w(ng )-w(n,) A8

A uh )= ru(h)— + —qufh ) —— =" —u(h ) — A9
ox (h) ox ( ')ax o (hr) ox ot ( ')ax

Logo, a equacdo da conservacdo da massa fica:
aljh+ah—0 Al0

OX E_



O procedimento sera 0 mesmo para a equacdo da quantidade de

direcdo OX.

Integral de A :
ot

"o o' oh
j: Eudz:aj: udz—u(hf)#+u(hi) p

f
1 r udz
he —h; h;

ouh o [
—=— udz
o ot

Seja: U=

Portanto:

Integral de a—:
OX

f A2 f oh oh:

M -2 uzdz—uz(hf)—f+u2(hi)—'

_OX X . OX OX
Seja:

— f
u? = 1 udz
h; —h; i
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movimento, na

All

Al2

Al3

Al4

Al5

Al6
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2 f
uth_ 0 ™ 2, A17
oX  OX J
Portanto:
f a2 2 oh oh.
O = 20 2 () 2 2 () AL8
i OX OX OX OX
ouw

Integral de ——:
9 0z

-‘:fa%dzzu(hf)W(hf)‘“(hi)w(hi) AL9

Somando os resultados das integrais 15, 16 e 17, temos:

oh oh; ou? oh oh,
%— (hf)a—tf-l-U(hi)?I-i-a;Xh—Uz(hf)a—xf-l-uz(hi)a—xl-‘r
+u(hf)w(hf)—u(hi)w(hi) A20
Aplicando as condigdes de contorno:
oth oh oh:  auh oh oh
%— (hf)a—tf+u(hi)a—t'+ ;x —uz(hf)a—xf+u2(hi)a—x'+

oh;

+u(hf)(w+u(hf)Ej_u(hi)(?w(hi)a_x} A21

Portanto o lado esquerdo da equacdo da quantidade de movimento na direcdo OX fica

da seguinte forma:
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f 2 2
a_u+8L+_6uw dz=@+au h A22
. ot OX 0z ot OX

O lado direito da equacdo da quantidade de movimento fica:
f f
R I dz+ 1 9%a dz A23
P &, OX P &, oz

2 f
10 -p9g cos(@)h— L0 7, 0z A24
P OX 2 p 0L h,

Assim, a partir das equacges 23 e 24, tem-se a equacédo da quantidade de movimento:

oth ou?h &

h? 10 [
—| -9 cos(9)7 +ghsen(¢9)+—a— 7y, 0z A25
hi

—t
at ot ox 0 0z

Sabendo que, 7,, =0 na superficie livre, tem—se:

oth ou’h o h? 1
- :&[—gcos(6)7j+ghsen(&')—;[rxz(hi)} A26



99

APENDICE B

Calculo do Perfil de Velocidade

O equacionamento abaixo tem como hipoteses um escoamento uniforme, laminar, de

um fluido incompressivel, em canal inclinado, baseado na lei de Herschel-Bulkley.

n
pgsen(H)(h—z):rC+Kn[3—lzjj Bl

B2

[duj” _ P9 sen(0)(h-z)-1z,

dz K,

Resolvendo a equacdo diferencial (B2), pode-se obter, apds alguns desenvolvimentos

matematicos, o perfil de velocidade u(z) para o fluido em questéo:

. 1 «
Seja: r =—, entao:
n

(d_uj”r:(pgsew(h—z)—fc]r B3

dz Hn

(d_uj:[pgsene(h-z)-rcj“ -

dz Hn

Integrando de 0 a z:



u(z)= f(pgsen@(“‘z)_f_cj dz

Hn Hn

Note que:

{pgsen(@)h_pgsen(e) Z_T_c}>0
Hn Hn Hn -

Tc

Zp=h———,
pgsend

0<z<y

Sendo:

z,: profundidade do fluido na regido cisalhada

pgsend(z,—z) pgsend(h-z) 7.
Hn Hn Hn

Logo,

u(z)= ﬂ”gsene(zo‘z)jdz

Hn

pgsen(0)z

Multiplicando a equagéo (B9) por pgsend e subtraindo
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B5

B6

B7

B8

B9

B10

B1l1l



o) 2222 [ (z-2)

Hn

pgsend

Considerando g = [
Hn

7A
u(z)=ﬂ£ (zp-12)" dz
Integrando por substituicédo:
s:zo—z:>$:—1:>ds:—dz

z

Logo:

Portanto, tem-se o perfil de velocidade na regido néo cisalhada (“parte em plug”):

u(z):u(zo):ﬁzor+l para

Perfil de velocidade na regido cisalhada:

u(z) ﬁ[zo”l—(zo—z)”l} para

:r+1

r
J , tem-se:
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B12

B13

B14

B15

B16

B17

B18
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r
Sabendo que: g :(Mj e r =£, o perfil de velocidades na regido cisalhada
n

Hn

pode ser representado pela seguinte expresséo:

u(z)=— [pgsen(e)zo'”l] 1—[1—ijn B19
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APENDICE C

Velocidade Média em Relacéo a Profundidade do Escoamento

Esse item tem como objetivo determinar a velocidade média em relacdo a
profundidade do escoamento, ou seja, no intervalo 0<z<h, para adequar ao modelo

matematico.

1 x .
Sabendo que: U =% J:udz, entdo no intervalo 0 < z < h, tem-se que:

1| (@
U=— udz + udz C1
h o

Z0 1 — n+1
U:% J; L(,Ogsen(z9)zon+l)” 1—[1—ij " dz+Jj n (pgsen(@)zo sz
n+1 Zy n+1 Hi

n+1

1
+n \p Zg Zg -
u= n pgsen(e)zo L dz - 1—i " dz+ | dz Cc2

Integrando por substituicdo:

yA 1 N
v=1l-—=dv=—-—dz, entdo:
Zy Zy
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1+n 2n+l
z \n = L z)n n
1-— dz=-z5 |[v"dv=—zpv " =—175|1-— C3
Zy 2n+1 Zy 2n+1
Entéo:
) 1 2n+1 %
sen(@)zy " | n
o= |28 (0)2 1 Z+12, -2 "D +[z]h C4
n+1 Hn h 2, 2n+1 %

sen(6)zy" |0
r=_" pgsen(0)z l[zo—z0 +h—zo} C5
n+1 M h 2n+1
1
sen(6)zg"™" \n
g | posen(9)z [1—”2—0} c6
n+1 y7n 2n+1h
Sabendo que: z; =h —— T tem-se:
prgsend

1 n+1
c_ D (pgsenejn(hpgsene—rcjn LN [hpgsene—rcﬂ -

n+1{ £gsend 2n+1 h pg sené
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APENDICE D

Célculo do Coeficiente de Distribuicéo de Velocidade

Para efetuar o calculo do coeficiente de distribuicdo de velocidade, tem-se a seguinte
relacéo:

2
w11 fd 1
ot (@) h

2 n+l \p Zg -
o= 122( i j posen(9)z, J; l—(l—ij " dz+-rdz D2
(U) h n+1 Hi ZO 70

%0 7 \n 7 n
X 1-2|1-—— +|1-— dz + dz D3
2o 29 Zy




n+1 2n+2 20

dzragg(1-2|" 12| " D
0 Zy 2n+1 Zy 3n+2

<

e[

az(Ul)z %(niljz[pgsenf:)zonﬂ]n {ZO_(ZZO oan+1 03n+2j+h_20}
1 1( n pgs,en(e)zon+li 27n(3n+2)-zon(2n+1)
a:(g)zﬁ(nﬂj [ tin J {h_[ (2n+1)(3n+2) H

a:(al)z%(nij[pgsen;(zf)zon+1] {h‘zﬁo[(znnff)n(gﬂz)ﬂ
Sabendo que:

(U)zz( : jg pgsen(0) 7" “[1_ n Z_oT
n+1 Hi 2n+1 h

Substituindo a equacdo (8) em (7), tem-se:

{l‘zﬁ[@nnff;@ﬂaﬂ
{(Zn +1)h-nz, T

(2n+1)h

o=
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D4

D5

D6

D7

D8

D9
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a::U2n+1X3n+2)h—zam4n+3ﬂ(2n+nh 510

[(2n+1)h-nz,]* (3n+2)

Tc

Substituindo: zy =h-
pgsend

, tem-se a seguinte expressdo para o coeficiente de

distribuicédo de velocidade:

2
[2 n+1)"hpgsend+z.n 4n+3}
a:(2n+l ( ) ¢ ( ) D11

3n+2]{( ,ﬁ%;Z}

2
n+1)"h send+2(n+1) nz. +
J'heg (n+1) e, h p g send



108

APENDICE E

Cddigo para resolugdo numeérica do modelo para geracéao de Roll Waves

# -*- coding: latin-1 -*-

from scipy import *

from scipy.integrate import odeint, quad
from pylab import figure, close, axes, subplot, show
from pylab import *

from matplotlib.numerix import arange, sin, pi

def F(H, alf, U, n, q):

#Valor necesséario

Ah=H-C-(1.0-C)*pow(((((1-U)+U*H)*(L.0-C)/(H-C))*(((n+1.0)+n*C)/((n+1.0)*H+n*C))),n)

Bh = ((alf-1)*pow(U,2)-alf*pow(q,2)/pow(H,2)+B*H)

h_ = Bh/Ah

return h_

def f(H, z, alf, U, n, q):
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Ah=H-C-(1.0-C)*pow(((((1-U)+U*H)*(1.0-C)/(H-C))*(((n+1.0)+n*C)/((n+1.0)*H+n*C))),n)
Bh = ((alf-1)*pow(U,2)-alf*pow(q,2)/pow(H,2)+B*H)
h_= Ah/Bh

return h_

Ah=H-C-(1.0-C)*pow(((((1-U)+U*H)*(1.0-C)/(H-C))*(((n+1.0)+n*C)/((n+1.0)*H+n*C))),n)
Bh = ((alf-1)*pow(U,2)-alf*pow(q,2)/pow(H,2)+B*H)
return Ah/Bh

def alfa_(n, C):

return((2.0*pow(n+1.0,2.0)+C*n*((4.0*n)+3.0))*((2.0*n)+1.0))/((pow(n+1.0,2.0)+(2.0*n*C*
(n+1.0))+pow(n,2.0)*pow(C,2.0))*((3.0*n)+2.0))

def g_(n, C, hc, alf):
return- pow((hc-C)/(1.0-C),(1.0+n)/n)*(((n+1.0)*hc+n*C)/((n+1.0)+n*C))*(alf-1) - pow((alf*
(alf-1)*pow((hc-C)/(1.0-C),2*(1.0+n)/n)*pow(((n+1.0)+n*C)/((n+1.0)+n*C),2)+B*pow(hc,3)

).0.5)

def U_(n, C, hc, q):
return pow((hc-C)/(1.0-C),(1.0+n)/n)*(((n+1.0)*hc+n*C)/(n+1.0+n*C))*(1/hc)-(qg/hc)

def h2_(alf, U, g, B, hl):

ifB==0:
h2 = alf*pow(q,2)/((alf-1)*pow(U,2)*h1)



else:
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h2 = -((h1/2.0)+(alf-1.0)*(pow(U,2.0))/B)+pow((pow(((h1/2.0)+(alf-1.0)*(pow(U,2.0)))

/B),2.0)+(2.0*alf*pow(q,2.0))/(B*h1)),0.5
return h2
def lanbda_(F, alf, U, n, g, h1, h2):
# Integrando para calcular o comprimento do intervalo
return quad(lambda h: F(h, alf, U, n, q), h1, h2)[0]
def h_(f,alf, U, n, g, y0):
#Integrando a ODE
return odeint(lambda H, z: f(H, z, alf, U, n, q), y0, 2)[:, 0]
def plota(x,y):
fig = plot(x, y, -, linewidth=1.0)
show()
if _name__ =="_main_ "
# Constantes
B=1.0
n=0.2
C=0.1
hc=1.0
h1l=0.65

y0 = 0.65 #Valor inicial
tam = 1000 # Numero de dados para cada intervalo
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alf =alfa_(n, C)
g=0q_(n, C, hc, alf)
U=U_(n,C,hc, Q)
h2 = h2_(alf, U, g, B, hl)
lanbda = lanbda_(F, alf, U, n, g, h1, h2)
num = 20

repeticoes = int(hum/lanbda)

##  print repeticoes
zZ= r_[O:Ianbda:1000j]
h=h_(f, alf, U, n, g, y0)

##  printz

h_ = zeros((repeticoes, len(h))).tolist()

z_ = zeros((repeticoes, len(h))).tolist()

for i in range(repeticoes):
z_[1][:] = r_[lanbda*i:lanbda*(i+1):1000j][:]
h_[i][:1 = h[]

h_=reshape(h_, (1, repeticoes*len(h)))[0]

z_=reshape(z_, (1, repeticoes*len(h)))[0]

print len(h_)

print len(z)
## h.reshape

hm = (1-q)/U

##  printh

plota(z_, h_)



print 'valores dados:'

print'n=",n
print ' beta=", B
print'C="C

print' hl1=",h1\n'

print 'valores calculados:’
print"U=",U

print" h2 =" h2

print" hm =", hm
print" alf =", alf

print " lambda =", lanbda
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APENDICE F

ESTUDO DE CASOS

Este capitulo tem como objetivo mostrar a validade do modelo matematico para
geracao de Roll Waves, considerando as propostas reologicas mais simplificadas, tais como o

modelo reologico do tipo Power Law, Binghamiano e Newtoniano.

Geracdao de Roll Waves para um fluido do tipo Power Law

Considerando que a tenséo critica de escoamento seja nula (7, =0), tem-se um

modelo reoldgico do tipo Power Law e a equacdo para geracdo de Roll Waves, fica da

seguinte forma:

o h-(@-u)nZentu)
a_ (F1)
o |(a-1)U-a (1-U)" n 24 ]
Sendo o coeficiente de distribuicdo de velocidade, dado por:
a:2(2n+1) F2)
(3n+2)

Comparando o modelo determinado neste trabalho com o que foi obtido por (Ng e
Mei, 1994), quando utilizou como proposta reoldgica a lei das poténcias (Power Law),

observar-se que 0s modelos estdo em consonancia.



114

Através de uma resolucdo numérica da equacao (7.1) verifica-se a formacédo de Roll

Waves e a influéncia do parametro 4, na geracdo e no comportamento de tais instabilidades.

a) Influéncia do parametro do nimero de Froude (Fr)

Fixando n=0.4, a Figura (1) mostra o perfil das Roll Waves através de resultados
numeéricos da equacao (F1), variando o numero de Froude (Fr).

2,2
2,0
=218
(@ Fr=5 (b) Fr=1
2,2 2,2
2,0 2,0
218 =18
) )
£1,6 £1,6
© ©
T 14 214
o o
0,6 0,6
04

0 5 10 15 20 25 30 35 40 O"40 5 10 15 20 25 30 35 40
Comprimento do Canal (x) Comprimento do Canal (x)
(d) Fr=0,5

(d) Fr=0,35
Figural: Perfil das Roll Waves para um fluido do tipo Power Law, variando o valor de Fr.

Através da figura (1), observa-se:
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VB,

n

- a formacdo de Roll Waves para £ < 2n_;1 = f,, ou seja, para Fr >
n

, conforme predito

na andlise de estabilidade linear;
- a geracdo de instabilidades com pequenas amplitudes, porém muito longas, quando S — £,,
conforme mostrado na anlise de estabilidade linear;

- um aumento significativo no comprimento das ondas e uma diminui¢do na amplitude, com o

diminuigdo do nimero de Froude (Fr), conforme mostrado por (Ng e Mei, 1994).

Geracao de Roll Waves em fluido de Bingham

Para uma tensdo critica ndo nula e o indice de comportamento do fluido igual a 1
(n=1), tem-se o fluido de Bingham e a equacao de geracdo de Roll Waves torna-se:

1+U (h-1))(1-C" *
- (h-c”) 2h+nC
on_ (F3)
ox [(05—1)u2—o¢(1—u)2 h2+,6’h}
Sendo o coeficiente de distribuicdo de velocidade, dado por:
8h+7C"
0{=§ ( )2 (F4)
5(4h+4c*+(c*) /h)

A resolugdo numérica do modelo mostra o perfil das Roll Waves e a influéncia dos

parametros S e C"(coesdo do fluido) na dindmica do escoamento.

a) Influéncia do nimero de Froude (Fr)
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A Figura (2) mostra o perfil das Roll Waves para um fluido de Bingham, através de

resultados numéricos da equacdo (F3), para C" =0.1, variando o niimero de Froude.

0 5 10 15 20 25 30 35 40
Comprimento do Canal (x)

(@) Fr=10 (b)Fr=1
22 22
2,0 2,0
=18 =18
o) o)
E1.6 E1.6
S S
= L4 = 1.4
O s - O s -
0,6 0,6
04

0 5 10 15 20 25 30 35 40 0'40 5 10 15 20 25 30 35 40
Comprimento do Canal (x) Comprimento do Canal (x)

(c) Fr=08 (d) Fr=0,7

Figura 2: Perfil das Roll Waves para fluido de Bingham variando o valor do parametro Fr.

Através da Figura (2) observa-se que:

- 0 aparecimento de pequenas instabilidades quando g — f,, conforme observado nos
resultados obtidos na analise de estabilidade linear;
- aumentando o valor do adimensional £, ou seja, diminuindo o nimero de Froude, ocorre

um aumento no comprimento da onda gerada e uma diminui¢do na amplitude da mesma,
conforme mostrado por (Maciel, 2001).
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(b) Influéncia do paréametro C" (coeséo do fluido)

A Figura (3) mostra o perfil das Roll Waves em fluido de Binghamiano, para Fr =1

variando a tensdo critica do fluido C".

(a) C" =0.2 (b) C"=0.4

Figura 3: Perfil das Roll Waves em fluido de Bingham, para Fr =1 variando C”

Pode-se observar através das Figura (3) que:

- ocorre uma antecipacdo na formago das ondas com o aumento do pardmetro C’;

- 0 aumento da coesdo do fluido (C”), ou seja, 0 aumento da tensdo critica, provoca uma
diminuicdo no comprimento da Roll Wave, conforme mostrado por (Maciel, 2001) em uma
analise numérica de Roll Waves para fluido de Bingham.

Geracdao de Roll Waves em Fluido Newtoniano

Sabe-se que para uma tenséo critica nula (C* =0) e o indice de escoamento do fluido
igual a 1 (n=1), tem-se um fluido Newtoniano e o modelo para a Geracdo de Roll Waves,

fica da seguinte forma:
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o |h=(@-u)n?enu ]
&_[(a—l)uz—a (1-U)? h‘2+/3h}

(F5)

Sendo o coeficiente de distribui¢do de velocidade dado por: o =1.2

A Figura (5) mostra o perfil das Roll Waves, através de resultados numéricos para um

fluido Newtoniano obtidos a partir da equagéo (F5), variando o valor de S.

2,2 2,2
=18 =18
0,6
0'40 5 10
Comprimento do Canal (x)
(@ Fr=50 (b) Fr=1
22 22
2,0 2,0
=18 =18
o ‘5
€16 £ 1.6
i i
T4 T4
o o
0,6 ‘ 0,6
045 5 10 045 5 10
Comprimento do Canal (x) Comprimento do Canal (x)
(c) Fr=08 (d) Fr=0,7

Figura 4: Perfil das Roll Waves para fluido newtoniano, variando Fr.

Com base na figura (5), observa-se que:
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- aumentando valor de /£, ocorre 0 um aumento no comprimento das instabilidades e um

diminuicdo na amplitude das mesmas;

- para um fluido de reologia newtoniana as Roll Waves aparecem para Fr >?, conforme

mostrado por (Ng e Mei, 1994).
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