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Resumo

Esta tese apresenta o estudo do espaco-tempo ndo comutativo em teoria quantica de campos
e matéria condensada mole, com uma aplicacdo em fisica bioldgica.

No que concerne a teoria quantica de campos, a quantizacao da eletrodindmica quantica nao
comutativa em (1 + 1) — e (2 + 1) — dimensdes através da representagdo espectral de Kéllén-
Lehmann foi realizada com o intuito de se buscar efeitos nio comutativos a massa dos fétons,
que no contexto de baixas dimensodes, € gerada dinamicamente em duas dimensdes e surge a
partir do termo topoldgico de Chern-Simons no caso tridimensional. Para isso, as contribuigdes
de 1 e 2 particulas para a funcdo de densidade espectral foram consideradas, permitindo que se
extraissem o propagador livre e sua primeira corre¢do, respectivamente.

Em fisica da matéria condensada mole, foi proposto um modelo para o estudo da anoma-
lia do calor especifico em temperaturas intermediarias de solidos desordenados para uma rede
cristalina definida em um espaco nao comutativo. Nesta nova interpretacao, as posi¢oes de cada
atomo de uma rede sdo ndo comutativas, o que equivale a afirmar que a posicao de cada dtomo
€ livre dentro de uma célula espacial definida pela dlgebra nao comutativa.

A invariancia por translacdes espaciais assegurada pela teoria ndo comutativa permitiu a
constru¢do de uma rede bidimensional e também estruturas tridimensionais, ambas compostas
por dtomos idénticos. Foi constatado o surpreendente surgimento de modos 6ticos em con-
sequéncia da ndo comutatividade das posi¢cdes dos &tomos. Uma singularidade proporcional ao
pardmetro ndo comutativo 6 foi encontrada no espectro vibracional da rede, caracterizando uma
singularidade de van Hove, que por sua vez € a origem do pico de Boson presente na curva de
calor especifico reduzido. No limite em que # — 0, mostrou-se que existe um incremento em
calor especifico para a curva com 6 # 0, e que pode ser atribuido aos modos 6ticos que surgiram
naturalmente neste modelo e que sdo proporcionais a 6.

Sobre a aplicacdo do modelo ndo comutativo em fisica bioldgica, foi escolhida a L— cisteina,
um aminodcido que apresenta o pico de Boson em sua curva de calor especifico reduzido. Para
este propdsito, foi necessario desenvolver uma simplificagdo em sua estrutura porque, uma vez
pertencente ao grupo espacial P2,2,2; com quatro moléculas em uma célula unitaria, gera uma
estrutura inicialmente ortorrdmbica de faces centradas, que foi enfim convertida em uma es-
trutura cubica de faces centradas. O modelo para o calor especifico de s6lidos desordenados
foi apropriadamente adaptado e aplicado, e a curva de calor especifico reduzido foi obtida e

comparada aos dados experimentais.

Palavras Chaves: espaco-tempo nido comutativo, representacao espectral de Killén-Lehmann,
fotons massivos, capacidade térmica dos s6lidos, modos 6ticos, espectro vibracional da rede,

singularidade de van Hove, pico de Bdson, grupo espacial, L— cisteina.
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Abstract

This thesis presents the study of noncommutative spacetime in quantum field theory and
soft condensed matter, with an application in biological physics.

As regards the quantum theory of fields, the quantization of the noncommutative quantum
electrodynamics in (1 + 1)— and (2 + 1)— dimensions through the Killén-Lehmann spectral
representation was performed to seek for noncommutative effects to the mass of the photon. In
the context of lower dimensions it is dynamically generated in two dimensions and arises from
the topological Chern-Simons term in three-dimensional case. Therefore, the contributions of
1 and 2 particles to the spectral density function were considered, allowing one to obtain from
the full propagator provided by the Kéllén-Lehmann spectral representation, the free propagator
and its first correction.

In physics of soft condensed matter, a model was built for studying the specific heat anomaly
at intermediate temperatures of disordered solids from a new interpretation of noncommutative
space. In this new interpretation, the position of each atom that belongs to a lattice are noncom-
mutative, which is to say that the position of each atom is free within a cell space defined by a
noncommutative algebra.

The invariance under spatial translations assured by the noncommutative theory allowed the
construction of two-dimensional lattice and three-dimensional structures composed by identical
atoms. The surprising emergence of optical modes as a result of the noncommutativity of the
position of atoms was observed. A singularity proportional to the noncommutative parameter 6
was found in the vibrational spectrum of a lattice, featuring a van Hove singularity, conversely
the origin of the boson peak at reduced specific heat curve. There is an increase in the specific
heat curve with # # 0 in the limit where # — 0, which can be attributed to optical modes that
have arisen naturally in this model and are proportional to 6.

On the application of the noncommutative model in biological physics, the aminoacid L—
cysteine was chosen due to the presence of a boson peak in the reduced specific heat curve.
For this proposal, it was necessary to develop a simplified version of this structure, once it
belongs to the space group P2;2,2; with four molecules in a unit cell, which initially generates
an orthorhombic face-centered structure, converting it into a cubic face-centered structure. The
model for the specific heat of disordered solids was adapted and applied appropriately, and low
specific heat versus temperature curve was obtained and compared to experimental data.

Keywords: noncommutative spacetime, Killén-Lehmann spectral representation, massive pho-
ton, heat capacity of solids, optical modes, vibrational spectrum of a lattice, van Hove singula-

rity, boson peak, space group, L— cysteine.

Knowledge Field: General Theory of Particles and Fields, Condensed Matter Physics, Biophy-

sics.
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Prefacio

Esta tese resume uma parte de meus estudos durante o meu periodo de doutoramento no
Instituto de Fisica Tedrica (IFT), contemplando o estudo de um espago-tempo ndo comutativo
em teoria de campos, matéria condensada e biologia.

Este prefacio tem como propdsito esclarecer como foi imprescindivel ter uma base concei-
tual forte em teoria de campos, o apoio de meu orientador em todos 0os meus questionamentos e
ideias, e a minha intrepidez para tornar possivel a aplicacdo de um espago ndo comutativo para
a descricao de s6lidos desordenados e sua aplicagdo em biologia.

Meu principal interesse quando decidi realizar meu doutorado no IFT estava em aprender
sobre teoria quantica de campos, € por isso sou imensamente agradecida de ter tido o apoio do
meu orientador de graduacdo e mestrado, o professor Antonio Soares de Castro, para seguir
meus estudos sob a orientacdo do professor Bruto Max Pimentel. Foi uma escolha muito feliz.

A parte da solidez que obtive enquanto fisica tedrica, e o enriquecimento cultural em fisica
que s0 sua supervisao pode proporcionar, aprendi com o professor Pimentel em nossos queridos
cafés a importancia da leitura das referéncias originais sempre que se enveredar por um novo
estudo. Isso porque as referéncias originais estdo sempre em uma linguagem que aborda o
problema de uma maneira simples, e deixa muito claro o que se pretende fazer e qual a ideia
para se tentar resolver o problema. Mais que isso, o professor Pimentel sempre me encorajou a
alcar novos voos, aproveitar as oportunidades e aprender o0 maximo que puder.

Assim, e como nao poderia ser diferente, inicio citando a primeira referéncia em um espaco-
tempo ndo comutativo que vem de Snyder [1], em uma tentativa de resolver o problema da
divergéncia na autoenergia do elétron. Isso porque esta divergéncia pode ser eliminada com
a atribui¢do, a mao, de um termo de cut-off (que é um artificio mateméatico que contorna o
problema da divergéncia estabelecendo um parametro de escala arbitrario), ao preco da perda
da simetria translacional. Deste modo, um espaco nao comutativo talvez fosse uma alternativa
para resolver este problema, uma vez que poderia estabelecer um cut-off natural para a teoria,
ja que a nao comutatividade do espaco-tempo implica em sua fragmentacao em células de pe-
queninos tamanhos em que imperam as flutuacdes quanticas. O menor tamanho destas células
seria, portanto, uma escala natural da teoria, ao ganho da preservaciao de sua invariancia por
translacdo. Por fim, a ideia acabou sendo abandonada devido ao grande sucesso da teoria da
renormalizacdo.

Contudo, no fim dos anos 90, Seiberg e Witten ressucitam a teoria ndo comutativa [2f], e es-
tabelecem uma representagdo (conhecida por mapa de Seiberg-Witten) que permite que teorias
de gauge possam ser estudadas nesse contexto. A partir dai o que segue sdao indmeros estudos e
aplicacdes da teoria ndo comutativa na fisica das altas energias. Determinar experimentalmente
a estrutura do espago-tempo nao € uma tarefa simples, uma vez que para fazer tal medi¢ao seria
necessdria uma energia absurdamente grande (energias na escala de Planck). Mais que isto,
para que seja possivel fazer alguma ideia da fisica que permeia a estrutura do espago-tempo é

necessario o rompimento com as teorias usuais que preservam a simetria de Lorentz. Assim, o
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espaco-tempo nao comutativo também foi visto com grande interesse porque, a parte do setor
de translacdo, quebra explicitamente a invariancia de Lorentz.

Mas como saber a forma da estrutura do espago-tempo sem que seja possivel fazer uma
medigdo precisa? A ideia é simples: procurar, em sistemas fisicos simples e robustos tedrica
e experimentalmente, por desvios que possam ser causados apenas pela estrutura do espaco-
tempo. Como um célebre exemplo, o trabalho da professora Anca Tureanu e seus colabora-
dores sobre o efeito de um espaco-tempo ndo comutativo nas linhas espectrais do atomo de
hidrogénio [3]. Neste trabalho, é mostrado que a linha espectral que corresponde ao Lamb shift
(que s6 pode ser determinado a partir da eletrodindmica quantica para o caso comutativo) surge
naturalmente no espectro obtido a partir da mecanica quantica nao relativistica. Contudo, a
contribui¢do ndo comutativa a esta linha € tdo pequena que ndo pode ser detectada experimen-
talmente.

De qualquer forma, buscar por efeitos de fisicas de altas energias em sistemas simples e
cotidianos engloba uma espantosa quantidade de conceitos e calculos, e é por isso que abor-
dar efeitos ndo comutativos na eletrodinamica quantica em duas e trés dimensdes me deixou
fascinada, especialmente porque, nestas dimensdes, o féton adquire massa. Assim, procurar
por estes desvios, e em uma abordagem axiomaética que € a representacao espectral de Kéllén-
Lehmann, satisfez minha ansia pelo estudo da teoria quantica de campos.

Embora sempre estivesse ciente da pequenez de um possivel efeito ndo comutativo, e a
consequente impossibilidade de uma medida precisa para detecta-lo - o que contribuiu para que
a ideia de um espago-tempo ndo comutativo permanecesse confinada ao ambito téorico - ndo
era possivel que eu pudesse livrar-me do conceito da perda de localizagdo devido a seus efeitos.

Entdo, mais ou menos na metade do meu periodo de doutoramento, enquanto em nossos
cafés, o professor Pimentel e eu conversivamos sobre a fisica das avalanches, terremotos e
outros fendmenos da natureza, e lhe confidenciei sobre um workshop da FAPESP que estava
bastante interessada, At the interface between physics and biology, recebendo pleno apoio e in-
centivo. Neste workshop tive a imensa felicidade em conhecer o professor Herculano Martinho,
que me proporcionou a oportunidade de realizar um estagio de férias em fisica aplicada a biolo-
gia na UFABC. Foi quando entdo me deparei com o problema da anomalia do calor especifico
a temperaturas intermedidrias do aminoacido L— cisteina. Bom, este problema nao se resume
a L— cisteina, ou a estruturas bioldgicas, mas a todos os sélidos desordenados que apresentam
transicdo vitrea, o que é conhecido na literatura como o pico de Bdson.

Basicamente, o pico de Boson € um pico na curva de calor especifico reduzido (ou seja,
calor especifico dividido pelo cubo da temperatura versus temperatura), com a forte sugestao
na literatura de que seja originado por uma divergéncia na densidade de estados das excita¢des
de uma rede. O grande problema no estudo dos sélidos desordenados esta justamente na falta
de uma periodicidade para este sistema. Sem periodicidade, todos os fundamentos da fisica do
estado solido (zona de Brilloiun, teorema de Bloch, por exemplo), ficam seriamente compro-
metidos - em verdade impossiveis de serem tratados - restando apenas um tratamento a partir

de potenciais efetivos.
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Arrebatadoramente, ao me deparar com uma figura ilustrativa de uma estrutura formada
pelo SiO,, em suas formas amorfa e cristalina, reproduzidas na figura (I)), me dei conta de que
era possivel interpretar a rede cristalina (ordenada) em termos de um espaco ndo comutativo, e
entdo obter uma rede desordenada.

Crystalline SiO, Amorphous SiO,
(Quartz) (Glass)

Figura 1: A estrutura das redes amorfa e cristalina de S70s.

Isso porque em um espaco-tempo nao comutativo a no¢ao de um ponto no espaco € perdida,
uma vez que todos pontos do espaco usual (comutativo) sdo substituidos por células de tamanho
|0#”| em que as flutuagdes quinticas impedem uma localizagdo exata de eventos dentro desta
célula. Entdo, eu pensei: e se cada d&tomo que compde uma rede desordenada puder ter a sua
localizagdo definida por um espaco nao comutativo? Dessa forma, cada &tomo que corresponde
a essa rede desordenada vai ser realocado em qualquer ponto dentro de uma célula proporcional
a 0, que por sua vez compreende o ponto em que um atomo de uma rede cristalina pode se
localizar. O simples fato de um atomo ter a liberdade de se localizar em qualquer ponto dentro
dessa célula proporcional a 6, garante o aparente caos que as posi¢des em redes desordenadas
tém.

Nessa época, o Dr. Rodrigo Bufalo, meu noivo, estava em Helsinki (Finlandia) trabalhando
em seu pos-doutorado com os professores Masud Chaichian e Anca Tureanu. Como eu ja
tinha comentado com ele sobre esses meus pensamentos, substanciados por alguns calculos
que o corroboravam, o Bufalo entdo comentou sobre a minha ideia com a professora Anca -
conhecida principalmente por seus estudos em teoria de campos em um espaco ndo comutativo
aplicado a fisica de altas energias. A professora Anca entdo se interessa pela ideia, e pela
conveniéncia do Bufalo estar residindo em Helsinki surge a oportunidade de fazer um estigio
na Universidade de Helsinki, para entdo desenvolver um modelo teérico para o calor especifico
de solidos desordenados a temperaturas intermedidrias baseado em um espaco ndo comutativo.
De fato, essa nova interpretacao e aplicacao para o espago nao comutativo e sua aprovacao pela
professora Anca me deixaram ainda mais entusiasmada.

Assim, ao fim de minha estadia em Helsinki eu tinha um modelo tedrico para uma rede

desordenada em duas e trés dimensdes, em que a invariincia por translacdo € garantida pela

viil



teoria ndo comutativa, e que apresentava uma divergéncia na densidade de estados proporcional
ao parametro ndo comutativo 6, que por sua vez se refletia como um pico na curva do calor
especifico reduzido.

Mas ainda faltava sua aplicacio para o aminoacido L— cisteina. O problema é que a L—
cisteina € uma molécula composta por 14 dtomos, e cada célula unitaria que compde um cristal
de L— cisteina apresenta 4 moléculas. Eu tinha que simplificar este problema de alguma forma.
Entao, olhando para um desenho da molécula de cisteina, pensei: e se esses 14 dtomos fossem
feitos de bolinhas de massinha de modelar? Eu poderia entdo amassar todas essas bolinhas
feitas de massinha, perfazendo um boldo. Assim, a questdao mudou para: se a célula unitdria da
cisteina for representada por uma caixa, aonde eu coloco cada um dos 4 boldes?

A resposta e a esperanca de que esta ideia poderia dar certo veio com a leitura de um traba-
lho de Wigner, em que ele afirma que os cristais podem ter suas propriedades inferidas a partir
de suas simetrias [4]. Ou seja, ndo € necessdrio conhecer a natureza do cristal, apenas suas
simetrias. A estrutura da L— cisteina determina que sua cristalizacdo ocorra no grupo espacial
P2,2,2, que contém todas as suas simetrias, e € tal que a repeti¢ao desta estrutura no espaco
gera uma estrutura ortorrombica de faces centradas. Assim, eu simplifiquei ainda mais 0 meu
problema considerando que a estrutura ortorrombica seria uma estrutura ctibica de faces centra-
das. Apliquei o modelo ndo comutativo, agora para uma estrutura ctbica de faces centradas, e
determinei seu calor especifico. O professor Herculano Martinho e seu grupo gentilmente me
cederam os resultados experimentais para que eu pudesse fazer a comparagdo entre as curvas

experimental e a minha previsao tedrica.

Bem... o resultado desta odisseia estd nesta tese. Boa leitura!

Tatiana Ramos Cardoso
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Capitulo 1

A eletrodinamica quantica nao comutativa



1.1 A representacao espectral de Kéllén-Lehmann da eletro-

dinamica quantica nao comutativa

O desenvolvimento da Teoria Quantica de Campos estd intimamente relacionado a histdria
do estudo do dtomo de hidrogénio [S,6]]. A estrutura bruta, como se chamaram as primei-
ras linhas espectrais do d&tomo de hidrogénio obtidas por Huggins [7] foram interpretadas te-
oricamente por Bohr por meio de principios classicos e pressupostos quanticos ainda muito
prematuros a época [8]. De fato, apenas com o advento da equacdo de Schrodinger [9] foi
possivel adquirir o espectro de energia do elétron em um potencial coulombiano gerado por
um préton estdtico, ou o dtomo de hidrogénio, plenamente fundamentado em principios da
Mecanica Quantica. Este espectro era idéntico a expressao obtida por Bohr e por isso se con-
vencionou chamar a estrutura bruta de espectro de Bohr. Altamente degenerado, este espectro ja
apresenta em seu primeiro estado excitado a superposicdo de trés estados, 25, /25 P /2 € 2p; /25
todos com energia proporcional a a?mc?, em que « é a constante de estrutura fina.

Com o aumento na precisao dos experimentos de aquisi¢ao do espectro, novas linhas espec-
trais foram sendo descobertas, e estados antes degenerados agora apresentavam ténues divisoes,
quebrando suas degenerescéncias [[6]. Na auséncia de um fundamento tedrico que possibilitasse
uma interpretacdo coesa de todas as mindcias do espectro, foram incluidos “a mao” termos na
equacao de Schrodinger que justificassem as discrepancias do espectro, tais como a interagao
spin-6rbita e correcdes relativisticas, ambas com energias da ordem de a*mc?, cuja contribuicdo
ficou conhecida como estrutura fina. Ainda menor, em ordem (mﬂp> a*mc?, sdo efeitos devido
a interacdo magnética entre os momentos de dipolo do elétron e préton, o que ficou conhecido
como estrutura hiperfina.

Contudo, em seguida Dirac propde sua teoria quantica para o elétron [[10] em que a estrutura
fina do atomo de hidrogénio aparece naturalmente, fruto do estudo do elétron sob a acao de um
potencial coulombiano (préton). Em verdade, o limite ndo-relativistico da equagdo de Dirac
com este potencial leva a equacao de Schrodinger acrescida do termo de spin-6rbita. Mais ainda,
o primeiro estado excitado do dtomo de hidrogénio apresenta uma quebra de degenerescéncia
entre os niveis 2.5; /25 P /2 (ainda degenerados) e 2p, /2. Assim, a teoria desenvolvida por Dirac
pareceu entdo ter resolvido todas as particularidades do espectro do d&tomo de hidrogénio.

No entanto, Lamb e Retherford encontraram uma divisdo sutil nas linhas espectrais 25, /2 €
2p /2, da ordem de a®mc?, ndo predita pela teoria de Dirac, o que ficou conhecido como Lamb
shift [11]]. Essa sutileza abriu caminho para a mais poderosa e bem sucedida teoria de todos
os tempos: a eletrodindmica quantica, desenvolvida praticamente a mesma €época (porém, de
modo independente) por Feynman, Schwinger e Tomonaga [12]. Embora nada trivial - o efeito
de Lamb shift, do ponto de vista da eletrodinamica quantica, € atribuido a interacdo entre o
elétron e as flutuagdes do vacuo do campo eletromagnético - a teoria é extremamente precisa e
prevalece como uma das teorias de maior sucesso da Fisica [5,/13]].

Embora bem-sucedida, a retomada da eletrodinamica quantica (QED,4, em 3+ 1 dimensdes)

se deve ao programa de renormalizagdo. Seu modelo inicialmente proposto apresentava “in-



finitos”, que advinham da suposi¢do de que o elétron era uma particula pontual - também
conhecido como singularidade da autoenergia do elétron. O programa de renormalizacao re-
move tais infinitos, em um procedimento que leva a resultados tdo precisos que discrepancias
com experimentos, até o0 momento, nao foram encontradas. Contudo, até que o programa de
renormalizacdo fosse proposto, o problema dos infinitos estava em aberto e, em um esforco para
superé-lo, Heisenberg sugere a introducdo de relacdes de incerteza para as coordenadas como
uma maneira de evitar a singularidade da autoenergia do elétron. Snyder, sob a supervisao de
Oppenheimer, desenvolve a ideia e mostra que € possivel um espaco-tempo discreto e invari-
ante de Lorentz tal que, a energias suficientemente altas, a ideia de um ponto ndo mais existe,
dando lugar a um espago-tempo fragmentado em células de pequenino tamanho [1f]. Agora,
as coordenadas do espago-tempo abandonam seu cardter continuo para assumir a identidade de
operadores hermitianos que ndo comutam entre si. E essa a esséncia de um espago-tempo nio
comutativo, um espaco dotado de um comprimento minimo e livre de um conteddo fisico para
a nocao de ponto [[14].

Assim, torna-se muito interessante entender de que maneira um espago-tempo nao comu-
tativo pode afetar uma teoria tdo bem estabelecida quanto a QED,, principalmente em duas
extensdes muito particulares, que sdo a eletrodinamica quantica em duas (ou 1 4 1) e trés (ou
2+ 1) dimensdes (QED, e QED3, respectivamente) que apresentam um fendmeno bastante curi-
0s0: nestes dois contextos, 0s campos vetoriais adquirem massa sem que a invariancia de gauge
seja perdida.

A QEDs, também conhecida como modelo de Schwinger, contempla a interag@o entre fotons
e férmions ndo massivos em sua abordagem original [15], que pode ser estendida a férmions
massivos sem perda de generalidade. A QED, é um modelo exatamente solivel (ou seja, apre-
senta corre¢des quanticas finitas; neste caso, apenas a corre¢ao a um /oop) em que uma massa
para o campo de gauge € gerada dinamicamente, que é o mesmo que dizer que € a corre¢ao
quantica a um loop a responsavel por atribuir massa a este campo. Desta forma, a interagdao
coulombiana outrora infinita devido a massa nula do campo de gauge é agora uma interacao
finita; mais que isso, linear, o que possibilita o confinamento de campos de matéria.

A QEDj topoldgica, igualmente conhecida como a teoria de Maxwell-Chern-Simons mais
férmions ou a teoria de gauge topologicamente massiva [[16], [17], € uma extensdo da teoria
de Maxwell para (2 4+ 1)— dimensdes (em verdade, é vdlida para todas as dimensdes fmpares)
em que o campo de gauge adquire massa de tal forma que a simetria de gauge € preservada.
A estrutura tridimensional da teoria é a responsdvel por este fenOmeno, porque ainda que se
considere apenas a interagdo entre o campo de Maxwell e um campo fermidnico massivo, 0o
termo de Chern-Simons surge a partir da correcao a um looploop, atribuindo massa ao campo
vetorial.

Portanto, os possiveis desvios na massa dos fétons das consolidadas teorias da QED; e
QEDj causados pelo efeito de um espaco-tempo ndo comutativo serdo determinados a partir do
célculo da funcdo de autoenergia do féton, ou seja, das corre¢des quanticas ao propagador do
féton, por meio da representacao espectral de Kéllén-Lehmann.



A representacdo espectral de Kéllén-Lehmann [18]], [[19] € um processo de quantizacio
que tém suas raizes fortemente cravadas nos pressupostos fisicos fundamentais referentes ao
principio da invaridncia, condicdo de causalidade e condi¢des assintoticas [20], e que condu-
zem as relagdes de dispersao, que s@o relagcdes entre as partes real e imagindria das funcoes de
propagacdo [21]]. O objetivo principal deste método de quantizacdo € derivar as propriedades
gerais das fungdes de propagagdo sem recorrer as expansoes em série de poténcias, resultando
em um processo de quantizacdo que ndo apresenta constantes de renormalizacdo: somente as
massas experimentais € os parametros de acoplamento. Em outras palavras, o propagador do
foton expresso por meio da representacio espectral de Kéillén-Lehmann ja estd renormalizado,
ou seja, a massa determinada a partir deste processo de quantizacdo ja ¢ a massa fisica da
particula.

Por fim, o estudo de teorias de gauge em um espag¢o nao comutativo sao possiveis por meio
do que se conhece por mapa de Seiberg-Witten [2]]. A ndo comutatividade do espago impede
que 0s campos comutem entre si, como ocorre nas teorias de gauge nao Abelianas. Uma teoria
nio Abeliana assim o é devido a ndo comutatividade do seu espaco interno, ao passo que em
uma teoria ndo comutativa os campos nado comutam entre si devido a estrutura ndo comutativa
do espacgo-tempo externo que os engloba. Como resultado, as interacOes em teorias de gauge
em um espaco nao comutativo sdo ndo locais, a ndo localidade explicitamente expressa através
do produto estrela de Moyal, que é a extensao para Teoria de Campos da quantizacao de Weyl
da Mecanica Quantica no espaco de fase. O mapa de Seiberg-Witten entdo transforma uma
expressao invariante de gauge definida pelo produto estrela de Moyal em uma expressao inva-
riante de gauge ordindria (comutativa) acrescida de uma interagao proporcional ao parametro
nio comutativo #*. Portanto, é agora possivel estudar os efeitos da ndo comutatividade do
espaco-tempo por meio de uma teoria de gauge comutativa local e interagente.

Este € o rico alicerce em que serd desenvolvido o estudo da eletrodindmica quéntica nao
comutativaem (1 + 1) e (2 4+ 1) — dimensdes na representacdo espectral de Killén-Lehmann.

1.1.1 A quantizacao de Weyl e o produto estrela de Moyal

Heisenberg, em junho de 1925 [22]], publica seu trabalho sobre uma nova Mecanica Quantica
baseada exclusivamente em relacdes entre quantidades que sdo, em principio, observaveis em-
piricamente. Na Mecanica de Heisenberg, observaveis tais como posi¢do e momento sdo re-
presentadas por operadores autoadjuntos. Em particular, estas duas observéveis se relacionam
por meio da relacdo de comutacdo candnica, que é a relacdo fundamental entre quantidades
candnicas conjugadas, ou ainda, quantidades que estdo definidas de tal forma que uma ¢é a

transformada de Fourier da outra (a parte de coeficientes numéricos). Seja entdo o autoestado

1 & )
P == /_ dz exp (%px) ) (L.1)

do operador momento




e o respectivo autoestado do operador posicao

1 > )
o) = = / dp exp (—%px) Ip) (12)

que satisfazem a relacido de comutacdo fundamental de Heisenberg ou o Principio da Incerteza

de Heisenberg
[p, 2] = ihl (1.3)

em que / denota a matriz identidade e h € a constante de Planck dividida por 27. Esta estrutura
algébrica € um analogo quantico da estrutura candnica da Mecanica Classica. Em verdade, esta
relacdo reflete uma limitagao na observacdo simultanea das observaveis correspondentes - uma
medida precisa da coordenada leva a uma alta indetermina¢do do momento. Mostra também
como a Mecanica Cldssica, em que todas as observaveis comutam, pode ser atingida quando h
puder ser considerado pequeno o bastante para ser desprezado.

A regra de quantizacdo que faz a correspondéncia entre os parénteses de Poisson cldssicos
{A, B} e a os comutadores quinticos % [/1, B} foi introduzida por Paul Dirac em sua tese
de doutorado no ano de 1926 [23]], e € conhecida como quantizagdo canodnica. Esta prescri¢ao
permite estabelecer conexdes entre a Mecanica Classica e a Mecanica Quantica através do limite
h — 0. Embora o método de quantizacdo de Dirac seja amplamente difundido na literatura, a
correspondéncia entre os comutadores quanticos e os parénteses de Poisson ndo se mantém de
forma consistent como foi demonstrado por Groenewold em 1941 [25]], e posteriormente por
van Hove [26].

Contudo, Groenewold pontua que existe uma correspondéncia entre os comutadores quan-
ticos e uma “deformacao” dos parénteses de Poisson: os parénteses de Moyal. A chamada
“deformacgao” dos parénteses de Poisson é a descri¢do dos comutadores das observaveis em
uma formulagdo no espacgo de fase da Mecanica Quantica, quando entdo essas observaveis sao
descritas como fungdes do espago de fase. A associagdo entre fungdes no espacgo de fase, ob-
servaveis classicas, e observaveis quanticas € uma prescricao ou quantizacdo, conhecida como
quantizacdo de Weyl. Em verdade, Weyl foi o primeiro a desenvolver esta prescricio em
1927 [27], cujo estudo € a base para o que hoje se denota por equacdo dinamica de Moyal [28]].

O presente estudo tem a finalidade de apresentar a quantizagdao de Weyl, que estabelece uma
correspondéncia entre a dlgebra dos campos em um espaco comutativo e a dlgebra dos operado-
res em um espaco ndo comutativo, para que entdo se determine corretamente os produtos entre
os campos a serem considerados no estudo de Teoria de Campos. Tem de ser assim porque
a quantizacao de Weyl € a unica prescricao que nasce em uma Mecanica Quantica no espago

de fase, e onde seus operadores sdao fundamentalmente ndo comutativos. Com este proposito,

'Pode-se dizer que essa inconsisténcia na teoria de Dirac estd no ordenamento entre fatores que nio comutam e
que em principio podem ocorrer na quantizagdo de uma varidvel dindmica cldssica, embora isso nunca tenha sido
relevante, uma vez que tais fatores surgem em raras hamiltonianas cldssicas hipotéticas para sistemas fisicos cuja
dindmica quantica possa ser tutil. Em verdade, essa aparente inconsisténcia pode ser tratada como um incomodo
para a completeza tedrica da mecédnica quantica ortfoddxica, por assim dizer [24]).



o procedimento para a determinag¢do do produto Moyal serd inicialmente obtido para as ob-
servaveis momento e posicao, € uma intuitiva extensao para operadores ndo comutativos sera,

por fim, efetuada.

A quantizacdo de Weyl tem como objetivo associar um operador quantico VA\/ [f] (o operador
de Weyl) a toda funcdo de distribui¢do f no espago de fase. Entdo, sejam p e ¢ as observaveis
para momento e posicdo, respectivamente. O sistema quantico correspondente tem suas ob-
servaveis posi¢cdo e momento modeladas por operadores PeQ que obedecem a relagdo de
comutacdo fundamental de Heisenberg []5, Q] = ih. Considere também os nimeros reais a e
b. Entdo, para o par (a, b), é possivel contruir o operador

U (a,b) = exp [z (aﬁ n b@)} (1.4)

tal que a este operador deve ser associada uma func¢io (¢,p) — exp[i (ap + bg)]. Supondo
uma fungdo qualquer f que satisfaz as condi¢des de Schwartz (ou seja, fungdes de quadrado
integravel, em que derivadas em ordens arbitrdrias zeram no infinito tanto no espago das co-
ordenadas quanto no espago dos momentos). As condi¢des de Schwartz implicam que estas

funcdes podem ser representadas por uma transformada de Fourier; explicitamente

fla.p) = /f(cub) exp [i (ap + bq)] dadb. (1.5)

Na quantizag¢do de Weyl, é preciso entdo associar a f o operador

VAV[f]:/f(a,b)exp i (aﬁ+bQ)]dadb:/f(a,b)U(a,b)dadb. (1.6)

também chamado de operador de Weyl e que pode ser convenientemente reescrito em termos

da transformada de Fourier inversa de f (a,b) como
W] = / f (q.p) 'l2(P=) (@) ggap (17)
donde se define o operador
A (p,q) = / eila(P=2)+5(Q=9)] gq.ap (1.8)

que representa explicitamente o mapeamento entre operadores da Mecanica Quantica e fungdes
de distribui¢ao no espaco de fase. Esta € a forma geral do processo de quantizacido de Weyl [27]].

Contudo, a quantizacdo de Weyl introduz um novo produto de fun¢des, como bem pontuado
por von Neumann em 1931 [29]], em um processo analogo aquele das transformadas de Fourier
em que o produto ocorre por meio de uma convolucdo. O produto entre dois operadores de Weyl
conduz ao produto estrela de Moyal, a partir do qual relagdes de comutagdo e anticomutagcdo
sdo estabelecidas.



A

A
Pela defini¢do || o produto W [f] W [g]
A PP -
Wf]W [g] = / dadbda'dy/ (PR i (' PHYQ) F (4 b) g (d', V) (1.9)
pode ser reescrito através da formula de Baker—Campbell—Hausdorﬂﬂ
. A Ao lra ~ o~ ih
exp Q exp P = exp Q—l—P—l—E[Q,P] = exp Q+P+? (1.10)

na seguinte forma

A

W W] :/dadbda d e (Ha)PHEHQ) £ 3y eF @ =abg (o 1) (1.11)

Com a conveniente substitui¢do a — a — a’ e b — b — b/ na expressdo anterior,

A

W[f])/AV[g]:/dadbda’db’ ¢i(aP+bQ) [f(a—a’,b—b’) eBlab—abg (g b’)] (1.12)

€ entdo possivel definir um pseudo produto estrela f x g por

/

(ﬂ}) (a,b) = / dd'db’ f(a—da',b— V) @405 (4 1) (1.13)
tal que o produto estrela ou produto de Moyal € definido a partir da transformada de Fourier

inversa desta expressao, ou seja,

(fx9g)(q,p) = /dadb exp [i (ap + bq)] (ﬂ?}) (a,b) (1.14)

donde se observa que o produto estrela depende apenas das varidveis classicas (g, p), e que isso
define uma funcdo de distribuicdo suave no espago de fase classico.

Com as substitui¢des a,a’ — —z e bt — —za—, e tendo em vista que derivadas de
funcdes suaves comutam, se alcanca a forma obtida por Moyal

f 59 f 59
e =ew |5 (50 - 52| ot (1.15)

em que claramente
fxg=f-g+0(h)

onde - é o produto comutativo usual e O (k) sdo as corre¢des ao produto estrela ou produto de
Moyal gerados pela algebra de Heisenberg.

2Uma vez que os operadores & e p obedecem a relacio de comutacio fundamental de Heisenberg em que
[Z,p] = th. E neste ponto do cdlculo que a dlgebra nfio comutativa deve ser aplicada para que a extensdo nédo
comutativa da quantizacdo de Weyl seja efetuada.



Nas expressdes para o comutador

o [m/ofos  0of 99
[f,g] = 2isin {5 (6_p8_q - a—qa—p)} f(z,p)g(x,p) (1.16)
e 0 anticomutador
h(ofos  of 99
—9cos | M (LY 9T 1.1
{f, 9} =2cos {2 (apaq aqap)] f(z,p)g(x,p) (1.17)

¢ notdrio que as ambas as expressdes sdo séries em h, de tal forma que

[f. 9] =ih{f, g} +O(h) (1.18)

que € a forma intuida por Dirac em seus estudos sobre quantizacao [23]].

O procedimento de quantizacdo de Weyl e obten¢do de uma expressao para o produto es-
trela de Moyal pode ser diretamente estendido para a dlgebra ndo comutativa (o procedimento
detalhado pode ser encontrado em [30]). Sejam os operadores z* os geradores da dlgebra nao

comutativa que satisfazem a relacdo de comutagao
[z, 2] = 0" (1.19)

em que 0" é um tensor antissimétrico real. Uma fun¢@o f () satisfaz as condi¢des de Schwartz

A
e é tal que para cada f (x) que pertence ao espago comutativo existe um operador de Weyl W [ f]
correspondente no espaco ndo comutativo.

O operador de Weyl tem a forma

A

WIf] :/def(I)A(:p), (1.20)
em que o operador A (a:) representa explicitamente o mapeamento entre operadores e campos

A dPp o .
A(z) = /—Dexp (ipuzt) exp (—ip,at) (1.21)
(2)

N
e permite que o campo f (z) seja interpretado como a representa¢do do operador de Weyl W | f]
no espago das coordenada

Agora, os produtos de operadores A () em pontos distintos podem ser determinados por

A(w)A(y):/%(iDT)p;/dDzexp (i(p+p’)uz“> X

= f (%), uma vez que o operador hermitiano A (z) se
0=0

A
3Para o caso comutativo, o operador de Weyl W [f]

reduz trivialmente a uma funcio delta §° (& — z).



~

X A (z) exp (—%9‘“’1@]92) exp (ip ") exp (—ip’#y“) (1.22)

onde uma integra¢do gaussiana em p e p’ s6 é possivel se ¢ for uma matriz inversivel, o que
implica que a dimensao do espaco-tempo D deve ser par; com essa premissaﬂ se obtém

N A 1 - e v
A(x) A (y) = TP det 0] / d”z/\ (z) exp [—22 (6 I)W (x—2)"(y —2) } : (1.23)
O traco do operador de Weyl

TrVAV [f] = / dPz f (x), (1.24)

em que foi escolhida a normalizacao TrA (x) = 1, é equivalente a uma integra¢do sobre as

coordenadas ndo comutativas Z* e pode ser usada escrever a fun¢éo f (z) na forma compactfﬂ

flx)="Tr (VAV 1A (x)) (1.25)

de tal forma que o produto de Moyal € obtido a partir do produto entre operadores de Weyl
N A

Wfle Wlg] ) )

WIAIW gl = WS *d] (1.26)

explicitamente dado por

de/ - 1 de r ~ / Z 124 /

(f *9)(z) = )7 P (ipa") f) g —pexp | —50"pup, ), (127)
que € uma versdo para o produto estrela particularmente util para teorias de campo no espago
dos momentos. Outra forma para o produto estrela de Moyal é obtida tomando inicialmente a
transformada de Fourier de (1.27)), obtendo

D
(f*g)(z) = /dDy d kDa (x + 10 . k:) b(z +y)exp (iky) (1.28)
(2) 2
que, com a identidade
dPk ,
/ 2m)” exp [ik - (v —y)] = 6 (v — y) (1.29)

mostra que o produto estrela é associativo, ((a x b) x ¢) () = (ax (b* ¢)) (x) e ndo comutativo,

a*b # bxa, e que apresenta a importante propriedade: sendo f (x) e g (x) fungdes que

“Quando a dimensio do espaco-tempo é fmpar, o sistema naturalmente apresenta vinculos, e a quantizacio
deve ser feita levando-se em conta tais vinculos. Contudo, estes vinculos, depois de tratados adequadamente, em
nada afetardo a forma do produto estrela de Moyal obtido para o caso de dimensdo par. Portanto, o produto estrela
de Moyal definido neste estudo € valido para qualquer dimensao do espago-tempo [31].

>Quando f () € obtida a partir de um operador quantico, como € o caso, a fun¢do f (z) é chamada de fungdo
de distribuicao de Wigner [30], [32].



satisfazem as condi¢des de Schwartz, a igualdade

/def(m)*g(x):/def(a:)g(:L‘) (1.30)
se mantém sob intergacdes por partes. Também
J, (a*b) = (0,a) b+ ax* (0,b) (1.31)

completam as propriedades do produto Moyal necessarias ao presente estudo.

A forma mais popular para o produto Moyal

(axb)(z) = exp (i@““i 0

1
= Sif" ) (132
By Do ab+ 5i0"0,a9,b+ O (6°)  (1.32)

Jows

Y=z==T

¢ obtida por meio dos seguintes passos [33[] a partir da expressao (1.28):

i. Expansdo em Taylor de a (z 4+ 36 - k) em torno de k = 0;

ii. representagdo repetida de ke = —i%eik'y;

1il. integracao por partes em v;

iv. integracdo em k, levando a [ %e(“f'w =4 (y);

v. integracdo em y.

Como uma expansao em Taylor estd envolvida, pelo menos uma das fung¢des a ou b deve ser
analitica. Portanto, a expressao popular € uma expansdo assintotica do produto estrela,
que se torna exata quando as fungdes a e b sdo suaves (satisfazem as condi¢des de Schwartz).
Por fim, é importante ressaltar que a propriedade mais importante do produto de Moyal é a sua
ndo localidade. Esta ndo localidade estd escondida em (1.32): a primeira vista esta expressdo
parece ser local, haja vista que apenas as derivadas de a e b em = contribuem para (a xb).
Contudo, para o valor de a = b no ponto x existem contribui¢des de valores individuais das
funcdes a e b muito longe de x, e por isso sua nao localidade.

Como pode ser observado, a base para a quantizacdo de Weyl estd nas transformadas de Fou-
rier, que t&ém um papel importantissimo para a teoria ndo comutativa: em 1934, Pontryagin [34]]
publica um trabalho em que as transformadas de Fourier sao estudadas sob a 6tica das simetrias.
Uma vez que as transformadas de Fourier t€m a propriedade de serem periddicas, Pontryagin
generaliza o conceito das transformadas de Fourier de tal maneira que se a fungcdo obedece as
condicdes de Schwartz, ela € invariante por translacdes. E é por isso que o espaco nao comuta-
tivo preserva invariancia translacional [35]. O impacto deste destaque € a sua consequéncia na
Fisica da Matéria Condensada, que se baseia no principio da invariancia translacional como um
de seus pilares fundamentais: o teorema de Bloch, que descreve o movimento de elétrons em
um so6lido supondo que este seja um arranjo periddico, e as condicdes de contorno de Born-von
Karman, que estabelecem as condi¢des de periodicidade aos contornos de um sélido. Portanto,
0 espaco nao comutativo pode ser uma ferramenta poderosa para ser aplicada em situacdes em

que a no¢do de uma localizagdo precisa for perdida.
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1.1.2 O mapa de Seiberg-Witten

A forma das interagcdes entre os campos € determinada postulando a sua invariancia sob cer-
tos grupos de transfomacdes, que por sua vez refletem as simetrias destas interagdes. No caso da
eletrodinamica quantica, a intera¢ao ocorre entre campos que descrevem férmions eletricamente
carregados e ¢ intermediada por bésons (fétons), descritos pelo potencial eletromagnético A,,.

Estas interagdes sdo introduzidas formal e coerentemente através do formalismo lagrangi-
ano da eletrodinamica, que € invariante sob as transformacgdes de gauge global e local e que,
pelos teoremas de Noether, refletem a conservacdo da carga elétrica e o estabelecimento de uma
expressao para a lagrangiana da QED, respectivamente, uma vez que a transformacdo local de
gauge implica no surgimento de um campo restaurador A,,, que é também o campo intermedi-
ador da interacdo entre os férmions carregados.

O conjunto de todas as transformag¢des de gauge forma um grupo unitario unidimensional
a um pardmetro, o grupo U (1), com o pardmetro infinitesimal denotado por A (x). Quando o
parametro infinitesimal )\ € constante, a transformacao de gauge é global e a variacdo ocorre a
ponto fixo, ou seja, a variacdo na forma do campo € igual a variagcdo total do campo (principio
da invariancia), resultando em uma carga conservada: a carga elétrica. Por outro lado, em uma
transformacao local de gauge, o parametro infinitesimal depende do ponto do espago-tempo, ou
seja A = A (z), em uma transformagdo que também ocorre a ponto fixo, mas que atua apenas
na forma do campo, ndo em suas coordenadas, validando o principio da invaridncia. Desta
maneira, a interacao eletromagnética entre particulas carregadas pode ser interpretada como

uma teoria de gauge local, com transformagdes explicitamente dadas por

U (1) = e Wy, ()
Ul (x) = W, (2) (1.33)
Al (x) = A, (x)+ 9\ (2)

Nas transformacgdes locais de gauge, a transformagdo ocorre apenas em uma certa regido do
espaco-tempo, de tal maneira que nao influencia, e tampouco € influenciada por outras regides
distintas do espaco-tempo. Ocorre que o espaco-tempo ndo comutativo € uma teoria funda-
mentalmente nao local, e portanto os campos considerados nesta teoria ndo comutam entre si
em consequéncia da estrutura ndo comutativa do espaco-tempo externo que os engloba, de tal
maneira que uma transformacgdo de gauge nao comutativa tem uma estrutura naturalmente nao-
abeliana. Assim, embora o estudo sobre a eletrodindmica quantica ndo comutativa pressuponha
que a teoria continue sendo invariante sob as transformacdes locais de gauge, este conflito entre
estruturas abelianas e ndo abelianas €, em principio, problematico.

Explicitamente, a invaridncia de gauge ordindria (comutativa) para o potencial A, atua como
A, =A,—A, =0, (1.34)
em que A € um escalar. A invariancia de gauge nao comutativa atua, em sua forma infinitesimal,
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como
SA, = O +iAx A, —iA, (1.35)

evidenciando seu cardter nao abeliano, uma vez que os produtos estrela sdo nao comutativoﬂ
O problema estd no fato de que um grupo abeliano nio pode ser isomorfolZ] a um grupo nao
abeliano. Desta forma, ndo € possivel que apenas uma redefinicao do parametro de gauge seja
capaz de mapear um parametro de gauge ordinério (comutativo) a um nao comutativo.

Contudo, como mostrado por Seiberg e Witten [2]], em traducgdo livre, “ndo é necessdria
tal identificac@o entre os grupos de gauge abelianos e ndo abelianos, mas apenas determinar
quando dois campos de gauge A e A’ podem ser considerados equivalentes por [transformacao
de] gauge. Uma equivaléncia por gauge €, intuitivamente, a representacdo de uma mesma pos-
sibilidade fisica em duas estruturas distintas. Desta forma, se dois campos de gauge ordinarios
A e A’ sdo equivalentes por uma transformacio de gauge ordindria U = ™, logo, os campos
de gauge nao comutativos correspondentes A e A’ também serdo equivalentes por gauge, neste
caso por uma transformacgdo de gauge ndo comutativa U = e, No entanto, \ vai depender
tanto de A\ quanto de A. Se A fosse uma funcdo apenas de A, os grupos de gauge ordindrio e
ndo comutativo seriam 0s mesmos; contudo, uma vez que \ é uma funcdo de )\ e A, ndo hd um
mapeamento entre os grupos de gauge, mas uma identificacao entre as relagdes de equivaléncia
por gauge’.

Desta feita, € entdo possivel determinar uma tranformacao de gauge em primeira ordem em
6 tal que

A(A) +05A (A) = A(A+5,A) (1.36)

em que \ e A sdo parametros infinitesimais. Assim, se assegura que uma transformacgdo de
gauge ordindria de A por A € equivalente a uma transformacio de gauge nao comutativa de
A por ), de tal maneira que campos de gauge ordindrios que sdo equivalentes por gauge sao
mapeados em campos de gauge ndo comutativos também equivalentes por gauge.
Entao, com
A=A+AA) e ANA)=X+XN(\A) (1.37)

em que A’ e ' sdo fungdes locais de A e A de ordem 6, a expanséo de (1.36) em poténcias de 6

(A4 5y A) = AL (A)=0N —i N, A [V AL = 6% (0003, + 054,00 +0 (67)

(1.38)
em que a expansao dada em foi usada. Todos os produtos que aparecem nesta expressao
sao produtos ordindrios, por exemplo [\, A,] = NA, — A, N. Assim, (1.38) é determinado

®Doravante, as quantidades sem chapéu se referem a quantidades ordindrias (comutativas), enquanto as quanti-
dades com chapéu se aplicam as quantidades ndo comutativas.

"Duas estruturas matemdticas sdo ditas isomorfas se hd um mapeamento um-para-um entre os elementos das es-
truturas matematicas. Desta forma, se duas estruturas sdo isomorfas, entdo qualquer propriedade que é preservada
por um isomorfismo e que é verdade para uma das estruturas, também € verdade para a outra estrutura.
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totalmente em termos de produtos ordinarios por

A A 1

AJ(A)=A,+ A (A)=A, - Zeaﬁ {Aa, 054, + Fs,} + O (6°) (1.39)
. 1

ANA) =A+N (N A) =2+ 70" {00, A} + O (67) (1.40)

o que conduz diretamente a

~

1
E,, =F,+ Zeaﬁ (2{Fpua, Fup} — {Aa, DgF}) + O (6%) (1.41)

em que Dg € a derivada covariante D = 0z — ieAg. As expressdes (1.39), (1.40) e (1.41)
perfazem, portanto, as transformacdes de gauge nao comutativas da eletrodinamica quantica.

1.1.3 A representacao espectral de Kallén-Lehmann

A representacdo espectral de Killén-Lehmann € um formalismo que permite a construcao
de uma estrutura analitica geral para o valor esperado no vacuo do produto temporalmente orde-
nado de dois operadores que representam os campos das particulas estaveis. Esta representacao
€ obtida a partir de principios fundamentais da teoria quantica de campos relativistica: o principio
da invariancia relativistica, as condicoes de causalidade e as condi¢Oes assintéticas, e fornece
um propagador completo, que tem a forma de uma relagdo de dispersdao. Deste modo, os pro-
pagadores completos sdo descritos como superposi¢des de seus correspondentes propagadores
livres tomados em diferentes valores de massa e que sdo ponderadas por uma distribuicdao dada
pela funcao de densidade espectral.

Uma relacdo de dispersdo € uma conexdo entre as partes real e imagindria de uma fungdo
que depende da frequéncia em consequéncia das condi¢des de causalidade macroscépicz{ﬂ e
tem sua origem fisica nas teorias de dispersdo oriundas da propagacdo da luz em um meio
dielétrico [21]]. De fato, o fator de propagacao de uma onda plana monocromatica em um meio
dielétrico homogéneo € o indice de refracao, uma quantidade complexa explicitamente escrita
comon' =n+ 2% A parte imagindria de n’ é a constante de amortecimento associada com a
absorcao ou espalhamento da onda em que 3 € o coeficiente de extingdo, uma vez que atenua
exponencialmente a intensidade da onda, e n € o indice de refracdo que determina a velocidade
da fase da onda que atravessa o meio. As condicdes de causalidade estabelecem relagdes entre
n e (3, ou seja, entre as partes real e imagindria de n’. Isto porque o comportamento de n e
£ como fungdes da frequéncia ndo podem ser determinados de forma a serem completamente

independentes sem que a causalidade seja violada. O exemplo mais simples é conceber que o

8 A causalidade relativistica ou condigiio de causalidade macroscépica significa que nenhum sinal pode se pro-
pagar com velocidade maior que ¢, em que c € a velocidade da luz no vicuo. A comutatividade local ou condicao
de causalidade microscépica se expressa em Teoria Quantica de Campos pela nulidade do comutador dos operado-
res de campo tomados em dois pontos separados por um intervalo tipo espago, e estd também conjugada a ideia de
que medidas feitas em dois pontos distintos devem ser tais que o efeito de uma medi¢do em um ponto ndo interfira
na medida em outro ponto.
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meio dielétrico seja capaz de atuar como um filtro perfeito para uma particular frequéncia wy.
Para que a causalidade nao seja violada, a absorcao da frequéncia wy deve ser acompanhada de
uma mudanca de fase em todas as outras frequéncias diferentes de wy, de tal maneira que seja
assegurado que as ondas interfiram destrutivamente e para impedir que uma onda emitida surja
antes que a onda de entrada. Entdo, o indice de refracdo n para qualquer frequéncia deve estar
relacionado aos valores do coeficiente de extingdo S também para todas as frequéncias. Estas
relagdes entre Re(n') e Im(n') sdo as relagdes de dispersao.

A fungdo de densidade espectral, por sua vez, ¢ uma func¢ao real, positiva definida e invari-
ante sob transformacdes de Lorentz que representa o espectro de massa da teoria relativistica, e
que consiste em um valor discreto, que representa o estado de mais baixa energia e que corres-
ponde a uma particula tinica, mais um continuo que representa os estados de duas particulaﬂ

Assim, em Teoria Quéntica de Campos as relacdes de dispersdo sdo introduzidas por meio
da representacdo espectral de Killén-Lehmann, e representam uma tentativa de se remediar
algumas dificuldades intrinsecas (tais como divergéncias e ambiguidades) da formulagcao de
Feynman e Dyson da eletrodinamica quantica, de tal maneira que pode ser considerada como
uma teoria que complementa esta formulacao da QED. Contudo, antes de abordar o problema da
eletrodinamica quantica na representacao espectral de Kéllén-Lehmann, um estudo detalhado
deste formalismo serd conduzido para o exemplo mais simples de uma relacdo de dispersao em
Teoria Quantica de Campos: o propagador de um campo escalar na representacdo de Heisen-
berg.

A descri¢do de Heisenberg € definida pela constincia no tempo de um vetor de estado, en-
quanto os operadores de campo realizam toda a interacdo. Assim, uma lagrangiana descrita
em termos desta representacdo permite que relacdes de comutagcdo candnicas validas para ope-
radores a tempos iguais sejam obtidas. Estas relacdes de comutacao podem ser generalizadas
em separagdes tipo espag 0 que garante que observaveis locais possam ser mutuamente me-
didas sem distdrbios reciprocos. Além disso, a lagrangiana também permite que um tensor
de energia-momento 7}, seja construido, a partir do qual o quadrimomento P, e o tensor de
momento angular M/, podem ser definidos.

Os operadores P, e M,, sdo os geradores para as translagdes infinitesimais e para as

9Nio serdo considerados estados ligados, haja vista que as condicdes assintéticas assumidas para este estudo
descrevem campos livres e s6 permitem, portanto, espalhamento de particulas. Em verdade, os estados ligados
aparecem em um espectro de massa na forma de valores discretos limitados entre o valor que corresponde ao
estado de particula unica e o continuo de duas particulas, isso porque mesmo sendo formados por mais de uma
particula, os estados ligados t€m a energia que corresponde a soma de suas massas diminuida pela energia de
ligagdo que os mantém ligados.

10Uma distancia do espago-tempo entre dois pontos, As? = (zg — yo)* — (7 — 7)2, permite a interpretag@o:

(i) As? < 0: é um intervalo tipo espago, que é ndo-causal, uma vez que os dois pontos conectam-se por um
sinal de velocidade maior que c, a velocidade da luz;

(ii) As? = 0: é um intervalo tipo luz ou nulo, em que os dois pontos conectam-se por um sinal de velocidade
igual a c;

(i73) As? > 0: é um intervalo tipo tempo, causal, em que os dois pontos conectam-se por um sinal de velocidade
menor que c.
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transformacdes de Lorentz; respectivamente

U (a,1) = exp (ia,P") (1.42)

1
U (0,A) = exp (§AWM‘“’) : (1.43)

em que o componente temporal P, dos operadores de translagdo P, € a hamiltoniana do sistema.

As relagdes de comutacao satisfeitas pelos geradores de translagdo e rotagdo infinitesimais sao
[P,,P,] =0, (1.44)
que expressa a conservagao da energia total e do momento do sistema, e

[P/.M MH)\] =1 (g;mP)\ - gu/\Pfc) (145)

[Mn)\y Muu] =1 (g)\uMm/ + gHVMAu - gn,u,M/\V - QAVMW) ) (146)

que juntas provam a covariancia de Lorentz da teoriﬂ Os operadores PE induzem a seguinte

mudanc¢a em um operador de Heinsenberg arbitrario [ (x) sob translagdes infinitesimais
62 [P, F (2)] = 6F (),

ou seja,
@'[PM, F ()] = 0. F (x). (1.47)

Como todos os operadores P, comutam entre si, uma representa¢do pode ser escolhida de

"Todas as transformacdes que preservam a invaridncia da expressio

sP=a? =2k —a? — 22— a2
sdo chamadas de transformacgdes de Lorentz homogéneas, ao passo que as transformacgdes que preservam a in-
variancia da expressao

AP = (x—y)? = (wo—y0)> — (T = 7)°

sdo as transformagdes de Lorentz ndo homogéneas; estas transformacgdes diferem das transformacdes de Lorentz
homogéneas por uma translacio das coordenadas espaciais e temporais. Portanto, rela¢cdes de comutagao satisfeitas
pelos geradores para translacdes e rotacdes infinitesimais (1.44} [[.43]e [I.46) sdo idénticas as relacdes do grupo de
Lorentz ndo homogéneo, assegurando sua covariancia.

2De fato, P, e o operador J,,, satisfazem as relagdes de comutagio

i [Juw Jpcf] 5VPJM - 5upJv0 - 60#Jpv + 50vau
i [Pw JW] = 5upP0 - 6HUPP
[P/MPV] = 0,

que ¢ a dlgebra de Lie do grupo de Poincaré.
13Este operador depende de x apenas através dos operadores A, () e 1 (z).
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tal forma que todo o vetor de base € uma autofun¢ao de todos os FP,’s com autovalor p,,
Py |W,) = pi |y, (1.48)

tal que todo |¥,,) descreve um estado estaciondrio e, portanto, terd energia e momento defi-
nidos atribuidos. Como a energia € 0 momento ndo caracterizam unicamente um estado, a
especificacdo de outros nimeros quanticos para essa caracterizagdo unica devem ser conferi-

dos aos estados |V,,). Estes outros autovalores, juntamente com P,E”)

, formardo um conjunto
completo de observaveis denotados por o. Assim, o conjunto completo de estados é | p™, 04>,
em que « representa o nimero finito de observaveis que caracterizam os vetores de base, de tal
forma que os estados fisicos podem ser expressos em termos de autovetores do quadrimomento
como

Py p™, o) = pi [p™, ) (1.49)

Assim, na representagdo dos momentos, o elemento de matriz do comutador de F' (z) e P,

pode ser reescrito como

i (Vo |[F (2), P ) =i (p — p{@) (U, |F (2)| ¥y) (1.50)

ou seja,
i0, (Vo |F (2)| W) = — (pi®) — p1) (W, |F (2)| ¥y) (1.51)

portanto
(W, |F ()] 0y) = e 07 =2) g, | F (0)] W) (1.52)

em que F' (0) é o operador F () avaliado no ponto = = 0. Esta expressio fornece a dependéncia
em z do elemento de matriz de um operador de Heisenberg arbitrario em uma representacao na
qual os P,’s sdo diagonais.

Sao ainda admitidos mais trés pressupostos relativos aos estados |,

e existe um unico estado de vacuo,

Uy), que € invariante sob todas as transformagoes de

Lorent4™]
U(a,N) Vo) = |Uy) (1.53)
e este estado € o estado de menor energia, p(()o) =0

e os estados deste sistema sdo tais que nenhum estado |\V,,) cujo quadrivetor momento P;E")
satisfaz P PP < 0 ou P P*™ > 0 em que P\"™ < 0 existe;

e existe um conjunto de estados | p™,a) com P,E”)P“(”) > 0, P > 0 que é completo

dentro do espaco de Hilbert de estados fisicos realizdveis pelo sistema.

o A A ge . A . 0 ~ 2 . . P
14Na eletrodinAmica quntica a exigéncia p,& ) = 0 ndo é suficiente para caracterizar o estado de vacuo de forma

unica devido a liberdade de gauge, de tal forma que existem infinitos estados de vacuo que diferem entre si apenas
por uma transformagao de gauge. Quando o estudo da QED for realizado, uma escolha de gauge serd tomada de
tal forma que serd assumido que essa escolha ndo contradiga este postulado.
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Portanto, seja um campo escalar neutro na descri¢do de Heisenberg, ® (x), que pode repre-
sentar um campo de uma particula elementar. A fungdo de propagacgao € definida pelo valor

esperado no vicuo do ordenamento temporal do produto dos operadores @ () ® (y)
(Wo|T (@ (2) ® (y))| Wo) = A (x —y) (1.54)

e para a obtencdo de sua forma geral em termos da representacao espectral de Kéllén-Lehmann

os postulados:

e de invariancia relativistica;

e das condigdes espectrais, ou a existéncia de um vacuo dnico |V,) = |0) em que o zero da
energia é escolhido tal que P° |¥,) = 0. A invaridncia de Lorentz do védcuo assegura que
| W) aparece como um estado de vacuo para todos os observadores em todos os sistemas

invariantes de Lorentz;

e de que existem estados estdveis de particula Unica em que Pén) P = m? para cada

particula estavel de massa m;. O vacuo e os estados de particula tinica formam um espec-

tro discreto em P* (também chamado de espectro de massa),

devem ser admitidos de forma a permitir inferir propriedades gerais acerca da estrutura deste
propagador.

Contudo, uma forma espectral para o propagador pode ser obtida a partir do produto or-
dinério entre dois operadores de campo. Seja entdo o valor esperado no vacuo dos produtos de

operadores de campo, também chamada de funcéo de distribuicdo de Wightman [36], W (x, y),

que foi o primeiro a estudar as funcdes definidas pelo valor esperado no véacuo de produtos
de operadores de Heisenberg . A covaridncia de Lorentz da teoria, ou seja, o fato de que sob
transformagdes de Lorentz ndo-homogéneaq"|

U(a,\)®(z)U " (a,A) = ® (Az + a) (1.56)

U(a,\)[¥o) = [¥y) (1.57)

em que U (a, A) é um operador unitdrio, implicando em

(Wo [® (2) @ (y)| Wo) = (U (a, ) Wo [U (a, A) @ (x) @ (y)[ o) , (1.58)

15Uma transformacio de Lorentz nio-homogénea é definida por
" =AY +a,

ou seja, como o produto de uma translagio por um quadrivetor real a,, € uma transformacao de Lorentz homogénea
A, a translagdo sendo feita depois da transformacédo homogénea de Lorentz.
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ou seja,
(Wo [ (2) @ (y)| Vo) = (Vo | (Ax + a) D (Ay + a)| Vo) (1.59)

que, para o caso particular em que se considere apenas translacdes (A = 1), entdo (I.59) asse-
gura que, para deslocamentos arbitrarios,

W(z,y) =W (z+a,y+a) (1.60)

de forma que W (z,y) é invariante sob translagdes, o que pode ser reescrito evidenciando que
a fun¢do de distribui¢do W (x, y) depende apenas da diferenca entre as coordenadas x e y [37];
explicitamente[(’-]

Wiz,y)=W(z-y), (1.62)

ao passo que a invariancia sob transformacdes homogéneas de Lorentz pr(’)pria asseguram
que
Wiz —y)=W(A(x—y)) (1.63)

em que W €, portanto, uma fun¢ao somente dos intervalos tipo tempo, tipo espaco ou tipo luz.
As propriedades da fungéo de distribuigdo W (x — y) que advém das condigdes espectrais

sdo obtidas a partir da inserc¢ao da relacdo de completeza

Z ‘p(”),a> <p(”),a‘ =1 (1.64)
0]
na expressao (|1.535)), obtendo
W=y = Y (| ()[p™,a) (p™,a|®(y)[o) (1.65)
)

em que a invariancia translacional assegura as igualdades

(W @ (2) [p™, @) = =" (W] @ (0) [p™), @) (1.66)

(p™,a| @ (y) [Wo) = " (p™ | B (0) | W) (1.67)

!SEm particular, existe uma constante chamada C' tal que
(Vo & (/)| V) =C [ f () d's (161

ou seja, a fungdo de um ponto (W |® (f)| ) é igual a constante C. E possivel entdo subtrair C' do campo,
obtendo outro campo em que a fun¢do de um ponto seja nula.

"Transformacdes homogéneas de Lorentz préprias sdo as transformacdes geradas continuamente a partir da
identidade e que tém determinante igual a +1. As transformag¢des de Lorentz imprdprias sdo aquelas que incluem
reflexdes e tém determinante igual a —1.
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de forma que a expressao (1.65) se converte em

Wr—y)= > [(To|®(0)[p™,a)| e (1.68)
o))

em que o somatdrio compreende todos os estados fisicamente distintos (ou seja, «) e todos
os valores de seus respectivos energia-momento (ou seja, p™). E conveniente reescrever esta
expressdo em termos de uma fungdo de densidade espectral p (p'™).

A identidade
Z = /d4p25 (p(") — p) (1.69)

¢ tal que sua soma € uma funcdo escalar do quadrivetor P“Eg], e portanto pode depender apenas
de p? e de p’, em que necessariamente p> > 0 e p’ > 0, que sdo as condi¢des espectrais.
Isto pode ser adequadamente expresso por meio da fun¢do de Heaviside por 6 (p°) € 0 (p?). A

)

energia-momento total P,Sn do estado | p. a> define a massa M (™ do sistema via relacdo

M = pim pr) (1.70)

em que a massa M (™ corresponde 4 energia total do estado no referencial de repouso do sistema.
Assim, a inserc¢do da identidade (1.69) na expressao (1.68]) permite entdo definir a quanti-

dade positiva-definida p (p?)

0.(1°) 6 (%) p () = 21)° Y6 (0™ — p) [(To| @ (0) [p, )” (1.71)
)

em que p (p?) é conhecida como fungdo peso ou fungdo de densidade espectral.

A fung¢do de densidade espectral p (p?) tem, por defini¢do, a propriedade

p(p?) >0 (1.72)

que € diferente de zero apenas para p> > 0, o que corresponde ao fato de que o quadrivetor
energia-momento p* deve ser sempre tipo tempo.

Em uma teoria relativistica, sempre que existe um estado com quadrimomento p* bem de-
finido, existe também outro estado com quadrimomento bem definido p** = A#p” obtido por

meio da aplicagdo da transformacdo de Lorentz A e que, devido a causalidade, forma um hi-

8A transformacdo de Lorentz homogénea mais geral entre dois sistemas de coordenadas é a transformacio
linear
't = Ao,

que preserva a forma quadrdtica z/x,, ou seja, > = /2. Uma vez que z* é um quadrivetor, qualquer fungdo
x'") que seja invariante sob transformacdes de Lorentz homogéneas: f (z'#) = f (A¥xY) serd uma funcéo
v
apenas de =2, que é a forma preservada por transformacdes de Lorentz, ou seja, f (x2) Esta andlise pode ser
estendida para qualquer quadrivetor.
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perboloide no cone de luzﬂ caracterizado por uma massa m > (. Assim, os possiveis va-
lores de p* sdo caracterizados pelos possiveis valores de m por meio da relacdo de dispersao
E? = 72 + m2, e que define o espectro de massa da teoria.

O tnico estado com momento zero é o estado fundamental (o vacuo). Entdo existe um gap
de massa até que o estado em que p? = m? seja atingido - o que € interpretado como o estado de
uma Unica particula fisica. Em geral, o espectro de massa consiste de uma contribuicao discreta
e uma contribui¢cdo continua; a contribui¢do discreta corresponde aos estados de particula unica
e estados ligados, enquanto a contribui¢cdo continua representa os estados de espalhamento. O
espectro continuo se inicia quando existe a possibilidade de espalhamento, o que significa que
a energia é grande o suficiente para que dois sistemas assintoticamente independentes possam
existir. Deste modo, dado um estado de massa m, espera-se ter estados com dois sistemas
quase independentes de massa m e momento relativo arbitrario, gerando o espectro continuo
de estados de espalhamento com todos os possiveis p? excedendo (2m)2. Portanto, o espectro
continuo estende-se desde a massa 2m até o infinito, em que m € o gap de massa.

Uma fun¢ao de densidade espectral é uma distribuicdo em termos de energia que ilustra a
contribui¢do de todos os estados que podem ser acessiveis a um determinado sistema. Assim,
na hipétese de restringir os estados a seu referencial de repouso, em que o0 momento espacial
€ nulo, o espectro de energia concorda com o espectro de massa. Entdo, o estado de menor
energia serd o estado de particula tinica que tem um valor discreto da massa invariante m?. Na
auséncia de estados ligados, existird um limiar em 4m? tal que um continuo de estados de duas
particulas se inicia e se estende até o infinito. Nestes estados continuos em que predomina a
interagdo entre muitos corpos (por exemplo, interacdo elétron-elétron, interacdo elétron-féton...)
podem ocorrer as chamadas ressonancias, que se manifestam por picos na funcdo de densidade
espectral, e sdo resultado de muitas particulas excitadas com mesmo momento € mesma ener-
gia; estes estados estdo acoplados de modo que seus autoestados sdo combinagdes lineares dos
estados originais. Assim, ao invés de se apresentarem por meio de valores discretos na fungdo
de densidade espectral, estes estados se manifestam por picos de certa largura, em que a largura
reflete a intensidade da interagao.

Estes estados degenerados localizados em uma determinada faixa de energia indicam a
presenca de uma quase-particula, ou particula vestida, uma vez que a interacao impede que
esta particula tenha uma massa definida e seja estdvel, e adiciona um termo de autoenergia a
funcdo espectral, tal que a parte real da autoenergia muda a posicao do pico (ou seja, altera o
valor de energia para o qual o pico vai se expressar na funcdo de densidade espectral), enquanto
a parte imaginaria muda o tempo de vida desta particula vestida [38].

Assim, a func¢do de distribuicao de Wightman € reescrita em termos da funcao de densidade

19 A norma dos quadrivetores z* permite estes que sejam separados em trés grupos:

i. 22 > 0, em vetores tipo tempo;

ii. 2 = 0, em vetores tipo luz ou vetores nulos;

iii. 22 < 0, em vetores tipo espaco,
em que os pontos tipo luz formam a superficie de um cone tridimensional no espaco quadridimensional deno-
minado cone de luz, ao passo que vetores tipo tempo formam hiperboloides dentro do cone de luz. Vetores tipo
espaco também formam hiperboloides, contudo fora do cone de luz e s@o, portanto, ndo causais.
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espectral como

W(x—y) = (2;)3 / d'p 0 (p°) 0 (p*) p(p) e "=V (1.73)

em que a soma sobre os vetores p{™ esta implicita por uma integraco sobre d*p. Reescrevendo

6 (p*) como
0 (p2) = / dm?s (p2 — mQ) (1.74)
0
a func¢do de distribuicao de Wightman adquire a forma
Wiw-y) = Z/ dm’p () [(2_2)3 / d'p 6 (%) 6 (5 —m?) e P (175)
0 s

em que o termo entre colchetes é a funcdo singular A (z — y; m?) para a massa m; logo
W(x—vy) = z/ dm?p (m*) A (z — y;m?) (1.76)
0

de tal forma que o produto temporalmente ordenado de ® (x) ® (y) é obtido pela combinagio

da expressao
Wi(x—y) = i/dep (m2) A (x —; m2) , para xo > Yo (1.77)
0

com a expressao

[e.9]

W(y—x)= —i/dm2p (m?) AD) (z —y;m?), para yo > 20 (1.78)
0

portanto,

(W [T (@ (2) @ (4))] o) = W (z — y) + W (y — 2) = / dm?p (m*) Ap (z — y;m?)

(1.79)
umavez que Ap (z — y;m?) = 2i [0 (zo — yo) AT (z — y;m?) — 6 (yo — z0) AT (z — y;m?)].
Aqui, A é o propagador (ou funcio de Green) para particulas de spin O e massa m.
A transformada de Fourier de (1.79) fornece o propagador completo

Br () = [ dtoe e o [T (@ (2), 0 ()] o
= /dm2p (m2) /d%e‘ik'(m_y)AF (x—y;m2) (1.80)
0
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com a identidade

4 1
4 —ik-(z— . 2\
obtém-se -
2
Ar(K) = [ d QM 1.82
r(F) / TR m2 e (1.82)

0
que € a representacdo de Killén-Lehmann para o propagador completo.
A relacao de dispersdo pode ser obtida por meio do seguinte processo: seja a fungao A’ (¢)

da varidvel complexa ¢ definida por

[e.e]

2
A% (¢) = /deéO(—mm)T (1.83)

0

uma vez que p (m?) é real, permite entdo a identidade

Ap(Q) = AR(D). (1.84)

A quantidade de interesse fisico Ar (k%) pode ser obtida a partir de A’ (¢) com a tomanda do
limite ¢ — k? + ie, ou seja,

Jim AR =Ar (k?). (1.85)

Por outro lado, expressar ( como ¢ = £ + 2¢ implica em

(€ +ie) = 7dm2%:7dmz( p(m?)

£ +ig) — &—m?) +ie

:fdmz p(m?)  (e—m?) —ic
(€ —m?) +ie (€= m?) — e

dm®p (m?)
(€ —m?)* + &

R 2
_ / 7o) (e ) —i e (186)
0

(€ — m2 +52

donde conclui-se que Im(A’ (¢)) é diferente de zero apenas quando Im(¢ # 0). Portanto, a
fun¢do A’ (¢) ndo tem zeros complexos; zeros serdo possiveis apenas ao longo do eixo real,
em que £ > 0.

A descontinuidade de A’. (¢) ao longo da linha de ramificagio

Al (€ +ie) — / dm’p (m / dm” p (1.87)

(& +ie) — m2’
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ou seja,

2 Im (A% (£ + ig))

o 2 p(m?)
= 22/dm - € (1.88)

de tal forma que o limite ¢ — 0 conduz a lir% W Todavia, a funcao delta de Dirac pode
e— -m €
ser definida como o limite
lim —— =76 (x) (1.89)

e=0 242

0 que torna possivel estabelecer que

. . , N . p(m?)
lim  2i Im(A, (€ + ic)) = lim —220/de e (1.90)
portanto
2i Im (A% (€)) = —2i7r/dm2p (m?) 6 (&£ —m?), (1.91)
0
ou seja
Im(AR (§)) = =76 (£) p (£) (1.92)

onde a paridade da fungdo delta de Dirac e a funcao teta de Heaviside foram convenientemente
empregadas. A descontinuidade de A’ (¢) ao longo da linha de ramificacdo ndo apresenta

problemas de convergéncia; a descontinuidade € puramente imagindria. Desta feita,

Im(A% (§)) = =7 p(§) (1.93)

Ora, em tal limite ainda é possivel generalizar (uma vez que ( — k? + ic e ( = & + ig)

p(k?) = ~Lim(a, (k). (1.94)
T
e estabelecer .
1 Im(A% (m?))
A )= = R i S B A 1.
F(k) W/dm m? — k% — ie (1.95)

0
ou seja, o propagador completo (que é uma fungdo real) pode ser determinado uma vez conhe-

cida sua parte imagindria - a também chamada relacdo de dispersdo - obtida como uma exata
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consequéncia dos pressupostos de invariancia relativistica e condi¢des espectrais de uma teoria
de campos.

As condicdes assintoticas, introduzidas por Lehmann, Symanzik e Zimmermann [20], € uma
versao aperfeicoada da hipétese de chaveamento adiabatico das interacdes. De forma geral, as
condicdes assintéticas exigem que o operador de campo P (x) se comporte como um campo
livre em ¢ — 400, para que as particulas em um evento de espalhamento nao interajam umas
com as outras e se propaguem apenas sob influéncia de sua autointeragao.

Desta forma, para que uma interacao ocorra, € preciso procurar por operadores que criem
estados independentes de particulas, em que cada particula se propague com sua massa fisica
(das premissas anteriores, é assumido que estes estados formam um conjunto completo). Assim,
particulas ndo interagentes sdao descritas por campos livres, ao passo que estados de particula
unica sdo gerados a partir do vacuo por operadores de criagdo que aparecem em uma expansao
dos campos livres, de tal forma que a aplicac@o sucessiva de n operadores de criagdo conduz
ao surgimento de estados de n particulas. A interpretacdo de particula é derivada a partir do
espectro do operador energia-momento P, enquanto a algebra dos operadores de criacdo e
aniquilagdo € derivada a partir das relacdes de comutacdo e anticomutagao.

O presente objetivo € determinar operadores que criem estados de particula tnica fisicos

para campos em interagdo [39] . Desta feita, sejam o campo ® (x) que satisfaz a equacao
(O +mp) @ (2) = j () (1.96)

em que a corrente j () é um operador escalar construido a partir da interagdo dos campos com
® (z) localmente em z.

O operador que constréi estados de particula dnica fisica é denotado por ®" (), também
chamado de campo assintdtico, e é formado a partir de um funcional de ® (x) e quaisquer
outros campos presentes em j (z). Para assegurar que ®" (z) pode ser interpretado como um
operador que cria uma particula fisica escalar e livre a partir do vacuo, se atribui a este operador

propriedades semelhantes aquelas atribuidas aos campos livres

e ®" () é invariante sob translacdes e transformagdes de Lorentz da mesma forma que
® (), o que garante a covariancia dos estados de particula dnica formados por ®" (z).

Em particular

[PF, 0" (z)] = _ia%m; (1.97)
I

e ®" () é descrito por uma equacdo de particula livre com uma massa fisica m

(O+m?) o™ (z) = 0. (1.98)

As equagdes (1.97) e (1.98) mostram que @ (z) cria um estado de particula dnica fisico a
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partir do vacuo. De forma explicita, considere um autoestado arbitrario |n) tal que
Py ln) = p” n) (1.99)

de tal maneira que, ao formar o elemento de matriz com o estado de vacuo | W)

i (0] 87 (@) [0} = (0] [ 0% ()] 1) =2 (n] 9% (0) [90)  (1.100)

que, com uma iteracao desta operagdo conduz a
(O +m?) (n| @™ (z) |[¥o) = (m* — p™?) (n| @™ (z) Vo) = 0 (1.101)

e, portanto, os estados produzidos por ®" (z) a partir do vacuo sdo aqueles em que p(™? = m?,

ou seja, estados de uma particula fisica de massa m.
Para expressar ® (7) em termos de ®I" (), parte-se das expressdes (1.96) e (1.98)). Explici-
tamente, uma solucdo geral para uma equagao diferencial ndo homogénea tal qual (1.96]) € dada

por
B @)= @)+ [ dyGlz=1)i) (1.102)

em que P () € a fungdo que satisfaz a equacio homogénea, no caso a equagdo (1.98)), e é por

isso que se pode, imediatamente, identificar &, (z) = @ (z)
¢ (z) =" (as>+/d4yG<sc—y)j(y) (1.103)
que, para ser valida no intervalo de interesse, ou seja, para t — —oo, deve ser admitido que
B() =0 (o)~ [y G- 9)0 ~1)5 () (1.104)
donde se identifica a fun¢cdo de Green retardada
Gx—2")0{t —t) = Aw (x —y;m) (1.105)

e se obtém por fim a expressao
¢ (z) = 0" (z) — /d4y At (z —y;m) j (y) (1.106)

Assim como o campo assintético " (), que descreve um campo livre em t — —oo0, existe
também o campo assintético P (z) que, por sua vez, descreve o campo livre em ¢ — +00. Os
campos assintéticos @1 (z) e U () tiveram sua primeira apari¢io no formalismo de Yang-

Feldman [40], onde foram observados como sendo campos livres que produzem apenas estados
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de uma particula a partir do vacuo. Assim, as desejadas condi¢des assintéticas t€ém a forma

® (z) — ®" (2), quando t — —o0 (1.107)

P (x) — @ (z), quando t — +oo0. (1.108)

O campo assintético P (=) apresenta propriedades andlogas aquelas atribuidas ao campo
assintético @™ (), baseado na ideia geral de que em ¢t — oo todas as particulas estdo tdo
distantes umas das outras que ndo sentem ou exercem quaisquer forcas entre si. Desta maneira,
a dindmica em ¢ — 400 se reduz a dindmica das particulas livres com o auxilio dos campos
i (1) e ®°Ut (). Por fim, para expressar  (z) em termos de ®° (), em analogia ao caso de
(I)in (.T;),

B () = 0 (&) ~ [ 'y (o~ y5m) 1 () (1.109)

em que A,q, (x — y; m) é a fungdo de Green avangada que satisfaz

(Oz +m?) Ay (z — y;m) = 6* (z — ) (1.110)

Auy (x —y;m) =0, 29 — yo > 0. (1.111)

Por fim, é vélido ressaltar uma importante propriedade da funcdo de densidade espectral
p (p?), obtida a partir do espectro dos estados fisicos. A expressdo mostra que p (p®) ndo
é nula somente para aqueles valores de seu argumento p? que correspondem ao quadrado da
massa total de algum estado fisico; além disso, este estado deve ter as mesmas propriedades de
transformagdo que ¢, uma vez que de outra forma o elemento de matriz (V,| ® (0) ‘ P, a) é
nulo. Entdo, para o presente exemplo de uma particula escalar, os estados ‘ p™, a> que podem
contribuir sdo: em primeiro lugar, os estados de particula unica, o que leva a uma contribui¢do
isolada para p (p?) em p? = p?; em segundo lugar, os estados de duas particulas, para os
quais p™ = p; + p,, de tal forma que estes estados contribuem para p (p?) somente quando
p? > 4p%; em terceiro lugar, os estados de trés particulas, contribuindo apenas para p* > 912, e
assim sucessivamente. Também ¢ util resaltar que os estados de mais de uma particula sofrem
os efeitos da interacdo, logo ndo devem ser esperados valores discretos para tais estados no
espectro de massa, mas sim um continuo.

A contribuicdo para p dos estados de particula tnica sdo especialmente interessantes. Para
particulas nao interagentes, o campo ¢ obedece a equacdo de Klein-Gordon-Fock, o que pode
ser realizado somente se p (p?) = 0 (p? — p?). Esta entdo deve ser a contribuigio dos estados de
particula unica, porque para campos livres ® € linear nos operadores de criagdo e aniquilacio
das particulas (® = @ (z) = d°), e falha em conectar o vdcuo com quaisquer outros estados

que nado sejam os estados de particula tnica. Separando explicitamente a contribuicao de uma
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particula para p por meio da expressao

p(p*) =6 — 1) +0o () (1.112)

em que o (p?) é ndo nula apenas para p*> > 442 e, assim como p (p?), o (p?) é ndo negativo.
Por fim, a representacdo de Killén-Lehmann é um exemplo de uma relagdao de dispersao.

Em suma [41]], € possivel defini-la como uma funcao de uma variavel complexa z:

oo 2
©2m)* Ap (2) = - 1_ ~+ /w da? 02(a ) (1.113)
tal que esta funcdo € analitica no plano complexo z, a partir do ponto de ramificacio em z = 4.2
até +o0, com excecdo do polo em z = 2. De fato, existem outros pontos de ramifica¢io sobre-
postos nos pontos de descontinuidade de o, isto é, em z = (n,u)z, n = 3,4, ... Em outras pala-
vras, a fungdo original € o valor de contorno de uma fun¢do analitica definida pela representacdao
de Killén-Lehmann; esta representagdo permite continuar Ay (k%) analiticamente dentro do
plano complexo, onde esta estrutura possui a singularidade descrita. A posicdo dos polos in-
dica a massa (ao quadrado) da particula estdvel; as posicdes dos pontos de ramificagcdo indicam
os limiares de estados continuos tendo as mesmas propriedades de transformacdo que a da
particula discreta cujo propagador esta sendo considerado; o residuo no polo é determinado por
meio das condi¢Oes assintdticas; a descontinuidade através do corte é determinada em ((1.94)
sem que qualquer problema de convergéncia seja encontrado, uma vez que a descontinuidade é
puramente imagindria.

E diante deste rico alicerce que serd desenvolvido o estudo da eletrodindmica quintica nio

comutativaem (1 + 1) e (2 4+ 1) — dimensdes na representacio de Killén-Lehmann.

1.1.4 A eletrodinamica quantica nao comutativaem (1 +1)—e (2+1) —

dimensoes

Todo o formalismo desenvolvido nas se¢des anteriores permite estudar como o espaco-
tempo ndo comutativo afeta a massa dos fétons na eletrodindmica quéntica em (1 +1)— e
(2 + 1) — dimensdes, doravante generalizadas por NCQED.

Este estudo inicia-se com uma discussao geral acerca das propriedades e simetrias da NCQED
em uma dimensao genérica w. Desta feita, com a aplicacdo do mapa de Seiberg-Witten sera
possivel determinar uma expressao para a acdo da NCQED, e NCQED3, e consequentemente
expressoOes para as suas respectivas lagrangianas, ambas calculadas ja considerando a dimensi-
onalidade de seu respectivo espaco-tempo. A partir destas expressoes, as equacoes de Euler-
Lagrange serdo obtidas, e o formalismo de Yang-Feldman serd usado para construir as solucdes
assintdticas a partir destas equagdes de movimento. Em seguida, uma forma geral para o pro-
pagador completo do féton na representacao espectral de Killén-Lehmann serd definida em

termos de sua fun¢do densidade espectral. Em consequéncia, a contribui¢cdo de 1 e 2 particulas
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para a funcdo de densidade espectral serd calculada. Por fim, os resultados serdo comentados e

as consideragdes finais serdo apresentadas.

1.1.5 O mapa de Seiberg-Witten na NCQED

Precedendo o estudo da eletrodinAmica quantica em um espago-tempo nao comutativo em
(1+1)—e (24 1) — dimensdes por meio da representacdo espectral de Kéllén-Lehmann, é
construtivo rever alguns pontos sobre a teoria ndo comutativa sob o olhar da Teoria Quantica
de Campos: em uma teoria ndo comutativa, as coordenadas do espaco-tempo satisfazem as

relagdes de comutagdo
[z, 2] = 0" (1.114)

em que 0" € uma matriz real, constante e antissimétrica. A conservagdo do tensor energia-
momento segue da invariancia translacional no espaco em que se define o produto de Moyal.
Usualmente estas relacoes de comutacdo violam a invariincia de Lorentz, uma caracteristica
bastante desejada quando se busca um entendimento mais profundo sobre da estrutura do espago-
tempo. Entretanto, tanto a simetria de Lorentz quanto a simetria translacional sdo preservadas
em um espago-tempo de (1 + 1) — dimensdes.

Em investigacdes sobre campos escalares, a relacdo de incerteza entre as coordenadas tem-
poral e espacial implica na ndo-unitariedade de uma Teoria Quantica de Campos [42], [43]], [44].
Em outras palavras, uma Teoria Quantica de Campos ndo comutativa com 6% = (0 ndo satisfaz
as “regras de corte de Cutkosky” o que, sem grande rigor, pode ser entendido que uma forma
de preservar a unitariedade da teoria ndo comutativa é impor 0°° = 6° = 0 e § # 0. Por-
tanto, a Teoria Quantica de Campos ndo comutativa em (1 + 1) —dimensdes sdo ndo-unitdrias.
Contudo, a simplicidade do modelo de Schwinger em detrimento de outras teorias de gauge
€ motivacdo suficiente para estudar este particular caso. Outrora mencionado, uma das ca-
racteristicas mais interessantes dos estudos sobre a teoria ndo comutativa foi a descoberta de
que uma teoria de gauge ndo comutativa € equivalente a uma contraparte ordinéria definida no
espaco-tempo comutativo, e estas duas descri¢des sao adequadamente relacionadas via mapa de
Seiberg-Witten.

Assim, para dar inicio ao estudo efetivo da NCQED em (1 + 1) — e (2 + 1) — dimensdes
serd considerada a expansdo em 6 por intermédio do mapa de Seiberg-Witten inicialmente em
uma NCQED w— dimensional. Deste modo, em posse de um resultado geral, particularizar
para os casos de interesse. A ideia deste procedimento é, portanto, mapear uma acao escrita em
termos dos campos ndo comutativos em uma nova a¢ao escrita em termos dos campos ordindrios
(comutativos). E interessante perceber, ainda, a notdvel consequéncia da ndo trivialidade do
produto estrela: a teoria ordindria adquire uma estrutura nao-abeliana.

Portanto, seja uma acdo para a NCQED w— dimensional definida por
_ w 1~ 0% n SV 2 N
S= [ da |=qbu+F +¢*(m Duw—mgp) . (1.115)
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Para que esta acdo seja invariante de gauge, o tensor do campo de for¢ca F'*” da conexdo de
gauge A, e derivada covariante ndo comutativos devem ser generalizado por

Pl = 08,4, — 8,4, —ig [AM, Ay]*

DuAy = 0,4, ~ig |4, A, (1.116)

*
Dy =0, —igA, x
tal que, em mais baixa ordem do pardmetro ndo comutativo 6*” (real e constante), o mapa de

Seiberg-Witten dos campos da NCQED sao determinados por

A=A, — gemAA (20,A, — 9,A,) + O (6?) (1.117)

b= = 200,040 (), (1.118)
0 que permite reescrever tensor do campo de for¢ca como

Fo = 0,4, —8,4, —ig|A,, Ay]

*

= 3#1211/ — 8,,121” —ig <121# x A, — A, % A#)

A A A 1 A A
= 0,A,—0,A, —ig |A,A, + exp (—ieaﬂaxaa sA, (z) A, (y)) ]
L =y

9 Y
+ig | A, A, + exp (-waﬁaﬂaymy (z) A, (y)> +0 (6?)
a=y
= 0,4, - 0,A, + geaﬂaaAMaﬁAy - geaﬂaa/xyaﬁzxu +0(67) (1.119)
como 0% = —gbe
F= 0,4, — 0,4, + geaﬁaafxuaﬁfiy + geaﬂaafiuaﬁﬁy +0(6?) (1.120)
e, uma vez que « e 3 sdo indices mudos
F = 0,A, — 0,A, + g 0°°9,A,05A, + O (6?) (1.121)

20 As quantidades sem chapéu se referem a quantidades ordindrias (comutativas), enquanto as quantidades com
chapéu se aplicam as quantidades ndo comutativas.
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assim, o mapeamento de F},, em produtos ordindrios se determina por

Fon = 0, [ , - gemxA (20,4, — aVA(,)} — 9, [ Y geN’AA (20,4, — 8MAU)]
+g 6°%0, [A“ . %’GMAA (20,4, — @Ag)] 95 [A,, . gmmA (20, A, — ayAg)}
+0 (6?) (1.122)
portanto
F = Fo + g0 F\F,, + g 0’ A\ (0,F,,) + O (6?) (1.123)

em que a antissimetria de 6*” foi ampla e convenientemente usada.

Assim, o termo £, x """ € determinado a partir de

+ 0 (6°)

=y

A A ~ ~ 1 a 7
F;w *x W = FW,F’LW -+ <§i9aﬂaxaay5FHV ((L’) Y (y)>

L. 1 . .
= F, "+ §¢9aﬂaaFwaﬁFW + 0 (6°) (1.124)
tal que, na aplicacdo do mapa de Seiberg-Witten

Fp* F" = [F,, + g0 F\F,, + g0 A, (0,F,,)] x
X [FM 4 g O, F*AF" 4 g 05, A (07 F™)]
%maﬂaa [Fuw + 9 0 FnFyp + g 007 Ay (0,F,,)] %
x0g [F" + g O\ FAF7" 4 g 00, A7 (FY)] + O (6%)  (1.125)

se obtém
B x B = (14 50)Fpp ) Fyu P+ 29 02 Fp Py P + O (67) (1.126)

em que o termo de superficie g 279, (A, F,, F*) presente em cdlculos intermedidrios € nulo
quando substituido na integral da acdo e foi, portanto, descartado. E interessante notar, ainda,
os termos de autointeracdo presentes na expressao (I.126)), o que deixa explicito que a estrutura
da teoria de gauge ordinaria adquiriu por meio da ndo comutatividade das coordenadas uma

estrutura anédloga a teoria ndo-abeliana. O termo com a derivada covariante pode ser reescrito,

usando (1.118]) e (I.116)), como

~

D;ﬂﬁ = @ﬂﬂ — z'gflu *z/}
N U
= O —ig |A + 529 BaaAM85¢

= O —igA+ geaﬁaa/iuaﬁqﬁ (1.127)

30



de forma que o segundo termo presente na agdo (I.115]) € reescrito como

N S P L. = aA g
Y x iy Dyth = i Dyip + (529 P 0y0 Dyt (x) i7" Dy (y))

+0(6?)  (1.128)

=y

Explicitamente,

bxin Dyt = i7" (9,0) = 5077070, (Aa (951)) — 150 A (956) 7* (9,0)

U Autp — L0 A As (00) = G070 Aa (05A4,) ¥ + 070y A (9,A5) ¥
2 — — —
—%HA"AA (Do) V" Ay + igeaﬁw (Oad,) gt + igeaﬁ (070005 (Auh)]

1 _

20 [0, (D0,0)] + O () (1129
em que os termos i26°% [Y0,05 (A,1)] e —36°% [4"9,, (850,4)] sdo nulos uma vez que o
tensor 0% & antissimétrico. Logo,

b x iy Dy = [1 + %QO‘BFM} WAt Db + igeaﬁ%ﬂszpw +0(6?) (1.130)

em que a identidade 0°° (95A4,) = 160°° (95An — 0aAp) = 16°°Fj, foi convenientemente

aplicada. Portanto,
b xiy Db = |1+ 2090 F,, | idy Do + i L0°P g E Dy + O (62 1131
Y ¥ — 4 Ba | VWY Ly, 22 WV op ﬁw"i_ ( ) ( . )

Com (1.118)), o termo massivo mi) x 1& € representado por meio do mapa de Seiberg-Witten
como

m* 1 =m (1/7 _ g@’\"A,\&,d_J) (w — ge*ﬂAAa,w) +0(6?)), (1.132)

conduzindo a expressao
i« =m [1 v %QaﬁFga] DY+ O (67) (1.133)

Todas as expansodes presentes nestes cdlculos tém sentido quando se compreende que a nao
comutatividade do espago-tempo, se de fato existir, € bastante pequena.

Portanto, a expressao final para a a¢do se torna

1
S = /d“a: {_Z (1 - ge : F) F,,F" — g 077 F \F,, ™ (1.134)
g 7. g afB T g n
+ 1—19~F ¢W‘D¢+§9 iyt Fo, Dgp —m 1—19~F (LN
em que foi empregada a conveniente notagdo §*°Fs, = 6 - F. No que concerne as no-

vas interacdes geradas pela ndo comutatividade do espaco-tempo, a mais interessante surge
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em relagdo ao campo de gauge devido a presenga, em primeira ordem em 6, de termos de
autointeracdo. Fica evidente que este setor da acao se assemelha a teoria de Yang-Mills devido
a estrutura ndo comutativa do espago-tempo. E mais, para w > 2, a acdo fornece a
estrutura adequada para a investigacdo de uma extensao para QED que viole a invariancia de
Lorentz, uma vez que todos os termos dependentes de ¢ violam a simetria de Lorentz. Ou-
trossim, € importante ressaltar que o unico ingrediente necessario para o desenvolvimento da
representacao espectral de Killén-Lehmann € a invariancia translacional, que € sempre satisfeita
em uma teoria ndo comutativa @ No entanto, a simetria de Lorentz (rotacdes e boosts) € pre-
servada somente se 0" se transforma como um tensor. De fato, o mapa de Seiberg-Witten tem
uma forma invariante de Lorentz porque 6 se transforma como um tensor sob transformacgoes

de Lorentz, em acordo com as referéncias [42], [43]], [44].

NCQED em (1 + 1) — dimensoes

A particularizagio de w— dimensdes em (1 + 1) — dimensdes € obtida considerando 6" =
fet”, em que €"” € o tensor de Levi-Civita em duas dimensdes. Assim, a acdo que corresponde
ao modelo de Schwinger ndo comutativo é determinada particularizando a expressao de (1.115])
para (1 + 1) — dimensdes.

Desta feita, o calculo de

L 0
(FW * FW) = (1 + %EAUFC,)\) FuF"™ + 290 F o F . F*™ + O (67),  (1.135)
1+1

explicitamente realizado por

. . 0 0
(‘Flw * Ful/) - = F[,LVFMV + %EOJFO'OFMVFMV + %EIUFUI-F;LVFIW + 29‘9600-F;A0FV0FMV

+290¢" " F)u F,o F* + O (6?)

0 0
= B P 4 T P F Y 4 T By Fy F* 4 290" Fio Fyn P

+290e" Foy FioF*' + O (6%)
= FHVFHV + 298601 (FloF()lFOl + F10F01F10 + FOlFloFIO) + @ (02)
= F,F" + g0’ Fo F,, F*™ + O (6%)

= (1 + % (" Foy + elOFm)) F.,F* + 0 (6°) (1.136)

21 A invariancia de Lorentz s6 é necessdria para derivar a dependéncia e a estrutura tensorial da funco espectral
em termos do quadrimomento p*.
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L 0
(Buwx b)) = (1 + %eaﬂFaﬁ) Fl, F™ + 0 (6%) (1.137)
1+1
resulta em
(Bwx F) = (FuF™ 4 g0 Fus FFy,) + O (6%) (1.138)
1+1

Analoga e explicitamente, o setor fermidnico

. . 9 _ 0,
(¢ * iv“Dw)l - (1 i gZeMFM) Bin" Dy + %EAUQM’)/“F)\MDUQb +0(67)
+
-, 0, oo o -,
= Gy Dyt + L (7 Frg + €7 Fy) i Dy

99

3

(EOUFOM + elUFm) Yiy" Dotp + O (92)

. 7 =
= YYD, + gz (" Fio + € For) iy Dyt

+g_2QQZZ (71601F01D1 + ’YoffmFmDo) v+ O (82)

_ 0 - 0 -
= 0y Dyt + T Foin® Dy + T Foathi (7' Dy +7°Do) v
+0 (#%) (1.139)

Assim, A
(zz . i’y“f?mﬁ) =i D+ 0 (6). (1.140)

1+
Portanto, a expressdo para a lagrangiana (a a¢do, implicitamente) que seréd usada para estudar
o modelo de NCQED em (1 + 1) — dimensdes é dada por

- 0
Ly =0 ("D, —m)p — 2

€ Fgothy) — 411 (1 - %QeaﬁFaB> F, F" — % (0, A")?
(1.141)
em que um termo de gauge-fixing (—i (8#14")2) também foi adequadamente adicionado.
Além da simetria de gauge local U (1), os termos acima sdo invariantes sob as simetrias
globais U (1)@ U (1)’, em que U (1) e U (1)’ sdo as simetrias de carga e quiralidade do férmion
nao-massivo, respectivamente. Os termos que compdem a acao no modelo de Schwinger nao
comutativo sao invariantes por paridade, embora violem as simetrias discretas de conjugacao
de carga e reversdo temporal via termo de autointeragdo do foton. Contudo, a teoria ainda €

invariante por CPT , como € esperado para uma teoria de QED, embora viole as simetrias C e
CP.

NCQED em (2 + 1) — dimensdes

Em analogia ao cdlculo anterior, a a¢do geral da NCQED em (2 + 1) — dimensdes, € obtida

por meio da particularizagdo 0" = €*¥*f, na expressdo geral para a acdo em w—dimensdes.
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Assim, o célculo dos termos que compdem (1.115) para (2 + 1) — dimensdes € realizado expli-

citamente por

2+1

. 0
(FW * FW) = (1 + %GA“FM) EW F™ + 2905 Fp\F e F™ + O (67)

= Fu P 4 S5 Fg Fy P 4 ST 05y P

+29€%°05 F o Fyo F™ + 2g€'7°05F,i F\u ' + O (67)

= F,F"+ gGOi‘;Q(;FiOFWF“” + geio‘;Q(;FmFm,F“” + geij‘S@gFjiFWF“”
+29€"°05 F 0 F)i F™ + 2905 F i Fyo F* + 2g€7°05F,, F, ' + O (6°)

= F,F™ 4 gemjejFion,F“” + gewﬂ‘ 0, FoiFo F + geijOGOFﬁFWFW
+29€" 0, F o B, F* + 29" 0, F, F o F* + 2g€7° 0 F, F, ; F* + O (67)

= F,F™ 4 g0, FoF,, F" + geiﬂ‘OeoFﬂFWFW +2ge"10, Fyo F i ™

+29€ 0, F,i FioF** + 29¢7°00 F,. F,; F** + O (6°) (1.142)

tratando os termos 6, e ¢; separadamente

Iy = S 00F;F " +29¢ 0, F\i i

= g Fy00F,, F" + 2ge'* Fio00F,, "

= g F1300F,, F" (1.143)
e agora
Igi = g€0ij9jE0FMVFMV + QQEOijeijQFm'FkV + 2g€i0j(9ijFk0Fuk
= gEOijejFOi (2Fk0Fk0 + Flekl)
= ge"0;FyF,, F" (1.144)
Por fim
(FW X FW)QH = F F" + ge ™ Fiy00F,, F™ + g0, Foy Fl F™ + O (6%), (1.145)
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em que

GOijeoﬂj = 601j00F1j -+ 602j00F2j = 601260F12 -+ 602190F21 = 2601290F12. (114—6)
Assim,
n Ny v 1 0ij 0ij v 2
(B ™) = FuF"+g SO0 E + 0, Fyy ) BB+ O (6%)
2+1

= |1+ 5 (¢05Fp + 05 o) | o™ + O (6%)

— [1 n ge)‘”‘sﬁgF,\a} F,F™ 4+ 0 (%), (1.147)

portanto
(B %) = (1456035 ) FuF™ 4O (67). (1.148)

2+1
Analogamente, para o setor fermidnico

L Os - 05 ros -
<77D * Z’Y”D,ﬂ[)) 941 = (1 + %EA 5Fa/\) 'QZ)Z'VMDM@D + %6)\ 5’¢2’7MF)\;¢D077Z) +0 (92)

7 0 o ic I
= Yiy'D, + % (60 SF o+e€ ‘SFai) Yiy" D,

9%

5 (6006}7#0 + 62’0’6FM) @iW”Dgw + O (62)

= @EZ’}/NDIAZJ ‘I— geon (92F10 — Gngg + 00F21) @Z_J’L’)/MDMQ,D
—gﬁ(m?;i (02F10 (7' D1 +74° Do) + 627 (Fao D1 + Fi12Do)) ¢
—gEOlQQZi (91’71 (F01D2 + FlgD()) + 01F02 (’}/2D2 —+ ’YOD())) 1/)

—560122/_}7: (90’}/0 (F01D2 + FQODl) + t90F21 (’}/ZDQ —+ ’YlDl)) 1p

+0O (92) (1.149)
com a identidade
D, [D,, Dp] o+ D, [Dp, D“] o+ D, [DM, D,J¢=0, (1.150)
reescrita como
[Du, D,] D,p + [D,, Dp] D¢+ [Dp, DM] D,p =0, (1.151)
tendo em mente que
F, x [Duv D,
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€ possivel entdo reescrever

(QZ * ify“D,ﬂﬁ) v Vi Db + geou (02F10 + 01 Fog + 0o Fy1) iy Dyt

_geom@/ﬁ 92F10 (’}/lDl + ’}/ODQ) + 92’72£FQQD1 + FmDol 1/1

=—Fo1D2

—gemw 9171£F01D2 + F12D0)J + 01 Fp2 (72D2 + VODO) (0

TV
=—F3 D1

—geo%i 007’ (Fon D2 + F20D1Z + 0o Foy (72D2 + ’YlDl) (0

=—;7:2D0
+0 (6%), (1.152)
entao
(Gxiv' D) = in* D+ S (BaFio + 61 Fog + 60 Fn) i Dy
—geo%i (Q2F10 (71D1 + 'VODO) + 09y* FioDs + 9171F0210]1-)153)
—g€0121/_1i (01Foz (Y’ D2 +~°Dy) + 007° Fo1 Dy) 1)
_gemw (60Fs1 (7’ Dy +~'Dy)) &+ O (6?)
= iy Dyt + gEOH (0oF10 + 01 Foz + O Foy) iy* Dt
—g€0127$l. (92F10 + 91F02 + 00F21) ’YMDM’QU + O (92) (1154)
portanto
(zz X iv"f?m@) o = VD + O (67). (1.155)
Além destes dois termos, o termo de Chern-Simons
S ” A
— ZGMMA“*FVA, (1.156)

também deve estar presente na a¢do em (2 + 1) —dimensdes. Felizmente, este termo sob o

mapa de Seiberg-Witten mantém sua forma em sua contraparte comutativa

_ ZEM,,)\AMF,/A, (1.157)

e, embora a simetria quiral seja perdida, também € possivel adicionar a acio um termo massivo
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para os campos fermiodnicos, tal que, pelo mapa de Seiberg-Witten, € escrito como

~

mpxd = mi
—m (zz - gekmkaﬂz) @ _ geaﬁAaaﬂ@ +0 (6?)
— m (¢ _ geaﬁAaaw) _ mgekmxa{,@w +0(6?)

—m (1 + geaﬁaﬁAa) W+ 0 (62) (1.158)

logo
mpx1 = m (1 v %eaﬂFBQ) D+ O (6) (1.159)

Portanto, a expressao para a lagrangiana que serd usada para estudar o modelo de NCQED

em (2 + 1) —dimensdes ¢ escrita como:

- m 0 o - 1 00 afBo v
Lon = 6 ("D, —m)v — 2P By - (1 + e Faﬁ) Fu P

—ZEWAMFM — —(9,AM? (1.160)

1
o (
em que €A & o tensor de Levi-Civita totalmente antissimétrico, e s denota o acoplamento
do termo topoldgico, em que foi feito o uso da extensdo nao comutativa da acdo de Chern-
Simons derivada em [45]], onde foi mostrado que sob o mapa de Seiberg-Witten a teoria nao
comutativa de Chern-Simons se reduz a sua contraparte comutativa para todas as ordens em 6.
Por fim, cabe ressaltar que nenhum termo de massa (ou seja, férmion e gauge) em (24 1) —
dimensdes é gerado perturbativamente se ndo estiver explicitamente presente na Lagrangiana
inicial, uma vez que tal termo violaria a invariancia P e T. Entretanto, a combinacao das duas
invariancias (ou seja, P e T) resulta na invariancia dos termos de massa, e portanto a simetria
CPT ¢ respeitada. Assim, se um termo de massa for inserido na Lagrangiana, o outro termo
correspondente serd induzido por correcdes radiativas. Também € possivel adicionar termos
de massa para os campos fermionicos em (2 + 1) — dimensdes que sejam invariantes por P e
T, contudo, neste caso € necessaria uma representacao 4 x 4 para as matrizes, € também um
biespinor [46], [17].

1.1.6 As equacoes de movimento

A partir das expressdes para as lagrangianas, (I.141)) e (1.160), reescritas novamente em

termos de 6*¥, se obtém que o setor fermidnico fornece as mesmas equag¢des de movimento,

expressas por
mg

(iv" D, — m) 1 0" F, 0 (1.161)
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para (14 1) — e (2 + 1) — dimensdes. Mais ainda, para § = 0, se obtém as mesmas equagdes
de movimento da QED ordinédria. O préximo passo consiste, portanto, na determinacdo das
equagdes de movimento para o campo de gauge em (1 + 1) — e (2 4+ 1) — dimensdes.

A autora ressalta que doravante os calculos apresentados suprimirdo tediosos passos, crente
de que o processo para obter todas as expressoes a partir deste ponto ja foi cuidadosamente
indicado.

A equacio de movimento para o campo de gauge em (1 + 1) — dimensoes

A partir da expressdo para a lagrangiana £, 4, expressa em (I.141)), se determina a equagao

de movimento para o campo de gauge

g = 0 1 ge Ao v 1 2 mg@ Ao -
6(8QA5)£1+1 = 9 (0.4 { 1 (1+ 5 € FM> F P 9% (0, A")" + 1€ Fr 0| ,
(1.162)
que conduz a
0 _ B s 99 xo af _ L (5 40| paf m99 (o
6(8aA5)£1+1 - 4 € F;wF (1 + 5 € F\ | F o (8>\A ) + — 1/)77[)
(1.163)
) 0
a—Aﬂﬁm = g7, (1.164)

Portanto, a equacdo de Euler-Lagrange é obtida a partir destas duas expressdes por

0 g0 1 0 . ]
Oa {—%EQBFWFW = (1 + S ) FoP— = (A ™ + %ea%w} — g7 =0.
(0]

(1.165)
Assim, para § = 0
a0 399 5a Ov A g9 a0,7, 7.0
O |F° 4+ =2 FYF s + = (8AA) — € | + gy = 0, (1.166)
e,para f =1
al 399 504 1v A mge al, 7 71
On | F - FYF,5+ — (&A) - | + gyt =0, (1.167)
donde segue que
af3 395a Bu A 990@* T B
O |F* + =2 PP F s + = (aAA )n® 5 € Y| + gy = 0. (1.168)
Portanto,
1 _ _
OuFP + aaﬁaAAA + %Q@Q [36°*FP F5 — me*P ] + gipyPy = 0, (1.169)
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em que € nitido que ao tomar ¢ = 0 se obtém a equagdo de movimento para o campo de gauge
ordindrio em (1 4 1) — dimensoes.
A equacio de movimento para o campo de gauge em (2 + 1) — dimensoes

De maneira similar ao caso anterior, a partir da expressdo para a lagrangiana £, escrita

por (1.160), se determina a equacdo de movimento para o campo de gauge a partir do célculo

0 B %) 1 I W 1 .
a(aaAﬁ)EZH - 8(8QA5)[ 4(1+29 FAJ) Fu " — o (0, A")
9 S mg -
I R 12 2 MY pxo
+a(aaA5)[ O AL F 4+ L0 By | (1.170)
que leva a
0 o g af |2% 9 pre aof 1 A\ aB mg aB.T S o
oA tn = g FuF (1+ 507 R ) oo (0 ) i B0y e A,
(1.171)
O Ly = gl v — 2, (1.172)
0Az 2+1 1 VA~ _

e, diretamente a equacao de Euler-Lagrange é obtida por

1 _ _
By FB + P9, AN — gewﬁ Fopt %aa [0°F F,, " + 2 (0.F) F°% — 2m0°Pnp] + gy = 0.
a
(1.173)
em que também € evidente que ao tomar # = 0 se obtém a equagao de movimento para o campo

de gauge ordindrio em (2 + 1) — dimensdes.

Propagadores e a contribuicao de n particulas

Antes de proceder com o cdlculo explicito para o propagador do féton em (14 1) — e
(2 + 1) — dimensoes, ¢ necessario e proveitoso desenvolver alguns conceitos sobre as fungdes
auxiliares que surgem a partir do estudo do propagador completo. Mais que isto, também ¢é
importante relacionar conceitos bem estabelecidos como o propagador livre e suas corre¢oes
presentes em um propagador completo em termos da teoria de perturbagdo com o conceito da
contribui¢do de n particulas para a funcdo de densidade espectral, que por sua vez fornece
o propagador completo na representacdo de Kéllén-Lehmann [47]]. Estes conceitos serdo de-
senvolvidos aqui para os fotons em (3 + 1) — dimensdes, mas podem ser estendidos para as
dimensdes (1 + 1) e (2 + 1), foco deste estudo.

O conceito de propagador completo (ou propagador exato) desempenha um papel central no
formalismo de uma teoria exata ou completa, ou seja, sem expansdo em poténcias da constante
de acoplamento, e foi desenvolvido por Dyson em 1949 [48]. O propagador completo é definido
pelo valor esperado no vacuo do ordenamento temporal do produto de operadores de Heisenberg
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fl# (x)e A, (2'),
D, (x —2") = (U [T (A, (z) A, (2))] Yo) , (1.174)

em analogia a expressao definida por na subsecdo “A representacao espectral de Killén-
Lehmann”. O propagador completo é assim chamado porque contém todas as corre¢des; assim,
nao € possivel calculd-lo de forma exata, logo € impossivel obter uma expressao analitica exata
para ®,,,, embora sua defini¢do permita inferir propiedades gerais sobre esta fungdo.

O propagador do féton livre (também chamado de propagador nu) € definido por
Dy (x — ') = (Vo |T (A () A (2')) | W), (1.175)

em que os operadores estdo na descri¢ao de interacdo. Um estado na descri¢do de Heisenberg é
independente do tempo, haja vista que toda a dependéncia temporal estd contida nos operadores.

Na descricao de interagdo, a dependéncia temporal do estado ocorre por meio de

in pord R in —
At (8, 77) = S (t, —00) Al (—00, 77, (1.176)
em que
to .
S (ty,ty) = Texp {—z/ V(t) dt’} (1.177)
t1

define o operador de evolugdo temporal, que inclui apenas operadores para tempos entre t1€ to
em sequéncia cronoldgica.

A descric@o de Heisenberg e a descri¢do de interag@o sdo idénticas em ¢ = —o0, ou seja, 0s
estados sdo entdo idénticos,

At (t = —00,7) = A, (£, 7), (1.178)
o que permite relacionar A, () e flfft (x) por
Ay () = S (—o0,t) A (t,7) 5 (t, —o00) . (1.179)
Assim, o propagador completo pode ser escrito em termos do operador AZ” (x) como
D (x— ') = (o | ST'T (A" (x) A (2') S) | Wo) (1.180)

em que S~! sai da média sobre o vécuo para se tornar um fator de fase. Para isso é necessario
apenas lembrar que o vacuo na descri¢cdo de Heisenberg também é o mesmo na descri¢ao de
interacdo. Desta feita, como o vicuo € um estado estritamente estaciondrio, nenhum processo
espontaneo de geragcdo de particulas pode ocorrer, ou seja, no decorrer do tempo o vacuo per-

manece sendo o vicuo, de tal forma que o propagador completo admite a nova forma

(W |T (A3 () A3 () S) | o)
(Wo|S] W)

D, (x— ') (1.181)
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de tal forma que expandindo ®,,, em poténcias da constante de acoplamento, ou seja, conside-
rando o cédlculo de ©,,,, pela teoria da perturbac@o, na aproximagao em ordem zero, com S=1,
o numerador desta expressdo é o propagador livre D,,, (x — ). Em ordens mais altas se veri-
fica que o papel do denominador (¥, |S| W) é assegurar que em todas as ordens da teoria de
perturbacdo o propagador exato ®,, seja representado apenas por diagramas que ndo conte-
nham partes separadas (e que nao t€m significado fisico). Assim, em primeira ordem se obtém
um propagador livre, ao passo que as ordens mais altas subsequentes apresentam sempre suas
corregoes retidas entre dois propagadores livres. Estas corre¢des retidas entre propagadores li-
vres sao chamadas de partes da autoenergia do féton. Em geral € possivel dividir as partes da
autoenergia do féton de tal maneira que se unam apenas por um propagador livre. Quando uma
parte da autoenergia do foton € tal que nao pode ser dividida por um propagador livre, se diz
que tais partes sao compactas, proprias ou conexas.

A soma infinita de todas as partes da autoenergia do féton compactas forma o operador de
polarizagdo *B,,,, também chamado de tensor de polarizagdo do vacuo. Assim, o propagador
completo pode ser escrito (mais convenientemente no espaco dos momentos) em uma forma

analitica que representa toda a série perturbativa como
Dy (k) = Dy, (k) + Dyx (k) B (k) D, (k) (1.182)
que pode ser reescrita na forma equivalente como

9., (k) =D, (k) — B (k). (1.183)

1%

O operador de polarizacao é uma estrutura tensorial de segunda ordem, e pode ser decomposto

em invariantes relativisticos? como

P (k) — (gw _ k;’;) B (k) (1.184)

em que P (k) é o escalar de polarizagdo.

Uma vez que o operador de polarizacdo € a soma de todas as partes da autoenergia do féton
compactas, torna-se entdo possivel definir uma outra fun¢do auxiliar: a fun¢do de autoenergia
do féton, 11,,,,, que € definida como a soma de todas as partes da autoenergia do f6ton, incluindo
as que nao sao compactas. Ou seja, a soma de todas as corre¢des retidas entre dois propagadores
livres, de tal forma que o propagador completo pode ser escrito em termos da autoenergia do
foéton como

D, = D, + Dp\IIM¥D, (1.185)

e pode também ser decomposto em invariantes relativisticos por

I (k) = (gw _ k’;’;) T1 (k) (1.186)

22Esta decomposigao € vélida em (3 + 1) —dimensdes.

41



em que IT(p), é o escalar de autoenergia, e se relaciona com o escalar de polarizagio 3 (k)

IT = ¥ (1.187)

1- 3

como

em que ambos [I* e 3" sdo tensores invariantes de gauge. Em ordem mais baixa da teoria de
perturbacao I1* e P*” sdo equivalentes.

Na representacdo de Killén-Lehmann, o conceito de propagador livre do féton e suas cor-
recoes € um pouco diferente. Sua estrutura geral fornece o propagador completo em termos
da funcdo de densidade espectral. A funcdo de densidade espectral contém todos os estados
acessiveis ao foton sujeito a uma particular forma de interacdo e que, portanto, contribuem para
o propagador completo. Entdo, para conhecer o propagador completo seria necessario conhecer
todos estes estados acessiveis ao foton, o que € irrealizdvel. Assim, o que pode ser possivel
determinar sao as contribui¢des de n particulas a funcdo de densidade espectral. A contribui¢cdo
de uma particula fornece o propagador livre, em semelhancga a teoria da perturbagdo, em que a
corre¢do em zero-ésima ordem na constante de acoplamento fornece o propagador livre. Con-
tudo, a contribuicdo de duas particulas proporciona uma estrutura que nao necessariamente
corresponde a corre¢do em primeira ordem em teoria da perturbagdo. Isso porque a estrutura
das correntes pode permitir que diferentes ordens na constante de acoplamento sejam corrigi-
das a partir de uma contribuicao de duas particulas. Por fim, € ainda importante ressaltar que
as contribui¢des a partir de duas particulas estdo fornecendo correcdes a autoenergia do féton

compactas.

O propagador livre do féton em (1 + 1) — dimensées
O propagador livre do f6ton € obtido a partir da expressao para a lagrangiana (1.141])

1

Livia=—7FuF" - (9,A) (1.188)

1
200
em que o subscrito A no membro esquerdo denota que apenas a parte referente ao campo
de gauge livre da expressao da lagrangiana foi considerada, ou seja, foram desprezados os
férmions e o termo de autointeracdo proporcional a # (o que equivale dizer que apenas os ter-
mos quadraticos em A,, contribuem para o propagador livre do campo de gauge).

O funcional gerador para o campo de gauge tem a forma geral

ZolTdyn = / DA, expi / Q' (Loa+ JPA) (1.189)

entao

ZolT),,, = / DA, expi / di (—}lFWF‘“’ - % (0,42 + T (2) A, (ac)) (1.190)
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Os termos F),, F*" e (0, A") podem ser reescritos na forma “campo, operador, campo”
F,, F" = -2A"(g,0—-0,0,) A” (1.191)

(0,AM)? = —A*9,0,A” (1.192)

Assim,

T[Ty, = / DA, expi / i {%AM [g,wm _ (1 _ é) ayau} A+ M () A, (g:)}
(1.193)

definido .
O = guld — (1 — —) 0,0, (1.194)

«

S€ escreve
Ar {gWD - (1 - é) éwu} A+ I (2) Ay (x) = A*OLAY + JH () Ay () (1.195)

que pode ser convenientemente reescrito como

M@wwwmmwwz[M@Awﬂmmww%wwmmﬂﬂ@}

_iﬂ () (0p) " J* (y)
_ <A“ + %Jv (Ow)_l) O, (AV + % (O’”)_1 Jv)
— = (@) (O) T () (1.196)

Uma vez que
_ _ 1 _
(A + 6, (07) ") O (A" + G (01 y) = 1" (2) (Ow) ™" T () =

= A0, A” 4+ 26 A7 T, + &2 T, (0") " T, — ~J* () (0) ' ¥ (y) (1.197)

1 =

, justificando o fator de 1 que

portanto, para que a expressao (1.195) seja mantida, @ = 1

1
T . 2
acompanha o termo J* (z) (O,,)” " J¥ (y). Definindo
~ 1 -
A= A+ o, (O™~ (1.198)

. 1
A=A+ o (o~ (1.199)
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tém-se )
ARO,,AY + JFA, = A*O,, A” — 77 (@) (O) " JY (v) (1.200)

Portanto

1
Zo[ )i = /DAM expz’/d4m (§A”OWA” + J“AM)

l

= /D/LL exp%/d4x14~1“0uy14~1” exp [—Z/d4xd4yJ“ () (0,) "I ()

(1.201)
Definindo .
N = / DA, exp% / d*zAr0,, A (1.202)
e, uma vez que N € constante - a integral sobre fl# resulta em um nimero - entao
/l; - 14
Zo 1)1y = Nexp [—1 / d*zdyJ" (2) (0,,) " T (y) (1.203)
D,,, € convencionalmente determinado por
I (k) Dy (k) = 0y (1.204)
A defini¢do de I',,,, () (1.194), escrita no espago dos momentos
9 1
(k) =—guwk "+ 1-— o kK, (1.205)
sugere que
D,, = Ag,., + Bk,k, (1.206)
Aplicando (1.204))
1
I'**D,, = {—go‘“k2 + (1 — —) ko‘k:“] (Ag,, + Bk,k,) = id;, (1.207)
o
entao : :
1 ?
A:—?, B:—(a—l)y (1.208)
Logo
? , k.k,
D,, (k) = — 139w 1 (a—1) k;ng (1.209)
Portanto
, 1 kK,
iDy (k) = 72 v + (a—1) 1272 (1.210)

que é o propagador livre do campo de gauge no espago dos momentos. E importante ressaltar
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que o propagador livre depende de uma escolha de gauge - o gauge seré fixado quando for

atribuido um valor especifico para «.

O propagador livre do féton em (2 + 1) — dimensoes

Como descrito na se¢do anterior, o propagador livre do féton € obtido a partir da expressao
para a lagrangiana (1.160), selecionando apenas os termos quadraticos em A,, desta expressio.

Desta feita, a expressao para o funcional gerador é dada por

. 1 s 1
Zo [Juloir = /DAM expz/d% <_ZFWFW - Zeaﬁ"’AaF@7 ~ 5 (0,A")? + JHA,
(1.211)
em que o termo —ieo‘mAaF 3y pode ser reescrito como
2 YA Fyy = — 2P 4,054 1212
€ al’fy = 75¢€ aUp iy (1.212)

Portanto, com (1.191)), (1.192) e (1.212)), (1.211)) se escreve como

1 1
Zo [Juloq = /DAM expi/d4m {EA“ [QWD - (1 - a) 0,0, — seﬁ.lﬁg] A + J“Au} :

(1.213)
0 que permite a convencional definicao
1 8
Ow = |gud—1- - 0,0, — s€, 08| (1.214)
tornando possivel reescrever (1.213]) como
1
Zo[Ju)gsr = / DA, expi / d'z (EAHOWA" + J“AM) (1.215)

Com (1.196) é possivel ainda reexpressar

Zo )31 = / DA, exp / d's A" (1) O, A" (y) exp H / dady" (1) (O) ™ I (4)
e, em analogia ao caso em (1 + 1), com a defini¢do

N = / DA, exp% / d*zAr0,, A (1.216)
enfim determinar

Zo [ Jyys = N exp {—% / dady (2) (O) " T (y) (1.217)

45



Com (1.204), e a defini¢do de Iy, (1.214) escrita no espago dos momentos,

1
Ty (k) = —guk® + (1 - 5) kuk, +isel kg (1.218)

sugere que
D, = Ag,y + Bk,k, +iCé,5,k" (1.219)

aplicando (1.204)

1
D, — {_ G (1 _ _) O 4 isgaﬁukﬁ} (Aguy + Bk,k, +iCe) ky) = 02

o
(1.220)
entao
7 1 16} 1 52 S 7
AZSQ—kQ’ b= k252 — k2 (1_E+ﬁ>’ C= 122 _ |2 (1.221)
Portanto
1 1 « 1 s '
) = B
Do) = g g (1 0+ ) ok gk (1222

¢ a expressdo para o propagador livre do campo de gauge no espago dos momentos em (2 + 1) —

dimensoes.

1.1.7 Representacao de Killén-Lehmann para a NCQED

Até o presente momento, uma agdo geral para a QED definida em um espaco-tempo nao
comutativo em w— dimensoes foi definida e adequadamente transcrita para o espaco ordinario
(comutativo) via mapa de Seiberg-Witten, ao preco de uma expansiao em termos do parametro
ndo comutativo, haja vista que a nao comutatividade do espaco-tempo, se existir, € bastante
pequena. Entdo, a partir da acdo geral em w— dimensdes, foram particularizados os casos

m (1+1)—e (24 1) — dimensdes e determinadas suas respectivas equa¢des de movimento
e propagadores. O préximo passo consiste na determinacdo dos propagadores completos na
representacdo espectral de Killén-Lehmann.

Sejam dois campos de gauge A, (v) e A, (y) na descri¢do de Heisenberg. A funcédo de
Wightman ou o valor esperado no vicuo destes dois campos em pontos distintos do espaco-

tempo pode ser expresso como

(Q A (2) A, (1) 1) =D _(Q A (@) In) (n] A, (y)|2) (1.223)

n

em que estd implicita a insercao de uma relagdo de completeza {|n)}, tal que P, |n) = p,(fl) |n),

em que n representa todos os nimeros quanticos que especificam um estado. Baseado apenas
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em argumentos gerais sobre invariancia e o espectro de P, serd construida uma expressao para
o propagador completo do fo6ton.

Para que a funcdo de Wightman possa ser escrita em termos de uma funcdo de densidade
espectral, parte-se da premissa de invaridncia translacional, o que assegura [A, (x),F,] =
104 A, (z) permitindo que se escreva

A, (z) = ePE0) A (z) e~ P 0) (1.224)

tal que, evocando a identidade

/d4p5 (p™ —p) =1 (1.225)

e tomando arbitrariamente o ponto xy = 0, se reescreva a fungao de Wightman @ como
(QUA (2) A () Q) = /d4 25“) p) (Q] A, (0)|n) (n] A, (0) |Q) =P

_ (21) /d4p€ ip-(z—y) %
T

X [ (2m)* Y 6@ (p™ = p) (Q] A, (0) In) (n| A, (0) )
' (1.226)

O termo entre colchetes pode ser definido como uma fun¢do densidade espectral p,,, (p), uma
vez que esta quantidade € invariante de Lorentz e, como uma fung¢do escalar de p, depende
apenas de p?. Mais que isto, esta func¢do € nula fora do cone de luz, tornando possivel defini-la
como

puv (P) = puv (%) 0 (°) = (2m) Z(S p) (2 A, (0) |n) (n] A, (0) Q) (1.227)

que € nula para p* < 0, e é real e positiva definida para p*> > 0. Diante disto, é proveitoso fazer
uso da identidade

(e 9]

puv (D) = /d%QpW (5%) 6 (p* — %) (1.228)

0

que, junto com a expressao (1.2277)) permite reescrever a funcdo de Wightman na forma de uma
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integral sobre um parametro de massa

. _ 1 4 0 [ 22 22 2, 2) pmip(a—y)
(1 4, () A, (1) 10) (2ﬂ)3/dp9(p)o/d b (52) 8 (* = 52)
i R

(1.229)

em que o termo entre colchetes é a funcdo singular A (2 — y; »?) para a massa s¢; por con-

seguinte
o

(Q Ay (2) A, () |9Q) = / dspp, (57) AP (2 —y; 5%) (1.230)

O produto temporalmente ordenado (ou o propagador) de A, (x) A, (y) é obtido pela combina-

cdo da expressao
QA (z) Ay (y) |92) = /d%QpW A® (x — y; %), parazy > yo (1.231)
0

com a expressao

o0

(QA, (y) Ay (2) Q) = /d%2pw, (%2) A (y — %2) (1.232)

o0

= —/d%zpw, (%2) A) (a: —; %2) , para yy > xo.(1.233)
0

Portanto,

QT (A, (z) A, (1)) ) :/d%2pw, ) Ap (z —y; ) (1.234)
0

uma vez que Ap (2 — y; %) = AP (. — y; 52) — A (z — y; ). Aqui, Ap (z — y; %) é0
propagador de Feynman. A transformada de Fourier de (1.234)) fornece o propagador completo

o0

/d%zpw, /d4x ey Ap (x —; %2) (1.235)

0

e, uma vez que
1

/d4l' 6—ip-(r—y) AF (I — Y, %2) = m (1236)
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se obtém

7 2

Dy () = [ ds2—Lr2) 1.237

w (P°) /%pz—%Q—ie ( )
0

que € a representacao de Killén-Lehmann para o propagador completo. Do estudo do campo

escalar da secdo “A representacao espectral de Killén-Lehmann”, € possivel inferir que

1
P (P7) = —Tm(Dy, (p)), (1.238)
obtendo a relagdo de dispersao
1 [ ,Im(D,, ()
O el B 1.2
w (P°) 7T/d% e (1.239)

Logo, o propagador completo do féton pode ser determinado se sua parte imagindria for conhe-
cida. Em tempo, como € possivel inferir dos estudos realizados até agora, relacdes similares as
(1.237) e (1.239) podem ser obtidas para os campos de férmions (ou quaisquer outros campos).

O passo seguinte consiste na construcao das solucdes assintdticas dos campos fundamentais,
ou seja, das equacodes de Yang-Feldman baseadas nas equacdes de movimento satisfeitas pelos
campos em estudo.

Assim, a equacdo de Yang-Feldman para o campo de gauge sdo escritas como

Ay (z) = A () — / d'y Af, (v —y) J” () (1.240)
e

Ao) = A2 (@)~ [ 'y A o= 0) ) (1.241)
em que A}?liy (x —y) é a funcdo de Green retardada e A%fffy (x — y) é a fungdo de Green adi-

antada. A expansdo em Fourier da solucdo livre do campo de gauge, em uma forma geral

independente da dimensdo do espaco-tempo € escrita como
1 d—1 1 j —ikz j T ikz
A, (z) = PR /d ky /Q_wk Z [ei (k) aj (k) e™** + ¢ (k) al (k) e (1.242)
J
onde k = (wk, E) e d é a dimensao do espago-tempo. Os operadores satisfazem a dlgebra

[ai (k) ,al (k)} = 66D (k — k)6, (1.243)

Para o campo de gauge em (1 + 1)—dimensdes, a equagdo de movimento (1.169) permite
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inferir que a corrente 7 para este caso seja dada po@
o T g af 7 1 uv 95 ro on
] = g¢7 w + 596 85 mww — §F,uuF + 596 8p (F)\UF ) (1244)

em que a conservagdo da corrente se verifica imediatamente por d,j* = 0, donde se verifica
que o primeiro termo é nulo devido 2 antissimetria do tensor F'*? e 9,0 A* = 0 independente
do gauge escolhido. Portanto, a corrente € conservada.

A fungdo de Green retardada é determinada, fazendo uso de (I.210), por intermédio de

re —1 Kk, 1 —ik-(z—
Al (& —y) = (27T)2/d2k: [g“y—l—(oz—l) o } i v) (1.245)

analogamente, a funcdo de Green avangada € determinada por

—i Kk |
A, (v —y) = (2W)2/d2k [gw,—l—(a—l) E ] e ey (1.246)

Em um procedimento similar ao caso em (1+1)—dimensdes, para o campo de gauge em (2+
1)—dimensdes, a corrente j" é obtida a partir da equagéo de movimento (1.173)), se expressando

na forma
1 = gy + gewwvaﬁ,m (o) — gewewap (F F"™) + geﬂawﬁap (Fay FPM)  (1.247)

que também € uma corrente conservad

A func¢do de Green retardada € determinada a partir da expressao (1.222)), e € escrita como

ot =i ) o 1 s? is g e
AF;W (.I — y) = (27)2 /d k [gm, + ﬁ (1 — a + P) kuky + Eﬁﬂﬁuk —k2 — 21 e
(1.248)
ao passo que a fun¢do de Green avangada € analogamente determinada por
adu i 2 « 1 s? 18 5 e~ (@=y)
AFuu(a:_y)_W/d k {gu,,—kﬁ <1—a+ﬁ> kuk’y‘i‘ﬁﬁuﬁyk 1 —]{32—52—i6
(1.249)

Z3Reescrevendo a equacio de movimento de tal forma que os termos lineares dos campos sejam separados dos
termos em que os campos aparecem em ordens mais altas, a corrente é composta, portanto, pelos termos em que
0s campos surgem em ordens mais altas.

24Um pouco de paciéncia permite que as correntes j© e j” sejam escritas na forma

38 = ginBep + %aa [0°FF,, F* +2(0 - F) F*° — 2mp°P )]

emque 0 - F = 6, F*”, tal que as expressoes e sdo obtidas particularizando esta expressdo para
(14 1) — e (2 + 1) —dimensdes, respectivamente [49]. Assim, se observa que o primeiro termo desta corrente é
o termo de interacdo do campo de gauge usual, enquanto o segundo e terceiro termos estao relacionados com a
autointeragcdo do féton, ao passo que o ultimo termo € um termo de interag@o do tipo Yukawa. Assim, & excecao
da dimensionalidade da integral, a diferenca entre as solucdes bi e tridimensionais sdo as fungdes de Green.
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O campo dos férmions tém as fungdes de Green retardada e avancada e em d dimensdes

dadas por
1 1 ;
Sret o — dd = emiwp(zy) 1.250
€ 1 1
Sadv (l’ . y) — y /ddp S — e—ip.(x—y) (1251)
(27) TP —m e

tal que as equacdes de Yang-Feldman para o campo dos férmions sdo escritas como

Ya(z) =VF () — / d'y Sk (x —y) 5 (y) (1.252)
Pa(z) =P (2) - / 2y G5 () S5 (z — ) (1.253)

em que 7 e ( sdo correntes. A expansdao em Fourier da solucdo livre do campo dos férmions, de
forma geral independente da dimensao do espaco-tempo, € escrita como

Y (r) = Z m /dd_lp\/?p [bs (p)u(p,s) e ™ +di (p)v(p,s) ei’”} (1.254)

ba) =Y W;V / dd-lp\/?p 8L (p) @ (p. ) €7 + d, () 0 (p,5) ] (1.255)

S

onde p = (E,, p) e d é a dimensdo do espago-tempo. Os operadores satisfazem a dlgebra

{ds (p),dl (k)} = {bs (p), 0] (k) } = 6"V (p — k) 6y (1.256)

de forma que o campo dos férmions tém sua lagrangiana em (1 + 1) —dimensdes, £, escrita

como

.7 n n m o 7
Livi = 7" b+ gin? Ao — mipyp — 206 Fpohi
9

1
—— (1 + 5(96)\017)\0) FMVF/W —

1 (9,A)° (1.257)

1
2a
Donde se infere que a corrente 1) para o caso (1 + 1) —dimensdes do campo dos férmions é dada
por

n=g7" A — S0 Fiot (1.258)

enquanto a corrente ¢, por
¢ = gYy"A, — %W%Fga (1.259)
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Analogamente, para (2 + 1) —dimensdes, a lagrangiana € escrita como

.7 n " myg o s
Lav = 7O+ gUn* Ayt — mipnp — =10, Fpopi
9

1
- (FWFW + 5eaﬂwﬁEQFWFW> - ZEWAOZFB7 -

1 (9,A")?(1.260)

1
2a
com a corrente 7 para o caso (2 + 1) —dimensdes do campo dos férmions escrita como

myg
n=gy" A — 7€ 70, Faat)p (1.261)
ao passo que a corrente ¢ € expressa por

_ m _
¢ = gy A, — Tgeaﬁwvwﬁa (1.262)

Por fim, o propagador completo pode ser obtido a partir da expressao para a funcdo de

Wightman dos campos fermidnicos
(Q[a () v ()| Q) = / dspag (vp,8) AT (x = y;9), (1.263)
0

expressa em termos da funcdo de densidade espectral p,,, (7.p, p?) para o campo dos férmions,

explicitamente escrita como
pas (v-p.p%) 7 (po) = (2m)> > 60 (p™ = p) (Q[1pa (0) ) (n|vp (0)]Q),  (1.264)

ao passo que o propagador completo, expresso em termos desta fun¢ao de densidade espectral,

¢ dado por
o 1
Sap (v.p,m) = / dspap (7.0, 8) 57— (1.265)
0 p? — s — i€
Por fim, é importante ressaltar que a unitariedade é perdida para o caso em (1 + 1) — di-
mensdes. Assim, para que a unitariedade seja mantida para o caso em (2 + 1) —dimensdes, serd
assumido que 6;; # 0, assim as coordenadas temporais sempre comutardo com as coordenadas

espaciais.

A contribuicao de uma e duas particulas para a funcao de densidade espectralem (1 + 1) —
dimensoes

Vale a pena salientar mais uma vez que na representacao espectral de Kéllén-Lehmann a
principal quantidade a ser calculada € a funcao de densidade espectral (1.227). Devido a in-
variancia relativistica, a fun¢do de densidade espectral pode ser escrita em termos de projetores

como
krEY

P (K7) = (WV - ?> pr(F) +

Ktk
ERE (k*), (1.266)
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em que p; € py sdo fungdes espectrais escalares.

A parte transversal do propagador completo €, portanto

> 1
D' (k%) = / d 1.267
(W) = | dso(9) m—y o (1.267)
enquanto o traco da expressdo (1.266) fornece
pun (k) = p1 (K?) (1.268)
e
KPEY pu (K2) = K2 p2 (K) . (1.269)

Torna-se entdo possivel escrever a funcao de densidade espectral (1.227]) na forma

puv (K2) 7 (ko)

S = [ ® (= 1) Y (214, 0)1 ) 1,14, O)]9) . 1270)

J

tal que para contribuicdo de uma particula se expressa pela constru¢do os estados de uma

particula, a saber um f6ton de momento p; e polarizacdo j, que sdao construidos como

Ip1, §) = al (p1) 1), (1.271)

Fazendo uso da solucao (|1.242)), ¢ imediato que

(14, ()] p1,j) = ﬁz / dk& (o
= W;/dk\/}]ke; (k) 6,00 (k — py)

(€, (k) ai (k)] a] (p1)

%)

1 .
= | o (P (1.272)
e, analogamente
1 ,
1|1 A, (0)|Q2) = J 1.273
(123 140 O)10) =[5l (1) (1273)

de tal forma que a equagdo (1.270) se reescreve como

puv (k) 7 (ko) /dp15(z> (pr — k)

ZGZL (p1) €, (p1)

2m 4w, -
1
= [ =R b )] (1274
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Puv (k*) 7 (ko)

1
o = - / d*p16 (p}) 6@ (01 — k) N (1.275)

Logo
puv (K?) = 8 (K*) 7 (ko) 1w (1.276)

tal que seu trago é dado por p,,, (k?) = 26 (k*) 7 (ko), em que as funcdes escalares tém a forma

PO (k2) = 26 (k) (1.277)

p (k2) = & (K2) 7 (ko) . (1.278)

Portanto, a equagdo representa a contribuicdo para a fung¢ao de densidade espectral
de estados de uma particula, e é especialmente interessante porque mostra explicitamente que
esta contribui¢do € uma funcao delta, o que implica na presenga de uma particula livre, ja que
esta forma para a funcao de densidade espectral implica em um propagador livre (explicitamente

dado pelo primeiro termo das expressoes (1.319) e (1.320)). No entanto, ndo € possivel, a partir

desta expressao, atribuir uma massa ao féton. Em verdade, serd visto que a massa para o féton
surgird a partir da contribui¢do de duas particulas, ou seja, por corre¢des ao propagador livre.
Portanto, a massa do f6ton € gerada dinamicamente. Mais que isso, € importante notar que ndo
existe nenhum efeito ndo comutativo para a contribuicdo de uma particula para a fungdo de
densidade espectral. Contudo, serd visto que a contribuicdo de duas particulas para a fungao de
densidade espectral apresenta efeitos ndo comutativos como resultado das interacdes expressas
pela corrente (I.244)). Desta feita, a fun¢do de densidade espectral com a contribui¢do de duas

particulas € escrita como

P (k?) 7 (ko)

o = /dpld]?25 (k—p1—p2) Z (2| AL (0)] 1, ns p2, m) (p1,ms pa, m[A* (0)[€2)

n,m

(1.279)
em que n e m representam qualquer nimero quantico das possiveis particulas intermediarias.

Com a equacao de Yang-Feldman (1.240), esta equagdo pode ser reescrita como

P (k?) 7 (ko)

5 = /dpldp25(2) (k —p1 —p2) M X
T

XZ (AT (0)] p1, 15 p2, m) (p1, ns pa, m | A (0)] Q)
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—/dpldpQ/d2y5(2) (k —P1— pz) nt x

XZAret <Q‘Am )‘plan;p27m> <p17nap27m‘<jln)p(y)‘9>

—/dpldpz/d2y5(2) (k —p1 — p2) " x

ZAmt ¥) (2™ @)| pronipa,m) (pr,nspa,m | A, (0)]9)

+ / dpidpo / d?zd*ws® (k—p1 — p2) A;ff (—2) AZ? (—w)nt” x

XY A7 (2)| pr, i p2sm) (pry s pa,m | (5) (w)| ) (1.280)

em que j" representa a corrente (1.244)) escrita em termos dos campos assimtéticos. Ao ob-
servar a estrutura desta corrente se verifica, além do termo usual da QED, uma contribuicao
derivativa dos férmions e também um termo de autointeracao do campo de gauge, de tal forma
que os estados intermedidrios, que levam em conta todas as interacdes possiveis, podem ser

€scritos como

S b nipoem) = 3l (1) af (p2) 19) + St (1) B () ), (1.281)

n,m @] .8

em que o primeiro termo € caracterizado por dois fotons que carregam momento e polarizagdao
dados por (p1,1) e (p2, j), enquanto o segundo termo corresponde ao par férmion e antiférmion
caracterizados por seu momento e spin (py, ) e (pa, s), respectivamente. E assim, a expressao

para a soma dos elementos de matriz se torna

Z <Q ‘ (jm)o (Z)‘phn;p27m> <p17n;p2am ‘ (jm)p (w)| Q> =

= Z<Q|(jm)o(2)!p1,i;p2,j> (p1,i5p2, 3 | (5™)" (w)| Q)

Y Q™) (2)| prrsp2s s) (proripe, s [ () (w)| Q) (1.282)

Desta feita, uma vez que o primeiro, o segundo e o terceiro termos sao nulos, a expressao para
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a fun¢do de densidade espectral se reescreve como

O () 7 (K
S UREARL ( 2; (Fo) = /dpldp2/d22d27~U5(2) (k—p1 —pz)UWAL?(_Z) Aiit(—w) X

X

D AT ()] proripas) (proripe,s | (7)) (w)] Q) +
+Z (™) (2)| p1s i3 2, 3) (P, 6502, 5 | (57) (w)| Q)] , (1.283)

e o proximo passo consiste em calcular separadamente os elementos de matriz das correntes

(1.282). Para isso, é necessario primeiramente calcular a contribui¢do dos férmions. Assim,

(2](™) ()

p17r;p275> = g(Q" ()" (2)| pr, 75 P2, 8)
0 _
—%60‘5 <Q |8a [wmwm} (z)|p1,r;p2, s>. (1.284)
Calculando cada um dos termos separadamente
Q™ () Y™ (2) | prymipay ) = (77) 4 (2|0 (2) 0 (2) dL (pr) b (p2) | Q) (1.285)

e com as solugoes (1.254) e (1.253)

1
8
Ep3 EP4

<QMZ” (2) APyt (Z)|p1,7“§p2,5> = %;/dpgdm

e FP PG 4 (pa ) ug (pa, t) X

X (Q]di (ps) br, (pa) df (p1) 0L (p2)[ 2) , (1.286)
em que, com o uso da dlgebra (I.256))
(Qdy (ps) bey, (pa) dl (p1) b (p2)| Q) = —8,.4,6,.:6") (ps — p1) 6V (ps — pa) (1.287)
permite entdo reescrever

m 1

Q" " @lpuriees) = G5y B8

(7’8)143 VA (pl, T) up (p27 S) e—iz(p1+p2),

(1.288)

e, de forma andloga, os termos

(p1,75 2, 8 [P (w) A" (w)] Q) = —% (v7) up € PPy (2, 5) vp (p1.7)

(1.289)

EPl EP2



m 1

(104 [0"™] (2)| p1, 7502, 8) = 5

en\ E,.E (i (p1 + p2),) € =P )54 (p1, 1) ua (pa, )
P1 P2

(1.290)
U 1 ;
(1731205 [0 [5707] ()] 0) = =G5 [ Gpe™ 7 0 pa o)) 0 (2 9) v (p1,7)
P1-~Pp2

(1.291)
m 1 )
p177‘;p278> = —ﬁ\/ﬁeﬂmﬁm)%(?hﬂX
pP1-—p2

iml
X {(VB)AB - T5ABEQB (p1+p2), | us (p2,s),
(1.292)

Portanto

(2](™’ )

mg 1

.in\ B Tw _
(porseass |7 ()]w) =~y e e ()
1 2

imé
- [(75)0D T T(SCDGQ’B (p1 +p2)o | vp (P1,7) -
(1.293)

findando os célculos para os termos fermionicos. Desta feita, um procedimento andlogo pode
ser efetuado para o campo de gauge

Q™) @) prispe,g) = 3%965“ (Q10a [F7 Fys) (2)] p1, 5502, ) (1.294)
Fazendo uso da solugdo (1.242)
(00 [F7" Fus] (2)| p1, 45 2, §) =
— <Q ‘[&”A”@,,Aé — 07NV A, — 0" A°D, As + O A795A,) (2) al (py) al (pQ)‘ Q>

para obter
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? 1 ,
Q|04 [FVF, ; ) = / —iz(p1+p2)
< ‘ [ 5] (Z)lph 1 P2, .]> (27_(_) 22Wp1wp2 (pl p2)a e X

< [(p1)7 (p2), € (p1) € (p2) + (p2)7 (p1),, € (p2) €; (p1)]

7 / 1 .
_ —iz(p1+p2) o
(2m) 22wp, Wp, 1+ p2)a ‘

X [(p1)7 (p2)s € (1) €, (p2) + (p2)” (1)5 €7 (p2) €, (p1)]

7 1 .
~(2n) \/ 22w, w (p1+Dp2), e =) (py) x
1¥Pp2

X (p2) [€°7 (p1) € (p2) + €7 (p2) € (p1)]

1 1 .
+ —iz(p1p2) o
(2m) \/ 22wy, Wy, (1t p2)a€

X [(p1)" (p2)5 €7 (p1) €, (p2) + (p2)” (P1)s €7 (p2) €, (p1)]
(1.296)

e, de maneira similar

v 1 ,
) a ) ' aa FUVFV Q = — lw(p1+172)
<p1 P2, ] | [ 5] (’LU)| > (27’(’) 22wp1wp2 (pl +P2)a€ X

x [(p1)7 (p2), € (p2) € (p1) + (p2)7 (p1), €5 (p1) € (p2)]

1 1 .
n / w(pi+p) o
(2m) 22Wp1wp2 1+ p2)a ‘

X [(01)7 (p2)s € (p2) € (p1) + (p2)” (1) €5, (p1) € (p2)]

v 1 ,
P1-¥p2

X (p2) [€} (p2) €7 (p1) + €5 (p1) €7 (p2)]

i 1 ’
— / iw(p1+p2) o
(27) | 22wp, w, (1 p2)o e

X [(p2)s (p1)” €7 (p1) €, (p2) + (p1)5 (p2)" €7 (p2) €, (p1)] ,
(1.297)

e finalmente determinar
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Z <Q }(]'m)g (2)“01,7“;]92, 3> <P177’;p2, S | (jm)p (w)‘ Q> =

m292 e~ i(z—w)(p1+p2) |: imb
— (Y7 ) ap + 504" (p1 + pQ)a} X
(27T)2 Ep Eyp, A8 2
1md - T
X [(Vp)CD - T5CD€’\p (p1 —|—p2)/\} ZUA (p1, ) up (P2, 8) e (p2, s) vp (p1,7)

78

(1.298)

com

Z@A (ph T) up (p27 8) uc (p27 S) Up (ph T) = ZUB (p27 S) Uc (p27 S) X

8

XZUD (p17 T) V4 (p17 T)

r

_ (”Y-szrm) (v-pl—m) (1.299)
2m BO 2m DA

entao

Z <Q ‘ (jin)a (Z)|p1, P2, S> <]91,7’;p2’ S |(jm)9 (w)‘ Q> _
) 92 e~ (z—w)(p1+p2) S )
= T BB, |0 bepetmia g = ml
—im20eMr (pl +p2)>\ (p1 _ pz)a L im20eN (p1 _’_p2))\ (pl _ p2>p
202

m=0
+ 57 (1 +p2)o (14 o)y (Prop =) | (1.300)

em que as propriedades do traco

Tr [[y.p1 —m|y7 [y.p2 +m]] = 2m(p1 —p2)°
Tr[[y.pa + m]¥" [ypr —m]] = 2m(p1 —p2)’ (1.301)
Tr{[y.p1 —ml[ypa +ml] = 2(prps—m?),

foram aplicadas.
Portanto, a expressdo para a contribuicdo de duas particulas para a funcdo de densidade

espectral € escrita como
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1) (g2 9 |
M — ( g ) /d2p1d2p2 / d2zd2w5(2) (k? —p1— p2) 77,uue—z(z—w)(pl-4—]32)
T 4
Alg (—=2)A 0 ((P1)g — Epy) 6 ((p2)y —
ret ret ( 0 P1 0 o
S ( Z) e ( w) { EmEpz
_9_025 ((Pr)g — wp) 0 ((p2)y — wp2>e5°‘e)‘5 y

4 wpl wp2

) oo

X (P14 p2)o (1 + p2)e E;’f‘”] , (1.302)
i,J

em que

17 (p1, p2;m,0) = Tr[y" [v.p2 +m]* [v.p1 — m]] — im*0e™ (p1 + p2), (p1 — p2)”

m292

+T eV (py +p2), (P1+ D2), (p1'p2 — m2)

+im?0e™ (p1 + p2)y (1 — p2)” (1.303)

Zf”Phpz = {(pl)"(m)ﬁi’”(pl)%(pz)+(pz)“(pl)ysj’”(pz)%(pl)
)

Y (p1) € (p2) — (p2)7 (p1)s € (p2) €, (1)

291)(7 (p2
i J

(
<p1-

(pl)u (p2)

— o

2)6

3

(p1> €5 (p2) — (pl -Pz) e (]32) 65; (p1)
éwmwm+@rmmm@mwﬂ

+

e
x {— (p1)” (p2),, € (p2) € (1) — (p2)” (1), €, (1) X (p2)

(p1)” (p2), € (p2) € (p1) + (p2)” (p1) € (p1) €% (p2)
(p1.p2) Ef\ (pz) (pl) + (p1-p2) €, (p1) €7 (p2)
(

Contudo, a relagao

7 (£ko) 6 (K* —m?) = 1 (ko F E), (1.305)
2F),

permite simplificar a expressdo para a funcdo de densidade espectral de duas particulas como
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1) (1.2
P (k*) 7 (ko) g \?2 1 Y kuky koK,
= ( ) ( )2 77“ Nyo — % Nov — 22 d2p1d2p2

2T o k2 — ieko
X {5 ((p1)? = m?) 7 ((P1)) 8 ((p2)* = m?) 7 ((p2)o) I (p1, p2; m, )
S (0) 7 (1)) ((02)7) 7 (92)9) 6% (01 + ), (01 + )

ng’f"” ]5< ) (k —p1 — p2) (1.306)

tal que, integrando em py € p; — p, resulta em

éﬂﬁﬁﬁ@::(gft—i—yfﬁw%wwwmw@@—%?)x

2m 21/ (k% — ieky
X [5 (p2 — m2) ) ((k - p)2 — m2) 11°° (p, k — p;m, 0)
+0 (p%) Zu (p,k —p } (1.307)

e resta apenas determinar o produto dos termos de Lorentz com indices contraidos. Desta feita

o0 termo

kyko
<nap 12 ) 7% (p,k —p;m,0) = 2 (nap —p.(k=p)n” + (k—p)°p°)
op k 7.
—2m? (770,0 )n —im (%p )k” (2p — k)
k, - p
+im* | Nyp — k2 k° (2p — k)
2 kko\ .+
+m7 (ngp — 22 ) kO kP (p. (k—p)— m2) (1.308)
pode ser reescrito, considerando as simplificacdes k.k = ko0 ks = 0, kk = k,0°° k™05 =
—ko0%P05.k™ = — (ko k) e k* = 2 (k.p), na forma
k k op 9,2 2 m_2 2 2 2
oo ~ 12 1°? (p, k — p;m, 0) = —2p*—2m 1 (kok)(k*—2p° —2m?). (1.309)

Finalmente, o termo
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—opdA
> z]p (p7k—p) =

(ngp > . { 7 (k—p), € (p) € (k —p)

+ (k= p)” pe (/f p) €5 (p) — 7 (k — p); 61’” (p) €, (k—p)
— (k= )" pse™ (k —p) €, (p) — (p- (k — p)) € (p) €} (k — p)
—(p-(k—p)) & (k—p) € (p)

+p" (k—p)s €7 (p) €, (k —p) + (k — p)" pse’” (k —p) €, (p) }

x| = (k—p), € (k—p) e (p) — (k — p)’ pyeh (p) € (k — p)
+p° (k= p), €l (k —p) X (p) + (k — p)’ pael, (p) X (k — p)
+(p- (k—p) € (k —p) €” (p) + (p. (k — p)) €\ (p) €* (k — p)
(= 5 () =) = = )€ (- ) 6 ()]

adquire a forma final com as simplificagdes p? = 0, 2 (p.k) = k?, (k.p), = ka0*’ps € a.b =
— (@ o b), resultando em

k2k?
(nap ) Z~ (pk=p;6) = ———(kok)+3k (kp), (k.p),
k?2k‘2 k2/€2
— (kop)+ 5 (pop). (1.311)
tal que, para 6*" = Qe
kyk, =0
(770,0 - 2_2) p (p7 k— p; (9) =0. (1312)

i,J
em que estdo implicitos aqui numerosos calculos.
O elemento de matriz que corresponde a autointeracdo do féton (que surge como um novo
efeito a teoria usual causado pela ndo comutatividade do espago-tempo) € explicitamente dado

por
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pigf—int (k) 7 (ko) = /dpldpz/d22d2W5(2) (k= p1 = p2) N AP0 (—=2) x

x APret) ( Z(Q}J 2)| pr.ispa, 3) (pryispa, 50 (w)| Q)
= e [ @0 @) )8 (=) x
><{(pop)—(kok;)—(kop)—i—%(kxp)Q]. (1.313)

Assim, a expressdo final para a contribuicdo de duas particulas para a funcdo de densidade

espectral (com 6*” = fe#*) é dada por

V) ko) = (;)2 { Am? {1 _ 912 (k2 — 4m2)} X
X /de —po) 6 (p° —m?)d ((k — p)’ — m?)

2k2k2k292/d2p7 (po) 7 (ko — po) & (p*) 8 ((k — p)Q)} (1.314)

. o . ~ - . .
em que uma integral util em (1 + 1) —dimensdes para k£ = 0 (ou seja, o centro de massa) serd

I = / pr (po) 7 (ko — po) & (5 — m2) 6 ((k — p)? — m?)

= /2—?7 (ko — &) 6 (—2ko€ + k7)) (1.315)
em que £2 = | P> + mi(p1 = |P|) EdE = |F|d|T| — d|F]| = Ts—=dE, e também
|| = k2 — 4m2. Logo,

& 1 1 k
— 2 _ fgm?2 20 _
I(] = T(ICO 4m ) \/WZEQI{:O(S (8 9 ) T(k’o 5)

1, 11 ko
= 47(1{:0 4m?) dé'mkoé (5 2)T(ko €)

1 1 1
= —————7 (k§ — 4m?) 7 (ko)

TR ra—

/I 0

1 1 1
5 /1 _ 4m? ]{32

de tal forma que, ao retornar a expressao para um referencial arbitrario, este resultado toma a

7 (k§ — 4m®) 7 (ko) (1.316)
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forma
1 1

— 2 2

k2
e permite escrever a expressao final para a contribuicdo de duas particulas para a funcao de

densidade espectral como

2 2 2.2
g~ 2m 0°k
o (k;2) 7 (ko) = { - —

— S TR T (K —4m2)] (1.318)
a forma nao trivial desta expressdo, quando comparada a expressdo para a contribui¢do de uma
particula a funcao de densidade espectral dada por uma fun¢do delta, exprime nitidamente os
efeitos da interacdo, que € a de espalhar a funcdo de densidade espectral em uma ampla faixa
de energia, representando que nesta regiao impera o continuo de estados de duas particulas.
Também € possivel notar a presenca de um termo proporcional a 0, indicando corre¢des a funcao
de densidade espectral derivadas da ndo comutatividade do espaco-tempo.

Por fim, a expressdo final para o propagador com a contribuicdo de uma e duas

particulas € dada por

(kok)
D) = =+ gm® [~ dx [1 T (- 4m2)}
R TR e X2 (K2 — X — de) | _ dm?
X
202 [os]
g0 dx
1319
a2 /,\2 X (k%2 — x —ie)’ ( )

tal que, para 6" = 0¥, se obtém a contribuicdo de uma e duas particulas para o propagador

do foton na representacdo espectral de Kéllén-Lehmann

4 2 P2 2
2
D) = g L (%)
2 2 202 (1.2 2
g 90 on M7[16 — k%07 (K —4m?)] ;[ 2m
4+ k=0 - — ] ¢
+87rk4{< * m) k2 (4m? — k?) e Vk?

(1.320)

em que o primeiro termo deste propagador corresponde ao propagador livre, fruto da contribui¢ao
de uma particula para a funcdo de densidade espectral, ao passo que os termos seguintes sao as
corregoes a este propagador livre dadas pela contribuicdo de duas particulas.

E claro que todos os termos proporcionais a 6 desta expressdo sdo manifestacdes da ndo
comutatividade do espaco-tempo. Contudo, a auséncia de um significado fisico para 6 impede
uma adequada interpretacdo para estes novos termos. Resta entdo comparar este resultado ao
resultado conhecido na literatura [50], em que este mesmo problema foi estudado em termos da

teoria da perturbagdo. Desta feita, o termo entre chaves na equagio (1.320) € tal que, quando
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o limite m — 0 € tomado e as bolhas de polarizacdo do vacuo sdo adicionadas, d4 surgimento
a massa de Schwinger m?% = %, que corresponde a massa do féton. Para obter uma expressao
simplificada da equagdo (1.320), e comparé-la com resultados da literatura [50], foi considerado
que em um espago-tempo bidimensional a matriz ndo comutativa ** pode ser expressa como
O = B, em que €*” é o tensor de Levi-Civita em duas dimensdes. Portanto, com esta

escolha para a matriz ndo comutativa, a contribuicdo para a autointera¢io do féton € dada por

) g2 92 /CZ
Dygts_ims () = A (1 — ﬁ) : (1.321)
Este resultado contrasta com aquele obtido na referéncia [S0], em que foi discutido, por meio
da avaliagdo do diagrama de um-loop, que esta contribui¢do da surgimento a um termo de or-
dem mais alta (quando somado ao propagador completo), dinamicamente gerado por correcoes
quanticas e que € finito no ultravioleta. Além disso, na referéncia [50]], o comportamento do
propagador no setor infravermelho nao esté claro, ao passo que o comportamento € transparente
do ponto de vista de integrais de dispersdo. Mais que isto, de forma a tornar a integral do in-
fravermelho finita, foi necessdrio introduzir uma massa finita A para o féton na equacio(1.319}
7 (k%) — 7 (k* — \?), mostrando que este termo € um efeito puramente infravermelho, como é
o mecanismo de geracdo de massa para o féton e tal andlise desempenha um importante papel
na interpretacdo correta deste termo [S1]]. No entanto, esté claro a partir da expressao (1.321))
que esta contribui¢do ndo € um termo de ordem mais alta em qualquer limite plausivel ainda

que a pequenez de \ seja levada em conta.

A contribuicao de uma e duas particulas para a funcio de densidade espectralem (2 + 1) —

dimensoes

Esta secdo compreende uma extensio do estudo anterior para a contribui¢do de uma e duas
particulas para a func¢@o de densidade espectral em (2 + 1) —dimensdes. Em verdade, é impor-
tante ressaltar que muita atencdo tem sido dada a anélise de propriedades gerais de teorias de
campo em (2 + 1) —dimensdes [52], principalmente no que concerne a aplicagdes em fisica da
matéria condensada [53]].

E importante ressaltar que este modelo para a NCQED; é uma extensdo nio comutativa a
conhecida QEDj topoldgica, que se baseia no estudo de uma lagrangiana com os termos de
Maxwell e Dirac acrescida de um termo topoldgico (I.160)), o termo de Chern-Simons (1.157).
Serd verificado que o termo de massa do foton corresponde ao parametro s, via contribui¢do de
uma particula para a funcio de densidade de estados, ou seja, para o propagador livre.

Contudo, a QEDj3 usual (ndo comutativa) pressupde que apenas os termos de Maxwell e
Dirac estejam presentes em sua lagrangiana. Neste distinto modelo, o féton adquire massa di-
namicamente, ou seja, a partir do calculo de sua autoenergia. Outrossim, a andlise da QEDs,
principalmente no que concerne a massa do foton, tem procurado responder a questdes funda-

mentais tais como se a massa do foéton gerada dinamicamente é diferente de zero [17], [54].

65



Ainda assim, com limites apropriados, € possivel tracar um paralelo entre a QED3 e a QED3
topoldgica. Valendo-se de tais limites, serd possivel entdo comparar os resultados da presente
extensao nao comutativa para a QED3 topoldgica com os sélidos resultados usuais (ndo comu-
tativos).

O célculo para a NCQED3 segue a mesma sistemdtica apresentada para o caso bidimen-
sional, com a ressalva de que alguns pontos importantes sobre a estrutura geral da funcdo de
densidade espectral serdo inicialmente estudados. Deste modo, para o célculo do propagador
do campo de gauge em (2 + 1) —dimensdes, estrutura tensorial de segunda ordem da fungdo

de densidade espectral do campo de gauge p,,, (k*) sugere a decomposi¢do em invariantes re-

lativisticos -

oo () = (s = 252 ) s () + 50”1 () (1322)
em que pg (k?) € pa (k*) denotam as fungdes espectral escalar simétrica e antissimétrica, res-
pectivamente.

Os operadores
1 kuk k°
(1) _ = v .
Pu =3 (gw 1z +zew—\/ﬁ) (1.323)
) 1 k. k ko
(2) _ - o wvwe
P =5 (gw T zs,m—\/p) (1.324)

podem ser dispostos de forma que sua combinagao linear

k,k,
P, =P)+ P = (gW — %) : (1.325)
€ um projetor, que satisfaz a identidade
vo k kl’ vo kuka vo k ka e}
P/U/P = (gw/ - 22 ) (g - L2 ) =9wqg  — 22 = P,u- (1326)
O operador
p) = Rk 1.327
w2 (1.327)
¢ tal que satisfaz a identidade
. k.k, EVE* Kk~ o
pﬁ)pm@) — 22 Eal ‘];2 =Py (3) (1.328)

logo, também € um projetor. Os operadores P, e Pve®) satisfazem as identidades

va kuky\ Kk
Py, P®) = (gW— 22) 5 =0 (1.329)
c
kuky | kuky

PHV+PAEI%):QHV_M_+ n

S = G (1.330)
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Os operadores Plsll,) e PF(L,QJ) satisfazem a identidade

vo 1 k ij . o
PS)P @ = 1 <gmx — % + i€k )

=0 (1.331)

que € oriunda da expressao

1 k.k, ko EVE> ko
P,tgllj)PVa(Q) -1 (guu -+t 4+ lg,uua_) <gya - — 1" )

1 ro k ka vo g k:
= Z (g/u/g - 22 —& pguuok k?_g) (1332)
que, com a identidade
— Eua” P kpk” = — (6000 — 6005) kPkT = =60 k® + k,k* (1.333)
conduz diretamente ao resultado desejado
1 k> 1 1
1) pra(2) __ a VKB T sap2 - al
PP =1 (5u = k26uk + 2 K,k > =0 (1.334)

Portanto, a fun¢@o de densidade espectral p,,, (k*) € escrita em termos de operadores de

proje¢ao como
2 1 2 2 1 2 2
puv (K?) = (P) + PP ps (k) + VE2 (P{) — PP) py (K?) (1.335)
0 que permite que as fungdes ps (k?) € p4 (k?) sejam obtidas a partir das convenientes contragdes

em py, (k?)

ki k, o

9" pu (K?) = (g’”gw - g’”%) ps (k?) +ig" ok pa (k?)
oy (k) = (6, — 1) ps (K?) + iy kpa (k%)

ol (k) = 2ps (k) (1.336)

assim, a parte simétrica da fun¢do de densidade espectral toma a forma

1
ps (K°) = 59" o (), (1.337)

enquanto a parte antissimétrica da funcdo de densidade espectral pode ser obtida pela contragcdao
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de

gul/)\pm/ (]{72) — (E,uu)\guy o guu)\%) s (k,2) + i€uu/\€uyakap,4 (k,Q)

= (gy — ng_’?) ps (K*) + 2i60k" pa (k)

= 2ik pa (K?) (1.338)
ou ainda
kx2ik*pa (K*) = kxe"ppu (K?) (1.339)
ou seja,
2ik%pa (K*) = kxe"*ppu (K?) . (1.340)
Portanto,
pa (k) = —2%2@5“”*% (K?) (1.341)

Assim, a fun¢do de densidade espectral para a contribui¢do de uma particula € expressa por

puv (k) 7 (ko)

F / Ep10® (pr = k) D (@1 A O)]pr. ) (1, 14, (0)]Q) - (1342)

J

em que
P = (Wp,, T1) (1.343)

w, = /| T + 2. (1.344)

Os estados de uma particula, sdo construidos com a forma
> ) (nl = Iprg) gl =Y al (1) [9) (Qa; (1) (1.345)
n J J

e em conjunto com a algebra (1.243)) permitem que sejam determinados os termos

1 1

(@A, (O)Ipl,j>:% meei; (p1) (1.346)
c
(p1,7|A <0>|ﬂ>=L Lo (p1) (1.347)
1 v (271') 2wp1 v 1) .

tal que a funcdo de densidade espectral para a contribui¢ao de uma particula toma a forma
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 (B*) 7 (K 1
b ((273)2( o) o / dpd ((p1)* = 8°) 7 ((21)g) 6 (21 = k) [g,0] (1.348)
levando a expressao final
puv (K?) = 6 (K* — 5°) 7 (ko) Guw- (1.349)

em que mais uma vez nenhum efeito ndo comutativo é encontrado, embora seja possivel iden-
tificar que a contribuicdo de uma particula para a funcdo de densidade espectral corresponde
a uma particula dnica: um féton massivo. Portanto, € somente a partir desta expressao que o
parametro s presente no termo de Chern-Simons da lagrangiana (1.160) pode ser de fato asso-
ciado a um termo de massa.

Por fim, a funcdo de densidade espectral para a contribuicdo de duas particulas é expressa
por

puv () 7 (ko)

5 = /d2p1d2p25(3) (/f — P —p2) X
(2m)

XZ (Q]A, (0)] p1, n; oy m) (p1, m; pay m | A, (0)] Q) , (1.350)

em que n, m representam qualquer nimero quantico para as possiveis particulas intermedidrias.
Com a equacdo de Yang-Feldman (1.240)

puv (k) 7 (ko)

3 = /d2pld2p25(3) (k—p1 —p2) x
(2)

XZ (QA(0)] pr,m; 2, m) (p1, n; pa, m | AL (0)] Q)
- /d2p1d2p2/d3y5(3) (k—p1 — p2) Z X

|:Ar6t <Q’Azn )‘p17n;p27m> <p17n’p27m‘(]m)f’(y)’9>
+AT (- y) (Q[(5™)” ()| p1,n; p2, m) (p1, m; p2, m | A, (0)] €2)
+ / d*prd®p, / &P 2d*wd® (k — p1 — p2) AT (—2) Aj (—w) x

XZ Q‘ Zn |p17np27 ><p17n7p27m|<]zn)p(w)‘9>v

(1.351)

em que ;" representa que a corrente estd escrita em termos dos campos assimtéticos. Da
estrutura da corrente (1.247) se observa que os estados intermedidrios devem levar em conta

todas as interacOes possiveis, ou seja, o termo usual da QED, uma contribui¢do derivativa dos
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férmions e uma autointeracdo do campo de gauge. Diante disto, os estados intermedidrios t€ém

a forma

> lprnipe,m) = al (1) al (p2) 19) + ) dl (p1) b (p2) |92). (1.352)

.3

tal que
> Q™) (@) prnspa,m) (prons pam | () (w)] Q) =
=>4 @) pripe.d) (priiped | (7)) ()] Q)

+Z Q| (™) (2)| p1,75 P2, 8) (p1, 73 P2y 5 | (5)° (w)| Q). (1.353)

Logo, os trés primeiros termos de (1.351)) sao nulos, e esta expressao toma a forma

puv (k) 7 (ko)

ey / d*p1d®py / & zd*wd® (k —p1 — p2) Ay (—2) A (—w)

’ [Z<Q\(J"”)”(z)|p1arapza8> (pr,7302, 5| (57)" () Q)

+Z Q™) (2)] p1, 8302, 5) (P15 p2, 5 | (57)7 (w) [ )]

(1.354)

0 que permite que se determine separadamente todos os elementos de matriz das correntes.

Seja entdo a contribuicio dos férmions, expressa por

Q™) (2)|proripa,s) = g{Q™ (2) 7™ (2)| p1, 73 D2, 8)

eaa . '
—mg2 ()00 [0"™] ()] p1, 702y s), (1.355)

em que os termos sao, separadamente e levando em conta a dlgebra (1.256)), dados por

Qo™ ()™ ()| pryripas) = (V) ap (PR ()05 (2) df (p1) O] (p2)| )

m | 1 .
o - —iz(p1+p2)
- - v ,rJu ,S)e
(2 )2 Epl Ep2 (’7 )AB A (pl ) B (p2 )

(1.356)
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_. . m / 1 . 3
<p17 rip2,S Wm (’lU) ’ypwzn (w)‘ Q> = - (27T>2 E E (7p>AB elw(p1+p2)uA (p27 S) U (p17 T')
p1-—p2
(1.357)

também

0°7 (|00 [V ™) (2)| pr,rip2.s) = (Q[(0ath} (2)) ¥ (2)df (p1) b (p2)] 2)
+{(Q P (2) (Bt (2)) df (1) ] (p2)| )

m 1 .
= \/ (B1 + Pa)” e 21 P2)
(277)2 Ep1 Epz

XU4 (p1,7) wa (P2, s)

(1.358)
e
. mm |1 4
gor <pl’7a;1027 s ’aa [wmwm] (w>‘ Q> _ (27T>2 o ezw(p1+p2) %
p1-—p2
X (p1+ p2)’ ta (p2,s) va (pr,r) . (1.359)
em que
a* = agh™ (1.360)
para simplificar os cdlculos. Por fim,
mg 1

6*”(?1+P2)1—}A (pb T’) %

<Q‘<.] ) (Z)|p177’;p2,8> = _(27'{')2 EplEp2

X [(ﬂw + %6/43 (P1 +ﬁ2)"} ug (p2,s) (1.361)

. Lt
uries |G Gl0) =~y e e (9]
1 2

X {(VP)CD - ?%D (P +ﬁ2)p] vp (p1,7). (1.362)

Uma vez calculada toda a contribuic@o fermidnica, resta calcular a parte referente ao campo de

gauge. Assim, a partir de
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(@G @) prizpeg) = 7077 Q0 [Fu ™) (2)] priipe. )
50200 [FeF) (2) pr.ispa. )
(1.363)

se determinam os termos que compdem esta expressao por

<Q |804 [FMVFW/] (Z)|p1727p2aj> -

= 0 Q0,047 = 0,407 A" — 0,4,0"A° + 0,4, A"] (2) al () o} (p2)

i | 1 i , Vo A
- (2ﬁ)2 2203, Wy, (p1+p2), € (prp2) [(p1-p2) g™ — (p1)" (p2)"] €, (1) €, (p2),

(1.364)

e, analogamente
<p17 5 P2, J |aa [FMVFMV} (w)| Q> =

= 0y (Qa; (p1) aj (p2) [0,A,0"A” — 0,A,0" A" — 0,A,0" A" + 0,A,,0" A"] (w)| Q)

47/ 1 LW o - i .
= — (27T)2 \/J(pl —{—p2)a etw(pi+p2) [(p1.p2) g* _ (pl)A (pz) ] €, (pl) ef\ (pz)

(1.365)

e também o termo
gxé <Q |aa [FXEFOM] (Z)|p1727p27]> =

= 00, <Q ‘@A@QAU — O ADTA — A A” + 9 A7 A% (2) af (p1) af (p2)

%)

(1.366)
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que resultam na expressao

(2[00 [Fye 7] (2)| P15 12, )

e o termo final

4 1 —iz
(27?)2 V 22Wp, W, (p1+p2), € (Pr4p2) 5

< (o) (1), @7 (p2) € (p1) + ()" (p2), € (p1) € (p2)]

i 1 —1z
_(27T)2 V 22Wp1wp2 <p1 +p2)a€ e .

<), ()7 € (p2) e (p1) + (p2),, (1) € (p1) € (p2)]

i 1 —iz
- (27T)2 \[ 22wy, wp, g +p2)a e rtre)

x| (p2)" (1) €7 (p2) € (p1) + (1) (o) €7 (21) €, (1)

4 1 —1z
+(27T)2 \ 220, W (P14 p2)g ™07
pP1¥p2

x| (p0)e ()7 € (B2) €& (1) + (B2) (11)” € (p1) €] (p2)]
(1.367)

0% (p1,isp2. |08 [Fas ] (w)| Q) =

— 090Y (Q|a; (p1) a; (p2) [OrAsD° AP — 03 A50° A® — 054,07 AP + 954,0° A°] (w)| Q) ,

expresso por

- : Bp _ i 1 iw(p1+p2)
(p1,i3p2,7 |0 [Frs 7] (0)| Q) = G\ Ty, P P2)s x

o [0 Ba) € () 1) + (52 (1) € (1) ()]

1 1 i
om0 (p1 + p2) g 772
p1¥¥p2

< [(p1)y (p2)” € (p2) €5 (p1) + (p2)y (P1)” €7 (p1) € (p2)]

l 1 iw
+(27r)2 \| 2%wp,w (1 +p2)y T
p1¥¥p2

o [(0)5 52) 4 (90) 2 (92) + () (1) () € (1)

{ 1 iw
2\ 22,0, (pr+ p2) g 72

X [(p1); (p2)” ¢’ (p2) € (p1) + (p2)5 (p1)” €7 (p1) €, (p2)] -
(1.368)
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Assim, as expressoes (1.361) e (1.362)) permitem determinar

Z <Q | (jm)g (Z)‘pb P2, 5> <p17 rip2,S ‘ (]ln)p (w)l Q> =
m’* 1w | (oo um S s\
= on'E E.° (V) ap + =045 (B +P2)" | X

)4
[0 = 0 (-4 5] S ) s (9 1 2, 5) 0 ()

(1.369)

que, com as identidades

> 0a(prr)up (p2, 8) e (p2.8)vp (p1,7) = > up (p2, 8)tc (p2,8) Y _vp (p1,7) Va (p1,7)

T8 r

_ (—’”92 i m) (—Wl — m) . (1.370)
2m BO 2m DA

em que v sdo matrizes 2 x 2 que e satisfazem
YA =20", A = gt — i, (1.371)
+
seguem as identidades para os tragos de

Tr(y#9") = 2¢", Tr(y"9"y") = —2ie"?,
Tr (,yu,yu,y)\,ya) — 9 (guug)\a o gu)\gya + gpagu)\)

e também
Tr[77 (v.p2 +m)y” (vpr —m)] = 2(p2)” (1) +2(p2)” (p1)7 — 2mie” (p1 + p2),
—2[(p2) - (p1) +m?] ¢°°, (1.372)
c
Tr [(y.pr — m)° (y.p2 +m)] =2 (p1 o — mz) , (1.373)
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desta feita, se obtém que

Z <Q |(jm)g (Z)| P1, 7 P2, 5> <p1,7“;p2, S ’ (jm)p (UJ)‘ Q> =

92 ei(w=2)(p1+p2) ) " - ) .
- a2 2 )
—2mie” (p1 + pa)g — 2 [(p2) - (p1) +m?] g7°

—im (p1 + p2)” [m (p1 —p2)” — i€’ (P1)g (pQ)ﬁ}

+im (p1 + p2)” [m (p1 — p2)’ — ie*” (P2)4 (pl)ﬁ}

m: .
+7 (1 + P2)” (B1 + D2)” [p1.p2 — m?] ] ;

(1.374)

que conduz a nova expressao para a funcdo de densidade espectral com a contribui¢ao de duas

particulas
v kl2 k 2 r b i
Puv >2( 0) _ _9 1 /d3p1d3p2/d3zd5w5(3) (k — p1 — p2) oi(w=2)(p1-+p2)
(2m) (2m)
re re 5 ((p1)y — E,) 6 ((p2), — E
XA;wt (—2) A,,pt (—w) [ Lo 25 o 2)0 P2
p1 P2
1 5 <<p1)0 B wpl) 5 ((p2)0 - wpg)
4 2w, 2wy, (p1+p2), (D1 +P2)5 X
x Y E70%0 (py, po; ) } :
1,3
em que

17 (p1,p2;0) = 2(p2)” (11)” +2(p2)’ (p1)7 — 2mie®™ (p1 + p2),,
—2[(p2) - (p1) + m?] ¢
—im (fr + B2)’ [m (p1 = p2)” = i€ (p1), (o)
+im (p1 + p2)” [m (p1 — p2)’ — i€’ (P2), (pl)ﬁ]

2

m* e
+7 (1 + P2)7 (Br + D)’ [p1.p2 — m?]

75

)H”p (p1,p2;0)

(1.375)

(1.376)



S =@ (o) = Y {29% [(prp2) 9 = (1) (2)" )€} (1) €, (1)

.3 .3

S
no no
— ~— ~~—
™ )
A
—~~
=3
— =
l +
-
S
=3
\V) =
o = R
—~
=3
[y )
Q x
™ ™M
1 1S
Q Q
=3
— =
mmb mm&:

Por fim, com a expressido (1.245)) para a fun¢do de Green retardada, a fungdo de densidade

espectral com a contribui¢do de duas particulas € ainda reescrita como

v k2 T (k g2 1 2
: ((273)2( ’ - (277)4 (kQ — 82) /d3p1d3p25(3) (k —p1 —p2) X

k,ky s k,k 18
X (g/w — 2—2 — ﬁqw(kc) (gl,p — ?p + EGqugqu)
< [6 ((p1)* = m?) 7 ((p1)g) ((p2)" — m?) 7 ((p2)g) I (p1, P23 0)

—}15 ((21)*) 7 ((01)o) ((02)°) 7 ((p2)o) kakis Yy _E 7P (p1,p2;9)]

,L'7j

(1.378)

tal que, integrando em p, € p; — p se obtém a expressao

p“"(g;;(k“) N (297:)4< 1 )Q(Q“U_kﬂka_i_se““%))(

k,k 18
X (g,,p — ka + ﬁeywk‘b) /dng (po) T (ko — po) X

x [6 (p° —m?) 6 ((k — p)’ — m?) 11°° (p, k; 0)

=30 (%) 6 ((k = p)*) kaks ) E0°7 (p,k — p; 9)] - (1379)

i7j
Contudo, a integracdo de II exige um certo cuidado. Explicitamente, esta integracdo é
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realizada por

/d3p1d3p25(3) (k — D1 —p2) o (p17p2; 9) =

= [ s k== ) {2 (12)” (01)° + 2 (02)" (11)°
—2mie”™ (p1+ p2)y — 2 [(p2) - (p1) + m?] 7"
—imf) (51 + 7o) [m (o1 = p2)7 = i€ (p1), (p2)y)

+im (p1 + p2)° [m (p1 —p2)’ — ie*” (P2) o (p1>5]

m? ..
+7 (B + D2)” (B1 + D2)" (p1.p2 — m?) }

= /d3p1d3p25(3) (k —p1 — p2) [2 (p2)” (p1)” + 2 (p2)” (p1)°
—2mie”"k, — 2 [p. (k—p)+ mQ} g9°°

—imOk? [m (p1 — p2)” — ™" (1), (pZ)ﬁ:|

2

. 70 - m--s7
+imk® |m (p1 — p2)” — ie*” (P2),4 (pl)g + 7]? k* (pl-]?z - m2) )

~
p2—pep1—k—p

(1.380)
com excecao do termo indicado, a integracao em p, € p; — p fornece

77 (p,k;0) = 2(k—p)”p"+2(k —p)*p” — 2mie”" ko — 2 [p. (k — p) + m?] g*"
—imOkP [m (2p — k)7 —ie*Ppg (k — p)B}
+imk® [m (2p — k)’ — ie*Pp, (k — p)ﬁ}
2
m ~ ~
+7kakp [p. (k—p) — mﬂ )

(1.381)

Para finalmente estabelecer a func¢do de densidade espectral expressa por (I1.379), é interes-
sante fazer uso das quantidades definidas em (1.337) e (1.341)), ou seja, ps € pa, respectiva-

mente. Tomando o traco de (1.379) e fazendo uso dos projetores (1.323)) e (1.324)

()7 (k) = 2 ( — 32) (1 - %) (P9 + ), [ ooy~ )
X [(5 (p2 — mz) ) ((k — p)2 — mz) I1°°7 (p, k — p; 0)

6 (%) 6 ((k = p)?) kakpy ED" (p,k — p; 9)] : (1.382)

0]
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a parte simétrica da funcao de densidade espectral é determinada por

s ) 7h) = Sy [P o) =) (50~ 57

x [6 (p* —m?) 6 ((k —p)* —m?) TI°° (p, k — p; 0)
1 —(25)opa
—15 (»*) ¢ ((k — p)*) kakﬁizjgm B (p, ke — p; e)] . (1.383)

Contraindo a equacio para a funcdo de densidade espectral, (1.379), com ikye"** ou
VEZ (PO — p@)™

2 2 2
: v g 1 Vs S
tae o () 7 (o) = 5 5 <k2 - 52> " (1 - ﬁ) (P =P, x

X /dSPT (po) 7 (ko — po) <
X [(5 (p2 — m2) ) ((k: — p)2 — m2) I1°? (p, k — p; 0)

1 ’
=20 (%) 6 ((k = p)*) kukgy =% (p.k —p; 9)]
Y]

(1.384)

se determina a parte antissimétrica da funcdo de densidade espectral por

: 9

g 1

pa (k) 1 (ko) = — 22 k2k2 (k2 — 52)kA€0p/\/d3pT (Po) T (Ko — po)
(07— m?) 6 ((k — p)? — m?) T (p, & — p: )

1

=20 (1) 0 (k= p)°) kakﬁiZjE“‘”‘”’“B (s k = p; 0)] . (1.385)

Desta feita, se torna necessario determinar as contragdes de 1177 (p, k — p; 0) e

=(@)eorelB (p k — p; 0). Assim, as contragdes em 177 (p, k — p; 6) sdo determinadas por
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koko\ k ko . k ko i
<gap— X )H’)(p,k;Q) = Z(gop— % )(k—p) p”+2<gap—ﬁ) (k—p)’p
k

-9 ((k; —-p)p+ m2) {ggp — 2]2%} q°"

R (e | Y e e NN
+imke® (g(,p — kzlza) [m (p— (k—p))" — i p, (k — p)ﬁ]
(> 0)

m? - - k ks
+7k kP (ggp — #) [p. (k —p) — m?];

(1.386)

por fim

2

(900 = 22 ) 0% = 0) = 4| 5 ) = () = 2] =5 (ko ) () = 57 = ]

L2
(1.387)
em que a defini¢do (I.360) e a nova defini¢do
(kok) = — <kk> (1.388)
foram usadas para simplificar os calculos. Também,
k:’\eap,\l_["p (p,k;0) = —4mik?® — imk? [Qmp”kAerA + ik:’\eapAe”aﬂpakﬁ]
+imk? [ka)‘p"epa,\ — ik)‘egp,\emﬁpakﬁ]
2 ~ ~
+m7k%(,pkk0kp [p. (k —p) —m?], (1.389)
em que
o 00 ke = —€op\ 00T koke = €5prk kP = 0 (1.390)
permite que se reescreva a expressao anterior como
e 177 (p, K 0) = —dmik? — 4im>kPp" ke o0 + 2mkPp k. (1.391)
Portanto
P o I177 (p, k3 0) = —4mik? — dim? <p.1%.k)0 +2m (k.p), K2, (1.392)
em que a simplificacdo expressa por (I.360) e as novas defini¢des
(k.p), = ket p, (1.393)
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(p./%.k)e = eppap” K"K (1.394)

foram introduzidas para se determinar este resultado.
Para determinar as contragdes de =()7raf (p1, p2; 0), € mais conveniente partir da expressao
geral (1.3777]), determinando a expressao

kakBZE(ij)Upaﬂ (pa k— D; 9)
= Z l%a@‘” p. (k —p) g = p" (k= p)"]e, (p) €, (k = p)
0k, (k — p) px€ (k — p) €t (p) + 0% (k.p) (k — p), €7 (p) €l (k — p)
—0py (k = )" ko’ (k = p) e (p) — 0 (k = p), p"kac"™ (p) € (k — p)
—0°k. (k — p) pee’” (k — p) €, (p) — O (k.p) (k — p) €7 (p) €, (k — p)

+0 kape (k —p)” € (k = p) €, (p) + 0ka (k — p) p7€ (p) €, (k — p)

X { — 2kg0% [p. (k—p)g* —p* (k—p)°| & (p) & (k —p)

—0%k. (k= p) pae®® (k= p) €5 (p) — 0™ (k.p) (k = p), €” (p) € (k = p)

0% kg (k — )" € (k = p) €5 () + 0k (k — p), € (p) € (k — p)

+02k. (k — p) psei, (p) €7 (k —p) + 6 (k.p) (k — p); €} (k —p) € (p)

—0psks (k —p)” &7 (k —p) & () — 0" (k — p); ksp’e” (p) €, (k — p) 1 (1.395)
que, apés sofrer muitas simplificacdes tais como (a0b) = —a,g*° l;/g = —a 0y b0 =

P00, = (boa) e (k) = kaps = —kf®
p? =0¢€2(k.p) = k?, se torna

l~c , € tendo em mente também

—ikakﬁzw"paﬂ (p.k —p:0) = %U%z[k%ﬂ—(k—2p>p<k.p>e}
+(k—p)”[(pop)[ k2 (k — p)}
—k—2(kp)ep — (kg gp"]
2 g1 (E =) = (k) (k)7 (k= )
+l€2k5 {k ke + (k.p)e(Qp—k)a}

2

k
+5D kP — K" — (k.p)y 7°K°
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k2 k2
+o (kok)—=2(kop)+(pop)) {——g"” + k7p” 4+ p7 kP — 229"19’)}

2
k2 k‘2 ~ _
—(pop) {59” — k% (k — p)p] + 5/&’13" + (k.p), k"p”} (1.396)
tal que, contraindo esta expressdo com g,, — k;‘% resulta em
kok, =(ij)opaf . 2 2
Gop — L2 kakﬂz:' (p7 k — b; 9) = —4k7|3 (kp)ﬁ (kp)a —k (k © k) : (1397)
1,3

Este resultado, em unido ao resultado (1.392) permite que se determine a parte simétrica da
fungdo de densidade espectral, pg (k?),por meio de sua expressdo (|1.383)

s ()7 0) = 50—

X [(5 (p* —m?) § ((k — p)?— m?)

/d?’pT (o) 7 (ko — po) x

<[t 00 = o) ] - 2

1

=360 (1= ) [~402 3 )y (), 12 o ) | ] 308

(kok) [(pk) —p? - mQ]]

em que a contribuicdo fermidnica do primeiro termo também satisfaz a relagﬁcﬁ] p? = m? =
(k — p)?, o que implica e 2 (p.k) = k2, de tal forma que
(k%) 7 (ko) i ! (k*+4 2)+m2 (kok) (k> —4m?) | x
= — m — (ko —4m
Ps T (Ko 5 (27)2 k2 (k2 — $2) A

X /d?’pT (po) T (ko — po) & (p2 — m2) 4] ((k . m2)

+k2/d3p7 (po) 7 (ko — po) & (p*) & ((k —p)Q) X

x [3(k.p)y (k.p)y — K* (ko k)] ] . (1.399)
tal que as integrais

Iél) = /dSpT (po) 7 (ko — po) 8 (p* — m?) & ((k — p)° — m?) (1.400)

»Fungdes (distribui¢des) & (p*> — m?) e & ((k; —p)’— mz).
26 A integral serd resolvida no referencial do centro de massa tal que k& = (ko, 0).
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I§2) = /d3p7' (po) 7 (ko — po) 8 (p*) 6 ((k — p)2) (1.401)

sdo respectivamente determinadas por

[:51) = /dBPT (po) T (ko — po) & (p2 - mz) 0 (k(Q) — 2kopo +p2 - m2)

dpond
— o / GPOPIP 5 00— £,)7 (ko — po) & (K2 — 2kopo)

28,
= om / %)T (ko — &) 8 (kg — 2ko&,) . (1P| = 1) (1.402)
e, como &, = ’“2—0 = \/m, o que implicaem p = (sz — m?, entdo
IV = w7 (k2 —4m?) / 5%51“7 (ko — &) ma (% - 5p>
- Wkgf (k2 — 4m?) 7 (%) / 9,5 (% - gp)
- Q\jk_gf (k2 — 4m?) 7 (ko) (1.403)

tal que, no retorno a um sistema referencial arbitrdrio esta integral se torna

W = T (k2 am?) 7 (k 1.404
3 2\/ﬁ7—( )T(O) ( )

e a integral

LY = /d?’pT (po) 7 (Ko = p0) & (»°) & (kG — 2kopo + )

dpopd;
= 27/ p20p p5 (po — wp) 7 (ko — po) d (kg - 2ko%)

Wp

d
= 2n [ B (k- )5 (K — 2h0,) (7 = 1)

p

. . ko)?
€, Como w, = ’“2—0 = \/p?, o0 que implicaem p = %,
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Wy dw 1 ko
1 = wr () [ - ) 56 ()

Wp

ey (K bo
= k(Q]T(k?O)T(2>/dwp6(2 wp)

= . WkgT (k(z)) 7 (ko) ; (1.405)

e, no retorno a um sistema referencial arbitrério, esta integral se torna

1 = 2\7/%7 (K) 7 (ko) - (1.406)

Seja a contragio da expressdo (1.396) com a quantidade ke,

1 ;
— R eophiakiay Z7 (p,k — p;6) =

i’j

C k2T -
= k)‘egp)\kag {ka’) — (k —2p)” (k.p), x

k?2 k?2
x} + 5 (kok)—=2(kop)+ (pop)) kAeap,\ l—?g"p + k7pP 4+ p7kP — 2p°p°

K - Tk2- k2
R B2 |5 4 Gy 2o = 07| 4 SR = R — ()0
2

k k2. .
—(pop) [79"” — k7 (k- p)p} + Ek”pp + (k.p)y k?”pp}

+ (k=) K egpn { (pop) {%Qkp — R k- pﬂ

k2 _
)y = Gy (e
kQ A o (1. \ P A o P
5 (kp)y K eopp” (F=5) = (k:p)y (k:0)g k eopip” (k= p)’; (1.407)

que, com €,,4p’p’ = 0, se verifica que

k€qpskiaks =778 (p k — p;0) = 0. (1.408)

1]

Este resultado e o resultado de (1.392) permitem que a contribui¢do antissimétrica da fun¢ao de
densidade espectral (I.383) sejam determinadas por
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mig? 1

(2m)? k2k2 (k2 — s2) /d3pT (po) T (ko — po) 0 (p? — m?) x

x5 ((k — p)* — m?) [Qim (p.z%.k)e + (20 — (k.p),) zﬂ . (1.409)

pa (k) 7 (ko) =

Portanto, as expressdes para as contribui¢cdes simétrica e antissimétrica da funcao de densi-

dade espectral podem ser escritas, depois de efetuadas as integrais, como

1 2 (0% k2 9
ps (k) = Z\/ﬁ(;_52){118 (ke k)T (k)

4m? m? 4m?
+ K1 + ?) +— (kok) (1 — ?)} 7 (k* — 4m?) } (1.410)

o () = (kf‘_ 7 \/’%r (K — 4m?) (1.411)
emque o = %. Como ja antecipado neste estudo, em trés dimensoes o féton adquire uma massa
nao nula [54]]; logo, € interessante analisar se a massa do féton sofre alguma mudanga devido
a efeitos da ndo comutatividade. Para isso, considere as inser¢des adequadas de polarizacdo do
véacuo,

(D_l)uy = (D_I)HV - iH/LV) (1.412)
em que o propagador livre é dado por

kuk, 1 1k,k,
(D7), = ik* (gw - % TR —“—) : (1.413)

onde ¢ € um parametro de gauge geral, enquanto o tensor de polarizacdo do vacuo € escrito
como -

I, (k) = <gu,, — 2—2”) IIs (k%) + i€umokIa (k7). (1.414)
As funcgdes IIg e 114 que correspondem ao escalar de polarizacdo estdo relacionadas com as

funcdes espectrais escalares pg € p4 por
1L, (k)= / dxou (X) ! (1.415)
uv e XOpuv (X k2 Y Z-67 .

em que a fungdo de densidade espectral o, inclui as contribui¢cdes de todas as particulas a
puv- Para determinar D a partir de (I.412)), o conjunto de operadores de projecdo definidos por
(1.323)), (1.324) e (1.327) é usado para obter D!

Dl =i [k? (1 + \/%) Tl — \/EHA] PO
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+i {k? (1 - \/%) —Ilg + \/PHA] P@ 4 %kQP@). (1.416)

de tal maneira que, depois de algumas manipulacdes algébricas, se torna possivel obter

. 1 k’)\k,, 1 cS HA
1Dy, = ]{2——1_[(/{‘2) [g)\y - ? - ﬁﬁ)\yg _—% R (1417)
tal que, para & = 0, IT (k?) se define por
2 (s — HA)Q
(k%) = Tg + ~——— (1.418)
TR

Assim, em segunda ordem da teoria de perturbacdo, a expressdo para a massa do féton se torna

(s -1y )

g ()
k2

™ (0) = 1 (0) +

(1.419)
1—

Determinando as fungdes Hg) e HS) por meio das equagdes (]1.415[), (]1.409[) e (]1.41 1[), com a

integracdo em Y dada na regido de interesse k? < 4m?, e, por fim, expandindo as expressdes

para k* — 0, se encontram os limites

. Hg) (k%) o 2
2 2 2 2 2 _1 [ 2m
+[(k;ok)m (4m* — s%) — 4 (s> +4m )} coth (—) },
S
© 29 2
: (1) (12y _ 9 4m -1 (4m
Lim I, (k*) = - coth (—S ) : (1.421)

Para que seja possivel fazer uma comparacao entre os presentes resultados e a QEDj3 ordindria

[50], o limite apropriado s — 0 nas expressdes acima, (1.420) e (1.421)), sdo necessarios,

resultando em uma massa nao nula para o campo do féton dada por

2

o
I1(0) = 0. 1.422
O = =B Gom ” (1.422)
Esta expressdo reproduz o conhecido resultado para a QED; se k2, = (kok) — 0. Para

QEDj existe uma prova na referéncia [[55]] que mostra que todas as contribui¢cdes para a massa
derivadas de outros grafos sao identicamente nulas; portanto, € plausivel afirmar que, para a
QED;3; uma massa nao perturbativa é gerada dinamicamente. Contudo, nao existe tal prova ou
discussdo para a QED3; ndo comutativa, o que torna impossivel afirmar se o resultado acima
tem também uma natureza ndo perturbativa.
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1.1.8 Observacoes finais

Este estudo apresenta a eletrodindmica quantica ndo comutativa em duas e trés dimensdes
sob a luz da representacdo espectral de Kéllén-Lehmann. O principal interesse no estudo de
extensoes nao comutativas em teorias de campo estd na busca por efeitos ndo comutativos que
possam ser mensurdveis por meio de algum desvio dos resultados padrdo. Os dois modelos
usados como teste, Q' Dy e (QF D5, foram muito estudados em intimeras areas da fisica tedrica
por serem auténticos laboratérios de testes de novas ideias, especialmente em fisica da matéria
condensada, que tem como exemplo o célebre efeito Hall quantico [56], além dos recentes
progressos em isolantes topoldgicos e supercondutores [S7]).

Com inicio em uma discussao acerca da eletrodinamica quantica definida em um espago-
tempo de w—dimensdes, seguida das simetrias presentes na a¢do, o mapa de Seiberg-Witten
permitiu representar uma acao definida em um espago-tempo nao comutativo em uma agao de-
finida no espago-tempo ordinério acrescida de uma interagdo ndo comutativa, em que termos
nao lineares surgiram para o campo de forca. Para w > 2, esta acdo também fornece a estrutura
adequada para estudos sobre a violagdo das simetrias de Lorentz. Com a restricdo em duas e
trés dimensdes do espaco-tempo, as lagrangianas correspondentes geraram as equagdes de mo-
vimento para os campos de gauge e fermidnicos. Assim, com as equacoes de Yang-Feldman foi
entdo possivel encontrar as solugdes das equagdes de movimento dos operadores de Heisenberg,
obtendo assim os importantes ingredientes da representacdo de Kéllén-Lehmann.

Para enfim efetuar a quantizacdo via representacdo espectral de Killén-Lehmann, foi pri-
meiro introduzida a funcdo de densidade espectral para o campo de gauge, em que uma dis-
cussdo sobre suas propriedades gerais foi realizada, bem como sua relagdo com os propagado-
res completos. O principal objetivo deste estudo foi determinar a contribui¢do de uma e duas
particulas a funcdo de densidade espectral do campo de gauge em duas e trés dimensdes. Com
efeito, ap6s a determinacdo da contribui¢io de duas particulas (em ordem g¢?) para o campo de
gauge, a autoenergia do foton em duas dimensdes apresenta um resultado que contrasta com
o resultado de [S0], em que € afirmado que esta mesma contribui¢do da surgimento a termos
de derivadas mais altas. A principal diferenca mostrada € uma indicacdo de que este termo
depende explicitamente do parametro infravermelho, uma massa \ para o féton tal que, em
qualquer limite plausivel em que seja levado em conta a pequenez de )\, este termo nao gera um
termo de ordem mais alta como afirmado em [50]]. Esta andlise, inédita até entdo, e substan-
ciada pelo célculo de uma relagdo de dispersao, permite uma interpretacdo consistente € uma
expressao correta decorrente do setor infravermelho. Mais ainda, em consequéncia da geracao
dinamica de massa para o foton em trés dimensoes, foram derivadas as relagdes entre a fungao
de autoenergia com o polo do propagador para verificar se € como a ndo comutatividade afeta

do valor da massa do féton.
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Capitulo 2

O modelo nao comutativo para solidos
desordenados
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2.1 O modelo teodrico para o calor especifico de sélidos desor-
denados a temperaturas intermediarias baseado em um

espaco nao comutativo

Uma das leis fisicas mais veneraveis € a lei de Dulong e Petit [58]] para o calor especifico
dos so6lidos. Formulada em 1819 em decorréncia da observagao experimental realizada pelos
franceses Pierre Louis Dulong e Alexis Thérese Petit, a lei estabelece que todos os sélidos tém
o mesmo calor especifico molar independente da temperatura a qual sejam submetidos, e se
baseia na premissa de que os dtomos que compdem um sélido tém sua posi¢ao mantida fixa por
forcas harmonicas restauradoras, e assim cada dtomo contribui com energias cinética e poten-
cial médias, pelo teorema da equiparticdo de energia, para o calor especifico molar do sélido.
Contudo, este resultado apresentou severa discrepancia em experiéncias nas quais os s6lidos
eram submetidos a continua diminui¢ao da temperatura. Nesta circunstancia, o calor especifico
também apresentava uma continua diminui¢do em seu valor, sendo entdo nulo a temperatura de
zero absoluto.

A variagdo do calor especifico dos s6lidos em relacdo a variacio de temperatura no limite de
baixas temperaturas obteve uma explicacdo geral satisfatéria quando a estatistica quantica foi
aplicada ao movimento dos dtomos que compunham o sélido em estudo. A primeira estatistica
quantica proposta para o tratamento de sdlidos se deveu a Einstein [59], e conduziu a resultados
promissores: ao propor que cada dtomo que compde a rede se comporta como um oscilador
harmonico quantico independente e que todos estes osciladores harmdnicos quanticos vibram
com uma mesma frequéncia, Einstein obteve um modelo que no limite de altas temperaturas
conduz naturalmente a lei de Dulong e Petit; contudo, seu modelo prevé uma dependéncia
exponencial do calor especifico em relagdo a temperatura, enquanto a experiéncia mostra que
essa dependéncia é uma lei de poténcia proporcional a 7. Neste ponto, simultaneamente duas
teorias consistentes para o calor especifico dos s6lidos se desenvolveram: o modelo de Debye
[60] e 0 modelo de Born e von Karman [|61]], ambas baseadas na premissa de que as vibracoes
dos dtomos de um rede cristalina consistem em uma distribui¢ao de modos normais de vibragao,
em contraste com a suposicao de Einstein de que todos vibravam em uma mesma frequéncia.

O modelo de Debye substitui a estrutura de uma rede cristalina por um meio continuo em
vibracdo (e, por isso, é também conhecido como o modelo do continuo eldstico) em que nao
sdo mais considerados osciladores harmonicos quanticos individuais, mas os modos normais
de vibracdo de um cristal. Uma vez que existe um numero finito de frequéncias de vibragao
possiveis, se estabelece uma frequéncia maxima para estes modos normais, e se determina que
a densidade de estados é proporcional a v2. A teoria de Debye concorda muito bem com os
dados experimentais nos limites de altas e baixas temperaturas, a excecao de um importante
ponto: ela prediz a existéncia de uma constante © , a temperatura caracteristica de Debye, que
teoricamente € constante para um dado cristal uma vez que € proporcional a velocidade do som,

presumida ser constante e Unica para cada sélido cristalino. Contudo, os experimentos mostram
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que © ndo é constante para uma grande faixa de temperatura, embora apresente concordancia
com a lei de Dulong-Petit a altas temperaturas. Ainda assim, e principalmente por sua ine-
rente simplicidade, a teoria de Debye ou teoria do continuo elastico tornou-se a preferida da
comunidade académica.

Por outro lado, o modelo de Born e von Kdrméan determina os modos normais de vibracao
de um cristal a partir do cdlculo das raizes de uma equagao secular derivada da equagao de
movimento dos atomos da rede. Este € o grande triunfo da teoria de Born e von Karman: uma
teoria plenamente baseada na dindmica de uma rede, e que compreende todas as nuances da
variagdo do calor especifico em relacdo a temperatura. Contudo, para a obten¢do de tamanha
exatidao, até mesmo sé6lidos simples demandam uma quantidade de cdlculo considerdvel; dessa
forma s6lidos com estruturas mais complicadas sdo, por vezes, inexequiveis. Por essa inerente
complexidade, este modelo se tornou preterido no meio cientifico.

O fato é que independente do modelo a ser utilizado, os s6lidos cristalinos dispdem de mo-
delos que descrevem seu calor especifico com satisfatéria precisdo, uma vez que seu arranjo
periddico preciso favorece seu modelamento matematico. O mesmo nao acontece com as estru-
turas ndo cristalinas.

Se entende por estruturas ndo cristalinas os solidos vitreos, estruturas desordenadas que
apresentam transi¢ao vitrea e que nao apresentam um ordenamento periddico espacial tal qual
os solidos cristalinos apresentam. Aqui os sélidos vitreos também serdo denotados por sélidos
desordenados. O ambar, os coldides, as emulsdes, os polimeros de vidro de janela, e até os
aminoécidos presentes no organismo de todos os animais sao exemplos cotidianos de s6lidos
vitreos. Mas, o que torna ainda mais curioso o comportamento de sélidos desordenados é a
presenca de um pico na curva de seu calor especifico reduzido, além de um incremento em
calor especifico, enquanto o modelo de Debye prevé um patamar continuo e de valor muito
menor para esta mesma faixa de temperatura.

Posteriormente este fendmeno tornou-se conhecido na literatura pela denominagdo de “pico
de Béson” (do inglés boson peak), e € universal a todos os s6lidos desordenados, embora alguns
solidos cristalinos também o apresentem, contudo sem o incremento de calor especifico. Nas
estruturas cristalinas, este fendmeno estd associado ao surgimento de uma singularidade de van
Hove [62], que nada mais € do que uma divergéncia na densidade de estados do cristal que pode
ou ndo se expressar como um pico na curva de calor especifico reduzido.

De forma nao trivial, a percepcao de que o pico de Béson em sélidos desordenados poderia
ter a mesma natureza que em sua contraparte cristalina foi inicialmente suscitada por X. Liu
e H.V. Lohneysen [63]], que sugerem uma correlacido geral entre o mecanismo que conduz a
um pico em C/T® em sélidos vitreos e cristalinos a temperaturas intermedidrias - contudo sem
quaisquer argumento fisico para tal correlacdo. No campo experimental, o grupo de Chumakov
[64] mostrou a equivaléncia entre o pico de Boson em vidros e a singularidade de van Hove em
cristais para fonons acusticos transversais na borda da pseudo zona de Brilloiun, reforcando a
hipétese de Liu e Lohneysen. Contudo, ainda ndo ha uma teoria que correlacione naturalmente e

a partir de primeiros principios estes dois fendmenos, tampouco que apresente uma justificativa
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para o aumento do calor especifico dos s6lidos desordenados em relagdo aos sélidos cristalinos.

Para que o fendmeno do pico de Béson em sélidos desordenados e o efeito de uma singu-
laridade de van Hove em um cristal fiquem evidentes, € entdo frutifero analisar dois sélidos de
mesma composicao nestas duas distintas fases. O primeiro trabalho sistemdtico na obtencao
das curvas de calor especifico frisando diferencas entre s6lidos cristalinos e sua contraparte nao
cristalina foi realizado por Zeller e Pohl em 197 1|I| [65]], em que um comportamento andmalo
ao modelo de Debye para o calor especifico dos sélidos a temperaturas intermediarias foi pela
primeira vez detectado.

Tal comportamento andmalo reside a temperaturas compreendidas entre 5 e 100K e se ca-
racteriza por um pico na curva de calor especifico reduzido versus temperatura (% versus ') e
um acréscimo de calor especifico. Como suposto inicialmente por Zeller e Pohl, este fendbmeno
€ intrinseco a todos os sélidos desordenados.

O fendmeno do pico de Bdson pode ser visualizado na figura a seguir
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Figura 2.1: As grandes setas indicam a posi¢do do pico de Bdson para a estrutura S70s nas

fases vitrea e cristalina, bem como o patamar previsto por Debye para o calor especifico nestas
duas distintas fases, indicadas pelas curvas tracejadas. Imagem obtida em [65].

donde imediatamente se identifica’)

ITambém neste trabalho foi realizada uma extensdo da an4lise do calor especifico a uma vasta gama de materiais
desordenados disponiveis (e conhecidos) a época.

20 presente trabalho nio vai analisar o comportamento andmalo do calor especifico relacionado as estruturas
vitreas a baixas temperaturas (< 2K), uma vez que este fendmeno é descrito adequadamente pelo modelo do
sistema de tunelamento em dois niveis (TLS, na sigla em inglés).
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e a curva tracejada que corresponde a previsdo de Debye para o calor especifico reduzido
para as fases cristalina e vitrea. O patamar da curva para a fase vitrea € maior que o
patamar da fase cristalina porque a velocidade do som é menor em um s6lido desordenado

em comparagdo a sua contraparte cristalina;

e que a curva correspondente a fase cristalina de S70, apresenta um pico a temperaturas
intermedidrias (com apice em aproximadamente 20K°), mas obedece ao patamar de calor
especifico reduzido previsto pelo modelo de Debye;

e a curva que corresponde a fase vitrea de 570, apresenta um pico com o dpice em aproxi-
madamente 10/K’; contudo o patamar do calor especifico ndo obedece a previsao da teoria

de Debye, apresentando um sensivel incremento em seu valor.

Em vista de primeiros principios, uma estrutura cristalina difere de uma estrutura desorde-
nada simplesmente pela disposicdo dos atomos na rede correspondente: na estrutura cristalina
o arranjo € espacialmente ordenado, de tal forma que as posi¢des dos d&tomos constituintes sao
bem definidas, formando um padrdo de rede geométrico homogéneo. A estrutura desordenada,
como o préprio nome sugere, ndo apresenta um ordenamento espacial na posi¢ao dos dtomos, de
tal forma que ndo € possivel a obten¢do de um padrdo geométrico desta rede. Ilustrativamente,

as estruturas vitrea e cristalina de 570, podem ser visualizadas como

Crystalline SiO, Amorphous SiO,
[Quartz) [Glass)

Figura 2.2: A estrutura das redes amorfa e cristalina de SiOs.

deixando evidente que as posi¢des dos d&tomos em uma rede cristalina sdo bem definidas. No
entanto, a estrutura vitrea, a primeira vista, parece cadtica, desordenada.

Com um olhar mais cuidadoso, porém, € possivel reinterpretar a imagem da estrutura de-
sordenada de tal modo a atribuir a cada dtomo disposto nessa rede uma incerteza associada a
sua posicao. Desta feita, € imediato concluir que as posi¢des dos dtomos em uma rede de-
sordenada € ndo comutativa, ou seja, cada ponto da rede apresenta uma incerteza associada a

sua localizacdo, de tal forma que as posicdes dos dtomos podem assumir qualquer valor dentro
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de uma célula minima caracterizada pelo parametro de ndo comutatividade do espaco. Neste
novo olhar, € possivel entdo modelar a estrutura de uma rede desordenada a partir de primeiros
principios e obter o calor especifico reduzido a partir do estudo do espectro dos modos normais
de vibragdo com a teoria de Born e von Karmdn, tal que as posi¢cdes dos dtomos da rede se-
jam ndo comutativas. Como prémio, os fendmenos do pico de Béson e o incremento de calor

especifico surgirdo fisicamente bem fundamentados e de forma natural.

2.2 O oscilador harmonico nao comutativo classico

Para a descri¢ao da dindmica da rede € assumido apenas a existéncia de forcas centrais - o
que significa imaginar que todos os atomos desta rede estdo conectados por molas idénticas que
nao possuem massa - ou seja, uma funcao potencial do tipo oscilador harmonico. O presente
modelo considera, ainda, que os s6lidos desordenados sdo espacados de tal maneira que uma
certa imprecisao em suas posi¢oes fixas sdo permitidas. Esta imprecisao € realizada pelo espago
ndo comutativo, explicitamente pelo parametro ndo comutativo 6. Portanto, a dindmica da rede
nao comutativa serd dada por uma funcao potencial do tipo oscilador harmo6nico ndo comutativo.

Contudo, para a aplicagdo da teoria do espago ndo comutativo na mecanica classica, € ne-
cessario a descricdo do espaco ndo comutativo em seu limite cldssico. Assim, a partir das

relacdes de comutacdo da mecanica quantica no espaco nao comutativo
[Zi, 2] = ihBy, [Zi, D] = iR, [pi, Pl =0 (2.1

o limite cléssico € obtido na substituicdo do comutador da mecanica quantica pelos parénteses

de Poisson via .
— [A, B] S {A, B, 2.2)

de tal maneira que o limite classico das relagdes de comutacdo da mecanica quantica dadas por

(2.1)) se tornam

em que ¢;; € um tensor antissimétrico, e

Com estas novas defini¢des das varidveis no espaco de fase, a forma geral dos parénteses de

Poisson sdo escritos como

0A0B 0AOB 0A 0B
{A,B} = 8_:%28_@_8_@8_@_’_02]0_@8_@ (2.5)

e a hamiltoniana do oscilador harmonico bidimensional no espaco ndo comutativo € escrita
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como

5 . I
H = 5 (p% —i—pg) + V (%4, Z9) (2.6)
em que
I 1 5 .
V (%1,%2) = §k (Z3 +33) . 2.7)

Neste ponto, existem duas formas distintas e equivalentes para abordar este problema: resol-
ver a hamiltoniana nao comutativa sujeita aos parénteses de Poisson deformados ou
realizar uma transformacao linear nas varidveis z; e p;, de tal forma que os parénteses de Pois-
son padrao serdo restabelecidos ao preco do surgimento de uma nova hamiltoniana. Esta nova
hamiltoniana consiste na hamiltoniana usual do oscilador harmonico bidimensional mais uma
interac@o proporcional ao termo ndo comutativo ¢;;, ou seja, uma interagao nao comutativ

Sejam entdo as transformacoes lineares

1 .
Ty = Tp — §9kjpja Di = Pi (2.8)
em que as novas varidveis candnicas x; e p; satisfazem os parénteses de Poisson padrao

e conduzem a hamiltoniana transformada determinada a partir de

Hy= - (t + 2)+1k Ly 2+ Ly 2 (2.10)
G_Qm b1 T Dy 5 T 5 12P2 T2 5 21P1 .

e fazendo 0;; = ¢;;0 EI, entdo

1 1 1 1
Hy = 5 (pf + p%) + Ek (xf + x%) + ék [(6128)2]?% + (6219)2]?%} — §k (€12071po + €21072p1)
Q.11

como €15 = 1 e €57 = —1, a expressao € reescrita como

1 1 1 1
Hy= o (p} +p3) + Sk (27 +23) + §k02 (p} +p3) — k0 (21ps = xop1) (2.12)
da qual se observa nitidamente a hamiltoniana usual (comutativa) acrescida de uma interagdao
proporcional a #, uma interagdo nao comutativa. Com a defini¢do usual da frequéncia natural

do oscilador harmonico simples

Wy = ﬁ (2.13)
m

3Estas duas distintas abordagens estio relacionadas pelo teorema de Darboux, que assegura ser sempre possivel
encontrar coordenadas candnicas em uma variedade simplética que satisfaca as relagdes de comutag@o padrao.

4Uma vez que ¢;; é um tensor antissimétrico em duas dimensdes, seus tinicos componentes ndo nulos sio 1
e 021, relacionados entre si por 612 = —02;. Deste modo, considerando 6;; um tensor constante, entdo tho = 0, e
a conveniente notacdo 0;; = ¢;;0 estd justificada.

93



a hamiltoniana se torna

1 1 1 1
Hy = 5 [1 + Zm%JSQQ] (pT+p3) + §mw3 (z7 +23) — Emw(%@ (x1pa — z2p1)  (2.14)

e permite a defini¢cdo da constante adimensional x

1
k=1+ Zm2w§92 (2.15)
entao 1 1
K
Hy = 5— (0} +p3) + 5w (a7 + 23) — 5muwil (v1p2 — 2ap1) (2.16)

Assim, a lagrangiana pode ser determinada a partir da tranformacdo de Legendre

Lo (gi,4i) = piGi — Ho (¢, i) (2.17)

uma vez que, pela equacao de Hamilton

0H,
&G =55 (2.18)
opt
o que leva a lagrangiana ndo comutativa
m mw? m2wif
Lo = — -2 AN 0 2 2 0 . o 2.19
w (Q1 + QQ) on (91 + Q2) + o (G201 — 1G2) (2.19)

tal que no limite do espago comutativo, i.e., § = 0, entdo x — 1 e a lagrangiana se torna

2
(@ +33) — "2 (@ + ), (2.20)

2

m
Lo = 0}

recuperando o caso usual (comutativo).

2.3 A densidade de estados de uma rede bidimensional nao

comutativa

As propriedades termodinamicas dos cristais estd fortemente associada a dinamica da rede
cristalina, e em particular com a natureza da distribuicdo de suas frequéncias em modos nor-
mais de vibracdo. Uma vez determinada esta densidade de estados, uma expressao para o calor
especifico volumétrico é prontamente encontrado. Construtivamente, o presente estudo consiste
na determinacao da densidade de estados de uma rede ndo comutativa em duas dimensdes, uma
vez que este € o mais simples modelo para a gradativa compreensao do efeito ndo comutativo
na dindmica de uma rede. A extensdo do modelo de rede bidimensional para uma rede tri-
dimensional € o objetivo principal deste estudo; desta forma, um estudo sistematico em duas

dimensodes criard caminhos imprescindiveis para a obtencdo da densidade de estados de uma
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rede ndo comutativa tridimensional.

A lagrangiana (2.19) serd o ponto de partida para a descri¢do de uma rede quadrada mo-
noatomica (em que todos os atomos da rede tém mesma massa m) contendo N pontos de rede
em cada direc¢do, perfazendo um total de N2 dtomos. Cabe ainda ressaltar que os 4tomos neste
modelo ndo apresentam carga elétrica. Agora, considere d; e dy os vetores de base tomados a
partir de um ponto aleatério da rede escolhido para ser a origem. A coordenada do vetor de

qualquer ponto na rede pode ser entdo ser expressa por
R=1d; +mdy 2.21)

em que [ e m sdo os parametros que identificam cada ponto da rede e que variam sobre valores
inteiros. Desta rede, também chamada rede direta, se obtém as equac¢des de movimento e a
periodicidade do meio [66]. Os componentes do deslocamento do dtomo (/,m) a partir de
sua posicdo de equilibrio sdo designados por u;,, € v;,, nas dire¢des horizontal e vertical,

respectivamente. Portanto

Ly = % (Uﬁm + me)
_%mwg (U — Weagm)” + (Ur1m — Ua,m)ﬂ
_imwg [(Vion = vin-a)* + (Vimia — Vim)”]
+%m2w39 [Vlm (2Upm — Witam — Ui—am) — Ul,m (2Vim = Vim+a = Vim-a)
(2.22)
lembrando que
k=1+ imzw?ﬂQ e wy= % (2.23)

e identificando a como a constante de rede, ou também a distincia entre os vizinhos mais
proximos ou primeiros vizinhos; também vale ressaltar que k& representa a constante de forga
elastica da rede, assumida neste modelo ser o parametro da for¢a interatobmica de curto alcance
e de tal forma que apenas a interacdo entre vizinhos mais proximos sao significativas. Esta

lagrangiana conduz ao conjunto de equagdes de Euler-Lagrange

Upm + w2 (2Upm — Ui—am — Uiram) — 2mwW20Vm = 0 (2.24)
Vi + wg (2Vim — Vym—a — Uimeta) + 2mwgfUs, = 0 (2.25)

As equacdes e correspondem a osciladores harménicos acoplados. Uma vez
que a forca de acoplamento € proporcional a velocidade e a massa, € possivel a realizacdo de
uma transformacao de eixos principais - a diagonalizacao simultanea de duas formas quadréticas
que levam aos modos normais de vibracdo [67]. Como toda fun¢do em um espaco formado

por um arranjo periddico de dtomos deve satisfazer a condi¢des de contorno periddicas, as
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condicdes de contorno de Born-von Karmén

U N+1 = U1, UN+1,m = Ul,m,

UN+1T = U1 UN41,m = Vlm, (2.26)

)

sdo as mais adequadas neste caso, especialmente quando /N € grande, representando uma rede
inﬁnitaﬂ Fisicamente estas condi¢des descrevem uma rede em um toro [68]. Mais ainda, neste
ponto torna-se importante determinar a rede reciproca da rede quadrada, para que se obtenha a
periodicidade das ondas que se propagam através de um meio.

A rede reciproca € entdo delimitada pela primeira zona de Brilloiun, ou simplesmente
zona de Brilloiun, que convenientemente inclui um periodo completo para cada direcdo de
propagacdo, bem como todas as frequéncias permitidas [[69]]. Desta maneira, as solucdes periddicas
para as equagdes de movimento (2.24) e podem ser escritas como

Upm = u' exp [z (27?1/25 +0- ﬁ)} e Vim=1vexp [z <27wt +a- ﬁ)] (2.27)
em que & é o vetor de onda do espago reciproco tal que
G=0,i40,]=0,b+0,b (2.28)
e R é o vetor posi¢cao no qual

R’:a(lﬂmj) = 1d, + mdy, (2.29)

onde a € a constante de rede e ¢ e j sd0 0s vetores unitarios ao longo dos eixos x € y.

Os vetores reciprocos by e by s@o definidos por

— — — — —

by-dy =271, by-dy =21, by -dy=0eby-dy =0 (2.30)
e portanto
G- R=2na(lo,+mo,)=lds +maps. (2.31)

Neste caso, as condi¢cdes de contorno de Born-von Kdrmén (2.26) implicam no conjunto de

valores permitidos para ¢; sejam dados por

2m ,
¢j = Nej, ] = 172 (232)

em que oS e; sao inteiros tais que —%N <e; < %N .

A desordem do arranjo dos 4tomos nos sélidos vitreos foi descrita considerando-se a nio comutatividade dos
pontos de rede. Contudo, as transformagdes lineares (2.8) sdo tais que o efeito ndo comutativo aparece como uma
interacdo a lagrangiana de uma rede ordindria. Desta forma, a periodicidade da rede é mantida, e as condi¢des de
contorno de Born-von Kdrman podem ser aplicadas.
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Deste modo, a forma final para as solugdes (2.27)) sdo escritas como

Ul,m = exp [z (27T1/t —+ l¢1 + m¢2)]
Vim = v exp [i (270t + ld1 + meo)] (2.33)

e incorporam tanto uma solugdo periddica para as equacdes acopladas como também realizam
a correspondéncia entre a rede direta e a rede reciproca. Com efeito, as solucdes (2.24)) e (2.25)
se tornam

22 — wi [1 — cos (agy)] v + 2mivmwifv’ = 0

220" — wi [1 — cos (apy)| v' — 2imvmwifu’ = 0 (2.34)

respectivamente. Para que as solucdes u'e v existam para as equagdes (2.34) e (2.34), o deter-
minante dos coeficientes de u’ € v’ deve ser nulo, ou seja,

2m2? — wi [1 — cos (agy )] 2mivmwio

0 (2.35)

—2imvmwi 2m20? — w2 [1 — cos (agps)]

As frequéncias permitidas aos modos normais de vibracdo da rede sdo as raizes de v deste

determinante, isto €, a equagao secular

Amtvt — 2m*vPwg [2mPwif” + 2 — cos (agy) — cos (ags)]

+wj [1 — cos (apy)] [1 — cos (agy)] = 0 (2.36)

neste ponto, torna-se interessante, para que se obtenha correta e gradativamente a influéncia do

pardmetro nao comutativo § como uma correcao a teoria usual (comutativa), definir a quantidade

1
Wy = — 2.37)
mo
tal que o parametro adimensional x se torna
1w?
=14+-= 2.38
K + 1 wg ( )

deste modo, os casos de interesse no presente estudo serdo aqueles tais que Z—Z < 1, evidenci-
ando que a contribui¢do ndo comutativa € uma perturbacao a teoria usual.
Portanto, as frequéncias permitidas aos modos normais de vibracdo da rede sdo as raizes da

equacdo secular reescrita em termos de wy como

2
4t =2t 2wl 2m2w—g + 2 — cos (a¢y) — cos (ags) | +wy [1 — cos (apy)] [1 — cos (agy)] =0
Wo
(2.39)
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em que as duas raizes positivas sao escritas explicitamente como

vy “o { w_g + [2 — cos (apy) — cos (aps)]

o wj
Wé w% 1 2 )’
+2 | — + — (2 — cos (a¢y) — cos (agz)) + — (cos (apy) — cos (agz)) (2.40)
Wy W 4

onde v_ denota o ramo inferior de frequéncias, enquanto v, denota o ramo superior de fre-
quéncias. Cada raiz estd relacionada a uma relagdo de dispersdao. O caso limite ¢, po — 0
leva diretamente a v_ = (), caracterizando um ramo acustico. Cabe ressaltar que apenas ramos
acusticos sdo esperados em uma rede em que todos os atomos t€m a mesma massa € a mesma
carga. O surpreendente resultado vem da raiz v, que ndo se anula neste limite, caracterizando
um ramo 6tico. A comparacdo entre esse resultado e o resultado usual (comutativo) mostra a
primeira contribuicao atribuida somente ao efeito ndo comutativo: o aparecimento de um ramo

Otico na relacao de dispersﬁ(ﬂ

2.3.1 Os mapas de contorno e o parametro ¢

Cada ramo de frequéncias determinada por (2.40), solu¢des da equacdo secular (2.39), é uma
relagdo entre as varidveis v, ¢; e ¢ que pode ser expressa graficamente no espago (¢1, ¢2), em
que cada curva deste espaco representa os pontos em ¢; € ¢, nos quais uma frequéncia v €
constante. Os dois ramos de frequéncias levam a dois mapas de contorno independentes: um

mapa correspondendo ao ramo inferior de frequéncias, ilustrado por

3o I .
2sf Tt ]
- \'\w\ ]
2.0 ]
%.25 \ E
1.5 } —\ \ E
r | \ | ]
1.0 } 1 E
[ \‘ ]
o.5 1 ]
r \ \ E ]
O'O ;\ L L L L L \ L L L L ‘\ L L \[ L L ;
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Figura 2.3: Mapas de contorno para o ramo inferior de frequéncia com “—g =0.1.

w

Este resultado torna-se ainda mais interessante levando-se em conta o trabalho de Flubacher et al [70] em que
uma evidéncia experimental direta do comportamento incomum do incremento de calor especifico da silica vitrea
a baixas temperaturas € atribuido a presenga de modos 6ticos de frequéncias muito baixas.
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e um outro mapa correspondendo ao ramo superior de frequéncias, representado por

[

)
N

[ L I B

Figura 2.4: Mapas de contorno para o ramo superior de de frequéncia com %3 =0.1.

tal que o padrdo das curvas de frequéncia constante apresentada em ambos os mapas de contorno

depende do valor de wy e wy, que por sua vez estdo sujeitos a condi¢ao u"j—g < 1.

2.3.2 A frequéncia maxima possivel a densidade de estados

A necessidade do calculo de uma frequéncia méxima possivel a densidade de estados surge
do fato de que o vetor de onda esté confinado a primeira zona de Brillouin. Além da frequéncia
maxima, existem também pontos de maximo na densidade de estados associados aos pontos
finais do espaco ¢, a saber os pontos (0, 0), (0, 7), (7,0) e (7, 7), de cada ramo de frequéncias.

A frequéncia médxima possivel a densidade de estados € obtida por meio das condi¢des

v v

7 i 2.41
R (241)

que, aplicadas a equagdo (2.36)), resultam nas expressdes

{41/3 —2v [w_g (2 — cos (agy) — cos (agpy)) + m2w§92} } o

272 2 OPq
+ w_g(l_cos (a(Z) )) —I/2w—(2) sin(agb ) =0 (2.42)
4t 2 212 YV .
e
2 2, 492
(1o -t 2421 2
4 2
# | (- cos(aon) — 1228 | sin o) = 0 @43
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respectivamente, e que para serem satisfeitas simultaneamente o par (¢1, ¢2) admite os pontos
(0,0), (0,7), (m,0) e (m, 7). Portanto os pontos em que a frequéncia tem um maximo tém

valores explicitos dados por

o0
) = oy para o par (0,0) (2.44)
7r
2 2,492\ 2
A (% %) , paraospares (0,7) e (m,0) (2.45)
s — mwst + “o ( 2020202 + 472)% (2.46)
max o 272 0
© 1
>0 1 z
W = S L ~m?wif® | , paraopar () (2.47)
2m s 4

e naturalmente surge uma frequéncia maxima acessivel a densidade de estados, o que define um
intervalo de frequéncias para a densidade de estados entre v = 0 at€ v = 14, . Analisando

estes resultados € imediata a conclusdo de que a maior frequéncia € dada por

mwif  wy
Vmax =
21 272

(m2r2w26? + 472)? (2.48)

que € maior que o valor usual (comutativo), V. = <2 (que também pode ser obtido a partir do
limite 6 — 0).

2.4 Uma aproximacao para o calculo da densidade de estados

conveniente para sua extensao ao caso tridimensional

A densidade de estados pode ser analiticamente determinada em termos de integrais elipticas
[71] a partir dos mapas de contorno das expressoes explicitas para a frequéncia (equagdes [2.40)),
determinadas a partir da equagdo secular de quarta ordem em v (2.36). Contudo, a extensdo
desta analise analitica em trés dimensdes é extremamente complicada, ja que a equagdo secular
neste caso € uma equagao de sexto grau em v. O presente estudo tem como objetivo fornecer
uma certa intui¢do para o calculo aproximado da densidade de estados de uma rede nao comu-
tativa em duas dimensdes sem que seja necessdrio o conhecimento da expressdo explicita para
as solugdes das frequéncias, de tal maneira que uma extensao para uma rede tridimensional se
torne factivel.

Segundo a metodologia de Blackmarﬂ 1720, 73], [[74], a densidade de estados é definida

como a derivada com respeito a frequéncia da drea entre as curvas correspondentes aos ramos

E importante ressaltar que os trabalhos de Blackman tiveram como objetivo determinar a densidade de estados
em duas e trés dimensdes de uma rede quadrada e ctbica simples, respectivamente, considerando a interagéo entre
primeiros e segundos vizinhos e na suposicdo de que a interacdo entre os segundos vizinhos era muito mais fraca
quando comparada a interacdo entre os primeiros vizinhos.
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superior e inferior de frequéncia, na consideracdo de que € valida a expansdo de cos ¢ em
1 - %(bz, ¢ < 1, na origem dos mapas de contorno - o que € bastante razodvel, uma vez que
as derivadas da frequéncia se comportam bem nas proximidades da origem. Desta maneira,
Blackman estende a andlise para trés dimensdes evoluindo a se¢@o cOnica encontrada em duas
dimensdes para sua superficie quadrica correspondente em trés dimensdes.

Em analogia aos trabalhos de Blackman, a ideia entdo € determinar a equacdo da secdo
conica a partir da equacao secular em duas dimensdes para cada ponto do contorno da rede
(a saber os pontos (0,0), (0,7), (m,0) e (7, 7)), admitindo que nestes pontos a expansao em
série de Taylor até a ordem ¢? ¢ valida. Para demonstrar que este procedimento apresenta uma
concordancia razodvel com o resultado obtido levando-se em conta o célculo para as dreas com-
preendidas entre as solu¢des dos ramos superior e inferior de frequéncias, seu cdlculo explicito
serd realizado a seguir. Conforme sera visto, a area resultante da secdo conica encontrada sera,
aproximadamente, a drea entre as curvas dos ramos superior e inferior de frequéncia determi-
nada com esta mesma expansdo. Por fim, a densidade de estados serd calculada assumindo
que seu comportamento serd majoritariamente dominado pelo contorno que apresenta uma di-
vergencia.

Por fim se verifica que com esta metodologia a desejada extensdo em trés dimensdes para a

densidade de estados é simples e imediata.

24.1 Equacao da secao conica correspondente ao ramo inferior de fre-
quéncias

A andlise se inicia a partir da expressdo para a raiz que corresponde ao ramo inferior de
frequéncias (equacdo [2.40), e considerando a expansao cos¢ ~ 1 — %(bz para ¢, e ¢o, que
corresponde a regido em torno do ponto (0, 0) do mapa de contorno, levando a expressao

1
4 2

1
o \° w2 1, 1, [(wh\? w2 (1 1 1wl (1 1,5\’
= — 90, —~ - _2 1 ~ 42 ~ 42 - [ 42 ~ 42
( U) AP b T \afira%) T\ et e

Wo 0 0 0
(2.49)
como
(1+1) ~1+ g (2.50)
entao
1 1 1 72
—d) — 5105 + ~dy + 16— =0, (2.51)
AT 27T 4T 2
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expressao que caracteriza a equacao de uma secao conica degeneradzﬂ Pelo seu discriminanteﬂ
esta se¢ao conica degenerada representa uma reta ou um par de retas paralelas, como pode ser
verificado por meio da mudanga de varidveis ¢? = x e ¢3 = y em (2.51), ou seja,

1, 1 1, %,
S22 - oyt —2 416002 =0 2.52
PR S L L (2.52)

seguida de uma rotacdo de 45° realizada por

_ V2, V2 V2, V2,

! = — — 2.53
= SV e Y=g r oy (2.53)
o que leva a equacao das retas paralelas
1 2
Sy 16507 =0 (2.54)
2 Wi
ou, explicitamente,
Y V32 =0 e Y —V32iv=0 (2.55)
We W

que nao tém representacdo no eixo real. Portanto, nesta aproximagdo, o ramo inferior de
frequéncias ndo contribui para a densidade de estados.

2.4.2 Equacao da seccao conica correspondente ao ramo superior de fre-

quéncias

O procedimento anterior serd agora aplicado a expressdo para a raiz que corresponde ao
: Anci = ) x ~ 1.2
ramo superior de frequéncias (equagao [2.40); a expansdo cos ¢ >~ 1 — ;¢ para ¢ € ¢ conduz

8 A equacdo geral de uma se¢iio conica tem a forma
A2® 4+ Bay+Cy? + Da+ Ey+F =0

e ¢ tal que o determinante da matriz da se¢do conica, A, dado por

2A° B D
A=|B 2C E
D E 2F

determina que a se¢do cOnica € regular se A # 0 ou degenerada se A = 0.
90 discriminante de uma secdo conica tem a forma
B? — AC
e classifica uma se¢@o conica por meio das condi¢des
e B2 - AC < 0: se A = 0 a conica degenerada é um ponto; se A # 0 a se¢fio conica representa uma elipse.

e B2~ AC = 0: se A = 0 a conica degenerada é uma reta ou um par de retas paralelas; se A # 0 a se¢io
cOnica representa uma pardbola.

e B? — AC > 0: se A = 0 a conica degenerada é um par de retas concorrentes; se A # 0 a se¢dio conica
representa uma hipérbole.
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a expressao

lwi o 1wg o 1wj, 2 2 wy T,

- —— —— 41— — — =0 2.56
16w8 1 8w2¢1¢2+ 16w§¢2+¢1+¢2+ wg wgV ( )
que € a equacdo de uma sec¢do cOnica que caracteriza uma parabola. Com a mudanca de

varidveis ¢? = v e ¢3 =y

1w, 1w} 1 wi, wi T,
— 202 276 — 0 4 = — — =0 2.57
16w§x 8w§$y+ 16w§y trhyt w3 wgy (2.57)

seguida de uma rotagdo de 45°

V2, V2, V2, V2,

_ve . _ V2 == = 2.58
se obtém 9 2 2

1

_W_gy/2+ Vo 44 W_g _ W_Zyz — (2.59)

8w0 Wo Wo

que € a forma canonica da equacdo da pardbola.

Para se determinar a drea compreendida por esta pardbola € necessario fazer sua integracao
entre um determinado intervalo em z’ e 3’ em que a expansdo em segunda ordem para cos ¢ é
vélida. O valor para o intervalo de integracao sera entdo obtido a partir da comparagao entre os

graficos de cos ¢ e sua expansao em segunda ordem

1,00
0,98
0,96
0,94
0,92

0,90

Figura 2.5: Gréficos de cos ¢ (em azul) e sua expansao em segunda ordem 1 — %(bz (em ver-
melho). A curva em preto determina o ponto aleatoriamente escolhido para o intervalo de
integracdo, que leva em conta o fim da coincidéncia entre os dois graficos.

O intervalo de interesse serd entdo a drea sob a curva delimitada entre 0 e 0.45 em ¢ € ¢
estimada pela andlise da figura acima. Deste modo, com a mudanga de varidveis inicial,

e y estdo entdo delimitados entre 0 e (0.45)2. Com a rotagdo de 45° se obtém os limites de
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integraco nas novas coordenadas que descrevem a curva |i porz’ = T e o = L2

Portanto, os pontos de interesse em (@1, @,) se reescrevem em termos de (z/,vy') como
) )

o (0.45)> (0.45)"

0.45)°  (0.45)°
(¢1, gbg) = (045,0) — (l‘,,y,) = <( \/5) ,—( \/5) > (2.61)
logo, a drea sob a curva (2.59) pode ser determinada por
(0, 45)2
A= 2f—u —2f——— “9@/2 dy (2.62)
<0j§) wi 16
2

que, para valores arbitrérios tais como wy = 1%1, Wy = 10% e v = 0.05Hz (de acordo com a
condigdo ¢ o< 1), conduzem ao valor

A=0.1710 [L) (2.63)

para a érea.

2.4.3 A aproximacao para a area a partir da equacao secular
Da expressdo para a equacao secular (2.39), reescrita aqui tomando a = 1 para efeito de

simplificagdo de célculo,

2
4rtvt — 2rttw? (Q% + 2 — cos ¢, — cos ¢2> +wj (1 —cosgy) (1 —cosdy) =0 (2.64)
7

e considerando a expansao cos ¢ ~ 1 — %¢2, correspondente a regido em torno do ponto (0, 0),

e descartando termos superiores a ¢2, levam a equacdo

4
w
44 2.2 2,2 22 2,2 2 290 _
A" — VWi — TV Wy — Artrt— =0 (2.65)
Z

que € a equacdo canoOnica da circunferéncia, comumente na forma

47r w?

1 + 65 = —4-5 (2.66)
wg wy’
cuja drea é diretamente determinada por
4 2.2 2
A=n|T —420 2.67)
wo Wo
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rad
s

e que, para os valores arbitrarios wy = 17%, wy = 10™¢ e v = 0.05Hz conduz a

A=0.1844 [L]? (2.68)

0 que torna esta aproximacao uma boa estimativa para a drea quando comparado ao valor obtido
em (2.63).

A derivada da expressao para a drea em relacdo a frequéncia conduz diretamente a densidade
de estados; contudo, se observa imediatamente que tomar esta derivada, tanto em quanto
em , nio conduz a nenhuma divergéncia, mas a uma densidade de estados linear em v. E
previsto, contudo, que a rede bidimensional apresente pelo menos uma divergéncia [62]]. Assim
se verifica que a divergéncia ndo estd em torno do ponto (0,0), e é necessario entdo realizar o
mesmo procedimento nos outros pontos do contorno, a saber (0, 7), (7, 0) (que sdo simetrica-
mente equivalentes) e (7, 7) para que se verifique a presenga da divergéncia e se determine a
densidade de estados.

Desta feita, sejam as expansdes para os contornos simetricamente equivalentes (0, 7) e
(7,0) dadas por

cosdy =1 — %& (2.69)

cos g = —1 + % (¢ — ) (2.70)

aplicadas a equagdo secular (2.39). A expressao resultante,
1
At — TPwg [ — 4+ (¢ — W)Q} + w7 [1 ~ 1 (o — 7T>2:| =0, (2.71)

é tal que, descartando termos maiores ou iguais a ¢> se obtém

4
w

44 4 0.2 22 2| 2

dm v +{w0— T —Wywo}gbl

4

2
+ m Wy (95 — 2mes) + T wg |:7T2 —4 - 4%} =0 (2.72)
7

que € a equacdo da secdo conica que representa uma hipérbole. Definindo

1
A=uwh {1 - Znﬂ — 1 2w? (2.73)
B=D=0, 2.74)
C =g, E =214, (2.75)
Wl
F = 47" + 72w — 4n®vPuw] — 47‘(‘21/2—(2) (2.76)
Wy
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a equacdo (2.72)) se reescreve como

— Al g1 + C¢3 — Edy+ F =0 (2.77)
por fim, a translacdo
pr=xz0+2 e Ga=yo+Yy (2.78)
em que
0 E (2.79)
Tn = c = -_— .
0 Yo °C

conduz a equagdo candnica da hipérbole

A
’—F|x’2 — %y’Q =1 (2.80)

0 que permite visualizar imediatamente que existe um valor para ¥ em que ocorre uma di-
vergéncia; esta divergéncia estd em | A| e é explicitamente dada por

2
W (L,
Viivy = \/7r2 (47T 1) (2.81)

Embora a primeira vista a divergéncia parega estar localizada na regifo do contorno (0, 7),

simetricamente equivalente a (7, 0), um detalhe importante ndo deve passar despercebido: a
frequéncia maxima permitida a densidade de estados. Embora calculada explicitamente em
(2.48), para se determinar se (2.81)) ¢ uma divergéncia que realmente se expressa na densidade
de estados, é necessario reescrever vy,,, em referéncia aos novos eixos z’ e y'. Para isso, se
o _ 0e v

P01 36, — 0 a partir da

equacdo (2.71), conduzindo aos valores ¢; = 0 e ¢, = 7. Estes valores sdo expressos em

obtém a condicdo para a frequéncia maxima determinando

termos de =’ € ¢y com a transla¢do dada por (2.78)), se tornando

E
I _ [ _
r=¢p1=0 e Yy =9 5C (2.82)

tal que sua substituicdo em (2.80) conduz imediatamente a expressao para a frequéncia maxima

2 9
o Jwo (L, W
Vinax = \/ - ( o wg) (2.83)

que € um valor menor do que o valor para a divergéncia dado em (2.81), ainda que muito

. . 2 ~ . A .
proximos devido a =§ < 1. Portanto, os pontos (0, ) e (7, 0) ndo apresentam divergéncia.
“o
Resta entdo a andlise do dltimo ponto do contorno, o ponto (7, 7). A expansdo do cosseno

em torno deste ponto, cos (¢) ~ —1 + % (¢ — 7T)2, para os valores de ¢, e ¢, na expressao para
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a equagdo secular (2.39) conduz a equagao

{27r2y2 —w (2 21 (p1 — 7r)2>} {27r21/2 —w? (2 2! (o — ) )1 —47*? 0 =0 (2.84)
2 2 wj

reescrita como

(57 - 1) wi + mo] (@0 + ) oot | (27 - 1) - 2k (014 00

2 1
+ 4rtt + 27r2y2w8 <7r2 —4— %) + (4 — 21 + ZW4> wé =0 (2.85)
0

no desprezo por termos em ordens mais altas como ¢*. Com a correspondéncia
A=C= (i = 1) wj + m82w3 > 0,
B = mwi > 0,

D=F = (2r — 37%) wj — 27%%w < 0,

w2 1
F =47t + 278203 (o2 —2——4 +l4—-2m*+ 7t ws >0

We 4
a secdo conica pode ser indentificada por uma hipérbole, e sua equacao candnica correspondente
¢ determinada ap0s a rotagao de 45° dos eixos originais

V2, V2, V2, V2
5T 5 e

o1 = 5 Py = 79:’ + Ty' (2.86)

que conduz a nova expressao
(24 + B) 2 + (2A — B)y”? + 22Dz’ +2F =0 (2.87)

em que, com uma translagdo destes novos eixos

¥=xo+2" e Y=y +y" (2.88)
tal que

Ty = _2ﬁDB >0 e Yy =20 (2.89)
conduz finalmente a equacado candnica da hipérbole

2A+B 5 2A—-B 2 _ (2.90)

2D2 2D2
2A+B 2F 2A+B 2F
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que toma a forma familiar com a redefinicao

2D? 2D?
2 _ 2A+B_2F e 2 _ 2A+B_2F
2A+ B 2A— B
€ assim 2 "
T
T4 yb—2 —1 (2.91)

Explicitamente, os denominadores de a* e b? tém a forma

3
2A+ B = (579 - 2) wy + Twg (2.92)

1
2A - B = — (57# + 2) wy + 212w, (2.93)

respectivamente, donde se torna possivel inferir que a divergéncia esté localizada em

2 1
Vi = \/ “0 (1 + w2) (2.94)
T2 4

A expressao para a frequenc:la maéxima € obtida a partir do cédlculo de ‘9(;’ =0e aq;’ =0

a partir da equac@o (2.84), conduzindo aos valores ¢; = 7 e ¢o = 7. Estes valores sdo entdo

convertidos as novas coordenadas z” e y” apds a rotagdo dos eixos originais em 45° (2.86)

seguida de uma translagdo (2.88)). Assim, em termos das novas coordenadas

o 2m V2D

i
= —_—— —_— = . 2.
73 taarp ¢ V0 (2.95)

Impondo estas novas condi¢des sobre as coordenadas em (2.90) se obtém a equacdo que

determina a frequéncia maxima

- 3
- <7r2 +8+ 4“’—3) T (4 + —w4> wi=0 (2.96)
w; 4

cuja raiz de maior valor corresponde a frequéncia maxima, explicitamente dada por
2 1 2 2 2 2
v = Y20 Ly (14 122) 44 14+ -0) 4 /6420 4 (420 4 72) 4 4r2 (4 — 302)
47 4 w; w; w;
(2.97)

que compreende o valor da divergéncia dada em (2.94). Portanto, o contorno (7, 7) apresenta

a desejada divergéncia; o préximo passo consiste em determinar a drea compreendida pela
pardbola e os eixos x” e yy”. Para estabelecer um intervalo de integracdo coerente, mais uma vez
serd feito o uso da comparagao entre os graficos de cos ¢ e sua expansdo em segunda ordem em

torno do ponto (7, )
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2,7 2,8 2,9 3 3.1 32 33 3.4 3,5

-0,91

-0,92

-0,93

0,94

-0,95-

-0,96

-0,97

-0,98

-0,99-

Figura 2.6: Gréficos de cos ¢ (em azul) e sua expansdo em segunda ordem 1 — % (¢ — 7r)2 (em
vermelho).

Como € possivel inferir pela figura acima, o intervalo de integracdo mais conveniente se
estabelece entre 2.7 e 7. Para que se determine de antemao o eixo em que a hipérbole € paralela,
uma andlise do denominador de mostra que o termo 2D? — 2F (2A + B) > 0. Uma vez
que 2A — B < 0e 2A + B > 0, entdo a equagdo (2.90) pode ser reescrita convenientemente

como ,
(2A+B) 2 (2A+B)|2A—B| w
207 2P (A1 B)"  RD?-2P@A+B)’ (2.98)

de tal maneira que € agora explicito que a hipérbole é paralela ao eixo x. Estabelecendo os

limites de integragdo nas variaveis x” e y” por

Z’”I¢1+¢2—QJ e //:¢1_¢2
N I >

o inicio do intervalo de integra¢do tem localiza¢do em (z”,y") = (% — X, 0>e o fim do

intervalo de integracdo em (z”,y") = <% — g, 0), em que a = 2.7 e b = 7. Portanto, a drea

€ determinada pela expressao

vz o
A = x_” 212‘3-213_2}7’_2A+Bx//2 2
92 2A — B 2A — B

Vo
20
2D2 oF va o
2A—-B 2A—-B
+ arctan
2A+B 2D2
2 2A—-B <2A+B 2F> _ 2A+B$”2
2A—B 2A—B 20,
NG 0

(2.99)
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nessa aproximacao, a densidade de estados é a derivada com respeito a v desta expressao, ou

seja, g (v) = %. [lustrativamente, um grafico para a densidade de estados ndo comutativa

bidimensional pode ser visualizado a seguir

1000
8004
6004
4004

200+

Figura 2.7: Grafico da densidade de estados de uma rede quadrada ndo comutativa bidimensio-
nal. A reta em preto indica a posic¢ao da divergéncia vg;,, a0 passo que a reta em azul simboliza
o valor maximo para a frequéncia V.. Aqui wyg = 1 e wy = 10000.

em que é notdrio o efeito da divergéncia, exatamente localizada pela expressdo (2.94). A
contribui¢do para a densidade de estados dos outros contornos analisados sdo desprezados, as-
sumindo portanto que o contorno que apresenta a divergéncia tem efeito majoritario e resume
todo o comportamento das vibragdes harmonicas ndo comutativas de uma rede quadrada.

Por fim, a presenca de uma singularidade na densidade de estados € um fendmeno conhecido
como singularidade de van Hove [62], que indica a presenca de pontos de sela na expressdo para
a relacdo de dispersdo, por sua vez sinaliza que a velocidade de grupo das vibragdes da rede é

nula neste ponto.

2.5 A rede tridimensional nao comutativa

Em analogia ao caso bidimensional, a hamiltoniana classica do oscilador harmonico tridi-

mensional em um espago nao comutativo toma a forma

Lo s 5 o
H = o= (0 + Py + 53) +V (81, 82, %) (2.100)
em que
1
V(F1,, ) = Sk (2] + 75 + 3) (2.101)

Desta feita, as transformagdes lineares, como no caso bidimensional, escritas como

1 .
Ty =qr — §9kjpj7 Di = Di (2.102)
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satisfazem os parénteses de Poisson usuais. A matriz antissimétrica ¢;; tem seus componentes

explicitamente escritos como

0 0O O3
Gij = 921 O 623 (2103)
031 0O O

e pode ser convenientemente reescrita como

conduzindo a uma nova hamiltoniana

1 _
Hy = —p;

1
5 + 51@2 (2.105)

) 7

em que indices repetidos estdo somados. Logo,

1 1 1 2
Hy= —p>+ ~k — 2001
6= 5D + 7 <Qk 5 k]p])
1 1 1 1 1 1
= %pf + 57“]12 + Ek (—§€kj¢9ipj% - §€klm0kapl + Zekjinlmeiempjpl) (2.106)
haja vista

€kji€klm — jz5im - 5jm5il

entao 1 1 1 1 1
Hy = —p? + —kq? + Sk0*p? — ~ker;ibipiqe — =k (0 - p)° 2.107
0 2mpz + 2 qz + 8 pz 2 Ek] qu]f 8 ( p) ( )
em que
(0-p) =0;p;.

Com a defini¢do usual da frequéncia do oscilador harmonico simples

k
wo =/ — (2.108)
m
1

1 1 1 1
Hy = — (1 + —m2w§92) P+ —mwig; — —mwgekjﬁiquk — —muwg (0 -p)2 (2.109)

a hamiltoniana se reescreve por

- 2m 4 2 2 8
que ¢ reescrita em termos da quantidade adimensional « (explicitamente em (2.15])) como

K 1 1 1 )
HG = %pg + émwquQ — §mw§9iekﬁquk — gmwg (0 . p) (2110)
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que € ainda possivel de ser expressa como

K 1 1 1 ,
Hy = %p? + §mw§q§ — §mw§0 - L — gmwg 0 -p) (2.111)

em que
L; = €jiqrp; (2.112)

€ o conhecido momento angular. Agora (2.110) apresenta varidveis (a saber x1, p1, T2, p2, T3 €

ps3) que satisfazem as relacdes de comutagdo usuais

{wix;} =0, Az,pit =65,  {pips} =0 (2.113)

de tal maneira que a lagrangiana correspondente pode ser determinada através da transformagdo

de Legendre
Lo (gi; Gi) = pigs — Ho (qi, ps) (2.114)
em que
H
G = a—,", (2.115)
op
ou seja,
= i — Sm? |6, (enisan) + 201 (0 p) (2.116)
qi = mpz Qmwo s \Ekisqk 2 % p .

em que, no procedimento de isolar p;

o1 K 1

se torna necessario tomar a inversa da matriz %51-]» + imwgﬁjé’i. Este cdlculo pode ser feito

satisfazendo-se a equacao
K 1 .,
—0ij — meo@‘@j (Adjip + 0,;0pB) = 0 (2.118)
m

de tal forma que ao equacionar os coeficientes idénticos se obtém

(2.119)

que é possivel porque 62 é um produto escalar entre dois vetores. Portanto, a expressdo para a

inversa da matriz [%&j + }Lmuﬂ@j@i} ¢ dada por

1 11
5jk + 1=

Abji, + 0,0, B = m>wi0;0y, (2.120)

I
m m

112



0 que torna entdo possivel reescrever p; em termos de ¢; como

1

Py = @ +

o |

§|;ﬁ| —
3=

QWSHbHiC]i + Eﬁmw% (€xbsqrts) (2.121)
permitindo entdo que se escreva a lagrangiana como

) 1., 11 . 11 . K

Lo (g, d;) = %Qi%’ + Z%m%?ﬁ@ﬂjqﬂi + %imwé (€kisqrdifs) — %p?

IS 2 1 2
_imwo% + émwo 0; (erjipjqr) + 1 @-p)|. (2.122)
As identidades
1 . 11 11
Oi€rjiDie = & €rjiGiauti + Z—mw8q292 - E—mwé 6 -q)° (2.124)

1\?., 1/1)\? . 1\? ,
pip; = < H) %2 + 5 (ﬁ> meS (6 - 9)2 + (E) mwé (€kisqrqifs)

1 2

1 (md)* (0

(2.125)

permitem que finalmente se obtenha uma expressao para a lagrangiana do oscilador harmoénico
tridimensional em um espago ndo comutativo

m m m m m2w? m (mw?)®
Lo (qi,G;) = —a@% — —w?q? + —mw? (€3:G:q10;) + — 0(9.4)% — X207 (9. g)?
0 (Gir i) = 500 = 5ods + 5 ome (wgidsandi) + 52— = (0-4)" = 5o ((2 1q2)6)
que, na tomada do limite comutativo ( i.e., § = 0, que conduz a Kk — 1)
Mmoo MW
Lo = Eqi - 9 q;

(2.127)

retoma a expressao usual (comutativa) da lagrangiana do oscilador harmodnico tridimensional.

2.6 Interpretacao fisica da lagrangiana nao comutativa

A interpretacdo fisica do efeito nao comutativo na dinamica de uma rede € obtido a partir

da interpretacdo das equag¢des de movimento fornecidas pela lagrangiana (2.126). Desta feita,
sejam as equagdes de Euler-Lagrange dadas por

m..

2 92
m mm2w
2 : 0
—G; — —mwg (€iksqrbs) + —
K K K

2\ 2
0; (0 §) + %WSQZ‘ + %(mZO) 0,(0-9)=0 (2.128)
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que, ao ser ser simplificada como

2 2 9\ 2
<5ij + %Gﬂj) G; — mwp (€ms@nbs) + whg; + @ 0;(0-q) =0 (2.129)

e ter a matriz d;; + mTGZHj invertida pelo ja conhecido processo de inversao, conduz a equagao
de movimento

G — muwp (€rps@pls) + woqe = 0 (2.130)

que pode ser reescrita na familiar forma
- =
%+%%—m%<qx@ —0 (2.131)
k

Esta equacdo permite que se conclua, imediatamente, que cada 4tomo da rede experimenta uma
forca de restauragcdo proporcional ao seu deslocamento (como esperado pelo modelo usual de
vibragcao de uma rede) mais uma nova forca que aparece como efeito da nao comutatividade na

posicado dos atomos na rede. Esta nova for¢a € andloga a forca de Lorentz (ou forca magnética)
— - —
Frorentz = q <U X B) (2132)

e, como a for¢a de Lorentz, a “forca §” varia a dire¢ao de propagacao das vibragdes da rede sem
alterar seu médulo. Portanto, temos a composicao de duas espécies diferentes de for¢ca atuando
sobre os d&tomos que compdem a rede.

O resultado da composicao destas forgas se reflete nas curvas de frequéncia constante: sem
a “for¢a 0” o movimento dos dtomos nas dire¢des =, y e z sdo desacoplados, e cada dire¢ao
se comporta como uma cadeia unidimensional independente de 4tomos em vibracao. Contudo,
com a “forca 6 um efeito gigantesco na dindminca da rede ocorre: ao considerar que a posi¢ao
dos atomos em uma rede desordenada apresenta uma incerteza natural que pode ser descrita
pelo pardmetro espacial ndo comutativo #, o efeito coletivo desta rede desordenada (ou rede
ndo comutativa) € a “forca 6, que atua de forma andloga a forca de Lorentz, em adicdo ao
movimento harmonico simples inerente aos dtomos em uma rede, causando o acoplamento das
vibracdes nas direcoes z, y € z.

O principal efeito fisico da “for¢ca 6” (ou o acoplamento das vibragdes nas direcdes x, y € 2)
serd o aparecimento de um pico na curva do calor especifico reduzido (% versus T), o aludido
pico de bdsons, e um incremento no calor especifico quando comparado com a previsao usual

para sélidos cristalinos oriundo de uma densidade de estados proporcional a /2.
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2.7 A densidade de estados de uma rede cibica simples nao

comutativa

A lagrangiana descrita pela equagdo (2.126) serd aqui aplicada na descri¢do de uma rede
cubica monoatomica simples contendo /N pontos de rede em cada direcao, perfazendo um total
de N3 dtomos (em que m é a massa de cada dtomo desta rede). Os pontos da rede sdo identi-
ficados pelos trés parametros (I, m, n) tal que os componentes do deslocamento do 4tomo em
(I,m,n) a partir de sua posi¢ao de equilibrio sdo designados por w5, Vim.n € Wim.n-

Seré considerado que as interagdes ocorrem apenas entre os primeiros vizinhos. Para que
os deslocamentos sejam corretamente determinados, a figura a seguir ilustra a posi¢do de um

atomo de referéncia e o nimero e a posi¢ao de seus primeiros vizinhos

y

J )
\‘_u .0\ )

0O )
le o P

) )

v ,
) J )

)

Figura 2.8: Ilustragcdo do cristal cibico simples para a visualizagdo dos 6 primeiros vizinhos.
Imagem obtida em http://chemwiki.ucdavis.edu

Os vetores de base desta rede sao
di=ai e dyo=aj e dy=ak (2.133)

em que 7, j € k sdo vetores unitdrios ao longo dos eixos x, y € z, respectivamente. O vetor de

posi¢do para um ponto da rede (I, m,n) em relagdo a um ponto tomado como origem é
ﬁ:a<l5+ mf+ nlg) :lcfl+mczg+nc@, (2.134)

em que [, m e n sdo inteiros. Os vetores de base da rede reciproca, calculados pela prescricao
padrad™] sdo descritos por

1905 vetores fundamentais da rede reciproca sdo obtidos a partir da condicdo de difracdio satisfeita por Ak =
k' — k, em que Ak é o vetor que caracteriza a mudanga do vetor de onda em um espalhamento. Para satisfazer a
condigdo de difracdo, trés equagdes devem ser simultaneamente satisfeitas para valores inteiros de h, k e [, a saber

G-Ak=21h e b-Ak=21k e & Ak=2nl

de tal forma que, se Ak = hA+ kB +1C, os vetores A, B e C sdo satisfeitos pela prescri¢do padrdao

—
—

ST

- bxé - ¢ X
A=21——=— e DB=2r—75
a-bxc a-b

—

e (C=27

X
c a-bxc

X
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=7 ¢ =27 ¢ =K (2.135)
a a a

uma vez que a rede reciproca a rede ctbica simples direta também € uma rede cibica simples.
Para evitar ambiguidades nos comprimentos de onda e nas frequéncias de vibragdao, uma
zona € delimitada em torno da origem da rede reciproca. Esta zona € contornada por planos tais
que sdo bissetores perpendicularesE] das linhas de junc¢do da rede reciproca, e € conhecida como
a primeira zona de Brilloiun, que inclui um periodo completo em todas as dire¢cdes de vibragao,
bem como compreende todas as frequéncias permitidas. No presente caso, a primeira zona de

Brilloiun também € um cubo simples. Com a expressao para a lagrangiana

Lo (qi,d;) = ﬁf - ﬁwéqf + ﬁmw{‘; (€njidjqrbs)
m m2w? s m (mw?)? 2
— 04" ——~—2 (0. 2.136
S (0-q) Y (0-q) ( )

e generalizando convenientemente os deslocamentos por

i i\2 i i )2
G = (qp+a - Qp) + (Qp - q;—a)
= (Ul,m,n - ulfa,m,n)2 + (ulJra,m,n - Ul,m,n)2 + (‘/l,m,n - Ul,mfa,n)2

+ (Ul,m—i-a,n - Vi,m,n)Q + (I/Vl,m,n - wl7m,n—a)2 + (wlﬂn,n—i—a - I/Vl,m,n)2 (2137)

tal que
) Q; - Ul,m,n
Qi = i) : Q,% = Vimmn
Q% - I/Vl,m,n
entao

. m o -i\?  m i )2 i i \2 m g
Lo (gis60) = 5= () = 3o | (Ghew = Q1) + (@) = )] + Fomesd [ensi (@)

m m2w? \12 m (mw?)? i i
< (205 — ) 0| + 22 (o (@2)] - A g (0 — g, )

2k 4 2 4
(2.138)
que conduz as equacdes de Euler-Lagrange
(Qg) + 2muw [ekgt (Q’;) et} + 02 (2Q0 — 00— ¥ra) =0 (2.139)

Aplicando as condi¢des de contorno de Born-von Karmaén (22.26)) neste conjunto de equagdes

em que Aé perpendicular a be e satisfaz A - @ = 27; 0 mesmo ocorre de forma analoga e ciclica com os vetores
BeC.

""Um bissector perpendicular é uma linha que corta um segmento de linha conectado a dois pontos, exatamente
na metade, em um angulo de 90 graus.
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diferenciais acopladas, as equacdes (2.139) podem ser determinadas a partir de fungdes periddicas

da forma
Upmn = u'exp [@ (27ﬂ/t +0- ﬁ)} (2.140)
Vimn =V exp [z <27wt +0- ﬁ)] (2.141)
Wi = w' exp [z (27wt s 1%)] (2.142)

em que & € o vetor de onda do espaco reciproco explicitamente escrito como
0 =0, ;+ayj+azgzax l;l—l—cry 52+0z 53 (2.143)

e R é o vetor posicdo dado por (2.134). Com os vetores reciprocos expressos por (2.135), se

obtém imediatamente
G- -R=2ra(lo,+m oy +no,) = ldr + mepy + nes. (2.144)
Desta feita, particularizando as equacdes de movimento dadas por (2.139)) para o caso p = 1
(Q};) + 2mw” [Eklt (Q’;) 9,:] +w? (2Q) gt . —qha) =0 (2.145)

com as solugdes (2.140), (2.141)) e (2.142) esta equagdo reverte-se em

[—4m?? + 2w (1 — cos (agy))] v + dimvmwgw'0s — dimvmwiv'fs = 0 (2.146)
analogamente, para p = 2

[—4m?1? + 2w (1 — cos (ags))] v/ + dimvmwiu/0; — dirvmwiw'6; = 0 (2.147)
por fim e de forma andloga, para p = 3

[—4m?? + 2w (1 — cos (ag3)) | w' — drivmwiu/'0s + drivmwiv'; = 0 (2.148)

Para que as solugdes u/, v' e w’, o determinante dos coeficientes de u/, v" e w’ deve ser nulo,

ou seja,
Fy —dirvmwils  dimvmwi6s
dimrmw?fs F, —dirvmwil, | =0 (2.149)
—4rivmwil,  Amivmwi6, Fy
em que
Fy = —47%0% 4 2w3 (1 — cos (agy)) (2.150)
Fy = —47%0? 4 2w3 (1 — cos (ags)) (2.151)
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Fy = —47°0? + 2w3 (1 — cos (ags)) (2.152)

de forma que as possiveis frequéncias dos modos normais de vibracdo da rede sdo as raizes
deste determinante, a saber

2

Vo — w—gu4 B (3 — cos (agy) — cos (age) — cos (ags)) + m’wy (67 + 65 + 63)

—l—w—éu2 [% (1 —cos (ag1)) (1 — cos (aps)) + % (1 —cos (agy)) (1 — cos (aps))

+% (1 — cos (ags)) (1 — cos (aps)) + m*w?67 (1 — cos (ag))

+m2uw? [63 (1 — cos (apy)) + 63 (1 — cos (a¢3))}

272

— (w_§> [(1 = cos (ag1)) (1 — cos (ags)) (1 — cos (ag3))] =0 (2.153)

em que € possivel inferir, imediatamente, ao tomar ¢; = ¢ = ¢35 = 0 a seguinte equacao

2004 (02 4 92 + 92
1/6_mw0(1_'2_ 3+ 3)1/4:0’
T

em que suas quatro raizes nulas representam os modos acusticos; € uma nova solug¢do

2, 4 (2 2 2
2 mAwq (07 + 05 + 03) (2.154)

T2

em que a raiz positiva representa o0 modo 6tico que claramente surge como um efeito ndo co-
mutativo (o limite & — 0 recupera o caso usual em que apenas modos acusticos para uma rede
de 4tomos de mesma massa sao esperados).

A sistemdtica desenvolvida no estudo da rede bidimensional ndo comutativa serd aplicada
aqui para transpor o problema da resolucdo desta equacdo de sexto grau, e a tarefa agora se
reduz a descoberta da superficie quadrica descrita pela equagdo (2.153)).

Na expansdo cos ¢ = 1 — %qbQ, esta equacao agora se reescreve como

1
o, lZaQ (6 + &+ 6) +mPl (624 62+ eg)]
1
#2020 | L (R0 + G103+ G4R) 4 i (03 + 0303+ 503)
1wy ’ 6,2 2,2
322 a®plpres =0 (2.155)

que vai ser reescrita, ao desprezar termos de ordens mais altas tal qual ¢*, como
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m2wlh3a?  wia® m2wi (6% + 62 + 62
0Y3 o 0 V2 ((b%‘f‘(b%‘i‘gﬁg) — 0( 1 2 3>V2 —V4 (2.156)

474 472 2

em que duas frequéncias sao necessariamente nulas (basta observar que a equagdo € de quarto
grau). Esta é a equacdo da superficie quidrica desejada. Contudo, dois casos particulares
serdo abordados no presente estudo: o caso #; = 6, = 03 — 0, que vai acarretar em uma
densidade de estados proporcional a %, e o simples caso §; = 0, = 05 = 0, que vai mostrar
a surpreendente contribui¢do ndo comutativa para a densidade de estados na forma de uma
divergéncia proporcional ao parametro 6.

271 Ocasoemquet; =60, =03 —0

Tomando ¢, = 6, = ;3 — 0 na expressdo da equacao principal (2.156) se obtém

PF + @5 + 3 = A V2 (2.157)
1 2 3 w2a2 .
0

que é a forma candnica da equagio da esfera com raio 2Zv. Seu volume é dado por

4 3
V==_n (2—7Tu> (2.158)

e, como a densidade de estados pode ser diretamente obtida pela derivada do volume em relagcao

a v, se obtém a expressao

4
™ 2

v (2.159)

=32
gv) B

proporcional a 2, como é esperado para o caso usualm (comutativo), que representa fisicamente
a densidade de estados de um cristal - o s6lido no qual seus constituintes estao organizados em
um padrdao bem definido (ordenado e periddico). Nao had a presenca de divergéncias nesta

densidade de estados, e este resultado serd tomado como um padrdo para que os efeitos nao-
comutativos sejam observados.

27.2 Ocasoemquet, =60, =0;5=1~0

Da equagdo principal (2.156), tomando 6; = 6, = 63 = 6, se obtém a expressdo

m2w892a2 wSaQ 9 9 9 9 mzwf‘;ﬁz 9 4
g - v (¢1 + 2+ ¢3) — 3—7T2 Ve —v (2.160)

que, reescrita em termos da (conveniente) varidvel wy se torna

12Este resultado confirma a previsdo da teoria de Debye para a descri¢do do comportamento das vibracdes em
uma rede tridimensional [|60].
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dowi AT L, 9 2 42y 167404
{—2 - 3 a (¢1 + @5 + ¢3) =12 2 - a > (2.161)
Wo wo Wo wWo
que € a forma canoOnica da equacgao da esfera, reescrita na forma mais familiar como
1 12 <47:}221/2) _ 16:;1/4
2 2 2 _ b 0
Nt t+d="r——iz s (2.162)
R
Portanto, a partir da expressao geral para o raio
il
2,2 4 2
1 12 (47;51/ ) _ 16231/
r=1s W2 (2.163)
w5 w
uma expressao para o volume ¢ imediatamente obtida por
2,2 4.4 %
A 1 12 <47;gy > _ 16231/
V= 37| 2 (2.164)
5y

e a densidade de estados € obtida diferenciando este volume com respeito a frequéncia v, ou

seja,
3
1A 9 12 <47r221/2> _ 167ril/4 2
“o Wo
gv)=-r— o — (2.165)
3 Ov Wy _ Ar?y
“’Te Wo
Portanto
47212 16744
12
g(v) =2 0
a3 % 4m22
wp wg
2y griud dn?v? _ 16mivt
48" wp 7r Wi A7 (2mv 12 w2 wi 2 166
XA o S i e T - 2 (2.166)
Qe (R i 0 =0 — Wo wo dwg  4n2p
w w, w 2
4 0 0 0 Wy wqy

em que ¢ imediata a constatacdo de que uma divergéncia ocorre para o valor de frequéncia

2
Ve = 20 (2.167)
TTWe
e esta intrinsecamente relacionada ao parametro nao comutativo 6, uma vez que o limite § — 0
(que conduz a wy — oo) resulta em v — 0, e a divergéncia desaparece. A divergéncia é,
portanto, causada exclusivamente por ¢ - um notério e surpreendente efeito ndo comutativo: a
criacdo de uma singularidade de van Hove, ou uma divergéncia na densidade de estados.

Para plotar o gréfico da densidade de modos normais de vibracao versus a frequéncia, € ne-
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cessdrio determinar o mdximo valor para a frequéncia v/, correspondendo a mais alta frequéncia
na qual o sélido pode vibrar. Da expressao (2.153)), se obtém o maximo para a frequéncia

tomando 24 =0, 2 = (e I~ 81’ = 0, que leva a condi¢ao

o1 > Do
. T
sin (a¢y) =0— ¢ =0, — (2.168)
a
analogamente para ¢, e ¢3. Desta feita, ao substituir os valores
™
O1=03=0ds=_, (2.169)

em (2.161) se obtém o valor da frequéncia maxima

1
2 4 4 2 N
wy 3wy 3wy (4w 3wy
max — o 2.170
8 [71'2 * 2 2w} M \/7r2w§ ( 2t 2w ( )

2.7.3 O calor especifico reduzido e o pico de Boson

O calor especifico pode ser determinado a partir da expressao para a energia

E= / " W) LA, (2.171)
0 exp ( ) -1

Derivando esta expressao com relagdo a temperatura se obtém uma expressao para o calor es-

pecifico volumétrico dada por

hv
Vmax h2 2 eXp (k} T)
C= / v 2 g(v)dv (2.172)
0 kBTQ hv
exp E —1
que, com g (v) dado por (2.166) conduz a
L (%) 122 _ ot
a /0 W Ek'BJQ [ hv 1 2 dwf  amy?
_exp T ) w? w?
9 i 9 9 6v 2m2y2
8y 12 8mv 1 27
4w? 2.2 T2 4 27 62 (2) 2 (2173)
ﬂ_47r2u w@ wO woﬂ_47r1/
Wy Wo L Wy wo
que estd nas unidades do SI, [C] = ﬁ, caracterizando o calor especifico volumétrico, uma

propriedade intensiva de (ou intrinseca a) um sélido.

A curva desejada para que uma comparagdo com dados experimentais seja possivel € a

¢ _J
T3 mol. K4

seja obtida nas unidades desejadas, € necessario entdo que se faga a conversiao do volume V.,

curva do calor especifico reduzido, ou -5 versus 7', com unidades Para que a curva
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Veett = a%, para mol. Esta conversao serd obtida com a inser¢ao “a mao” da concentracdo molar

ou molaridade ¢,

1 1
— (2.174)
Veen Cm Veell
em que
Z
Cm = (2.175)
NAV;:ell
onde N, € a constante de Avogadro e Z é o numero de unidades da formula na célula unitaria.
E a expressao (2.173)), agora escrita como %, se reescreve como
hv 48212 1674v4
O 27T 1 Vmax N h2y2 eXp (k’BT) w—g - w—g
= v X
™ ZT* Y kpT? - 21| B _ ar2p
exp —1 o2 w2
6v 2122
82y 12 87?2 1 o2 T 7176
Wi arn? |2 wd w2 Al am? (2.176)
2 2 0 o2 2

nas desejadas unidades Contudo, os resultados experimentais tém suas grandezas fisicas

mol. K4
dadas em unidades reciprocas, ou unidades cm~!. Nestas unidades

hv v
= 1.439— 2177
kgT 39T ( )
em que
kp —17-—1
=1 = = 0. K. 2.1
h ekp 100he 0.69503cm (2.178)

de tal maneira que, ao reescrever convenientemente como

Vmax eXp n
% _ %%3 D (kBLTd,/> (kf;’;) (100heN ) (1(;‘/‘03%) [exp< <k;T> 1]2><
kpT

422 1644
o | | 1270 — Tar 2my
Wo “o wep
X 5 481 B)
W dwg  4x20? dwy  4m202
W “o “o Wo

471'21/2 _ 16r*t 4% 167r 8733
| |12 (2) CF )_8 2

* wo % _ Ar?? Wo 4w0 47|'2l/2 ﬂ-% _ 4w2p2 ’
wg w?) - wg w?)
E imediata a adaptacdo as unidades reciprocas
C 172173 1 [Vmex exp (1.439%) y
frnd v v
™z T [exp (1.439%) — 1]
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w w
X - L [48m——¢
wWe 4w 4n2y2 dwg  4m2p2
wj wp wp wg
2,2 4,4 2,2 4.4 3.3
2y 1247;; - 16241/ 2y (1247;; - 162411 ) 87;3V
0 0
+ o L SV ¥ S (2.179)
wWo 4L20 _ # Wo 4w(2) _ 4m22 4L20 _ #
W wo w3 w2 W wo

e esta expressdo pode ser numericamente determinada. Analogamente, para a expressao em
que 8 — 0, com g (v) dada por (2.159), o calor especifico reduzido em unidades reciprocas é

eXpresso por

hv
C 172173 1 [rmex 327yt OXP (kBT>
i T d 2.180
™~ Z T¢ /0 TR » : (2-180)
exp | 77 ) — 1
em que a frequéncia maxima é dada por
Vi = 2 (2.181)
T

é importante ressaltar que as expressoes (2.180) e (2.181)) sdo também obtidas a partir do limite
0 — 0 nas expressdes (2.179) e (2.170)), respectivamente. Um grafico comparativo entre o calor
especifico reduzido ndo comutativo, (2.180), e o calor especifico reduzido, (2.179), ¢ entdo

plotado na figura a seguir

10() —

10-" 4

T T T T T T
1 5 10 50 100 500

T
[—o20—0=0]

Figura 2.9: Curva % versus 1’ para g—g = 0.1, Z = 4 moléculas e wy = 2000 rad.s~. A
curva em vermelho representa o caso em que 6 — 0, ao passo que a curva em azul representa a

contribui¢do ndo comutativa, 6 # 0.

donde se observa imediatamente a presenca de um pico - o aludido pico de Bdson - para o
grafico com 6 # 0, além do acréscimo em calor especifico em relagdo ao grafico com 6 — 0,

que representa um cristal usual, com a tipica densidade de estados proporcional a 12,
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2.7.4 A interacao entre primeiros e segundos vizinhos de uma rede cris-

talina

Os sdlidos cristalinos também podem apresentar um pico de Boson a temperaturas inter-
medidrias, embora o patamar do calor especifico permane¢a em concordancia com uma densi-
dade de estados porporcional a 2. Este fendmeno também ¢ uma manifestagio de uma singula-
ridade de van Hove, neste caso gerada pela interacdo entre segundos vizinhos (detalhadamente
calculado em [75]]). Por isso é conveniente ressaltar aqui que o pico de Boson no caso de s6lidos
desordenados tem a mesma natureza do pico de Boson em sdélidos cristalinos: uma singulari-
dade de van Hove.

Recorrer a interacdo entre segundos vizinhos foi a saida tedrica encontrada para que o estudo
sobre a dindmica de uma rede produzisse conclusdes satisfatorias para explicar os resultados ex-
perimentais. De fato, considerar apenas interacdes entre primeiros vizinhos em redes cristalinas
descreverd apenas modos desacoplados, em que as vibragdes dos dtomos ndo acomplam entre
si. Todavia, quando se leva em conta a interacao entre os segundos vizinhos, as vibracdes dos
atomos se acoplam; desta maneira, o limite em que a interacao entre os segundos vizinhos €
desprezivel ante a interacio entre primeiros vizinhos conduz a uma densidade de estados em
satisfatdria concordancia com os dados experimentais.

O caso mais simples serd novamente considerado: uma rede ciibica com atomos iguais de
massa m com intera¢do harmonica entre primeiros e segundos vizinhos dada por « e ~, respec-
tivamente, em que « > <. Sdo 6 primeiros vizinhos e 12 segundos vizinhos, com equacdes de

movimento explicitamente escritas como (ver também [69], [71], [[72], [73], [74])

or2? w? WP w? w2
1= 2 a2 a2 con ) — 2% cosadn) cos (ads) — 2 cos
w? w?
X (agr) cos (aps) |u + QW—; sin (a¢y ) sin (age) v’ + 2w_g sin (a¢1) sin (agsz) w' = 0
(2.182)
om? w2 2 w? w}
1= 2 4 4 cos ) — 25 cos ) cos ) — 25 cos

2 2
X (agpq) cos (aps) [v' + 22:—; sin (a¢1) sin (ags) v’ + 2% sin (a¢1) sin (agsz) w' =0

(2.183)
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2 2.9 w2 2 wQ w2
1— 7;3:/ + 4w—£ — 4—2 cos (ags) — 2w—£ cos (ags) cos (agy) — 2w—£ cos X
w? w?
X (aps3) cos (apy) |w' + 20}—;’ sin (ags3) sin (agy) u' + 2w—; sin (ags3) sin (agq) v' = 0
(2.184)
em que as frequéncias naturais
. . ..
w,, = — para os primeiros vizinhos, (2.185)
m

wi = % para os segundos vizinhos, (2.186)

foram pertinentemente introduzidas te sdo tais que % < 1. A equacdo secular, em analogia a
expressdo (2.149), pode entdo ser determinada; contudo o caminho para se determinar a den-
sidade de estados ndo € nada trivial, e fogem do escopo deste estudo. O particular interesse
estd em tomar ¢; = ¢y = ¢35 = 0 e entdo verificar que todas as frequéncias s@o nulas neste
limite. Portanto, o ndo surgimento de modos éticos é o que se espera da teoria usual (ndo co-
mutativa) quando se considera uma rede composta de &tomos de mesma massa m, ainda que a
interacdo entre segundos vizinhos seja considerada. O surgimento de modos 6ticos €, portanto,
um fendOmeno unicamente nio comutativo. Por este fato, € intuitivo creditar aos modos 6ticos
de frequéncias muito baixas, como sugerido experimentalmente em /0], serem os responsaveis

pelo incremento no patamar do calor especifico para os s6lidos desordenados.

2.8 Observacoes finais

A interpretacdo de uma rede desordenada em termos do espagco ndo comutativo, em que a
cada atomo que pertence a rede € permitido uma incerteza em torno de sua posi¢do tal que o
efeito dessas incertezas nas posicoes resulta em uma rede desordenada, mostrou ser um modelo
que compreende de forma natural os fenomenos do pico de Béson e o incremento no patamar
do calor especifico de s6lidos desordenados a temperaturas intermediarias.

Ainda que a origem da ideia de um espaco ndo-comutativo, a primeira vista, pareca ser
bastante distante da fisica cotidiana - principalmente porque a imensa maioria dos estudos
em espaco ndo-comutativo se concentra na drea da fisica a altas energias - o presente estudo
mostra que esta teoria pode ser trazida ao mundo ordindario por meio do estudo dos oscilado-
res harmoOnicos ndo comutativos cldssicos, em que o limite cldssico € obtido na substitui¢ao
do comutador da mecanica quantica pelos parénteses de Poisson cldssicos. Ainda que os no-
vos parénteses de Poisson surjam deformados pela dlgebra ndo comutativa, uma transformacgao
linear apropriada resultou na Hamiltoniana usual do oscilador harménico acrescida de uma
interacao proporcional ao parametro ndo comutativo que, via uma transformacdo de Legendre,

resultou em uma lagrangiana ndo comutativa pronta para a aplicacdo em um modelo de uma
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rede desordenada.

Um estudo detalhado da lagrangiana ndo comutativa mostrou que cada dtomo da rede expe-
rimenta uma forca de restauracdo proporcional ao seu deslocamento mais uma nova for¢a que
aparece como efeito da ndo comutatividade na posi¢do dos atomos na rede, com uma forma
andloga a forca de Lorentz, e que tem como principal efeito causar uma divergéncia na densi-
dade de estados - uma singularidade de van Hove - e o surgimento de modos 6ticos onde sao es-
perados apenas modos acusticos. Ainda que nao seja possivel atribuir diretamente o incremento
no patamar do calor especifico aos modos 6ticos de baixas frequéncias, as evidéncias experi-
mentais sdo corroboradas aqui com a verificacdo de que mesmo considerando a interacao entre
segundos vizinhos em uma rede cristalina ordindria (que também apresenta pico de Béson), mo-
dos 6ticos nao aparecem e tampouco o incremento em calor especifico. De qualquer maneira, o
fato € que o surgimento de modos 6ticos € um efeito unicamente ndo comutativo.

E também interessante pontuar que uma divergéncia na densidade de estados ocorre quando
a velocidade de grupo tende a ser nula, o que indicaria a presenc¢a de ondas estacionarias. Como
as ondas estaciondrias sdo formadas por interferéncias entre ondas progressivas, existe nessa
regido do espectro um acimulo de modos normais de vibracdo. Como estes modos normais
transportam energia, talvez toda essa energia esteja sendo gasta para mudar a fase do sistema,
atribuindo aos dtomos constituintes uma posi¢ao fixa na rede desordenada.

Por fim, o modelo para o calor especifico de sélidos desordenados a temperaturas inter-
medidrias baseado em um espaco nao comutativo compreendeu indubitavelmente a natureza do
pico de Boson como sendo devida a uma singularidade de van Hove e reafirmou a sugestao
experimental de que o incremento em calor especifico provém de modos 6ticos de frequéncia
muito baixas. Mais que isso, o modelo parte de primeiros principios, ou seja, da dinamica de
uma rede, em que as posicoes dos dtomos apresentam uma incerteza descrita pelo parametro es-
pacial ndo comutativo. Nao h4, até o presente momento, nenhuma teoria baseada em primeiros

principios com tamanho alcance na literatura.
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Capitulo 3

Uma aplicacao em biologia para o modelo
nao comutativo
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3.1 O modelo nao comutativo e a anomalia do calor especifico

da L-cisteina

A cisteina é um a-aminoécido com férmula quimica HO,CCH (N Hy) C HySH. Basica-
mente, um aminodcido € qualquer molécula que contenha simultaneamente os grupos funcio-
nais amina (— /N Hs) e acido carboxilico (—COOH ). O prefixo « indica que as fungdes amino
e carboxilato estdo ligadas ao mesmo carbono. O prefixo L em L-cisteina indica que a cisteina
€ um composto quiral e que a forma em que ela se apresenta abundante na natureza é na forma
L, de levogiro, indicando que quando tal composto € exposto a luz polarizada desvia esta luz

para a esquerd [lustrativamente [76] a L-cisteina pode ser visualizada como

> >

Figura 3.1: Uma ilustragdo da L-cisteina. A bolinha amarela simboliza o elemento enxofre.
Analogamente, as bolinhas brancas, vermelhas e cinzas representam os elementos hidrogénio,
oxigénio e carbono, respectivamente. Imagem obtida em https://pt.wikipedia.org.

A estrutura cristalina da forma ortorrombica da L-cisteina, determinada a partir da difracao
por raios-X, estabelece que sua cristalizagdo ocorre no grupo espacial P2;2,2; com quatro
moléculas em uma célula unitdria. Esquematicamente,

| PR, [ Y

dDs o dc IN@O

Figura 3.2: A célula primitiva da cistefna. A esquerda: configuracdo ortorrdbmbica. A direita:
configuracao monoclinica. Imagem obtida em [[76].

E fato também que a L-cisteina é um aminodcido que se comporta de forma similar a ma-

teriais vitreos [77], e por esta caracteristica foi escolhida para testar o alcance do modelo ndao

Ao que parece a natureza tem certa predilecio por compostos quirais levégiros; dos vinte aminoacidos prin-
cipais (ou aminodcidos padrdo), dezenove estdo na forma L. O tnico que ndo estd na forma L € a glicina, e isso
porque a glicina ndo € um composto quiral.
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comutativo na descricdo de materiais bioldgicos que apresentem fendmenos vitreos, partindo
apenas das simetrias presentes em seu grupo espacial.

O presente estudo vai basear-se somente nas simetrias contidas no grupo espacial P212121
para a descri¢do do calor especifico a baixas temperaturas da L-cisteina. Um grupo espacial é
o conjunto de elementos de simetria que caracteriza, em larga escala, os elementos de simetria
pontuais caracteristicos de uma rede de Bravais quando sucessivamente repetida no espago,
formando uma rede inﬁnit O grupo espacial P2;2;2; representa uma estrutura ortorrombica;
P (Primitiva) simboliza a presenca de pontos de rede apenas nos vértices e 2; indica uma rotacao
de 180 seguida de uma translacdo de % da distancia do vetor de rede. A conformacdo da L-
cisteina ortorrdmbica apresenta 4 moléculas em uma célula unitdria [ 78], caracterizando Z, que
€ o nimero de unidades-formula na célula unitdria. A ideia entdo € partir apenas das simetrias
presentes neste grupo espacial e do nimero de unidades-férmula para construir um modelo e

determinar o calor especifico da L-cisteina. Para isso, a seguinte aproximagao serd adotada

Figura 3.3: A forma para a molécula da L-cisteina considerada neste modelo. Imagem obtida
em https://pt.wikipedia.org.

indicando que todas as caracteristicas inerentes aos atomos que formam uma molécula de
cisteina (tais como as suas massas, ou seus elétrons ou ligacdes entre estes dtomos) serdo ig-
noradas, e cada molécula de cisteina sera tratada como uma bolinha de massa m. Assim, das
simetrias do grupo espacial da L-cisteina, sua correspondente rede de Bravais é uma estrutura
ortorrdmbica de faces centradas composta de dtomos iguais (de mesma massa). Mais ainda,
esta estrutura ortorrombica de faces centradas serd agora aproximada a uma estrutura ctbica de

faces centradas

a=b=c

Figura 3.4: A aproximacdo da estrutura ortorrdmbica de faces centradas em uma estrutura
cubica de faces centradas. Imagens obtidas em https://pt.wikipedia.org.

2Ao que parece a natureza também tem certa predilecio por este grupo espacial: o grupo P2;2;2; ocorre em
quase um terco de todos os cristais de proteinas conhecidos.

3Infinita no sentido que as dimensdes dos cristais usados nas investigacdes experimentais sio muito grandes
em comparagdo com as distancias caracteristicas da rede de Bravais considerada.
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tal que a repeticao (ou sucessivas translagdes) desta rede de Bravais gera a estrutura cristalina
ou rede direta, em que € assumido que cada 4&tomo que compoe esta rede interage apenas com
seus vizinhos mais proximos: 12 vizinhos mais proximos para o caso de um cristal cibico de

faces centradas, como pode ser observado na figura a seguir

/ . ° @ ponto de referéncia
.47
/ () 9o / ® O O 12 vizinhos mais proximos
@ @ ,‘
(] ® " D @ 6 segundos vizinhos mais proximos
Ltel AT
Dl T 5l T

Figura 3.5: Ilustracdo do cristal cubico de faces centradas para a visualizagao dos 12 primeiros
vizinhos. A figura conta, ainda, com a identificacdo dos 6 segundos vizinhos. Imagem obtida
em http://www.physics-in-a-nutshell.com.

e entdo a lagrangiana pode ser determinada a partir da expressdo (2.126), sendo necessario
apenas determinar os componentes dos deslocamentos tridimensionais de cada atomo. Consi-
derando a como o comprimento das arestas deste cubo, os pontos da rede sao identificados por
trés parametros (I, m,n), tais que os componentes do deslocamento do atomo, a partir de sua

posicdo de equilibrio, sdo designados por U, n, Vimn € Wi, € S expressam por

Ul,m,na ‘/l,m,nv VVl,m,n = u/’ UI» w' €xp [27TZ (Vt +0- é)]
= ', v, w exp[i (2mvt + ldy + mps + ns3)] 3.1

em que v, v' e w’ sdo as amplitudes e v é a frequéncia. Os componentes dos deslocamentos nas
direcdes i, j e k sdo
270 - R = mao,l + mao,m + mao.n (3.2)

ou seja
216 - R = 16y + mos + nos (3.3)

tal que as expressodes para o, 0, € 0, sdo obtidas pelo produto vetorial das equacdes para o

o= O'z;—f- O'yj—i‘ O'Z]Z = 0151 + 0'252 + 0'353 (34)
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tal que

=
ST
I
Q
8
I
Q=

(01 — o9 + 03)

.
Qy
I
Q
<
I
8 I

(0'1+O'2—O'3) (35)

k'&zazzi(—01+02+0'3)

As condicdes de contorno de Born-von Karman implicam em
o =—, i=1,2,3 (3.6)

ou seja
_ 1 mi ma ms3
a 1

Uy—%(m_ll+m_;_7lr\17_§> (3.7)
1 m m m
0225<—N—1+V§+F§>

o intervalo de variagdo dos inteiros (m;,my,m3) € tal que, se as quantidades (¢1, @2, P3)
forem interpretadas como coordenadas cartesianas, os pontos que correspondem aos inteiros
(mq, mg, m3) estdo todos dentro de uma regido com a forma da primeira zona de Brillouin da
rede cristalina [[79]).

A primeira rede de Brillouin € construida pela passagem de planos normais aos vetores de
base 51, 52 e 53, de tal maneira que os vetores de base sdao cortados. A zona tem atributos de
simetria cubica.

O vetor & da rede reciproca, que ocorre na equacido de deslocamento, é o vetor de onda.
Oscilagoes térmicas do atomo propagam uma onda associada. A expressdo para os desloca-
mentos atesta que a onda € definida apenas em pontos discretos dos atomos. O vetor de

onda & tem a direcdo da frente de onda (normal a ele) e tem magnitude |5| = §, em que A

1
3>
¢ o comprimento de onda em nimeros de onda. Sempre que um vetor de onda termina em
um ponto da rede reciproca uma frequéncia caracteristica € determinada. A zona € um con-
torno entdo de pontos que determinam as frequéncias permitidas. As zonas ndo restringem a
direcdo de propagacdo e incluem um periodo completo da onda em qualquer direcdo do espago
reciproco. Portanto, existem /N1 /Ny /N3 pontos permitidos na primeira zona de Brillouin.

A generaliza¢do mais conveniente para os deslocamentos € dada por
2 = U Vima) 24+ (U, Vimn)?
q; = (ul+a,m+a,n — Ulm,n + Vl+a,m+an — l,m,n) +( Imn — Ul—a,m+a,n + Vi—a,m+a,n — l,m,n)

2 2
+ (ul—l-a,m—a,n - Ul,m,n + W,m,n - Ul—l—a,m—a,n) + (Ul,m,n — WU—am—a,n + W,m,n - Ul—a,m—a,n)

2 2
+ (ul+a,m,n+a - Ul,m,n + Wita,mn+a — I/Vl,m,n) +(ul+a,m,nfa - Ul,m,n + I/Vl,m,n - lera,m,nfa)
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2 2

+ (Ul,m,n — Ul—a,m,n+a + Wi—a,mn+a — I/Vl,m,n) +(Ul,m,n — Ul—a,m,n—a + I/Vl,m,n - wlfa,m,nfa)
Vi Wimn)® Vi W, ?

+ (Ul,m+a,n+a — Vimmn + Wi m4-an+a — l,m,n) + (Ul,m+a,n—a - Vim,n + Immn — wl,m—f—a,n—a)

2 2
+ (W,m,n — VUl m—a,n+a + Wi m—an+a — VVl,m,n) + (‘/l,m,n — Ul m—an—a + I/Vl,m,n - wl,m—a,n—a)

(3.8)
€ . .
Q= U
Gi=0Q,: ¢ Q=Vimn 3.9)
Q% = Wi

de tal maneira que substituindo estes deslocamentos na expressdo para a lagrangiana para, por
exemplo, U, ,,, ,, por permutagdes ciclicas obtemos as lagrangianas para V; ,,, , € W, ,,. Por-
tanto, a partir da lagrangiana (2.126)

m m m m m2w2
0 (i, i) 50 — 5w o mw” (erjidjants) + o - — (0 4)
% 4 1 '
e as equagdes de Euler-Lagrange sdo obtidas e se expressam por
Gi + w?q — mw? (ep4;0) = 0 (3.11)

parai = 1

G + w’qr + mw” (G302 — ¢o03) = 0, (3.12)
ou seja,

8 2 2 2 2 2

Ul,m,n + 32("-}0 Ul,m,n - 4w0ulia,mia,n - 4w0ulia,m,nia + 4wovl+a,mfa,n + 4wovlfa,m+a,n
2 2 2 2 2

_4wovl+a,m+a,n - 4wovl—a,m—a,n + 4w0wl+a,m,n—a + 4w0wl—a,m,n+a - 4w0wl+a,m,n+a

9 9 (v .
_4W0wl—a,m,n—a + mwy (I/Vl,m,nQQ - ‘/Z,m,n03) =0 (313)
que, com as expressoes dadas por (3.1)) se reescrevem como

[16w; — 27m°1* — 8uwyg cos (agy) cos (ags) — 8w cos (agr) cos (ads)]| v’
+ [8uwg sin (a1 ) sin (ags) — mivmuwgbs] v + [8wg sin (ady) sin (ags) + Tivmwihs] w' =0

(3.14)
usando a simetria ciclica do problema, para ¢ = 2
G2 + wigz — mus (€27;0) = 0, (3.15)

ou seja,
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[16w; — 27m°1% — 8uwyg cos (ags) cos (agy) — 8w cos (ads) cos (ags)] v/
+ [8uwyg sin (ags) sin (ags) — mivmuwghs | w' + [8wg sin (ags) sin (ag) + mivmwibs] v’ = 0

(3.16)
por fim, para ¢ = 3
Gs + Wiz — me (e3jpd;0s) = 0, (3.17)
logo
[16w; — 2m°1* — 8uwg cos (ags) cos (agy) — 8w cos (ags) cos (ads)] w’

+ [8uwg sin (ags) sin (ag) — mivmwgbs] u' + [8wg sin (ags) sin (ags) + mivmuwgty | v =0

(3.18)

Para que as solugdes v/, v’ e w’ existam para as equacdes (2.146), (2.147) e (2.148)), o

determinante dos coeficientes de v/, v’ e w’ deve ser nulo

A Fiy — mivmwils  Fi3 + mivmwi0,
Fig + mivmwi6s B Fo3 — mivmwi6, | =0 (3.19)
Fi3 — mivmwily  Fos + mivmwi6, C

em que

A = 16w — 2720% — 8w? cos (agy) cos (aps) — 8wd cos (apy) cos (aps)

B = 16w? — 2m%1% — 8w3 cos (apy) cos (agy) — 8w? cos (ags) cos (aps) (3.20)

C = 16w — 27202 — 8wl cos (agps) cos (apy) — 8w? cos (ags) cos (aps)
Fyip = 8wj sin (a¢y) sin (ags)

Fi3 = 8w?2 sin (a¢; ) sin (ag3) (3.21)

Fy3 = 8wj sin (ags) sin (ags) -

133



As possiveis frequéncias dos modos normais de vibracdo da rede sdo as raizes deste deter-

minante, explicitamente escrito comoﬂ

1
—87%08 + 64m'v Wi [3 + 3—2m2w8 (67 + 63 + 63) — cos (ags) cos (ags)

+ cos (apy) cos (aps) + cos (apy) cos (aps)

—8wé7r2u2{ — 192 — 2wim®[6] + 05 + 65 + 61602 sin (agy) sin (ags)

+6103 sin (ag) sin (ags) + 6205 sin (ads) sin (a¢s) |

+wim? [ (67 + 63) (agr) cos (ags) + (67 + 63) cos (agy) cos (ags)
+ (65 + 63) cos (ags) cos (ags) | + 104[ cos (aps) cos (ags)

+ cos (a1 ) cos (aps) + cos (agpy) cos (ags) |

—16 [cos (2a¢p1) + cos (2aps) + cos (2a¢ps)]

—24[ cos (2a¢y ) cos (ags) cos (ags) + cos (2aps) cos (agy) cos (ags)

+ (cos (2ags) cos (agr) cos (ags)) | }

+64wg{64 — %7 [cos (agps) cos (ags) + cos (apr) cos (aps)]

cos (a¢py) cos (aps) + 12 [cos (2a¢y) + cos (2a¢y) + cos (2a¢3)]

—2[ cos (3a¢y) cos (ap3) + cos (3agy) cos (aps) + cos (3ags) cos (agr)
+ cos (3ags) cos (ags) + cos (3aps) cos (agr) + cos (3aps) cos (aps) |
+16] cos (2a¢1) cos (ags) cos (ags) + cos (2aps) cos (agy) cos (ags)

+ cos (2a¢s) cos (agr) cos (aga) | — 4 [cos (2a¢) cos (2aps) cos (2a¢s)] } =0

(3.23)
Agora, sejam as expansdes
1
cosa=1— 5042 (3.24)
€
sina = o (3.25)
“4Para a obtencdo desta expressio, as identidades
cos? a = 1 (1 + cos (2))
cos® a = 1 (cos (3a) + 3 cos ()
(3.22)

cosacos B = 1 [cos (o — B) + cos (a + )]

cos (o + ) = cosacos B — sin asin 8

foram aplicadas.
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aplicadas a equacao anterior. A expressao simplificada é dada por

—87%00 + 2ntwdvt [13m2w3 (9% + 63 + 93) + 320 (¢% + o5 + ng)}
—dwyma®v? [dwim?® (01020105 + 01030103 + 02030203)
+wgm?® (207 + 03 + 63) o7 + wim® (67 + 2605 + 63) 3

+wym?® (07 + 05 + 203) ¢35 + 416 (67 + ¢35 + ¢3) |

2240
—ngcﬁ (62 + 63 + ¢2) + 2240w5 = 0 (3.26)

Para suprimir os termos mistos desta equacdo, a saber ¢, ¢y, 0103 € Po3, SA0 necessdrias
duas rotacdes: a primeira em torno do eixo z e a segunda em torno do eixo y; compondo as

duas rotacdes em termos de angulos arbitrarios « e 2
Ma,p) = Ry (8) R. (@) (3.27)

em que R, (o) e R, (f) sdo as matrizes de rotacdo em torno dos eixos z e y, respectivamente.

A matriz de rotacdo composta é

cosffcosa —cosfsina sinf
M) = sin o CoS (v 0 (3.28)

—sinfcosa  sinfsina  cosf

e as transformacoes em ¢1, ¢, € ¢3 sdo dadas por

¢1 = xcos fcosa — ycosBsina + zsin 8 (3.29)

e
(o = xsina + y cos « (3.30)

e
¢3 = —xsin fcosa + ysin Ssina + z cos B (3.31)
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e a expressdo ([3.26)) se torna

—8m°1° 4 2240w( + 2m'wiv! [13mPwf (67 + 05 + 03) + 3207 (2% 4+ ¢* + 2%)]
—16w07r m22a? {«9162 [x sin av cos 3 cos v — 4% cos o cos fsin a
+xy (COS2 o — sin? a) cos 3 4 zy cos asin 3 + zx sin « sin 6}
+6103 [—:c2 sin B cos® arcos B — y? sin Bsin’® arcos B + 2% cos Bsin B
—2xysin fsin a.cos fcosa + xz (COS2 S — sin? ﬁ) cosa + zy (sin2 S — cos? B) sin a}

2

+0503 [ z?sin acsin B cos o + yx (sm a — cos® a) sin 8 + zx sin ac cos 3

4% cos asin Bsin o + 2y cos av cos ﬁ} }

—4dwym*v?a® [+1664wem’ v a’ + mPwj (2607 + 05 + 63) (2 cos® B cos® a

—2yx cos? B cos asin a 4+ 2z cos B cos asin B + y? cos? Bsin® a

—22y cos ffsin asin B + 2 sin? 6)

+m?w? (02 1202 + 02) (x sin® o 4+ 2y sin o cos a + 3 cos? a)

+m’wy (67 + 603 + 263) (2 sin® B cos® o — 2yx sin® B cos asin o

—2zxsin B cos accos B + y? sin? Bsin? a 4 22y sin fsin a cos B + 22 cos? 6)
2240 , ,

3 woa (932 + 9% + z2) =0 (3.32)

de tal maneira que os angulos « e /3 mais convenientes sao

o = — arctan <\/§> e (= —% (3.33)
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e a equacdo anterior é reescrita como

=810 + 2240w§ + 2mtwir? [13mPw (67 + 65 + 63) + 324°]

—dwgmim*via? [49192 (-il? 1+y L I?JL_ - y\/—_ \/_)

6 6 6 6 6
1 1 1 V2
40,05 | 2°= + 2= — 222 4 py—
+13(9”6“’3 2t 3)
1 V2 \/ﬁ 1 V6
40505 | —2%= — yr~—— — 2 e
+23(x6 y:z:6 zx6 6+y6>
1 \/Ig Vﬁi V6 1
+ (29% + 63 + @g) <x26 +yr—— 5 e y 3~ W + z2§>
2 18 1
+ (67 + 205+ 63) | 2°= — 2yx£ + 1y’
3 9 3
,1 V18 V3 V6 1
+w3+%+2%)< g tyr—g- terg +y3+-y§—+z§)]
2240
+ {1664w§7r2y2a2 3 — 2} (2 +y*+2°) =0 (3.34)

em que ndo resta outra op¢ao sendo tomar ¢, = 0, = 03 = 0 para que esta equacio possa enfim
ser simplificada em

1 647510 n 280 n 39 (1674
64a? w$ a? = 64a® \ wiw?

n 1 /16741 459 4m?v? 280 1 [4r*? 9
= - — = x
2\ wi wi 3 4\ W

167404 4mp? 280 4?2 9

+ + 52 5 - — = 5 Yy

we w§ 3 wp

167t 4m?1? 280 1 [4n%?
52 - =0 3.35
) () 50l e
em que a notagdo wy = (m@)_1 foi adotada. Na conveniente defini¢dao
1 1 4.4 4 2.2 2 1 4 2.2
A=t 67r4u 459 7r2u _ﬂ__ 7r2u
2 Wy wj 3 4\ wj
1 /167%* 4c21? 280 47?2
o= (50) (%) -5 - ()
2 Wy wj 3 wy

O = 1 <647r61/6) 280 39 (167r4y4>

DO | —

DN | —

64a? wd a2 64a? \ wiw?
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esta equagﬁo S€ reescreve como

Az + By* + A2> —C =0 (3.36)

que € a equacdo canOnica que representa um elipsoide. Mais ainda,

x Y z
b_2+c_2_|_b_2:1 (3.37)
em que b = % ec? = %. O volume deste elipsoide (um esferdide em forma de charuto, ou
elipsoide prolato) sera
4
V= gwbzc (3.38)
tal que a densidade de estados é a derivada do volume em relagdo a v, resultando na desejada
expressao
41 2 Fy |,  FF; |F F: Fy  EKF
gv) =5~ ”_ Gy e B LY T (3.39)
3a wo F1 F1 Fl F1 2F [ Fy F1 Fl
1 i
em que
8 4.4 2.2 280 2.2
F="l 08 -2 T (3.40)
Wy 6 3 wy
7010 39 it
F, = — 280 — 341
= L Wil G:4D
3233 2
F="" g6 - (3.42)
w Wo Wy
67510 3,3
F= 2 —39"r (3.43)

O préximo passo consiste na obtencdo de uma expressao para a frequéncia maxima, deter-
minada a partir de (3.37) em completa analogia ao caso geral do capitulo anterior, resultando

na expressao

1
3
Vmax = 2“0 [{8960w2+2197w3+16\/70\/4480w3+2197wgw3]
TTWe
1
2
169w;
+ 0 13| (3.44)

(89605 + 21970 + 16v/70 /480§ + 2197fwf|
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3.1.1 O calor especifico do modelo da cisteina

Do capitulo anterior, a expressao para o calor especifico € dada por

59 (v)dv, (3.45)

oo /Vmax h212 exp (thT>
A e () -1

ou seja,

hv
Vmax 2 2 exp ( )
C _ / d]/4 1 7T 1% h kT %
0

3 2 2
3a Wo kBT [exp (kBV > _ 1]

| F FF /F F, EE:
2 2 3 2 2 < 4 223) (346)
F1 1 2F Fl

em que Iy, Fy, F3 e Fy estdo escritos explicitamente em[3.40} [3.41] [3.42]e[3.43] respectivamente,

_J_
m3K°

volumétrico, em que a frequéncia maxima estd explicitamente expressa em (3.44).

e C ¢é tal que estd descrito em unidades (no SI) [C] = caracterizando o calor especifico

A curva desejada para comparacio com os dados experimentais € a curva do calor especifico

reduzido da L-cisteina em unidades Como descrito no capitulo anterior, esta conversao

lK4

€ realizada pela substituicao
1 Ny

J— _> JEN—
a3 Z
em que Z € o numero de unidades-féormula na célula unitaria, ou seja, o nimero de moléculas

(3.47)

de L-cisteina em uma célula unitdria. Como cada célula unitdria apresenta 4 moléculas de

L-cisteina, entdo
1 Ny

_%_
a’d 4
c

. 1 ~ .
em unidades —-. E a expressio 1} agora escrita Como =3, Se Feescreve como

(3.48)

c /_ )
T3 o 3 wy kgl® [eXp< > ]

E: FF F EyF:
[I2  Fy oy [F2  Fy ( 1 223> (3.49)
F Fy 2F /B I

nas desejadas unidades —= K4 Por fim, é necessério que as grandezas sejam convertidas para

as unidades reciprocas, ou unidades cm ™!, tais que

hv v
= 1.439— 3.50
kT 39T ( )
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onde

kp
100hc
resultando na expressao para o calor especifico reduzido

h=1eky= = 0.69503cm 'Kt (3.51)

C 1 (0.01496) - 1 /m 4 <27w) vexp (1.439%)
- = — 1%
3 5 2
T F T Wo [exp (1.439%) — 1}
3 327r Vo 8y 1 6476068 _ 39 16mivt
y 1 <2 wg —39 wewo) 64  w§ 28 64 wiwd
8 (1 16 iyt 47202 280 1 4m2u2 116wt Ar2v2 280 _ Am?u?
PRI B2 S B e ) \ Gy T T T
1 647509 39 1671'41/4 8m3y3 2y 27w
(64 w$ 280 64 wiw? ) (4 w3 + 208 wo wg y
- 2
116744 422 280 1 4722
(2 wg + 52 wg 3 4 wg >
1 647r6u6 39 16744
64 — 280 — 64 wgwg
1 167r4l/4 47r21/2 280 47212
2 ""0 + 527~ wO 3 wg
1 6478 9g() _ 39 1677
64 wog 64 w§w0§
1 647000 _og0_ 39 16%y?
l 1674v4 + 52471' v2 280  14m2y2 64 8 61 wiwh
4 3 4 w2 116744 _,’_524#21/2_@_47721/2
o 2 ""8 w2 3 wg

2 wO wgwo

3 327r51/5 — 398w 87r 1% >

X

1
8 <1 L6mivt | modm2? 280 _ 47r21/2>
2

T 2 2
wy wg 3 wy

(L 64:‘21/6 — 980 — @167#‘1/4) <48753V3 + 20825—; _ 27F_V)
0

64 64 wiw? we
i " : (3.52)
(1 16wy + 5247r2u2 280 _ 47r21/2>
2 wé wg 3 wg

em que F' € uma constante numérica arbitraria responsdvel por adequar o gréfico tedrico a sua
contraparte experimental, ao passo que a frequéncia méxima estd explicitamente expressa em
A frequéncia na qual ocorre a divergéncia na densidade de estados, responsavel pelo pico

na curva de calor especifico reduzido, € localizada por meio da solugdo da equagao

(3.53)

8rivg, n 20872 V2, _ @ 7T2l/§lv _ 0
we W 3 w2 B
0 0 7
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cuja raiz real e positiva € explicitamente dada por

Wo

Vdiv \/97r2w8 — 18727m%w3 + 3\/97T4w§ — 3744t wiws + 41625674w;

(3.54)

1272wy

Assim, a integral entre 0 e vy, compreende a divergéncia r;,. Pelo teorema de Cauchy, é
possivel determinar uma integral com uma divergéncia assumindo um intervalo de integracao
que se aproxima o quanto se queira da divergéncia. Assim, o intervalo inicial que compreendia
os valores de frequéncia entre 0 e vy,,x, € agora substituido pela soma dos intervalos entre 0 e
€_ € €4 € Unmax, €m que €_ € €, sao valores arbitrarios que envolvem a divergéncia v/;y.

Portanto, para a obtencdo da curva tedrica do calor especifico reduzido através do software
Maple, o valor de frequéncia para o qual a divergéncia ocorre foi determinado em termos dos

parametros wy € wy, escolhidos de tal maneira que a temperatura para a ocorréncia do pico de

Béson tedrica e aquela obtida experimentalmente para a L— cistel’nfﬂ fossem as mesmas.

<
T3

A previsao tedrica da curva - versus 7' e sua contraparte experimental estdo expressas no

grafico a seguir

0,0010
0,0009—-
0,0008—-
0,0007—-
cl 0,0006 —
F mol.K* 0,0005 -
0,0004—-
o,ooos—-
0,0002—-
0,0001—-
- T T T T T T T T T T T 1
0 10 20 30 40 50 60
T{K]
Figura 3.6: Curva TQ versus 7' relativa a cisteina. A curva em vermelho representa os dados

experimentais, enquanto a curva em preto representa a previsao tedrica.

que mostra uma boa concordancia entre a previsao tedrica e os resultados experimentais. A

1

divergéncia se localiza em vy, = 48.63183153 cm™*, quando os valores wy = 230 cm ™! e wy =

2300 cm™! sdo considerados. Os valores de €_ € ¢, da previsdo tedrica sdo, respectivamente,

>0s dados experimentais foram gentilmente cedidos pelo professor Herculano Martinho e seu grupo da Uni-
versidade Federal do ABC.
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e_ = 48.630 e e, = 48.640. A frequéncia maxima tem valor vy, = 187.7236796 cm~!. A
constante F' para a curva tedrica tem valor /' = 2840000. Como o teorema de Cauchy assegura
a arbitrariedade de €_ e €, a curva com a previsdo tedrica parece ser apropriada para descrever

a curva experimental em vermelho.

3.2 Observacoes finais

O estudo de so6lidos desordenados por intermédio das teorias usuais para solidos cristali-
nos (ordenados) era inexequivel, uma vez que os sdlidos desordenados perdem sua simetria
translacional, premissa destas teorias. Contudo, o modelo de uma rede desordenada de d&tomos
idénticos baseado em um espaco nao comutativo, tal que a invariancia translacional é assegu-
rada pela teoria nao comutativa, revelou ser um modelo bastante eficaz para o estudo de sélidos
desordenados, particularmente aqueles sélidos que apresentam o pico de Bdson na curva de
calor especifico reduzido.

A extensdo do estudo de uma rede desordenada de dtomos idénticos para o aminodcido
L— cisteina, apesar de algumas aproximacdes que a primeira vista pareciam descaracterizar a
molécula da L— cisteina, foi baseado apenas nas simetrias de seu grupo espacial P2,2,2;, cor-
roborando e estendendo a afirmacao de Wigner, sobre a dedugdo das propriedades dos cristais a
partir do conhecimento de todas as suas simetrias [4], para sélidos desordenados. Em verdade,
ainda que a estrutura ortorrdmbica de faces centradas tenha sido simplificada em uma estrutura
cubica de faces centradas, a exigéncia de que o calor especifico reduzido fosse expresso em uni-
dades de W implicou na substitui¢do de um valor para o volume pelo nimero de moléculas

de L— cisteina em uma célula unitaria, 2.

<
T3
exibe a forte sugestdo de que o modelo ndo comutativo para solidos desordenados pode também

Como resultado, a previsao tedrica das curvas 7 versus 7' e sua contraparte experimental

ser estendido a materiais biolégicos que apresentem fendmenos vitreos, pressupondo apenas o

conhecimento de seu grupo espacial e o nimero de unidades-féormula de sua célula unitéria.
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Capitulo 4
Conclusoes

Esta tese apresenta um estudo sobre o espago-tempo ndo comutativo em diferentes areas da
fisica tedrica: teoria quantica de campos, fisica da matéria condensada mole e fisica bioldgica,
a ultima um recente e promissor subcampo da fisica tedrica contemporanea.

O espaco-tempo nao comutativo tem sua origem na teoria quantica de campos, € este € o
ponto de partida deste estudo: os efeitos de um espaco-tempo ndo comutativo na eletrodindmica
quantica em duas e trés dimensdes, particularmente na massa que os fétons apresentam nestas
particulares extensdes da eletrodindmica quantica usual (em quatro dimensdes). Em duas di-
mensoes, a massa do foton € gerada dinamicamente, ou seja, por meio das correcdes quanticas
ao propagador livre, a autoenergia do féton, e € diretamente afetada por efeitos ndo comuta-
tivos. Em trés dimensdes, a massa para o féton é admitida através do termo topoldgico de
Chern-Simons, e mais uma vez a autoenergia do féton sofreu efeitos ndo comutativos. Para os
dois casos, as correcdes nao comutativas se aplicam apenas a autoenergia do féton - o propaga-
dor livre em ambas distintas dimensdes nao apresenta nenhum efeito devido ao espago-tempo
nao comutativo.

Em fisica da matéria condensada mole, a interpretacao de uma rede desordenada em termos
do espago nao comutativo, em que a cada atomo que pertence a rede é permitido uma incerteza
em torno de sua posi¢do tal que o efeito dessas incertezas nas posicdes resulta em uma rede
desordenada, mostra ser um modelo que compreende de forma natural os fendmenos do pico de
bdson e o incremento no patamar do calor especifico de sélidos desordenados a temperaturas
intermedidrias.

Neste modelo, cada 4tomo da rede experimenta uma for¢a de restaura¢ao proporcional ao
seu deslocamento mais uma nova for¢ca que aparece como efeito da ndo comutatividade na
posicdo dos dtomos na rede, com uma forma andloga a for¢a de Lorentz, e que tem como
principal efeito causar uma divergéncia na densidade de estados - uma singularidade de van
Hove - e o surgimento de modos 6ticos onde sdo esperados apenas modos acusticos. Portanto,
neste modelo, o surgimento de modos Oticos € um efeito unicamente ndo comutativo. Cabe
por fim ressaltar que este modelo parte de primeiros principios, ou seja, da dinamica de uma

rede. Nao havia, até o presente momento, nenhuma teoria baseada em primeiros principios com
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tamanho alcance na literatura.

A contribuicao em fisica bioldgica se deve a aplicacdo do modelo ndo comutativo na descri¢ao
da anomalia do calor especifico do aminoacido L— cisteina, apresentando uma satisfatdria con-
cordancia com os dados experimentais.

Apesar de algumas aproximagdes que a primeira vista pareciam descaracterizar a molécula
da L— cisteina, ao basear o modelo apenas nas simetrias de seu grupo espacial P2,2,2;, e
simplificar sua estrurura original, ortorrdmbica de faces centradas, em uma estrutura cubica de
faces centradas, a exigéncia de que o calor especifico reduzido fosse expresso em unidades de
W implica na substituicdo de um valor para o volume pelo nimero de moléculas de L—
cisteina em uma célula unitaria, Z, desta forma independente do caréter ortorrdombico origi-

<
T3
exibe a forte sugestdo de que o modelo nao comutativo para s6lidos desordenados é adequado

nal. Como resultado, a previsao tedrica das curvas -3 versus 7' e sua contraparte experimental

inclusive para materiais bioldgicos que apresentem a tal anomalia em seu calor especifico, pres-

supondo apenas o conhecimento de seu grupo espacial e o nimero de unidades-formula de sua

c€lula unitaria.
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