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RESUMO

Este trabalho se inicia com um breve resgate histérico do denominado Mundo Fuzzy, com
destaque sobre a teoria de conjuntos fuzzy, teoria essa em que a bivaléncia da teoria usual
de conjuntos ndo se aplica. A seguir, sdo discutidos aspectos sobre quantificadores, com
destaque para quantificadores da légica cldssica de primeira ordem, quantificadores nao
classicos e alguns quantificadores das linguagens naturais, mas que ndo sao definiveis a
partir dos usuais “para todos” e “existe algum”. Alguns desses quantificadores sdo vistos na
perspectiva da teoria fuzzy. De importancia capital, ocorre uma analise da teoria dos
conjuntos fuzzy, conforme inicialmente introduzida na literatura fuzzy, com destaque sobre
gual e como seria a algebra desses conjuntos. A partir desta caracterizacdao algébrica, busca-
se uma formalizagao das suas propriedades essenciais numa linguagem légica proposicional,

o que conduz a uma caracterizacao de uma particular ldgica fuzzy.

Palavras-chave: Teoria Fuzzy. Conjuntos Fuzzy. Quantificadores Fuzzy. Algebra Fuzzy. Légica

Fuzzy.



ABSTRACT

This dissertation begins with a brief historical rescue of the Fuzzy World, highlighting the
Fuzzy Sets theory, a theory in which the usual bivalence of sets does not apply. The aspects
of quantifiers are also discussed, especially quantifiers of the classical first-order logic, non-

classical quantifiers and some quantifiers of natural languages, which are not definable from

the usual “universal” and “existential”. Some of these quantifiers are seen in the perspective
of the fuzzy theory. Utmost importance, an analysis of the Fuzzy Sets theory occurs, as ori-
ginally introduced in the fuzzy literature, with emphasis on what and how the algebra of
these sets would be. From this algebraic characterization, a formalization of its essential
properties in a language of propositional logic is sought, which leads to a characterization of

a particular fuzzy logic.

Keywords: Fuzzy Theory. Fuzzy Sets. Fuzzy Quantifiers. Fuzzy Algebra. Fuzzy Logic.
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Introducao

E muito comum utilizarmos, no cotidiano, conceitos vagos para classificar algumas si-

tuacOes, tais como:

“0O dia esta muito quente”.

“Aquela menina é um pouco gorda”.

“A porta do meu quarto esta quase fechada”.
“Minha nota na prova foi bastante insatisfatoria”.

“O irmdo de Jodao é mais ou menos velho”.

Nos exemplos citados acima, temos alguns termos em destaque. Podemos dizer que
esses termos sdo considerados fuzzy, pois sdo imprecisos e vagos. A expressao fuzzy tem sido
traduzida para o portugués por “nebuloso” ou “difuso”.

Como nos comportarmos diante de uma situagao em que temos poucas informagées

n  u n u

para respostas, tais como “sim” ou “nao”, “falso” ou “verdadeiro”, “gordo ou magro”, “alto”
ou “baixo”, “guente” ou “frio”? Para essas situagdes, mesmo conhecendo algumas informa-
¢Oes importantes, o mais apropriado seria responder com uma determinada expressao que
se encontrasse entre o “sim” ou “ndo”, entre o “falso” ou “verdadeiro”, etc. Como exemplo,
podemos citar: quase, talvez, bastante, um pouco, a maioria, etc.

Na teoria usual de conjuntos, temos que um determinado objeto ou é ou nao é ele-
mento de um conjunto dado, ou seja, ha apenas duas op¢des: ndo pertence (0) ou pertence
(1). Agora, em vista dos exemplos apresentados anteriormente, teriamos que a passagem da
pertinéncia para a ndo pertinéncia poderia ocorrer de maneira gradual, ndo existindo neces-
sariamente uma descontinuidade. Os conjuntos fuzzy lidam com objetos por meio de seu

grau de pertinéncia e consideram todos os graus possiveis entre o verdadeiro e o falso, entre

o sim (1) e o ndo (0). Em outras palavras, poderiamos admitir que um determinado objeto



11

pertenceria “mais ou menos” a um determinado conjunto. Dessa forma, a pertinéncia seria

uma questdo de grau: algum valor real entre O e 1.

Como exemplo, temos:

Considerando a teoria classica: “Se o filho é desobediente, entdo sera castigado pelos
pais”. Agora, na teoria fuzzy: “Se o filho é um pouco desobediente, entdo pode ser castigado
pelos pais”. No primeiro exemplo, a afirmativa é verdadeira ou falsa, enquanto que, no se-
gundo, a afirmativa pode assumir certos graus de verdade, com uma valoracdo aproximada.

Com base nos estudos apresentados pelo légico polonés Jan tukasiewicz, o professor
de ciéncia da computacdo na Universidade da Califérnia, Berkeley, Lotfi Askar Zadeh, propos
uma teoria de conjuntos, a qual denominou de teoria de conjuntos fuzzy, em que a bivalén-
cia ndo se aplicava como usualmente e, mais adiante, sugeriu uma ldgica ndo cldssica, estru-
turada com base na sua teoria de conjuntos, também nao cldssica.

Como estudos sobre as teorias fuzzy estdo sempre em evidéncia, pelas relevantes
pesquisas no tema, reconhecemos, neste trabalho, a importancia de uma andlise referente
ao histérico do “Mundo Fuzzy” com destaque sobre a teoria dos conjuntos fuzzy. Pretende-
mos abordar como tais teorias foram desenvolvidas, em qual época, suas vantagens, bem
como entender a relagdo existente entre os conjuntos fuzzy e os conjuntos usuais. Vislumb-
ramos, entdo, apresentar uma andlise da teoria relacionada aos conjuntos fuzzy, com desta-
gue sobre qual e como seria a algebra desses conjuntos e a formalizacdo das suas proprieda-
des numa linguagem ldgica.

No Capitulo 1, apresentamos assuntos iniciais que sdao fundamentais para o entendi-
mento do denominado Mundo Fuzzy. Resgatamos, inicialmente, um pouco da Histéria da Lo-
gica, com énfase na logica de primeira ordem; além da apresentacdo da teoria das inferénci-
as introduzida por Aristételes, denominada tradicionalmente de silogismo aristotélico ou ca-
tegdrico. Na sequéncia, destacamos alguns principios basicos que caracterizam a légica clas-
sica, com foco naqueles conhecidos como as “leis basicas do pensamento aristotélico”. Com
isso, comentamos a obra do matematico inglés, George Boole, responsavel pelo trabalho pio-
neiro em que estabeleceu as bases para o que hoje é conhecido como dlgebra de Boole. Os
itens iniciais sdo essenciais para compreendermos o trabalho do Professor Zadeh, que reali-

zou estudos na darea de Inteligéncia Artificial e apresentou uma proposta da aceitacdo de
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mais que dois possiveis valores de verdade, dando assim, destaque ao que denominamos de
teoria fuzzy. Apods a apresentacdao dessa teoria destacada por Zadeh, enunciamos algumas
criticas ao que foi apresentado pelo professor. Além disso, quanto a aplicabilidade da légica
fuzzy, veremos que tal teoria atraiu grande atencdo no mundo dos negdcios e na area indus-
trial, inicialmente pelos cientistas e engenheiros japoneses, que foram rapidos em reconhe-
cer o enorme potencial da teoria (logica) fuzzy. Neste momento, perceberemos que a teoria
fuzzy teve grande significado quando aplicada a fenbmenos complexos que nao sdo facilmen-
te descritos por métodos matematicos tradicionais, especialmente quando se tem o objetivo
de encontrar uma solugao aproximada para determinada situagao.

No Capitulo 2, como uma das vertentes de pesquisa do grupo de estudos “SALCI: Sis-
temas Adaptativos, Légica e Computacdo Inteligente”, da UNESP, é sobre quantificadores,
enfocamos, entdo, principalmente nas informacGes apresentadas por Rodrigues (2011), em
gue algumas ideias importantes sobre a teoria de quantificadores, desde o trabalho de Aris-
toteles, até a teoria dos quantificadores generalizados sao desenvolvidas. Essas ideias e o
contexto no qual estdo inseridas sdao fundamentais para compreendermos um pouco sobre
os quantificadores na perspectiva da teoria fuzzy. Veremos que, na teoria dos conjuntos
fuzzy, o conceito de quantificador fuzzy ou quantificador linguistico, foi introduzido pela pri-
meira vez, através de estudos do professor Zadeh, e elaborado posteriormente por outros
autores. Dessa forma, destacamos como sdo apresentados os denominados quantificadores
fuzzy, nas obras de Liu e Kerre (1998), Novak (2008) e Yager (1991).

O terceiro capitulo traz uma andlise algébrica de teorias relacionadas com os conjun-
tos fuzzy. Apresentamos uma definicao de conjunto fuzzy, a relacdo de igualdade fuzzy e a re-
lagao de inclusao fuzzy, bem como as definigdes de conjunto vazio fuzzy e conjunto universo
fuzzy. Na sequéncia, apresentamos algumas importantes operagdes existentes entre os con-
juntos fuzzy: unido, interseccdo, complementacdo e diferenca. A seguir, vislumbramos uma

proposta de formalizacdo dessas propriedades envolvidas no contexto algébrico, dentro de
uma linguagem ldgica. Para isso, destacamos R = {A : A é um conjunto fuzzy com universo

V} e consideramos uma estrutura algébrica determinada por (R, <, U, N, '), em que a inclu-
sdo, a unido, a interseccdo e a complementacdo sdo determinadas para os conjuntos fuzzy.

Verificaremos que a Algébra para os Conjuntos Fuzzy é caracterizada como um reticulado ndo
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booleano. Destacamos, ainda, as relagdes na perspectiva fuzzy, bem como os conceitos de
dominio, imagem e campo dessas relagdes fuzzy. Com isso, apresentamos algumas opera-
¢cOes basicas com as rela¢des fuzzy e abordamos brevemente as relagdes fuzzy de similarida-
de e ordem.

Apds desenvolvida uma analise da teoria dos conjuntos fuzzy, com destaque sobre
gual e como seria a algebra desses conjuntos, apresentamos uma formalizacdo das suas pro-
priedades essenciais numa linguagem ldgica proposicional, o que nos levou a uma caracteri-
zacdo de uma particular légica fuzzy. Assim, no Capitulo 4, central dessa dissertacdo, apre-
sentamos uma dalgebra que abstrai os aspectos essenciais da algebra para os conjuntos fuzzy,
investigada no capitulo anterior, sendo essa, aqui denominada de dalgebra c-fuzzy. Em segui-
da, destacamos uma formalizacdo proposicional para essa estrutura com a explicitacdo dos
axiomas e regras de dedugao. Apresentamos, ainda, uma demonstragao da adequagao entre
a formalizacdo proposicional e a algébrica.

Para uma melhor compreensao de assuntos abordados ao longo do terceiro capitulo,
desenvolvemos um apéndice que trata sobre relagGes, teoria de reticulados e algebra de Bo-
ole.

Além disso, nas Consideracdes Finais, comentamos os resultados que foram disserta-

dos ao longo de todo o trabalho.
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Capitulo 1

Sobre o Mundo Fuzzy

A Ldgica pode ser concebida como um ramo da Filosofia, sendo essa, por sua vez, res-
ponsavel por realizar um estudo critico e racional dos principios fundamentais do mundo e
do homem. Ja que o pensamento, podemos assim dizer, € uma manifestacdo do conheci-
mento, e que o conhecimento tem como meta a busca da verdade, entdo temos a necessida-
de de encontrarmos meios e, talvez, regras para que esse objetivo possa ser alcangado.

Podemos dizer que a Ldgica é uma area da Filosofia que investiga sobre as regras do
pensar correto e, desse modo, o aprendizado em Ldgica sera carregado de sentido quando
encontrar um modo de garantir que o nosso pensamento possa agir de forma correta, para
entdo, conduzir a conhecimentos verdadeiros. Com isso, a Légica vai muito além do que limi-
ta qualquer disciplina isoladamente considerada, em que se pode ser estudada por seu inte-
resse intrinseco ou para fins de aplicacdo.

A [dgica de primeira ordem é uma parte da Ldgica voltada, preponderantemente,
para a Matematica, mesmo caracterizada por ter grandes lagos com a Filosofia, quando bus-
ca tratar dos argumentos e inferéncias, e tem como um dos seus objetivos fundamentais,
proporcionar métodos que permitam distinguir argumentos e inferéncias logicamente validos
daqueles que nado o sdo.

Um argumento, como nos mostra Salmon (1993), ndo consiste apenas de um simples
enunciado, mas de uma conclusdo extraida de outros enunciados, as premissas ou hipdteses,
e nas justificativas que validam a conclusdo. Quando um argumento é apresentado para jus-
tificar uma conclusdao, devemos questionar dois aspectos fundamentais: se as premissas sao
verdadeiras e se elas estdo adequadamente relacionadas para garantir a conclusdo. Ja as in-
feréncias, segundo Feitosa e Paulovich (2005), tratam de expor e explicar as regras com as

quais os individuos processam mentalmente algumas informagdes e obtém conclusdes a par-
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tir dos elementos considerados. Entendemos o estudo das regras como o estudo das inferén-
cias, que quando aplicadas corretamente em sequéncias de enunciados nos permitem a ava-
liagdo dos argumentos.

Salmon (1993) considera ainda que ha um restrito paralelismo entre os argumentos e
a inferéncia, pois ambos, compreendem evidéncias e conclusdes que se encontram em rela-
¢do mutua. A principal diferenca existente esta no fato de que um argumento é uma entida-
de linguistica, ou seja, uma cole¢cdo de enunciados (premissas e conclusdo); ja a inferéncia,
ndo o €, mas indica como bem usar regras para fazer um argumento aceitavel.

Na Grécia antiga, diversas escolas se preocuparam em compreender as relacdes entre
0 pensamento e a linguagem. Platdo (século IV a. C.), considerado um dos principais pensa-
dores gregos, influenciou profundamente a filosofia ocidental, ao introduzir reflexdes acerca
do raciocinio; entretanto, Aristoteles (384 — 322 a . C.), discipulo de Platdo, foi o primeiro a
apresentar, de forma mais elaborada, textos de Légica, através da sistematizacdo dos resulta-
dos desenvolvidos em estudos anteriores. Durante séculos, falar de Légica era sinbnimo de
I6gica aristotélica.

A teoria das inferéncias apresentada por Aristételes, denominada tradicionalmente
de silogismo aristotélico ou categodrico, destaca um método de deduc¢do de uma conclusdo a
partir de duas premissas. Envolve, sempre, enunciados categdricos que discutiremos a seguir.

Segundo D'Ottaviano e Feitosa (2003), a teoria dos silogismos constitui um dos pri-
meiros sistemas dedutivos ja propostos, sendo esta, considerada por fildsofos e historiadores
da Ldgica, como a mais relevante descoberta em toda a Histéria da Ldgica, pois, além de ser
a primeira teoria dedutiva, a teoria dos silogismos € um dos primeiros sistemas axiomaticos
construidos. Os autores destacam ainda que a teoria dos silogismos, nos tempos modernos,
pode ser observada como um fragmento da légica de primeira ordem.

Em seu texto “Primeiros Analiticos”, terceiro livro do Organon, considerado um dos
mais importantes da Logica, Aristdteles introduz a sua teoria de silogismos. O texto apresen-
ta a analise dos argumentos de acordo com as suas formas, ou seja, de acordo com as varias
figuras e modos dos silogismos. Para Aristoteles, silogismo é um argumento em que, quando
estabelecidas certas coisas, resulta necessariamente delas, por serem o que sdo, outra coisa

distinta do anteriormente estabelecido. Em outras palavras, cada silogismo valido é uma re-
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gra de inferéncia que deduz uma proposicao categdérica — a concluséo — a partir de duas ou-
tras proposicOes categoricas, chamadas premissas. Cada uma das premissas contém um ter-
mo comum com a conclusdo — o termo maior e o termo menor, respectivamente; e um ter-
mo comum entre as premissas — o termo médio.

Quanto a linguagem, na teoria dos silogismos, temos que os termos sdo considerados
substantivos ou ideias, que podem ser apresentados em termos gerais ou em termos singula-

res e com predicados. Podemos considerar, como exemplos de termos gerais, “homens”, “nu-

7

n u

meros”, “letras”, etc; ja como exemplos de termos singulares, temos “Sécrates”, “quatro”, “b”,

etc; e por fim, como predicados: “morta

IH “" n
’

par”, “consoante”, etc. Em relagao as proposi¢oes
(enunciados categdricos), a teoria dos silogismos trata com proposi¢des categdricas, no sen-

tido de incondicionais e de proposicoes singulares. Temos entdo que:

“Todo homem é mortal” € um exemplo de proposicdo categorica;

“Socrates é mortal” e “José € um homem” sao exemplos de proposigdes singulares.

Quanto as proposicdes categodricas, existem quatro tipos, que diferem entre si em
guantidade, pois sdo particulares ou universais, e em qualidade, pois afirmam ou negam. Os

guatro tipos de proposicdes sao:

Afirmagdo universal: “Todo S é P”.
Notacgdo: A,

Negacdo universal: “Nenhum S é P”.
Notacgéo: E;

Afirmacdo particular: “Algum S é P”.
Notacéo: |;

Negacdo particular: “Algum S ndo é P”.

Notacgéo: O.

Feitosa e Paulovich (2005) destacam que as letras A e |, utilizadas para indicar as pro-

posicGes categoricas afirmativas, e as letras E e O, que servem para indicar as proposicoes ca-
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tegdricas negativas, sao utilizadas como referéncias as palavras do latim: affirmo e nego.
As relagGes existentes entre as quatro formas de proposigdes categdricas foram esta-

belecidas por Aristételes através de seu conhecido quadrado das oposigdes:

A — contrarfas—— E

N/

subalternaycmh"adi’niriaiubaltemas

—subcontrarias— O

Nesse quadrado, observamos que as proposi¢des categdricas A e O, assim como as
proposicOes categdricas E e |, sdo contraditdrias, ou seja, ndo podem ser, simultaneamente,
ambas verdadeiras e ambas falsas. Uma é a negacdo da outra. Ja as proposicoes categdricas
A e E s3o denominadas contrdrias e ndao podem ser ambas verdadeiras, mas podem ser am-
bas falsas. Agora, as proposicoes categoricas | e O sdo proposicées subcontrdrias. Ndo podem
ser ambas falsas, porém podem ser ambas verdadeiras. Por fim, as proposi¢des categdricas A
e |, bem como as proposicOes categoricas E e O, sdo chamadas subalternas, e quando A é
verdadeira, entdo | também é verdadeira, e quando E é verdadeira, entdo O também é verda-
deira.

Para uma melhor compreensdo dos silogismos aristotélicos, consideramos o seguinte

exemplo:

Todos os homens sdao mortais;
Todos os gregos sdao homens;

Logo, todos os gregos sdo mortais.

No exemplo acima, temos a conclusdo obtida através de um processo de combinagao
dos elementos contidos nas premissas. Quando destacamos que “Todos os homens sdo mor-

tais”, temos a premissa maior, que contém o termo maior “mortais” e o termo médio “ho-
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mens”; ja na premissa “Todos os gregos sdo homens”, temos a premissa menor, que contém
o termo menor “gregos” e o termo médio “homens”. Na conclusdo “Todos os gregos sdo
mortais”, contém o termo menor “gregos”, sujeito da conclusdo, e o termo maior “mortais”,
predicado da conclusdo. D'Ottaviano e Feitosa (2003) destacam que num silogismo valido,
nao é possivel que as premissas sejam verdadeiras e a conclusao falsa.

O desenvolvimento dos silogismos apresentado por Aristételes, mais alguns aspectos
l6gicos desenvolvidos por outras escolas de pensadores gregos como os Estdicos e os Mega-
rios, foi a base do que entendemos por Logica até meados do século XIX e que classificamos
como [dgica tradicional. A partir dai, iniciou-se o que entendemos como a matematizagdo da
légica, e que culminou na /dgica contempordnea. Quando os légicos matematicos Giusseppi
Peano (1858-1932), Gottlob Frege (1848-1925), Bertrand Russell (1872-1970), Kurt Godel
(1906-1978), entre outros, descobriram algumas limitagdes no sistema aristotélico e assea-
ram por interrelacionar Légica e Matematica, este novo movimento se iniciou. Embora mui-
tos légicos modernos considerem a légica silogistica de Aristételes como uma légica primiti-
va, é impossivel esquecer a enorme influéncia que ela exerceu sobre as geragoes de fildsofos,
matematicos e cientistas que vieram depois dele.

Antecipando um pouco a discussdo, podemos dizer que a /dgica moderna teve seu
inicio no século XVII, com o matemadtico e filé6sofo Gottfried Leibniz, que influenciou seus
contemporaneos e sucessores com suas propostas ambiciosas para a Légica. No seu progra-
ma, eminente pensado, buscava construir uma linguagem universal, baseada em um alfabeto
do pensamento, pois percebeu que a teoria dos silogismos categdricos ndo era suficiente
para dar conta de alguns tipos de inferéncia feitas na Matematica. D'Ottaviano e Feitosa
(2003) destacam que a maioria das contribuicOes de Leibniz para a Légica ndo foram publica-
das durante sua vida.

Feitosa e Paulovich (2005) relatam que, apds Aristoteles, os estudos da légica tradi-
cional sé contaram com contribuicOes significativas no século XIX, quando Peano e seguido-
res iniciaram desenvolvimentos de matematizagao da Légica e quando Gottlob Frege apre-
sentou a ldgica formal moderna, construida sobre uma linguagem artificial muito bem esta-
belecida.

O livro Begriffsschrift (Conceptografia), publicado por Frege em 1879, foi considerado
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o trabalho inicial para o nascimento da Légica contemporanea. Foi a publicacdo mais impor-
tante na ldgica desde os tempos de Aristoteles. O principal objetivo da obra é a construcao
de uma linguagem formalizada do pensamento puro. O livro contém, pela primeira vez, o cal-
culo proposicional com uma formalizacdo dos nossos tempos, a nogao de fungdo proposicio-
nal, o uso de quantificadores e a andlise légica de prova por indugdo matematica.

A logica tradicional, hoje, deve ser entendida como uma parte da légica classica de
primeira ordem. A |dgica classica contemporanea encerra toda a velha silogistica aristotélica.
A partir da obra de Frege, a ldgica classica adquiriu forma quase definitiva, extensa e consis-
tente na obra escrita por Whitehead e Russell, “Principia Mathematica”, que versa sobre os
fundamentos da Matematica. Seguindo a tradicdo de Frege - o logicismo - esses autores de-
sejaram fazer da Ldgica os fundamentos de toda a Matematica.

De uma forma geral, podemos considerar que a légica classica contemporanea, se-
guindo a tradicdo de Aristoteles, pode ser entendida como uma légica de primeira ordem,
gue discorre sobre os conectivos légicos de negacdo (—), disjuncdo (v), conjuncdo (A), con-
dicional (—) e bicondicional (<), sobre os quantificadores existencial (3) e universal (V), e

sobre o predicado de igualdade.

Alguns principios bdsicos caracterizam a ldgica classica e, dentre esses, podemos des-

tacar trés, conhecidos como as leis basicas do pensamento aristotélico:

(i) Principio da ndo contradigdo, em que uma sentenga nao pode ser verdadei-
ra e falsa ao mesmo tempo;

Em simbolos: —(A A — A)

(ii) Principio do terceiro excluido, em que uma sentenca tem que ser ou verda-
deira ou falsa;

Em simbolos: Av — A

(iii) Principio da identidade, em que todo objeto é idéntico a si mesmo.

Em simbolos: (Vx)(x = x)
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Com a ldgica classica iniciada por Aristoteles, podemos assim assumir que “A grama é
verde ou ndo é verde”, mas claramente ndo poderiamos aceitar que “a grama é verde e nao
verde”. Dessa forma, como vimos anteriormente, na visdo do mundo da légica aristotélica,
ou uma sentenca é falsa ou é verdadeira, ndo podendo ser, ao mesmo tempo, falsa e verda-
deira.

No século XIX, George Boole, matematico inglés e um dos fundadores da tradicdo al-
gébrica da Légica, desenvolveu um sistema de Algebra e Teoria dos Conjuntos que tratava da
Légica de dois valores em um contexto algébrico matematico. Em sua obra de 1847 "The Ma-
thematical Analysis of Logic" (A andlise Matemdtica da Ldgica), Boole apresentou um traba-
Iho pioneiro no qual estabeleceu as bases para o que hoje é conhecido como dlgebra de
Boole, que inclui propriedades basicas do Calculo Proposicional Classico e da Teoria dos Con-
juntos.

Podemos dizer que, a partir daquele momento, a Légica comecou a ser desenvolvida
como um sistema matematico rigoroso. Na algebra apresentada por Boole, existia um siste-
ma de simbolos e regras. Com esse sistema, Boole mostrou que seria possivel codificar enun-
ciados, tais como na logica aristotélica, que permitiriam verificar, posteriormente, em lingua-
gem simbdlica, serem os argumentos validos ou ndo validos. Um pouco mais adiante, em
1854, Boole apresentou os denominados “Sistemas de Boole”, detalhados em sua publicagao
“An investigation of the laws of thought” (Uma investigacdo sobre as leis do pensamento),
em que fundamentava as teorias Matematicas da Logica. Nesse trabalho, Boole sugeriu que
a Logica e os simbolos algébricos seriam semelhantes e existiriam trés operadores légicos
mais basicos. Os operadores: “e (A), ou (V) e ndo (—)” seriam os Unicos operadores necessa-
rios para o desenvolvimento de comparag¢des ou calculos das fun¢des bdsicas da matematica
(somar, subtrair, multiplicar, dividir). Quase cem anos depois, esse trabalho apresentado por
Boole foi fundamental para a construcao e programacado dos computadores eletronicos.

No final do século XIX, como comentam D'Ottaviano e Feitosa (2003), em busca de
solucdes ndo aristotélicas para questdes logicas em aberto, alguns trabalhos foram os precur-
sores das Idgicas ndo cldssicas. Ja nas primeiras décadas do século seguinte, matematicos e
filésofos criaram novos sistemas logicos, diferentes daqueles representantes da légica aristo-

télica. Haack (1974) considera duas categorias principais de Idgicas ndo cldssicas, as quais
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sao classificadas como:
e complementares da Idgica cldssica, que sdao aquelas que respeitam todos os principios
apresentados pela ldgica classica, mas abrangem outros itens que estdo fora do propdsito

classico.

Exemplo: A ldgica temporal, capaz de formalizar raciocinios como: “Pedro trabalha to-
dos os dias. Logo, hoje, Pedro trabalha”, ou ainda, “O apostador venceu o jogo ontem. Logo,

ao menos uma vez, o apostador venceu o jogo”.

e [dgicas alternativas, destinadas a substituir a légica classica em alguns, muitos ou todos os

contextos que exigirem uma légica subjacente.

As mais conhecidas sdao aquelas que excluem o principio da bivaléncia e lidam com
mais de dois valores possiveis de verdade.

Podemos considerar que, as légicas ndo cldssicas, usualmente, diferem da ldgica clds-
sica, pois:

- podem ser baseadas em linguagens com maior poder de expressao;

- sdo baseadas em principios distintos;

- admitem semanticas distintas.

No inicio do século XX, Bertrand Russell, matematico britanico, encontrou um parado-
X0 grego antigo no centro da Iégica moderna. O enigma, denominado “O Paradoxo do Menti-
roso”, relata que Epiménides, morador de Creta, na Grécia, no século VI a.C., afirmou: “todos
os cretenses sdao mentirosos”. Se ele estivesse mentindo, entdo o que disse seria verdade e,
desse modo, ele ndo estaria mentindo. Por outro lado, se ele ndo estivesse mentindo, entdo
a sentenca proferida seria verdadeira e, entdo, ele estaria mentindo. De qualquer maneira,
ele estaria mentindo e ndo mentindo. Ambos os casos levam a uma contradicdo, pois a afir-
macdo é verdadeira e falsa ao mesmo tempo. Uma variacdo desse mesmo paradoxo foi re-
descoberto por Russell na teoria dos conjuntos e provocou, na época, muitos debates, pois

sua formulagdo exigia apenas algumas noc¢des basicas da teoria dos conjuntos. O “Paradoxo
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de Russell”, como ficou conhecido, consistia em destacar o conjunto de todos os conjuntos
gue ndo contém a si mesmos como elementos. Diante da /dgica cldssica, esses dois enigmas
seriam desafiadores.

Mais adiante, Jan tukasiewicz, l6gico polonés, motivado por questdes filosoficas, con-
siderou uma légica com muitos valores de verdade: as légicas polivalentes, multivalentes, ou
ainda, multivaloradas. Nessa logica, as proposicoes podem assumir trés ou mais valores de
verdade. Além dos valores conhecidos da légica cldssica, falso e verdadeiro, foi acrescido,
num primeiro momento, um terceiro valor, sendo esse, o valor “indeterminado”.

Segundo nos mostram D'Ottaviano e Feitosa (2003), tukasiewicz introduziu seus siste-
mas de ldgicas polivalentes como uma tentativa de investigar proposicdes modais e as no-
¢cOes de possibilidade e necessidade relacionadas com tais proposices, particularmente vin-
culadas com eventos futuros.

As proposi¢cdes modais apresentadas por tukasiewicz, como mostram os autores, sdo

n u

proposicdes introduzidas para retratarem as seguintes expressdes: “é possivel que p”, “nao é
possivel que p”, “é possivel que ndo-p” (é contingente que p) e “ndo é possivel que ndo-p” (é
necessario que p). A expressao “é possivel que p” foi tomada como primitiva e tukasiewicz
formalizou seu significado através de trés asser¢cdes modais, por ele consideradas como basi-
cas, por razoes intuitivas e historicas.

Na logica apresentada por tukasiewicz, destaca-se a lei da contradicdo, em que uma
determinada afirmacdo poderia ser verdadeira e falsa ao mesmo tempo. Isso se tornaria
possivel, apenas na condicdo de ndo assumirmos apenas sentencas verdadeiras e falsas, mas
com algum grau de verdade distinto, o que geraria, dessa forma, varios niveis de possibilida-
des e ndo apenas os dois valores até entao usuais.

D'Ottaviano e Feitosa (2003) destacam que tukasiewicz, ao assumir a existéncia de
sentencas as quais poder-se-iam atribuir um terceiro valor de verdade, como comentado an-
teriormente, distinto dos cldssicos verdadeiro ou falso, ndo rejeitou os principios da ndo-con-
tradicdo ou do terceiro excluido.

A ideia apresentada por tukasiewicz foi, logo depois, generalizada ao considerar um
numero n qualquer (n>2) de valores de verdade. Hegenberg e Andrade e Silva (2005) desta-

cam que esse logico foi o primeiro a considerar Légica com numero infinito de valores de ver-
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dade.

As concepcoes de légicas multivaloradas, apresentadas por Lukasiewicz, podemos as-
sim dizer, foi o ponto de partida para o que denominamos aqui de “Mundo Fuzzy”, ou o emb-
rido das Logicas Fuzzy.

Nascido no Ird e formado em engenharia elétrica na Universidade de Teerd, Lotfi
Askar Zadeh, atualmente, aos 91 anos de idade, é professor de Ciéncia da Computacdo na
Universidade da Califérnia, Berkeley, desde 1959. Zadeh sempre foi conhecido por ser um
brilhante pesquisador em teoria de sistemas de controle e ganhou destaque por ser especia-
lista em Matemadtica e Ldgica.

Zadeh realizou estudos na drea de Inteligéncia Artificial e, em meados da década de
1960, percebeu que os métodos matematicos tradicionais, disponiveis naquela época, ndo
eram capazes de formalizar algumas situagdes referentes a problemas que compreendessem
posicGes ambiguas, ndo completamente claras ou sem um contorno nitido. Isto conduziria a
impossibilidade de tomadas de decisdes bindrias, quando envolvidas com tais conceitos. Para
contornar essa incapacidade de representacdo, a alternativa proposta por Zadeh foi a aceita-
¢do de mais que dois possiveis valores de verdade.

Um computador era usado para um processamento de dados, mas para isso aconte-
cer, havia necessidade de serem especificados os detalhes do processo, passo por passo. Po-
deriamos considerar como exemplo, um sistema de controles de robds, em que a modela-
gem é algo extenso e a execugao é feita em um longo periodo de tempo. Para Zadeh, embora
um computador demonstre ser poderoso, ele ainda é inferior ao cérebro humano em certos
tipos de resolucdo de problemas. Através dos seus estudos, Zadeh chegou a conclusdo de
gue a abordagem usual que necessita especificar tudo nos minimos detalhes e num contexto
bivalente, ndo seria a conduta correta. Dessa forma, o professor prop6s uma alternativa na
qual todo o sistema poderia ser definido.

Com base nos estudos apresentados por Jan tukasiewicz, Zadeh prop6és uma teoria
de conjuntos, a qual denominou de teoria de conjuntos fuzzy, em que a bivaléncia ndo se
aplicava como usualmente e, depois, na metade da década seguinte, ele sugeriu uma /dgica
ndo cldssica, estruturada com base na sua teoria de conjuntos, também nao classica. A ex-

pressdo fuzzy tem sido traduzida para o portugués por “nebuloso” ou “difuso”, contudo,
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manteremos neste trabalho a denominacgao fuzzy.

A Teoria Fuzzy comecga, podemos assim dizer, com um texto de autoria de Zadeh, pu-
blicado em um jornal académico na Universidade de Bekerley. Neste artigo, o professor no-
meou “conjuntos fuzzy” como sendo os conjuntos cujos limites ndo estariam claros. Ele pon-
tuou que os conjuntos fuzzy iniciariam um importante papel no raciocinio humano de reco-
nhecimento de padrdes, envolvendo comunicacdo semantica e abstracdo especial. Ainda, no
mesmo artigo, Zadeh expandiu essa asser¢ao dentro de uma teoria fundamentada na Mate-
matica, sendo essa, segundo o professor, uma teoria definida de maneira clara.

Como vimos, na teoria usual de conjuntos, temos que um determinado objeto ou é
ou ndo é elemento de um conjunto dado, ou seja, ha apenas duas op¢des: ndo pertence (0)
ou pertence (1). Ja nessa nova alternativa de conjuntos, apresentada por Zadeh, a passagem
da pertinéncia para a ndo pertinéncia ocorreria de maneira gradual, ndo existindo necessari-
amente uma descontinuidade, ou seja, a pertinéncia seria uma questdo de grau, na qual, o
grau de pertinéncia de um determinado objeto a um conjunto fuzzy seria representado por
algum numero real que se encontraria no intervalo real entre 0 e 1, sendo 0 a expressdo da
completa ndo pertinéncia e 1 a sua pertinéncia total.

Como um exemplo, sabemos que uma andorinha pertence a um conjunto de aves,
mas um morcego nao pertence a esse conjunto. Agora, na teoria dos conjuntos fuzzy, ora em
discussdo, como os elementos pertencem a conjuntos em graus variados, podemos conside-
rar que, como o morcego tem asas, assim como a andorinha, pode pertencer a um conjunto
de aves, mas até um certo grau.

Neste momento, é necessdrio destacar que os conjuntos fuzzy serdo representados,
ao decorrer deste trabalho, por letras latinas maiusculas do tipo: A4, B, C, D, E, etc., para di-
ferenciar dos conjuntos usuais, que serdo denotados por letras maiusculas do tipo: A, B, C, D,
E, etc.

Temos entdo, que um conjunto fuzzy seria entendido como uma funcao de certo do-
minio V, o universo de discurso, no intervalo real [0, 1]. Dessa maneira, verificamos que um
determinado objeto pode pertencer, com certo grau, a um determinado conjunto e com um

grau distinto a um outro conjunto’.

1 ’, . . . ’ ~ .
No Capitulo 3, discutiremos sobre os conjuntos fuzzy. Neste presente capitulo, apenas apresentamos algumas nogdes gerais.
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Desse modo, considerando que um conjunto fuzzy fica determinado por funcdes e,
como consequéncia da teoria usual de conjuntos, como cada funcdo pode ser representada
por um conjunto de pares ordenados, poderiamos entdo definir os conjuntos fuzzy do modo

seguinte:

Definigéio: Um conjunto fuzzy A € um conjunto de pares ordenados, em que o primeiro ele-
mento do par pertence ao universo de discurso V e o segundo elemento corresponde ao
grau de pertinéncia do primeiro elemento em A.

Assim: A ={(a,n):aeVepnelo1]}

Para esses conjuntos fuzzy, podemos e devemos elencar as relacbes e operacdes
sobre esses conjuntos, assim como acontece com 0s conjuntos usuais. Abordaremos esses
assuntos com mais precisao nos proximos capitulos.

Baseado no desenvolvimento da teoria dos conjuntos fuzzy, em meados da década de
1970, Zadeh estendeu seus estudos para o que denominou de “légica fuzzy” que, segundo
Feitosa (1992), seria um sistema logico ndo classico, em que os seus valores de verdade sdo
linguisticos, ou seja, sao palavras em uma linguagem natural ou artificial, interpretados por
funcGes, em contraposicdo aos valores usuais, verdadeiro ou falso.

Destaca-se, ainda, que esses valores de verdade poderiam ser dados por conjuntos
fuzzy, definidos no intervalo real unitario, formando um conjunto enumeravel fuzzy do tipo:
verdadeiro, mais ou menos verdadeiro, bastante verdadeiro, ndo muito verdadeiro, ndo mui-
to falso, etc.

Destacamos que definir precisamente légica fuzzy é bastante dificil, pois ndo ha um
sistema uUnico conhecido com essa denominagdo. Porém, seu significado pode ser explicado.
A logica fuzzy é utilizada como uma grande ferramenta da teoria dos conjuntos fuzzy, e mais,
podemos dizer que os conjuntos fuzzy sdo uma ampliagdo dos conjuntos cldssicos, no
sentido de que lidam com objetos por meio de seu grau de pertinéncia e consideram todos
os graus possiveis entre o verdadeiro e o falso; e a ldgica fuzzy, desse modo, seria também

uma generalizacdo da légica classica.
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A teoria de conjuntos fuzzy apresentada pelo Professor Zadeh teve como objetivo
fornecer uma ferramenta matematica para tratar de informacGes de carater vago ou
impreciso. A légica fuzzy, com base nessa teoria, foi construida inicialmente através de
conceitos ja estabelecidos na ldgica classica, mas desse modo a amplia-la e permitir
raciocinios imprecisos ou aproximados. Os operadores légicos foram definidos a semelhanca
dos usuais e, alguns outros, foram introduzidos ao longo dos anos. Dessa forma, devemos
observar que a légica fuzzy nao se opde a ldgica classica, mas sim, a complementa.

Falando mais especificamente sobre os elementos abordados pela ldgica fuzzy, as va-
ridveis linguisticas, que Zadeh define como varidveis cujos valores sao palavras ou sentencas
de uma linguagem natural ou artificial, surgem da necessidade de interpretacdo de fendme-
nos qualitativos. Os fendOmenos quantitativos sdo bem interpretados por variaveis numéricas,
mas as variaveis numéricas nem sempre sao apropriadas para representar fendmenos quali-
tativos e, como esses sdo bastante frequentes no nosso cotidiano, faz-se importante uma al-
ternativa para a formalizacdo dessas situacdes, o que Zadeh faz através das variaveis linguisti-
cas, mais apropriadas para a caracterizacdo de fendmenos inexatos, aproximados ou comple-
XOS.

Para um melhor entendimento, podemos considerar como exemplo a palavra estatu-
ra, bastante usual no nosso cotidiano. Em ambientes ndo numéricos, ndo temos a nog¢ao cla-
ra de seu significado; agora, por meio dos conjuntos fuzzy, podemos atribuir no¢ées aproxi-
madas para estatura; sendo essas, denominadas de varidveis fuzzy. Podemos considerar
como exemplos de variaveis fuzzy da varidvel linguistica “estatura”: muito alto, alto, meio-al-
to, um pouco alto, baixo, meio-baixo, muito baixo, um pouco baixo, médio, entre outros. Os
elementos de cada nocdo aproximada de estatura sdo caracterizados pela variacdo do grau
de pertinéncia num rol apropriado para estaturas. Assim, nesse exemplo, os seguidores de
Zadeh consideram que “estatura” é uma variavel linguistica, que assume as varidveis fuzzy:
muito alto, alto, meio-alto, etc., como seus valores e, que essas, por sua vez, sdo interpreta-
das por meio dos conjuntos fuzzy. Por exemplo, considerando um homem de 1,82 m e outro
de 1,76 m, podemos considerar que ambos sdo membros do conjunto fuzzy “alto” da varia-
vel linguistica “estatura”; porém, o homem de 1,82 m tem um grau de pertinéncia superior

ao outro homem.
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Em contrapartida aos conjuntos cldssicos, os conjuntos fuzzy introduzidos por Zadeh,
admitem uma enorme riqueza de possibilidades, ndo se limitando simplesmente ao

verdadeiro/pertence ou falso/ndo pertence. Dessa forma:

1. Quando o valor de pertinéncia de uma varidvel numérica for igual a um, temos que
ela tem pertinéncia total ao conjunto;

2. Quanto mais proximo o valor de pertinéncia de uma variavel numérica estiver do 1,
maior é a sua pertinéncia ao conjunto;

3. Quanto mais proximo o valor de pertinéncia de uma variavel numérica estiver do 0,
menor é a sua pertinéncia ao conjunto;

4. Quando o valor de pertinéncia de uma variavel numérica for igual a zero, entdo ela

ndo estd no conjunto ao conjunto.

Ao definir as regras de deducdo fuzzy, Zadeh partiu do postulado de que toda regra
tem um antecedente e um consequente. Na ldgica classica, como exemplo, temos que: “O
aluno estudou (antecedente), entdo ndo saird mal na avaliacdo (consequente)”. Agora, na |6-
gica fuzzy: “se o aluno estudou um pouco (antecedente), entdo pode ser que ndo va muito
bem na avaliacdo (consequente)”. No primeiro exemplo, a afirmativa é verdadeira ou falsa,
enguanto que, no segundo, a afirmativa pode assumir certos graus de verdade, com uma va-
loracdo aproximada.

Percebemos, entdo, que os valores numéricos da funcdo de pertinéncia sao
indicadores de tendéncias e podem ser decididos pela subjetividade de cada individuo ou
depender do contexto em que esta inserido.

Para um melhor entendimento, consideremos, como exemplo, a seguinte questdo: O
gue define uma pessoa ser “um pouco alta”? A resposta para essa pergunta deve ser dada
pela subjetividade de cada individuo e representada por algum valor numérico situado no
intervalo real entre 0 e 1. Essa subjetividade do individuo pode considerar uma pessoa um
pouco alta, com grau de pertinéncia igual a 0,7, ja para outro individuo, a mesma variavel
fuzzy pode assumir grau de pertinéncia 0,8, por exemplo.

Diante do que foi apresentado até agora, temos que uma varidvel linguistica pode ser,
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entdo, caracterizada por uma quintupla (H, G, V, T(H), S(H)), em que H é o nome da variavel,
G é uma regra sintatica que permite gerar valores linguisticos, V é o universo de discurso,
T(H) é o conjunto dos nomes dos valores linguisticos da varidvel H e S(H) é uma regra seman-
tica que associa a cada termo x de H, gerado por G, o seu significado S(x) com valores no in-
tervalo real [0, 1]. Continuando com um dos exemplos mencionados anteriormente, temos

que:

T(estatura) = {muito alto, alto, meio-alto, um pouco alto, baixo, meio-baixo,
muito baixo, um pouco baixo, médio,...}

e V=1[0.3, 2.1] em metros.

A légica fuzzy, como vimos, baseia-se na teoria dos conjuntos fuzzy, com vistas a sua
representacdo. Nesta logica, € notavel a presenca de uma série de elementos importantes e,
dentre esses, temos as proposicdes fuzzy, que sao expressoes constituidas por um sujeito e
um predicado (2 moda categodrica), em que este predicado é dado por um termo vago ou nao
preciso, como por exemplo: “A agua esta fria”; e as inferéncias fuzzy ou raciocinios fuzzy,
como nos mostram Feitosa e Paulovich (2005), que sdo os processos pelos quais uma conclu-
sdo, possivelmente ndo exata, porém préxima da exatidao, é decorrente de uma colecdo de
premissas imprecisas e vagas por meio de regras e operacgoes fuzzy.

Enfatizando o que foi visto até agora, é possivel percebermos que os valores usados
na logica fuzzy baseiam-se em palavras, ou seja, os valores de verdade sdo expressdes lin-
guisticas.

Em suma, podemos dizer que no cdlculo sentencial fuzzy, destacam-se as seguintes

propriedades:

(i) restricoes de uma variavel linguistica, denominadas variaveis fuzzy, que sdo inter-
pretadas por conjuntos fuzzy;

(ii) expressoes da linguagem natural como: muito, pouco, alguns, bastante, possivel-
mente, mais ou menos, quase muito, sdo aplicados nos aspectos semanticos fuzzy;

(iii) os conectivos légicos A, v, — e — sdo entendidos segundo uma interpretacao
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fuzzy.

Segundo Mukaidono (2001), uma das maiores criticas direcionadas a teoria fuzzy esta
no fato de ndo ter como determinar objetivamente os valores de pertinéncia. O objetivo da
teoria fuzzy é estabelecer uma teoria matematica para lidar com essa subjetividade. Segundo
o autor, é de forma objetiva que a teoria fuzzy lida com a subjetividade. Esse € um assunto
ainda muito discutido. A teoria fuzzy ndo é uma teoria definida vagamente, mas é uma teoria
matematica desenvolvida para lidar com ambiguidades, através de descri¢gdes quantificadas
em métodos exatos. O objeto é incerto, mas o método ndo é. A definicdo da teoria fuzzy é
feita rigorosamente e de forma cientifica.

As teorias convencionais sdo baseadas no principio de Descartes, cujos objetos sdao
limitados ao que pode ser definido objetivamente. O incerto €, portanto, excluido da lista de
topicos de investigagdo. Na teoria fuzzy, tomamos uma atitude oposta ao admitirmos e
tratarmos com incertezas. Primeiro, as incertezas sao representadas pelas fungdes de
pertinéncia, através da subjetividade. Entdo, a fungdo é manipulada em um método definido
no seio da teoria fuzzy.

Na época em que foram publicados os primeiros artigos do Professor Zadeh, sobre os
conjuntos fuzzy, pesquisadores dedicaram pouco interesse a nova ideia. Muitas criticas foram
levantadas na comunidade cientifica e a maioria estava contra Zadeh, quando alegavam que
os pesquisadores de Ciéncia e Tecnologia deveriam desenvolver seus estudos de uma forma
muito clara e evitar quaisquer possibilidades de ambiguidades. Alguns matematicos chega-
ram a dizer que a ideia apresentada por Zadeh transparecia ser algo totalmente infantil e ar-
gumentavam que a légica apresentada pelo professor era a Teoria de Probabilidade com al-
gum disfarce.

Na Teoria de Probabilidade, temos que um evento, embora incerto, é bem determina-
do, pois a incerteza do evento estd no acaso de como ele pode ocorrer, mas o seu espaco
amostral é claramente conhecido e ndo sdo considerados aspectos subjetivos do evento. Por
outro lado, na teoria fuzzy, o evento e sua ocorréncia sao incertos e aspectos subjetivos do
evento sao considerados. No ambiente fuzzy, trabalha-se com o conceito de possibilidades,
distinto do tradicional conceito de probabilidades. Ao considerarmos, por exemplo, o lanca-

mento de uma moeda, no modo usual, sabemos que o seu espaco amostral E é determinado
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por E = {cara, coroa} e a incerteza repousa em “ser cara” igual a 0.5 ou "ser cora", também,
igual a 0.5. Nas aplicacGes fuzzy tratam-se também de aspectos particulares, contextuais, va-
gos e subjetivos; ou seja, um ambiente complementar e distinto ao probabilistico.

Em meio as criticas, afirmaram, ainda, que a teoria fuzzy era algo desnecessaria, prin-
cipalmente em relagdo a sua aplicabilidade, pois apontavam que qualquer trabalho que pu-
desse ser feito com a utilizacdo de noc¢bes fuzzy poderiam ser bem realizados sem a utiliza-
cdo dela, pois essa seria facilmente descartada. E mais, ressaltavam que a teoria fuzzy nao
poderia ser considerada como uma nova teoria, pois ja havia sido proposta pelos antigos
gregos.

Em 1979, Zadeh foi o Unico pesquisador a estudar a teoria fuzzy em Berkeley. A maio-
ria dos interessados em sua pesquisa eram pesquisadores internacionais, visto que suas
ideias ndo foram bem aceitas, de imediato, nos EUA. Ha relatos de que o professor Zadeh fi-
cou muito desapontado com todos os comentdrios negativos sobre sua teoria. O falecido
professor Richar Bellman, famoso pela construgdo de algoritmos para a resolugao de proble-
mas na area da computacdo, foi um dos grandes incentivadores da teoria fuzzy de Zadeh e
serviu como um encorajador do professor.

Mesmo diante de muitas criticas, desde a década de 1970, o professor Zadeh recebe
muitos prémios por suas pesquisas na area da ldgica fuzzy. Mais recentemente, Zadeh foi
premiado com a Medalha Benjamin Franklin em Engenharia Elétrica pelo Instituto “The
Flanklin”, na Filadélfia, pela invencdo e desenvolvimento do campo da légica fuzzy e, em
2011, o Instituto de Engenheria Elétrica e Eletronica (IEEE), em Nova lorque, Estados Unidos,
gue tem como objetivo promover a inovacao tecnoldgica, nomeou o professor Zadeh para o
denominado “hall da fama” na darea de inteligéncia artificial.

Embora, no inicio, a teoria fuzzy tenha sido ignorada, aos poucos, as pesquisas mun-
diais nessa area foram ganhando mais adeptos e curiosos, apesar das criticas ainda continua-
rem. Na década de 1970, alguns pesquisadores e cientistas europeus comecaram a aplicar a
l6gica fuzzy, fazendo implementagdes bem sucedidas, principalmente no que se referia ao
processo de controle industrial. Dessa forma, uma ampliacdo nos estudos sobre os aspectos
matematicos e as aplicacdes dos conjuntos e da légica fuzzy foram desenvolvidos, em grande

escala, nos EUA, na Europa, China e no Japdo. Apesar de Zadeh ter apresentado a teoria
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fuzzy em meados da década de 1960, a area ganhou impulso maior a partir de 1980, princi-
palmente pelo crescimento dos computadores digitais e de suas grandes capacidades de pro-
cessamentos. Assim, a partir da década de 80, essas nocdes tedricas foram utilizadas em
softwares que permitiriam o comando automatico de determinados processos, maquinas ou
equipamentos.

Neste momento, antes de apresentarmos, nos proximos capitulos, nossa analise de
teorias relacionadas aos conjuntos fuzzy, com destaque sobre qual e como seria a dlgebra
desses conjuntos, de modo a gerarmos uma proposta de formalizacdo dessas propriedades
envolvidas no contexto algébrico e dentro de uma linguagem ldgica, seria interessante desta-
carmos algumas aplicacdes das teorias que cercam o Mundo Fuzzy.

Destacamos que ndo é nosso objetivo fazer uma analise minuciosa de cada aplicacdo
existente; porém, acreditamos que é de grande valia apresentar algumas delas, pois as apli-
cacOes estdo em toda parte, seja na area da Economia, do Entretenimento, dos Meios de
Consumo, na Medicina, nas tomadas de decisdes, nos sistemas especialistas, nos bancos de
dados ou na concepcdo industrial.

As teorias fuzzy possuem grande aplicabilidades, dadas através da imitacdo ou mode-
lagem do comportamento humano. Isso é possivel através do desenvolvimento de sistemas
inteligentes que integram os conceitos basicos da teoria dos conjuntos fuzzy. A nogdo de con-
juntos fuzzy, assim como o entendimento de como podemos operara-los com semelhanca
aos conjuntos cldssicos (podemos realizar unides, intersec¢des, complementos), foi de extre-
ma importancia, pois as caracteristicas desses conjuntos tém mostrado uma enorme aplica-
bilidade em tecnologia.

Devemos ser cautelosos para nao confundirmos a ldgica fuzzy com Inteligéncia
Artificial. Enquanto a teoria fuzzy consiste em aproximar a decisdao computacional da decisdo
humana, tornando as maquinas mais eficazes em seus trabalhos, a Inteligéncia Artificial tem
como meta fazer com que as maquinas executem tarefas exatamente como o cérebro

o < N

umano. ora, ndo mais as maquinas se limitam ao “sim” ou “n3o”. Como Vvisto
h A limit “sim” C t

”n u

anteriormente, as maquinas podem ter decisGes “abstratas” do tipo “talvez sim”, “um pouco

n

menos”, “quase muito”.

Podemos, assim dizer, como citam Shaw e Simdes (1999), que a légica fuzzy é uma
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técnica que incorpora a maneira humana de pensar em um sistema de controle, sendo este,
o responsavel por fornecer respostas a uma determinada entrada de acordo com sua fungao
de transferéncia. Dessa forma, existem os controladores fuzzy, que podem ser projetados
para se comportarem conforme o raciocinio dedutivo, ou seja, para se comportarem
conforme o processo que as pessoas utilizam para inferir conclusGes que se baseiam em

informacgGes que elas ja conhecem.

“(...) operadores humanos podem controlar processos industriais e plantas
com caracteristicas ndo-lineares e até com comportamento dinamico pouco
conhecido, através de experiéncia e inferéncia de relacdes entre as variaveis
do processo. A Légica Fuzzy pode capturar esse conhecimento em um contro-
lador fuzzy, possibilitando a implementagdo de um controlador computacio-
nal com desempenho equivalente ao do operador humano” (Shaw e Simdes,

1999, p. 2).

Em outras palavras, pelo que foi exposto por Shaw e Simdes (1999), a caracteristica
especial da légica fuzzy é a de representar uma maneira inovadora de se manusear informa-
¢Oes imprecisas, provendo um método de traduzir expressdes verbais, imprecisas e vagas,
comuns na comunica¢cdo humana, em valores numéricos, que possibilitam, entdo, converter
a experiéncia humana em uma forma compreensiva pelos computadores.

Apesar do estudo sobre a teoria fuzzy ter sua origem nos EUA, no inicio, o pais igno-
rou as pesquisas em aplicacdes dos sistemas fuzzy, pois esses foram associados com inteli-
géncia artificial, um campo que ainda ndo havia ganho credibilidade por parte da industria
americana. O primeiro pais a utilizar a tecnologia desenvolvida pela légica fuzzy foi o Reino
Unido, em meados da década de 1970, em que foi apresentado o primeiro controlador fuzzy
por E. Mamdani.

Uma das aplicagdes mais conhecidas da teoria fuzzy é o controlador de vagao do Me-
tr6 Sendai da cidade de Sendai, Japdo. O controlador fuzzy foi proposto por Seiji Yasunobu e
Soji Miyamoto, desenvolvido pela Hitachi, companhia de estradas de ferro da provincia japo-

nesa de Ibaraki. O controlador apresentado, inaugurado em 1987, substituiu o trabalho de
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dois operadores humanos e controlaram o trem durante todo o dia. Essa aplicacdo fuzzy é
utilizada para controlar a aceleragdo, velocidade e frenagem do trem, sem a supervisao hu-
mana. Nao ha maquinista no controle dessas varidveis durante o trajeto do metr6. Para ela-
borar essa aplicacdo fuzzy foram levados em conta as caracteristicas de locomocdo do trem,
com foco na seguranca dos passageiros e na manutencdo do conforto durante o percurso e
no consumo de energia.

Nos bens de consumo, também podemos encontrar as aplicabilidades da teoria fuzzy.
Empresas do Japdo e da Coreia produzem e comercializam maquinas de lavar roupas com
controlador fuzzy, que ajustam o ciclo de lavagem para cada tipo de roupa, tornando-se pos-
sivel mudar as técnicas para deixar as roupas limpas: quanto tempo uma mancha levaria para
sair da roupa a ser lavada? Qual a temperatura necessaria para aquele tipo de roupa? Qual a
medida certa de sabdo a ser despejada na hora da lavagem? Muito sabdo, pouca agua, mais
guente, um pouco fria? Uma maquina de lavar utilizando a teoria fuzzy pode usar até dez re-
gras fuzzy para determinar uma grande variedade de estratégias ao lavar roupa.

Como nos mostra Kosmo (1999), os bens de consumo dos japoneses, frequentemen-
te, incorporam sistemas fuzzy: o condicionador de ar da empresa Mitsubishi, aquece e refri-
gera com poténcia até cinco vezes mais que os outros aparelhos de ar, com redugao do con-
sumo de energia em mais de 20% e aumento da estabilidade de temperatura, utilizando pou-
cos sensores; Freios anti-trava da empresa Nissan, que controlam os freios em casos de peri-
go, baseado na velocidade e na aceleragdo do carro e da roda; Lavador de pratos da Mat-
sushita, que ajusta o ciclo de lavagem, o enxague e as estratégias de lavagem de acordo com
os numeros de pratos; Controle do elevador da Mistubishi e da Toshiba, que reduz o tempo
de espera dos usudrios, baseados no trafico de passageiros; Camera com foco automatico da
Canon, que utiliza um sistema de controle fuzzy com entradas para obter dados atuais da cla-
ridade e outras entradas para medir a taxa de mudanca do movimento da lente, ou seja,
mede a claridade da imagem em varias regides de seu campo de vista, utilizando a informa-
¢do fornecida para determinar se a imagem estd ou ndo em foco, entre outros.

Um dos grandes beneficios, entre os muitos existentes, em se utilizar os sistemas com
controladores fuzzy, segundo apontam pesquisas em teoria fuzzy, é devido ao fato desses se-

rem muitas vezes menos poluentes, pois calculam de forma mais eficaz o quanto de energia
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serd necessaria para a utilizagao de determinado aparelho. Como exemplo, as empresas Mit-
subishi e a Samsung afirmam que os aspiradores de pd desenvolvidos com a teoria fuzzy
poupam até 40 % de energia em comparacdo com outros aspiradores que ndo sao produzi-
dos com a mesma tecnologia.

Desde os estudos sobre os conjuntos fuzzy realizados pelo Professor Zadeh em 1965,
o mundo testemunhou um grande avango em teorias e aplicagdes de sistemas fuzzy. Apds
passar o tempo de criticas, um ndmero muito grande de pesquisadores e profissionais, de
todo o mundo, tem contribuido de maneira significativa para o avanco de produgdes nessa
area. Para colaborar ainda mais com a expansao de estudos nesse campo, houve a interacao
entre os pesquisadores fuzzy com os pesquisadores de outras areas da computacao, tal como
os pesquisadores de redes neurais.

A “Associagdo Internacional de Sistemas Fuzzy” e a “Sociedade Europeia de Logica
Fuzzy e Tecnologia” sdo as organizacdes mais importantes que contribuem para o progresso
em ldégica fuzzy e outras areas afins.

A Internacional Fuzzy Systems Association - IFSA (Associacdo Internacional de Siste-
mas Fuzzy) foi criada em 1984, estimulada pelo desenvolvimento e pelas enormes possibili-
dades de aplicacdes existentes dos Sistemas Fuzzy. E uma organizacdo mundial dedicada ao
apoio e desenvolvimento de estudos das principais questdes que envolvem a teoria fuzzy.
Sdo questdes relacionadas com os conjuntos fuzzy, logica fuzzy, relagbes fuzzy, variaveis lin-
guisticas, formacdo de conceitos fuzzy, modelagem fuzzy, imprecisdo fuzzy, andlise de siste-
mas fuzzy, controladores fuzzy, previsdo e diagndstico fuzzy. A IFSA organiza a cada dois anos
um congresso internacional para incentivar a divulgacdo de pesquisas e os desenvolvimentos
mais recentes na area fuzzy e para incentivar a troca de ideias e interagdo entre os pesquisa-
dores da area.

O mais recente congresso, denominado “/FSA 2011 World Congress”, aconteceu em
meados de junho, no ano de 2011, e foi realizado em Surabaya e Ilha de Bali, na Indonésia. O
evento reuniu cientistas nas areas de conjuntos fuzzy e computacdo, além de engenheiros e
profissionais que trabalham na area de légica fuzzy e afins.

As aplicagdes da ldgica fuzzy nao se restringem apenas a produtos de bens de consu-

mo. Recentemente, outras aplicacOes tiveram a logica fuzzy como suporte de implementa-
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Na area automobilistica, a General Motors Corporation (GM), maior produtora de au-
tomoveis do mundo, utiliza um sistema de transmissdo fuzzy em seu automaovel Saturno. Ja a
Nissan, empresa de automdveis japonesa, franqueou um sistema de travagem anti-derrapan-
te em um dos seus automdveis, utilizando também, um sistema de transmissao fuzzy, além
de um injetor de combustivel fuzzy.

No Japao, através de 500 regras distintas, os sistemas fuzzy sao utilizados para diag-
nosticar a saude de quase dez mil pacientes, sob responsabilidade da empresa Omron Cor-
poration, que supervisiona cinco bases de dados médicos em um sistema de gestao de saude
para os funcionarios de algumas empresas. Esses sistemas fuzzy sdo os responsaveis por ela-
borar planos personalizados para prevenir os funcionarios de doencas e ajuda-los na reducao
do estresse.

O MASSIVE, em portugués, abreviacdo para Sistema Multiplo de Agentes de Simula-
¢des em Ambiente Virtual, € uma das aplicagdes mais recentes da logica fuzzy. Através de um
pacote de softwares para a industria de efeitos visuais, desenvolvidos pelo engenheiro neo-
zelandés e fundador da empresa MASSIVE, Stephen Regelous, pioneiro na area de computa-
¢do grafica, foi possivel criar varios agentes que atuam como todos os individuos em cenas
de filmes, games e séries de televisdo. Através da utilizagdo da légica fuzzy, o software permi-
te que se criem de maneira rapida, milhares ou até milhdes dos chamados “agentes”. Em
uma cena de guerra de um filme, por exemplo, em que ha uma batalha, podemos observar
varios soldados. Com o recurso da légica fuzzy, através do software criado por Stephen, po-
demos gerar multidoes. Na cena, ndo temos varios atores interpretando soldados. Tudo o
gue vemos é realizado através de efeitos visuais para cinema e televisdao. O primeiro filme a
utilizar o software com recurso fuzzy, foi “Senhor do Anéis: a Sociedade do Anel”, da trilogia
mundialmente conhecida, “O Senhor dos Anéis”, lancado em 2001. No filme, nas cenas de
batalhas, foram criados centenas de milhares de soldados para lutar (os chamados
“agentes”). Em 1996, o diretor da trilogia, Peter Jackson, pediu para Stephen criar um progra-
ma que pudesse criar as intensas cenas de batalhas nos filmes. Foram anos de estudos para
gue Regelous desenvolvesse essa aplicacdo fuzzy. O sucesso foi tdo grande que Stephen re-

volucionou o setor cinematografico e, em 2004, recebeu prémio de destaque na area cienti-
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fica e engenharia. Atualmente, outros filmes também utilizaram dessa aplicagao fuzzy em al-
gumas cenas. Podemos citar, dentre outros existentes, os filmes: Avatar, 300, Planeta dos
Macacos — a origem, Happy Feet, Cronicas de Narnia.

Os trabalhos em sistemas fuzzy ndo estdo em ascensdo apenas no Japdo. Varios tra-
balhos progridem nos EUA e na Europa. Nos EUA, temos o exemplo da agéncia de protecao
ambiental, que investigou o controle fuzzy para os motores energy-efficient. Ja a National
Aeronautics and Space Administration (NASA), através de estudos com controladores fuzzy,
mostrou que as simulag¢Ges desses controladores podem reduzir, de maneira significativa, o
consumo de combustivel das naves espaciais.

Apresentamos, neste capitulo, um pouco da histéria da teoria fuzzy, introduzida pelo
professor Zadeh, bem como algumas de suas aplicacGes. Estar atento as ideias iniciais acerca
dessa teoria é de extrema importancia para a compreensdo dos capitulos posteriores, em
gue apresentaremos, com maiores detalhes, aspectos da teoria matematica fuzzy, sua cone-

xdo com a tradicdo da ldgica e algumas reflexdes filosdficas sobre este mundo tecnoldgico.
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Capitulo 2

Quantificadores na perspectiva da teoria fuzzy

A seguir, apresentaremos brevemente, algumas ideias importantes sobre a teoria de
guantificadores, com destaque para o trabalho apresentado por Aristételes e a teoria sobre
quantificadores generalizados. Essas ideias e o contexto no qual estdo inseridas serao funda-

mentais para compreendermos um pouco sobre os quantificadores na perspectiva da teoria

fuzzy.

2.1 Um pouco sobre quantificadores

Westerstahl (2005) destaca que Aristoteles introduziu o estudo sobre quantificadores
como parte indispensavel da Ldgica.

No capitulo primeiro deste trabalho, observamos que Aristoteles desenvolveu os silo-
gismos categoricos, tratando-os através do significado das propriedades de quatro ex-
pressoes basicas de quantificadores: todo, nenhum, algum e algum ndo. Sendo essas, as sen-
tencgas categéricas, denominadas respectivamente, por: afirmagao universal, negagdo univer-
sal, afirmacdo particular e negacao particular.

Para Westerstahl (2005), os estudos iniciais de Aristoteles foram decisivos para o estu-
do da quantificacdo. O termo “quantificacdo”, de acordo com o que apresenta Hegenberg e
Andrade e Silva (2005), com base em dicionarios, significa “ato de quantificar” e, por sua vez,
“quantificar” corresponde a “exprimir em quantidade”.

O quadrado das oposicOes de Aristdteles, conforme apresentado no capitulo anterior,
é um estudo das varias formas de negacdao combinadas com as expressdes de quantificado-
res. Segundo Westerstahl, o interessante da teoria apresentada por Aristoteles estd no fato

das expressdes de quantificadores possuirem dois termos, que sdo considerados conjuntos



38

de individuos e, dessa forma, temos que a expressao “alguns” pode ser vista como a intersec-
¢do ndo vazia entre dois conjuntos e a expressdo “todo” pode significar a relacdo de inclusdo.
Essas expressOes de quantificadores, “alguns” e “todos”, em um dado universo, sdo vistas
como relagBes binarias sintatica e semanticamente, sendo relagées entre conjuntos de indivi-
duos e ndo entre individuos, ou seja, sdo relacdes de segunda ordem. Dessa maneira, os
guantificadores seriam os denominados quantificadores generalizados.

Feitosa, Gracio e Nascimento (2009) relatam que a insuficiéncia da ldgica cldssica de
primeira ordem, para tratar de alguns conceitos matematicos e expressoes da linguagem na-
tural, motivou a criacdo de novos quantificadores, que nao sdo possiveis de serem definidos
a partir do quantificador universal (V) e do quantificador existencial (3). Para os autores, es-
ses novos quantificadores, os quantificadores ndo classicos, poderiam ser utilizados para
duas vertentes: a criacdo de aspectos matematicos especificos ou para desenvolver a analise
de quantificadores presentes nas linguagens, mas nao definiveis a partir dos ldgicos, tais
como: poucos, minoria, quase nenhum, a maioria, quase todos, entre outros. Essa vertente é
relevante para a préxima secao deste capitulo.

Rodrigues (2011) afirma que, na teoria dos quantificadores generalizados, considera-
se que os quantificadores sdo relacdes entre os subconjuntos de um conjunto dado. Este
conjunto dado funciona como o universo da quantificacdo.

Gottlob Frege, segundo Westerstahl (2005), é outro nome relevante quando discuti-
mos a teoria da quantificacdo. O fildsofo, por um lado, apresentou a linguagem da ldgica de
predicados — conectivos, identidade e os quantificadores universal e existencial — e, por ou-
tro, formulou claramente a nocdo abstrata de um quantificador como uma relacdo de segun-
da ordem.

Frapolli Sanz (2007), nos mostra que a teoria da quantificacdo, da maneira como a co-
nhecemos, apareceu pela primeira vez em 1879, na obra Conceptografia de Frege, em que o
autor apresentou o primeiro tratado de ldgica contemporanea, e foi o primeiro a incorporar
uma analise singular dos quantificadores; porém, as expressdes “quantificadores” e “logica
de primeira ordem”, com significado contemporaneo, ja tinham sido escritas por Peirce em
1883. Enquanto Frege fez uma formalizacdo com a inteng¢do de criar uma linguagem universal

da matematica, com uma linguagem livre de ambiguidades e demais imperfei¢gdes préprias
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das linguagens naturais, Peirce pensou na teoria de quantificadores e na notacdo envolvida
apenas como um dos muitos mecanismos légicos.

No que se refere a interpretacdo de Frege sobre os quantificadores, introduzida na
obra Conceitografia e que ganhou destaque na logica de primeira ordem, o fildsofo destaca
gue esses sao fungdes em que os argumentos sdo fun¢des de ordem n, com n > 1. Sao fun-
¢O0es monadicas, que formam uma expressdo completa quando acompanha uma Unica fun-
¢do que funciona como argumento.

Para tratar das sentencas quantificadas da linguagem natural, Barwise e Cooper
(1981) mostraram que os quantificadores classicos sao insuficientes. Os autores afirmam que
existem sentengas quantificadas nas linguagens naturais que ndao podem ser simbolizadas
apenas pelos quantificadores da légica classica de primeira ordem, e que a estrutura sintatica
apresentada nas sentengas quantificadas das linguagens naturais e a estrutura sintatica das
sentencas quantificadas na légica classica de primeira ordem sdo diferentes. Segundo Barwi-
se e Cooper (1981), os quantificadores que ndo podem ser definidos a partir dos quantifica-
dores da ldgica classica de primeira ordem sdo chamados de quantificadores néo Idgicos, ja
os que podem ser definidos por estes quantificadores sdo denominados quantificadores 16gi-
cos.

O primeiro a desenvolver a teoria que aborda expressdes de quantidades inseridas na
linguagem natural que ndo podem ser formalizadas apenas pelos quantificadores da lingua-
gem da légica classica de primeira ordem, ou seja, a teoria dos quantificadores generaliza-
dos, pensando de forma mais matematica, foi Mostowski, que apresentou em 1957, o traba-
Iho nomeado “On a Generalization of quantifiers” (Uma generalizacdo dos quantificadores),
sobre os quantificadores destinados a estender a teoria da quantificagao classica com outras
expressoes quantificadas. Agora, o desenvolvimento dos quantificadores generalizados, se-
gundo Barwise e Cooper (1981), diferentemente de Mostowski (1957), é baseado na aproxi-
macdo da légica com a linguagem natural.

Os estudos apresentados por Barwise e Cooper tratam de uma sintdxe e uma seman-
tica que abrangeriam tudo o que pode ser identificado como quantificador. Dessa forma, es-
tariamos considerando que todos os quantificadores seriam expressdes substantivas e que

todas as expressOes substantivas seriam quantificadores; porém, uma definicdo completa de
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quantificador nao foi encontrada através da teoria dos dois autores.

Barwise e Cooper assumem que existem outros quantificadores, os que sdo advindos
de advérbios temporais, que ndo sdo expressdes substantivas. Observamos que a sintdxe e a
semantica apresentadas nas obras dos autores, ndo ddo conta de todos os quantificadores
da linguagem natural.

Loebner (1987) argumentou a existéncia, na literatura, de trés subclasses de substan-
tivos: substantivos definidos, que sao termos; substantivos indefinidos, que podem ocorrer
em sentencgas quantificacionais, porém, neste caso, o contexto deve cumprir algumas condi-
¢oOes e, desta forma, ndo podem ser simplesmente considerados como quantificadores e, por
fim, substantivos quantificacionais, em sentido estrito, sem considerar a quarta subclasse de
substantivos interrogativos. As trés subclasses de substantivos diferem sintatica e semantica-
mente e somente na Ultima, em geral, os substantivos devem ser considerados quantificado-
res.

Em relacdo as definicdes e abordagens dos quantificadores, apesar da teoria proposta
por Barwise e Cooper (1981) ser importante para a teoria dos quantificadores generalizados,
e servir de base para diversos pesquisadores, como Westerstahl (2005) e outros, Rodrigues
(2011), apds apresentar a teoria de quantificadores universal e existencial apresentada por
Aristoteles, a teoria de Frege e Pierce que foi desenvolvida para tratar dos quantificadores e
as teorias sobre quantificadores generalizados apresentadas por Mostowski e Barwise e
Cooper, destaca que ndao ha uma defini¢ao absoluta que abranja todos os quantificadores,

nem formalmente, nem na linguagem natural.

2.2 Quantificadores fuzzy

A quantificagcdo é um tépico importante na teoria fuzzy e suas aplicacOes. Liu e Kerre
(1997) afirmam que as pesquisas légicas, nessa vertente, sdo realizadas principalmente
dentro do quadro tracado por Mostowski, apresentado na Sec¢do 2.1 deste capitulo. Isto fez
com que um grande numero de quantificadores matematicamente interessantes, conhecidos
como quantificadores generalizados, fossem descobertos e estudados na Ldgica de dois

valores e também nas légicas polivalentes, pois é do conhecimento dos linguistas e légicos
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gue, apenas os quantificadores universais e existenciais ndo sdo poderosos o suficiente para
compreender todas as quantificacdes em linguagem natural e também na Ldgica.

Na teoria dos conjuntos fuzzy, o conceito de quantificadores fuzzy ou quantificadores
linguisticos, segundo Novak (2008) e Yager (1991), foi introduzido, pela primeira vez, através
de estudos do professor Zadeh? e elaborada posteriormente por outros autores. Os
guantificadores fuzzy, segundo Novak, foram estudados especialmente do ponto de vista
semantico, sem uma estratégia claramente distinta do sistema légico formal.

Como perceberemos, ao longo deste capitulo, muitas das interpreta¢des existentes
sobre os quantificadores fuzzy estdo extremamente relacionadas com o conceito de
cardinalidade fuzzy. Assuntos voltados a algebrizacao da teoria fuzzy serao discutidos no
proximo capitulo, mas entendemos que, neste momento, é de extrema importancia
apresentarmos uma breve discussdo sobre esse assunto para, posteriormente, entendermos
um pouco sobre os quantificadores fuzzy.

Nos conjuntos finitos cldssicos, sabemos que a cardinalidade de um determinado
conjunto é expressa por algum numero inteiro positivo, obtido através da contagem da
guantidade dos elementos que pertencem a esse conjunto. Agora, tentar definir
cardinalidade de conjuntos fuzzy finito ndo é algo tdo simples, pois a principal diferenca
existente entre um conjunto fuzzy e um conjunto classico, como apresentamos no Capitulo 1
e discutiremos com mais énfase no proximo capitulo, é a questdo do grau de pertinéncia. A
contagem e o cdlculo cardinal sob a incerteza fuzzy, tornam-se uma tarefa mais dificil e
complicada do que no caso dos conjuntos classicos. Baseados em Holcapek (2005), Yager

(1991) e Wygralak (2003), adotaremos a seguinte definicdo para cardinalidade de conjuntos

fuzzy:

Definigéio 2.2.1: A cardinalidade de um conjunto fuzzy A, denotada por card (A), definida
em um conjunto finito universo V, é dada pelo somatério dos graus de pertinéncia de todos

os elementos de V em A:

card (A) = Z pA{x}

KEY

2 O professor Zadeh, bem como sua histéria e trabalho, foram apresentados no capitulo anterior.



42

Definigéo 2.2.2: A cardinalidade relativa de um conjunto fuzzy A, denotada por card rel (A),
depende da cardinalidade do conjunto finito universo V. Deve-se escolher o mesmo conjunto
finito universo V, para entdo, comparar conjuntos fuzzy através de sua cardinalidade relativa.
A cardinalidade relativa é representada pela razdo entre a cardinalidade fuzzy de A pela

cardinalidade do conjunto finito universo V:

card rel {A) = card (A)
card (V)

Em 1983, o professor Zadeh publicou um artigo denominado “A computational
approach to fuzzy quantifiers in natural languages” (Uma abordagem computacional para
guantificadores fuzzy em linguagens natural), em que o termo quantificador generalizado foi
denominado como quantificador generalizado fuzzy, ou simplesmente, quantificador fuzzy, e
empregado para denotar o conjunto de quantificadores das linguagens naturais, cujos
elementos representativos seriam, por exemplo: varios, mais, muito mais, ndo muitos,
muitos, poucos, um bom numero, alguns grandes, perto de cinco, aproximadamente 10, com
frequéncia, etc.

Na abordagem apresentada no artigo de Zadeh, os quantificadores fuzzy sao
interpretados como numeros fuzzy, o que caracteriza a cardinalidade de conjuntos fuzzy em
um universo finito V. Podemos dizer que um nuimero fuzzy é definido de maneira idéntica a
funcdo de pertinéncia. Refere-se a um conjunto de valores possiveis, em que cada valor
pertence ao intervalo real [0, 1]. Esse conceito desempenha um papel essencial no
tratamento dos quantificadores fuzzy.

Novak (2001) afirma que, apesar de apresentarem uma boa teoria, os quantificadores
generalizados, até entdo, possuiam uma Unica desvantagem: nenhuma imprecisao estava
envolvida neles. Com isso, o autor apresentou o conceito de quantificadores generalizados e
destacou a capacidade da ldgica fuzzy em contribuir para essa teoria. Novak (2001) afirma
gue os quantificadores generalizados foram introduzidos por Mostowski e que a ideia

principal do professor Zadeh era estender a definicdo classica de quantificadores universais
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e existenciais para que quantificadores como “mais”, “alguns”, “poucos”, entre outros,
pudessem ser introduzidas na teoria légica.

Ao apresentar os quantificadores fuzzy, com base no que foi desenvolvido por Zadeh,
Novak (2001) destaca que esses sdo apresentados através de dois tipos: Quantificadores

fuzzy do primeiro tipo, como exemplos, temos “varios”, “poucos”, “muitos”, etc., que

caracterizam a cardinalidade de um determinado conjunto fuzzy A contido no universo V, e

e

guantificadores fuzzy do segundo tipo, como exemplos, temos “a maior parte”, “uma grande

n u

fracdo”, “muito do”, etc., os quais caracterizam a cardinalidade relativa de um determinado
conjunto fuzzy B < V em relagdo a um conjunto fuzzy A C V.

Novak (2001) destaca dois itens importantes ao longo de seu artigo. O primeiro item
apresentado pelo autor, avalia as denominadas “predicagdes linguisticas”. Como exemplo,
temos a expressdoes do tipo “a temperatura é alta”. O segundo item é a teoria dos
quantificadores linguisticos, que sdo palavras como “muito”, “a maioria”, “uma grande
guantidade de”, “alguns”, “um pouco”, etc.,, que sdo utilizados juntamente com as
predicac¢des linguisticas. Para o autor, ambos os tipos de expressdes sao fundamentais para a
teoria da légica fuzzy, cujo objetivo é desenvolver uma teoria natural do raciocio humano.

Consideremos um exemplo:

“A maioria das temperaturas nas cidades localizadas no interior do estado de Sao
Paulo é alta”

Neste exemplo, segundo o que foi apresentado por Névak (2001), temos que “a
maioria” é considerado um quantificador linguistico, enquanto que “temperaturas nas
cidades localizadas no interior do estado de Sdo Paulo é alta” é um predicado linguistico.

Liu e Kerre (1998) afirmam que da mesma forma como foi apresentada por Novak
(2001), intuitivamente, os quantificadores se relacionam com o conceito de cardinalidade de
conjuntos. Os autores destacam que as quantificacdes apresentadas por Zadeh sdo
vagamente definidas na natureza.

Para o autor Yager (1991), o conceito de quantificador linguistico generaliza os
quantificadores existencial e universal da légica cldssica. Segundo ele, na tentativa de

preencher a lacuna existente entre sistemas formais e o discurso natural, e para fornecer
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uma ferramenta de representacdo mais flexivel ao conhecimento, Zadeh, ao desenvolver a
sua teoria, fez uma distin¢do entre dois tipos de quantificadores: um, em termos absolutos, e
outro, em termos proporcionais.

Liu e Kerre (1998) e Yager (1991), com base nos estudos levantados pelo professor

Zadeh, apresentam os quantificadores através de dois modos:

a) Quantificadores fuzzy absolutos: sdo utilizados para representar quantidades que
sao de natureza absoluta, estando estes intimamente relacionados com o conceito de
n u

cardinalidade dos conjuntos fuzzy. Como exemplos, consideremos: “cerca de cinco”, “muito

mais do que 10", “perto de 100", etc.

b) Quantificadores fuzzy relativos: expressam as medicdes sobre o numero total de
elementos, que preenchem uma determinada condi¢ao, dependendo do numero total de
elementos possiveis (a propor¢do de elementos). Exemplos: “cerca da metade”, "a maioria",

nmn

"a minoria", "pouco", etc.

Da mesma forma, Galindo, Carrasco e Almagro (2008) destacam que quantificadores
fuzzy ou quantificadores linguisticos permitem expressar quantidades ou proporc¢oes fuzzy a
fim de fornecer uma ideia aproximada do numero de elementos de um subconjunto fuzzy,
gue satisfacam uma determinada condicdo ou propor¢do desse numero em relacdo ao
numero total de elementos possiveis. Os autores também apresentam os quantificadores
fuzzy absolutos e relativos e citam exemplos semelhantes aos apresentados anteriormente.

De um modo geral, Liu e Kerre (1998) destacam que os quantificadores em Ldgica,
assumem uma forma genérica do tipo: Qx A(x), em que Q é o quantificador, A(x) é um
predicado com variavel x, e a quantificacdo é sobre x.

Liu e Kerre afirmam que ha dois tipos de quantificadores relacionados com

distribuicOes de possibilidades, definidos em universos diferentes. Dessa forma, apresentam
as seguintes proposicdes na teoria fuzzy: “Existem Q A’s” e “Q A’s sdo B’s”. As proposicdes
da forma “Existem Q A’s” se relacionam com os quantificadores fuzzy absolutos,

apresentados anteriormente, que sdo vistos como distribuicbes de possibilidades de
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cardinalidades de conjuntos fuzzy. Ja as proposi¢cdes da forma “Q A’s sdo B’s” referem-se
aos quantificadores fuzzy relativos, que sdo interpretados como proporg¢do de cardinalidades
de conjuntos fuzzy. Os autores destacam que, no cotidiano, usamos os nimeros naturais e
porcentagens para nos referirmos a quantidade de um determinado conjunto.

Considerando a proposic¢do fuzzy: “Existem Q A’s”, temos que Q é um numero fuzzy
no intervalo [0, 1], A é um conjunto fuzzy que descreve como os elementos de um conjunto

universo possuem uma propriedade considerada. Em outras palavras, A é um conjunto fuzzy
gue representa um predicado fuzzy. Por exemplo, considerando a seguinte proposicdo:
“Existem cerca de 10 estudantes em uma determinada classe, cuja aptiddo para Matematica
é alta”. No exemplo, temos que Q é um numero fuzzy que expressa o termo linglistico “cerca
de 10” e A é um subconjunto fuzzy do conjunto de “todos os alunos em uma determinada
classe”, dentro do intervalo [0, 1], que expressam como os individuos possuem a
propriedade de “alta aptidao para Matematica”.

J& na proposicdo “Q A’s sdo B’s”, temos que Q é um numero fuzzy em [0, 1] e,
analogamente ao caso anterior, temos que A e B sdo considerados conjuntos fuzzy, que
descrevem como os elementos de um conjunto universo possuem uma propriedade
considerada. Por exemplo, considerando a seguinte proposicdo: “Quase todos os jovens
estudantes, em uma determinada classe, possuem aptidao para Matematica”; temos entdo
que Q é um numero fuzzy em [0, 1] que expressa o termo linguistico “quase todos”, A e B

sdo subconjuntos fuzzy do conjunto de todos os alunos em uma determinada classe, dentro
do intervalo [0, 1] e, enquanto que o conjunto fuzzy A expressa “os individuos que possuem

a propriedade ser jovem”, o conjunto fuzzy B, expressa como os individuos possuem a
propriedade de “alta aptidao para Matematica”.

Yager (1991) destaca que os quantificadores fuzzy do segundo tipo, ou seja, os
quantificadores fuzzy relativos, funcionalmente, sao discutidos mais detalhadamente na
literatura. Para isso, definimos algumas especiais sub-categorias destes quantificadores:
quantificador fuzzy crescente, quantificador fuzzy descrescente e quantificador fuzzy
unimodal. Considerando um subconjunto fuzzy Q e, para qualquer x € [0, 1], Q(x) indica o

grau com que o valor de x satisfaz o conceito representado por Q.
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Dessa forma, segundo o autor, dizemos que um quantificador fuzzy relativo é crescen-

te, quando:

(i) Q(0) = 0;
(i) Q1) = 1;

(iii) se x; 2 x,, entdo Q(x;) = Q(x,).

Estes quantificadores sdo caracterizados por valores, tais como: “pelo menos o,
“todos”, “a maioria”. Agora, um quantificador fuzzy relativo do tipo decrescente é

caracterizado pelo fato de:

(i) Q(0) = 1;
(i) Q1) =0;

(iii) se x1 < x5, entdo Q(x1) = Q(x,).

stes quantificadores caracterizam termos tais como: “alguns”, “no maximo o”. Por
E t tf d t t t " I n " ” P
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fim, um quantificador unimodal, para algum 0 < a < b <1, tem as seguintes propriedades:

(i) Q(0) =Q(1) = 0;
(ii)Q(x) =1, paraa<x<b;
(iii) se x1< x; < a, entdo Q(x1) < Q (x2);

(iv) se b< x; < x,, entdo Q(x;) = Q(x,).

Um conceito que desempenha papel importante na teoria dos quantificadores fuzzy,
segundo Yager (1991), é a ideia de especificidade de um quantificador. Um quantificador
como "muito perto de 3”, por exemplo, é considerado mais especifico do que o quantificador
"cerca de trés". Mais formalmente, se Q; e Q, sdao dois quantificadores fuzzy tal que
Qu(x) £ Qy(x), parta todo x, entdo Q; é mais especifico do que Q,.

Yager destaca que a introducdo dos quantificadores fuzzy forneceu uma ferramenta

para modelar uma série de questdes importantes em sistemas inteligentes. Uma aplicacao
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muito importante dos quantificadores fuzzy, segundo o autor, tem sido uma alternativa para
as légicas ndo monotonicas, e considerado um esquema para representar o raciocinio do
senso comum. O exemplo de raciocinio de senso comum, utilizado pelo autor, é a declaragao:
"passaros voam". Ao afirmarmos que “Tweety é um pdssaro”, e como sabemos que
“passaros voam”, podemos concluir que “Tweety voa”. Agora, se adicionarmos a informacao
de que “Tweety é um pinguim”, e sabendo-se que pinguins ndo voam, teriamos, entdo, que
retirar a conclusdo anterior e apresentar uma nova: a de que "Tweety ndo voa". Ao invés de
introduzir uma nova ldgica ndo-monotbnica para lidar com esse problema, Yager (1991)
destaca que Zadeh sugeriu que a premissa inicial deveria ser modificada para indicar que
"geralmente as aves voam". A introdugdo do quantificador fuzzy “geralmente”, seria de
extrema importancia, nesse caso. No exemplo citado anteriormente, temos um quantificador
fuzzy do tipo relativo.

Podemos dizer que os quantificadores linguisticos, também denominados de
quantificadores fuzzy, sao uma extensdao dos quantificadores tradicionais da logica e sao
estudados por alguns autores, sempre segundo os pressupostos apresentados pelo professor
Zadeh, variando um pouco na interpretacdo e nos esquemas de raciocinio. Podemos
observar que a definicdo de quantificador fuzzy depende muito do objeto ou contexto no
qgual ele é utilizado e, da mesma forma, assim como nos quantificadores da ldgica classica,

ndo ha uma definicdo absoluta formal para quantificadores fuzzy.
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Capitulo 3

Uma Algebra para os Conjuntos Fuzzy

Para a elaboragao deste terceiro capitulo, baseamo-nos nas principais ideias apresen-
tadas em: Bojadziev (1995), Bosnjak, Madardsz e Vojvdic (2009), Esteva e Quintanilla (1987),
Feitosa (1992), Feitosa e Paulovich (2005), Hajek (1998), Hamburg (1988), Miraglia (1987),
Rasiowa (1974), Seselja e Tepavcevic (1994), Shaw e Simdes (1999), Swamy e Murthy (1992)
e Zadeh (1987).

Neste capitulo, apresentaremos uma analise de teorias relacionadas aos conjuntos
fuzzy, com destaque sobre qual e como seria a algebra desses conjuntos, de modo a gerar-
mos uma proposta de formalizacdo dessas propriedades envolvidas no contexto algébrico
dentro de uma linguagem ldgica.

Conforme convengao do Capitulo 1, os conjuntos fuzzy serao representados por letras

latinas maiusculas do tipo: A4, B, C, D, T, etc., com suas respectivas fun¢des de pertinéncia:

fa, f5 fc, fp, fg etc., para diferenciar dos conjuntos usuais, que serdo denotados por letras

maiusculas do tipo: A, B, C, D, E, etc.

3.1 Conceitos iniciais fuzzy

Destacaremos, a seguir, conceitos iniciais importantes para o desenvolvimento da te-

oria algébrica dos conjuntos fuzzy.

Definigdio 3.1.1: Um conjunto fuzzy A é uma fungdo f4:V — [0, 1], em que V é o conjunto

universo ou dominio do conjunto fuzzy A, [0, 1] é o intervalo de nimeros reais e f4 é deno-

minada a funcdo de verdade ou funcdo de pertinéncia de A.
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Notagéo: f4:V — [0, 1]

x — f4(x).

Poderiamos tomar no lugar do intervalo [0, 1] qualquer outro conjunto parcialmente
ordenado. Entretanto, utilizamos o intervalo unidade, contido no conjunto dos nimeros re-
ais, que é um conjunto totalmente ordenado. Esse intervalo é usualmente adotado para a
maior facilidade de inter-relagdo com as demais Iégicas multivaloradas.

Na teoria usual de conjuntos, a relacdo de pertinéncia que caracteriza os elementos

de um conjunto A — V; em que V é o conjunto universo, pode ser estabelecida pelo conceito

de funcéo caracteristica ou fungéo de pertinéncia, denotada por fa(x), com apenas dois pos-

siveis valores: 0 para indicar que o argumento ndo esta em A e 1 para indicar a pertinéncia
do argumento no conjunto.

Dessa forma, temos que:

1,sex €A;
fa(x) =
0,sex ¢ A,
com fa(x) € {0, 1}.

Como exemplo, consideremos o conjunto universo V = {X1, X», X3, X4, X5} € 0 subcon-
junto A de V, dado por A = {X,, X4, Xs}. No exemplo, temos que trés, dos cinco elementos do

conjunto universo, pertencem também ao conjunto A .

Utilizando a notacdo de fungdo caracteristica, temos que:
falx1) = 0, fa(x2) = 1, fa(xs) = 0, fa(xs) = 1 e fa(xs) = 1.
Assim, a fung¢do caracteristica do conjunto usual A é dada por:

1, sexé X2, X4 OU X5,
fax) =

0, se X é X1 oU Xs.
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Agora, no contexto fuzzy, em destaque neste trabalho, dado V um conjunto qualquer,

um conjunto usual, temos que um conjunto (subconjunto) fuzzy A em V é caracterizado por
uma fungdo de pertinéncia f4(x), que associa a cada elemento de V, um nimero real no in-

tervalo [0, 1]. Este valor f4(x) indica o grau de pertinéncia de x em A.

Conforme apresentado, ao considerarmos que um conjunto fuzzy é determinado por
uma funcdo e, que na teoria usual dos conjuntos, cada funcdo é uma relagdo bindria dada
por um conjunto constituido de pares ordenados de elementos, podemos denotar os conjun-

tos fuzzy da seguinte maneira:

A ={(x, fa(x)) : x € V} emquefyq: V — [0, 1] é uma funcdo.

Temos que, no par ordernado, o primeiro elemento pertence ao conjunto V e o segundo ele-

mento indica o grau de pertinéncia do primeiro elemento em A.

A notacdo apresentada anteriormente, associa a cada elemento x de V, um nimero

real f4(x) no intervalo real [0, 1].

Com relagdo a Definigdo 3.1.1 apresentada, temos que a fungao caracteristica ou fun-
¢do de pertinéncia ndo mais assume apenas os valores 0 e 1, mas pode assumir qualquer dos
infinitos valores do intervalo real [0, 1]. Com isso, o conceito de pertinéncia ndo é mais algo
tdo nitido, tornando-se fuzzy no sentido de representar os graus de inclusdo no conjunto
fuzzy.

No ultimo exemplo de fungdo caracteristica da teoria usual de conjuntos, apresenta-

do anteriormente, visto que uma func¢do pode ser representada por um conjunto de pares
ordenados, ent3o a fungdo caracteristica fa: V - {0, 1} poderia ser representada do seguinte
modo: fa = {(x1, 0); (X3, 1); (X3, 0); (Xa, 1); (Xs, 1)}. Assim, a funcdo caracteristica de um sub-
conjunto A de V é um conjunto fuzzy em V.

Agora, consideremos o conjunto fuzzy:

A ={(x1, 0.2); (X2, 0.1); (X3, 0.8); (Xa, 1); (X5, 0.2); (Xe, 0.5); (X7, 0.3)}.
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Esse conjunto fuzzy é constituido por sete pares ordenados e os elementos X;, para i € {1,

2, ..., 7}, pertencem ao conjunto usual A = {X1, X3, X3, Xa, X5, X, X7}, que € um subconjunto do
conjunto universo V. J4 a funcdo de pertinéncia do conjunto fuzzy A, indicada por f4(x), assu-
me os valores no intervalo real [0, 1], sendo eles: f4(x1) = 0.2; fa(x2) = 0.1; fa(xs) = 0.8;

fA(X4) =1; fA(Xs) =0.2; fA(XG) =05e fA(X7) =0.3.
No exemplo, temos que o elemento X4 é considerado um membro com pertinéncia
total ao conjunto fuzzy A, pois o seu grau de pertinéncia, segundo a fun¢do, tem valor 1;

enquanto que o elemento X, possui a menor pertinéncia ao conjunto fuzzy, pois
fa(x2) = 0.1, que esté perto do 0.

Vale destacar que, quando f4(x) = 0, ou seja, a funcdo de pertinéncia de x no conjunto

fuzzy A é zero, entendemos que o elemento x tem grau zero de pertinéncia em A. Dessa
forma, esse elemento ndo esta nesse conjunto fuzzy. Com isso, podemos omitir o par orde-
nado em que ocorre o elemento. Se considerarmos, por exemplo, um conjunto fuzzy A dado
por:
A ={(x1, 0.3); (X2, 0.2); (X3, 0); (Xa, 1); (X5, 0.2); (Xg, 0); (X7, 0.3)},
podemos, simplesmente, reescrever esse conjunto omitindo os pares ordenados em que a

fungdo de pertinéncia de x no conjunto fuzzy A tem valor zero. Assim:

A ={(x1, 0.3); (X2, 0.2); (Xa, 1); (s, 0.2); (X7, 0.3)}.

Podemos assumir dois caminhos diferentes, por exemplo, para especificar os elemen-

tos X; no conjunto A C V, pois eles ndo sdo, necessariamente, nimeros.

(i) Assumindo que X; é niumero.

Adotando X;, i = 1,2,..., 7 como numeros inteiros (X; € Z), temos que X; =1, X, = 2,
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X3=3,X4=4,X5=5, Xg =6 € X7 =7, pertencem ao conjunto A={1, 2, 3,4, 5, 6, 7}, um subcon-
junto do universo V = Z.

Dessa forma, o conjunto fuzzy torna-se:

A ={(1,0.2); (2, 0.1); (3, 0.8); (4, 1); (5, 0.2); (6, 0.5); (7, 0.3)}.

(ii) Assumindo que X; representa um substantivo (objeto).

Adotando X;,i=1, 2,..., 7 como os “nomes de alguns amigos de José”, temos que: X; =
Jodo, X, = Pedro, X3 = Joaquim, X4 = Arthur, X5 = Paulo, X = Ricardo e X; = Matheus, perten-
cem ao conjunto de “alguns amigos de José” dado por:

A ={Jodo, Pedro, Joaquim, Arthur, Paulo, Ricardo, Matheus},
gue é um subconjunto do universo V (que representa todos os amigos de José). Neste caso, o
conjunto fuzzy A dado por:
A ={(Jo3o, 0.2); (Pedro, 0.1); (Joaquim, 0.8); (Arthur, 1); (Paulo, 0.2); (Ricardo,

0.5); (Matheus, 0.3)},
expressa a proximidade dos amigos de José em A < V. Podemos notar, por exemplo, que
Arthur tem pertinéncia total no conjunto e pode ser considerado como o amigo mais proxi-

mo de José. Ja Pedro, com grau de pertinéncia 0.1, de todos os amigos listados, € o menos

proximo de José.

A seguir, introduzimos algumas definicbes adicionais e considera¢cdes importantes
sobre os conjuntos fuzzy.

Assim como na teoria usual dos conjuntos, existem duas importantes relagdes que
envolvem os conjuntos fuzzy: a relacdo de igualdade fuzzy e a relagdo de inclusdo fuzzy.

Para isso, consideremos fixado um conjunto dominio ou universo V e os conjuntos
fuzzy A e B neste universo: A= {(x, f4(x)) : x € V, fa(x) € [0, 1]} e B = {(x, fa(x)) : x €V,

fax) € [0, 11}
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Definigéio 3.1.2: Dois conjuntos fuzzy A e B em V sdo iguais, o que denotamos por A = B,

se para todo x € V, segue que f4(x) = fa(x). Assim, para qualquer conjunto fuzzy A, temos

que A=A.

Definigdo 3.1.3: Dados dois subconjuntos fuzzy A e B em V, dizemos que B é um subcon-

junto fuzzy de A (ou B esta contido em A) se para todo x € V, fg(x) < f4(x). Essa inclusdo

fuzzy é denotada por B c A.

Defini¢do 3.1.4: O conjunto fuzzy B é um subconjunto proprio do conjunto fuzzy A se

B < AeB= A. Neste caso, denotamos por B < A.

Definigdo 3.1.5: O conjunto fuzzy vazio, também chamado de conjunto fuzzy zero, é dado

pela fungao constante zero:

O={x,0):xe V}

Definigdo 3.1.6: O conjunto fuzzy universo, também denominado de conjunto fuzzy unidade,
¢é dado pela fungdo constante um:

1={(x,1):x eV}

Com base nos conceitos iniciais fuzzy, apresentados nesta se¢do, destacaremos quais,

e como sao realizadas, as operagdes entre 0s conjuntos fuzzy.

3.2 Operagdes entre os conjuntos fuzzy

A seguir, comporemos com 0s conjuntos fuzzy de forma que obtenhamos novos con-

juntos fuzzy, ou seja, destacaremos as operagGes existentes entre os conjuntos fuzzy. Para
isso, o dominio V serd mantido nas definicGes das operagbes fuzzy. Como os conjuntos fuzzy

estdo sempre vinculados ao universo V, podemos encontrar em outros textos a nomeacdo de
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subconjuntos fuzzy.

Definigéo 3.2.1: A unido de dois conjuntos fuzzy A e B é um conjunto fuzzy A U B, tal que,
para cada x € V, o seu grau de pertinéncia no conjunto unido é o valor maximo entre f4(x) e
f5(x). Dessa forma:

AUB={xfausx): xeV}

em que: T4 g(x) =max {f4(x), fz(x)}.

Temos tambémque AcAuUuBeBc AU B.

Como exemplo:

Consideremos o conjunto universo V = {X1, Xy, X3, X4, X5} € 0s conjuntos fuzzy A ={(Xy,

0.1); (X2, 1); (X3, 0.4); (X4, 0.8); (X5, 0.9)} e B = {(x1, 0.3); (X2, 0.2); (X3, 0.9); (Xa, 0.7); (X5, 0.6)}.
Pela definicdo de unido entre conjuntos fuzzy temos:

AUB-= {(X]_, 03), (Xz, 1), (X3, 09), (X4, 08), (X5, 09)}

Definigéo 3.2.2: A intersec¢éo de dois conjuntos fuzzy A e B é um conjunto fuzzy A N B

que atribui, para cada x € V, o valor minimo entre f4(x) e fg(x).
Assim:

ANB={xfansx):xeV}

em que: f4 ~ g(x) = min {f4(x), fa(x)}.

Temos tambémque A "B cAeANBcB

Voltando para o exemplo anterior, agora com a definicdo de interseccdo entre

conjuntos fuzzy, temos:

ANB-= {(Xl, 01), (Xz, 02), (X3, 04), (X4, 07), (X5, 06)}
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Agora, sejam: V = {X, X2, X3, Xa, Xs, X6, X7, Xg}, A = {(X1, 0.2); (X2, 0.4); (X3, 0.5); (X4, 0.6);
(xs, 0.9); (Xe, 1); (X7, 0.3)} e B ={(x1, 0.3); (X2, 0.9); (X3, 0.6); (Xa, 0.8); (s, 0.5); (Xs, 0.1); (X,

0.7); (xg, 0.2)}. Entdo, temos:

A U B ={(xq, 0.3); (X2, 0.9); (X3, 0.6); (Xa, 0.8); (X5, 0.9); (Xs, 1); (X7, 0.7); (Xs, 0.2)};

ANB-= {(X]_, 02), (Xz, 04), (X3, 05), (X4, 06), (X5, 05), (XG, 01), (X7, 03)}

Nesse exemplo, podemos observar que no conjunto fuzzy A e no conjunto intersec-

¢do fuzzy A N B, o par ordenado (xg, 0) foi omitido, visto que o grau de pertinéncia de Xg é
zero.
Como forma alternativa, as definicGes de unido e de intersec¢ao de conjuntos fuzzy

poderiam ser dadas pelas duas proposi¢des seguintes, equivalentes as definicdes dadas.

Proposigéo 3.2.1: A unido de dois conjuntos fuzzy A e B é o menor conjunto fuzzy C que
contém A e B.

Demonstragdo: Ja vimos que A c A U B e B < A U B. Consideremos C um conjunto fuzzy
que contém A e B. Assim, temos que A < Ce B < C, ou seja, (V x € V) fa(x) < fo(x) e

(V x e V) fg(x) < fc(x). Dessa forma, (V x € V) fc(x) = max {f4(x), fg(x)}. Temos entdo, que

A U Bc Ce, portanto, A U B é o menor conjunto fuzzy que contém A e B. B

Proposigéio 3.2.2: A interseccdo de dois conjuntos fuzzy A e B é o maior conjunto fuzzy D
que estd contidoem A e B.

Demonstragdo: Ja vimos que A " B < A e A N B < B. Consideremos D um conjunto
fuzzy que esta contido em A e em B. Assim, Dc A e D c B, ouseja, (V x € V) fp(x) < fa(x)

e (V x € V) fp(x) < fg(x). Dessa forma, (V x € V) fp(x) < min {f4(x), fa(x)}. Temos ent3o, que

D c A N B e, portanto, A N B é o maior conjunto fuzzy que contém A e B. &
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Através dessas duas proposicdes, verificamos que, dados dois conjuntos fuzzy A e B,
0s conjuntos fuzzy unido e intersec¢do assumem, respectivamente, os valores supremos e in-

fimos das fungbes de pertinéncia de A e B.

Defini¢éo 3.2.3: Dado um conjunto fuzzy A no dominio V, o seu complemento fuzzy, denota-
dopor A’ é:

A" ={(x, 1-f4(x)): x € V}. Temos que f4 (x) =1 = f 4(x).

Para ilustrarmos melhor a defini¢do, consideramos o conjunto universo V ={1, 2, 3, 4,
5} e o conjunto fuzzy A ={(1, 0.2); (2, 0.3); (3, 0.7); (4, 0.8); (5, 1)}.

Assim, temos:

fa(l)=1-fa4(1)=1-0.2=0.8
fa(2)=1-f4(2)=1-03=0.7
fa(3)=1-"fa3)=1-0.7=03
fa(4)=1 - fa(4)=1-0.8=0.2
fa(5)=1 - fa(5)=1-1=0

Entdo, A' ={(1, 0.8); (2, 0.7); (3, 0.3); (4, 0.2)}.

Definig¢do 3.2.4: Dados dois conjuntos fuzzy A e B no dominio V, a diferenca entre esses

conjuntos, denotada por A — B (lé-se A menos B), é definida da seguinte maneira:

0, se f4(x) < fa(x);

fa-s(x)=
fa(x) —fa(x), se fa(x) > fa(x).

Naturalmente, temos que A — B c A.
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Como exemplo, tomemos o conjunto universo V = {X1, X5, X3, X4} € consideramos os
conjuntos fuzzy A = {(x1, 0.3); (X2, 0.2); (X3, 1); (X4, 0.6)} € B = {(x1, 0.7); (X2, 0.6)}; (x3, 0.9);

(x4, 0.2)}. Temos que o conjunto fuzzy diferenca é dado por:

falxi) <fa(x1), logo fa. 8 (x1) =0
fa(x2) < fa(xa), logofa -5 (x2) =0
fa(xs) > fg(xs), temos que f4 (x3) — fa(x3) =1-0.9=0.1, logo f4_(x3) =0.1

fa(xsa) > f5(xs), temos que f4 (xs) — fa(X4)=0.6—-0.2 =0.4, logo f4 - g(xs) =0.4

Assim, A — B ={(x4, 0); (X2, 0); (X3, 0.1); (X4, 0.4)} = {(x3, 0.1); (x4, 0.4)}.

A seguir, discutiremos a algebra dada pelos conjuntos fuzzy, e suas operagoes.

3.3 Uma Algebra para os Conjuntos Fuzzy

Utilizaremos, nessa secdo, as definicdes apresentadas na Secdo 3.1 e consideremos
R={A : A é um conjunto fuzzy para um dado conjunto universo V}.

Nesse momento, nosso interesse de estudo é a verificacdo da estrutura algébrica
determinada pelos conjuntos fuzzy em V. Para isso, consideraremos uma estrutura algébrica

determinada por (R, <, U, N, '), em que a inclusdo, a unido, a intersec¢do e o complemento

sdo determinadas para os conjuntos fuzzy, como introduzido anteriormente.

e Propriedade Reflexiva:

A < A, pois

(V x e V) fax) <fax).

e Propriedade Anti-simétrica:
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AcBe BcA< A-=TB,pois

(VxeV)fax)=fax) = (V x e V) falx) <fg(x) e fa(x) < fax).

e Propriedade Transitiva:

AcBeBcC=AcC,pois

(V x e V) fax) <fa(x) e fa(x) < fe(x) = (V x e V) fa(x) < fel(x).

Um conjunto ndo vazio munido de uma relagdo que admite as propriedades reflexiva,
anti-simétrica e transitiva € denominada uma ordem parcial.

Destacamos que, da teoria usual dos conjuntos, um conjunto parcialmente ordenado
é dado por um par (A, <), em que A é um conjunto e < é uma ordem parcial em A.

Além disso, se para cada par de elementos pertencentes a A, sejam x e y, por exem-
plo, existe o supremo e o infimo do conjunto {x, y} em A, entdo a estrutura é denominada re-
ticulado.

Dessa forma, temos que (R, <) é parcialmente ordenado pela inclusdo e, pelas propo-
sicoes de unido e interseccdo apresentadas no item 3.2 deste capitulo, temos que (R, <) é
um reticulado.

Como (R, <) é um reticulado, entdo a estrutura é equipada com duas operacées bina-

rias V e A (unido e intersecgao, respectivamente).
Vale destacar que, como observamos na sec¢do anterior, dados dois conjuntos fuzzy A
e B, os conjuntos fuzzy unido e intersec¢do assumem, respectivamente, os valores supremos

e infimos das fun¢des de pertinéncia de A e B. Dessa forma, sejam f4(x), fa(x) € [0, 1], te-

mos que f4(x)Vfg(x) é o supremo e f4(x) Afg(x) é o infimo.

As duas operacdes, de unido e interseccao, satisfazem algumas propriedades impor-
tantes. Antes de apresenta-las, destacaremos um principio que nos auxiliard nas futuras de-

monstracoes.
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Principio da dualidade

Segundo Rasiowa e Sikorski (1968), temos que a simetria existente entre os
operadores U e M e os elementos & e V garantem que tanto U e N, quanto J e V, podem
ser permutados de maneira que os resultados obtidos permaneg¢am verdadeiros. Dessa
forma, em nossa algebra para os conjuntos fuzzy, temos que:

“Todo resultado obtido dos axiomas da estrutura algébrica (R, <, U, N, ') permanece
valido se nele trocarmos U por N e O por 1 e vice-versa.”

Vale aqui destacar que, para as futuras verificagcdes de validade das propriedades, uti-

lizaremos apenas f 4(x) no lugar de (¥ x € V) f4(x).

Considerando (R, <) um reticulado, apresentaremos as propriedades vélidas para as

operagoes de unido e intersecgao dos conjuntos fuzzy:

(1) Propriedade de Idempoténcia:

o AUA=A

Isso é valido, pois:

fa o alx) =fax)VFa(x) = falx).

o ANA=A

E valido pelo principio da dualidade.

(2) Propriedade Comutativa:

e AUB=BUA

Isso é valido, pois:

faus(x)=fax)vEg(x) = fa(x)vVfalx) = fg U alx).
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e ANnB=BnNnA

E valido pelo principio da dualidade.

(3) Propriedade Associativa:

e AUBUO=AUBUC
E valido, pois:

favuolx) = fax)V(fax)Vicx) = (Fax)vEax)VEcx) = (fax)VEg(x)Viclx) =

fla uBuclx).

e AN(BNCO=(AnB nNnC

E valido pelo principio da dualidade.

(4) Principio de Absorcao:

e AN (A ) B) =A
E valido, pois:
Para x € V, fa(x) < fg(x), entdo fanaum)(x) = FaX)AFalx)VEg(x))= fa(x)Afp(x) =

fa(x); e para x € V, se f4(x) > fg(x), entdo fanaug)(x) = Fa(x) A(Falx) VIg(x)) = fa(x) Afa(x) =

falx).

e AUANDB)=A

E valido pelo principio da dualidade.

A estrutura determinada por um conjunto ndo vazio, com operag¢des bindrias de uni-
do e intersecgao, que satisfazem as propriedades: idempoténcia, comutativa, associativa e

absorcdo, também recebe o nome de reticulado. Dessa forma, (R, U, M) é um reticulado.
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O resultado apresentado anteriormente nos mostra que um reticulado pode ser pen-
sado como um conjunto parcialmente ordenado, em que para cada par de elementos, existe
um supremo e um infimo, ou como um conjunto com operagdes bindrias, que satisfagam as
propriedades de 1 a 4 desta secdo.

Assim, podemos dizer que (R, U, M) é o mesmo reticulado dado por (R, <), em que

sua ordem pode ser expressa da seguinte maneira:

Proposicdo 3.3.1: Bc A< AUB=A
BcAsANB=8

Demonstragdo: ( =) Verificaremos Bc A => A U B =A.

Como hipétese, temos que B < A, isto é, fg(x) < fa(x). Dai, f4us(x) = falx)VIg(x) =
=f4(x). Dessa forma, é vélidoque Bc A=A U B=A.

(<) Vamos verificar A UB = A = B < A. Como hipétese, A U B = A, isto ¢,
fax)VEg(x) = fa(x) = f5(x) < fa(x). Assim, é validoque A U B=A = B cA.

Dessaforma, Bc A< AuB=A4A.

A demonstragdo de B c A < A N B = B segue de maneira semelhante. B

(5) Propriedade Distributiva:

e AUMBNCO)=(AuUB N(AUCQC
faus~c)x) =Fax) Vg Aclx) = Fax)Vv(fax)Afc(x) = *
= (Fax)vVEa(X) A (falx)VEc(x) = (Fa U B8(X) Afaucx))= frav)~auc (X).

* AV (FB(X)ATC(X) = (Fax) VER(X)A(fa(x) VX)), pois, considerando cada uma de todas
as possiveis possibilidades, temos:

(a) fa(x) < fa(x) < fclx);
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(b) fa(x) < fclx) < fa(x);
(c) falx) < falx) < fclx);
(d) fa(x) < fc(x) < falx);
(e) flx) < fa(x) < fa(x);

(f) flx) < fa(x) < fa(x).

Agora, verificamos a igualdade apresentada em * para um dos seis casos
apresentados anteriormente.

Considerando o caso (e) para verificacdo, temos que:

(e) flx) < fa(x) < fa(x);
fa(x) Vv (fa(x) Afclx) = fax)VEclx) = falx) (1)
(Fax) VEB(x) A (fa(x) VEclx)) = fa(x) Afalx) = fa(x) (11

Assim, de (1) e (I1), temos que F4(x)V (Fa(x) Afc(x) = (F () V Fa(x)) A (Fax) vV Fo(x)).

As verificacOes para os outros itens sdao desenvolvidas de maneira andloga.

Desse modo, é sempre valido que:

falx) Vv (Fa(x) Afclx)) = (Falx) vV Fa(x) A (Fa(x) v Ec(x)).

o AN(BuUulO)=AnBuU(AnNC(

Essa propriedade é valida pelo principio da dualidade.

Um reticulado no qual vale a propriedade distributiva € denominado reticulado distri-

butivo. Assim, temos que (R, U, M) é um reticulado distributivo.

Proposi¢do 3.3.2: AU 0O=AeAn0 = 0.

Demonstragdo: f 40 (x) = fa(x) VEo(x) = f4(x) V0 =f4(x)

fanolx) = falx) Afo(x)= fa(x) A0 =fp(x). m
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Proposi¢do3.3.3: Au l=1e An1=A.

Demonstrag¢do: A demonstracdo dessa proposicao é o dual da proposicao anterior. B

Pelas proposicdes anteriores, temos que o zero dos conjuntos fuzzy, que é igual ao
conjunto fuzzy vazio (0 = 0), e o um, que coincide com o conjunto fuzzy universo (1 = 1), sdo,
respectivamente, o infimo (zero) e o supremo (unidade) de R. Um reticulado com zero e uni-
dade, que satisfaca as duas proposicGes anteriormente demonstradas, é um reticulado com

Oe 1. Dessa forma, (R, U, M, 0, 1) € um reticulado com 0 e 1.

Proposigéo 3.3.4: (A')' = A.

Demonstragdo: fiay(x)=1— fa(x)=1-(1-Fa(x))=fa(x). m

Proposi¢do 3.3.5: AcBo B' c A’

Demonstracdo: A = B < fa(x) <fa(x) © —fagx) <—falx) © 1 -fa(x) <1-fax) & fz(x)

<fax)= B'cA' m

~ 7 . \J N s . . ~
Uma operagdo unaria como acima é, em geral, conhecida como uma involugdo.

Proposigdo 3.3.6: Leis de De Morgan:
(AU B)'=ANB.
(i) AnB)'=A"U B
Demonstraremos o item (i) da proposicdo, sabendo-se que o item (ii) sera valido de

modo semelhante.

Demonstracdo de (i):

flaosy(x) =1-faos(x)=1-(falx)vIp(x) = * (A)
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1-(falx)VFg(x)) = 1= f4(x)
*falx) > falx) = e
(1-falx) <(1-fa(x)) = (1 =fax)A(1=Fg(x)) =1 =Fa(x)

1-(falx)vFg(x)) = 1-fg(x)
se fA(X) < fB(X) = e
(1=fa(x)) > (1-fg(x) = (1= Fa(x) A (1= Fg(x)) = 1 - F5(x).

E notdvel que tanto para o caso f4(x) > fg(x) quanto para f4(x) < fg(x), temos que

1= (falx)Vg(x) = (1 - fa(x) A (1 - Fa(x)).
(A)

(1-fax)A(1=Fg(x) = fa (x)Af (X) =4~ BIX).
Dessa forma, temos que fi 4 ug) (X) =fa'~ B1(X).

Evalidoque (AUB)' =A'"nB'.' =

Uma operacgdo undria que admite as propriedades das duas ultimas proposicdes apre-
sentadas é chamada de involugdo de De Morgan.

Um reticulado distributivo que admite a involucdo de De Morgan é denominado reti-
culado de De Morgan. Dessa maneira, a estrutura (R, <, U, N, ') é um reticulado de De Mor-
gan.

Apresentaremos, a seguir, outras proposi¢oes importantes dos conjuntos fuzzy.

Proposi¢éio 3.3.7: A -B=0< A c B

Demonstracdo: T4 —g(x) =0 fax)<fagx) A B. m

Proposi¢cdo3.3.8: A-B=A<AnNnB=0.

Demonstragbo: (=) A-B=A=>ANnB=0.
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Considerando, por hipétese, que A — B = A, temos entdo que 4 - g(x) = f4(x).

Caso fa(x) > Fa(x), temos que Fa(x) — Fa(x) = Fa(x) = Fa(x) = 0 = fa(x)Afa(x) =0 =
fA)AFa(X) =0 = fanp(x) =0=>A N B = O.

Caso fa(x) < fz(x), temos que fq _ g(x) = 0. Assim, se f4(x) =0 e fg(x) > 0, entdo
fa-B(x) = fa(x), mas f5(x) > 0.

Assim, évélidoque A-B=A=>AnNnB=0.

(€)ANB=0=> A-B=A

Temos que A — B < A. Se A — B # A, entdo existe x € V tal que fq . g(x) <
fa(x). Dai, f4(x) — fg(x) < fa(x) = — fa(x) <0 = 0 < f(x). Logo, f4(x)Afa(x) > 0, e entdo,
fans(x) #0,0useja, AN B#O.

Entdo,valeque AN B=0=>A-B =4

Dessa forma, évéilido A-B =A< AnB=0.1

Proposicd03.3.9: A -B=B-A< A=8.
Demonstragdo: (=) A-B=B-A=>A=8.

SejaA — B =B - A. Vamos supor que A # B. Podemos assumir ainda, sem perder
a generalidade, que 3 x € V : f4(x) > fg(x). Dessa forma: f4_ g(x) = f4(x) — f5(x) = ¢; c € (0,1].

Pela hipétese, teriamos ent3o, que fg(x) —f4(x) = 0; o que seria uma contradig3o.

Logo, é vilidoque A -B=B-A = A =8.

()A=B=>A-B=B-A
Consideremos agora, como hipdtese, que A = B, temos entdo, f4(x) = fz(x) =

= fa_(x)=fax)=fa(x) =0=fgx) - fax) =fg_alx) > A - B=B-A.
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Logo, é vilidoque A=B=>A-B=8B-A.

Dessa forma, évédlidoque A - B=B-A< A=58. 1

Proposi¢do 3.3.10: A UB =0=A=0eB=0.

Demonstracdo: (=) AUB=0=>A=0eB=0.

Por hipétese, temos que A U B = 0, assim: A U B = 0 = f4ug(x) = 0= f4(x)V
fa(x) =0 = fax) =0 = A = 0. Da mesma forma: A U B =0 = f4ug(x) =0 = fa(x)V
fax)=0=fgx)=0= B=0.

Ent3o, é validoque AU B =0 =>A=0eB=0.

(=)A=0eB=0=>AuUB =0.
Por hipétese, temosque A = 0e B=0,assim:A=0e B=0=fgx)=0e fg(x) =
=0= fax)vigx)=0=fauax)=0=>A U B =0.

Dessa forma, é vilidoque A=0e B=0=A U B =0.

Temos entdo que éVvilidoAUB =0 <A =0eB=0. 1

Proposicdo3.3.11: AnB =1<A=1eB=1

Demonstragdo: Essa proposicao é valida, pois é a dual do anterior. B

Proposicdo 3.3.12:.AUB=1,AcB< B=1

Demonstragdo: Suponha que B # 1. Logo, para algum b& V, sendo V o conjunto universo,

fa(b) < 1.Como A = B, entdo fa(b)<fgb)<1.Dai, AUB=1.m

Proposi¢do 3.3.13: AN B=0, AcB<A=0.

Demonstracdo: Essa proposicdo é a dual da proposicdo anterior. B
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Proposigédo 3.3.14: O' = 1.

Demonstragdo: fo(x)=0< fo(x)=1- fo(x) = fox)=1-0< folx)=1<=0=1. 1

Proposi¢do 3.3.15: Ix e V/fax), fa(x)20=>ANA" = 0.
Demonstragdo: Como 3 x € V/ f4(x) #0 e f4' (x) 20, entdo 0 < fa(x), f4' (x) < 1 e dai

fanaX)=fax)Afax)2z0=>ANA'20. 1

Proposicdo 3.3.16: Ax € V/ f4(x), f4 (x) 20 == A U A" = 1.
Demonstragdo: Como I x € V /T4 (x) 20 e fq (x) 20, entdo 0 < f4(x), f4' (x) < 1 e dai

faca)=fax)v fax)zl 2AUVA = 1. m

Podemos observar que as proposi¢cdes sobre os conjuntos fuzzy, apresentadas anteri-
ormente, admitem muitas das proposi¢des dos conjuntos usuais, com excec¢do de algumas
proposicdes, por exemplo, envolvendo o complemento fuzzy.

As Proposic¢bes 3.3.15 e 3.3.16 nos mostram que o conjunto fuzzy A e o seu comple-
mento A’ s3o, em geral, ndo disjuntos, ou seja, a intersec¢do nJo é um conjunto vazio, pois
possuem uma parte em comum. Dessa maneira, negam a proposi¢cao dos conjuntos usuais
que diz que dado um conjunto A e seu complemento A', AN A' = .

Da mesma forma, a unido do conjunto fuzzy A com seu complemento A' ndo é o
conjunto universo de discurso, ou seja, A e A'n3o preenchem completamente o universo de

discurso V. Na teoria dos conjuntos usuais, dado um conjunto A e seu complemento A', te-

mos que A U A' = V.

Concluimos ainda, pelas proposi¢des 3.3.15 e 3.3.16, que o reticulado que estamos
estudando, ndo é complementado. Dessa forma, temos que a estrutura algébrica (R, <, U,
M, ') ndo é uma algebra de Boole ou um reticulado booleano.

Em suma, antes de apresentarmos outras operacdes algébricas sobre os conjuntos
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fuzzy, através do estudo mostrado até agora, temos que uma Algebra para os Conjuntos
Fuzzy é caracterizada pela seguinte estrutura:

- é um reticulado;

- & um reticulado distributivo;

- é um reticuladocom O e 1;

- é um reticulado de De Morgan;

- ndo é um reticulado booleano.

3.4 Outras operagdes algébricas sobre conjuntos fuzzy

Além das operacgdes algébricas dos conjuntos fuzzy apresentadas nas secbes anterio-
res, destacaremos outras, de grande relevancia para nosso estudo e para uma futura analise

comparativa com a dlgebra dos conjuntos usuais.

Definigéio 3.4.1: O produto algébrico dos conjuntos fuzzy A e B, denotado por A.B, é

definido pelas funcdes de pertinéncia de A e B. Assim:

A.B=Tfaa(x)=fax).fa(x), x e V.

Proposigéio 3.4.1: Se A e B sio conjuntos fuzzy, entdo A.B < A N B.

Demonstragdo: Sejam f4(x) = ky e fg(x) = ko, para um dado x € V. Entdo, temos que ki.k; =
= f4(x) . fa(x) = f4.8(x) = k. Sabemos que ki, k, € [0, 1] e também que k € [0, 1] e, portanto,

k<kiek< k; =>k<fsx)Afgx) > ABc AnB n

Definigéo 3.4.2: A soma algébrica dos conjuntos fuzzy A e B, denotado por A+B, é definida

em termos de A e B, pela seguinte relagdo:

faes (x) = falx) + fa(x) — fa.8(x) = fa(x) + fa(x) — fa(x) . fa(x).
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A seguir, verificaremos que f4.3 (x) € [0, 1]. Para isso, consideramos f4(x) = a e fg(x)

Queremos mostrarquea, be[0,1]=a+b—-a.b ][0, 1].

Temos que a+ b—a.b=a.(l1-b)+b. Comoa, be [0, 1], temos0<1-hb<1. E
verdade que a.(1—-b) < (1-b) (*).

Como (1-b)+b=1evale (*), entdoa.(1-b)+b<1. Além disso,a,1-b, b€ [0, 1]
e, naturalmente, 0 <a.(1-b) + b.

Assim, 0 <a.(1-b)+b< 1.

Proposigéio 3.4.2: Se A e B sdo conjuntos fuzzy, entdo A U B < A+B.

Demonstragdo: Sejam f4(x) = ky e fg(x) = ko, para um dado x € V. Consideremos ainda que
fas (x) = k. Sabemos que ki, ky e k € [0, 1] e, como f4.5 (x) = f4(x) . f5(x), temos que k =
= ki . ka. Assim: f4 45 (x) = fa(x) + fg(x) — f4.8(X) = ki + ko — k. Como k < k; e k <k;, entdo

ki < f4:8(x) e ky < f448(x). Logo, k1Vk, < fa:8(x), ouseja, A U B A+B. B

Considerando um exemplo, tomemos o conjunto universo V = {xq, X2, X3, Xa}; € 0s
subconjuntos fuzzy dados por A = {(x1, 1); (x2, 0.2); (x3, 0); (X4, 0.7)} e B ={(x1, 0.2); (x, 0.4);

(x3, 0.9); (x4, 0.3)}. Assim, temos que:

A.B = {(x1, (1) . (0.2)); (x2, (0.2) . (0.4)); (x3, (0) . (0.9)); (x4, (0.7) . (0.3))} = {(x1, 0.2);
(x2,0.08); (x3, 0); (xa, 0.21)};
A+B ={(x1, (1+ 0.2 = 0.2)); (x2, (0.2 + 0.4 — 0.08)); (x3, (0 + 0.9 — 0)); (x4, (0.7 + 0.3 —

—0.21))} = (x1, 1); (x2, 0.54); (x3, 0.9); (xa, 0.79)}.

A seguir, enunciaremos as propriedades do produto algébrico e soma algébrica:
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(1) |dentidade:
e A.1=A

fa.1(x) =fa(x). f1(x) =fa(x) . 1 =Fa(x).

e A.0=0

fa.olx) = fal(x) . folx) = falx) . 0= 0="Fp(x).

e A+1=1
farz(x) = falx) + f1(x) = fa.2(x) = falx) + 1 = fa(x) . 1 =fa(x) + 1 - fa(x) = 1=

= f1(x).

o A+0=A4

farolx) = falx) +fo (x) —fa . ox) = fa(x) + 0—fa(x). 0="Fa(x).

(2) Comutatividade

e A.B=B.A

fas(x) =fa(x) . fax) = fa(x). falx).

e A+B=B+A
fa+s(x) = falx) + fa(x) — fa.a(x) = falx) + fa(x) — fa(x) . fa(x) = fa(x) + fa(x) -

—fa(x) . fa(x) = fa(x) + fa(x) - fz.a(x) = fz + a(x).

(3) Associatividade

e (A.B).C=A.(B.C
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(fa8(x)) . flx) = (Fa(x) . fa(x)) . fclx) = falx) . (Fa(x) . fe(x)) = falx) . (F.c(x)).

e A+B)+C=A+(B+0

Consideremos um conjunto fuzzy D = (A + B). Dessa forma: fp(x) = fa.a(x) = Fa(x) +

+ fg(x) — f4.8(x) = fa(x) + fa(x) —f4(x) . fa(x). E ainda, seja o conjunto fuzzy € = (B + C), em
que: fg(x) = farc(x) = fa(x) + fe(x) = Fz.c(x) = fa(x) + fc(x) = fa(x) . fc(x). Assim, temos:

forcix) = folx) + felx) = fp.clx) = folx) + folx) = folx) . felx) = (Falx) + fa(x) = fa(x).

- fa(x) + folx) = ((Falx) + falx) = fal(x) . fa(x)) . fclx) = falx) + fa(x) + fclx) = f5 (x) . fclx) -

= falx) . (fa(x) + fclx) = fa(x) . fe(x)) = falx) + fa(x) +fc(x) = fa.clx) = falx) . (Fa(x) + fclx) -

= fB.clx)) = falx) + fe(x) = Fa(x). felx) = fa(x) + Fe(x) — f4 £(x) = Fa,lx).

(4) Lei de De Morgan

e (A.B)'=A"+3B
falx) + fa(x) =far. (x) = fa(x) + fa(x) = fa(x) . faix) = 1 = fa(x) + 1 - fg(x) = fa(x) .
AB(x) = 1= Fax) + 1= fg(x) = [(1 = fa(x)) . (1 =Fa(x)] = 1-Falx) +1-fa(x) - [1-Fgx) -
—falx) + falx) . fa(x)] = 1 = fa(x) + 1= fa(x) = 1 + fg(x) + fa(x) = falx) . f5(x) = 1 — fa(x) . fa(x)

=1-f4.8(x)=fapy(x).

e A+B)'=A"B'
far. g(x) = fa(x) . fai(x) = (1 = fa(x)) . (1 = f(x)) = 1 = fa(x) = fa(x) + fa(x) . fa(x) =

=1 (fa(x) + fa(x) = fa(x) . fa(x) = 1 - f4 + (x) = faspy(x).

(5) Distributiva
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e A.(Bu(O=A.B)u(A.CQ
Seja x € V e consideremos fa(x) < fo(x). O caso f(x) < fa(x) é analogo.
Dai, fazuox) = falx) . fiauox) = falx) . fcx).
Como fa(x) < fe(x) € 0 < fa(x) <1, entdio F4(x) . Fa(x) < Fa(x) . foix). Assim:
fia.8) v .0 = sup{ fag)x), fa.o()}=sup {fax).fax), fax).fcx)} = fa(x). felx).

Comisso, f4 (3 U gx) = fla.8) U .0X).

e A.BNn(O=(A.B) n(A.()

Segue de modo semelhante ao anterior.

e A+(BUO=(A+BIUA+Q)

Seja x € V e consideremos f(x) < f(x). O caso f(x) < fa(x) é andlogo.

Dai, faB L ox) = falx) + fz L ox) - falx)-fiz u o(x) = falx) + folx) - falx).fclx).

Como fa(x) < fo(x) e 0 < 1-f4x) <1, entdo fa(x) . (1-fax) < felx). (1-Ffax) =
fBx) — fa(x). fa(x)) < fc(x) = folx).Fa(x)). Assim:

fiaia.ox) = max {fas(x), farcx)} = max {fa(x)+f5(x) = falx).fa(x), fa(x)+fclx) -
fa(x)-fclx)} = falx) + felx) = falx).fclx).

Comisso, faxB u oX) = fia.B)+a.0(x).

o A+(BNnO=(A+B)n(A+(

Segue de modo semelhante ao anterior.

As propriedades das operacdes de produto e soma algébricas fuzzy sdo mais restritas

guando comparadas as propriedades das operagdes de unido e intersecgao dos conjuntos
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fuzzy, pois ndo ha propriedade para a idempoténcia, ou seja, ndo vale que A.A = A e

A+A = A.

Defini¢cdo 3.4.3: A diferenga absoluta dos conjuntos fuzzy A e B, denotada por |A — B|, é

definida da seguinte maneira:

fla-si(x) = |falx) = fa(x)].

Definigéo 3.4.4: Para k um numero positivo, seja A um conjunto fuzzy com fungdo de perti-

néncia f 4(x), entdo A na poténcia k, denotada por Ak, ¢é definida da seguinte maneira:

A" = {(x, Fa00} = {(x, (Fa(x))}.
Como exemplo, consideremos um conjunto fuzzy A = {(1, 0.2); (2, 0.3); (3, 0); (4, 0.7);
(5,1)} e ovalor k=4. Assim:
A= A = (1, 0.2 2, (0.3)); 3, (0 (4, (0.7 (5, (1)) = {(1, 0.0016); (2,
0.0081) ; (3, 0); (4, 0.2401) ; (5, 1)}.

O principio, enunciado a seguir, tornou-se importante ferramenta na teoria dos con-
juntos fuzzy e aplicacdes.

O denominado principio da extensdo fuzzy foi estudado e aplicado nas aritméticas
fuzzy e utilizado em problemas de engenharia, além de ser utilizado por muitos autores de
analises de sistemas dinamicos discretos, para o estudo de outras vertentes utilizando a teo-

ria fuzzy, como por exemplo, os fractais fuzzy.

e O principio da extensdo fuzzy

Consideremos uma fung¢do y = f(x), em que x eV ey € U. Temos que f é uma fungdo

definida de V para U, ou seja, f: V—U, e y é aimagem de x em f.

Seja um conjunto fuzzy A ={(x, f4(x)) : x eV}.
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O principio da extensao fuzzy é definido pela seguinte operacao:
f(A) =1 ({(x, fa(x))}) ={(f(x), fa(x) : x V}.
A imagem de A em f é o conjunto fuzzy de pares ordenados. A aplica¢do do principio

da extens3o fuzzy transforma x em f(x), isto &, troca o dominio de x, mas ndo afeta a funcdo
de pertinéncia f 4(x).
Para um conjunto fuzzy com nimero finito de elementos, seja A = {(x1, fa(x1)); (X2,

fA(x2)); (x3, fa(x3)); ...; (xn, Ta(xn))}, 0 principio da extensdo fuzzy, definido anteriormente,

afirma que:

f(A) = f{(xy, falx1)); (x2, falx2)); (x3, falxa)); w; (xn, Falxa))}) = {(f(xa), Falx1)); (f(xa),

fa(x2)); (F(x3), fa(x3)); s (F(xn), Falxn))}.

Consideremos um exemplo:
Sejaf(x)=x> e A ={(1, 1); (2,0.3); (3, 0.5); (4, 0.8); (5, 0.1)}.

Para diferenciarmos da notacdo da operacdo de poténcia de conjunto fuzzy, vamos
.. 3 . ~
utilizar Ae ° para representar o principio da extensdo fuzzy.

f(A) = A2 ={(1%,1); (2%, 0.3); (3%, 0.5); (4>, 0.8); (5%, 0.1)} = {(1, 1); (8, 0.3); (27, 0.5);
(64, 0.8); (125, 0.1)}.

Apresentadas as operagoes algébricas sobre os conjuntos fuzzy, bem como as proprie-
dades que envolvem essas operagdes, reservaremos a se¢ao a seguir para destacarmos as re-

lagOes fuzzy.
3.5 Relagdes Fuzzy
A seguir, verificaremos que as rela¢Oes fuzzy generalizam o conceito de relagdes da

teoria usual dos conjuntos e representam o grau da associagdo entre elementos de dois ou

mais conjuntos fuzzy. Além disso, definiremos os conceitos de dominio, imagem, campo e
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comprimento das relagdes fuzzy.

Defini¢éo 3.5.1: Sejam A um subconjunto fuzzy de um universo U e B um subconjunto

fuzzy de um universo V. Entdo, o produto cartesiano fuzzy de A e B, denotado por A x B, é

definido da seguinte maneira:

Ax B ={((u, v), fa(u)Afg(v)):u eU, v e VL.

Dados os conjuntos ndo fuzzy U ={a, b} e V = {1, 2, 3, 4}, considerando os subconjun-
tos fuzzy A ={(a, 0.4); (b, 0.3)}e B ={(1, 0.1); (2, 0.6); (3, 1); (4, 0.8)}. Temos que:

A x B ={((a, 1), 0.1); (a, 2), 0.4); ((a, 3), 0.4); ((a, 4), 0.4); ((b, 1), 0.1); ((b, 2), 0.3); ((b,
3), 0.3); ((b, 4), 0.3)}.

Nesse exemplo apresentado, como temos conjuntos finitos, podemos interpreta-los

através da notacao matricial, da seguinte forma:

AxB-= 0.1 0.4 0.4 04 |a

0.1 0.3 0.3 03 |b

Definigéio 3.5.2: Uma relagdo fuzzy R de A em B é um subconjunto fuzzy do produto carte-
siano A x B, caracterizado por uma func¢do de pertinéncia f, a qual associa a cada par (x, y),
o seu grau de pertinéncia fz(x, y) em R. Assim:

R={lxy),z):xe U yeVe z="fz(x y)}, onde 0<fr(x, y) < falx)Afgly)}, UeV

sdo, respectivamente, os conjuntos universos dos conjuntos fuzzy A e B.

Definigéio 3.5.3: Uma relagdo fuzzy n-dria é um subconjunto fuzzy R do produto cartesiano

A; x A, x ... x A, em que sua funcdo de pertinéncia é dada por:
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fR(X1, X2, eoo s Xn) < A 1<i<nfac(xy).

Defini¢éio 3.5.4: A relagéo de identidade fuzzy em um conjunto fuzzy A com conjunto univer-

so Ve xy €V é representada por um conjunto I e definida para ¥ ((x, y), f1(x, y)) € A x A

pelas suas funcgdes de pertinéncia, como segue:
1,sex=y;

frlx,y) =
0,sex#y.

Defini¢éio 3.5.5: Dado o conjunto fuzzy A, denominamos suporte de A ao conjunto usual:

S(A) = {x: x e Vefgx) >0}

Seja R uma relagdo fuzzy binaria em um conjunto fuzzy A com universoVex,y € V.

Defini¢éo 3.5.6: Temos que o dominio de uma relacdo fuzzy R, denotada por Dom(R) é um

conjunto fuzzy definido por:

Dom(R) = {(x, foom(R)(X)) : x € U} e foom(r)(X) = supy fr(x, y).

Definigdo 3.5.7: A imagem de uma relacdo fuzzy R, denotada por Im(R) é um conjunto fuzzy

definido por:

IM(R) = {(x, fim (R)(Y)) : x € U} e fim (R)(y) = supx fr(x, y).

Defini¢éo 3.5.8: Denominamos campo de uma relacdo fuzzy R ao conjunto denotado por

L(R), em que L(R) = Dom(R) U Im(R).

Definigdo 3.5.9: O comprimento de uma relacdo fuzzy R é denotada por h(R) e definida da

seguinte maneira:



77

h (R) =sup {fr(x, y) : (x,y) € S(R)}.

Definigdo 3.5.10: A relacdo fuzzy nula O sobre um conjunto fuzzy A é definida por:

fo(x,y) =0, paratodos x,y € V.

Consideremos, R = {((a, x), 0.3); ((a, y), 1); ((a, z), 0.5); ((b, x), 0.2); ((b, y), 0)}, entdo,

com base nas defini¢cdes apresentadas, temos:

Dom(R) = {(a, 1); (b, 0.2)};

Im(R) ={(x, 0.3); (y, 1); (z, 0.5)};

L(R) ={(a, 1); (b, 0.2); (x, 0.3); (y, 1); (z, 0.5)};
h(R) = 1;

S(R) ={(a, x); (a, y); (a, 2); (b, x)}.

Apresentadas as definicGes relacionadas com as relagdes fuzzy, na secdo que segue,
destacaremos algumas operagdes basicas existentes sobre as relagdes fuzzy, bem como

algumas propriedades.

3.6 Operag0Oes basicas em relagdes fuzzy

Consideremos R1 e Ry, duas relagdes fuzzy em A x B. As funcdes de pertinéncia de

R1 e Ry, sdo, respectivamente, fRi(x, y) e fR2(x, y). Temos ainda que fRi(x, y) e fRa(x, y) €

[0, 1]. Assim:

Ri={((x,y),z1):xeUyeVez = le(x, y)}, em que U e V sdo, respectivamente, os

conjuntos universos dos conjuntos fuzzy A e B.

R2={((x,y),22) :xeUyeVez= fRz(x, y)}, em que U e V sdo, respectivamente,
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os conjuntos universos dos conjuntos fuzzy A e B.

(1) Igualdade:

Ri1=TR,,see, paracada(x,y) : xe Uey eV, temos fRri(x, y) = fra(x, y).

(2) Inclus3o:

Separacada(x,y): xe UeyeV,frix y) < frax y), temos que R; = Ra.

(3) Unido:

A unido de R e R,, denotada por R; U R, é definida por:

fr1uR2(% y) = max {fri(x, y), fralx, y)}, onde (x,y): xe Uey e V.

(4) Interseccao:

Ainterseccdo de Ry e R,, denotada por R; N R, é definida por:

fR1 A R2(% y) = min {fRi(x, y), fR2(x, y)}, onde (x,y):xeUeye V.

(5) Complemento:

O complemento de uma relacdo R, denotado por R', é definido por:

fRx,y)=1-fRr(xy),V(xy):xeUeye V.

Definig¢do 3.6.1: Se R é uma relacdo fuzzy de A em Be S é uma relacdo fuzzy de B em C,
entdo a composicio de R e S é uma relacio fuzzy de A em C, denotada por R S, ecoma

funcdo de pertinéncia definida por:

f R o s(x, z) = supy {fR(x, y) Afsly, 2)}.
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Consideremos um exemplo para ilustrar a definigdo anterior, sejam os conjuntos fuzzy

R = {((x1, y1), 0.4); ((x1, y2), 0.3); ((x2, Y1), 0.3); ((x2, y2), 0.7)} e S = {((y1, 1), 0.2); ((y1, 22), 0.5);

((y2, 1), 0.7); ((y2, z2), 0.1)}. Assim, a composicao desses conjuntos fuzzy é dada por:
R 0 8= {((x, z1), 0.3); ((x1, 22), 0.4); ((x2, z1), 0.7); ((x2, 22), 0.3)}, em que fros(x, 21) =

=sup {(x1, y1) A (y1, 21), (X1, Y2) A (y2, 21)} = sup{0.2,0.3}=0.3.

Proposigédo 3.6.1: A composicdo de relagdes fuzzy em A é associativa.

Demonstragdo: Sejam R, S e T trés relagdes fuzzy sobre A.

fros oty 2)=(fR ofs) of Ty, 2) = supy {(fFr o fs)(x, Y)ATHY, 2)} = supy {sup:fR(x, t)
As(t, VIATHY, 2)} = supy supe{[fR(x, ) Afs(t, V)IATHY, 2)} = sup: supy {fR(x, ) ALfs(t, y)A

fry, 2)] = supc {fr(x, t) Asup,[fs(t, y)ATHY, 2)]} = supdfr(x, ) AfsoTlt, 2)} =fro(s0 (X 2).

Dessa forma, temos que f (R 0 550 Ty, 2)=f R0 (S0 TI(X, 2). M

Se os universos das varidveis x, y e z sdo finitos, podemos dar uma representacao

matricial para a composicao de relagGes. Por exemplo:

03 0.3 0.2 0.5 03 03
R= S= RoS=
03 0.7 0.7 0.1 0.2 0.3

Para encontrarmos a matriz da composicdo das relagdes fuzzy desenvolvemos o
mesmo procedimento realizado para encontrar o produto de matrizes. Basta apenas trocar-
mos a multiplicagdo por A e a adi¢ao por v.

3.7 Relagdes fuzzy de similaridade

Sejam A um conjunto fuzzy e R uma relacdo fuzzy de A em A. Assim, dizemos que
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R é uma relagdo fuzzy em A.
Para apresentarmos as propriedades dessa se¢do, consideremos S uma relacdo fuzzy
em um conjunto fuzzy A, em que V é o universo de discurso de A. Dessa forma, as proprie-

dades de uma relacdo fuzzy em A sdo os seguintes:

e Reflexiva:

S é uma relacdo reflexiva se fg(x, x) >0 <> f4(x) >0, Vx e V.

e Simétrica:

S é uma relagdo simétrica se fg(x, y) = fs(y, x), Vx,y € V.

e Transitiva:

S é uma relagdo transitiva se fg(x, z) > supy [fs(x, y) A fsly, 2)], VX, y € V.

e Anti-simétrica:

S é uma relacdo anti-simétrica se x zy e fg(x, y) >0=fg(y, x) =0, Vx,y € V.

Definigdo 3.7.1: Uma relacdo fuzzy R é dita uma relacdo de similaridade se R é reflexiva,

simétrica e transitiva.

Definigdo 3.7.2: Seja S uma relacdo de similaridade sobre A, ent3o, para cada elemento x
em A, denominamos classe de similaridade associada a x, o subconjunto fuzzy de A

denotado por §(x) e definido por:

S(x) ={(z, fsx); Fs (2) = Fs(x, 2)}
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3.8 Relac¢des fuzzy de ordem

Nessa secdo, enunciaremos algumas definicGes no que se refere as relagdes fuzzy de

ordem.

Definigdio 3.8.1: Uma ordem fuzzy em A é uma relagdo fuzzy transitiva.

Definig¢do 3.8.2: Uma relacdo fuzzy P,em A é denominada uma relacdo fuzzy parcialmente

ordenada se P, é reflexiva, transitiva e anti-simétrica.

Defini¢cdo 3.8.3: Uma ordem parcial fuzzy L, em que para todo x # y em A, temos que

fi(x, y)>0ou fi(y, x) >0 é denominada uma ordem linear fuzzy.

Definigéo 3.8.4: Uma relacdo fuzzy R reflexiva e transitiva é denominada pré-ordem fuzzy.

Observamos, ao longo desse capitulo, que as relagdes dos conjuntos usuais
manuseiam os elementos no universo de discurso; ja as relagdes dos conjuntos fuzzy
manuseiam os graus de pertinéncia dos referidos elementos. Com isso, visto o que foi
apresentado ao longo desse capitulo, temos que esses conceitos permitem uma elaboracao
da Teoria dos Conjuntos Fuzzy de maneira semelhante a Teoria dos Conjuntos classicos, mas

naturalmente com caracteristicas distintas.
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Capitulo 4

Formalizagao proposicional de uma algebra para os conjuntos fuzzy

Para este capitulo nos baseamos em Hajek (1998), Miraglia (1987) e Rasiowa (1974).

Neste momento, com base nos estudos apresentados no capitulo anterior, em que fo-
ram desenvolvidas as propriedades algébricas dos conjuntos fuzzy, apresentamos uma alge-
bra que abstrai os aspectos essenciais daquela algebra e, em seguida, destacamos uma for-
malizacdo proposicional para essa estrutura com a explicitacdo dos axiomas e regras de de-
ducdo. Por ultimo, apresentamos uma demonstracdo da adequacdo entre a formalizacao

proposicional e a algébrica, introduzidas neste capitulo.

4.1 A Algebra c-fuzzy A

Apresentamos, nesta secao, uma algebra para dar conta das propriedades algébricas

gue obtivemos com os conjuntos fuzzy no capitulo precedente.

Defini¢do 4.1.1: Uma algebra c-fuzzy, denotada por 4, é uma sétupla (A, A, V, ', 0, 1, )
gue é um reticulado distributivo, com 0 e 1, de De Morgan e, ainda, vale a seguinte condic¢do:

paratodosag, b€ A, a—>b=1< a<h.

O simbolo — tem, em uma algebra c-fuzzy, apenas a atribui¢cdo de indicar se vale a
ordem a < b entre dois elementos, mas nao define o elemento a — b, para qualquer a e b.

Para refinarmos a operagao —, precisariamos de no¢des algébricas adicionais, ndo essenciais
a esta algebrizacao.

Assim, para a estrutura algébrica 4, temos que as operacdes de conjungdo e disjun-
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¢do, denotadas respectivamente por A e V, sdo associativas, comutativas, idempotentes e
admitem a absorg¢do. Valem as propriedades distributivas entre estas duas operagcGes. Temos
naturalmente associada uma relacdo de ordem <, do reticulado, para a qual 0 e 1 sdo os ele-
mentos minimo e maximo. A operac¢do ' € uma involucdo de De Morgan, isto é, uma opera-
~ 7 . . . . 1 1 ni
¢do undria que admite as propriedades de De Morganemais0 =1,1 =0,(a'))=aea<b
1 1
&b <La.
Contudo, embora seja um reticulado distributivo, este reticulado ndo é, em geral,
complementado. Ele se aproxima de uma algebra de Boole, mas nao é uma adlgebra

Booleana.

Em suma, como vimos no capitulo anterior, o conjunto fuzzy A e o seu complemento
A' n3o s3o, em geral, disjuntos, pois a interseccdo n3o é sempre um conjunto vazio, mas
podem possuir uma parte em comum. Da mesma forma, a unido do conjunto fuzzy A com
seu complemento A ' nem sempre coincide com o conjunto universo ou dominio, ou seja, A

e A' nem sempre preenchem completamente o universo de discurso V. Dessa forma,
concluimos que o reticulado ndo é complementado. Por definicdo, sabemos que uma algebra
de Boole é um reticulado distributivo e complementado. Por isso, a nossa dlgebra 4
determinada para os conjuntos fuzzy ndo é uma algebra de Boole.

Definida uma algebra para os conjuntos fuzzy e com base em tudo o que vimos ante-
riormente, destacamos, a seguir, a definicdo de homomorfismo, isomorfismo e monomorfis-

mo de algebras c-fuzzy, importantes para a construcdo de demonstracoes futuras.

Definigdo 4.1.2: Sejam A= (A, A, V,', 0,1, =) e _2*=(A*, A*, V*, '* 0% 1% —%*) algebras
c-fuzzy e h: A = A* uma funcdo. Dizemos que h é um homomorfismo de algébras c-fuzzy se,
paratodosa, b € A, temos:

h(a A b)=h(a) A* h(b);

h(a V b) =h(a) V* h(b);

h(a') = (h(a)) "*;
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h(a — b) = h(a) =>* h(b).

Definigdo 4.1.3: Um monomorfismo entre algebras c-fuzzy € um homomorfismo injetivo en-

tre as algebras.

Definigdo 4.1.4: Um isomorfismo entre algebras c-fuzzy € um homomorfismo bijetivo entre

as duas estruturas.

Teorema 4.1.1: Para toda dlgebra c-fuzzy A= (A, A, V, "', 0, 1, =), existe um isomorfismo h

de 4 em uma algebra c-fuzzy de conjuntos.
Demonstragdo: Pela Definigdao 4.1.1, temos que uma algebra c-fuzzy 4 é um reticulado distri-
butivo. Como 4 é um reticulado distributivo, segundo Rasiowa (1974), esta dlgebra é isomor-

fa a um reticulado de conjuntos. Desta forma, existe um isomorfismo de 2 em uma algebra c-

fuzzy de conjuntos. B

Na secdo seguinte, introduzimos uma formalizagdo proposicional para a algebra 4.

4.2 Formalizagcao proposicional de 4

A formalizagdo proposicional de uma dalgebra c-fuzzy 4, aqui determinada por £, é de-
finida sobre a linguagem L (A, VvV, —, =, T) em que A, V, — e — sdo os conectivos légicos

para a conjungao, disjun¢do, condicional e negagao fuzzy e T é uma constante légica para
sentengas validas. Nossos axiomas e regras de dedugao sao dados por esquemas, ou seja, @,

Y e G representam formulas quaisquer de L.

Defini¢d@o 4.2.1: ¢ —\ =4 (¢ — W) A(y—0).

A formalizagdo proposicional na légica £, relativa a algebra 4, fica determinada por



meio dos seguintes axiomas e regras de dedugao:

Axiomas:

(Ax01)p — ¢

(Ax 02) (pAY) — @

(Ax 03) (pAY) = (yAQ)

(Ax04) ¢ — (pVy)

(Ax05) (pVy) = (wVo)

(Ax 06) (pA(w Vo)) —((eAW)V(pAsT))
(Ax07) @ — T

(Ax08) ¢ — (=—0)

(Ax 09) (= A=) = =(O V).

Regras de Deducao:

(MP)o—vy, 0/ vy

(SH) o=y, y—c/¢—0

(Inf) o=y, o—c /9= (yAo)
(Sup) p—o, y—c /(eVy)—oc
(CPo) o= y/—y——0

(Conj) ¢, w / oAy

(TFo/FT—eo.

Lema4.2.1: p—vy /o=y e o—y/y—0o.

Demonstragdo:
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1. (o= y)A(y—0) Definigdo 4.2.1
2. (o= w)A(y—0))=(o—Vy) (Ax 02)
3.0—vy (MP)em 1e2.

De maneira analoga, utilizando o (Ax 03), temos que y—¢. B

Defini¢do 4.2.2: - T=_1.

Proposi¢cdo 4.2.1: — (pAy)— .

Demonstragéo:

1 (eAw)=(wAQ) (Ax 03)

2. (yAQ)—y (Ax 02)

3. (pAY)— vy (SHyemle2. m

Proposicdo 4.2.2: - (o Ay)— (W AQ).

Demonstragdo: Segue do (Ax 03). &

Proposi¢do 4.2.3: = y—(pVy).

Demonstragéo:

Ly—(yVe) (Ax 04)

2. (yVo)=(oVy) (Ax 05)

3. y—= (V) (SHyemle2. m

Proposi¢cdo 4.2.4: — (yV ) —(pVvy).

Demonstragdo: Segue do (Ax 05). ®

Proposi¢cdo 4.2.5: — (pA(yAo)) = ((pAW)AG).
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Demonstragdo:
1. (pA(WAG))—o (Ax 02)

2. (pA(WAG))—(yAG) Proposigdo 4.2.1
3. (yAG)—y (Ax 02)

4. (pA(YAG))—y (SH)em2 e 3

5. (pA(yAG))—=(0pAY) (Infffemle4

6. (yAc)—G Proposig&o 4.2.1
7. (pA(yAO))—0o (SHHem2e®6

8. (pA(YAG)) = ((pAY)AG) (Inffem5e7. m

Proposi¢do 4.2.6: — ((pAY)AG)— (A (yAGT)).

Demonstragéo:

1L ((pAy)AG)—=(pAVY) (Ax 02)

2. (pAY)—0 (Ax 02)

3. ((pAY)AG)—0 (SHyem1le?2

4. (pAY)—vy Proposicao 4.2.1
5.(pAY)AC—Vy (SHHem1le4

6. (pAY)AC—GC Proposicdo 4.2.1
7. ((pAY)AG)—(yAOG) (Inf)em5e6

8. ((pAY)AG)—= (oA (Y AGC)) (Inffem3e7. W

Coroldrio 4.2.1: —~ (pA(yAG))—((pAY)AG).
Demonstra¢do:
1. (pA(yAG))=((0AW)AG) Proposicdo 4.2.5

2. ((pAy)AG)= (A (Y AOT)) Proposicao 4.2.6
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3. ((pA(yAG) = ((pAy) AS) A9 AW)AG) = (A (Y AG))) (Conjjem 1e2

4. (pA(yAG))—((pAY)AC) Definicdo 4.2.1em 3. ®

Proposi¢cdo 4.2.7: — ((pVvy)Vao)—(oV(yVo)).

Demonstragdo:

1. y—(yVo) (Ax 04)
2.0—(yVo) Proposicdao 4.2.3
3.0~ (oV(yVo)) (Ax 04)

4. (yVo)—(eV(yVao)) Proposicao 4.2.3
5. y—(oV(yVo)) (SH em1le4d

6. (pVy)— (pV(yVo)) (Sup)em3e5

7. o= (oV(y Vo)) (SHH em2e4
8.((pVy)Vo)—(opV(yVao)) (Sup)em6e7. m

Proposi¢cdo 4.2.8: — (¢V(yVao))—((oVy)Vo).

Demonstragéo:

1. o—(oVy) (Ax 04)
2.y—(oVy) Proposicdo 4.2.3
3. (eVy)=((eVy)Vo) (Ax 04)

4. o—((pVy)Vo) (SHyem1e3
5.v—((pVy)Vo) (SHyem2e3
6.c—((¢Vy)Vo) Proposicdo 4.2.3
7. (yVo)=((eVy)Vo) (Sup)em5e6

8. (pV(yVo))—=((pVy)Vo) (Sup)em4de7. m



Coroldrio 4.2.2: — (o V(yVo))—((eVwy)Vo).
Demonstragdo:
1. ((pvy)Vo)=(eV(y Vo))

2. (pV(yVo))—=((eVy)Vo)

3. ((pvVy)Vo)=(eV(yVo))AlleV(yVo)=(eVy) Vo))

4. (pV(yVo))—((eVy)Vo)

Proposigdo 4.2.9: = —(oVy)— (=@ A—W).
Demonstragéo:

1o—(pVy)

2. =(eVy)—=—0

3.y—(opVy)

4. =(eVy)=—y

5. (e Vy) = (=oA—y)

Coroldrio 4.2.3: = (—@A—y)——=(QV V).
Demonstragdo:

1 (=oA=Y) ==(eVY)

2. =(@eVy)—=(—pA—y)

3. (@ A—Y) == (@ VY) A (=0 V )= (=@ A—y))

4. (= A—y)—=(oVy)

Proposi¢do 4.2.10: +— (—@V—y)——(QAvy).
Demonstragéo:

1 (pAy)—o
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Proposicao 4.2.7
Proposicao 4.2.8
(ConjJem1e?2

Definicdo 4.2.2 em3. W

(Ax 04)
(CPo)em 1
Proposi¢ao 4.2.3
(CPo)em 3

(Inffem2e4. W

(Ax 09)
Proposi¢ao 4.2.9
(Conj)Jem1e?2

Definicdo 4.2.1em 3.

(Ax 02)



2. ~0——(QAY)
3. (pAY) =y
4. —y—=(pAy)

5. (=pV=y)==(pAy)

Lema 4.2.2: — (——QA——Y) = (QAY).

Demonstragéo:

L(==0A—=—Y)=——¢
2.(—=QA——Y) = -y
3. ==~

4. ——y—y
5.(—0A—=Y)= ¢
6.(——PA——y)—y

Proposi¢cdo 4.2.11: = —(@A )= (=@ V—vy).
Demonstra¢do:

1. (=oVay)==(pAy)

2. == (QAY) ===V —y)

3. (pAY)=—=(pAY)

4. (eAY)==(=oV—y)

5. 2(=0V—y) = (=0 A——y)

6. (= A=—y) = (pAY)

7. (=0 V=y)= (@A)

(CPo)em 1
Proposicao 4.2.1
(CPo)em 3

(Sup)em22ed. m

(Ax 02)

Proposicao 4.2.1
(Ax 08) e Lema 4.2.1
(Ax 08) e Lema 4.2.1
(SHHem1le3
(SHyem2e4

(Inf)em5e6. 1

Proposicdo 4.2.10
(CPo)em 1

(Ax08) e Lema 4.2.1em 2
(SHyem2e3

Proposi¢cao 4.2.9

Lema 4.2.2

(SHyem5e6

(CPo)em 7
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10. —(@AY)—=(=@V—y)

Coroldrio 4.2.4: + (—@V—y)—=(pAWy).
Demonstra¢do:

1. (=oVay)==(eAy)

2. =(eAY)= (=0 V—y)

3. (=@ Vay)==(@AY)A(=(@AY) = (=0 V—y))

4. (—oV—y)—=(pAvy)

Proposicdo 4.2.12: — ((pAy)Vvy)—.
Demonstragdo:

1L (pAy)—=y

2. y—y

3. ((pAW) V) =y

Coroldrio 4.2.5: - ((QAY)Vy)—y.
Demonstragdo:

Ly=(eAy)Vy)

2. ((pAy)Vy)—y

3. (v = ((pAW) V) A (AW V) =)

4. ((pAy)Vy)—v

Proposi¢cdo 4.2.13: = y—((oV y)Avy).
Demonstragéo:

1 y—=(oVy)
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(Ax 08) e Lema 4.2.1em 8

(SHHem8e9. m

Proposicao 4.2.10
Proposicao 4.2.11
(Conj)Jem1e2

Definicdo 4.2.1 em 3. W

Proposicao 4.2.1
(Ax 01)

(Sup)emle2. ®

Proposicao 4.2.3
Proposicdao 4.2.12
(Conj)em1le?2

Definicdo 4.2.1em3. W

Proposicao 4.2.3
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2. y—vy (Ax 01)

3.y—=((eVy)Av) (Inffemle2. M

Coroldrio 4.2.6: = ((¢Vy)Ay)<—vy.

Demonstragéo:

1 ((pVy)AY)—y Proposicao 4.2.1

2. y—((pVy)Avy) Proposicdo 4.2.13

3. (e Vy)Ay)=y)A (v = ((eVW)AY)) (Conj)em le?2

4. ((pVW)AY)—y Definicdo 4.2.1em3. W

Lema4.2.3: - o—yet c—d = F eVo—yVd

Demonstragéo:

l.o—vy Hipdtese

2.0—0 Hipotese
3.y—yVo (Ax 04)

4. 0—yVd (SH)em1e3
5.0—yVd Proposicdo 4.2.3
6. c—yVod (SHyem2e5
7.0Vo—yVo (Sup)em4de6. m

Proposi¢do 4.2.14: — (¢V (yAc))—((@Vy)A(pVo)).

Demonstragéo:
1. (eVw)A(eVo)—=((oVw)Ae)V((eVW)As) (Ax 06)
2. 0—((oVW)AQ) Corolario 4.2.6 e Proposicdo 4.2.4

3. ((pVw)Ac)—((oVy)Ao) (Ax 01)



4. ((pVy)Ae)V(leVy)Ac)—(eV((eVy)Aoc))
5. (pVy)A(eVao)—(oV((pVy)Aa))

6. ((pVy)Ac)—(pAc)V(yAoc)

7.0—0
8.oV((eVy)Ac)—oV((pAc)V(yAc))

9. (pVy)A(pVo)—oV((pAc)V(yAo))

10. oV ((pAc)V(yAc))—(oV(pAc))V(yAc)
11. (pvy)A(eVe)—(eV(eAc))V(yAc)

12. o—(pV(pAo))

13. (yAo)—(yAoc)

14. oV(yAc)—(pV(pAc))V(yAc)

15. (eVW)A(pVo)—0V(VAG)

Proposi¢cdo 4.2.15: — 1 —o.

Demonstragdo:

1.0 —T

2. - T—>——0
3. L>——0
4. ——0—0

5. 1—-0

Proposi¢cdo 4.2.16: — T —(pV T).

Demonstragdo:

1. T—oVT

93

Lema4.23em2e3
(SHHem1le4
(Ax 06)
(Ax 01)
Lema4.23em6b6e?
(SHHem5e8
Corolario 4.2.2
(SH)yem9e10
Corolario 4.2.5 e Proposi¢des 4.2.2 e 4.2.4
(Ax 01)
Lema4.2.3em12e 13

(SHHem1lel4. m

(Ax 07)

(CPo)em 1
Definigdo 4.2.2 em 2
(Ax08)elema4.2.1

(SHHem3e4d. m

Proposicao 4.2.3. 1



Coroldrio 4.2.7: — T —(pV T).

Demonstragdo:

1. T—(pVT)
2.(pVT)—-T
3.(T=(eVTNA((pV T)—T))

4. T—(pVT)

Proposi¢cdo 4.2.17: +— (oV L)—0o.
Demonstra¢do:

1.o—0

2. L—0

3.(pvVL)—0o

Coroldrio 4.2.8: ~ ¢—(pV L).

Demonstragéo:

1. o—(pV 1)
2. (pVLi)=o
3. (= (Vv L)A((pVL)—0)

4. p—(pV 1)

Proposi¢do 4.2.18: — 1 —(pA_L).
Demonstragéo:

1. L— (pAL)

Coroldrio 4.2.9: — L —(pA_L).

Proposicao 4.2.16
(Ax 07)
(Conj)Jem1e?2

Definicdo 4.2.1em3.

(Ax 01)
Proposi¢ao 4.2.15

(Sup)emle2. m

(Ax 04)
Proposicao 4.2.17
(Conj)em1e?2

Definicdo 4.2.1em3. ®

Proposicao 4.2.15. m
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Demonstragéo:

1. (pAL)— L
2. L—(pA L)
3. (L= (@A L)A((eA L)— 1)

4. 1 —(pAL)

Proposi¢do 4.2.19: = ¢o—(T A@).
Demonstragdo:

1.o—0

2.0—T

3.0—(pAT)

4. (pAT)=(T Ao)

5. 0—(TAQ)

Coroldrio 4.2.10: + ¢—(pAT).

Demonstragdo:

1. (pAT)—0o
2.0~ (T AQ)
3. (@AT)= )N (0—(T Ag))

4.0 —QANAT
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Proposicao 4.2.1
Proposicdao 4.2.18
(Conj)em1le?2

Definicdo 4.2.1em 3. ®

(Ax 01)
(Ax 07)
(Infyem 1e2
(Ax 03)

(SHH em3e4. m

(Ax 02)
Proposicao 4.2.19
(Conj) em1le2

Definicdo4.2.1em3. ®

Apresentada a formalizagdo proposicional de L relativa a algebra 4, necessitamos de-

monstrar que o nosso sistema é adequado. Faremos isso na préxima secao.
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4.3 A Adequacao entre a formalizacao proposicional £ e os modelos algébricos 4.

Os sistemas formais, em geral, possuem uma semdntica ou um modelo adequado a
eles. O sistema é dito adequado quando ele é correto e completo. A correcéo fraca determi-
na que todo teorema é uma férmula valida; ja a completude fraca garante que toda féormula
valida é um teorema. Por outro lado, a correcdo forte e a completude forte envolvem nao
apenas teoremas e formulas vdlidas, mas também, consequéncias semantica e sintatica.

A seguir, apresentamos a demonstracdo da adequacdo forte entre a formalizagdo pro-
posicional £ e os modelos algébricos 4.

Vale destacar que uma algebra c-fuzzy, apresentada neste trabalho, é denotada por 4

e a formalizacdo proposicional dessa algebra é indicada por L.

Defini¢do 4.3.1: Uma férmula ¢ € For(L) é refutdvel em I'" se I' = —¢, caso contrario, ¢ é ir-

refutdvel.

Definigéio 4.3.2: Uma valoragéo restrita é uma fun¢do v *: For(L£)—_4, que interpreta cada

variavel de £ em um elemento de 4.

Defini¢do 4.3.3: Uma valorag¢éo é uma fungao v : For(L£)—_4, tal que, se p é uma férmula
atdbmica e ¢ e y sao formulas quaisquer, entdo v estende, natural e unicamente, uma
valoracdo restrita v * do seguinte modo:

v(p) =v*(p)

v(=0) = (v(o))

vieVy)=v(e)Vu(y)

v(pAY)=v(p)av(y)

v(p—y)=1<v(e) <v(y).

Na definicdo acima, os simbolos de operadores apresentados do lado esquerdo das
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igualdades representam os operadores logicos; ja os simbolos de operadores do lado direito

das igualdades representam os operadores algébricos.

Defini¢do 4.3.4: Uma valoragao v : For(L£)—_4 é um modelo para um conjunto I'  For(L)

quando v(¢) = 1, para toda férmula @ € I'.

Em particular, uma valoragdo v : For(£)—_4 é um modelo para ¢ € For(L), quando

v(p) =1.

Defini¢do 4.3.5: Uma férmula ¢ é vdlida em uma dlgebra c-fuzzy A quando toda valoragao

v: For(L) —A é modelo para ¢.

Defini¢do 4.3.6: Uma férmula ¢ é vdlida quando ela é valida em toda algebra c-fuzzy.

Denotamos que uma féormula @ € valida por & .

Defini¢do 4.3.7: Um conjunto de formulas I é inconsistente quando ha dedugdes I' -~ ¢ e

I' = —@, para alguma férmula ¢. Caso contrario, I" é consistente.

Definigdo 4.3.8: Um sistema constituido por uma linguagem formal e regras de deducgdo é
consistente quando o seu conjunto de teoremas é consistente. Caso contrario, ele é inconsis-

tente.

Definigdo 4.3.9: A algebra das formulas de £ é dada por (For(L£), A, V, —, =) em que A, V,

— e — s3do os operadores de L.

Uma dlgebra de Lindenbaum é um conjunto de classes de equivaléncia obtidas a par-

tir de uma relagdo especifica de equivaléncia, ou seja, da congruéncia definida sobre o con-
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junto de formulas de uma determinada légica, como a seguir. A relagdao de equivaléncia que

nos dard a dlgebra de Lindenbaum de £ é definida por:

Definigdo 4.3.10: Dado I < For(L), a relacdo =r é definida por:

o=ryssl-eo—vyel -y —o.

Neste momento, é importante destacarmos que omitiremos o indice I" da relacdo de

equivaléncia, mantendo apenas o simbolo =.

Proposigdo 4.3.1: A relacdo = é uma relagdo de congruéncia.
Demonstrag¢do: Demonstraremos, inicialmente, que = é uma relacdo de equivaléncia.
A relagdo é:
reflexiva: para toda formula ¢ € For(£), ' = ¢—¢ e, desse modo, ¢ = .
simétrica:se = y,entdo I' - p—yel +~ y—oe, dai,y = o.
transitiva:sep = yey =g, entdol' - ¢o—y, ' = y—o, ' y—cel ~ c—y.
Desse modo, temosI' = ¢p—cel' - oc—¢p < ¢ = G.
Assim, = é uma relagdo de equivaléncia.
Agora, para concluirmos a demonstracao de que a relagdo = é uma congruéncia, ve-

rificaremos que ela preserva os operadores A, V, e — de £ e — preserva a ordem.

Para as demonstragdes, utilizaremos a Definicdo 4.3.10.

MNe=y=>—-0=-y
Por hipdtese, temos ¢ = y < I' = ¢—y. Utilizando (CPo), temos que: I' = ¢—y
> I ay——=p & —y = —@. Sabemos que a relagdo = é uma relagdo de equivaléncia.

Assim, se =y = —@, entdo —@ = —.
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(ilp=yec =03 = oAc = YAD

Por hipétese, temoso =y < ' o—y < T'+- o—~yel - y—@,eainda, o =
oo Il'+ro—=d< T+ oc—del  0—c. Queremos demonstrar I' = @AG—yYAJ.

Vamos mostrar que I' = ¢AG — YAS:

Pelo (Ax 02), temos que I' = @Ac—© e, por hipdtese, sabemos que I' = @—.
Assim, pela Regra de Dedugdo (SH) nos dois itens antecedentes, temos que I' = pAG— .

Agora, pela Proposicao 4.2.1, temos I' = @Ac—0G e, por hipdtese, sabemos que
I' - o—93. Pela Regra de Deducdo (SH) nos dois itens antecedentes, temos que
I' = @ Ac—3d. Entdo, dos resultados anteriores, temos que I' = pAc—y e ' - pAG—0.
Agora, pela Regra de Deducdo (Inf), temos que I' = @AG — WYAOD.

De modo andlogo, verifica-se que I' = yA3—@AG.

Dessas informagdes, temos I' = oAG—yAd e ' - YyAd—pAGC. Logo, I +

PAG—YAD e, portanto, pAG = YAOD.

(iilp=yeoc=0= Vo = yVa.

Por hipétese, temoso =y < ' o—y < T+~ o—yel - y—@,eainda, o =
deol'+-oc—d<e= TI'+oc—0el - d0—0c. Queremos demonstrar I' = pVG—yVa.

Do Lema 4.2.3, segue que I' - ¢oVo—yVvd e I' + yVd—opVo. Logo, I' +

eVo—yVJ e, portanto, Vo = yVJo.

(iv)Se o = y e -+ 6—¢, entdo -~ o— . (Dualmente, se ¢ = y e -~ ¢—0c, entdo —
y—0).
Por hipotese e utilizando a Defini¢do 4.3.3,temoso =y < ' o~y el - y—o.

Ainda, da hipdtese, temos +~ c—@. Aplicando a Regra de Dedugdo (SH) em ~ c—o@ e
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= ¢—y, temos que - c—V.

Com isso, = é uma relacdo de congruéncia. B

Defini¢do 4.3.11: A classe de equivaléncia de ¢ modulo = e I' é dada por: [¢]r = {y € ForL

Y = o}

Definigéo 4.3.12: A algebra de Lindenbaum de £, denotada por 4r(L), € a dlgebra quociente
dada por:
Ar(L) = (ForL: =, A=, v=,—=,—=, 0=, 1), tal que:
[o] A= [v] = [oAy];
[o] v=[v]=[oVy];

[0]—=[y] =[o—V];

—=[¢] = [—0];
0-=[1]e
1-=[T].

Proposi¢do 4.3.2: Em Ar(L) temos [¢] < [y] & '+ o—.
Demonstragéo:

(=) [o] < vl =le]Alv]l = [o] oAyl =[p]=T = eAy—0 < ' = (pAy)—
pel' = o—=(pAy).

Assim, temos que I' = @— (@A ). Pela Proposicdo 4.2.1, ' -+ (pAy)—y. Agora, pela
Regra de Dedugdo (SH), temos ' = @— .

(<) Pelo (Ax 01), I' = @— . Por hipdtese, temos I" = @— . Agora, utilizando a Regra
de Deducdo (Inf), temos ' = ¢o—(pAwy) (1).

Pelo (Ax 02), temos T~ (pAwy)—o (l1).
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Assim, por (1), (I1) e pela defini¢do de Ar(L), temos T - ¢—(pAy) e + (pAY)—@
= oAy = ¢ =[oAy] = [p]=[0]Alv] = [p]=[e] < [y].

Dessa forma, em Ar(L) temos [¢] < [y] © '+ o—y. [ |

Segue, da proposi¢do anterior, que em Ar(L) temos [¢] = [y] & [+ ¢o—.

Proposigdo 4.3.3: A dlgebra 4r(L) é uma dlgebra c-fuzzy.
Demonstragdo: Devemos mostrar que (Ar(L), O=, 1=, —=, A=, V=, —=) é um reticulado
distributivo, com 0 e 1, de De Morgan, tal que [¢] — [v] =1 < [o] < [y].

Utilizaremos nesta demonstragdao a Proposicao 4.3.2 e a Definigao 4.3.12.

O resultado de [¢] — [y] =1 < [¢] £ [y], é imediato pela Proposigdo 4.3.2.

(i) Arelagdo [¢] < [w] é uma ordem parcial.

Pelo (Ax 01), —o— . Logo, [¢] < [o].
Sefp]<[v]elylL[p] o I' o—yel ~ y—o.Dai, p = y e, portanto, [¢] = [y].
Selp]l<L[ylelylL[o]l] < I'+ o~y el + y—o. Pela Regra de Dedugao (SH) nos

dois itens antecedentes, temos I" = ¢—G e, portanto, [¢] < [o].

(ii) Existe o supremo e o infimo de {[¢], [w]} para todos ¢, v € For (L).

Consideramos {[¢], [w]} em Ar(L).

Pelo (Ax 02), - (¢pAY) — ¢ < [pAy] <[o] « [e]Aly] < [¢].

Pela Proposicdo 4.2.1, - (pAy) — y < [oAy] < [v] < [e]Aly] < [y].

Se[c]l<[ple [c]<L[y] ©® '+ oc—¢el ~ c—y. Pela Regra de Dedugdo (Inf) nos
dois itens antecedentes, temos I' - 6—(pAvy) < [c] < [pAy] < [c] < [Q]Ay].

Com isso, [@] Aly] = inf {[@], [w]}.
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Agora, pelo (Ax 04), = o—(pVy) < [o] < [pVy] < [¢] < [o]V[y].
Pela Proposicdo 4.2.3, - y—(pVy) < [y] < [oVvy] <[v] < [o]V[vy].

Se[p]<[o]le[y]<[c] T+ ¢o—oc el ~ y—oc. Pela Regra de Dedugdo (Sup),

temos que ' - (pVy)—oc < [pVy] < [o] © [o]VI]y] < [o].

Com isso, [@]V [y] = sup {[¢], [w]}.

Desse modo, de (i) e (ii), temos que a algebra 4r (L) é um reticulado.

(iii) O reticulado 4r(L) distributivo.

Pela Proposicdo 4.2.14, - (oV(yAc))—((@Vy)A(pVo)) < [oV(VAG)] = [(eVY)A

AoVo)]l < [e]VIyAc] = [eVyiAleVael < [e]V(IvIAle]) = ([e] VIV A(le] V[o]).

Pelo (Ax 06) = (pA(y Vo)) —((@Ay)V(pAc)) < [oA(yVo)] = [(eAW)V(eAG)] <

[pIAly Vol =[pAylVIpAc] < [eIA(lwlVIc]) = ([eIATW])V([@]Alo]).

Das informagdes anteriores, temos que o reticulado Ar(L) é distributivo.

(iv) O reticulado Ar(L) tem Oe 1.
Pela Proposicao 4.2.15, - L — ¢ < 0= [L] < [o].
Pelo (Ax07), o — T < [p]<[T]=1

Assim, o reticulado _A4r(L£) tem O e 1.

(v) O reticulado 4r(L) tem uma involugdo.
Pelo (Ax 08) = ¢ — (——0@) < [——0] = [¢] & —[—-0] = [¢] & ——[0] = [¢].

Pela Regra de Dedugdo (CPo), temos - ¢o—y < [¢] < [y] ©[—y] L [—0] © —[y] <

Das informacgdes anteriores, temos que o reticulado A4r(L£) tem uma involugdo.

(vi) A'involugdo do reticulado 4r(L) é de De Morgan.
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Pelo Corolario 4.2.3, F (=@A—y)——(0VYy) < [—0A—y] = [~(eVy)] & [—0]A
[—v] =—leVy] = —[e]A=ly] = =(le] VIv]).

Pelo Corolario 4.2.4, - (—@V—y)—=(pAy) & [-0V—y] = [~(pAY)] & [—0]V
[-v] = —leAy] = —[e]V-ly] = =([p] Aly]).

Assim, a involugdo do reticulado 4r(£) é de De Morgan.

Dos itens anteriores, temos que a algebra Ar(L) é uma algebra c-fuzzy. B

Definigdo 4.3.13: A algebra Ar(L£) é um modelo canonico de I'  For(L).

Proposi¢do 4.3.4: Sejal” U {¢} < For(L):
(i) T' = @ se, e somente se, [p] = 1 em Ar(L).
(i) T = —o (@ é refutavel em I') se, e somente se, [¢] =0 em Ar(L).

Demonstragdo:

(i) (<) Se [¢] = 1, entdo [p— ] < [¢]. Pela Proposi¢do 4.3.2, T  (¢p—¢)—@. Como I"
~ ¢@—, entdo, pela regra de Dedugao (MP), temos que T" - ¢.

(=) SeT + o, entdo, pela Regra de Dedugdo (T), I' = T —¢. A dlgebra _4r(L) sempre
tem o elemento 1. Logo, pela Proposicao 4.3.2,temos 1 =[T] < [¢] e, portanto, [¢] = 1.

(ii) Pelo item anterior e pela Defini¢do 4.3.10, temos: I' = =@ <[—0] =1 <[] =

l<[p]=0. =

Teorema 4.3.1: (Corregao) Cada dlgebra c-fuzzy ¢ um modelo correto para a ldgica L.
Demonstragdo: Seja A4 = (A, A, V, ', 0, 1,—) uma algebra c-fuzzy e seja v : For(£)—_4, uma
valoracdo. Precisamos verificar que os axiomas (Ax 01) a (Ax 09) sdo validos e as Regras de

Deducdo (MP), (SH), (Inf), (Sup), (Cpo), (Conj) e (T) preservam a validade.

(Ax01) v (9—0) = 1, pois v(9) < v (o).
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(Ax 02) v((pAW)—9) =1, pois v(pAy) = v(0)Av (V)< v(p).

(Ax 03) v (e A W)= (wAQ)) =1, pois v (0AW) = v(0)Av (W) =v(¥)Av(e) =v(WAQ) <
V(YAO).

(Ax 04) v(p—(oVW)) =1, pois v () < v(@) Vv (y) = v(oVy).

(Ax 05)v ((pVy)=(y Vo)) = 1, pois v (pVy) = v(e) Ve (y) =v(y)VY(p) = v(yVe)
<v(yVvo)

(Ax 06) v ((pA(y Vo)) —((pAW)V(pAS))) =1, pois v (pA(y Vo)) = v(p)Av(yVo) =
v(e)A(v(y)Vo(y)) = (v(e)av(y))V(vip)av(o)) = v(pAy) Vo(eAc) = v((eAY)V(eAG)).

(Ax07) v(p—T) =1, poisv(p)<1=v(T).

(Ax 08) v (@ (——0)) = 1, pois v(—=—0) = (v(—0¢))' = (v(¢))')' = v(¢).

(Ax 09)v (=@ A=) —=(@Vy)) = 1, pois v (=oA=y) = (v (=) Av(—y)) = (v () Alv
(W) = (v(@)Vo(y) =v(=(oVy)) < v(=(eVy)).

(MP) Se v(p) =1 e v(p—y) =1, entdo v(p) < v(y) e, portanto, v (y) = 1.

(SH) Se v(p—wy)=1e v(y—c) =1, entdo v (¢) < v(y) e v (y) < v (o). Logo, v () < v
(o) e, portanto, v (p—0c) = 1.

(Inf) Se v (p—y) =1 e v(p—c) = 1, entdo v (¢) < v (y) e v () < v (o). Logo, v () <
v(y)Av(c) = v(yAG) e, portanto, v (¢p—(yAG)) = 1.

(Sup) Se v(p—c)=1e v(y—ac) =1, entdo v(p) < v(c) e v(y) < v(c). Logo, v(pV )
=v(9)Vv(y) <v(o)e, portanto, v((pVy))—oc) = 1.

(CPo) Se v (p—y) =1, entdo v (¢) < v (y). Dai, v(—y) = (v(y))' < (v(9))' = v(—0) e,
portanto, v (—y——@) = 1.

(Conj) Se v(¢p) =1 e v(y) =1, entdo v(p)Av(y) = 1. Logo, v (pAy) = 1.

(T) Sev(p)=1,entdov(T—0@)=1. &
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Proposigdo 4.3.5: A l6gica £ é consistente.

Demonstragdo: Suponhamos que £ ndo é consistente. Entdo, existe ¢ € For(L) tal que + ¢
e + —@. Pelo Teorema da Corregdo, @ e —¢ sao formulas vélidas. Seja ¥ uma valoragao em
uma algebra c-fuzzy 4. Como ¢ e — sdo validas, entdo v(—¢)=1e v(p)=1. De v(—@)=1

tem-se que v(p) =0, o que é uma contradigdo. [ |

Lema 4.3.1: Para toda formula ¢ € For(L), as condigBes seguintes sdo equivalentes:
(i) o
(ii) = ¢;
(iii) @ é valida em toda algebra c-fuzzy de conjuntos;
(iv) @ é véalida no modelo candnico Ar(L), isto é, v,(¢) = 1.

Demonstragdo:

(i) = (ii): Segue do Teorema da Correcao.

(ii) = (iii): Se a férmula ¢ é vdlida, = @, entdo ela é valida em toda algebra c-fuzzy. E,
em particular, ¢ é vdlida em toda algebra c-fuzzy de conjuntos.

(iii) = (iv): Pela Proposi¢do 4.3.3, temos que Ar(L) é uma dlgebra c-fuzzy de conjun-
tos. Logo, pelo Teorema 4.1.1, 4r(L) é isomorfa a uma algebra c-fuzzy de conjuntos j2* . De
(iii) segue que se @ é valida em 4*, entdo ¢ é valida em 4r(L), ou seja, v,(p) = 1.

(iv) = (v): Se @ € For(L) e + ¢ de L, entdo, pela Proposi¢do 4.3.4, [¢] ndo coincide

com a unidade de Ar (L) e, assim, v,(¢) + 1. W

Teorema 4.3.2: (Completude) Para toda férmula ¢ € For(L), se ¢ é uma férmula valida, en-
tdo @ é derivavel em L.

Demonstracdo: Segue peloLema4.3.1. &

Foram demonstrados os Teoremas da Correcdao e da Completude fracas. A seguir, de-

monstraremos a Adequacao (Correcao e Completude) fortes.
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Lema 4.3.2: Sejal’ < For(L). SeI' ¢, entdo I' E ¢.

Demonstragdo: Seja v : For(L£)—_4 um modelo paral’. Como I + ¢, ¢ pode ser um axioma

de £, ou uma féormula obtida por meio de regras de deducdo de £, ou uma férmula de I.
Pelo Teorema da Corregao, os axiomas de L sdo validos e as regras de £ preservam a valida-

de. Além disso, como para toda férmula y € I',v;5(y) = 1, entdo v4(p) = 1. Logo, v; € um mo-

delo para @, isto é, v4(p)=1. W

Proposicdo 4.3.6: Seja I' U {¢@} < For(L) e B uma dlgebra c-fuzzy. Se existe um modelo v,:
For (£) — B para I', entdo I é consistente.

Demonstragdo: Suponhamos que I" ndo é consistente. Entdo, existe p talque ' - p e I'
—@ e, além disso, vz(p) =1 e vz(—0) =1 =(vz(p))' =1 = vz(p) =0, temos uma contradi-

¢do. Portanto, I" é consistente. H

Defini¢do 4.3.14: Um modelo v,: For (L) — B é fortemente adequado para I' quando: T' ¢

se, esomente se, I' =3 .

Lema 4.3.3: Se I — For (L) é consistente, entdo a valoragdo can6nica é um modelo fortemen-
te adequado paraT.

Demonstragdo: Considerando a valoragdo canénica v,: For(L£)—_A4r(L), v (9) = [¢], pela Pro-
posicao 4.3.4 (i), vy(p) = 1 se, e somente se, I' - ¢. Consequentemente, a valoragdo candni-

ca vp € um modelo adequado paral’. ®

Lema 4.3.4: Para todo conjunto de féormulas I' < For(L), as seguintes condi¢Ges sdo equiva-
lentes:
(i) I' é consistente;

(i) existe um modelo fortemente adequado para T}
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(iii) existe um modelo fortemente adequado para I' em uma algebra c-fuzzy que é
uma algebra c-fuzzy de conjuntos 7*.

(iv) existe um modelo para T
Demonstragéo:

(i) = (ii): Segue do Lema 4.3.3.

(ii) = (iii): Temos, pela Proposicdo 4.3.3, que A4r(L) é uma algebra c-fuzzy e, pelo Teo-
rema 4.1.1, toda algebra c-fuzzy é isomorfa a uma algebra c-fuzzy de conjuntos 4, entao, o
resultado é imeditato.

(iii) = (iv): O resultado é imediato.

(iv) = (v): Segue pela Proposicdo 4.3.6. H

Teorema 4.3.3: (Adequacdo forte) Seja I' < For(L). Se I' é consistente, entdo as afirmacdes
seguintes sdo equivalentes:

(i) I+ o;

(i) &= o;

(iii) Todo modelo de T" em uma algebra c-fuzzy de conjuntos _4* é um modelo para ¢.

(iv) v (@) = 1, para toda valoragdo candnica v, no modelo candnico Ar(L).
Demonstragéo:

(i) = (ii): Segue do Lema 4.3.2.

(ii) = (iii): Se T = ¢, entdo todo modelo para I' também é modelo para ¢, em parti-
cular, todo modelo de I' em uma algebra c-fuzzy de conjuntos 4*é um modelo para ¢.

(iii) = (iv): Por hipdtese, I" é consistente. Logo, pelo Lema 4.3.4, existe um modelo
fortemente adequado para I' em uma algebra c-fuzzy que é uma algebra c-fuzzy de conjun-

tos _4*. Como, pela Proposicdo 4.3.3, 4r(L) é uma algebra c-fuzzy e, pelo Teorema 4.1.1, toda

algebra c-fuzzy é isomorfa a uma algebra c-fuzzy de conjuntos 4*, entdo, para uma valoragao
canonica ¢, no modelo candnico Ar(L), segue que v,(p) = 1.

(iv) = (i): Como, por hipdtese, I' é consistente, o resultado segue pelos Lemas 4.3.3 e
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434. 1

Neste capitulo apresentamos a Formalizacdo proposicional de uma algebra c-fuzzy no
estilo hilbertiano, isto é, pela introducdo de alguns axiomas (ou esquemas de axiomas) acres-
cidos de algumas regras de dedugdo, como é feito usualmente dentro de um ambiente mate-

matico.
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Consideragoes finais

Como vimos, ao longo deste trabalho, Aristoteles foi um pioneiro da Légica, o primei-
ro a apresentar, de forma sistematica, resultados de Légica desenvolvidos em seu tempo, e
foi o responsavel por estabelecer a estrutura formal do pensamento dedutivo, com a identifi-
cacdo de um conjunto de regras de deducdo para que conclusdes pudessem ser logicamente
vdlidas. O emprego da Ldgica, segundo Aristdteles, levou a uma linha de raciocinio légico ba-
seado em premissas e conclusdes obtidas dedutivamente. Para a logica aristotélica, os enun-
ciados logicos portam valores verdade e sao sempre verdadeiros ou falsos.

Percebemos que, no cotidiano, muitas experiéncias humanas ndo podem ser classifi-
cadas simplesmente como verdadeiras ou falsas, certas ou erradas, sim ou ndo. De um modo
geral, fendbmenos quantitativos sao bem interpretados por varidveis numéricas, que podem
ser tratadas dedutivamente, mas as varidveis numéricas nem sempre sdo apropriadas para
representar fendmenos qualitativos e, como esses sdo bastante frequentes no nosso dia a
dia, faz-se importante uma alternativa para a formalizacdo dessas situagdes.

Dessa maneira, fizeram-se importantes as contribui¢des ao Mundo Fuzzy, as quais nos
pusemos a relatar sobre como foram desenvolvidas, em qual época, suas vantagens, bem
como entender a relagdo existente entre os tdpicos fuzzy e as abordagens usuais. Estende-se
essa analise para a denominada ldgica fuzzy, com destaque para as variaveis linguisticas
apresentadas por Zadeh, que se mostraram, segundo ele e seguidores, mais eficientes para a
caracterizacdo de fenOmenos muito imprecisos ou complexos.

A teoria de conjuntos fuzzy, apresentada por Zadeh, teve como objetivo fornecer uma
ferramenta matematica para tratar de informagdes de carater vago ou impreciso. Como afir-
ma Takacs (2004), o cérebro humano possui determinadas caracteristicas especiais que per-
mitem aprender a raciocinar mesmo em ambientes vagos ou imprecisos. Ai esta a importan-
cia de tal teoria desenvolvida pelos conjuntos fuzzy. A légica fuzzy guarda semelhanga com
com os raciocinios dedutivos, todavia se diferencia dela pela obtencdo da conclusdo vaga e
imprecisa, deduzida de uma colecdo de premissas, que também podem ser imprecisas, e sdo

representadas pelos conjuntos fuzzy. Com isso, a logica fuzzy, embora construida de concei-
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tos estabelecidos na légica cldssica, torna-se instrumento de inferéncia que lida com condi-
¢cOes consideradas parcialmente conhecidas e permite, dessa maneira, os denominados raci-
ocinios aproximados, ou seja, podemos reconhecer a légica fuzzy como uma maneira de re-
presentar raciocinios aproximados.

Os operadores légicos, dentro da logica fuzzy, tém sido definidos a semelhanca dos
usuais e, alguns outros, foram introduzidos ao longo dos anos. Dessa forma, observamos que
a logica fuzzy nao deve ser vista como oposta a logica cldssica, mas como um complemento.

Em nosso estudo, observamos que a teoria fuzzy e o professor Zadeh sofreram pre-
conceitos, e a aceitacdo de tal teoria ndo ocorreu de maneira imediata. Hoje, a légica fuzzy (e
teorias fuzzy) é (sdo) utilizada(s) com grande sucesso na tecnologia de ponta.

Em outro momento, apds destacarmos um pouco a semantica dos quantificadores na
|6gica de primeira ordem, percebemos que Mostowski (1957) identificou quantificadores que
ndo podem ser definidos por meio dos quantificadores universal e existencial. Nessa verten-
te, o conceito de quantificadores fuzzy foi introduzido, pela primeira vez, através de estudos
do professor Zadeh, e elaborado posteriormente por outros pensadores. Um conceito que
desempenha papel significativo na manipulagao destes quantificadores é a cardinalidade de
um conjunto fuzzy. Mais especificamente, um quantificador fuzzy, como observamos, foi
identificado como uma caracterizagao fuzzy da cardinalidade absoluta ou relativa de uma co-
lecdo de conjuntos fuzzy. Percebemos que os quantificadores fuzzy foram estudados por vari-
os autores, com classificagdes semelhantes aos pressupostos por Zadeh, mas variaram muito
na interpretacdo e nos esquemas de raciocinio. Pudemos observar, ainda, que a definicdo de
qguantificador fuzzy depende muito do objeto ou contexto em que é utilizado e, da mesma
forma como acontece nos quantificadores da légica classica, ndo ha uma definigdo geral e
formal para os quantificadores fuzzy.

Constatamos a existéncia de poucos textos produzidos em nosso pais sobre a teoria
fuzzy, principalmente quanto a estrutura estudada do ponto de vista algébrico. Com isso,
nosso trabalho procurou contribuir para a organizagdo e sistematizagao da teoria algébrica
dos conjuntos fuzzy, teoria essa apresentada de maneira semelhante a teoria dos conjuntos
classicos usuais, mas naturalmente com caracteristicas distintas e originais.

Nossa algebra desenvolvida para os conjuntos fuzzy, aqui denominada de algebra c-
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fuzzy, com base na teoria de reticulados, nos permitiu observar que, embora essa estrutura
algébrica seja um reticulado distributivo, este reticulado ndo é, em geral, complementado.
Ele se aproxima de uma algebra de Boole, mas ndo é uma dalgebra Booleana. Podemos, assim
dizer, que a algebra c-fuzzy, seria “quase booleana”.

Apds definirmos a algebra c-fuzzy, apresentamos a sua formalizacdo proposicional,
através da introducdo de axiomas e regras de dedug¢do. Ao compararmos nosso estudo com
outras obras que apresentam uma determinada légica fuzzy, a nossa particular légica fuzzy
diferencia-se, por exemplo, da conhecida BL Logic (Légica Basica Fuzzy) de Peter Hajeck
(1998). E diferente tanto na escolha dos axiomas, quanto nas regras de deducgdo, e funda-
mentalmente no conjunto de teoremas. Isso, acreditamos, é um diferencial do trabalho aqui
apresentado.

Em suma, entendemos que todo o contelddo apresentado ao longo desse trabalho,
guanto a algebrizacdo e a formalizacdo proposicional ndo pode ser visto como a Unica manei-
ra de se desenvolver a teoria fuzzy, tampouco isso é o que estamos aqui defendendo. Acredi-
tamos, outrossim, que na literatura fuzzy, ha outras formas de se apresentar a algebra e a
formalizacdo proposicional dos conjuntos fuzzy. O que defendemos aqui, € uma maneira,
dentre outras existentes, para a algebrizacdo e a formalizacdo das suas propriedades princi-
pais numa linguagem légica.

Como perspectiva para trabalhos posteriores, vislumbramos a comparacdo da nossa
l6gica fuzzy com outras introduzidas para serem a contraparte logica dos conjuntos fuzzy. Re-
finar o nosso sistema logico e dispO-lo em outros ambientes dedutivos, como deducdo natu-
ra, tablés e sequentes. Uma empreitada relevante seria uma maior introspeccdo nos quanti-
ficadores fuzzy, de modo a coteja-los com os desenvolvimentos quantificacionais elaborados
no grupo de estudos “Sistemas Adaptativos, Logica e Computacdo Inteligente”, SALCI, da

UNESP, campus de Bauru.
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Apéndice

Al. Relagdes

Definigdo A1.1: Dados dois conjuntos A e B, o produto cartesiano de A por B é a colecdo de

todos os pares ordenados (x, y), comx € Aey € B e denotado por:

AxB=4{(x,y):xEAey € B}.

Definigdo A1.2: Uma relagdo bindria do conjunto A no conjunto B é um subconjunto R do
produto cartesiano A x B. Quando A = B dizemos que R é uma relagdo em A ou uma relagdo
sobre A.

Assim, uma relagao bindria é um conjunto de pares ordenados.

Seja R uma relagdo binaria.

Defini¢do A1.3: O dominio de R — A x B, denotado por Dom(R), é dado por:

Dom(R)={x e A:(dyeB)(x,y) €R}L

Defini¢do A1.4: A imagem de R — A x B, indicada por Im(R), é definida por:

Im(R)={y e B:(d xeA)(x,y) € R}

Defini¢do A1.5: O campo de R < A x B, denotado por Camp(R), é definido por:

Camp(R)={ze AUB: (3 t)((z,t) € RV (t, z) € R)}.

Definigdo A1.6: Seja A um conjunto ndo vazio e R uma relacdo binaria em A. Entdo, R é:

(i) reflexiva: quando, para qualquer x € A, xRx;
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(ii) simétrica: quando, para quaisquer X, y € A, se xRy, entdo yRx;
(iii) transitiva: quando, para quaisquer x, y, z € A, se xRy e yRz, entdo xRz;

(iv) anti-simétrica: quando, para quaisquer x, y € A, se xRy e yRx, entdo x = y.

Definigdo A1.7: Seja A um conjunto nado vazio. Uma relagao binaria R em A é uma relagdo de

equivaléncia em A se ela é reflexiva, simétrica e transitiva.

Definigdo A1.8: Seja A um conjunto nao vazio. Dizemos que uma relagao bindria < em A é
uma ordem (ordem parcial) em A, se é reflexiva, anti-simétrica e transitiva, isto &, para todos
X, VY, 2€A:

(i) x <x (reflexiva);

(i) se x<ye y<x, entdo x =y (anti-simétrica);

(iii) se x<ye x<z entdo x <z (transitiva).

Neste caso, dizemos que o par (A, <) é uma estrutura de ordem e o conjunto A é or-

denado por R.

Observemos que a inclusdo de conjuntos é uma ordem no conjunto de todos os sub-

conjuntos de um dado conjunto.

Definigdo A1.9: Dizemos que uma ordem < em um conjunto A é uma ordem total quando

para todo par de elementos x, y € A, tem-se que x<youy<Xx.

Neste caso, temos uma estrutura de ordem total (A, <) e dizemos que A é um conjun-

to totalmente ordenado por <.

Defini¢do A1.10: Sejam (E, <) uma ordem parcial e @ # A < E. Um elemento s de E é um Ii-

mitante superior de A quando: (Vx) (x € A — x<s). Um elemento i de E é um limitante infe-
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rior de A quando: (Vx) (x € A — i <x).

Definigéio A1.11: Sejam (E, <) uma ordem parcial e @ # A < E. O supremo de A (sup(A)),

caso exista, € o menor dos limitantes superiores de A. O infimo de A (inf(A)), caso exista, é o

maior dos limitantes inferiores de A.

Segue da definicdo que todo maximo (minimo, respectivamente) é um limitante supe-

rior (limitante inferior, respectivamente).

A2. Reticulados

Definigdo A2.1: Seja R um conjunto ndo vazio com duas operagdes binarias A (conjuncdo) e
V (disjuncdo). Dizemos que a estrutura algébrica R = (R, A, V) é um reticulado se, para todos
X, ¥,z € R, valem:

R1: XAy = yAX, xVy =yVx (comutativa);

R2: xA(yAz) = (XAY) Az, xV(yVz)=(xVy)Vz (associativa);

R3: (xAY)Vy =y, (xVy)Ay =y (absorcdo).

Proposigdo A2.1: Se R = (R, A, V) é um reticulado, entdo para todos x, y € R, temos:
(i) xAx =x =xVx (idempoténcia);
(i) x Ay =x < xVy =y (ordem).

Demonstragdo: Vamos utilizar a definigao anterior para a demonstragao.

(i) Por R3, temos que x v x = [(xVX) AX] VX = x. Da mesma maneira, por R3, temos que
XA X =[(XAX)VX]AX = X.
(i) (=) Se xAy =x, entdo xVy = (xAy) V y =y, por R3.

(<)SexVvy=y, entdoxAy=x A (xXVy) =xA(xVy)=x,porR1eR3. H
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Definigdo A2.2: Se R = (R, A,V) é um reticulado e x, y € R, definimos x <y (x menor ou igual

ay)por: x<y << xAY =X

Pela Proposicao A2.1, temos que X <y <> XAY = X <> XVy =Y.

Proposigdo A2.2: A relacdo < em um reticulado R = (R, A,V) é uma ordem parcial, ou seja,
paratodos x,vy,z € R:
(i) x < x (reflexiva);
(i) x<yey =< x =>x=y (anti-simétrica);
(iii)x<yey < z=>x< z(transitiva).
Demonstragdo: (i) Pela Proposicao 1 (i), xAx = x. Logo, pela Definicdo A2.2, x < x.
(i) Se x <y e y < x, entdo, pela Definicdo A2.2, xAy = x e yax =Y. De R1, x = XAy = yAXx
=vy. Logo, x=v.

(iii) Se x <y e y <z, entdo, pela Definicdo A2.2, temos que XAy = x e yAz=y. Assim,

por R2, XAz = (XAY)A z= XA(yAz) =xAy = x. Assim, também pela Definicdo A2.2,x<z. &

Proposigdo A2.3: A relacdo < em um reticulado R = (R, A,V) é uma ordem parcial e possui a
seguinte propriedade, Vx,y, z,t €R:

x<yez<t=> xAz<yAtexVz<yVt.
Demonstracdo: Se x < y e z £ t, entdo, de R1, R2 e pela Definicdo A2.2, temos que (XAzZ)A
A(YAL) = (XAY)A(zZAL) = xAz e (xVZ)V(yVit) = (xVy)V(zVt) = yVt. Portanto, xAz < yAt e

XxVz<yVit. |

Proposigcdo A2.4: Se R = (R, A,V) é um reticulado, entdo as propriedades que seguem sao

vdlidas, paratodox, vy, z, t € R.
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(i) x<xVyey<xVy;
(i) xAy < x e xAy L y;
(lii)x<zey<z= xVy<Lz
(iv)z<xez<y= z<xAy;
(V) x<y= xAz<yAzexVz<yVz
Demonstragdo: (i) De R1 e R3, temos que XA (XVy) = (XVY)AX = (yVX)AX = X e YA(xVYyY) =
(xVy)Ay =vy. Logo, pela Definicdo A2.2, temos que x < xVy ey <xVy.
(ii) De R1 e R3, temos que (xAy)Vx = (yAX)Vx =x e (xAy)Vy =y. Pela Definicdo A2.2,
temos entdo, que XAy <xe xAy<y.
(iii) Se x < z ey < z, entdo de R1, R2, Definicdo A2.2 e pela Proposicao A2.1, temos
que (xVy)Vz = (xVy)V(xVz) = (xVX)V(yVz) =xVz=1z Logo, temos xVy < z.
(iv) Se z < x e z £y, entdo de R1, R2, Definicdo A2.2 e pela Proposicdo A2.1, temos
que zA(XAY) = (ZAX)A(XAY) = (ZAY)A(XAX) = ZAX = z. Logo, temos z < XAY.
(v) Se x < vy, entdo pela Definicdo A2.2, temos que xAy = x e xVy =y. Por R1, R2, e
pela Proposicdo A2.1, temos que (XAZ)A(YAzZ) = (XAY)A(zAZ) = xAz e (xVz)V(yVz) =

(xVy)V(zVz) =yAz. Assim, temos que xAz<yAzexVz<yVz. [

Proposigdo A2.5: Em um reticulado R = (R, A, V), para todos x, y € R:

(i) supix, y} = xVy;

(i) inf{x, y} = xAy.
Demonstragdo: De R3, temos que xAy <y <xVy, Vx, y € R. Assim, xVy é limitante superior
de {x, y} e xVy é limitante inferior de {x, y}. Agora, se x <y e x < z, entdo, pela Proposicdo
A2.4 (iii), temos que xVy < z. Logo, xVy = sup{x, y}. De maneira andloga, se z<xez<y, en-

tdo, pela Proposicdo A2.4 (iv), temos que z < xAy. Logo, xAy =inf{x,y}. H
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A definicdo de reticulado pode ser dada também pela relagdo de ordem.

Um reticulado pode ser visto como uma estrutura ordenada R = (R, <), tal que para

todos x, y € R estejam definidos inf{x, y} e sup{x, y}.

Proposigdo A2.6: Seja (R, <) uma ordem parcial tal que para quaisquer x, y € R existem
sup{x, y} e inf{x, y}. Entdo, (R, A, V) é um reticulado para xVy = sup{x, y} e xAy = inf{x, y}.
Demonstrac¢do: Temos que a comutatividade serd vélida para quaisquer x, y € R, pois como
yAX = infly, x}, entdo yAx < x e yAx < y. Isto nos garante que yAx é um limitante inferior de
{x, y}, visto que xAy é inf{x, y}, temos yAx < xAy. Da mesma forma, como xAy = inf{x, y}, en-
tao xAy <y e xAy < x, 0 que nos garante que xAy é um limitante inferior de {y, x}, visto que
vyAXx =inf {y ,x} e xAy < yAx. Através da propriedade anti-simétrica, temos que XAy= yAX.

Vale destacar que o procedimento utilizando o supremo, ou seja, para xVy = yVx é analogo
ao aqui demonstrado.

A associatividade é valida para quaisquer x, y, z € R, pois, como (XAy)Az = inf{xAy, z},
temos que (XAY)AzZ < z (1) e (xAy)Az < xAy. Sabemos que xAy = inf{x, y}, logo xAy < x (Il) e
XAy < y. Pela transitividade, como (xAy)Az < xAy e xAy <y, temos que (XAy)Az <y (I11).

De (1) e (lll), temos que (xAy)Az é um limitante inferior de {y, z}. Sabemos que yAz =
inf{y, z}, logo (xAy)Az < yAz (IV). De (ll) e (IV), temos que (xAy)Az é um limitante inferior de
{x, yAz}. Como xA(yAz) = inf{x, yAz}, temos que (xAy)Az < xA(yAz). Utilizando a mesma
ideia, temos que xA(yAz) < (xAy)Az. Agora, pela propriedade anti-simétrica, temos que
XA(YAZ) = (xAy)Az. Vale destacar, novamente, que o procedimento utilizando supremo é re-
alizado de forma andloga para xV(yVz) = (xVy)Vz.

A absorgdo é valida para quaisquer x, y € R, pois como xVy = sup{x, y}, entdo, y <
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xVy (V). Através da propriedade de reflexividade, temos que y <y (VI).

De (V) e (VI), temos que y é limitante inferior de {xVy, y}. Como (xVy)Ay = inf{xVy, v},
entdo y < (xVy)Ay (VIl). Por outro lado, temos que, como (xVy)Ay = inf{xVy, y}, entdo
(xVy)Ay <y (V).

Agora, de (VII), (VIIl) e pela propriedade anti-simétrica, temos que (xVy)Ay =y. O
procedimento é realizado de maneira andloga para (xAy)Vy =y.

Com isso, podemos concluir que (R, A,V) é um reticulado para xVy = sup{x, y} e xAy

=inf{x, y}. &

Definigdo A2.3: Um reticulado R = (R, A, V) é distributivo, se para todos x, y € R:
(i) xAlyVz) = (xAY)V (xAz);

(i) xV(yAz) = (x Vy)A(xVz).

Usualmente, colocamos essas duas condi¢des para que o reticulado seja distributivo;

porém, se considerarmos apenas uma das condi¢Bes, a outra é facilmente obtida.

Proposi¢cdo A2.7: Se R= (R, A,V) é um reticulado, entdo para todos x, y, z € R:
XA(yVz) = (XAY)V(xAz) & xV(yAz) = (XVY)A(XxVz).
Demonstragdo: (=) Pela Definicdo Al.1 e, sabendo que, por hipdtese, xA(yVz) = (XxAy)V

V(xAz), temos que: (xVy)A(xVz) = [(xVY)AXIV[(XVY)Az] = [(yVX)AX]V[(xVy)AZ]

= xV[zA(XVY)] = xV[(zAX)V(zAY)] = [xV(zAX)]V(zAY)] = [(zAX)VX]V(zAY) = xV(zAY)

=xV(yAz).
(<) Através da Definicdo Al.1 e, sabendo que, por hipdtese, xV (yAz) = (xVy)A(xVz),
temos que (XAY)V(xAz) = [(XAY)VX]A[(XAY)VZ] = [(YAX)VX]A[zV(YAX)] = xA[(zVy)A

A(zVy)] = XA (zVX)IA(zVY) = [(zVX)AX]IA(zVY) = XA(zVY) = XAy Vz).
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Assim, temos que XA (yVz) = (XAY)V(XAz) ©xV(yAz) = (XVYy)A(xVz). R

Neste momento, vale destacar que as definicbes de supremo, infimo, maximo, mini-
mo, limitante superior e inferior, apresentadas na se¢ao anterior, para conjuntos parcialmen-
te ordenados, aplicam-se, também, aos reticulados. Assim, basta considerarmos (R, <) como
uma ordem parcial e & # A C R.

Nas definicdes que seguem, denotaremos o maximo de R por max(R) e o minimo de R

por min(R).

Proposigdo A2.8: Seja R = (R, A,V) um reticulado.

(i) se existe um maximo em R, entdo ele é Unico.
(i) se existe um minimo em R, entdo ele é Unico.

Demonstragdo: (i) Suponhamos que 1 e m sdo maximos em R. Desse modo, para todo x € R,

xV1=1e xVm=m. Assim, 1 = mV1=1vm = m. Temos, entdao, 1 = m, ou seja, se existe
algum maximo em R, entao ele é uUnico.

(ii) Suponhamos que 0 e n sdo minimos em R. Desse modo, paratodox € R, xA0=0e

XAn =n. Assim, 0 = n, ou seja, se existe algum minimo em R, entdo ele é Unico. W

Definigdo A2.4: Um reticulado R = (R, A,V) tem 0 se existe o min(R) e tem 1 se existe o

max(R). Indicamos 0 0 e 1 de R, respectivamente, por 0 = min(R) e 1 = max(R).

Observamos que, se 0 € R, entdo xA0=0e xV0 = x, para todo x € R. Agora, se 1 €

R, entdo xAl=xexV1=1, paratodox € R.

Proposigdo A2.9: Todo reticulado finitotem O e 1.

Demonstrag¢do: Sejam X, ..., X, 0s elementos do reticulado R e sejay =x1V...V xn. Entdo, y é

um 1 do reticulado, pois xj < y, para todo i. Analogamente, temos que x; A...A X, é um 0 do

reticulado. W
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Defini¢do A2.5: Seja R = (R, A,V) um reticulado com 0 e x € R. Caso exista, -x =max{y € R:

XAy = 0} em R, dizemos que x é pseudo-complementado em R e -x é o seu pseudo-comple-

mento.

Definigdo A2.7: Um reticulado R é pseudo-complementado, se todo x € R tem o pseudocom-

plemento em R.

Definigdo A2.6: Seja R = (R, A,V) um reticuladocom 0 e 1 ex € R. Dizemos quex' € R éum

complemento de xem Rse xAx'=0e xVx'=1.

Definigdo A2.8: Um reticulado R é complementado, se todo x € R tem complemento em R.

Definigdio A2.9: Sejam R; = (Ry, Ari, Vri) € Ry = (R2, AR, Vo) reticulados e h: Ry — R, uma
funcdo. Dizemos que h é homomorfismo de reticulados se, para todos x, y € R, temos:
h(xAr1Y) = h(x) Ar2 h(y) e

h(xVr1y) = h(x)Vrz h(y).

Definigdo A2.10: Um homomorfismo de reticulados h: R; — R, é injetivo se, para todos x, y €

R, h(x) = h(y) implicaem x =Y.

Definigdo A2.11: Um homomorfismo de reticulados h: R; — R, é sobrejetivo se, para todo y

€ R, existex € R:h(x) =v.

Definigdo A2.12: Um homomorfismo de reticulados h: Ry — R, é bijetivo se é injetivo e

sobrejetivo.

Definigdo A2.13: Um isomorfismo de reticulados € um homomorfismo bijetivo de reticula-
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dos.

A3. Algebra de Boole

Definigdo A3.1: Uma dlgebra de Boole é um reticulado distributivo e complementado.

Aqgui, o complemento de x serd denotado por ~x e toda algebra de Boole serd deno-

tada por uma séxtuplaB= (B, A, V, ~, 0, 1).

Proposigdo A3.1: Seja B = (B, A,V, ~, 0, 1) uma algebra de Boole. Entdo, para todo x € B,
existe um Unico ~x € B, tal que, xV~x=1exA~x=0.
Demonstragdo: Suponhamos que ~x e y sejam complementos de x. Entao, xV~x=xVy ==

e XxA~x = xAy = 0. Dessa forma, utilizando as leis de comutatividade, distributividade e a
Definigdao A2.2, temos que:

y=0Vy=(XA~X)Vy = (XVYy)A(~xVy) = 1A(~xVy) = ~xVy. Logo, ~x < y. (l)

y = 1Ay = (XV ~x)Ay = (XAY)V(~xAy) = 0V (~xAy) = ~xAy. Logo, y < ~x. (ll)

Assim, de (I) e (ll), temos ~x =y.

Dessa forma, concluimos que, para todo x € B, existe e é Unico ~x, tal que xV~x=1

exA~x=0. N

Proposi¢do A3.2:Se B=(B, A,V, ~,0, 1) é uma algebra de Boole e x € B, entdo ~~x = x.
Demonstragdo: Pela definicdo de algebra de Boole, sabemos que xV~x =1 e xA~x=0. Pela
propriedade comutativa, temos que ~xAx=0e ~xVx = 1. Assim, x € o complemento de ~x,

ou seja, ~~X =X. [ |

Proposigdo A3.3: SejaB = (B, A,V, ~, 0,1) uma algebra de Boole, entdo:
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(i)1=~0;
(ii))0=~1.
Demonstra¢do: Como 0A1=0e 0V1 =1, entdo 1 é um complemento de 0. Pela Proposicao
A3.1, temos que o complemento é Unico. Assim, 1 = ~0.
Como 1A0=0e 1V0 =1, entdao 0 é um complemento de 1. Pela Proposi¢ao A3.1,

temos que o complemento é Unico. Logo, 0=~1. &

Proposi¢cdo A3.4: Seja B = (B, A,V, ~, 0, 1) uma dlgebra de Boole. Se x, y € Be x ey
possuem complementos ~x e ~y, respectivamente, entdo xVy e XAy possuem
complemento e:

(i) ~(xVy) = ~xA~y;

(i) ~(xAy) = ~xV ~y.

Demonstragdo: (i) Através das propriedades de distributividade, associatividade, comutativi-
dade e pela definicdo de algebra booleana, temos que:

(XVY)IA(~xA~Y) = (XA(SXA~Y)VIYA(~XxA~Y)) = (XA~X)A~Y)VYA(~yA~X)) =

(OA~Y)V((yA~y)A~x) = OV(0A~x) = OVO = 0 e (xVy)V(~xA~y) = ((xVy)V~x)A

A((XVY)V ~y) = ((y VX))V ~X)A XV YV ~y)) = (yV(XV ~x))A (xV1) = (yV1)Al=1A1=1.
Logo, temos que ~xA ~y é o complemento de xVVy, isto &, ~(xVy) = ~XA ~y.

(ii) Através das propriedades de distributividade, associatividade, comutatividade e

pela  definicdo de algebra booleana, temos que: (XAY)A(~XxV~y)

((XAY)A~X)V((XAY)A~Y) = ((YAX)A~X)V(XA(YA ~Y)) = (YA(XA~X)V(XAOD) = (yAO)VO
0VO0 =0e (XAY)V(~xV ~y) = (xV(~xV ~y))A(yV(~xV ~y)) = ((xV~x)V~y)A(yV(~yV ~x))
= (1V~y)A(lyV~y)V~x) =1A(1V~x) = 1A1 = 1. Logo, ~xV ~y é o complemento de xAy,

isto &, ~(XAy)=~xV~y. R
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Podemos considerar como um exemplo de algebra booleana (B, A,V, ~, 0, 1), em

gue B é o conjunto das classes de equivaléncia de sentencas proposicionais (P é equivalente

a Qsee P < Qsee P — Q é uma tautologia); A,V e ~ sdo, respectivamente, os conectivos
e, ou e ndo da légica proposicional classica; 0 é a classe de equivaléncia das sentencas logica-

mente equivalentes a pA ~p (contradicGes) e 1 é a classe de equivaléncia das sentencas logi-

camente equivalentes a pV ~p (tautologias).

Defini¢do A3.2: Sejam By = (B1, Apy, Ve, ~B1, Osi,1pi) € B2 = (B, Agy, Va2, ~82 Op2, 1p2)
algebras de Boole e h: B; — B uma fung¢do. Dizemos que h é um homomorfismo de algebras
de Boole se, para todos x, y € B, temos:

h(xA e1y) = h(x) Agz hly);

h(xVeiy) = h(x) Ve h(y) e

h(~g1x) = ~ B2 h(x).

Defini¢gdo A3.3: Um isomorfismo de algebra de Boole € um homomorfismo bijetivo de

algebras de Boole.
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