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RESUMO

No presente trabalho investigamos um método, o qual foi desenvolvido para
resolver problemas de programagcao linear e nao linear de grande porte. Neste
método os problemas de programacao linear sao resolvidos pelo método primal
simplex; ja nos problemas com func¢do objetivo nao linear e restricoes lineares é
utilizado o método do gradiente reduzido; e para resolver os problemas com
funcao objetivo e restrigoes nao lineares: uma linearizacdo de Taylor de primeira
ordem nas restricbes nao lineares, uma funcdo Lagrangeana Aumentada e o
método do gradiente reduzido sao utilizados. Este método estéd implementado no
pacote de otimizacao MINOS. Neste contexto, propomos analisar a eficiéncia
deste método e a influéncia da inicializacao do parédmetro de penalidade na
solucdo do problema de Fluxo de Poténcia Otimo, o qual é estudado na
Engenharia FElétrica, na &rea de Sistemas Elétricos de Poténcia. Testes
computacionais foram realizados com os problemas de Fluxo de Potencia Otimo

associados aos sistemas elétricos de 3, 14, 30, 57 e 118 barras.

Palavras-chave: Método do Gradiente Reduzido, funcdo Lagrangiana

Aumentada, MINOS, Fluxo de Poténcia Otimo.






ABSTRACT

In this work we investigate a method, which was developed to solve large-scale
linear and nonlinear programming problems. In this method, the linear
programming problems are solved by the simplex primal method; in the
problems with nonlinear objective function and linear constraints is used the
reduced gradient method; and for solving problems with nonlinear objective
function and nonlinear constraints: a first-order Taylor’s linearization in the
nonlinear constraints, an Augmented Lagrangian Function and the reduced
gradient method are used. This method is implemented in the package MINOS.
In this context, we propose to analyze the efficiency of this method and the
influence of the initialization of penalty parameter in the solution of Optimal
Power Flow problem, which is studied in the Electrical Engineering in the
Electrical Power Systems area. Computational tests were realized with Optimal
Power Flow problems associated with electrical systems 3, 14, 30, 57 and 118

buses.

Keywords: Reduced Gradient Method, function Augmented Lagrandian,

MINOS, Optimal Power Flow.
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Capitulo 1

Introducao

Desde muito tempo, nossos antepassados, mesmo que informalmente, ja
tinham a nocao de nameros. Tal conhecimento foi se tornando importante, pois
com a lei da sobrevivéncia, fomos tendo que nos adaptar com ferramentas que
nos ajudassem a melhorar nossas vidas. Vale ressaltar que os ntimeros, ao longo
dos anos, sofreram uma série de modificagoes até chegarem as caracteristicas de

hoje.

O mesmo aconteceu com DANTZIG (1948), quando deparou-se com um
grande problema durante a segunda guerra mundial: destinar os recursos
escassos de alimentos de modo eficiente. Ele decidiu desenvolver uma
ferramenta que o ajudasse a resolver seu problema, otimizando seus recursos. O

método desenvolvido por ele é denominado de método Simplex.

Hoje em dia, encontramos problemas de otimizagao para serem resolvidos
em véarias areas do conhecimento tais como: na engenharia, na matematica, na
economia, na produgdo, no planejamento, entre outros. Os problemas de
otimizacao podem ser divididos de varias maneiras, entre elas destacamos: os
Problemas de Programagao Linear (PPL) que apresentam funcao objetivo linear
e também podem apresentar restricoes lineares. Estes problemas podem ser
resolvidos utilizando o método Simplex; e Problemas de Programacao Nao
Linear (PPNL) que apresentam fungdo objetivo nao linear ou restrigdes nao

lineares, e em alguns casos ambos.



Para escolher que ferramentas devemos utilizar para resolver um PPNL,
precisamos analisar as caracteristicas que cada problema apresenta. Por
exemplo, quando o problema é irrestrito, pode-se utilizar, entre outros, o método
de Newton. Quando o problema apresentar funcao objetivo nao linear e
restricoes lineares, o método do gradiente reduzido ¢ uma ferramenta que pode
ser utilizada em sua resolucao. Por fim, caso o problema apresente funcao
objetivo nao linear e restrigoes nao lineares, pode-se utilizar o método da funcgao

Lagrangiana Aumentada.

Dentre os métodos de solucao para PPNL, destacamos neste trabalho os

métodos: de Newton; do gradiente reduzido e da Lagrangiana Aumentada.

O método de Newton, consiste em aproximar localmente a funcao
objetivo a ser otimizada por uma funcao quadritica e entao otimiza-la. Este
método utiliza o gradiente e a matriz Hessiana da funcdao objetivo para
encontrar a dire¢do de busca. Quando a Hessiana é obtida de forma aproximada

temos os métodos denominados quase-Newton.

Ja, o método do gradiente reduzido foi proposto por WOLFE (1962), na
década de 60, com o intuito de resolver problemas com funcao objetivo nao
linear e restrigcoes lineares, o método transforma o problema original em
subproblemas menores, dividindo-o em dois tipos de variaveis, as basicas e nao
basicas, e a otimizagao é realizada perturbando-se as variaveis nao basicas para
posteriormente ajustar as variaveis béasicas de modo a continuar satisfazendo as

restricoes do problema.

Ainda na mesma década, mais precisamente em 1969, dois pesquisadores,
HESTENES (1969) ¢ POWELL (1969), apresentaram uma funcdo auxiliar

denominada de funcdo Lagrangiana Aumentada. Os autores apresentaram,



simultaneamente e independentemente, seus trabalhos e chegaram aos mesmos
resultados. Esta funcao ¢ uma combinagao dos métodos Dual-Lagrangiano e
Penalidade. A fun¢ao Lagrangiana Aumentada apresentada por eles, introduz na
funcao objetivo uma combinacao das restricbes multiplicadas por um
multiplicador de Lagrange e um parametro de penalidade. Apesar dos bons
resultados conquistados, a funcdo por eles apresentada foi desenvolvida para
problemas  apenas com  restricoes de  igualdade.  Posteriormente,
ROCKAFELLAR (1973) expandiu a fungdo Lagrangiana Aumentada
apresentada por HESTENES (1969) e POWELL (1969) para problemas com

restricoes de igualdade e de desigualdade.

Outros métodos foram desenvolvidos e aprimorados nos tltimos anos e

pacotes de otimizacao eficientes foram disponibilizados a comunidade cientifica.

Destacamos o método implementado no pacote de otimizacao MINOS, o
qual foi proposto por MURTAGH e SAUNDERS (1978), revisado em 1982, e
posteriormente em 2003, pelo mesmos autores. Este método pode ser utilizado
para problemas de programacao linear, na qual o método utilizado é o primal
simplex; para problemas de programacao nao linear com restri¢oes lineares em
que o método utilizado é do gradiente reduzido; por fim, para problemas com
funcao objetivo e restricdes nao lineares em que as restricdes nao lineares sdo
linearizada por Taylor de primeira ordem, e é utilizada uma funcao Lagrangiana
Aumentada para a resolucdo do problema original, em que a diferenca entre as
restricoes e suas respectivas linearizagoes sdo incorporadas a funcgao objetivo e
associa-se a elas um multiplicador de Lagrange e um parametro de penalidade.

O novo problema ¢é entao resolvido por um método do gradiente reduzido.



Varios problemas podem ser resolvidos pelo método de otimizacao
implementado no pacote MINOS. Dentre eles, destacamos o Problema de Fluxo
de Poténcia Otimo (FPO), o qual é estudado na Engenharia Elétrica, na érea de

sistemas de energia. Seu modelo foi proposto por CARPENTIER (1962).

Apo6s a formulacdo do FPO, varios métodos foram utilizados na sua
resolucao, entre eles destacamos os métodos do gradiente, de penalidade, de
barreira, da funcao Lagrangiana Aumentada, pontos interiores, entre outros.
Resolver o problema FPO consiste em determinar um ponto 6timo de operacao
para o Sistema Elétrico de Poténcia (SEP) levando em conta um determinado
objetivo, melhorando o desempenho do sistema e respeitando os limites
operacionais e fisicos da rede elétrica. O FPO é um problema de otimizacao
restrito, nao linear, ndo convexo, de grande porte, com variaveis inteiras e

canalizadas tornando-o assim, de dificil resolugao.

Neste trabalho, propomos investigar a eficiéncia do método implementado
no pacote de otimizacao MINOS na resolucao do FPO e identificar a influéncia

da inicializagao do parametro de penalidade em sua resolucao.
Este trabalho encontra-se dividido em 7 capitulos.

No capitulo 2, é apresentado uma revisdo histérica do desenvolvimento
do método da func¢ao Lagrangiana Aumentada. No capitulo 3, é realizada uma
revisao dos métodos de otimizagao nao linear. Os métodos implementados no
pacote de otimizacao MINOS sdo explorados no capitulo 4. No capitulo 5, é
apresentada a formulacgio o Problema de Fluxo de Poténcia Otimo. Os
resultados numéricos obtidos na resolucao do FPO através MINOS séo
encontrados e discutidos no capitulo 6; e, por fim, no capitulo 7, s@o

apresentadas as conclusoes.






Capitulo 2

Uma visao do

desenvolvimento da

funcao Lagrangiana Aumentada

Neste capitulo apresentaremos um historico do desenvolvimento do

método da funcdo Lagrangiana Aumentada. Esta revisao é baseada nos

trabalhos de BAPTISTA (2001) e MASIERO (2011).

2.1 Apresentacao do problema

Considere um problema de programacgdo nao linear restrito dado da

seguinte forma:

Minimizar

sujeito a :

em que xeR",

. ~ 2
envolvidas sao de classe C~.

w(z): R" > R™ e

f(z)
w(x)=0 i=1,23,....m
l (2.1)
hj(x)SO i=123...,p ;
min < < max
h(z): R" - R” e todas as funcoes



2.2 Historico da  funcao Lagrangiana

Aumentada

O método da fungao Lagrangiana Aumentada pode ser visto como uma
combinag¢ao dos métodos da func¢ao penalidade e o Lagrangiano com o objetivo
de aproveitar as melhores qualidades de ambos. Varios pesquisadores
desenvolveram inimeros estudos a respeito do tema. Seguem alguns deles e as

principais caracteristicas de seus resultados.

Em 1969, HESTENES (1969) apresentou um mnovo método para a
resolucdo de problemas de programacao nao linear restritos, considerando uma
Unica restricao de igualdade. Verificou que o método de penalidade apresentava
problemas numéricos, como, por exemplo, o mau condicionamento da matriz
Hessiana, quando o fator de penalidade tendia a infinito. Por isso, sugeriu uma
mudanca no método da funcdo penalidade, originando o método dos
multiplicadores. Neste, HESTENES (1969) utilizou uma nova funcao auxiliar,
denominada funcdo Lagrangiana Aumentada, a qual “incorpora” a funcao
Lagrangiana classica e um termo de penalidade quadratica. Uma das grandes
vantagens desse método é que o fator de penalidade nao precisa ser muito
grande, pois o método converge para valores moderados deste fator. Entretanto,
apresenta uma dificuldade: a necessidade de encontrar uma estimativa inicial do

multiplicador de Lagrange.

No mesmo ano, POWELL (1969) trabalhou com o problema (2.1),
considerando apenas as restricoes de igualdade e apresentou uma forma
equivalente do método dos multiplicadores, independentemente de HESTENES
(1969). Neste trabalho, um algoritmo detalhado foi fornecido. A sua

contribuicdo estd em adotar uma regra para aumentar o valor do fator de



penalidade, visando a melhoria na convergéncia e garantindo sempre que o
residuo maximo das equagoes de igualdade diminua a cada iteragao. POWELL
(1969) preocupou-se em apresentar provas que garantam que o algoritmo
apresentado ¢é finito e que converge para a solucao 6tima do problema. Aqui,
justifica-se a utilizacao da atualizacdo dos multiplicadores de Lagrange,
mostrando que a taxa de convergéncia do método, quando utiliza tais
atualizagoes, é linear se as coordenadas do fator de penalidade escolhidas sao

suficientemente grandes.

Apés a apresentacao da funcdo Lagrangiana Aumentada, muitos
pesquisadores passaram a trabalhar nessa drea. MIELE et al. (1972), com o
objetivo de acelerar a convergéncia do método dos multiplicadores proposto por
HESTENES (1969), apresentaram o método dos multiplicadores modificado e
utilizaram algoritmos de primeira ordem. As modificacoes feitas no método de
HESTENES (1969) foram: diminui¢do do ntmero de iteragoes e mudanca na
regra de atualizagao dos multiplicadores. Esse novo método ficou conhecido
como o método dos multiplicadores modificado 2 (MM-2). Por meio de
exemplos, concluiram que o método apresentado converge mais rapido, ou seja,
em um numero menor de iteragoes, que o método proposto por HESTENES
(1969). Apesar das diferencas, tanto no método de HESTENES (1969) quanto
no método de MIELE et al. (1972), o ntmero de iteragdes minimo estd

diretamente ligado & escolha do fator de penalidade c.

Ainda nao satisfeitos, com o objetivo de acelerar a convergéncia do
método MM-2, MIELE et al. (1972), sugeriram a inclusdo de mais uma
modificagdo e denominaram o novo método de método dos multiplicadores
modificado 3 (MM-3). Essa modificacao consiste na selegdo de um fator de

penalidade de modo apropriado. Apds a elaboracao de ambos os métodos,



observando as duas versoes apresentadas, os autores destacam que o método

MM-3 mostrou-se mais eficiente em termos de convergéncia que o MM-2.

Outro pesquisador importante nessa area foi ROCKAFELLAR (1973a)
que desenvolveu seu trabalho a partir do trabalho de HESTENES (1969),
apresentando uma func¢ao Lagrangiana Aumentada para problemas convexos
com restrigoes de desigualdade e a relacao dessa funcao com a teoria da
dualidade. Considerou o problema (2.1) apenas com restri¢oes de desigualdade,
transformou-as em de igualdade, incluindo uma variavel de folga positiva, e
construiu a Lagrangiana Aumentada vista em HESTENES (1969) associada ao
novo problema. Com isso, ele conseguiu minimiza-la em funcao da variavel de
folga positiva, obtendo, entdo, uma nova funcdo Lagrangiana Aumentada.
Podemos destacar que a preocupacéo desse autor foi dar uma forma geral de

funcionamento do método e nao em fornecer um algoritmo particular.

Dando continuidade ao seu trabalho, ROCKAFELLAR (1973b), para o
caso de restrigoes de desigualdade e problema convexo, forneceu a generalizacao
do algoritmo apresentado simultaneamente por HESTENES (1969) e POWELL
(1969) usando a fungdo Lagrangiana Aumentada. Garantiu, também, a
convergéncia global de seu algoritmo para o fator de penalidade fixo. Além
disso, observou que a sequéncia de multiplicadores converge, mas pode existir
mais de um limite, dependendo da escolha inicial do multiplicador, e deduziu

algumas consequéncias das propriedades vistas em seu trabalho anterior para o

método dos multiplicadores de HESTENES (1969) ¢ POWELL (1969).

Seguindo com as contribuigoes, foi ARROW et al. (1973) que apresentou
uma teoria de ponto de sela para problemas nao convexos, aplicada a uma classe

de fun¢oes denominadas funcoes Lagrangianas modificadas, em que se inclui a
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funcao Lagrangiana Aumentada apresentada em HESTENES (1969) e a
proposta por ROCKAFELLAR (1973a). Vale ressaltar a importancia desde
autor, pois anteriormente a contribuicao dele somente caracterizava-se ponto de

sela para problemas convexos e funcao Lagrangiana classica.

Mais uma vez, agora em 1974, e seguindo a mesma linha,
ROCKAFELLAR (1974) preocupou-se com problemas ndo convexos.
Trabalhando com o problema (2.1), somente com restri¢oes de desigualdade, ele
usou a sua funcfo Lagrangiana Aumentada para remover o gap de dualidade
que normalmente ocorre em problemas nao convexos quando utilizamos a
funcao Lagrangiana classica. Baseando-se nos resultados de ARROW et al.
(1973) sobre ponto de sela para problemas mndo convexos, introduziu
perturbagoes ao problema original, forneceu condi¢oes necessarias e suficientes
(em termos da estabilidade) para a existéncia de um ponto de sela global da

Lagrangiana Aumentada.

No ano seguinte, em 1975, FLETCHER (1975) retomou o trabalho de
POWELL (1969) e apresentou uma funcao Lagrangiana Aumentada para o
problema (2.1), considerando somente as restrigoes de desigualdade. Provou que,
na auséncia da condicao de complementaridade estrita, o algoritmo converge

para um 6timo, quando ¢ é suficientemente grande.

Apesar de tantos avangos realizados, BERTSEKAS (1976a) propds uma
teoria de dualidade muito parecida com a proposta em ROCKAFELLAR
(1974), diferenciando-a, entretanto, pela construgdo da fungao objetivo dual, a
qual é definida a partir de um problema primal perturbado. No caso de

restricoes de desigualdade, ele trabalhou com a mesma funcdo Lagrangiana

Aumentada apresentada em ROCKAFELLAR (1974) e mostrou que o
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procedimento ¢ similar ao desenvolvido para igualdade. Optou por fazer uma
interpretagao do método dos multiplicadores para a resolucao de problemas nao
lineares e nao convexos usando o ponto de vista da func¢ao penalidade, ao invés
de encara-lo como um método primal-dual. Ele desenvolveu o que denominou de
algoritmo da funcao penalidade generalizado, no qual englobou o método da
funcao penalidade e o método dos multiplicadores. Em seu algoritmo, a fungao
Lagrangiana Aumentada de HESTENES (1969) ¢é minimizada para uma
sequéncia de escalares e vetores, com a imposicdo de que a sequéncia deve
permanecer dentro de um conjunto arbitrario S limitado. Os resultados de
convergéncia em relacao ao método dos multiplicadores sao globais e significam
uma melhoria substancial para os resultados locais existentes, ressaltando-se o
fato de que o método dos multiplicadores converge mais rapidamente que o
método das penalidades. Além disso, o mesmo autor apresentou um estudo
sobre as propriedades de convergéncia do método dos multiplicadores cujo
objetivo foi de demonstrar a superioridade deste sobre os métodos de penalidade

cléassicos.

Em 1979, GLAD (1979) forneceu um algoritmo para a minimizacao de
uma funcdo Lagrangiana Aumentada. Examinou as propriedades de
convergéncia do seu método dos multiplicadores para trés técnicas distintas de
atualizacdo dos multiplicadores de Lagrange, utilizando uma fungao
Lagrangiana Aumentada andloga & apresentada por ROCKAFELLAR (1973a).
Identificou propriedades e teoremas de convergéncia local para o problema (2.1),
somente com restricoes de igualdade. O autor estendeu essas propriedades e
teoremas para problemas com restricoes de desigualdade. Observou que a

técnica da funcgdo penalidade é utilizada como um ultimo recurso para garantir
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a convergeéncia, isto é, a atualizacao do fator de penalidade s6 ¢é idealizada para

garantir a convergencia.

No mesmo ano, HAN (1979) estudou o método dos multiplicadores
baseando-se nos trabalhos de HESTENES (1969), POWELL (1969) e
ROCKAFELLAR (1973a) e utilizou uma fungdao Lagrangiana Aumentada
semelhante a apresentada por GLAD (1979). Verificou que, quando o fator de
penalidade tende ao infinito, o método dos multiplicadores tem uma taxa de
convergéncia superlinear, mas podem ocorrer instabilidades numéricas. Com o
objetivo de evitar tal dificuldade e, ao mesmo tempo, encontrar uma taxa
superlinear de convergéncia, propos a determinacao dos multiplicadores por
meio da solucdao de subproblemas de programacao quadratica restrita nao
negativa e utilizou para atualizacao dos fatores de penalidade a estratégia

desenvolvida por POWELL (1969) ¢ FLETCHER (1975).

DI PILLO e GRIPPO (1979) introduziram uma nova classe de funcao
Lagrangiana Aumentada para a resolu¢cdo do problema (2.1) somente com
restricoes de igualdade. A nova classe é obtida ao adicionar-se a fungao
Lagrangiana Aumentada proposta por HESTENES (1969) um fator de
penalidade sobre a condicdo necessaria de primeira ordem aplicada a fungao
Lagrangiana classica. Consideraram, também, o método dos multiplicadores, que
resolve uma sequéncia de problemas de minimizagdo irrestrita. Os autores
mostraram que, usando a sua Lagrangiana Aumentada e hipdéteses adequadas,
uma solugao local do problema restrito e os valores correspondentes dos
multiplicadores de Lagrange podem ser encontrados, fazendo-se uma tnica
minimizacao local irrestrita dessa Lagrangiana em relagao as varidveis x e A,
para valores finitos do fator de penalidade, nao sendo utilizada a inversao de

matrizes. Usaram uma funcdo penalidade exata. Aplicaram o seu método aos
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exemplos de MIELE et. al (1972). Apesar de todos os resultados, esse método
apresentou algumas desvantagens em relacdo aos demais, como o aumento da
dimensao do problema e a presenca de derivadas de primeira ordem na sua

funcao Lagrangiana Aumentada.

Relacionada a proposta por DI PILLO e GRIPPO (1979), BOGGS e
TOLLE (1980) introduziram uma nova classe de funcao Lagrangiana
Aumentada para o mesmo problema somente com restrigbes de igualdade. O
objetivo era evitar as falhas que ocorriam na funcao Lagrangiana classica e nas
fun¢oes Lagrangianas Aumentadas até entdao estudadas. A nova funcao
Lagrangiana Aumentada incorpora as propriedades da funcao estudada por
HESTENES (1969), tem um comportamento melhor com respeito ao vetor
multiplicador. Os autores ressaltaram que, em alguns resultados apresentados, o
valor do fator de penalidade é irrelevante e desenvolveram uma teoria de
dualidade que utilizava a nova funcao Lagrangiana Aumentada e estabeleceram
relagao entre os passos de Newton para a Lagrangiana classica e para a nova

Lagrangiana Aumentada.

De maneira analoga a apresentada em seu trabalho de 1979, DI PILLO &
GRIPPO (1982) apresentaram uma nova func¢ao Lagrangiana Aumentada,
desenvolvida, considerando o mesmo problema, apenas com restricoes de
desigualdade. Neste trabalho, as restricbes de desigualdade foram convertidas
em de igualdade pela introdugao de variaveis de folga. Dedicaram seu trabalho a
resultados tedricos sobre as propriedades da sua funcao Lagrangiana

Aumentada.

Inspirado nos trabalhos de DI PILLO e GRIPPO (1979, 1982), LUCIDI

(1988) introduziu uma nova classe de fungoes Lagrangianas Aumentadas exatas
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e continuamente diferenciaveis para o problema (2.1), em que considerou apenas
as restrigoes de desigualdade. Apresentou um algoritmo com convergéncia global
e determinou que o objetivo de seu trabalho era o de estabelecer resultados
similares entre a fungdo Lagrangiana Aumentada e a sua funcdo penalidade

exata.

Preocupados com a resolugao de problemas de grande porte e em sanar as
dificuldades encontradas nesta drea, CONN et al. (1991) deram continuidade ao
trabalho, no qual desenvolveram um algoritmo de programacao restrita para
problemas de grande porte, utilizando uma fun¢ao Lagrangiana classica. Foi
utilizado o algoritmo dentro de uma estrutura de Lagrangiana Aumentada.
Trabalharam, inicialmente, com uma funcao Lagrangiana Aumentada associada
ao problema (2.1) somente com restri¢des de igualdade; a seguir, estenderam o
resultado para o caso de variaveis canalizadas e apresentaram dois algoritmos
para resolver o problema (2.1). Por 1ltimo, estabeleceram a convergéncia global

para seu algoritmo.

HAGER (1993) trabalhou com o problema (2.1) apenas com restrigoes de
igualdade. Apresentou um algoritmo de otimizacao irrestrita, que combina, em
um esquema de otimizacdo irrestrita, o método do gradiente conjugado, a
funcao Lagrangiana Aumentada vista em HESTENES (1969) e uma atualizacao

do multiplicador para obter convergéncia quadratica global.

Em 1993 e tendo como base a funcao Lagrangiana apresentada por si
mesmo em 1973, ROCKAFELLAR (1993) apresentou uma teoria sobre
multiplicadores de Lagrange para problemas com restrices de igualdade e
desigualdade. O autor definiu e demonstrou um teorema de ponto de sela, o

qual é muito mais poderoso que o definido para a Lagrangiana classica, devido
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ao fato de ser valido na auséncia de convexidade no problema original.
Ressaltou, ainda, que, apesar de todas as vantagens da Lagrangiana
Aumentada, ela nao possui a separabilidade da Lagrangiana cldssica com
respeito a z, a qual é extremamente importante na resolucao de problemas de

grande porte.

No mesmo ano, BERTSEKAS e TSENG (1993) analisaram o método dos
multiplicadores exponencial para problemas de minimizacao restrita convexa, os
quais trabalham com o método da funcao Lagrangiana Aumentada, utilizando
uma funcdo penalidade exponencial. Eles justificaram a escolha em usar a
Lagrangiana Aumentada exponencial pelo fato de ela ser duas vezes
diferenciavel se as funcoes f e h também o sao, podendo ser utilizado o método
de Newton de modo mais eficiente e com garantia de convergéncia superlinear.
Esse método desenvolvido pelos autores tem sido usado para resolver muitos
problemas de programagcao linear encontrados na programacao da producao de

energia em sistemas de poténcia.

BOUKARI e FIACCO (1995) apresentaram um levantamento histérico
dos métodos de programacao nao linear e uma lista de programas existentes que
utilizam tais métodos. O objetivo desses autores foi o de relatar o que cada

autor fez no periodo de 1968 a 1993.

Com a finalidade de obter uma convergéncia global robusta e uma
convergéncia local rapida, PSTAKI (1995) propos um novo algoritmo para
programacao nao linear, utilizando a funcao Lagrangiana Aumentada, proposta
por POWELL (1969) para problemas com restrigoes de igualdade, e estendida

por FLETCHER (1975) para problemas com restrigoes de desigualdade. O autor
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caracterizou seu algoritmo como uma variacao do algoritmo proposto por

HESTENES (1969) e por POWELL (1969).

A partir dos proximos trabalhos, encontraremos métodos que passam a
utilizar o método da funcao barreira e o método da funcao Lagrangiana

Aumentada associados.

SHANNO et al. (1996) sugeriram, em seu trabalho, o uso de uma funcao
mista para resolver o problema (2.1). Nesse estudo, é mostrado que nessa fungao
mista as restricoes de igualdade sao tratadas por uma funcao Lagrangiana
Aumentada e as de desigualdade por uma fung¢ao barreira-penalidade que foi

estudada em BREITFELD & SHANNO (1996).

CONN et al. (1997) apresentaram uma classe de métodos denominados
métodos de barreira Lagrangianos. Trabalharam com o problema (2.1) somente
com restrigoes de desigualdade do tipo maior ou igual e, ainda, acrescentaram a
ele a canalizacao da variavel primal z. Formularam uma nova fun¢ao auxiliar
com restricoes de igualdade e de desigualdade do tipo maior ou igual. Essa
funcao é denominada funcdo Lagrangiana Aumentada/barreira lagrangiana.
Nela, as restri¢oes de desigualdade e igualdade sdo tratadas pela funcao barreira
e fun¢ao Lagrangiana Aumentada, respectivamente. Para os autores, seu método
de barreira lagrangiano resolveu noventa por cento dos problemas-testes e, na
maioria das vezes, foi considerado mais eficiente que o da funcao Lagrangiana

Aumentada.

Baseados em uma funcao Lagrangiana Aumentada ndo quadratica, para a
qual os fatores de penalidade sao func¢des dos multiplicadores, BEN-TAL e

ZIBULEVSKY (1997) estudaram uma classe de métodos para resolver

problemas convexos. Esses métodos ficaram conhecidos como métodos dos
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multiplicadores barreira/penalidade (PBM). A principal caracteristica deles é
que sdo especificados por uma fungdo barreira/penalidade e uma funcdo de
atualizacao do fator de penalidade (fun¢do sublinear dos multiplicadores).
Trabalharam com o problema (2.1), considerando apenas as restri¢oes de
desigualdade. Para desenvolver seu trabalho, utilizaram duas func¢oes: uma
funcao penalidade logaritmica-quadratica e uma func¢ao penalidade reciprocal-
quadratica. Apresentaram, também, uma interpretacdo dual do método e as
propriedades de convergéncia. Descreveram a implementacgdo, ressaltando as
funcgoes de atualizagao dos fatores de penalidade. E para determinar a solugdo x
que minimiza a sua funcao Lagrangiana Aumentada utilizaram o método de
Newton. Os autores apresentaram as atualizacoes dos multiplicadores de

Lagrange e dos fatores de penalidade.

No ano seguinte, DUSSAULT (1998) trabalhou com a mesma fungao
Lagrangiana Aumentada apresentada em HESTENES (1969), com o intuito de
analisar a taxa de convergéncia. Utilizou o problema (2.1) considerando as
restricdes de igualdade. Analisou a taxa de convergéncia local para as variaveis
primais e duais, utilizando o método com diferentes regras de atualizacao dos
multiplicadores de Lagrange. Com o algoritmo apresentado, garantiu sua
convergéncia global e mostrou algumas regras para a atualizagdo dos fatores de
penalidade. Com esse trabalho, foi possivel concluir que o método da funcao
Lagrangiana Aumentada pode ter uma convergéncia rapida por meio de uma

cuidadosa atualizagao dos fatores de penalidade.

Em 1999, DOSTAL et al. (1999) introduziram um algoritmo que trabalha
com problemas de programacao quadratica estritamente convexa com restri¢coes
de igualdade. O principal interesse na elaboracao desse método é a resolugao de

problemas de grande porte. Trata-se de um algoritmo modificado em relacao ao
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que foi visto em HESTENES (1969). Os autores utilizaram um controle de
precisao da solugdo dos problemas de minimizar a Lagrangiana Aumentada com
relacao a variavel primal z. Para os autores, esse controle de precisao ¢
caracterizado como a principal melhora do método de HESTENES (1969) e
exige que o erro do gradiente da funcdo Lagrangiana Aumentada seja menor que
um escalar positivo multiplicado pelo erro nas restricoes. Tal controle, bem
como o algoritmo, é muito semelhante ao visto em HAGER (1993),
diferenciando-se deste por ser usado como critério de parada, ao invés de indicar

quando o fator de penalidade deve ser aumentado.

Ainda em 1999, foi apresentado um método denominado método da
Lagrangiana Aumentada barreira modificada, para resolver o problema (2.1)
com restricoes de igualdade e desigualdade do tipo maior ou igual. Seus autores
foram GOLDFARB et al. (1999). Esse trabalho ¢ a combina¢ao dos métodos da
Lagrangiana Aumentada de HESTENES (1969) ¢ POWELL (1969) e o da
funcao barreira modificada de POLYAK (1992). Pode ser considerado um
método de Lagrangiana Aumentada interior-exterior. As restrigoes de
desigualdade sao tratadas por meio de um termo de barreira modificada; e as

restricoes de igualdade, por um termo de Lagrangiana Aumentada.

Ja em 2000, KREJIC et al. (2000) introduziram um algoritmo da funcao
Lagrangiana Aumentada, estudada em HESTENES (1969), que utilizava
aproximagoes Gauss-Newton, da matriz Hessiana, nas iteragoes internas.
Através desse modelo de Gauss-Newton, as aproximagoes quadraticas da fungao
Lagrangiana Aumentada tornam-se convexas. Como utilizaram aproximacoes da
Hessiana, ao invés da Hessiana classica, os autores consideraram seu método

mais eficiente.
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Um novo método para resolugao de problemas de minimizacao com
funcao objetivo nao linear, restricoes lineares e nao lineares, e variaveis
canalizadas, foi apresentado por MIJANGOS e NABONA (2001). Nesse método,
o problema original é resolvido por meio de sucessivas minimizacoes de um
problema auxiliar que minimiza uma fun¢ao Lagrangiana Aumentada que inclui
somente as restricoes nao lineares. Como referéncia, os autores utilizaram a
funcao Lagrangiana Aumentada de HESTENES (1969) e POWELL (1969). O
método se destaca quando as restricoes lineares sao equacoes de conservagao de
fluxo, pois existem técnicas eficientes para resolver problemas de rede nao
linear. Analisaram a viabilidade de estimar os multiplicadores das restricoes nao
lineares pela aplicacao das condi¢oes de KK'T e utilizaram técnicas de redugao
de variaveis durante a otimizacdo. Além disso, compararam o desempenho
computacional dessa estimativa com a atualizacao dos multiplicadores, proposta

por HESTENES (1969) e POWELL (1969).

Com o objetivo de resolver problemas de programacao linear, SHERALI
et al. (2001) demonstraram uma investigacdo de trés abordagens de funcao
penalidade exterior. Estas abordagens sao: método penalidade conjunto ativo I,
método penalidade baseado na igualdade-desigualdade e método da funcao da
Lagrangiana Aumentada. Foram exploradas variantes particulares eficazes para
cada método juntamente com comentarios e experiéncias sobre estratégias e
alternativas de algoritmos investigados empiricamente. Testes de classificacgao,
com base na média dos resultados computacionais obtidos, foram realizados
utilizando duas estatisticas diferentes que avaliam a velocidade de convergéncia
e qualidade e precisao da solucao. Em geral, a variante do método da funcao
Lagrangiana Aumentada foi a que rendeu o melhor desempenho no que diz

respeito as duas estatisticas citadas anteriormente. No entanto, para problemas



20

de programagao linear esparsos, o método de penalidade conjunto ativo [
pareceu ser a melhor alternativa entre os algoritmos testados. Os métodos
testados foram competitivos (por vezes favoravel) em alcancar uma solucao
definitiva (ainda que apenas perto do ideal) para problemas de programagao

linear de grande porte e baixa densidade.

BELTRAN e HEREDIA (2002) propuseram uma relaxagao da
Lagrangiana Aumentada para o problema de Unit commitment. Porém, uma
das principais desvantagens do método de relaxacdo da Lagrangiana Aumentada
é que o termo quadratico introduzido por este método nao é separavel. Foram
comparados dois métodos designados para lidar com a nao separabilidade da
funcao Lagrangiana: o método do problema de principio auxiliar e o método de
blocos de coordenadas descendentes. Além disso, foi usado o problema de Unit
commitment para testar ambos os métodos. O objetivo do problema de Unit

commitment é otimizar a producao e distribui¢ao de eletricidade.

No mesmo ano, ARGAEZ e TAPIA (2002) mostraram uma linha de
pesquisa do método primal-dual de pontos interiores para Programacao nao
linear introduzido por El-Bakry, Tapia, Tsuchiya e Zhang. Eles utilizaram uma,
funcao mérito nova, que incorpora uma modificagdo da fun¢ao Lagrangiana
Aumentada-padrao e uma fraca nogao de centralidade. Eles estabeleceram uma

teoria de convergéncia global.

No ano seguinte MOGUERZA e PRIETO (2003) descreveram uma
implementacao eficiente de um algoritmo de método de pontos interiores
Lagrangiana Aumentada para problemas nao convexos que usou direcées de
curvatura negativa. Como o objetivo principal do trabalho foi a utilizacao

pratica de curvatura negativa, um conjunto de resultados numéricos em
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problemas testes pequenos foi apresentado. As diretrizes propostas asseguraram
a convergéncia de segunda ordem de KKT e melhoraram a eficiéncia
computacional do processo. O interessante desse método foi a estratégia de
combinar uma direcao de curvatura negativa e uma direcao de Newton
modificado. Com base nos resultados obtidos, a relevancia da utilizagdo de

direcoes de curvatura negativa foi discutida.

Na area da programacao nao linear geral, foram AVELINO e VICENTE
(2003) que contribuiram para o desenvolvimento de multiplicadores do método
da fungao Lagrangiana Aumentada, introduzindo uma nova atualizagdo para os
multiplicadores correspondentes as restricoes de desigualdade. Essa atualizacao
mantém a positividade dos multiplicadores sem a necessidade de uma projecao
positiva, como resultado da verificacao das condi¢oes necessarias de primeira
ordem para a minimizacao de uma fungdo de penalidade Lagrangiana
Aumentada modificada. No novo método dos multiplicadores, o papel destes sao
trocados: os multiplicadores correspondentes as restricoes de desigualdade sado
atualizados de forma explicita, ao passo que os multiplicadores correspondentes
as restricoes de igualdade sao aproximados implicitamente. Foi mostrado que as
propriedades basicas da convergéncia local do método tradicional dos

multiplicadores sdo validos também para o método proposto.

No ano seguinte, DINIZ-EHRHARDT et al. (2004) introduziram métodos
da funcdo Lagrangiana Aumentada utilizando o gradiente projetado espectral
(SPG) para a solucao das restri¢oes convexas. Esse gradiente é um algoritmo de
grande porte vinculado a otimizagao com restricoes e mostrou-se eficaz para a
solucao de muitos problemas de minimizacao de grande porte, com restrigoes

canalizadas. Portanto, é comum testar o seu desempenho nas resolugoes dos
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subproblemas que aparecem em métodos de programagao nao linear baseados

em Lagrangianas Aumentadas.

No ano 2005, foram introduzidas mais alternativas para o método da
fun¢ao Lagrangiana Aumentada, com BIRGIN et al. (2005). O mais conhecido
algoritmo da Lagrangiana Aumentada para minimizacdo com restricdes de
desigualdade é o método de Powell-Hestenes-Rockafellar (PHR). Porém, este
método apresenta uma desvantagem: a funcéo objetivo do subproblema nao é
duas vezes continuamente diferenciavel. Isto motivou a realizacdao deste trabalho

e a introducao de novas alternativas.

Ainda em 2005, BAPTISTA et al. (2005) apresentaram uma nova
abordagem para resolucado do problema de FPO, baseada no método
Lagrangiana Aumentada barreira Logaritmica. Foi considerada a aplicacdo do
método primal-dual barreira logaritmica para magnitude de tensao e os taps
variaveis dos transformadores e as demais restricoes foram tratadas através do
método da funcdo Lagrangiana Aumentada. A funcao Lagrangiana agregou

todas as restricoes.

Através de técnicas de minimizacao irrestrita, DU et al. (2006)
mostraram uma classe de Lagrangiana Aumentada para resolver problemas de
otimizacdo nao linear com restricoes de igualdade. Com isso, os autores
demonstraram que uma solu¢ao do problema original restrito e os
correspondentes valores dos multiplicadores de Lagrange, podem ser encontrados
através da realizacdo de uma tnica minimizacao irrestrita da Lagrangiana
Aumentada. Para problemas de programacdo quadratica com restrigoes de
igualdade, o otimizador é obtido pela minimizac¢ado de uma funcao quadratica no

espago relaxado.
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Em 2006, sao introduzidos, por ANDREANT et al. (2006) dois algoritmos
da Lagrangiana Aumentada para resolver sistemas de KKT. Os algoritmos
diferem na maneira na qual os parametros de penalidade sao atualizados. Foi
provado que os pontos factiveis que satisfazem as restrigoes, sao solucoes de
KKT. O limitante dos parametros de penalidade foi estabelecido e experimentos

numeéricos foram apresentados.

Considerando os programas de otimizacao nao linear com restrigoes de
desigualdade matricial, também conhecidos como programas semidefinidos nao
lineares, NOLL (2007) provou a convergéncia local do método da funcao
Lagrangiana Aumentada que utiliza fun¢ées de penalidade. Para isso, a condic¢ao
de otimalidade suficiente de segunda ordem e um teorema da funcao implicita
adequado foram utilizados, sem a necessidade de conduzir o parametro de

penalidade a 0.

LUO et al. (2007) descreveram varios tipos de fungoes Lagrangiana
Aumentada para otimizacao restrita. Uma das principais contribuicoes deste
trabalho foi mostrar que a suposicao do limite dos multiplicadores de Lagrange,
que parece indispensavel na andalise de convergéncia classica, pode ser
descartada se certas regras de atualizacao para esses multiplicadores forem
apresentadas. Isso resultou em algoritmos da Lagrangiana Aumentada com duas
estratégias, uma de atualizacdo do multiplicador condicional e outra de
multiplicador normalizado. Resultados de convergéncia global de cada um desses
algoritmos foram provados sem o pressuposto do limite. Essa pesquisa sugere
investigagoes futuras, tais como a eficicia dessas regras de atualizacdo em
relagao ao desempenho numérico e sob quais condi¢ées que cada um dos
algoritmos propostos de Lagrangiana Aumentada modificada goza de uma taxa

de convergéncia linear.



24

Ainda em 2007, BIRGIN e MARTINEZ (2007) propuseram uma
aproximacao quase-Newton com pré-condicionadores secantes, tendo em conta a
estrutura da Lagrangiana Aumentada que vem do trabalho popular de Powell-
Hestenes-Rockafellar. Sugeriram um algoritmo combinado que usa o método
quase-Newton (ou Newton-truncado), dependendo da existéncia de restrigoes
ativas na funcao Lagrangiana Aumentada. Métodos da funcao Lagrangiana
Aumentada para otimizacao em larga escala geralmente exigem algoritmos

eficientes para minimizagao restrita.

No mesmo ano, CARVALHO et al. (2008) estabeleceram uma
combinac¢ao do método do gradiente reduzido e o método da funcao Lagrangiana
Aumentada com barreiras, como nova abordagem para resolver o problema de
FPO. Além disso, também foram exploradas as caracteristicas especificas das

relagoes entre as variaveis do problema de FPO.

Em 2008, LUO et al. (2008) apresentaram novas propriedades de
convergéncia dos métodos primal-dual baseados na funcdo Lagrangiana
Aumentada de ROCKAFELLAR (1973) para problemas de otimizagao com
restricoes de desigualdade. Quatro diferentes estratégias algoritmicas foram
consideradas para contornar a condicao de limite dos multiplicadores na anélise
de convergéncia para o método primal-dual. Convergéncia para uma solucao
otima global do problema original foi primeiro estabelecido por um esquema
béasico primal-dual. As propriedades de convergéncia do método da funcéo
Lagrangiana Aumentada usando a regra de atualizagdo dos multiplicadores
condicional foram entao apresentadas. Além disso, os autores investigaram o uso
de critérios de atualizagao do parametro de penalidade e normalizacao dos

multiplicadores mnos métodos da funcdo Lagrangiana Aumentada; e
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apresentaram alguns resultados numéricos preliminares para as quatro

estratégias de métodos da funcao Lagrangiana Aumentada.

Como mais uma colaboragdo em 2008, MENDONCA et al. (2008)
utilizaram métodos quase-Newton para resolver sistemas nao lineares como
aceleradores de algoritmos do método da fungao Lagrangiana Aumentada com
restricoes de igualdade. Este método é importante para a resolucao de
problemas de otimizagao restrita. Em muitas situacoes, geralmente isso envolve
a solucao de uma série de sistemas de equagoes nao lineares. A melhora do
desempenho do método da funcao Lagrangiana Aumentada ¢é geralmente
associada ao desenvolvimento de uma abordagem inovadora para a solucao
destes sistemas, no caso deste artigo, a abordagem dos métodos quase-Newton
citados acima. Correcoes de rank 1 foram introduzidas e a convergéncia e
resultados numéricos foram apresentados mostrando a confiabilidade da

abordagem proposta.

WU et al. (2009) apresentaram as propriedades de convergéncia global do
método primal-dual usando uma classe de fun¢oes Lagrangiana Aumentada para
problemas de otimizac¢ao nao convexos com restricoes de desigualdade. Para
isso, foram construidos quatro métodos da funcao Lagrangiana Aumentada
modificada baseados em diferentes estratégias algoritmicas; e, com isso,
mostraram que a convergéncia para um ponto KKT pode ser assegurada sem a

necessidade de condigao de limite da sequéncia de multiplicadores.

WANG e LI (2009) classificaram diferentes fungoes Lagrangianas
Aumentadas em trés classes unificadas. Com base em duas formulacoes, foram
construidos, respectivamente, dois métodos da funcdo Lagrangiana Aumentada

convergentes que nao exigem a solvabilidade global da relaxacao Lagrangiana e
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cujas propriedades de convergéncia global, ndo exigem o limite da sequéncia de
multiplicadores e a qualificacao da restricao. Em particular, quando a sequéncia
de pontos nao converge, é dada uma condicdo necessaria e suficiente para a
convergéncia do valor objetivo dos pontos de iteragao. Derivaram dois
algoritmos dos multiplicadores que exigem a mesma condi¢ao de convergéncia e
possuem as mesmas propriedades que as propostas nos métodos da funcao
Lagrangiana Aumentada convergentes. A existéncia de um ponto de sela global
é fundamental para garantir o sucesso da pesquisa dual. Além de tudo isso que
propuseram, os autores generalizaram os teoremas de existéncia de um ponto de
sela global na literatura no ambito das classes unificadas de funcoes

Lagrangiana Aumentada.

Em 2010, IUSEM e NASRI (2010) introduziram métodos da funcao
Lagrangiana Aumentada para resolver problemas em que os conjuntos factiveis
sao definidos por desigualdades convexas, generalizando o método da fungao
Lagrangiana Aumentada proximal para otimizacao restrita. Em cada iteracao,
as variaveis primais sao atualizadas resolvendo um problema de desigualdade
variacional irrestrito, e, em seguida, as variaveis duais sao atualizadas através
de uma férmula. A analise completa de convergéncia é apresentada e permite a

solucao inexata dos subproblemas.

Para resolver o FPO reativo de uma maneira coordenada e
descentralizada no contexto de um sistema de energia interligado multi-area,
ECHEVERRI et al. (2010) aplicaram dois métodos de decomposigao
matematica. O primeiro método é baseado em uma abordagem da Lagrangiana
Aumentada usando o principio de problema auxiliar (APP). O segundo método
usa as técnicas de decomposicdo baseadas nas condicoes de otimalidade de

primeira ordem de Karush-Kuhn-Tucker (KKT). A viabilidade de cada método
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que foi utilizado na decomposicao de multi-area FPOR foi estudada e os
correspondentes modelos matematicos sao apresentados. Sistemas testes foram
usados para demonstrar o funcionamento e a eficicia dos métodos de

decomposicao.

Em 2010 GILL e ROBINSON (2010) propruseram uma fungao
Lagrangiana Aumentada primal-dual para problemas restritos linearmente. O
método é baseado na funcdo apresentada por HESTENES. As vantagens do
método, segundo o autor, é a habilidade de controlar a qualidade das variaveis
duais durante a resolu¢ao dos subproblemas; a disponibilidade de estimativas de
variaveis duais melhores sob o término precoce do subproblema; a habilidade
para regularizar o sub problema impondo limites nas varidaveis duais. O autor
propoe em seu trabalho trés métodos: Método primal-dual lagrangiano com
restricoes de limitantes; Método primal-dual Lagrangiano com restricoes

lineares; Método primal-dual de programacéao quadratica sequencial.

BIRGIN e MARTINEZ (2011) propruseram uma estratégia de diminuir o
parametro de penalidade da fun¢ao Lagrangiana Aumentada, uma vez que este
impacta diretamente no desempenho do método, o aumento do parametro de
penalidade pode dificultar a resolucao do problema para uma determinada
precisao. Visando evitar esse problema o autor propoe analisar que o processo
parece estar convergindo e os multiplicadores de Lagrange estao bem proximos

pode-se diminuir o parametro de penalidade.

Ainda em 2011, XTAO et al. (2011) no trabalho apresentado propruseram
um algoritmo da funcdo Lagrangiana Aumentada, na qual ela é separdvel, tanto

a fungao objetivo quanto as restri¢oes do problema, resolvendo um subproblema,
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variavel fixando a outra parte do problema. Os autores também propoem uma

linearizacao para a resolugao do subproblema.

BIRGIN et al. (2012) discutiram a dificuldade do pardmetro de
penalidade precisar ser muito grande, na Lagrangiana Aumentada é que isto
dificulta avaliar o processo de resolucao do problema. Por este motivo os autores
propoem uma funcdo Lagrangiana Aumentada com limite no parametro de
penalidade, e também a heuristica de aumento este parametro moderadamente

para conseguir convergéncia no método.

Em 2013 TAPPENDEN et al. (2013) apresentaram um trabalho
comparando os métodos: de aproximacdo quadratica diagonal e de descida de
coordenadas paralelas, para problemas de otimizacdo convexa com funcao
objetivo separavel. Estes métodos sao utilizados para minimizacao da funcao
Lagrangiana Aumentada associada ao problema. Os autores mostram que a
Lagrangiana Aumentada é ndo separdvel pelo método acima devido a alguns
termos cruzados, porém para utilizarem os métodos fazem uma aproximacgao
separavel da funcao em torno de um ponto, desprezando esses termos cruzados.
Por fim mostram que os métodos: de aproximacao quadratica diagonal e de

descida de coordenadas paralelas sao equivalentes.

Os autores DUAN e HUANG (2013) propéem um método da
Lagrangiana Aumentada de ponto fixo para problemas convexos. Eles utilizam
no termo de penalidade quadratica o produto interno da norma quadratica
associada com o parametro de penalidade. Os autores ainda propéem uma regra
de atualizagao dos multiplicadores de Lagrange para melhorar a convergéncia do
método. Por fim eles aplicam o método proposto em problemas de

processamento de imagens.
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Em 2014 JIANG et al. (2014) propoem um algoritmo para problemas nao
lineares de programacdo de dois niveis. No algoritmo proposto as condigoes de
KKT sao utilizadas no nivel inferior do problema para tranformar o problema
de dois niveis em um problema de wum Ttnico nivel com restricoes
complementares, posteriormente, ¢ adotada uma funcdo de suavizacdo ao
problema, pois o problema ¢é nao diferenciavel, por fim é utilizada a funcao

Lagrangiana Aumentada no problema suavizado para resolve-lo.

No préximo capitulo nos apresentamos uma revisao de alguns métodos de

otimizacao.
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Capitulo 3

Métodos de otimizacao

Neste capitulo apresentamos uma revisao de alguns métodos de
otimizacao, os quais sao utilizados no método que sera investigado no capitulo
4: dual-Lagrangiano, funcao penalidade, funcao Lagrangiana Aumentada e do

gradiente reduzido.

3.1 O método dual-Lagrangiano

O método dual-Lagrangiano foi desenvolvido para resolver problemas
convexos. O método consiste em associar uma funcao auxiliar ao problema (2.1),
na qual incorpora-se uma combinagao das restri¢oes a funcao objetivo, tornando
o problema (2.1) um problema irrestrito. A fung¢io auxiliar é denominada de

funcao Lagrangiana e é apresentada da seguinte forma:

L(z, A, y) = f(x) + A'w(z) + y'h(x); (3.1)

em que A é o vetor dos multiplicadores de Lagrange associado as restricoes de

igualdade e 5 é o vetor dos multiplicadores de Lagrange associados as restrigoes

de desigualdade.
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Se o problema (2.1) é convexo, existem multiplicadores A* e y* que

aplicados ao problema, irrestrito:

Minimizar L(z, A*,y*)

X

fazem com que a solugdo encontrada para o problema (3.2) seja a mesma
solugao do problema (2.1). A solu¢ao 6tima é encontrada quando as condigoes
de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) forem satisfeitas. O problema (3.2) é
denominado de problema Lagrangiano. A seguir apresentaremos o algoritmo do

método dual-Lagrangiano para resolugao de problemas da forma (2.1).

3.1.1 Algoritmo

Algoritmo do método dual-Lagrangiano

I.  Dado o problema (2.1), construa a fun¢ao Lagrangiana (3.1);

II. Faca k=0 e escolha os valores iniciais para z, 1 e y;

III.  Resolva o problema Lagrangiano por algum método de otimizagao

irrestrita para A" e y" fixos

Minimizar  f(z)+ (A") w(z) + (") h(z)

X
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IV. Se 2" satisfaz KKT, PARE Senao, atualize os multiplicadores de

Lagrange utilizando alguma heuristica, determinando

lk-ﬁ—l — ﬂ,k +Alk
7/1.:+1 — 7L‘ + A}/I.:

e volte para o passo III.

Para gerar os multiplicadores de Lagrange, podemos utilizar varios
algoritmos. Uma alternativa é o método do gradiente, que gera uma sequéncia

de multiplicadores atualizando-os a cada iteracao pela seguinte expressao:

[*ﬁfﬁ H*Z }4“’@} 3.3
y y ac

h,(z), se 7f <0
max {O, hj(x)}, se 7/;: =0

sendo ac, = , € 0 R ¢é estimado para garantir a

busca da variavel dual, este pode ser obtido através de uma busca

unidimensional.

3.1.2 Dificuldades computacionais

O método nao apresenta bons resultudos quando aplicado a problemas
nao convexos em torno da solucao, pois pode ocorrer a existéncia do gap de
dualidade e com isso o método nao obtém a solugao 6tima do problema. Outra
questao relacionada ao método dual-Lagrangiano é o aumento do nimero de

variaveis com relagao ao problema original.
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3.2 O método da funcao penalidade

O método da fungao penalidade associa ao problema (2.1) uma sequéncia
de problemas irrestritos, o método consiste em utilizar uma funcao auxiliar em
que as restricoes do problema sao introduzidas na fun¢ao objetivo através de um
parametro de penalidade, o qual penaliza a restricao que viola algum de seus

limites.

A funcao auxiliar tem a seguinte forma:

f(x) + cP(x); (3.4)

em que ¢ é o parametro de penalidade e P(z) a fun¢do penalidade que é dada

por:

em que ¥ e Y sao funcoes continuas de uma varidvel r, tais que:

Y(r)=0,se r=0e ¥(r)>0, se r=0; (3.6)

Y(r)=0,se r<0 e Y(r)>0, se r>0; (3.7)
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As fungoes (3.6) e (3.7) podem assumir as seguintes formas:

Y(r) = [max {O, rﬂw ; (3.8)

Y(r)= ‘7‘

‘,}7’

; (3.9)

em que pr é um namero inteiro positivo. A funcao P(z) (3.5) é denominada de

func¢ao penalidade quadratica para pr = 2 nas equagoes (3.8) e (3.9).

Desta maneira temos que o problema auxiliar a ser resolvido ¢ da

seguinte forma:

Minimizar f(x)+ cP(x)

X

; (3.10)

para ¢>0. A medida que P(z) >0 e ¢ —>o a solugdo do problema (3.10)

converge para a solugdo do problema (2.1) se cP(z) — 0.

O método gera uma sequéncia de pontos infactiveis, sequéncia essa que

converge para a solucao do problema original.

O parametro de penalidade pode ser atualizado por varias heuristicas,

uma delas é da seguinte forma:

M=zl (3.11)
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em que 7 > 1.

3.2.1 Algoritmo

Algoritmo do método de penalidade

I.  Dado o problema (2.1), construa a fun¢ao penalidade (3.5);

II. Faca k=0 e escolha os valores iniciais para z, ¢>0, 7 e uma

tolerancia de convergéncia ¢ > 0;

ITI.  Utilizando algum método de minimizacao irrestrita, resolva o

problema:

Minimizar f(z)+ cP(z);

X

IV. Se ¢"P(z"") < ¢, PARE Senao, atualize ¢ por (3.11), faga k=k+1 e

volte para o passo III.

3.2.2 Dificuldades computacionais

A escolha do parametro de penalidade ¢ por ser um ntmero grande, faz
com que a solugao do problema (3.10) seja préxima da solugdo do problema
(2.1), porém o método apresenta um problema de mal condicionamente da

matriz Hessiana devido a sua dependéncia de c¢. Salientamos que a escolha
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inicial do parametro de penalidade ¢ e do atualizador 7 afetam a convergéncia

do método.

3.3 0O método da funcao Lagrangiana

Aumentada

O método da funcao Lagrangiana Aumentada foi proposto quase que
simultaneamente, mas independentemente, por HESTENES (1969) ¢ POWELL
(1969) em 1969 para o problema (2.1) com restrigdes de igualdade somente.
Posteriormente, ROCKFELLAR (1973) expandiu o método para problemas com
restricoes de desigualdade. Nas proximas seccoes detalharemos os métodos

citados.

3.3.1 A funcao Lagrangiana Aumentada de
HESTENES e POWELL

HESTENES (1969) apresentou um novo método para resolver o problema

(2.1), com apenas uma restrigao de igualdade, ou seja:

Minimizar  f(z) ) (3.12)
sujeito a: w(z)=0 7 |

em que r € R”.

O autor utilizou primeiramente a funcdo Lagrangiana associada ao

problema (3.12) e obteve a seguinte fungao auxiliar
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La(x,A)= f(x) + Aw(x); (3.13)

em que A é o multiplicador de Lagrange.

Adicionou na funcdo (3.13) o termo de penalidade quadréatica obtendo a

funcao Lagrangiana Aumentada:

La(z, A)= f(x) + Auw(z) + %ch (2): (3.14)

em que c¢>0 é o parametro de penalidade.

O autor minimizou (3.14) em relagdo a z, para 1 e c fixos, e constatou

que a seguinte condicao necessaria deveria ser valida:
V f(x)+ AV w(z)+cV w(x)w(r) =0; (3.15)
reescrevendo:
V_f(x)+(A+cw(z))V wx)=0; (3.16)

Por fim HESTENES (1969) sugeriu que a atualiza¢ao dos multiplicadores

de Lagrange seja feita por:
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AA:+1 _ /ftk +le 'U)(:L‘k); (317)

e o parametro de penalidade por

M= (3.18)

em que 7 > 0.

Simultaneamente POWELL (1969) apresentou a mesma funcao
Lagrangiana Aumentada. O autor considerou (2.1) somente com restrigdes de

igualdade e perturbou as restri¢coes da seguinte maneira:

Minimizar f(x
. A2) . ; (3.19)
sujeito a: w.(z)=¢&, i =12,3,....m

Ao problema (3.19) associou a fungao auxiliar:

La(z,c) = f(z)+ ) (w,(z) - &) ; (3.20)

em que ¢ é o vetor de perturbagoes e a fungao (3.20), foi por ele denominada de

fun¢ao Lagrangiana Aumentada.

Desenvolvendo (3.20) tem-se:
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m m m

La(z,c) :f(as)+cZw QCZZU r +czg (3.21)

m

denominando —2ce, de A e desconsiderando o termo CZ&}Q POWELL

9
i=1

reescreveu a funcao (3.21) como:

La(z,c) = f(z)+ A Z )+ cZw (3.22)

que foi a mesma func¢ao Lagrangiana Aumentada apresentada por HESTENES,

em que A,i=123,..,m, sao os multiplicadores de Langranges e ¢ ¢ o

parametro de penalidade.

Em seu trabalho, POWELL (1969) sugere que o parametro de penalidade

¢ seja suficientemente grande e que uma estimativa para A" pode ser como em

(3.17).

POWELL apresentou em seu trabalho a exigéncia da reducao do residuo

maximo que é calculado por

; (3.23)

em que:
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k —> o0, re™ > 0; (3.24)

A funcao Lagrangiana Aumentada pode ser vista de duas maneiras:

s Como a fun¢ao Lagrangiana associada ao problema

Minimizar {f(a:) +c wa () :w.(z) = O} ; (3.25)
s Como a fun¢ao Penalidade quadratica associada ao problema

Minimizar {f(x) + Aw(z) : w,(z) = 0} ; (3.26)

3.3.1.1 Algoritmo

Algoritmo do método da funcao Lagrangiana
Aumentada

HESTENES (1969) em seu trabalho ndo apresentou um algoritmo, porém
POWELL (1969) se preocupou em apresentar esse algoritmo para sua

abordagem, o qual foi proposto da seguinte forma:
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Dado o problema (2.1), construa a funcdo Lagrangiana Aumentada

(3.22);

Faga k=0 e escolha os valores iniciais para x, ¢>0, para todos 4 e

o atualizador 7 do parametro de penalidade;

L 0 .
Inicie re(x”) =, em que re(z) = max {‘w[ (x)‘ ,i=1, 2,3,...,m} , ou
seja, ¢ a maior das violacoes das restricoes;

Resolva o problema seguinte utilizando algum método de

minimizagao irrestrita, para 4 e c fixos:

m (g

Minimizar La(z, A) = f(z) + 4, Z w,(x) + CZ w? (z)
i=1 i=1
x
Se re(z"') =0, PARE

A'+1) > lre(xk)

Se re( , VA para o passo VI

re(z")
4

Se re(z) < , V& para o passo VII

Faca "' = zc" e volte para IV;

Faga 2" = A" + cfw (2") e volte para IV.
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3.3.2 A funcao Lagrangiana Aumentada de
ROCKAFELLAR

ROCKAFELLAR (1973a) baseou-se nos trabalhos apresentados por
HESTENES (1969) e POWELL (1969), e definiu uma fun¢do Lagrangiana

Aumentada para problemas com restrigoes de desigualdades.

Desta forma, seja o problema:

Minimizar  f(x)
sujeito a: h(r)<0 j=123....p

J

; (3.27)

em que r € R”.

Ao problema (3.27), o autor adicionou variaveis de folga positivas nas

restricoes transformando-as em igualdades e obtendo o problema equivalente:

Minimizar  f(z)
sujeito a: h(z)+z =0 i=123...,p ; (3.28)
2,20 i=1,23....p

Associou a fungao penalidade quadrética ao problema (3.28) e obteve:

Minimizar  f(z)+ %C; (hy (@) + 2,y : (3.29)

sujeito a : z].Z() 17=123....p
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em que c>0 é o parametro de penalidade.

A funcao Lagrangiana Aumentada associada ao problema (3.29) é

definida por:

La(z, 1) = f(x) + 2;1}. (h]. (z)+ z,)+ %cz (hj (z)+ z].)2 ; (3.30)

em que g € o vetor dos multiplicadores de Lagrange.

ROCKAFELLAR (1973a) propds minimizar a funcao (3.30) em relacao a

z,3=123,...,p,¢ aplicar as condi¢oes necessarias de otimalidade, tal que:
V. La(xz,u) =0, j=1,2,3,...,p; (3.31)
ou seja,

u, +clh(z)+2,)=0, j=123,...,p; (3.32)

isolando 7,
J
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z. =———h(x), j=1,2,3,....,p; (3.33)

Logo por » ser uma variavel de folga, necessariamente > >0, e duas
J J

possibilidades podem ocorrer:

5y (a), se(- = h (@) 20,
z, =y °© ¢ i=1,23,...,p; (3.34)
0, se(—j—hj(x)) <0

Substituindo (3.34) em (3.30), obtemos a fungao Lagrangiana Aumentada
para  problemas com restricoes de desigualdade apresentada  por

ROCKAFELLAR (1973a):

o |l ) ), se (- < 1 (),
La(z, p) = f(z) + Z . . ¢ ; (3.35)
) — b se(-—L 2 hy(@)

em que g € o vetor dos multiplicadores de Lagrange.

O método da funcao Lagrangiana Aumentada resolve uma sequéncia de
problemas irrestritos, para um valor fixo do multiplicador de Lagrange, da

seguinte maneira:
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Minimizar La(x,u)

: (3.36)
T
minimizando (3.36) temos:
o |V () +=cV b (2)h (z), se(-— < h(2)),
V.La=V_ f(z)+) ¢ =0;(3.37)
. ) j=1 H;
0, se( 7’ > h())
reescrevendo,
V@), +eh (2), se(- 22 <h (@),
V_f(z)+ ¢ =0; (3.38)
i=1 ‘Ll
' 0, 86(_712}2’,(‘7"))

desta maneira ROCKAFELLAR (1973a) sugeriu que a atualizagao dos

multiplicadores de Lagrange fosse realizada da seguinte maneira:
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Em seu trabalho ROCKAFELLAR (1973a) também apresentou a funcao
Lagrangiana Aumentada para o problema (2.1), ou seja, que contém tanto as
restricoes de igualdade, quanto as restricoes de desigualdade, e ela é da seguinte

forma:

(3.40)
) ,Llh(ﬂ?)-f-lch?(:li), se(——L < h (x)),
n J 2 . c J
=1 /,12 ’
} -, se(-— 2 h,(z))
2c c ’

em que A,4=123,...,m sao os multiplicadores de Langrange associados as
restrigoes de igualdade, L, j=1,2,3,...,p 830 08 multiplicadores de Lagrange

associados a desigualdade e c é o parametro de penalidade.

3.3.2.1 Algoritmo

Algoritmo do método da funcao Lagrangiana
Aumentada

ROCKAFELLAR (1973a) nao apresentou um algoritmo em seu trabalho,

entao apresentamos a seguir um algoritmo para esse método. O algoritmo aqui
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apresentado é baseado no algoritmo apresentado por POWELL (1969) em seu

trabalho.

I.  Dado o problema (2.1), construa a func¢do Lagrangiana Aumentada

(3.40);

II. Faga k=0 e escolha os valores iniciais para x, ¢>0, para todos 4 e

U e o atualizador 7 do parametro de penalidade;

III. Resolva o problema seguinte utilizando algum método de

minimizagao irrestrita, para 4, y e c fixo:

m m

Minimizar La(z,A) = f(z)+ Z Aw (z) + CZ w? (z) +

X
n
k(@) + L er2 (), se(- 2L < b (@),
n J 2 c J
2

7 H
- D se(=E > b (2))

2¢ c !

V. Se "' satisfaz KKT, PARE Senao, atualize os multiplicadores de

Lagrange e o parametro de penalidade por:
» Faca ' =zc*

> Faga A" = 2" + cfw,(a")

!
: , , M.
,Llf + C]bhj(x]\% se (_T/ < hj(iU]\)),
» Faga ,uff“ = \ ¢ i=1,2,3,...,p
U,
0, se (—C—A’ > h\/.(x‘ )

IV. Faca k=k+1 e volte para III.
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3.4 O método do gradiente reduzido

O método do gradiente reduzido foi desenvolvido por WOLFE (1962).
Esté se¢ao esta baseada no livro do BAZARAA (2006). O método ¢ utilizado na
resolucao de problemas de programacao nao linear, cujas restricoes sao lineares
de igualdade. O método particiona as variaveis do problema, reduzindo sua

dimensao.

Considere o problema:

Minimizar  f(z)
sujeito a: Az =b; (3.41)
z20

em que f(r) é diferencidvel e continua nas primeiras derivadas, ou seja é de
classe C', A é uma matriz de dimensao mxn com m <n e posto completo e b

é um vetor de dimensao m e v € R".

Este método propoe que o vetor z seja particionado da seguinte maneira:

T =[x”,xN]; (3.42)

em que z, ¢ denominado o vetor das varidveis basicas, ou dependentes, e z, ¢

o vetor das varidveis nao basicas, ou independentes.

Assim como o vetor z, a matriz A também ¢é particionada como segue:
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A=[B,N]; (3.43)

em que B é uma matriz quadrada, nao singular, a qual é composta pelas m
primeiras colunas de A referentes as variaveis basicas, ou seja, B corresponde ao

vetor z,; e N é uma matriz retangular composta pelas (n —m) colunas restantes

B?

de A, isto é N corresponde ao vetor z, .

Desta forma, o problema (3.41), pode ser reescrito como:

Minimizar  f(z,,z, )
sujeito a: Bz, + Nz, =b ; (3.44)

r,>0;z, 20

A ideia do método do gradiente reduzido é considerar, a cada iteracao,

um problema somente em termos das varidveis nao basicas z,. Logo, as
variaveis basicas, z,, podem ser calculadas isolando-as na restrigao de igualdade

de (3.44) em funcao de z, , ou seja,

z, =B"'b—B "Nz, ; (3.45)

Desta maneira, a funcdo objetivo pode ser considerada somente como

fungao das varidveis nao bdsicas, z,, ou seja, pode-se substituir as variaveis

basicas pelas nao basicas, e pode ser escrita como:
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f(z,,m,) = f(B'b— B Nu,,z,); (3.46)

O Gradiente reduzido é determinado calculando-se o gradiente da funcao

objetivo dada em (3.46), ou seja,

Gr=V f(B'b—B'Nz,,z,)-V, f(B'b—B'Nz,,z,)B"'N; (3.47)

Uma diregao de descida para as varidveis nao basicas, d,, pode ser

obtida da seguinte forma:

-Gr ,se Gr<0

d, = ; 3.48
N {—I’NGT,SG Gr >0 (3.48)

Ja a direcao para as variaveis basicas, d,, é calculada de modo a manter

B?

a factibilidade do problema (3.44), ou seja,

d, =—-B"'Nd, ; (3.49)

Um passo a ¢ obtido por uma busca unidimensional na direcao do vetor

(d“,dN) a partir do ponto anterior, respeitando as factibilidades das restrigoes e

também z, >0 e z, >0, isto &



Minimizar {f (:13 + ad)} .

a

3.4.1 Algoritmo
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Algoritmo do método do gradiente reduzido

Considere o problema (3.41):
I.  Particione:
> xpor (3.42);
> A conforme (3.43);
II.  Determine o vetor Gradiente reduzido utilizando (3.47);
III. ~ Determine a direcdo d_por (3.48);

» Se d =0, PARE, r satisfaz KKT

» Sendo va para o passo IV

IV.  Calcule a direcao d, por (3.49);
V. Calcule
> o, =argmax {a [z, +ad > 0}

> a, =argmax{a/xn +ad 20}



52

» o =argmin {f(x +ad) /0<a<min(e,a, )}

» Faca r=z+ad

VI.  Se a < a, volte ao passo I. Sendo, substitua a varidvel z, nula por

uma gz positiva, atualize as matrizes B e NV e volte para o passo I.

No proximo capitulo, apresentaremos os métodos implementados no

pacote de otimizacao MINOS.
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Capitulo 4

O algoritmo do pacote de otimizacao

MINOS

Neste capitulo apresentamos uma visao geral do algoritmo implementado
no pacote de otimizacao MINOS para problemas lineares, problemas com func¢ao
objetivo nao linear e restri¢oes lineares e problemas nao lineares. Neste trabalho

utizamos o algoritmo para resoluc¢ao de problemas nao lineares.

4.1 Introducao

O pacote de otimizacago MINOS foi proposto por MURTAGH e
SAUNDERS (1978) no final dos anos 70, devido as deficiéncias nos algoritmos
de MURTAGH e SARGENT (1969 e 1973), especialmente quando aplicados a
problemas de grande porte. Este pacote foi resultado de uma pesquisa que
tinha como objetivo resolver problemas com funcao objetivo nao linear e
restricoes lineares. O algoritmo utiliza um método que combina técnicas de
esparsidade no tratamento das matrizes, o método simplexr revisado, o método

quase-Newton e o método do gradiente reduzido.

Uma nova versao do MINOS foi lancada por MURTAGH e SAUNDERS
(1982) em que o algoritmo de MURTAGH e SAUNDERS (1978) foi

aprimorado. Nesta versao, os problemas a serem resolvidos passam a ter
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restricoes lineares e nao lineares, sempre visando problemas de grande porte e
esparsos. Para esta nova abordagem do MINOS foi utilizada o algoritmo
proposto por ROBINSON (1972), que transforma o problema com restri¢oes nao
lineares em uma sequéncia de problemas de minimizacao com restricoes lineares.
E utilizada uma funcao Lagrangiana Aumentada para a resolucdo do problema
original, na qual a diferenca entre as restricoes e suas linearizacoes sao
incorporadas a fun¢ao objetivo e associa-se a elas um multiplicador de Lagrange

e um parametro de penalidade.

O MINOS, em sua versao atual, é um pacote de otimizacao desenvolvido
para resolver problemas lineares, problemas com funcao objetivo nao linear e
restricoes lineares e problemas nao lineares. Seu cédigo estd implementado em
FORTRAN. O MINOS pode ser utilizado em alguns sistemas, tais como:

AIMMS®, GAMS®, AMPL®, MATLAB®. O desenvolvimento do seu algoritmo

segue as etapas descritas nesta secao.

4.2 Algoritmo para problemas lineares

Considere o problema linear:

Minimizar ¢’z (4.1)
sujeito a: Ax ~ b; (4.2)
[<z<u (4.3)

em que ¢, b, | e usdo vetores e A é uma matriz, cujas componentes sao nimeros
reais. As componentes do vetor x sdo denominadas de variaveis lineares. Em

(4.2) o sinal “~” indica que podemos ter restrigoes do tipo “>“ “=" ou “<”.
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O algoritmo implementado no pacote MINOS transforma todas as
restrigoes de desigualdade de (4.1)-(4.3) em igualdades adicionando um vetor de
variaveis de folga S cujas coordenadas sao positivas, e o vetor das variaveis x

permanece canalizado. Desse modo, o problema (4.1)-(4.3) é reescrito por:

Minimizar ¢ ; (4.4)
sujeito a: Ax+s="b; (4.5)
<z <u; (4.6)

I <s<ug; (4.7)

O problema (4.4) é resolvido pelo método primal simplex. Desta forma

as restricoes de igualdade sao divididas da seguinte maneira:

Bz, + Nz, = b; (4.8)

em que a matriz base B é uma submatriz de (4 I) quadrada e nao singular, 7,

sao as variaveis nao basicas e T, sao as varidveis basicas. O conjunto das

variaveis nao béasicas é formado pelas variaveis que se encontram em algum dos
seus limites, ja o conjunto das variaveis basicas é formado pelas variaveis que

estao dentro de seus limites. O vetor custo é particionado em:
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O vetor das variaveis duais 7 é calculado da seguinte maneira:

(4.10)

e o vetor custo reduzido é calculado por:

cry =¢, ~N'r; (4.11)

em que C, e €, € a particao do vetor c.

A seguir apresentamos o algoritmo para problemas com funcdo objetivo

nao linear.

4.3 Algoritmo para problemas com funcao

objetivo nao linear

Seja o problema nao linear, com restricoes lineares:

Minimizar F(z)+c'y (4.12)
sujeito a: Az+Ay~0b (4.13)
l.l: S &z S u.’l: (4'14)

| <y<u (4.15)
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em que ¢, b, [, e u sao vetores e A1 e A, sdo matrizes, cujas componentes sio

2

nimeros reais e a funcdo F(z) é uma fungao nao linear em z. O sinal “~” indica

W ="

que temos restrigoes do tipo “=7", ou “<”. As componentes do vetor z sao
variaveis associadas a func¢ao nao lineares e as componentes do vetor y sao as

variaveis associadas a funcao lineares.

O algoritmo implementado no pacote de otimizagao MINOS resolve o
problema (4.12)-(4.15) usando o método do gradiente reduzido combinado com
o método quase-Newton. Assim como nos problemas lineares sao adicionadas
folgas positivas nas restricoes de desigualdade e, posteriormente, o sistema é

particionado, porém neste caso em trés partes conforme segue:

Br, + Sz, + Nz, =b; (4.16)

em que B é uma matriz quadrada e nao singular como no método simplex, =, é
o conjunto das varidveis béasicas, T, ¢ o conjunto das variaveis superbasicas e
T, €& o conjunto das varidveis nao béasicas.

Da mesma forma que nos problemas lineares o conjunto das variaveis nao
basicas é formado pelas varidveis que se encontram em algum dos seus limites,

ja o conjunto das variaveis basicas e superbasicas sao formados pelas variaveis

que estao dentro de seus limites.

As varidveis associadas as matrizes B e S, correspondentes a T, e T,

respectivamente, sao livres, portanto elas podem variar dentro dos seus
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respectivos limites. No método do gradiente reduzido o conjunto das variaveis
superbéasicas ¥, ¢ considerado como um conjunto de varidveis livres ou
independentes, pois estas sao otimizadas. Elas sao otimizadas de modo a reduzir
o valor da funcao objetivo ou diminuir a soma das infactibilidades. J& o

conjunto das varidaveis bésicas, T,, sao ajustadas de modo a continuar a

satisfazer as restri¢oes lineares do problema.

Caso ocorra, no processo de otimizagao, de uma variavel superbasica
alcancar um de seus limites (tanto inferior, quanto superior), essa varidvel é
movida do conjunto S para o conjunto N. Porém, se uma varidvel basica atingir
um de seus limites, a variavel é movida do conjunto B para o conjunto N e uma

coluna do conjunto S é movida para o conjunto B.

Uma iteracdo no método do gradiente reduzido consiste em encontrar

uma dire¢ao de descida para a funcao objetivo.

O gradiente reduzido é calculado da seguinte maneira:

Gradred = Z" grad; (4.17)
em que
-B7'S
Z=| 1 | (4.18)
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e grad é definido como o gradiente da fun¢ao objetivo do problema (4.12).

Assim como as variaveis, o gradiente da fun¢do objetivo também pode ser

particionado da seguinte maneira:

grad,
grad =| grad |; (4.19)
grad,

Uma estimativa para as variaveis duais pode ser calcula por:

B'r = grad,, ; (4.20)

O custo reduzido é calculado conforme segue:

crn = grad, — N'r; (4.21)

em que crn é o caso analogo para o problema de programacao linear.

O gradiente reduzido pode ser reescrito a partir da decomposicao do

gradiente (4.19) e das varidveis duais (4.20), da seguinte maneira:
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- grad,
Gradred = [_S’/' (B‘l)l 1,0]| grad, | =
grad,
= grad, — 5" (B_1 )T grad, = ; (4.22)

=grad, - S'z

Isso garante a otimizacao realizada nas variaveis superbésicas. Enquanto

isso as variaveis basicas sdo ajustadas de modo a satisfazer as restri¢oes lineares.

Um algoritmo quase-Newton ¢ utilizado para a otimizac¢ao das variaveis
superbasicas e isso pode gerar uma convergéncia superlinear para todas as

iteragoes, caso a particao B, S e N nao se altere. Uma diregao p,, para as

variaveis superbasicas, ¢ obtida resolvendo-se um sistema da seguinte forma:

R"Rp, = -Gradred; (4.23)

em que Gradred é o gradiente reduzido e R é uma matriz triangular superior. A
matriz R pode ser atualizada de varias maneiras, de modo a ser uma

aproximagao da hessiana reduzida, isto é:

R'R~Z"HZ; (4.24)

em que H é a matriz hessiana de F(x).
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Como as variaveis bésicas sdo calculadas em funcao das variaveis

superbasicas, entao elas sao dadas por:

P, = —BilSpS . (4.25)

As diregbes das varidveis nao basicas sao:

Py = 0; (4.26)

pois elas se encontram em algum do seus limites.

Logo o vetor de direcao p é dado por:

Py _B_l‘gps
p= Dy |= Dy ; (4.27)
Py 0

Com o vetor diregao foi calculado, um passo a é determinado através de

uma busca unidimensional da seguinte maneira:

Minimizar F(xz + ap); (4.28)

sujeito a: O0<a<a (4.29)

max ’
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de modo que T+ & P continue satisfazendo os limites das variaveis.

max

Na proxima secao ¢ apresentado o algoritmo para problemas com

restricoes nao lineares.

4.4 Algoritmo para problemas com restricoes

nao lineares

Considere o problema:

Minimizar F(z)+c z+d"y; (4.30)
sujeito a: g(z)+ Ay~ b, ; (4.31)
Az+Ay~0b,; (4.32)

| <z<u; (4.33)

| <y<u ; (4.34)

em que c¢, d, bl, bQ,l e u sao vetores e AN A2 e A3 sao matrizes, cujas

componentes sao nimeros reais, as fun¢oes F(z) e g(x) sao nao lineares em z e

“_”

duas vezes diferenciaveis. O sina indica que temos restri¢oes do tipo “>7,

=" ou “<”.As componentes do vetor z sdo varidveis associadas a fun¢do nao
lineares e as componentes do vetor y sao as variaveis associadas a funcao
lineares. As restrigoes (4.31) e (4.32) do problema sao ndo lineares e lineares,

respectivamente. Ja as restri¢oes (4.33) e (4.34) representam os limites inferiores

e superiores das variaveis.
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O algoritmo proposto no pacote de otimizacao MINOS propoe a resolugao
de uma sequéncia de subproblemas, em que as fungdoes que compoem as
restricoes nao lineares (4.31) associadas ao problema (4.30)-(4.34) sao

linearizadas usando a série te Taylor de primeira ordem, ou seja:

!7(%, JIA,) = g(l’k) + J(xA)(x - .’Ek); (4'35)

ou resumidamente temos:

g(l’) =9, + Jk(fli - xk); (436)

em que §, e J , sao a funcao e a matriz Jacobiana avaliadas em I,
respectivamente.
Desta maneira, associa-se uma fun¢ao Lagrangiana ao problema (4.30)-

(4.34) introduzindo a diferenga entre as fungdes nao lineares e suas linearizagoes

na fungado objetivo e resolve-se o seguinte problema restrito linearmente:

Minimizar F(z)+c'z+d y—A"(g-7)+ %c (9—9) (9-79) (4.37)
sujeito a: g(z)+ Ay~ b, (4.38)
Az +Ay~b,; (4.39)
[, <z<u, (4.40)
[ <y<

y<u, (4.41)

Y
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em que a nova funcao objetivo (4.37) é denominada de funcgido Lagrangiana
Aumentada, 4 é o vetor dos multiplicadores de Lagrange, ¢ é o parametro de
penalidade e que (g—7g) ¢é utilizado no lugar da violagdo convencional da

restricao.

O problema (4.37)-(4.41) tem fungdo objetivo nao linear e restri¢oes
lineares e o algoritmo utiliza uma combinacao do método do gradiente reduzido

com o algoritmo quase-Newton na sua resolugao.

O algoritmo para a resolugdo do problema (4.37)-(4.41) é composto por

uma iteragao interior e uma iteragao exterior.

Na iteracao interior o método do gradiente reduzido é utilizado para
resolver o problema (4.37)-(4.41), para um determinado valor do multiplicador
de Lagrange, A4, e parametro de penalidade, ¢, fixos. Para esse fim, as restri¢coes

(4.38) e (4.39) sao transformadas em igualdade através da adigao de vetores de

varidveis auxiliares positivas §; e §,. Os vetores dos termos independentes b1 e

bz, sao incorporados a estas variaveis de folga e as restrigoes linearizadas sao

escritas da seguinte forma:

ML)
AQ A:; Yy 0 1 % 0

Para simplicidade de notagao (4.42) serd denotadas por:

Az + Is = b; (4.43)



65

As matrizes J ks Al, A2 e A3 sao tratadas como esparsas. Da mesma

forma (4.43) é particionado igualmente por (4.16) e o problema (4.37)-(4.41)

também é resolvido pelo mesmo processo do (4.12)-(4.15). Na iteracao exterior

sao atualizados os valores dos multiplicadores de Lagrange e o parametro de

penalidade.

Neste algoritmo ¢ implementada uma heuristica para a atualizacao do

parametro de penalidade da seguinte forma:

a)

se o problema aparenta nao estar convergindo ou as violagoes
das retricoes nao lineares aumentam muito, o parametro de
penalidade ¢ é incrementado (os autores inicializam o paramtro
de penalidade em c=0,1 e sugerem que ele deve ser aumentado

para 2, 4 ou 10) e repete-se a iteragao exterior;

se o problema apresenta convergéncia, a alteracao dos

multiplicadores de Lagrange é suficientemente pequena e as

violagoes das restricoes nao lineares sao menores do que 10_2, o}
pardmetro de penalidade é reduzido, ou seja, tende a zero(os
autores sugerem que seja multiplicado por 10™"). Neste caso, as
violagoes das restricoes nao lineares sao calculadas da seguinte

maneira:

<107?; (4.44)
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em que H gz, )+ Ay, —b H ¢ a norma das restricoes nao lineares e H[a:k+1,yk+l] é
a normal da solugao atual;

c) caso o parametro de penalidade ndo seja atualizado como em a)

e b) mantém-se esse parametro constante.

A seguir apresentaremos o algoritmo do MINOS.

4.5 Algoritmo
Algoritmo do MINOS
[MURTAGH e SAUNDERS (1978 e 1982)]

Iteracao exterior

I.  Inicie com os valores para 7,,¥,,¢,, faca k =0;

II.  Construa (4.30)-(4.34)
I1. Faca:

» Resolva o problema (4.37)-(4.41) para encontrar os novos

valores para LY €7 (Ver iteracao 1nter10r);

> ﬂk .1 Teceber as m, primeiras componentes de 7;
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IV.  Verifique:

> Se [7,,,y,,] satisfaz as restricbes ndo lineares com uma

determinada precisao, isto é:

L+ H[zkﬂ ’ yl\'ﬂ ]

» e os pontos [xM,yM] satisfazem KKT para o problema
linearizado, PARE Senao va para o passo V;
V. Se o problema aparenta nao estar convergindo ou as violacoes das

restricoes aumentam muito aumente o valor de ¢ para 2, 4 ou 10 e

va para o passo III. Sendo va para VI.

VI Se
Hg(xk) + Alyk —b H <107
L+ H[xkﬂ ? yk+1 ]‘
e
Hﬂ‘kﬂ - 2’/\7 H <107
1+ Hl/wl

c
Faca ¢ = E e va para VII, sendo mantenha c¢ constante e va para
o passo VII;

VII. Relinearize as restri¢bes com os pontos [$A+1>yk+1]» faca k=k+1 e

volte para o passo IIL.
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Iteracao interior

I.  Inicie com uma tolerancia para tolcrn;
I1. Faca:
> Particione x em [z,,z,z,];
» Particione grad por (4.19);
» Fatore a matrix B em LU ;
> Fatore a aproximacio da Hessiana Z"HZ em R'R;

III. ~ Calcule 7 por (4.20) e Gradred, por (4.22). Se HGmdredS H >107",
va para o passo IV. Senao, calcule o custo reduzido (4.21) e

verifique se existe:

> crn < —tolcrn

Se nao ha crn fora da tolerancia, PARE, o ponto satistaz as

condigoes de KKT. Caso exista, mova uma coluna de N para S e

recalcule R e va para IV.
IV.  Resolva:
> RTRpS = Gradredg;
> Bp, =-Sp;

> p, =0;



V.

VL

VII.

VIII.

IX.
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Encontre o maior passo «__ de modo que:

> z+a__p continue satisfazendo os limites das varidveis;

Faca uma busca unidimensional para « utilizando o problema

(4.28)-(4.29);

k+1

Faca 2" = 2" + ap;

Atualize R para o novo ponto;

Caso alguma variavel superbasica encontre algum de seus limites,
mova-a de S para N . Caso alguma varidvel bésica encontre
algum de seus limites, mova-a de B para N, procure uma
variavel superbésica adequada e mova-a de S para B. Caso

ocorra alteragao atualize R. Volte para o passo III.

No proximo capitulo, nés apresentaremos a formulagdo do problema de

Fluxo de Poténcia Otimo.
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Capitulo 5

O problema de Fluxo de Poténcia

Otimo

Neste capitulo apresentamos o problema de Fluxo de Poténcia Otimo e

sua formulacao matematica.

5.1 Introducao

Um sistema elétrico de poténcia (SEP) é composto, basicamente, por
unidades geradoras, linhas de transmissao, transformadores e unidades de carga,
em que as unidades geradoras sdo incumbidas de fornecer a energia elétrica para
o SEP de modo que, atenda a demanda, respeite os padroes de qualidade e

tenha continuidade no servico prestado.

O problema Fluxo de Poténcia Otimo (FPO) foi proposto por
CARPENTIER (1962), e a partir dele é possivel encontrar a melhor condigao de
operagao de um sistema elétrico de poténcia sob um determinado objetivo.
Carpentier propos um modelo matematico para o problema no qual incorporava
as equagoes de fluxo de poténcia ao problema de Despacho Economico (DE).
Seu desenvolvimento deu-se a partir do problema de DE. O problema de FPO é
um problema de otimizacao restrita, nao convexo, nao linear, de grande porte e

com variaveis inteiras. A formulacdo tem como funcéo objetivo um desempenho
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do sistema elétrico; as restrigoes referem-se as: equacoes de fluxo de poténcia,
restricoes funcionais e varidveis de estado. O problema de FPO considerado
neste trabalho é o FPO reativo, na formulacdo adotada nestre trabalho as
variaveis de decisao do problema de FPO sdo: magnitude de tensao nas barras
(V), angulo de tensdo na barra (6) e os taps dos tranformadores (taps). Neste

trabalho todas as varidveis foram consideradas continuas.

5.2 Formulacao matematica do FPO reativo

O problema de Fluxo de Poténcia Otimo é estudado na Engenharia
Elétrica, area de Sistemas Elétricos de Poténcia. Seu modelo foi proposto por
CARPENTIER (1962), baseado no problema de DE. Do ponto de vista
matematico é possivel descrevé-lo como um problema nao linear, restrito, nao

convexo e de grande porte, que pode ser escrito da mesma forma que (2.1).
Em que:
z =(V,0,tap) € R": vetor das varidveis de estado e controle;
f(z): fungao objetivo que representa algum desempenho do sistema;
w(r) = 0: corresponde as equagoes do fluxo de poténcia;
h(z) < 0: corresponde as inequagoes funcionais do fluxo de poténcia;

vetor dos limites inferiores e superiores das variaveis,

T T
min max

respectivamente.

A funcdo f(z) e as restrigoes w(z) e h(r)tem cinco grandezas associadas

que sao:
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@), - poténcia reativa liquida injetada na barra k;
P - poténcia ativa liquida injetada na barra k;
Qk - angulo da fase da tensao da barra k;

V. - magnitude da tensdo na barra k;

tap, - tap dos tranformadores na barra #.

Com essas grandezas, segundo MONTICELLI (1983), podemos reescrever

o problema (2.1) da seguinte maneira:

Minimizar  f(V,0,tap)

sujeito a: AP(V,0,tap) =0 i=1,2,3,..., NBC + NBCR
AQ,(V,6,tap) = 0 j=1,23...,NBC -
Q™ <Q(V,0,tap) <@Q™  1=1,23...,NBCR '
Vkmin < VA < I/;“ax k=123...,NB
tap:)mn <tap, < tap™* 0=123...,NT
em que:

NBC é o nimero de barras de carga;

NBCR é o namero de barras com controle de tensao;
NB é o ntimero de barras do sistema elétrico;

NT é o nimero de transformadores com tap variavel.

min 1mnax ~ o . . s s ~ ~ .
Ql (& Ql sa0 0Os hIIllteS minimos € 1maximos de geracao de poten(:la

reativa, respectivamente;
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V™ e V™ sdo os limites minimos e méximos das magnitudes das
tensoes, respectivamente;

min

tap,

max

e tap, sao os limites minimos e maximos dos taps dos

transformadores, respectivamente.

5.2.1 Funcao Objetivo

Neste trabalho, a funcao objetivo adotada representa as perdas de

poténcia ativa nas linhas de transmissdo, e é escrita da seguinte forma:

f(V,0)=> g (V2 +V’ =2V.V cos(6, -0, ); (5.2)

m k
kme®

em que ® representa o conjunto de todas as linhas de transmissao e ¢, € a

condutancia da linha que liga a barra k com a barra m.

5.2.2 Restricoes de igualdade

As restrigoes de igualdade representam o balanco de poténcia ativa e

reativa do sistema elétrico.

O balanco de poténcia ativa das barras de controle reativo e de carga, em

(5.1), é dado por:

AP (V’ 67 ta'p) = RU - 'F)ic - Z gim (tapi‘m‘/i )2

i
me®,

VV [g COS(@Z’ - em) + b?f'm 5 en(e{ - Qm)]

im i mtdim

—tap
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, . .. . . pC ¢ o~
em que O, ¢ o conjunto das barras vizinhas a barra i, B e B sao as

poténcias ativas consumidas e geradas na barra i, respectivamente, e 0. é a

im

susceptancia da linha im.

O balango de poténcia reativa das barras de carga, em (5.1), é dado por:

AQ,(V,6;tap) =QF = Q7 +5]'VI = 3 = (b, +b], ) (tap,,V, )’
meo .

cos(0, -6 )—g,

jm

(5.4)
+tap, V.V [b.

jm - j mLljm

S en(é’j -0 )]

”, . o . N . C (€ ~
em que ©; ¢ o conjunto das barras vizinhas a barra j, Qi e Qi sao as
~ . . . . . sh sh
poténcias reativas consumidas e geradas na barra j, respectivamente e b;n'z e b;'

sao a susceptancia shunt da linha jm e da barra j, respectivamente.

5.2.3 Restricoes de desigualdade

Estas restricbes representam os limites fisicos ou limites operacionais

relacionados com a seguranca da operacao do sistema.

A geracao de poténcia reativa injetada nas barras de controle reativo, em

(5.1), é dada por:

lejn S Q/( : S leax (5 5 )

em que:
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, - "V (b, +b")(tap, V, ) +
Q' (V,0,tap) = fZ'a " " (5.6)
+tap, V)V [b cos(@ —60 )—g, sen(d -6 )

m L lm lw m

Os modulos das tensoes e os taps em (5.1), devem estar dentro dos
limites minimo e méaximo permitidos para cada barra do sistema elétrico. Assim

como as tensoes os taps dos transformadores também devem estar dentro dos

limintes minimos e maximos. Outras restri¢bes nao sao utilizadas neste trabalho.

No préximo capitulo, apresentaremos os resultados obtidos pelo MINOS

na resolucao do problema de FPO.
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Capitulo 6

Resultados numéricos

Neste capitulo, apresentamos os resultados obtidos pelo método
implementado no pacote de otimizacao MINOS, quando aplicado aos problemas
de FPO para os sistemas elétricos de 3 barras DOMMEL e TINNEY (1968) e

IEEE 14, 30, 57 e 118 barras (http://www.ee.washington.edu/research /pstca/).

Os dados destes sistemas elétricos encontram-se no apéndice B. A leitura dos
bancos de dados e a montagem de cada um dos problemas de FPO foram

implementados no Matlab R2009a (http://www.mathworks.com).

O pacote de otimizagao MINOS foi utilizado na interface com o General

Algebric  Modeling System - GAMS (www.gams.com), um sistema de

modelagem para programagao matemaética.

Os testes foram realizados com o objetivo de verificar a influéncia da
inicializacdo do parametro de penalidade na resolucao do problema de FPO e a

eficiéncia do método estudado na resolucao desse problema.

6.1 Sistemas elétricos de poténcia

Nos testes realizados em todos os sistemas de poténcia foi adotado como
poténcia base 100MVA, precisao do critério de parada do método como 107 e

os parametros iniciais do algoritmo implementad no pacote de otimizacao


http://www.ee.washington.edu/research/pstca/
http://www.mathworks.com/
http://www.gams.com/

7

MINOS foram utilizados como default exceto o parametro de penalidade, o qual

¢é objeto de estudo do trabalho.

6.1.1 Sistema elétrico de 3 barras

O sistema elétrico de poténcia de 3 barras, apresentado por DOMMEL et

al. (1968) é composto como segue:

R/
A X4

1 barra de carga;

*» 1 barra de geracao;

*» 1 barra de controle de reativo;

% 2 linhas de transmissao;

% 5 variaveis.

A Figura 1 apresenta o diagrama do sistema elétrico de 3 barras.

o8 -©

Barra 2 Barra |
Slack

Jarra 3

Po

Figura 1 - Diagrama do sistema elétrico de 3 barras

Na figura 1 PV indica barra de controle de reativo, P() representa barra

de carga e Slack é a barra de geracao.



78

A formulagao matematica do problema de FPO, associado ao sistema de
3 barras, com o objetivo de minimizar as perdas de poténcia ativa na

transmissao da rede, pode ser escrito matematicamente da seguinte forma:s:

Minimizar 4| (V7 +V? =20, cos(6, - )+ (V; +V; =20, cosl6, - )|
sujeito a4V} —4V,V, cos(d, - 0,) +10V,Vsen(d, - 6,)-1,7 =0
AV =4V, V, cos(0, - 6,)+10V,V,sen(6, - 0,) + 4V, = AV.V. cos(d, - 6,)+ 5V, V,sen(d, - 6,)+ 2,0 =0
10V, = 10V,V, cos(6, - 6,) - 4V, V,sen(6, - 6,) + 5V, =5V, V. cos(6, - 6,) - 4V, V,sen(0, - 6,)+1,0=0
=V, (10, - 10V cos(6), - 0,) - 47 cos(6, - 6,)) + 0,1 <0
V, (107, - 10V, cos(6, - 6,) - 4V, cos(6, - 6,)) - 2,0 <0
0,80 <V, 1,20
0,80 <V, <1,20
0,99 <V, <1,01

g =0

1

Os valores iniciais para as tensoes e angulos do problema foram adotados
da seguinte maneira: Vl = Vz = V3 =10 pu. e 492 = 493 =0, e adota-se 0 =0. A
tensdao V, apresenta os seus limites muito proximos a L0 pu., conforme

BAPTISTA (2001).
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Na tabela 1 apresentamos as solugoes obtidas com o pacote de otimizagao

MINOS na resolugao do problema de FPO associado ao sistema elétrico de 3

barras, para diferentes valores iniciais do parametro de penalidade c.

Tabela 1 — Soluc¢ées obtidas para o problema de FPO de 3 barras

¢ =100 c=1 c=10" ¢c=10"
Iteracgoes 10 7 ) )
4 1,080 1,080 1,080 1,080
v, 1,133 1,133 1,133 1,133
& 1,010 1,010 1,010 1,010
0, 0 0 0 0
0, 0,076 0,076 0,076 0,076
0, -0,022 -0,022 -0,022 -0,022
F. Objetivo | 12,66707TMW | 12,66707TMW | 12,66707TMW | 12,66707TMW
Iteracgoes
5 4 3 3
(c constante)
Penalidade , 5 5 7
. 10 10 10™ 10
Final

Na tabela 1, podemos observar que obtemos as mesmas solugoes para os

diferentes valores iniciais do parametro de penalidade ¢, havendo uma pequena

variagao no namero de iteragoes.

Na Figura 2, apresentamos a curva da convergéncia da funcao objetivo

para todas as inicializacoes do parametro de penalidade.
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Perdas (MW)

22 A

20 SN

1% R \

M [\ N

/x \\ c
[[ Tw—= - B e o+ o+ —— 100

12
10 // -1

3 //// —A—0.001
Z‘ 1l —<0.00001
, L
0 b - S
1 2 3 ! 5} 6 7 » 9 10
Iteracoes

Figura 2 - Convergéncia da funcio objetivo do sistema de 3 barras

Na Figura 3, apresentamos as magnitudes das tensdes ao final do

processo de minimizagao.

Tensao em pa.

1.2

1.15

1.1

1.05

0.095

Ry

.55

0= T T 1

Barras

Figura 3 - Magnitude das tensées do sistema de 3 barras



81

Observamos que em todos os testes realizados a magnitude das tensdes

satisfazem os limites impostos.

6.1.2 Sistema elétrico IEEE 14 barras

O sistema elétrico IEEE 14 barras é composto da seguinte maneira:

» 9 barras de carga;

L)

¢ 1 barra de geracao;
% 4 barras de controle de reativo;

* 17 linhas de transmissao;

R/
A X4

30 varidveis.

A formulacdo matematica do problema de FPO, associado ao sistema
elétrico IEEE 14 barras, com o objetivo de minimizar as perdas de poténcia

ativa na transmissao da rede possui:

«%

» 13 equagoes de balanco de poténcia ativa;

D

* 9 equacoes de balan¢o de poténcia reativa;

o%

» 10 inequagoes de geracao de poténcia reativa;

K/
L X4

3 restrigoes canalizadas dos taps;

7/
°0

14 restrigoes canalizadas das tensoes.

A Figura 4 apresenta o diagrama do sistema elétrico IEEE 14 barras.
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THREE  WINDING
TRANSFORMER EgUIVALENT

(G) ceNERATORS

SYNCHRONOUS
CONDENSERS

AEP 14 BUS TEST SYSTEM BUS CODE D!AGRAM

Figura 4 - Sistema elétrico IEEE 14 barras
Fonte: http://www.ee.washington.edu/research/pstca/pfl4/14bus600.tif

Nos teste realizados com o problema de FPO para o sistema elétrico

IEEE 14 barras os limites minimos e maximos das tensoes em cada uma das

barras foram adotados como V;m“ =0,95pu. e V"™ =1,10pu., para os taps os

limites minimos e méaximos os valores adotados foram tap™ =0,95pu. e

tap,™ =1,05p.u., respectivamente.

k

Os valores iniciais para as tensoes, angulos e limites das restri¢goes do
problema foram tomados conforme o banco de dados que pode ser encontrado

no Apéndice B.

Na tabela 2 apresentamos os valores da funcao objetivo (perdas) nas

solugoes obtidas pelo pacote de otimizagao MINOS na resolugdo do problema de



83

FPO associado ao sistema elétrico IEEE 14 barras para diferentes inicializagoes

do parametro de penalidade c.

Tabela 2 — Valores da fungiao objetivo do sistema elétrico IEEE 14 barras

¢ =100 c=1 c=10" c=10"

Iteragoes 8 6 4 4

F. Objetivo | 12,29967MW | 12,29967TMW | 12,29967TMW | 12,29967TMW

Iteracgoes
4 3 3 3
(¢ constante)
Penalidade 5 3 4 -6
Final 10 10~ 10 10

Os valores das tensoes, dos angulos e dos taps nas solucoes obtidos nos
testes realizados na tabela 2 estdo no Apéndice A. Todos os testes realizados
com o sistema elétrico IEEE 14 barras determinaram a mesma solucao e esta
serd apresentada uma Unica vez.

Na Figura 5, apresentamos a curva da convergéncia da funcao objetivo
do problema de FPO para o sistema elétrico IEEE 14 barras, para todas as

inicializacoes do parametro de penalidade.

\ \ —— 100
12.7H
——
195 \ \ 0.001
\ ~a —<—0.00001

Perdas (MW)

Tteracoes

Figura 5 - Convergéncia da funciao objetivo sistema IEEE 14 barras
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Na Figura 6, apresentamos as magnitudes das tensdes ao final do

processo de minimizagao.

.15
1.1 L L 4
* L g
S & L ¢
3}
7]
]
Q
7 1
(.95
H"j T T T T T T T T T T T T T 1
0 1 2 } ) & 7 & 9 10 11 12 13 14
Barras

Figura 6 - Magnitude das tensoées do sistema IEEE 14 barras
Na Figura 6, observamos que em todos os testes realizados a magnitude
das tensoes satisfaz os limites impostos. Os taps também estao dentro dos seus

respectivos limites conforme Apéndice A.

6.1.3 Sistema elétrico IEEE 30 barras

O sistema elétrico IEEE 30 barras é composto da seguinte maneira:
% 24 barras de carga;

% 1 barra de geracao;

o0

» 5 barras de controle de reativo;

R/
o

37 linhas de transmissao;

>

K/
*

63 variaveis.

)
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A formulacdo matematica do problema de FPO, associado ao sistema
elétrico IEEE 30 barras, com o objetivo de minimizar as perdas de poténcia

ativa na transmissao da rede possui:

w29 equagoes de balanco de poténcia ativa;

¢ 24 equagoes de balango de poténcia reativa;
% 12 inequagoes de geragao de poténcia reativa;
% 4 restrigoes canalizadas dos taps;

30 restricoes canalizadas das tensoes.

A Figura 7 apresenta o diagrama do sistema elétrico IEEE 30 barras.

Figura 7 - Sistema elétrico IEEE 30 barras
Fonte: http://www.ee.washington.edu/research/pstca/pf30/30bus600.tif
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Nos teste realizados com o problema de FPO para o sistema elétrico

IEEE 30 barras os limites minimos e maximos das tensoes em cada uma das

barras foram adotados como Vzmn =0,95pu. e V™ =1,10p.u., para os taps os

limites minimos e méximos os valores adotados foram tap™ =0,95pu. e

max

tap,” = 1,05p.u., respectivamente.

Os valores iniciais para as tensoes, angulos e limites das restri¢goes do
problema foram fixados conforme o banco de dados que pode ser encontrado no

Apéndice B.

Na tabela 3 apresentamos os valores da funcgao objetivo (perdas) nas
solugoes obtidas pelo pacote de otimizagao MINOS na resolugdo do problema de
FPO associado ao sistema elétrico IEEE 30 barras para diferentes inicializagoes

do parametro de penalidade c.

Tabela 3 — Valores da fun¢io objetivo do sistema elétrico IEEE 30 barras

¢ =100 c=1 c=10" c=10"

Iteracgoes 8 6 ) )

F. Objetivo 16,13163MW | 16,13163MW | 16,13163MW | 16,11363MW

Iteracoes
4 4 3 3
(¢ constante)
Penalidade 5 - 5 8
Final 10 10 10~ 10

Os valores das tensoes, dos angulos e dos taps finais obtidos nos testes
realizados na tabela 3 estd no Apéndice A. Todos os testes realizados no sistema
elétrico de 30 barras determinaram a mesma solucao e esta serd apresentada

uma unica vez.



87

Na Figura 8, apresentamos a curva da convergéncia da funcao objetivo

do problema de FPO para o sistema elétrico IEEE 30 barras, para todas as

inicializacoes do parametro de penalidade.

Perdas (MW)

\

v

[teracoes

—e— 100
——1
—a—0.001

—<—0.00001

Figura 8 - Convergéncia da funcido objetivo sistema IEEE 30 barras

Na Figura 9 apresentamos as magnitudes das tensodes ao final do processo

de minimizagao.

Tensoes em p.u.

1,05

0,95

0.9

123 4 5 6 7 % 91011121314 1516 17 18 19 20 21 22 23 24 25

Barras

)]

26 27

2

%29 30

Figura 9 - Magnitude das tensées do sistema IEEE 30 barras
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Na Figura 9, observamos que em todos os testes realizados a magnitude
das tensoes satisfaz os limites impostos. Os taps também estao dentro dos seus

respectivos limites conforme Apéndice A.

6.1.4 Sistema elétrico IEEE 57 barras

O sistema elétrico IEEE 57 barras é composto da seguinte maneira:
% 50 barras de carga;

*» 1 barra de geracao;

» 6 barras de controle de reativo;

% 80 linhas de transmissao;

w128 variaveis.

A formulagdo matematica do problema de FPO, associado ao sistema
IEEE 57 barras, com o objetivo de minimizar as perdas de poténcia ativa na

transmissao da rede possui:

56 equacoes de balanco de poténcia ativa;
50 equagoes de balanco de poténcia reativa;
¥ 14 inequacoes de geracao de poténcia reativa;
% 15 restrigoes canalizadas dos taps;

¢ 57 restrigoes canalizadas das tensoes.

A Figura 10 apresenta o diagrama do sistema elétrico IEEE 57 barras.
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Figura 10 - Sistema elétrico IEEE 57 barras
Fonte: http://www.ee.washington.edu/research/pstca/pfs7/pg_ tcab7fig.htm

Nos teste realizados com o problema de FPO para o sistema elétrico

IEEE 57 barras os limites minimos e maximos das tensoes em cada uma das

barras foram adotados como V;mn =0,9pu. e V™ =1,10pu., para os taps os

limites minimos e maximos os valores adotados foram tap™ =0,90pu. e

max

tap,” =1,05p.u., respectivamente.
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Os valores iniciais para as tensoes, angulos e limites das restrigoes do
problema foram tomados conforme o banco de dados que pode ser encontrado

no Apéndice B.

Na tabela 4 apresentamos os valores da funcao objetivo (perdas) nas
solugoes obtidas pelo pacote de otimizacao MINOS na resolu¢ao do problema de
FPO associado ao sistema elétrico IEEE 57 barras para diferentes inicializagoes

do parametro de penalidade c.

Tabela 4 — Valores da fung¢ido objetivo do sistema elétrico IEEE 57 barras

¢ =100 c=1 c=10" c=10"
Iteracgoes 10 7 6 6
F. Objetivo 22,829656MW | 22,82966MW | 22,82965MW | 22,82965MW
Iteracoes
4 4 4 4
(c constante)
Penalidade 5 5 . .
. 10 10~ 107 10
Final

Os valores das tensoes, dos angulos e dos taps finais obtidos nos testes
realizados na tabela 4 estao no Apéndice A. Todos os testes realizados no
sistema elétrico TEEE 57 barras determinou a mesma solucao e esta sera

apresentada uma tinica vez.

Na Figura 11, é apresentamos a curva da convergéncia da fun¢ao objetivo
do problema de FPO para o sistema elétrico IEEE 57 barras, para todas as

inicializacoes do parametro de penalidade.
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Figura 11 - Convergéncia da funcao objetivo sistema IEEE 57 barras

Na Figura 12 apresentamos as magnitudes das tensdes ao final do

processo de minimizagao.

Tensoes em p.u.

1,05

0.95

Figura 12 - Magnitude das tensées do sistema de IEEE 57 barras
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Na Figura 12 observamos que em todos os testes realizados a magnitude
das tensoes satisfaz os limites impostos. Os taps também estao dentro dos seus

respectivos limites conforme Apéndice A.

6.1.5 Sistema elétrico IEEE 118 barras

O sistema elétrico IEEE 118 barras é composto da seguinte maneira:

R/
A X4

66 barras de carga;

*» 1 barra de geracao;

* 51 barras de controle de reativo;

L)

» 186 linhas de transmissao;

% 244 variaveis.

A formulagdo matematica do problema de FPO, associado ao sistema
elétrico TEEE 118 barras, com o objetivo de minimizar as perdas de poténcia

ativa na transmissao da rede possui:

X/
o

117 equacoes de balango de poténcia ativa;

«%

» 64 equagoes de balanco de poténcia reativa;

54 inequagoes de geracao de poténcia reativa;

X/
o

K/
L X4

9 restrigoes canalizadas dos taps;

*

% 118 restrigoes canalizadas das tensoes.

A Figura 13 apresenta o diagrama do sistema elétrico IEEE 118 barras.
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poad

Figura 13 - Sistema elétrico IEEE 118 barras
Fonte: http://www.ee.washington.edu/research/pstca/pfl18 /pg_ tcall8fig.htm

Nos teste realizados com o problema de FPO para o sistema elétrico

TIEEE 118 barras os limites minimos e maximos das tensoes em cada uma das
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barras foram adotados como anml =0,90pu. e V™ =1,10pu., para os taps os

limites minimos e maximos os valores adotados foram tap™ =0,95pu. e

max

tap,” =1,05p.u., respectivamente.

Os valores iniciais para as tensoes, angulos e limites das restrigoes do
problema foram tomados conforme o banco de dados que pode ser encontrado

no Apéndice B.

Na tabela 5 apresentamos os valores da fungao objetivo (perdas) nas
solugoes obtidas pelo pacote de otimizagao MINOS na resolugao do problema de
FPO associado ao sistema elétrico IEEE 118 barras para diferentes inicializagoes

do parametro de penalidade c.

Tabela 5 — Valores da fung¢io objetivo do sistema elétrico IEEE 118 barras

¢ =100 c=1 c=10" c=10"

Iteracoes 15 12 11 10

F. Objetivo 106,1035MW | 106,10356MW | 106,10356MW | 106,10356MW

Iteracoes
10 9 10 9
(c constante)
Penalidade , i o S
Final 10 10~ 10 10

Os valores das tensoes, dos angulos e dos taps finais obtidos nos testes
realizados na tabela 5 estao no Apéndice A. Todos os testes realizados no
sistema elétrico IEEE 118 barras determinou a mesma solucao e esta sera

apresentada uma tinica vez.
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Na Figura 14, apresentamos a curva da convergéncia da fungao objetivo
do problema de FPO para o sistema elétrico IEEE 118 barras, para todas as

inicializacoes do parametro de penalidade.
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Figura 14 — Convergéncia da funcio objetivo sistemma IEEE 118 barras
Na Figura 15 apresentamos as magnitudes das tensbes ao final do

processo de minimizagao.
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Na Figura 15 observamos que em todos os testes realizados a magnitude
das tensoes satisfaz os limites impostos. Os taps também estao dentro dos seus

respectivos limites conforme Apéndice A.

6.1.6 Analise dos resultados

No capitulo 4 apresentamos o método implementado no pacote de
otimizacao MINOS que utiliza a linearizacao das fungoes nao lineares, uma

funcao Lagrangiana Aumentada e o método do gradiente reduzido.

Observando os testes realizados com os problemas de FPO associados a
diferentes sistemas elétricos concluimos que o método é eficiente em sua

resolugao.

O numero de iteracoes estd diretamente ligado a inicializacao do
parametro de penalidade. De acordo com os testes realizados, o ntmero de
iteracoes diminue quando diminuimos a aproximacao inicial do parametro de
penalidade. Isso pode ser constatado na Figura 16. Também ressaltamos que em

nenhum dos testes realizados o parametro de penalidade aumentou.
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Figura 16 - Grafico de iteracées por inicializa¢io do pardmetro de penalidade
Em relacao a fungao objetivo do problema observamos que a inicializacao
do parametro de penalidade influéncia na trajetoria de convergéncia da funcao

objetivo, como pode ser notado nas Figuras 2, 5, 8, 11 e 14.

Salientamos que, em outros testes realizados, ao escolhermos parametros
de penalidades iniciais muito pequenos, isto é, menor que 107, o nimero de

iteracOes parmanece constante.

6.1.7 Uma comparacao com KNITRO

Com o intuito de verificar a eficiéncia do método comparamos o
algoritmo implementado no pacote de otimizacao MINOS com o algoritmo

implementado no pacote de otimizacao KNITRO.

O KNITRO ¢é uma ferramento de otimizacao para problemas nao lineares
e de grande porte. O seu algoritmo contém dois métodos implementados, um

método de pontos interiores e um método do conjunto ativo. Uma heuristica é
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implementada para realizar a mudanca de um método para outro, caso um dos
métodos nao consiga a convergéncia para o problema. Nesta comparagao

utilizamos a opcao default do MINOS e do KNITRO.

Na tabela 6 aprentamos os resultados obtidos pelos dois pacotes de

otimizacao.

Tabela 6 — Iteracbes e tempo computacional

Sistemas IEEE 57 Barras IEEE 118 Barras
Pacotes MINOS | KNITRO | MINOS | KNITRO
Tteragtes 7 9 12 13
Tempo (s) 0,198 0,182 0,599 0,299

Observamos que o valor da funcao objetivo e a solugao encontrada, sao

as mesmas nos dois pacotes de otimizacao.

No proximo capitulo apresentamos as conclusoes.
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Capitulo 7

Conclusoes

No presente trabalho inicialmente apresentamos um breve histérico a
respeito do desenvolvimento da funcao Lagrangiana Aumentada desde sua
definicao por HESTENES e POWELL (1969). Uma revisao sobre alguns
métodos de otimizacao matematica foi realizada descrevendo: método Dual-
Lagrangiano, método da fun¢ao Penalidade, método da funcao Lagrangiana

Aumentada e método do gradiente reduzido.

Investigamos o método implementado no pacote de otimizacao MINOS, o
qual foi desenvolvido inicialmente para resolver problemas com funcao objetivo
e restricoes lineares pelo método primal simplex e problemas com funcao
objetivo nao linear e restrigoes lineares pelo método do gradiente reduzido.
Posteriormente, foi expandido para problemas com funcdo objetivo e restrigoes
nao lineares, que transforma o problema com restri¢oes nao lineares em uma
sequéncia de problemas de minimizacdo com restri¢oes lineares. E utilizada uma
funcao Lagrangiana Aumentada para a resolucao do problema original, na qual
a diferenga entre as funcoes nao lineares e suas linearizagoes sao incorporadas a
funcao objetivo e associa-se a elas um multiplicador de Lagrange e um

parametro de penalidade.

Aplicamos o método implementado no algoritmo MINOS ao problema de
FPO e verificamos sua eficiéncia, bem como, a influéncia da inicializacdo do

parametro de penalidade em sua solucao.
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Observamos através dos resultados apresentados no capitulo 6, que o
método ¢é eficiente na resolucao dos problemas associados aos sistemas elétricos

FPO de 3, 14, 30, 57 e 118 barras.

Além disso, destacamos que: o numero de iteragoes estd diretamente
ligado a inicializacao do parametro de penalidade e que este nimero diminui
quando diminuimos a aproximacao do parametro; que parametros iniciais muito
pequenos existe uma tendéncia a manter constante o ntmero de iteracoes e a
tragetéria de convergéncia da funcao objetivo muda de acordo com os

parametros de penalidade.

As contribui¢oes deste trabalho podem ser resumidas em dois aspectos:
na area da Matematica contribuimos com a investigagao do método baseado na
funcao Lagrangiana Aumentada; na drea da Engenharia Elétrica aplicamos e
resolvemos de maneira eficiente o problema de FPO, o qual é de grande
interesse para os estudos realizados no planejamento e na programacao de

operacao de sistemas de energia elétrica.

O trabalho ainda deixa algumas perspectivas de trabalhos futuros:

X/

» Investicao de regras especiais para inicializacao e atualizacao do

parametro de penalidade e dos multiplicadores de Lagrange;

X/
X4

» Realizagao de testes mais elaborados com sistemas elétricos

maiores, por exemplo 300 barras e 810 barras;

s Variacao do método em relagao a utilizacao de outros métodos de

busca multidimensional.
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Apéndice A

Saida do pacote de otimizacao MINOS

Abaixo estd o arquivo de saida do pacote de otimizacao MINOS, em que
LOWER e UPPER ¢ o limite inferior e superior da varivavel, respectivamente, e
LEVEL o valor final da varidavel. V__ sao as tensoes de cada barra do sistema
elétrico, em que o nimero logo a frente do V representa a sua respectiva barra.
th  sao os angulos de cada barra do sistema elétrico, em que o nimero logo a

frente do th representa a sua respectiva barra.

14 barras

LOWER LEVEL UPPER

V1 0.950 1.100  1.100
V2 0.950 1.086  1.100
V3 0.950  1.051 1.100
V4 0.950 1.062  1.100
V5 0.950  1.067  1.100
V6 0.950  1.087  1.100
v 0.950 1.079  1.100
V8 0.950  1.100  1.100
V9 0.950 1.079  1.100
V10 0.950 1.073  1.100
V11 0.950  1.077  1.100
V12 0.950 1.073  1.100
V13 0.950  1.069  1.100
V14 0.950  1.057  1.100
th2 -INF  -0.080  +INF

th3 -INF  -0.204  +INF



tha -INF
th5 -INF
thé -INF
th7 -INF
th8 -INF
th -INF
th10 -INF
th11 -INF
th12 -INF
th13 -INF
th1d -INF
tapd_ 7 0.950
tapd 9 0.950
tap5 6 0.950
30 barras
LOWER
V1 0.950
V2 0.950
V3 0.950
V4 0.950
V5 0.950
V6 0.950
V7 0.950
V8 0.950
V9 0.950
V10 0.950
Vi1 0.950
V12 0.950
V13 0.950
V14 0.950
V15 0.950
V16 0.950
V17 0.950

-0.167
-0.143
-0.235
-0.219
-0.219
-0.245
-0.248
-0.244
-0.249
-0.250
-0.264
0.993
1.050
1.013

LEVEL

1.100
1.085
1.069
1.063
1.053
1.059
1.049
1.059
1.059
1.064
1.100
1.069
1.100
1.056
1.053
1.060
1.057

+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
1.050
1.050
1.050

UPPER

1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
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V18
V19
V20
V21
V22
V23
V24
V25
V26
Va7
V28
V29
V30
th2

th3

thd

thb

th6

th7

th8

th9

th10
thll
th12
th13
th14
th15
th16
th17
th18
th19
th20
th21
th22
th23
th24
th25

0.950
0.950
0.950
0.950
0.950
0.950
0.950
0.950
0.950
0.950
0.950
0.950
0.950
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF

1.045
1.043
1.047
1.052
1.053
1.046
1.045
1.053
1.036
1.066
1.053
1.047
1.036
-0.089
-0.130
-0.157
-0.231
-0.184
-0.212
-0.196
-0.237
-0.263
-0.237
-0.252
-0.252
-0.267
-0.269
-0.262
-0.266
-0.278
-0.281
-0.278
-0.271
-0.271
-0.275
-0.277
-0.270

1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
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th26 -INF  -0.277  +INF
th27 -INF  -0.261  +INF
th28 -INF  -0.194 +INF
th29 -INF  -0.281  +INF
th30 -INF -0.295  +INF
tap6_9 0.950  0.955  1.050
tap6_ 10 0.950  1.050  1.050

tap4d 12 0.950 0.996  1.050
tap28_ 27 0.950  1.037  1.050

57 barras

LOWER LEVEL UPPER

V1 0.950  1.100  1.100
V2 0.950 1.090 1.100
V3 0.950 1.084  1.100
V4 0.950 1.081 1.100
V5 0.950  1.077  1.100
V6 0.950  1.081 1.100
V7 0.950  1.081 1.100
V8 0.950 1.100  1.100
V9 0.950  1.067  1.100
V10 0.950 1.060  1.100
V11 0.950 1.055  1.100
Vi2 0.950 1.078  1.100
V13 0.950  1.059  1.100
V14 0.950 1.054 1.100
V15 0.950 1.070  1.100
V16 0.950 1.076  1.100
V17 0.950 1.079  1.100
V18 0.950 1.100  1.100
V19 0.950  1.065  1.100
V20 0.950 1.055  1.100
V21 0.950 1.056  1.100

V22 0.950  1.057  1.100



116

V23
V24
V25
V26
V27
V28
V29
V30
V3l
V32
V33
V34
V35
V36
V37
V38
V39
V40
V41
V42
V43
V44
V45
V46
v4r
V48
V49
V50
V51
V52
V53
V4
V55
V56
V57
th2

th3

0.950
0.950
0.950
0.950
0.950
0.950
0.950
0.950
0.950
0.950
0.950
0.950
0.950
0.950
0.950
0.950
0.950
0.950
0.950
0.950
0.950
0.950
0.950
0.950
0.950
0.950
0.950
0.950
0.950
0.950
0.950
0.950
0.950
0.950
0.950
-INF
-INF

1.055
1.051
1.040
1.049
1.072
1.087
1.100
1.022
0.997
1.010
1.008
1.015
1.022
1.031
1.038
1.059
1.036
1.031
1.074
1.038
1.097
1.069
1.100
1.089
1.070
1.066
1.071
1.057
1.084
1.068
1.056
1.071
1.094
1.031
1.026
-0.023
-0.100

1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
+INF
+INF



thd

thd

th6

th7

th8

th9

th10
thll
th12
th13
th14
th1l5
th16
thl7
th18
th19
th20
th21
th22
th23
th24
th25
th26
th27
th28
th29
th30
th31
th32
th33
th34
th35
th36
th37
th38
th39
th40

-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF

-0.119
-0.137
-0.139
-0.123
-0.077
-0.149
-0.174
-0.157
-0.158
-0.150
-0.144
-0.113
-0.134
-0.082
-0.184
-0.204
-0.207
-0.202
-0.201
-0.202
-0.208
-0.285
-0.204
-0.182
-0.167
-0.156
-0.293
-0.304
-0.290
-0.291
-0.223
-0.219
-0.215
-0.211
-0.199
-0.212
-0.216

+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
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th41 -INF  -0.219  +INF
th42 -INF -0.239  +INF
th43 -INF  -0.175  +INF
th44 -INF  -0.186  +INF
th4b -INF  -0.147  +INF
th46 -INF  -0.171  +INF
th47 -INF  -0.193  +INF
th48 -INF -0.195  +INF
th49 -INF -0.199  +INF
th50 -INF  -0.207  +INF
th51 -INF  -0.192  +INF
th52 -INF  -0.181  +INF
th53 -INF  -0.192  +INF
thH4 -INF  -0.182  +INF
th55 -INF  -0.167 +INF
th56 -INF  -0.244  +INF
th57 -INF  -0.253  +INF

tap4 18 0.900 1.020  1.050
tap2l 20 0.900 0.996  1.050
tap24 26 0.900 0.997  1.050
tap7_29 0.900 1.025  1.050
tap34 32 0.900 1.027  1.050
tapll 41 0.900 1.050  1.050
tapld_ 45 0.900 1.036  1.050
tapl4 46 0.900 1.045 1.050
tapl0_ 51 0.900 1.030  1.050
tapl3_49 0.900 1.050  1.050
tapll 43 0.900 1.050  1.050
tap40_ 56 0.900 0.993  1.050
tap39_ 57 0.900 1.024  1.050
tap9 55 0.900 1.033 1.050

118 barras

LOWER LEVEL UPPER

V1 0.900 1.069  1.100



V2

V3

V4

V5

V6

V7

V8

V9

V10
V11
V12
V13
V14
V15
V16
V17
V18
V19
V20
V21
V22
V23
V24
V25
V26
var
V28
V29
V30
V3l
V32
V33
V34
V35
V36
V37
V38

0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900

1.077
1.076
1.099
1.100
1.092
1.090
1.082
1.100
1.093
1.086
1.089
1.075
1.088
1.087
1.086
1.100
1.089
1.086
1.076
1.072
1.076
1.092
1.091
1.100
1.100
1.085
1.078
1.078
1.093
1.081
1.084
1.086
1.097
1.095
1.095
1.100
1.090

1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
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V39
V40
V41
V42
V43
V44
V45
V46
V47
V48
V49
V50
V51
V52
V53
V4
V55
V56
V57
V58
V59
V60
V61
V62
V63
V64
V65
V66
V67
V68
V69
V70
vl
V2
VT3
V74
V75

0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900

1.078
1.076
1.070
1.078
1.085
1.080
1.075
1.086
1.093
1.098
1.099
1.089
1.072
1.066
1.066
1.079
1.078
1.079
1.080
1.073
1.100
1.098
1.100
1.096
1.089
1.096
1.100
1.100
1.093
1.098
1.100
1.078
1.079
1.082
1.078
1.059
1.062

1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100



V76
V7
V78
V79
V80
V81
V82
V83
V84
V85
V86
V87
V88
V89
V90
Vol
V92
V93
V94
V95
V96
Vo7
V98
V99
V100
V101
V102
V103
V104
V105
V106
V107
V108
V109
V110
V111
V112

0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900

1.047
1.087
1.083
1.084
1.100
1.100
1.079
1.081
1.085
1.093
1.087
1.100
1.089
1.100
1.084
1.088
1.091
1.081
1.079
1.068
1.077
1.084
1.093
1.095
1.100
1.084
1.087
1.091
1.082
1.079
1.072
1.067
1.076
1.075
1.075
1.083
1.060

1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
1.100
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V113
V114
V115
V116
V117
V118
thl
th2
th3
thd
thb
th6
th7
th8
th9
th10
thll
th12
th13
th14
th15
th16
th17
th18
th19
th20
th21
th22
th23
th24
th25
th26
th27
th28
th29
th30
th31

0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF

1.096
1.080
1.080
1.099
1.075
1.049
-0.270
-0.261
-0.256
-0.202
-0.195
-0.235
-0.241
-0.121
-0.008
0.114
-0.239
-0.246
-0.260
-0.258
-0.266
-0.251
-0.228
-0.262
-0.270
-0.258
-0.236
-0.200
-0.129
-0.133
-0.018
0.011
-0.212
-0.235
-0.248
-0.154
-0.246

1.100

1.100

1.100

1.100

1.100

1.100
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF



th32
th33
th34
th35
th36
th37
th38
th39
th40
th41
th42
th43
th44
th4s
th46
th47
th48
th49
th50
th51
th52
th53
th54
th55
th56
th57
th58
th59
th60
th61
th62
th63
th64
th65
th66
th67
th68

-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF

-0.220
-0.275
-0.266
-0.273
-0.273
-0.259
-0.183
-0.308
-0.324
-0.331
-0.308
-0.269
-0.236
-0.209
-0.167
-0.134
-0.145
-0.129
-0.161
-0.202
-0.216
-0.230
-0.218
-0.222
-0.220
-0.201
-0.214
-0.156
-0.100
-0.087
-0.096
-0.106
-0.080
-0.031
-0.029
-0.072
-0.034

+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF

123
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th70
th71
th72
th73
th74
th75
th76
th77
th78
th79
th80
th81
th82
th83
th84
th85
th86
th87
th88
th89
th90
th91
th92
th93
th94
th95
th96
th97
th98
th99
th100
th101
th102
th103
th104
th105
th106

-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF

-0.114
-0.119
-0.136
-0.122
-0.130
-0.110
-0.128
-0.050
-0.054
-0.049
-0.011
-0.026
-0.042
-0.025

0.010

0.032

0.014

0.020

0.079

0.139

0.046

0.044

0.053

0.011
-0.020
-0.034
-0.036
-0.029
-0.036
-0.043
-0.027
-0.006

0.032
-0.081
-0.125
-0.142
-0.144

+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF



th107
th108
th109
th110
th111
th112
th113
th114
th115
th116
th117
th118
tap8_5
tap26_ 25
tap30_17
tap38_ 37
tap63_ 59
tap64_ 61
tap65_ 66
tap68_ 69
tap81_80

-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
-INF
0.950
0.950
0.950
0.950
0.950
0.950
0.950
0.950
0.950

-0.184
-0.157
-0.163
-0.173
-0.150
-0.212
-0.228
-0.225
-0.225
-0.040
-0.268
-0.125
1.030
0.950
1.017
1.026
1.020
1.003
1.011
1.050
1.012

+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
+INF
1.050
1.050
1.050
1.050
1.050
1.050
1.050
1.050
1.050

125
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Apéndice B

Banco de dados dos sistemas elétricos

Abaixo encontram-se os bancos de dados utilizados neste trabalho. No
caso do banco de dados de barra, a coluna tipo é caracterizada por barras de

geracao (2), barras de controle de reativo (1) e barras de carga (0).

3 Barras
Dados de Barra
. . Bsh
Barra Tipo V Pg Qg Qmin Qmax  Pc Qc
barra
1 2 1,000 0 0 0 -99,99 99,99 0 0 0
2 1 1,000 0 0 0 -99,99 99,99 -0,170 0 0
3 0 1,000 0 0 0 0 0,20 200,0 100,0 0
Dados das linhas
Linhas g b bsh tap
2 3 4,00000 -10,00000 0 -
3 1 4,00000 -5,00000 0 -
14 Barras
Dados de Barra
. . Bsh
Barra Tipo V 0 Pg Qg Qmin Qmax Pc Qc
barra
1 2 1,060 0 0 0 -99,99 99,99 0 0 0
2 1 1,045 -0,0873 0O 0 -040 0,50 -0,183 0,127 0
3 1 1,010 -0,2269 O 0 0 0,20 0,942 0,190 0
4 0 1,019 -0,1745 O 0 0 0 0,478 -0,039 0
5 0 1,020 -0,1536 0 0 0 0 0,076 0,016 0
6 1 1,070 -0,2443 O 0 -0,06 0,24 0,112 0,075 0
7 0 1,062 -0,2269 O 0 0 0 0 0 0
8 1 1,090 -0,2269 O 0 -0,06 0,24 0 0 0



9 0 1,066 -0,2618 0 O 0 0 0,295 0,166 0,170
10 0 1,061 -0,2618 0O O 0 0 0,090 0,058 0
11 0 1,067 -0,2618 0 O 0 0 0,035 0,018 0
12 0 1,065 -0,2618 0 O 0 0 0,061 0,016 0
13 0 1,060 -0,2618 0 O 0 0 0,135 0,058 0
14 0 1,036 -0,2793 0 O 0 0 0,149 0,050 0
Dados das linhas
Linhas g b bsh tap
1 2 4,99913 -15,26309 0,02640
1 5 1,02590 -4,23498 0,02460
2 3 1,13502 -4,78186 0,02190
2 4 1,68603 -5,11584 0,01870
2 5 1,70114 -5,19393 0,01700
3 4 1,98598 -5,06882 0,01730
4 5 6,84098 -21,57855 0,00640
4 7 0 -4,78194 0 1,02249
4 9 0 -1,79798 0 1,03199
5 6 0 -3,96794 0 1,07296
6 11 1,95503 -4,09407 0
6 12 1,52597 -3,17596 0
6 13  3,09893 -6,10276 0
7 8 0,00032 -5,67698 0
7 9 0 -9,09008 0
9 10  3,90205 -10,36539 0
9 14  1,42401 -3,02905 0
10 11 1,88088 -4,40294 0
12 13 2,48902 -2,25197 0
13 14 1,13699 -2,31496 0
30 Barras
Dados de Barra
: . Bsh
Barra Tipo V 0 Pg Qg Qmin Qmax Pc Qc
barra
1 2 1,053 0 0 0 -99,99 99,99 0 0 0
2 1 1,032 -0,006 0O 0 -0,40 0,50 -0,183 0,127 0
3 0 1,018 -0,0024 0 O 0 0 0,024 0,012 0
4 0 1,010 -0,0030 0 O 0 0 0,076 0,016 0
5 1 1,010 -0,0044 O O -0,40 0,40 0,942 0,190 0
6 0 1,004 -0,0035 0O O 0 0 0 0 0
7 0 0998 -0,0040 0 O 0 0 0,228 0,109 0
8 1 1,010 -0,0037 O O -0,10 0,40 0,300 0,300 0
9 0 1,017 -0,0045 0 O 0 0 0 0 0
10 0 1,015 -0,0061 0 O 0 0 0,058 0,020 0,184
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11 1 1,072 -00045 O O -0,06 0,24 0 0 0
12 0 1,019 -0,0047 0O O 0 0 0,112 0,075 0
13 1 1,057 -0,0047 O O -0,06 0,24 0 0 0
14 0 1,005 -0,0061 O O 0 0 0,062 0,016 0
15 0 1,001 -0,0061 O O 0 0 0,082 0,025 0
16 0 1,010 -0,0061 0O O 0 0 0,035 0,018 0
17 0 1,008 -0,0061 O O 0 0 0,090 0,058 0
18 0 0994 -0,0062 0 O 0 0 0,032 0,009 0
19 0 0992 -0,0064 0 O 0 0 0,095 0,034 0
20 0 0997 -0,0052 0 O 0 0 0,022 0,007 0
21 0 1,003 -0,0062 0 O 0 0 0,175 0,112 0
22 0 1,004 -0,0061 0O O 0 0 0 0 0
23 0 0994 -0,0062 0 O 0 0 0,032 0,016 0
24 0 0994 -0,0062 0 O 0 0 0,087 0,067 0,044
25 0 1,001 -0,0061 O O 0 0 0 0 0
26 0 0983 -0,0062 0 O 0 0 0,035 0,023 0
27 0 1,013 -0,0049 0 O 0 0 0 0 0
28 0 0997 -0,0037 0 O 0 0 0 0 0
29 0 0993 -0,0064 0 O 0 0 0,024 0,009 0
30 0 0982 -0,0066 0 O 0 0 0,106 0,019 0
Dados das linhas

Linhas g b bsh tap

1 2 5,22465 -15,64673 0,01320

1 3 1,24374 -5,09602 0,01020

2 4 1,70553 -5,19738 0,00920

3 4 8,19545 -23,53087 0,00210

2 5 1,13596 -4,77248 0,01045

2 6 1,68614 -5,11648 0,00935

4 6 6,41312 -22,31120 0,00225

5 7 2,95402 -7,44927 0,00510

6 7 3,59021 -11,02611 0,00425

6 8 6,28931 -22,01258 0,00225 -

6 9 0 -4,80769 0 0,96339

6 10 0 -1,79856 0 1,04603

9 11 0,00023 -4,80769 0

9 10 0,00083 -9,09091 0

4 12 0 -3,90625 0 0,98522

12 13 0 -7,14286 0

12 14 1,52657 -3,17343 0

12 15 3,09540 -6,09728 0

12 16 1,95200 -4,10436 0

14 15 2,49095 -2,25087 0

16 17 1,88261 -4,39352 0

15 18 1,80770 -3,69142 0

18 19 3,07569 -6,21876 0

19 20 5,88235 -11,76471 0



10 20 1,78483 -3,98536 0 -
10 17 3,95604 -10,31745 0 -
10 21 5,10185 -10,98071 0 -
10 22 2,61932 -5,40077 0 -
21 22 16,77464 -34,12772 0 -
15 23 1,96835 -3,97606 0 -
22 24 2,54054 -3,95440 0 -
23 24 1,46141 -2,98924 0 -
24 25 1,30989 -2,28762 0 -
25 26 1,21653 -1,81714 0 -
25 27 1,96929 -3,76021 0 -
28 27 0 -2,52525 0 1,04384
27 29 0,99553 -1,88101 0 -
27 30 0,68746 -1,29397 0 -
29 30 0,91205 -1,72336 0 -
8 28 1,44398 -4,54081 0,01070 -
6 28 4,36284 -15,46357 0,00325 -
57 Barras
Dados de Barra
Barra Tipo V o0 Pg Qg Qmin Qmax Pc Qc Bsh
barra
1 2 1,04 0 0 0 -99,99 99,99 0,550 0,170 0
2 1 1,01 0 0 0 -0,17 0,50 0,030 0,880 0
3 1 0,985 0 04 0 -0,00 0,60 0,410 0,210 0
4 0 1 0 0 0 0,00 0,00 0 0 0
) 0 1 0 0 0 0 0 0,130 0,040 0
6 1 0,98 0 0 0 -0,08 0,25 0,750 0,020 0
7 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
8 1 1,005 0 45 0 -1,40 2,00 1,500 0,220 0
9 1 0,98 0 0 0 -0,03 0,09 1,210 0,260 0
10 0 1 0 0 0 0 0 0,050 0,020 0
11 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
12 1 1,015 0 3,1 0 -0,50 1,65 3,770 0,240 0
13 0 1 0 0 0 0 0 0,180 0,023 0
14 0 1 0 0 0 0 0 0,105 0,053 0
15 0 1 0 0 0 0 0 0,220 0,050 0
16 0 1 0 0 0 0 0 0,430 0,030 0
17 0 1 0 0 0 0 0 0,420 0,080 0
18 0 1 0 0 0 0 0 0,272 0,098 0,100
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19 0 1 0 0 O 0 0 0,033 0,006 0
20 0 1 0 0 O 0 0 0,023 0,010 0
21 0 1 0 0 O 0 0 0 0 0
22 0 1 0 0 O 0 0 0 0 0
23 0 1 0 0 O 0 0 0,063 0,021 0
24 0 1 0 0 O 0 0 0 0 0
25 0 1 0 0 O 0 0 0,063 0,032 0,059
26 0 1 0 0 O 0 0 0 0 0
27 0 1 0 0 O 0 0 0,093 0,005 0
28 0 1 0 0 O 0 0 0,046 0,023 0
29 0 1 0 0 O 0 0 0,170 0,026 0
30 0 1 0 0 O 0 0 0,036 0,018 0
31 0 1 0 0 O 0 0 0,058 0,029 0
32 0 1 0 0 O 0 0 0,016 0,008 0
33 0 1 0 0 O 0 0 0,038 0,019 0
34 0 1 0 0 O 0 0 0 0 0
35 0 1 0 0 O 0 0 0,060 0,030 0
36 0 1 0 0 O 0 0 0 0 0
37 0 1 0 0 O 0 0 0 0 0
38 0 1 0 0 O 0 0 0,140 0,070 0
39 0 1 0 0 O 0 0 0 0 0
40 0 1 0 0 O 0 0 0 0 0
41 0 1 0 0 O 0 0 0,063 0,030 0
42 0 1 0 0 O 0 0 0,071 0,044 0
43 0 1 0 0 o0 0 0 0,020 0,010 0
44 0 1 0 0 o0 0 0 0,120 0,018 0
45 0 1 0 0 o0 0 0 0 0 0
46 0 1 0 0 o0 0 0 0 0 0
47 0 1 0 0 o0 0 0 0,297 0,116 0
48 0 1 0 0 o0 0 0 0 0 0
49 0 1 0 0 o0 0 0 0,180 0,085 0
50 0 1 0 0 o0 0 0 0,210 0,105 0
51 0 1 0 0 o0 0 0 0,180 0,053 0
52 0 1 0 0 o0 0 0 0,049 0,022 0
53 0 1 0 0 O 0 0 0,200 0,100 0,063
54 0 1 0 0 O 0 0 0,041 0,014 0
55 0 1 0 0 O 0 0 0,068 0,034 0
56 0 1 0 0 O 0 0 0,076 0,022 0
57 0 1 0 0 O 0 0 0,067 0,020 0
Dados das linhas

Linhas g b bsh tap

1 2 9,73162 -32,82956 0,03225 -

2 3 3,67310 -10,47696 0,02045 -

3 4 7,64505 -24,98294 0,00950 -

4 5 2,93011 -6,188394 0,00645 -

4 6 1,81030 -6,23079 0,00870 -
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22 38 15,49774 -23,81164 0
11 41 0 -1,33511 0 1,04712
41 42 1,24136 -2,11091 0
41 43 0 -2,42718 0
38 44 6,78808 -13,74059 0,00050
15 45 0 -9,59693 0 1,04712
14 46 0 -13,60544 0 1,11111
46 47 4,46342 -13,19620 0,00080
47 48 20,82070 -26,65507 0
48 49 3,53441 -5,46690 0,00120
49 50 3,51316 -5,61403 0
50 51 2,04999 -3,25396 0
10 51 0 -14,04494 0 1,07527
13 49 0 -5,23560 0 1,11732
29 52 2,58596 -3,35350 0
52 53 4,91962 -6,35290 0
53 54 2,10791 -2,60403 0
54 55 2,13037 -2,78596 0
11 43 0 -6,53595 0 1,04384
44 45 3,22991 -6,42877 0,00010
40 56 0 -0,83682 0 1,04384
56 41 0,91072 -0,90414 0
56 42 1,24654 -2,07658 0
39 57 0 -0,73801 0 1,02041
57 56 1,77776 -2,65642 0
38 49 2,58114 -3,97271 0,00150
38 48 9,46407 -14,62077 0
9 55 0 -8,29876 0 1,06383
118 Barras
Dados de Barra
Barra Tipo \% 0 Pg Qg Qmin  Qmax Pc Qc Bsh
barra
1 1 0,955 0 0 0 -0,05 0,15 0,51 0,27 0
2 0 1 0 0 0 0 0 0,20 0,09 0
3 0 1 0 0 0 0 0 0,39 0,10 0
4 1 0,998 0 -0,09 0 -3,00 3,00 0,30 0,12 0
5 0 1 0 0 0 0 0 0 0 -0,40
6 1 0,99 0 0 0 -0,13 0,50 0,52 0,22 0
7 0 1 0 0 0 0 0 0,19 0,02 0
8 1 1,015 0 -0,28 0 -3 3 0 0 0
9 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
10 1 1,05 0 4,50 0 -1,47 2,00 0 0 0
11 0 1 0 0 0 0 0 0,70 0,23 0
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106 0 1 0 0 0 0 0 0,43 0,16 0
107 1 0,952 0 -0,22 0 -2,00 2,00 0,28 0,12 0,066
108 0 1 0 0 0 0 0 0,02 0,01 0
109 0 1 0 0 0 0 0 0,08 0,03 0
110 1 0973 0 0 0 -0,08 0,23 0,39 0,30 0,063
111 1 0,98 0 0,36 0 -1,00 10,00 0 0 0
112 1 0975 0 -0,43 0 -1,00 10,00 0,25 0,13 0
113 1 0,993 0 -0,06 0 -1,00 2,00 0 0 0
114 0 1 0 0 0 0 0 0,08 0,03 0
115 0 1 0 0 0 0 0 0,22 0,07 0
116 1 1,005 0 -1,84 0 -10,00 10,00 0 0 0
117 0 1 0 0 0 0 0 0,20 0,08 0
118 0 1 0 0 0 0 0 0,33 0,15 0
Dados das linhas

Linhas g b bsh

1 2 2,78030 -9,1667 0,01270

1 3 6,56766 -21,5867 0,00541

4 5 26,35599 -119,5004 0,00105

3 5 1,96818 -8,8201 0,01420

5 6 3,89193 -17,6609 0,00713

6 7 10,11664 -45,8445 0,00275

8 9 2,60627 -32,5784 0,58100

8 5 0 -37,4532 0 1,01523

9 10 2,47246 -30,8578 0,61500

4 11 4,04236 -13,3069 0,00874

5 11 4,00922 -13,4694 0,00869

11 12 14,18144 -46,7153 0,00251

12 4,51228 -14,8640 0,00786
12 1,73212 -5,7260 0,02030

7 12 7,00640 -27,6354 0,00437

11 13 3,81080 -12,5200 0,00938

12 14 3,93720 -12,9470 0,00908

13 15 1,13994 -3,7446 0,03134

14 15 1,43148 -4,6914 0,02510

12 16 2,86293 -11,2627 0,01070

15 17 6,33419 -20,9700 0,02220

16 17 1,31605 -5,2207 0,02330

17 18 4,55296 -18,6930 0,00649

18 19 4,37844 -19,2902 0,00571

19 20 1,75928 -8,1681 0,01490

15 19 7,07397 -23,2262 0,00505

20 21 2,42612 -11,2556 0,01080

21 22 2,12273 -9,8519 0,01230

22 23 1,29297 -6,0112 0,02020
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23
23
26
25
27
28
30

26
17
29
23
31
27
15
19
35
35
33
34
34
38
37
37
30
39
40
40
41
43
34
44
45
46
46
47
42
42
45
48
49
49
51
52
53
49
49

24
25
25
27
28
29
17
30
30
31
31
32
32
32
33
34
36
37
37
36
37
37
39
40
38
40
41
42
42
44
43
45
46
47
48
49
49
49
49
49
50
51
52
53
54
54
o4

5,18654
2,34821
0
1,15300
2,49212
2,50683
0
1,68443
1,07107
1,77685
8,90905
2,21604
2,81390
3,67892
2,24595
1,12804
20,53960
4,24532
1,89617
10,96834
26,97190
0
2,61690
1,86828
1,57956
4,60137
5,61593
1,51767
2,05968
0,95122
1,37835
2,59868
2,00126
2,16241
1,52798
4,47196
0,65332
0,65332
1,74159
6,23550
4,19289
2,29994
5,24612
1,42744
1,68853
0,82161
0,04218

-18,9021
-12,0421
-26,1780
-5,9100
11,1383
29,9744
25,7732
-19,6972
11,5284
-5,8591
-27,3046
-8,0635
29,3010
12,1292
7,3525
-3,7051
93,5286
19,1811
-6,4881
-33,7487
99,0374
-26,6667
-8,6415
-5,2929
-18,3828
-15,1295
-18,8618
-5,0042
-6,7819
-3,8393
-5,6102
-10,4527
-6,7843
-7,2270
-4,8051
14,6334
22,9514
22,9514
-4,7359
17,5918
11,8092
-6,4834
-15,1956
-5,7626
7,8327
-3,2527
-3,1551

0,02490
0,04320
0,00000
0,08820
0,01080
0,01190
0,00000
0,25700
0,45400
0,01995
0,00415
0,05865
0,01255
0,00963
0,01597
0,03160
0,00134
0,00659
0,01830
0,00284
0,00492
0
0,01350
0,02100
0,21100
0,00776
0,00611
0,02330
0,01720
0,03034
0,02113
0,01120
0,01660
0,01580
0,02360
0,00802
0,04300
0,04300
0,02220
0,00629
0,00937
0,01710
0,00698
0,02029
0,01550
0,03690
0,03650



54
54
55
56
50
56
51
54
56
56
95
99
59
60
60
61
63
63
64
38
64
49
49
62
62
65
66
65
47
49
68
69
24
70
24
71
71
70
70
69
74
76
69
75
T
78
7

55
56
56
o7
o7
o8
o8
59
59
59
59
60
61
61
62
62
59
64
61
65
65
66
66
66
67
66
67
68
69
69
69
70
70
71
72
72
73
74
75
75
75
7
7
7
78
79
80

3,19827 -13,3798
27,84387 -96,6042
19,37858 -59,9624
3,26416 -9,1930
2,34621 -6,6328
3,26416 -9,1930
4,38155 -12,3542
0,01274 -4,1609
1,18183 -3,5956
1,26319 -3,7597
0,97080 -4,4207
1,43895 -6,5820
1,39125 -6,3624
13,95204 71,3457
3,72807 -17,0077
5,56134 -25,3770

0 -25,9067
4,26843 -49,6329

0 37,3134
0,91909 -10,0580
2,02622 -32,8519
2,05254 -10,4794
2,05254 -10,4794
0,96695 -4,3734
1,79733 -8,1507

0 -27,0270
2,07330 29,3947
5,35082 -62,0385
1,00123 -3,2955
0,85892 -2,8253

0 -27,0270
1,76170 -7,4579
0,01305 -2,4301
6,59172 26,5313
1,19615 -4,8042
1,29692 -5,2342
4,05401 21,2531
2,09824 -6,9226
1,97118 -6,4939
2,45094 -7,3831
6,83466 -22.5599
1,85966 -6,1989
2,76986 29,0536
1,37933 -4,5878
22,39460 73,8545
8,73360 -39,0293
6,43635 -18,3625

0,01010
0,00366
0,00187
0,01210
0,01660
0,01210
0,00894
0,02990
0,02845
0,02680
0,02823
0,01880
0,01940
0,00728
0,00734
0,00490
0
0,10800
0
0,52300
0,19000
0,01240
0,01240
0,02890
0,01550
0
0,01341
0,31900
0,03546
0,04140
0
0,06100
0,05099
0,00439
0,02440
0,02222
0,00589
0,01684
0,01800
0,06200
0,00517
0,01840
0,05190
0,02489
0,00632
0,00324
0,02360
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7
79
68
81
7
82
83
83
84
85
86
85
85
88
89
89
90
89
89
91
92
92
93
94
80
82
94
80
80
80
92
94
95
96
98
99
100
92
101
100
100
103
103
100
104
105
105

80
80
81
80
82
83
84
85
85
86
87
88
89
89
90
90
91
92
92
92
93
94
94
95
96
96
96
97
98
99
100
100
96
97
100
100
101
102
102
103
104
104
105
106
105
106
107

2,47280
3,00028
4,25685
0
3,65011
7,62599
2,03011
1,81030
6,01492
2,14015
0,64545
1,85117
0,78360
2,64125
1,36218
2,26526
3,32717
3,73830
1,48078
2,18922
3,28383
1,76335
3,80837
6,41462
1,03514
5,27440
3,25067
2,02021
1,94596
1,02029
0,71034
4,83585
5,20627
2,12752
1,18095
2,59602
1,65931
3,75446
1,87084
5,31164
1,03322
1,70933
1,82790
1,07841
6,50675
4,39134
1,46014

-8,8314
-13,5397
-49,1362
-27,0270
-10,4481
24,9547
-6,1884
-6,2308
-12,7668
7,5211
-4,7336
-9,4409
-5,6721
-13,5293
-4,9438
-9,4893
-10,9508
-19,0691
-5,9570
-7,1956
-10,7934
-5,7923
-12,5010
-21,0905
-5,2920
17,2557
-10,5012
-10,3108
-8,8304
-4,6295
-3,2338
-15,7573
-16,6540
-10,8835
-5,3247
11,7254
7,5597
-17,0630
8,5177
-17,4288
-4,6735
-5,8103
-5,5520
-4,0819
24,7440
-17,1576
-5,0416

0,01140
0,00935
0,40400
0
0,04087
0,01898
0,01290
0,01740
0,00617
0,01380
0,02225
0,01380
0,02350
0,00967
0,02640
0,05300
0,01070
0,02740
0,02070
0,01634
0,01090
0,02030
0,00938
0,00555
0,02470
0,02720
0,01150
0,01270
0,01430
0,02730
0,03860
0,03020
0,00737
0,01200
0,02380
0,01080
0,01640
0,00732
0,01470
0,02680
0,02705
0,02035
0,02040
0,03100
0,00493
0,00717
0,02360



105
106
108
103
109
110
110
17
32
32
27
114
68
12
75
76

108
107
109
110
110
111
112
113
113
114
115
115
116
117
118
118

4,64140 12,5016
1,46014 -5,0416

11,17390 -30,6484
1,13562 52711

4,22539 11,5818
3,55742 -12,2084
5,24852 -13,5994
9,22812 -30,4235
1,36693 -4,5120

3,43713 -15,5817
2,84734 12,8651
20,27325 91,6703
20,58348  -245,1856
1,59072 -6,7690

5,74517 -19,0581

5,08004 -16,8509

0,00922
0,02360
0,00380
0,02305
0,01010
0,01000
0,03100
0,00384
0,02590
0,00814
0,00986
0,00138
0,08200
0,01790
0,00599
0,00678
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