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RESUMO

Neste trabalho foram resolvidos, através da Equacdo de Schrodinger
Independente do tempo, o potencial biestavel para um sistema de dois niveis do
Poco Duplo Quadrado Unidimensional Simétrico, de forma exata e por métodos
aproximativos. Também é apresentada a solucdo da equacado radial para o
potencial coulombiano usando um formalismo de operadores escada, através dos
conceitos de supersimetria em mecanica quantica e shape invariance.

O tunelamento em um potencial biestavel é proporcional & diferenca entre os
dois niveis de energia mais baixos. O presente estudo mostra os resultados dessa
diferenca obtida para trés abordagens distintas para o poco quadrado biestavel
analisado.

Os primeiros resultados sao obtidos por uma solucdo analitica para a Equacgéo
de Schrodinger Independente do tempo. Uma combinagéo linear das autofuncdes
do estado fundamental dos pocos individuais € usada também é usada, juntamente
com o método variacional em uma segunda abordagem. Outra abordagem usada
€ a aproximacao WKB.

A solucéo radial do problema coulombiano quantico € determinada de forma

exata/analitica através dos operadores de criacdo e destruicao.

Palavras-chave: Poco Duplo Quadrado Simétrico, Método Variacional,

Tunelamento, Aproximagédo WKB e Supersimetria em Mecanica Quantica.



ABSTRACT

In this work, the bistable potential, through the time independent Schrédinger
equation, was solved for a two-level system of the symmetrical one-dimensional
double square well and by approximate methods. We also present the solution of the
radial equation for the coulombian potential using a ladder operator formalism through
the concepts of quantum mechanical supersymmetry and shape invariance.

Tunneling at bistable potential is proportional to the difference between the two
lowest energy levels. This paper shows the results of this difference obtained for three
different approaches to the bistable square well analyzed.

The first results are obtained by an analytical solution for the time independent
Schrédinger equation. A linear combination of the ground state autofunctions of the
individual wells is used together with the variational method in a second approach.
Another approach used is the WKB approach.

The radial solution of the quantum coulombian problem is determined exactly

/ analytically through the creation and destruction operators.

Keywords: Symmetric One - Dimensional Square Double Well, Variational Method,
Tunneling, WKB Approximation and Supersymmetry in Quantum Mechanics.
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CAPITULO |
INTRODUCAO

Na década de 1920, quando a fisica quantica ainda estava se
estabelecendo, o austriaco Erwin Schrddinger (1887-1961) surgiu como um dos
principais nomes dessa nova area de pesquisa. A teoria de Schrodinger da
mecanica quantica especifica quais leis do movimento ondulatdrio que as particulas
de qualquer sistema microscopico obedecem. Para isto, cada sistema tem
especificada a equagao que controla o comportamento da funcdo de onda, e
também a relacdo entre esse comportamento e 0 comportamento da particula.

Tal funcdo é, em termos simples, uma expressao matematica do caracter
ondulatorio de uma particula, sendo uma extensdo do postulado de Broglie. Além
disso, h4 uma relacgédo intima entre ela e a teoria de Newton para o movimento de
particulas em sistemas macroscopicos [1].

Partindo desses pressupostos, o principal objetivo deste trabalho é
apresentar diferentes métodos para resolucdo da equacdo de Schrodinger
Independente do tempo. Para isso, sdo apresentados para o caso do Poco Duplo
Quadrado Unidimensional Simétrico os resultados exatos e aproximados de
energia, e além disso, a diferenca entre os dois niveis mais baixos de energia que
sdo particularmente Uteis para estudar o efeito tanel [2]. Também é mostrada a
solucdo radial do problema coulombiano de forma analitica, explorando o uso de
supersimetria em Mecanica Quantica, envolvendo aspectos ligados ao formalismo
e sua aplicacao na solugcédo da equacgéo de Schrodinger [3,4].

O tunelamento é um fenbmeno quéantico muito importante relacionado com
barreiras de potencial e na descricdo de varios fenbmenos. Por exemplo, € bem
conhecido, ha muito tempo, que o tunelamento é responsavel pela duplicacdo de
certas bandas espectrais de amonia [5], o que faz com que tenha uma importancia
fundamental na compreenséo dos processos de transferéncia de prétons [6] e de
transferéncia de elétrons em proteinas [7].

A taxa de tunelamento para um potencial biestavel, para um sistema de dois
niveis, é proporcional a diferenga entre os dois niveis de energia mais baixos (AE),
e € usado para investigar varios sistemas quimicos [8,9], fisicos [2,10] e biolégicos

[7]. O célculo desta diferenca de energia pode ser feito de diferentes maneiras
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como, por exemplo, através da resolucdo direta da equacdo de Schrodinger para o
potencial do po¢o duplo quadrado unidimensional simétrico.

No entanto, para alguns potenciais, ndo € possivel determinar esta solucéao
exata. Nestes casos, o valor de AE é determinado numericamente. Neste contexto,
€ importante conhecer as caracteristicas e limitacdes dos métodos aproximados.
Um tratamento aproximado tradicional é usar uma combinacédo linear de funcfes
de onda do estado fundamental dos pogos individuais para calcular uma expressao
para AE [11]. Se néo for possivel calcular essas fungbes de onda exatamente,
pode-se usar a aproximacao WKB (Wentzel, Kramers, Brillouin) para obté-las [12].

Os métodos de aproximacdo sdo amplamente utilizados em varias
aplicacdes da teoria quantica. Conforme indicado na referéncia [12], ha um namero
restrito de sistemas para o0s quais a equagcao de Schrodinger pode ser
analiticamente resolvida de forma exata. No entanto, a solucao exata também pode
ser util para estudar e estabelecer limites de validade para diferentes solucfes
aproximadas.

A aproximagdo WKB [12] determina as fun¢des de onda como uma
expansdo em poténcias de h e esta conectada com as regras de quantizacédo da
antiga teoria quantica [11]. Desta forma, esse tratamento também é chamado de
método de aproximacao semi-classico. Para um potencial biestavel, uma outra
aproximacédo para a funcédo de onda € obtida usando uma combinacao linear de
autofuncdes para 0s pocos simples, como sugerido, por exemplo, na referéncia
[11].

No Capitulo Il, h4 a resolucdo do poco duplo quadrado unidimensional
simétrico (PDQUS), determinando-se a solu¢cdo da Equacdo de Schrodinger
Independente do tempo [13] desse sistema. S&o encontrados os autovalores do
operador hamiltoniano [13] e as correspondentes fun¢des de onda [13].

Em seguida, no Capitulo 1, é feito um tratamento aproximado tradicional,
gue consiste em realizar uma combinacéo linear de funcées de onda do estado
fundamental dos pocos individuais para calcular uma expressdo para AE
juntamente com o método variacional [11,14].

No Capitulo IV, € mostrado a solucdo da Equacdo de Schrodinger
Independente do tempo em uma dimenséo por meio da aproximacao WKB. Este
tipo de aproximacao é relativamente simples para potenciais do tipo duplo poco,

7

uma vez que a condicdo de contorno natural do sistema é a funcdo de onda
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transmitida se anular no infinito. Devido ao seu lugar de destaque no contexto da
Mecénica Quantica, a equacao de Schrodinger Independente do tempo tem sido
largamente estudada em seu aspecto fisico e matematico. Textos iniciais de
Mecéanica Quantica [12,15] apresentam a solucédo dessa equacdo em coordenadas
esféricas para potenciais de forga central.

Na sequéncia, no Capitulo V, apresentamos a solucéo radial do problema
coulombiano quantico de forma analitica. O tratamento envolvendo a supersimetria
em Mecanica Quantica pode ser visto como generalizacdo do método de
fatorizagao [3,4]. Neste sentido, sdo introduzidos os operadores que fatorizam a
equacado de Schrddinger. Assim, ao invés de resolver uma equacao diferencial de
segunda ordem, resolvemos uma equacdo diferencial de primeira ordem,
conhecida como equacao de Riccati [16]. Por fim, na dltima parte, é apresentada a

conclusdo deste trabalho.
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CAPITULO I
POCO DUPLO QUADRADO UNIDIMENSIONAL SIMETRICO

Pocos de potenciais quadrados tém sido muito explorados, tanto do ponto
de vista de aplicacdo como na introducéo didatica & Mecéanica Quantica. Existem
poucos potenciais desse tipo que sao tratados analiticamente na literatura, embora
varias geometrias envolvendo esses pocos de potenciais possam ser construidas.

O poco duplo quadrado unidimensional simétrico (PDQUS) [13] possui cinco
diferentes regides representadas na figura 1. A regido lll desta figura € uma barreira
central de potencial V, que separa 0s po¢os mais profundos das regides Il e IV, em
gue o potencial é considerado nulo. Nas extremidades opostas deste poco, regides
| e V, o potencial é infinito. O objetivo deste capitulo € resolver o PDQUS obtendo
0s autovalores em especial quando 0 < E < V, do operador hamiltoniano e as

correspondentes funcdes de onda.

V(x)

Vo

v

. (b+a) _ (b—a) 0 (b—a) (b+a)
2 2 2 2

X

Figura 1 — Representacdo do Poco Duplo Quadrado Unidimensional Simétrico
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2.1 Solucgéo Analitica

O potencial V(x) a ser estudado é descrito por:

co < -2 regido (1)
0 S8 cx < -2 regido ()
V) =4 Vo &% oy < &9 regido (Il (1.1)
0 8y < &2 regido (IV)
o0 > @ regido (V)

Os algarismos romanos indicam as regides espaciais que o0 potencial &
constante, como representado na Figura 1.
A equacéao de Schrédinger unidimensional independente do tempo possui a

seguinte forma:

nz a2

———= P + V()Y(x) = EP(x) (1.2)

2m dx?
e pode ser aplicada nas regides da seguinte forma:

Regides ll e IV: — =Ly (x) = Eyp(x). (1.3)

hZ

Regido ll: — 2L p(x) + Vo) = Ep(x) (1.4)
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2.1.1 Energia total maior que a barreira de potencial

Considerando o sistema como sendo uma particula sujeita ao poco de
potencial e a energia total do sistema maior que a barreira de potencial (E > Vo),
pode-se determinar as autofuncdes de cada regido; ou seja:

Regido I: ¥;(x) = 0 (2.5)
Regio II: ¥y (x) = Asen(Kx) + Bcos(Kx) (2.6)
Regio Il Yy, (x) = Csen(Bx) + Dcos(Bx) 2.7)
Regi&o IV: ¥y, (x) = Fsen(Kx) + Geos(Kx) (2.8)
Regido V: 1, (x) = 0 (2.9)

Nesse caso, temos definidos:

2mE
K* = = (2.10)
2m(E-Vp)
e f%= % (2.11)

Nas equacoes (2.6), (2.7) e (2.8) A,B,C, D, F e G sao constantes.
Nas regibes I e V a funcdo de onda é nula devido ao potencial ser infinito.
Isso significa que nas fronteiras externas dos pocos, ¥ (x) satisfaz as seguintes

condi¢cBes de contorno:

-2 o[22 o e

Aplicando estas condi¢cdes na solucéo da regiao Il, a equacgéo (2.6), implica

em que:



(b+a)
2

—(b;r—a)] = Asen{K [—

v |3 + Beostx [- 223 = 0,

E na solucéo da regido 1V, da equacéao (2.8) obtém-se:

¥ [(b;r_a)] = Fsen{K [(bz;a)]} + Geos{K [@]} =0.
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(2.13)

(2.14)

Para que as equacdes (2.13) e (2.14) sejam iguais a zero nas fronteiras

externas do poco é necessario que uma das opcdes a seguir seja obedecida:

Opcaol:A=F =0,
Y(x) = Bcos{K [x + §+ W;—w]}, (regiao II)

(b+
2

Y(x) = Geos{K [x + g— a)]}. (regido IV)

Uma outra possibilidade para obter as equacfes (2.13) e (2.14) é:

Opcédo2: B =G =0,
Y(x) = Asen{K [x + (b;—a)]}, (regiao II)

Y(x) = Fsen{K [x — (b:a)]}. (regiao IV)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

As duas opcoOes descritas acima levam a solugcéo do problema. Trabalhando

com a opgao 2, o proximo passo € aplicar a continuidade nas fun¢des de onda e

suas derivadas nos pontos x = i(b%a). Entdo, parax = — (b%a) tem se:
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Asen(Ka) = —Csen[f (=*)] + Deos[B (=°)] (2.21)

e

AKcos(Ka) = Cfeos[f ()] + Dpsen[s (=2)] (2.22)
Por outro lado, para x = (%), tem-se:

—Fsen(Ka) = Csen[f (=)] + Dcos[ (=°)] (2.23)

e

FKcos(Ka) = Cfeos[f ()] — Dpsen[ (=2)]. (2.24)

As equacodes (2.21) e (2.23) correspondem a continuidade das fungcdes de
onda nos dois pontos considerados, enquanto (2.22) e (2.24) representam a
continuidade das derivadas destas fun¢des nos pontos em questéo. Isolando A na
equacao (2.21) e substituindo em (2.22), obtém-se:

% _ —Kcos[[}(¥)] cot(Ka)+ Bsen[ﬁ(b%:)]- (2.25)

—Ksen[f (?)] cot(Ka)— Bcos[B (b%)]

Isolando F na equacéo (2.23) e substituindo em (2.24), obtém-se:

¢ _ e reosp (oo (2.26)

D ﬁcos[ﬁ'(b%)]—l(sen[[)’(b;—a)]cot(Ka) )

Igualando as equacgoes (2.25) e (2.26), tem-se:

Bsen[f (bz;a)] = Kcos[f (bz;a)] cot(Ka). (2.27)
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gue nos da a equacao transcendental:

S tan [B(bz_a)] = Kcot(Ka). (2.28)

A equacgéo (2.26) pode ser reescrita como:

c_ +,b’sen[,8(b;—a)]—Kcos[ﬁ(b;—a)]cot(l{a) (2 29)
D +,b’cos[,b’(¥)]+Ksen[ﬁ(b;—a)]cot(l{a) ' '

Igualando as equacdes (2.25) e (2.29), obtém-se:

peos[f (=2)] = —Ksen[B (=°)]cot(Ka). (2.30)

resultando a equacéao transcendental:
—Kcot(Ka) = Beot[f (7)1 (2.31)

Com as equac0es transcendentais (2.28) e (2.31) é possivel determinar os
autovalores de energia acima da barreira central (E > Vo) através de uma anélise
gréfica, apresentada no Apéndice B.1, localizando o ponto de intersec¢do entre as

curvas dessas equagdes em funcao da energia.
2.1.2 Energia total menor que a barreira de potencial

Da mesma forma que foi realizado para energia maior que o valor da barreira
Vs, a solucéo do problema pode ser encontrada para energia total menor que a
barreira de potencial (E < V,). Quando a energia do sistema é menor que a
barreira de potencial V,,, a solu¢cdo do problema nas respectivas regides espaciais

é dada por:

Regido I: yY;(x) = 0. (2.32)
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Regido II: 1y (x) = Asen(Kx) + Bcos(Kx). (2.33)
Regi&o ll: Yy (x) = CeP* + De F*, (2.34)
Regi&o IV: {1, (x) = Fsen(Kx) + Gcos(Kx). (2.35)
Regigo V: ¥, (x) = 0. (2.36)

Nas expressdes acima, as equacgoes (2.32) a (2.36), adotou-se:

2mE

2 _
K—h2

(2.37)

2m(Vy—E)

pr = (2.38)

Nas equacdes (2.33), (2.34) e (2.35) A,B,C, D, F e G séo constantes.

O mesmo procedimento feito para a funcdo de onda nas fronteiras externas
do poco para a energia maior que a barreira de potencial, é realizado neste caso.
Como a fungéo de onda permanece a mesma nas regides Il e IV o resultado desta

analise é o mesmo ja discutido anteriormente. Considerando B = G = 0, tem-se:

Regio II: 1y (x) = Asen{K [x + “’;“)]}, (2.39)

Regi&o IV: Py (x) = Fsen{k [x — 22}, (2.40)

O proximo passo é aplicar a continuidade nas fun¢des de onda e suas

derivadas nos pontos x = i(b;—a). Entdo, para x = —@ tem-se:

B(b—a) B(b-a)
Asen(Ka) =Ce” 2z +De : (2.41)
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_Bb-a) Bb-a)
AKcos(Ka) =CBe” 2z —DBe z . (2.42)

Para x = (b;—a), tem-se:

B(b-a) _Bb-a)
—Fsen(Ka) =Ce 2z +De 2 (2.43)
e
Bb-a) _Bb-a)
FKcos(Ka) =CBe 2 —DBe 2 . (2.44)

As equacdes (2.41) e (2.43) correspondem a continuidade da funcéo de onda
nos pontos indicados acima. As equacles (2.42) e (2.44) correspondem a
continuidade da derivada da funcdo de onda nesses pontos.
Isolando A da equacéo (2.41) e substituindo em (2.42), obtém-se:

B(b-a)
4 [B+Kcot(Ka)le 2

_ . (2.45)
[B—Kcot(Ka)]e 2

O valor da constante F pode ser obtido seguindo o mesmo raciocinio.

Isolando F da equacéao (2.43) e substituindo na equacgéao (2.44), tem-se:

_B-a)
c [B—Kcot(Ka)]e 2

c_ - (2.46)

B
[B+Kcot(Ka)le 2

O mesmo procedimento pode ser realizado para a opgédo 1, obtendo os

seguintes resultados:

(B-ktan|K(a+ 2y b
- an a+ — e
£ 2 (2.47)

{,B+Ktan[l((a+ g)]}e 2
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_B®-a)
[4 _ [,B—KtanK(—a+ TZ—I)]e 2

(2.48)

B(b-a) *
[,8+KtanK(—a+ TZ—I)]e 2

Sabendo que cot(Ka) = —tan[K (a + g)] = tan[K (—a + g)] conclui-se que

a equacédo (2.45) é igual a (2.47) e a equacado (2.46) € equivalente a (2.48).
Portanto, as opc¢des 1 e 2 levam ao mesmo resultado. Igualando as equaces (2.45)
e (2.46), obtemos:

{[/3+Kcot(1<a)]} _ Je—280-a) (2.49)
[B—Kcot(Ka)] ' .

ou seja,

[B+Kcot(Ka)] _ —B(b-a)

[ﬂ_KCOt(Ka)] — ie . (250)

Com um desenvolvimento algébrico, que é apresentado no Apéndice B.2, a
relacdo acima pode ser reescrita em termos de funcées hiperbdlicas, cujo resultado
€ consistente ao obtido na referéncia [13]. Assim, a equacédo (2.50) passa a ser

escrita por duas expressoes:

Kcot(Ka) = —,Btanh@, (2.51a)
e
Kcot(Ka) = —ﬁcoth@. (2.51b)

Com essas equacdes transcendentais, equacao (2.51a) e (2.51b), € possivel
obter os autovalores de energia dentro do poco, através da interse¢édo das curvas

dessas equacdes em funcao da energia, como apresentado no Apéndice B.3.
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2.1.3 Uma particula em um poco duplo quadrado unidimensional simétrico

Consideramos o seguinte modelo simples de uma molécula diatbmica
(unidimensional), consistindo de dois pogos potenciais (ver figura 2.1); aqui, o
potencial € dado por (a < b) [13]. O mesmo procedimento feito para energia menor
gue o valor da barreira V,, e para as funcdes de onda do poco duplo, seccéo 2.2.2,
é realizado neste caso.

As funcgbes de onda devem ser continuas; em particular, nés devemos ter

Yy [— ® ;‘ra)] = Y [(b ;_ra)] = 0, etc. Além disso, a sua derivada deve ser continua

b— . P . . ~
parax = + (z—a) Assim sendo, nés temos que unir as diferentes solugdes de forma

adequada, o que s0 seré possivel para certas energias E(~ K, B).

A condig&o de contorno nos pontos x = i(b;’—a) acarreta de imediato,
Yu(x) = AsenK [x + (b:a)] (2.52)
e
Yy (x) = FsenkK [x — (b;a)]. (2.53)
Neste momento, ainda temos quatro condi¢des de contorno [13]:
_B®-a Bb-a)
Ce” 2z +De 2z = Asen(Ka), (2.54)
_B-a) Bb-a)
CBe” 2 —DBe 2z = AKcos(Ka), (2.55)
Bb-a) _Bb-a)
Ce 2z +De =2 = —Fsen(Ka), (2.56)
Bb-a) _Bb-a)
CBe 2 —DBe 2z =FKcos(Ka), (2.57)

ou
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2(C + D)cosh—— Mb @) = (A — F)sen(Ka), (2.58)

2(C - D)Bcoshﬁ(b @) = (A + F)Kcos(Ka), (2.59)

(b—a)

—2(C - D)senhﬁ = (A + F)sen(Ka), (2.60)

—2(C + D)Bsenh—— ﬁ(b @) = (A — F)Kcos(Ka). (2.61)

As equacdes acima, sao quatro (relativamente separadas) para as variaveis

C+D,C—-DA+FeA—F que ndo podem sumir simultaneamente e @ é

sempre diferente de zero; consequentemente podemos dividir pelas fungdes

hiperbolicas,
sen(Ka) Kcos(Ka)
= — — = —-——=(A-F 2.62
¢+D Zcosh—ﬁ(bz_a) (A F) 2Bse hﬁ(b ) ( ) ( )
— sen(Ka) Kcos(Ka)

— D= —7F"—(A+F)= —— (A+F). 2.63
¢=D Zsenh@( + ) Zﬁcosh@( + ) ( )
Assim sendo,

AiA—F=C+D=0
ou
1 (b ) (Ka)
Ay: ~tan(Ka) = — B coth22Y ¢ ¢+ p = %(A F) (2.64)
e

As:A+F=C-D=0
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ou

—sen(Ka)

Zsenh@

e C—D = (A—F) (2.65)

Ay: %tan(l{a) = — %tanh@

As proposicoes A; a A, ndo podem ser ao mesmo tempo verdadeiras ou
falsas, além disso, ndo existe a possibilidade de uma terceira situacdo diferente de
verdadeiro ou falso. Portanto, abreviamos as proposi¢cdes acima usando conectivos
(A significa "e" e Vv significa "ou") l0gicos:

(A; VA A(A5 Vv A,) = verdadeiras;

Expandindo resulta:

Primeiramente, foi mostrado que as proposicoes (4; A A;) e (A, A A,) ndo

podem ser verdadeiras:
(A; A A3) = verdadeira, se e somente se,A=C =D =F = 0. (2.66)
Como as variaveis nao podem desaparecer, temos:

(A1 ANA3) = falsa

(A, ANA,) = verdadeira = tanh@ = coth @. (2.67)

A Ultima equacédo € verdadeira somente se = 0; este caso também foi
excluido anteriormente. Logo, (4, A A,) é falsa também. Entdo, nossa equagéo

l6gica é limitada a:
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(A; ANAL) V (A, A A3) sdo verdadeiras.

Inserindo as definigdes, obtemos o seguinte sistema de equagdes [13]:

Al_Flz Cl+ D1:0,

L - _ L Bi(b=a)
3 tan(K; a) = 5 tanh S (2.68)
C, = —sen(Kqa) A
1 Zsenh—Bl(g_a) L }
ou
A2 + Fz = Cz - DZ = 0 \
i _ .Bz(b (1)
JK tan(Koa) = — -coth =22, | (2.69)
| _ —sen(Kya) |
| ©7 amitafz
2

As duas equacdes centrais (2.68) e (2.69) fornecem os autovalores

El(i) e Ez(i), respectivamente, como as solu¢des de uma equacao dificil,

2mE; 2m(Vo— E;)
K; = /%eﬂi= - B0y (2.70)

Descartando o indice superior, que contém as diferentes solu¢des, obtemos

as seguintes funcdes de onda nas regides Il, Il e IV [13]:

Iy (x) = Agsenk, [x + &2

1,[)2(.’)(:) = AzsenKz [X + (b;‘a) )

lI: ¢4 (x) = 2C;senh(B1x),
P2 (x) = 2C; cosh(f;x),

(b+a)

IV:y,(x) = A;senK, [x —

(2.71)

P,(x) = — A,senkK, [x — @]
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As funcgdes de onda nédo serdo normalizadas, uma vez que, pertencentes a
diferentes autovalores, sao certamente ortogonais. Observamos que ¥, (x) e Y, (x)
séo autofunc¢des do operador de paridade: ¥, (x) possui paridade negativa e ¥, (x)
possui paridade positiva. No caso de amplas distancias (b — ), ou seja, dois

atomos distintos, as duas equacdes que determinam a energia tornam-se iguais,

tan(Ka) = — % ou tan% V2mE = — VEE. (2.72)
f =

Se examinarmos o caso extremo V,, — oo, obtemos dois atomos separados

por uma barreira de potencial muito alta e, consequentemente, também
independentes. Dai, temos tan (%) v2mE = 0 [13].

O préximo passo € derivarmos uma relacdo aproximada para as diferencas
de energia E;,— E= A, e E;,—E=A,. E é a energia para dois atomos
completamente separados (b — oo,V, < ); E; (i =1,2) € a energia para dois
atomos a uma distancia finita e extensa b. Para obter os menores autovalores no

limite de elevada barreira, assumimos que (b —a) > 1.

Para simplificar, adotamos a = @; portanto, S;a > 1. K e f possuem 0

mesmo significado acima (b — o). Com o auxilio da formula de Taylor, segue-se
que [13]:

A
Ki=K(1+ E)’

Bi=B(1- =), 2.73)

2(Vo—E)

Se desconsiderarmos expressdes contendo A% A;.e 2P e — e~4P9,
utilizando tan(Ka) = —% e as seguintes aproximagbes y >» l:tanhy =1 —

2e7% ecothy =1+ 2e~%Y, obtemos:
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A; 1 A;
tan(K;a) = tan (Ka + Kaﬁ) = tan(Ka) + mk’ai =
2mE
_ K+ 1+K2KA— K+ 14 A% Kal;
- gz) " B 2m(Vy — E) | 2E
fl2
B K+ [1+ E  1Kah;
B (Vo—E)l 2E
_ _ K KaVy .
a B + 2E(Vo —E)A (274)
1 Ay
tanhfia = tanh[fa — fa e E)] = tanhfa — coshifa Pa e
_ senhBa-coshBa _ . ., _2pBq
=1+ —coshpa = 1-2e , (2.75)
cothf,a = cothBa = 1 + 2e =28« (2.76)
Consequentemente,
1 i K KaVO _ _l 1 aVO =
Z_tanKia - (1 N E) [_ E 2E(Vo—E) ] B [2BE+ 2E(V0—E)] A;
_ l_|_ Vo(1+aB)-E
B 2BE(Vo-E)
_ 1 - 1 —2e~2Ba)y = _ 1 2,-2Ba _ _ B1
o tanhpBia B[l + o E)] (1 —2e7%k%) 5+ g€ T
_ 1 = _1_2,-2a_ %2
5 cothf,a 5 5¢ e B (2.77)
Entdo, a equacao de autovalor para E; €,
_ l V0(1+aﬁ)—E - _ l 3 —ZBa _ Al
5t 2pra-n M7 T ET e 2Wo-EY (2.78)
com a resolucao,
A= 4 EVo=E)  -pb-a) (2.79)

Vo(1+ap)

e a equacao de autovalor para E, é,
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_Zﬁa _ Az —
2B(Vo—E)

1, [Vo(1+aﬁ)—5] = —

1_z
B 2BE(Vo—E) BB

AVo(1 +aP) — AE = —4E(Vy — E)e 2% — ALE, obtendo:

_ 4E(Vy—E)e Bb-a)
A, = erap) (2.80)

Assim sendo, A, = — A,. A energia E; excede a energia de um Unico atomo;

a energia E,, no entanto, € menor.

Adotando,
/ — 2.2
B = M,E = M por simplicidadea = h=2m=1; por meio da
h 2ma?

equacao (2.79) obtemos:

El - E = Al
__ 4E(Vp—E) -B(b—a)
E, = Ve(1+aB) e +E
_ 2 482 —Bb-1)
E,=m*[1+ g ¢ ] (2.81)

Da mesma forma através da equacao (2.80), chegamos a:

_2pq _ 4B _B(m-1)
By = ml- e ] (2.82)
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CAPITULO 1l
METODO VARIACIONAL

O método variacional e outros métodos aproximativos, como a perturbacao,
possibilitam obter uma solugcéo aproximada da equacéo de Schrodinger de alguns
hamiltonianos [12].

Mesmo que esse método ndo seja capaz de fornecer todas as autofuncdes
e energias dos autoestados do sistema, as informacdes obtidas podem ser
suficientes para o problema tratado. Muitas vezes, a informag&o que necessitamos
se resume a energia do estado fundamental, o que o método variacional é capaz
de fornecer com certa seguranca desde que facamos uso de funcles teste

adequadas, como sera discutido a seguir.
3.1 O método variacional

Com a finalidade de desenvolver o método variacional vamos considerar
uma fungdo de onda ¥ normalizada, ou seja, [|¥|? dx = 1. J& que as autofungdes
(desconhecidas) de H formam um conjunto completo, podemos expandir essa

funcdo em uma série de autofuncdes de energia, ou seja:

Y= 2nAntn. (3.2)

Recordando que ¥, € uma autofuncao, ela deve satisfazer a equacgéo de

Schrédinger:

Hy, = Epy (3.2)

Nestas condic¢des, o valor esperado da Hamiltoniana H para a funcéo i é

dado por:

<H >= fl/J * Hypdx = ZanA; (f l/JnHlpmdx)Am =
=Yn2mAn AmEn fwnlpm- (3.3)
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A exigéncia de ortonormalidade indica que paran # mtemos [ Y, = 0e

paran = m tem-se [ Y, = 1, entdo, a equacio (3.3) é reduzida a:
<H>=Y,E, |A,|% (3.4)

Em seguida substituimos cada autovalor E,, em (3.4) pelo autovalor de mais

baixa energia, E,, obtendo assim a seguinte desigualdade:
<H >2= Y, E, IAnl2 = E, anAnlz- (3.5)

Uma vez que Y,|4,]? = 1, pois a funcdo de onda é normalizada, chega-se

a seguinte expressao:
Ey, <<H >= [ *Hdx. (3.6)
No caso em que ¥ ndo € normalizada [12], pode-se reescrever (3.6) como:

[ YxHpdx

Este método é utilizado para calcular um limite superior para o autovalor de
energia do estado fundamental. Nesse caso, a funcédo y é construida como sendo
dependente de um certo nimero de parametros, a minimizacao da integral em (3.7)
em relacéo a esses parametros fornece uma estimativa para E. Assim, quanto mais
proxima a funcéo estiver do que seria a fungcéo de onda real melhor sera o resultado
obtido.

O método variacional geralmente é aplicado ao estado fundamental, ainda

gue nao haja restricdo formal ao seu uso para estados excitados [12].
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3.2 Diferenca de energia AE dada por uma combinacdo simétrica e

antissimétrica da funcao de onda dos pogos simples (variacional)

A energia potencial VV(x) consiste de dois pogos de potencial simétricos,
separados por uma barreira. Na figura abaixo 0s pocos séo as regides ll e IV, e a
barreira tem altura V,,. Se a barreira fosse impenetravel, haveria niveis de energia
relativos ao movimento da particula em um ou outro dos dois po¢os, ou seja, duas
familias de niveis iguais, uma em cada poco. O fato de que o tunelamento através
da barreira em mecéanica quantica faz com que cada um dos niveis relativos ao
movimento em um dos poc¢os se separe em dois niveis préximos, correspondendo

agora a estados da particula em que ela esta nos dois pocos.

\ V(x)

Vo

v

(b+a) (b—a) (b—a) (b+a)
2 2 0 2 T2
Figura 2 — Representagdo do Poco Duplo Quadrado Unidimensional Simétrico

X

Uma solugdo aproximada da equacdo de Schrodinger para V(x) ,
desconsiderando a possibilidade de passagem pela barreira, pode ser
desenvolvida com a funcéo de onda do estado fundamental dada por y¥,(x) e por
uma combinacdo simétrica e antissimétrica da funcdo de onda ,(x) dos pocos

simples [11,14]. Tomando esta funcdo de onda do estado fundamental dada por
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Yo(x), que descreve o0 movimento com uma certa energia E, em um dos pogos (por
exemplo, pogo IV).
Sendo Y, (x) normalizada, temos satisfeita a equacéo de Schrodinger:

dzlpo 2m

+ = [Eo = V(O)]ho(x) = 0 (3.8)

dx? h2

O produto ¥, (x).,(—x), parax > 0, é desprezivel e o potencial como um

todo é simétrico, entdo:
2
L+ ZE-V@p) =0 (3.9)

Permanece vdlida quando se troca x por — x. Portanto, se y(x) € uma
funcdo de onda, ¥ (—x) também €&, para 0 mesmo valor de E.

As autofuncdes do sistema séo fun¢des pares ou impares de x. Isto € uma
consequéncia de que V(x) = V(—x). As duas fun¢Bes de onda mais baixas do poco
duplo, sdo obtidas construindo, a partir de y,, as fungdes y,, simétrica, e Y.,

antissimétrica:

Y1 (0) = % [o(x) + Po(=x)] (3.10)
e
Y2(0) = % [o(x) = Yo ()] (3.11)

Como os niveis dos pocos simples ndo sdo degenerados, devemos ter

energias diferentes para ¥, (x) e ¥, (x). Portanto,

d?*y(x) + 2m

2 = [E1 = V()1 (x) =0 (3.12)

€ a equacao de Schrddinger para ¥, (x), e



34

LU0 1 2 g, — V)T () = 0 (3.13)

dx?

é a equacao de Schrodinger para ¥, (x).

Multiplicando (3.8) por ¥, (x) e (3.12) por ¥, (x) e subtraindo, obtemos:

P OP"o () — Yo (Y"1 () + =3 (Bo — Eho ()1 (x) = 0 (3.14)
ou
=[G’ (0) — Yo', ()] = =3 (By — Eo)o(x)ihs (x) (3.15)

Integrando de 0 a co:
2 L [y ) — oG, (0)]dx =
wE = E) ) ol (x)dx (3.16)

[P, (1) = oY, (D7 =

=2 (B - B Sy oGO0 + ho(-)]dx = (3.17)
~ 55 (B = Eo) 75 [ 96 (dx (3.18)

em que desprezamos P, (x)Y,(—x) por ser muito pequeno. Recordando que as

funcdes que aparecem no primeiro membro se anulam no infinito, temos:

V2
— (E1 — Eo) (3.19)

Yo(0)Y’,(0) — ¥, (0)y",(0) =

Utilizando a equacéo (3.10), obtemos:
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¥1(0) = = [o(0) + Yo(0)] = V23, (0) (3.20)
enquanto,
Y'1(0)=0 (3.22)

Substituindo (3.20) e (3.21) em (3.19), teremos:

Er— Eo= —“o(0)y',(0) (3.22)

Repetindo os calculos com ¥, (x) e Y, (x), obtemos ao longo dos mesmos

passos,

h2 ,
E,— Ey= 51/)0(0)1/) 0(0) (3.23)
A subtracéo de (3.23) e (3.22) nos leva a:
h2 ,

AE = E, — Ey = ==, (0)1',(0) (3.24)

Por simplicidade, usaremos a = A = 2m = 1 para calcular AE, uma vez que a
funcdo de onda do estado fundamental do Unico poco € bem conhecida [17] e é
dada pela fungéo:

Y = Cel-Alx+(0-)/2] (3.25)

em que C é uma constante de normalizacéo e f € o mesmo definido anteriormente.

Na origem esta funcdo obtém o valor

_ [_B(b—a)]
l/)(o) Ce 2

(3.26)

e a primeira derivada é
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_B(b—a)]

Wiy = —CPel™ 2 (3.27)
Substituindo as equacdes (3.26) e (3.27) na equacao (3.24), resulta:
AE = —4C%*Be B0-D (3.28)

A quantidade AE, é geralmente pequena e dificil de calcular numericamente,
especialmente quando a barreira interna € grande, isto €, existe uma grande
extensdo da regido classica entre os dois minimos. No presente trabalho, admite-
se que o estado de energia fundamental (E,) para um Unico pogo € menor que a
energia maxima da barreira (V,), Ey < V.

E importante salientar que, em casos gerais, ha muitas maneiras de dividir
um poco duplo na soma dos pocos individuais.

Assim, para calcular AE usando a expressao (3.24) € necessério ter a funcéo
de onda ¥, (x) no estado fundamental e sua derivada y;(x) ambas calculadas na
origem (x = 0).

Se 0 Unico poc¢o que combina para formar o poco duplo simétrico nao tiver
uma solucdo exata para seu estado fundamental, uma maneira possivel é usar a

aproximacdo WKB, que sera abordado na proxima secao.
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CAPITULO IV
APROXIMACAO WKB

Nesta parte, apresentamos o método de aproximacdo WKB (Wentzel,
Kramers, Brillouin) e esta conectado com as regras de quantificacdo da antiga teoria
quantica [11]. Desta forma esse tratamento também é chamado de método de
aproximacao semi-classico.

Usualmente, como se sabe, o método WKB é adequado para 0s casos em
que o comprimento de onda da particula é pequeno comparado com a distancia
sobre a qual o potencial varia apreciavelmente. A aproximac¢ao WKB € uma técnica
utilizada para encontrar solucdes aproximadas da equacdo de Schrddinger,
independente do tempo em uma dimenséo [18]. Podemos aplicar a mesma ideia
basica da aproximacado WKB para encontrar solu¢des de outros tipos de equacdes
diferenciais e para resolver a parte radial da equacdo de Schrddinger em trés
dimensoes.

A aproximacao é util para célculo de energias de estados ligados e taxas de

tunelamento por barreiras de potenciais.
4.1 Aproximacao WKB aplicada a Equacéo de Schrédinger

A fim de obtermos uma solugcéo aproximada para a equacao de Schrodinger
através do método WKB, vamos partir da equacédo de Schrodinger Independente

do tempo,

h? d*yP(x)
2m  dx?

+ V()Y (x) = EY(x), (4.1)

Reescrevendo a equacéao (4.1) da seguinte forma,

d? [p(x)]?
D = - P y() (4.2)

com p(x) = \/Zm[E —V(x)] que é a formula classica para 0 momento de uma

particula com energia total E e energia potencial V(x). Por agora, nos
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restringiremos a energias E > V(x), de forma que p(x) €é real [18]. Nesse sistema
em geral as funcdes de onda séo fungbes complexas, assim podemos escrevé-la
em coordenadas polares, contendo uma amplitude A(x) e uma fase ¢(x), ambos

ndmeros reais:
P(x) = A(x)eld®, (4.3)
Substituindo essa funcéo na equacao de Schrédinger obtemos um sistema

de equagbes acoplados em termos de A(x) e ¢(x). Utilizando uma apdéstrofe para

indicar a derivada em relacdo a x encontramos:

% = Al(x)eid)(x) + A(x)i(l)'(x)eid)(x) = [A'(x) + iA(x)(,‘b’(x)]ei"’(x), (4.)
e
LU _ (") + 204 (D)’ () + A () — AP ()]}, 45

Substituindo a equacao (4.5) na equacéo (4.2), resulta:
A0 + 204 ()¢ () + 140" () — AP (0] = — 24, (4.6)

gue equivale a duas equacles, uma para a parte real e outra para a parte

imaginaria:
A"(x) = ACO{P' @ — B, 0u 4'(x) = A@)[¢' () - 2], (4.7)
e

24' ()" (x) + A() ¢ (x) = 0,0u [A?(x)¢' ()] = 0 (4.8)
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Vix) k

Turning points

I
|
I |
]

s Y

Classical region

Figura 3 - Classicamente, a particula esta limitada a regiao em que E = V(x).

As equacgles (4.7) e (4.8) sdo completamente equivalentes a equacéo de

Schrédinger. A equacéao (4.8) € de facil solucéo,

c

2 ' — 2 —
A*(x)¢p'(x) = C*,0uA ek

(4.9)

sendo C uma constante real. Ndo podemos dizer, a mesma coisa a respeito da
resolucao da equacéo (4.7). Para resolvé-la vamos fazer a aproximacdo do método
WKB, assumindo que A varia lentamente, assim o termo A"(x) — 0. Fazendo essa

aproximacao podemos reescrever a equacao (4.7) da seguinte maneira:
2
[¢'(0)]? = p(%) : (4.10)

Resolvendo esta Ultima expressdo obtemos duas soluc¢des linearmente

independentes, ¢’ = + %. Assim obtemos, a expressao para o0 ¢(x):

$(x) = £+ [p(x)dx. (4.11)

Escrevemos essa integral indefinida porque o termo constante pode ser
absorvido pela constante C, que pode se tornar complexa. Finalmente obtemos a

expresséo para a funcao de onda na aproximacao WKB:
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_ _¢ + [p(x)dx
Y(x) = okl (4.12)

Também construimos a expressao para quando a energia E da particula

menor que o potencial V(x) (regido classicamente proibida), s6 que agora p(x) €

imaginario:
_ _C 4 [p@lax
P(x) okl (4.13)

Usando a aproximagdo WKB para calcular ,(x) e ¥(x) na regido classica

proibida (x = 0 pertence a esta regido), y¥,(x) é dado por [12],

_ _ N (-7 [Ip@ldx)
Yo(x) 2\/me n (4.14)

em que a constante de normalizacdo é dada por N = /2“’7"1 e p(x) =

J2m[V(x) — E,] [11].

Usando a equacdo (4.14) e sua primeira derivada, obtém-se depois de

alguma algebra,
1 X
Po(OP5(0) = J22 e TPl (4.15)

em que x, € —x, Sao 0s pontos de mudanca classicos na barreira interna. A

substituicdo da eq. (4.15) na equacéo (3.24) leva a:

_1 %o Z
AE = By — B = 22 ¢Ch lxp2mlved=fol d) (4.16)

T

Aplicando (4.16) ao poco duplo, implica que:

( )
= 2 Zm[Vo—Eo]dx>
hw hl_(b=a)
AE = —e 2

T

4.17)
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e considerando

[2m(Vvy— Eg)] h2m2

p= f’Eo = S epor simplicidade a = h =2m =1,
temos:
AE = E, — E;, = = ¢ -1 (4.18)

Vi

Assim, trabalhando nesta aproximacdo, basta especificar a forma do
potencial V (x) para ter a diferenca de energia E entre os dois niveis mais baixos

do poco duplo simétrico.
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CAPITULO V
SOLUCAO DO ATOMO DE HIDROGENIO USANDO SUPERSIMETRIA: PARTE
RADIAL

Na obtencédo da solugdo radial, sédo explorados os limites assintéticos e com a
variavel tendendo a zero, o restante da solucao é determinada por uma expansao
em série de poténcias.

A presente se¢do tem como objetivo trabalhar com um método de obtencéo
da solucdo da equacdo de Schrodinger por uma metodologia distinta daquela
explorada tradicionalmente em livros e textos didaticos. A abordagem seguida aqui
envolve a fatorizacdo das equacdes diferenciais e construcdo das autofuncdes
através da generalizacdo dos operadores escada.

A versao moderna da metodologia empregada se enquadra no contexto da
Mecéanica Quantica Supersimétrica (MQS) [3-19]. A abordagem tratada nesse texto
se restringe a potenciais com solucdes exatas/analiticas, embora extensdes para
outros sistemas através de métodos aproximativos podem ser utilizadas. Exemplos
dessas abordagens s@o a aproximacao WKB [20,21] e método variacional [3,22-
23].

O sistema fisico estudado nesse texto € o &tomo de hidrogénio, ou seja, uma
particula sujeita a um potencial de forga central proporcional a —1/r. Como usual,
esse problema é tratado em coordenadas esféricas. Com a abordagem usando a
superalgebra, normalmente, apenas a parte radial dessa equacao é analisada.

Isso & compreensivel, uma vez que 0s autovalores de energia emergem da
equacao radial. Assim, varios trabalhos que se propdéem a tratar o atomo de
hidrogénio usando o formalismo de fatorizacdo tém se restringido a trabalhar
apenas com a parte dependente da variavel r [3,15,24].

Também ha trabalhos que calculam a funcdo de onda azimutal
(correspondente a variavel angular 08) [25,26]. Neste trabalho, como estamos
interessados na obtenc&o dos niveis de energia, apenas a parte radial da equacao
de Schrodinger € analisada.

A metodologia seguida aqui implica que o Hamiltoniano usado para
descrever o sistema seja fatorizado por um par de operadores supersimétricos. A

inversdo da ordem desses operadores permite identificar o Hamiltoniano
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companheiro supersimétrico do original. A exploracdo dessa propriedade leva a
construcdo de uma cadeia de Hamiltonianos relacionados entre si através dos
operadores supersimétricos que € conhecida como hierarquia de Hamiltonianos [3-
19].

O caminho seguido aqui é apropriado para potenciais quanticos que sao
invariantes na sua forma funcional por transformacdes de supersimetria (shape
invariance) [3,27-28]. Para esses potenciais, € possivel obter a solucdo do
problema através da construcéo de operadores de criacao e destruicdo que atuam
simultaneamente na coordenada espacial e no parametro relacionado a shape
invariance. Uma vantagem da construcdo desses operadores escada é que eles
permitem determinar estados coerentes para o0s sistemas analisados [3,29-30].

No Apéndice A, o formalismo é usado na resolucdo da equacdo de
Schrodinger Independente do tempo para uma particula numa caixa

unidimensional.
5.1 Metodologia

Uma revisdo recente do formalismo matematico utilizado neste trabalho
pode ser encontrada no artigo de Batael et al [30]. Entretanto, apresentamos 0s
pontos principais da metodologia para tornar o texto mais compreensivel e didatico.

O passo inicial para aplicacdo do formalismo utilizado é identificar o
Hamiltoniano que emerge da equacao de Schrodinger para um potencial V(x),
usado para descrever o sistema sob estudo. De forma geral, esse Hamiltoniano

pode ser escrito como:
d2
H= - —+V({x) (5.1)

Nota-se que ndo ha restricdo sobre a natureza da coordenada x, ela pode
ser cartesiana ou ndo. Foi adotado, por simplicidade, A = 2u = 1, sendo u a massa
reduzida do sistema. Essa simplificagdo nao altera a apresentagéo dos conceitos,
mas ajuda a néo sobrecarregar a notacao.

Os operadores bosonicos, A* e A~, sdo definidos pelas expressoes:
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+ _ _a )
A= =L 4w (xa), (5.2)

A™ = :—x + W (x; a), (5.3)

em que W (x; a) é chamado de superpotencial. E importante notar que os operadores
A%, em geral, ndo comutam entre si, 0 que faz com que a ordem em que esses
operadores sdo aplicados seja importante. O superpotencial, no caso geral, é
dependente da variavel espacial e de um ou mais parametros {a} presentes no
potencial.

Os operadores bosonicos, equacdes (5.2) e (5.3), sdo utilizados para

fatorizar o Hamiltoniano H, dado pela equacéo (5.1), da seguinte forma:
H= A*A"+ E, (5.4)

em que E, é o autovalor do nivel mais baixo de energia do Hamiltoniano H.
Usando os operadores bosodnicos na ordem estipulada para fatorizar H,

reescrevemos a equacéo (5.4) como:
H= -~ 4+ w2a)— LW (a)+ E (5.5)
dx? ’ dx ’ 0 )

Observa-se que no superpotencial W (x; a), é indicado de forma explicita a
dependéncia na variavel x, e de um conjunto de parametros {a}. Nao ha restricdo
ao numero de parametros a serem introduzidos. Entretanto, para melhor
compreensao do processo vamos restringir o formalismo ao uso de apenas um
parametro.

Além disso, um parametro é suficiente para trabalhar o problema sob analise.
Usando a equacéao (5.5) e a definicdo de H, equacao (5.1), obtemos a seguinte

equacao diferencial:

V() - Eo= W2 (xa) - = W (xa), (5.6)
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gue € um caso particular da equacéo de Ricatti [16]. A resolucdo da equacao (5.6)
permite identificar o superpotencial W (x; a) e o autovalor E, do menor nivel de
energia do Hamiltoniano H, o estado fundamental.

Uma vez obtido o superpotencial, podemos definir dois operadores
Hamiltonianos, H* e H~, que sdo chamados de Hamiltonianos companheiros

supersimétricos:

- 2 (e 4 RN + (e

HY= ATA4A = = T W= (x;a) de(x,a)— dx2+V (x; ), (5.7)

H=A 4= -2 i wa)+ 2 Wka) = -2+ V- (xa) (5.8)
dx? ! dx ! dx? P )

A construcao indicada para os dois Hamiltonianos acima pode ser estendida
para encontrar toda uma familia de Hamiltonianos (hierarquia), relacionados entre
si pela supersimetria [3,4,31].

Para a construcdo dos operadores escada, € necessario identificar a
condicdo de shape invariance [3-19] do potencial estudado usando a definicdo dos
Hamiltonianos companheiros supersimétricos, equacdes (5.7) e (5.8).

O sistema é dito shape invariant se a diferenca entre Hamiltonianos H*e H™

for independente da coordenada espacial e obedecer a seguinte relacéo:

R(a))= H — H* =V~ (x; ap) — V* (x; ay). (5.9)

Os principais potenciais de interesse fisico e que sdo shape invariant
possuem parametros relacionados entre si por uma translacdo [32,33]. Assim, 0s
parametros a podem ser relacionados pela adicdo de uma constante de translacao
n, OU seja, a; = ay + n. Por construcdo, a algebra utilizada permite estender a
relacdo entre os parametros para outros membros da hierarquia de Hamiltonianos,
i.e.,a, = a; + n,a3 = a, + n, etc.

Dessa construcéao, podemos obter a relacéo entre um dado parametro a; e
0 parametro inicial observando todas as k vezes em que o parametro foi
transladado. Seguindo esse raciocinio, obtemos de forma direta a relacdo entre os

parametros:
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a, = ag + kn. (5.10)

Além disso, para potenciais shape invariant, cujos parametros sao
relacionados através de uma translacdo, podemos definir operadores-escada
generalizados através de uma translacédo nos parametros e do uso dos operadores

bosobnicos, dados pelas equacgdes (5.2) e (5.3), da seguinte forma:
a
B* (ay) = A* (ag) T* (ag) = A* (ag)e"%, (5.11)

B~ (ag) = T~ (ag) A~ (ap) = e "% A~ (ay). (5.12)

Esses operadores, equacoes (5.11) e (5.12), obedecem a estrutura algébrica
necessaria para identifica-los como operadores-escada [32-34], podendo ser
associados com uma generalizagdo dos operadores de criagcdo e destruicdo
utilizados em solucdes algébricas do oscilador harmonico [6].

Seguindo o tratamento usual, o operador de destruicdo aplicado ao estado
fundamental permite a obtencdo da funcédo de onda deste estado fundamental y,,.

Nesse caso, temos:

B~ (ao) Yo (x; ag) = T~ (ag) A™ (ap) Yo (x; ap) = 0. (5.13)

Uma vez que o operador de translacdo atua apenas no espaco de
parametros da funcéo de onda, para a igualdade da equacéo (5.13) ser verdadeira
é suficiente que A~ (ay) Yo (x; ay) = 0.

Assim, somos conduzidos ao resultado [4,32]:
Yo (x; ap) = Nexp [ — ff W (x; ao)dx] (5.14)

sendo que, N é a constante de normalizacao.
O uso dos operadores-escada generalizados, equagbes (5.11) e (5.12),

permite obter as autofuncdes e 0s autovalores de energia para os Hamiltonianos
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gue possuem a propriedade de shape invariance. Isso € feito, em linhas gerais,

usando as relacdes [3-19,30]:

Yn (x5 ag) = [B*(ap)]™ ¥y (x; ay), (5.15)

En = Eo+ XisqiR (@), (5.16)

em que E, é a constante subtraida do Hamiltoniano original ao fatorizarmos em
termos dos operadores bosonicos, equacao (5.4); e correspondem ao autovalor de
energia do estado fundamental do sistema quéantico estudado. O termo R (a;) € 0
residuo que surge devido a propriedade de shape invariance, equacéo (5.9), com
a translacdo no parametro dada pela equacéao (5.10). A autofuncdo do estado
fundamental € determinada pela equacdo (5.14). Assim, identificando o
superpotencial W (x; a;) € 0 residuo R (a;) € possivel resolver o problema
guantico sob analise. O formalismo apresentado ndo se restringe a sistemas
unidimensionais, como a particula em uma caixa [3], mas também a problemas

tridimensionais como desenvolvido na sequéncia.

5.2 Separacdo de variaveis

A Equacdo de Schrddinger Independente do tempo é uma equacéo

diferencial de segunda ordem que pode ser escrita como [12-15]:

~V2Y(x,y,2)+V (x,y, 2 (x,y,.2)=Ep(x.y 2). (5.17)

Lembrando que adotamos hA=2u=1. E é o autovalor da equacdo e
corresponde a energia do sistema no estado descrito pela autofungéo .

Para sistemas que possuem simetria esférica, em que o potencial é funcéo
apenas da distancia da origem do sistema de coordenadas até um certo ponto em
r (potenciais de forca central), como é o caso do atomo de hidrogénio, convém
transformar as coordenas espaciais do sistema cartesiano para o sistema esférico.

Com essa mudanca, o laplaciano V? toma a forma [35]:
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V2= L 2 (r2 i) +—2 (sen@ aa_e) PR N (5.18)

r2 or or r2senf 96 r2sen26 d¢?’

Substituindo a equacéo (5.18) na equacao (5.17), obtemos a equacéo de

Schrédinger Independente do tempo em coordenadas esféricas:

1 0 ( 2 d ) + 1 d ( p d ) N 1 02 ( . ) .
Zaor \" or 72send 90 \>°"" 50 r2sen?0 \dp? v 0,0
V(T)lp(r, 9! (p) = Elp(r; 9, (p) (519)

O potencial usado para descrever o atomo de hidrogénio € o potencial

. . 1
coulombiano que vamos adotar aqui como sendo V(r) = - Novamente, as
constantes sdo adotadas como sendo iguais a 1, para ndo carregar a notacao,

2
embora a forma completa V(r) = — ﬁ possa ser usada.
0

A equacdo (5.19) permite separacao de variaveis, como é encontrado em
diversos livros introdutérios de Mecanica Quantica (vide, por exemplo, [12] e [18]).
O processo de separacdo de variaveis se inicia com a definicdo da funcéo
Y(r,0,9) como sendo o produto de fungdes em cada uma das variaveis, R(r), ©(6)

e O(p), ou seja,
Y(r.6,9) = NR(r)O(6)P(9), (5.20)

sendo que N é a constante de normalizacéo. O resultado da separacao de variaveis

leva a trés equacdes diferencias:

5= (TZ = R(T)> +{E-vm- 2 R =0, (5.21)
g 16 (5"’”‘9% 9(9)) +(la+n- 22 6@ =0, (5.22)
5 a7 ©0) = —m? (5.23)

D(p) de?
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Como usual, trés numeros quanticos séo introduzidos, m, [ e n, relacionados
com as constantes de separacdo das equacfes. Em particular, o nUmero quéntico
n esta relacionado com a energia do sistema E,, como indicado mais a frente.

As equacoes (5.21), (5.22) e (5.23) podem ser resolvidas de maneira
tradicional, como encontrado nos livros [12-15]. Entretanto, exploramos uma
abordagem alternativa, seguindo a metodologia mostrada anteriormente para

resolver a parte radial da equacéo geral (5.21).
5.3 A equacgéo na coordenada radial

A equacdo diferencial radial para o &tomo de hidrogénio é dada pela equacéo
(5.21). Lembrando que a letra [ corresponde ao numero quantico do momento

angular, ja discutido na secao anterior.
Introduzindo uma nova fungéo f(r), tal que R(r) = @ a derivada primeira
pode ser eliminada da equacéao (5.21). Esta equacao pode ser reescrita como:

L F+ Ve Of = EF, (524)

em que o potencial efetivo, V. (), inclui o termo coulombiano e o termo de barreira
de potencial:

1 1(1+1)

Ver() = =3+ (5.25)

r2

O desenvolvimento da equacédo (5.24), resultando na equacéo (5.25) é realizada

no Apéndice B.5.

Assim, o Hamiltoniano original relacionado com a coordenada radial é escrito

como:

d? 1 1(1+1)

_ (5.26)
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7z

O superpotencial, neste caso, é obtido através da fatorizacdo do
Hamiltoniano original [3,36] o que leva a necessidade de resolver a equagéo de
Ricatti, equacdo (5.6). Para esse problema especifico, o superpotencial &

conhecido [3] e dado por:

W) = — — 22 (5.27)

2(1+1) r

Com este superpotencial, o Hamiltoniano (5.26) é fatorizado, equacéo (5.7),

fornecendo:

- d? 1, 1(+1) 1 l
HY= A*A"= —5— T4 =24 s = H— . (5.28)

A fim de verificar se esse potencial € shape invariant, obtemos o
companheiro supersimétrico do Hamiltoniano H*, equacdo (5.28), usando a
definicdo de H~ indicada na equacéo (5.8).

Desse modo, temos:

-_ _a 2 (1 a L) —
H™ = dr2+W (r,l)+er(r,l)—
~_ a1, +D@+2) 1
H™ = dr? r r2 4(1+1)?" (5'29)
Portanto, obtemos:
+ _ 1,1+ 1
Vr(r)= - + — )2 (5.30)
e
_ _ 1 (+1)(1+2) 1
V= (r) = " + 2 + PYFESEA (5.31)

Comparando a estrutura dos potenciais dos companheiros supersimétricos,

equacoes (5.30) e (5.31), podemos identificar o nimero quéantico [ como sendo o
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parametro da shap invariance. Seguindo essa linha, introduzimos a notacéo a, =
lo-
Assim, a condicdo de invariancia da forma, equacéao (5.9), para a equacéao

radial usando o potencial coulombiano fornece:

RU)=V (- V()=

(Io +1)(Ip+2) 1 1;(11+41) 1
r2 4(1lp+1)2 r2 4(11+1)%

R(l) = (5.32)

Para que R(l1) seja independente da coordenada r, a equacgéo (5.32) fornece

1= lo+1 e o residuo R(l1) acima é reescrito como:

1 1
4(lg+1)2 4(1;+1)2

R () = (5.33)

Outra possibilidade seria fazer l1 = — lo — 1, mas essa condi¢do leva a uma
autofuncdo ndo normalizavel e deve ser descartada. Desta forma, usando a relacéo
l1=1lo+ 1 e equacéo (5.10), com k = 1, obtemos o valor do parametro de translacao
n =1

A expressdo do residuo, equacdo (5.33), pode ser generalizada para k
translacdes. Usando a equagédo (5.10) com n = 1 obtemos [, = [, + k. O residuo,

neste caso, é escrito:

R(zk)=§[ ! ! ! ] (5.34)

_ ]_ 1[ 1
(g1 +1)2 D2 7 4 LQo+0)2 (p+k+1)2

Os autovalores de energia sdo encontrados usando a equacéo (5.16).

Lembrando que a energia do estado fundamental Eél) € dado pelo termo
constante na definicho do primeiro Hamiltoniano, companheiro supersimétrico,

equacao (5.28), o que conduz a:

1

o _ _
Ey” = 4(1+1)2’

(5.35)
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Na sequéncia, podemos encontrar os niveis de energia substituindo na

equacao (5.16) as equacgoes (5.34) e (5.35):

1

1 l
Er(l) = Eé) + k=1 R(L) = — 4(+n+1)?

(5.36)

comn=1,23...

Para chegar a esse resultado, basta abrir a somatéria e observar que todos
0s termos se cancelam, exceto o primeiro e o Ultimo, como mostrado no Apéndice
B.5, 0 que conduz ao resultado mostrado na equacéao (5.36).

Em seguida obtemos os operadores-escada generalizados de acordo com

as equacoes (5.11) e (5.12). Para o problema radial do potencial de coulomb que

sao:

+ _[_a 1 +1 9.

BT _[ dr+ 2(1+1) r ]exp(al (5.37)
e

Brewp (= 5) o+ e~ )

(5.38)

As autofuncdes dos niveis de mais baixa energia para cada valor de [ séo
obtidas aplicando-se o operador destrui¢cao (5.38) como indicado na relagéo (5.13)
ou, da mesma forma substituindo-se o superpotencial (5.27) na relacédo (5.14), o

que fornece:

¢él)(r)arl+1 e 20+ (5.39)

As outras autofungdes, paran = 1, sdo calculadas pela acdo do operador
de criagao (5.37) aplicado na autofuncéo dada pela equacéo (5.39). Por exemplo,

paran = 1 obtemos as seguintes autofuncgodes:

@) a BrOYS ) = {5+ |- 20— 3}r’+1e‘ﬁ. (5.40)

+2 +1
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A expressdo exibida na equacao (5.40) é a mesma encontrada usando o
meétodo de Frobenius [9-17] paran = 1 e [ podendo variar para qualquer numero
inteiro maior ou igual a 1.

De forma geral, os resultados obtidos aqui, autovalores e autofuncdes para
a parte radial da equacdo de Schrodinger, sdo os mesmos obtidos por outros
métodos [12-15]. Vale salientar que no problema coulombiano, o nimero quantico
principal normalmente utilizado para descrever um estado quéntico é N =n+1 +
1.
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CAPITULO 6
CONCLUSAO

Para o problema do duplo potencial simétrico, a diferenca entre o primeiro e
0 segundo niveis de energia é apresentada. A quantidade AE geralmente é
pequena e dificil de calcular numericamente, especialmente quando a barreira
interna € grande, isto €, quando ha grande extensdo da regido classica entre os
dois minimos.

Admite-se que o estado fundamental de energia para um unico poco (E,)
seja menor do que a energia maxima das barreiras (V,), E, < V,. Nem sempre é
uma unica particula e uma barreira bem definida que estdo envolvidas, ja que a
barreira pode ser simplesmente um arranjo de todo um conjunto de atomos e
moléculas cuja energia potencial € maior que a energia total disponivel no sistema.
O fendmeno do tunelamento € caracterizado pela probabilidade nédo nula de que
uma particula (ou de que um conjunto de particulas), com uma certa massa e
energia, atravesse uma regido, proibida classicamente, de uma barreira de
potencial.

Apresentamos diferentes métodos de resolucédo da Equacado de Schrodinger
Independente do tempo para obter a diferenca entre o primeiro e segundo niveis
de energia aplicado ao poco duplo quadrado unidimensional simétrico. Essa
diferenca é determinada por soluc¢des analiticas da equacao de Schrddinger e por
métodos aproximativos, WKB e variacional. Para grandes distancias entre os
pocos, observamos que os resultados aproximados convergem para 0s analiticos,
no referido potencial estudado.

A melhor solucdo é sempre a exata, no entanto, existem apenas alguns
potenciais (duplos ou simples) que permitem uma solucdo exata para a equacao
de Schrédinger. E uma forte restricdo usar métodos para que essas solucées sejam
necessarias. Por outro lado, a aproximagdo WKB sempre pode ser usada para o
potencial de duplo poco.

No capitulo 5, foi introduzido o conceito de supersimetria em Mecéanica
Quéntica e como este pode ser Util para resolver a equacgéo de Schrodinger. Sobre
este tema, hd uma série de aplicacdes que remontam desde a resolucao analitica

dessa equacéo, quando possivel, até o aperfeicoamento de métodos aproximativos
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das solucbes. Este tratamento permite muitas vantagens no que concerne a
interpretacgéo fisica dos resultados e elegancia do formalismo.

Obtemos as autofuncdes e autovalores da equacédo de Schrddinger radial
para o potencial coulombiano.

A abordagem adotada envolve a identificacdo de operadores de criacao e
destruicdo usando o formalismo da supersimetria em mecanica quantica e a
propriedade de shape invariance. Os autovalores podem ser comparados com
aqueles obtidos por outros métodos. Além disso, autofuncdes também podem ser
diretamente comparadas; para tanto deve-se observar que, para cada valor de I,
tem-se toda uma superfamilia [3].

Portanto, o objetivo deste trabalho foi alcancado, sendo apresentado
diferentes métodos de resolucdo da equacdo de Schrddinger Independente do

tempo.
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APENDICE A
Formalismo da supersimetria na resolucéo da equacédo de Schrodinger para

uma particula numa caixa unidimensional.

O formalismo desenvolvido no Apéndice A pode ser aplicado a qualquer
potencial quantico que seja shape invariant. Um caso mais simples é o oscilador
harménico em que o parametro de translacdo € nulo [37].

Um exemplo mais elaborado do uso do método dos operadores-escada para
determinar os resultados da equacéo de Schrodinger é o sistema de uma particula
confinada numa caixa unidimensional [37], este sistema é bastante explorado em

livros introdutérios de Mecanica Quantica [12], e seu potencial é dado por:

o, se X >§
V(x)={0se -~ <x<~, (A1)

o, se x<—§ }

do qual, os extremos do poco em — g e g foram escolhidos por simplicidade de

célculo, ainda que qualquer valor possa ser utilizado.

Para esse sistema, o Hamiltoniano no interior da caixa € dado por:
H= - — (A.2)

em que H € o Hamiltoniano original.
Para a estruturacdo da hierarquia de Hamiltonianos, é necessaria a
fatorizacdo do Hamiltoniano original [38]. Deste modo, obtemos o primeiro termo

constituinte da hierarquia,
d2
HO =H-— EO = — ﬁ‘l’ Vo(x), (A3)

sendo E, o autovalor do estado fundamental do problema.
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Neste caso, o superpotencial obtido de maneira a fatorizar o Hamiltoniano
H, é conhecido [37,38] e dado por:

W(x) = tg(x). (A.4)
Com este superpotencial, os operadores bosénicos sao
At = F ~+tg(x). (A.5)

A partir das equagdes (A.4) e (A.5) a fatorizagdo do Hamiltoniano é escrita

como:
2
Hy=H— Ey= — %+ tg?(x) — sec?(x). (A.6)
Substituindo a relacgéo trigonométrica tg?(x) — sec?(x) = —1 na equagao

(A.6), concluimos que:

Hy= - = -1, (A7)

0 que nos concede o autovalor de energia do estado fundamental do sistema, E, =
1.

A fim de verificar se o potencial € shape invariant obtemos o companheiro
supersimétrico de H, que é dado por:
d? 2

le - s Vl(x): - —+

dx? cos?(x) -1 (A'8)
Este problema é particularmente interessante, pois em uma primeira
investigacdo, as formas obtidas para os companheiros supersimétricos, H, e

H,, indicam que este potencial ndo € shape invariant, umavezque V, = —1eV; =

2

—Cosz(x)—l. No entanto, uma analise mais profunda permite identificar uma

invariancia escondida [37] neste caso.
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Construindo a forma geral do superpotencial na hierarquia de hamiltonianos
[37,38] obtemos:

W,(x) =ntgx), (A.9)

em que n € um numero natural diferente de zero, (n = 1,2,3,...). A hierarquia

fornece o enésimo termo da superfamilia de potenciais e que El = n?,

V,— EW = 2D 2 (A.10)

cos?(x)

Para comprovar a shape invariance oculta neste problema € necessario
evidenciar a dependéncia dos potenciais com os parametros dos problemas. Assim,
reescrevendo a hierarquia em funcdo de um parametro a,, adquirimos um caso
particular do potencial de Infeld-Hull do tipo E como discutido nas referéncias
[37,39]:

W(x,ay) = agtg(x). (A.11)

A fatorizacdo com o superpotencial da equacdo (A.11) conduz ao
Hamiltoniano:
d2

2 -
Hy= — 2 — yp(x) = — £ 4 2@V _ g2 (A.12)

dx? dx? cos?(x)

O companheiro supersimétrico de H,, € escrito entao:

Hi= -4 _y)= — L 4 %@t) 2 (A.13)

dx? dx? cos?(x)

E importante observar que fazendo a, = 1 no hamiltoniano da equac&o
(A.12), o hamiltoniano original (expresséao (A.7)) é recuperada.

Apos a aquisicdo dos companheiros supersimétricos, 0 proximo passo é usar

a expressao (5.9) para verificar a shape invariance do potencial. Nesse caso temos

que:
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R(ay) = [M— a(z)] — [M— af]. (A.14)

cos?(x) cos?(x)

Para que R(a,) seja independente de x, a seguinte relacdo precisa ser

observada,
a1 = aO + 1 (A15)

Assim, da relagéo a,, = a, + nn, obtemos que n = 1. Deste modo, o residuo

obtido vale:
R(a;) = a? — a3 = 2a, + 1. (A.16)

Generalizando o residuo (expressédo (A.16)), estabelecendo a, = a, + 7k,

encontramos:

R(ay) = af — ag_y = (ag+ k)* — [ag+ (k — D]* = (A.17)
= zao + Zk - 1,

em que n = 1. Imediatamente, podemos determinar os niveis de energia usando a

expressdo E, = Ey+ Y o R(a)):

E,= Eg+ YpoiR(ap) =1+ Yio1(2ag + 2k — 1) = n? 4+ 2a4n + 1,

(A.18)
com a, =1 como mostrado anteriormente. Esses autovalores sdo 0s mesmos
obtidos por outros métodos [3]. Em seguida, obtemos os operadores-

escada de acordo como foi apresentado nas equacdes (5.11) e (5.12):

B*(ay) = [— :—x + tg(x)] exp (n aiao) (A.19)

B~ (ay) = exp (— n aiao) [:—x + tg(x)], (A.20)
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as autofuncdes para este potencial podem ser obtidas usando os operadores das
equacodes (A.19) e (A.20).
Aplicando o operador B~ (a,) equacdo (A.20) na funcdo do estado

fundamental, obtemos:

B_(aO)IPO(xJ aO) = 0) (A21)

0 que possibilita encontrar a autofungédo para o estado fundamental de uma

particula confinada em uma caixa unidimensional (y,(x, a,)):

Yol(x,ay) = Nyexp [— J. ao tg(f)df] = Nycos® (x), (A.22)

sendo N, a constante de normalizacéo.

Para o caso em que a, = 1, temos:
Po(x) = Ny cos(x). (A.23)
Para o primeiro estado excitado e a, = 1, a seguinte autofuncéo é obtida:
Y1 (x) = N;cos(2x), (A.24)

sendo N; a constante de normalizacao para este estado.
Finalmente, utilizando as equacdes (5.15), (A.19) e (A.22) obtém-se a funcéo

de onda para o enésimo estado excitado:

n

Yn(x,ag) [(— :—x + tg(x)) exp (n aiao)] cos%| g =1, (A.25)

e 0s autovalores de energia sao dados pela equacéo (A.18),
E, = n*+ (2agn + 1)|g,=1. (A.26)
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APENDICE B
Gréficos das equac0Oes transcendentais (2.31) e (2.51b) em funcéo da energia

e desenvolvimento das equacdes (2.50), (5.24) e (5.36)

Neste apéndice, sdo apresentadas as solugbes graficas das equacdes
transcendentais (2.31) e (2.51b), buscando o ponto de interseccédo para obtencéo do

valor de E. Também sdo desenvolvidas algebricamente algumas equacdes citadas
anteriormente no texto.

B.1 Consideracdes sobre W2 =2m=a=V,=1eb=2, com a qual o

seguinte gréfico referente a equacéo (2.31)

f(E) = (yE)-cot(yE) -
h(E) == (\/ETl)cot(\/Ez_ 1)

f(38.49 = —75.857 h(38.49 = -75.057
E = 30,30.2.39.2
o—— T T |
— 100 |
f(E)
h(E)
—200[ |
— 300
30 32 34 36 2 10

Gréfico 1 — Equacao transcendental (2.31) em fungéo da energia
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B.2 Desenvolvimento algébrico da equacao (2.50)

1+ e 2%
1-e—2x’

1-e
1+ e

Sabendo que, tanh(x) = :Z e coth(x) = temos:

(b-a)
2

) B + Kcot(Ka) = [B — Kcot(Ka)]e ?F

(b-a) (b-a)

B— Be 7 = —Kcot(Ka)—Kcot(Ka)e_zﬁ 2

(b-a)
_ 2853

-Bl1

= Kcot(Ka)

(b—-a)
1+e 2 ]

Kcot(Ka) = —ptanh £2=2 (2.51a)

(b-a)

) B +Kcot(Ka) = — [B — Kcot(Ka)le P =

(b-a)

B [1 + e

(b-a)
]= —Kcot(Ka) [1— e 22 ]

(b-a)
1+e 2P

-B

(b-a)
s

= Kcot(Ka)

Kcot(Ka) = —Beoth 2272 (2.51b)
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B.3 Graficos referente a equacdo (2.51b), adotando A2 =2m=a= V=
leb=2.

f(E) = (522 cot(E)
h(E) = —(1 - E)O'S-coth[(éj (- E)O's}

E=21211.27

£(E)

WE) z

[ ]
[ ]
[3%]
[
e
(=]
(=]
[ ]
=]

Gréfico 2 — Equacao transcendental (2.51b) em fungéo da energia
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40 T !

— 60

El

Gréfico 3 — Equacéo transcendental (2.51b) em fung¢éo de E; = 0,0.1....6

B.4 Desdobramento da equacdao (5.24) a equacao (5.25)

ComR :f e realizando alguns calculos, consegue-se:

1d
r2dr

2.4 _
r drR+V(r)R—ER

4 [rzz—}:] =f'"r+f —f =rf"

dar



1d ZdR] i
rZdr arl = r

1 d? f _
;ﬁf‘FV(T);—E

I

d2

L F+Ve) f=Ef

dar
em que o potencial V(r) € dado por:

V(r) _ —%+ 1(1+1)

r2

B.5 Resolucéo da equacéo (5.36)

l l
EP = E + Xpo R(l)

1 1

1 1

w_ _ 1 [ 1
E" - 4(1+1)2 T 4 { (1+1)2 T (1+2)2 T (1+3)2 T (1+4)2 T T (1+n-2)2 (1+n-1)2
1 1 1 1 1 1 1
(1+n)? ] - [(z+z)2 T o T Gz T Gz T Gz T Genernz T
i)
(1+n+1)2
o _ _ 1
By = 4 (1+n+1)2

1

1
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