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PERRE, R. M. Propriedades de transporte cadtico em um rotor pulsado dissipa-
tivo descontinuo. Dissertacao de Mestrado UNESP - Universidade Estadual Paulista,
Sao Joao da Boa Vista, 2020.

Resumo

Nesta dissertacao consideramos algumas propriedades dinamicas para o rotor pul-
sado descrito por um mapa bidimensional dissipativo descontinuo, nas variaveis de acao e
angulo e parametrizado por dois parametros de controle, k£ > 0 controlando a intensidade
da nao linearidade e v € [0, 1] representando a dissipac¢ao. O caso de v = 0 recupera o
modelo nao dissipativo, enquanto que para qualquer v # 0 acontece a quebra da preser-
vacao da area, levando, portanto, a existéncia de atratores, inclusive cadticos. Mostramos
que a partir de um valor elevado da acao inicial, a dindmica converge para atratores
cadticos através de um decaimento exponencial no tempo, enquanto que a velocidade do
decaimento depende da intensidade da dissipacao. Investigamos os expoentes de Lyapu-
nov positivos e descrevemos seu comportamento em funcao dos paradmetros de controle.
Também aplicamos o formalismo de transporte através de um furo, introduzido no eixo
de acao do espago de fases, e verificamos que o histograma do escape de particulas cresce
rapidamente até atingir um valor maximo e depois tende a zero para tempos longos. Os
histogramas de escape mostram-se invariaveis em relagao aos parametros de controle su-
jeitos a leis de poténcia nao triviais. A probabilidade de sobrevivéncia das particulas em

funcao do tempo também é medida para os atratores cadticos.

Palavras-chave: Rotor pulsado, Mapa padrao dissipativo descontinuo, Atratores cadti-

cos, Expoentes de Lyapunov, Propriedades de transporte e Expoentes dinamicos.



PERRE, R. M. Chaotic transport properties in a dissipative discontinuous kic-
ked rotator. Master Degree UNESP - Universidade Estadual Paulista, Sao Joao da Boa
Vista, 2020.

Abstract

In this work we consider some dynamical properties for the kicked rotator described
by a dissipative two-dimensional discontinuous mapping, in action and angle variables
and parameterized by two control parameters, k& > 0 controlling the intensity of the
nonlinearity and v € [0, 1] representing the dissipation. The case of 4y = 0 recovers the non-
dissipative model, while for any 7 # 0 yields to the breaking of area preservation, hence
leading to the existence of attractors, including chaotic attractors. We show that from
a high value of the initial action, the dynamics converges to chaotic attractors through
an exponential decay in time, while the speed of the decay depends on the intensity of
the dissipation. We investigated the positive Lyapunov exponents and described their
behavior according to the control parameters. We also applied the transport formalism
through an hole, introduced in the action axis in the phase space, and verifying that the
particle leak histogram grows rapidly until it reaches a maximum value and then decreases
towards to zero for long times. The escape histograms are invariables in relation to the
control parameters subject to non-trivial power-laws. The probability of particle survival

over time is also measured for the chaotic attractors.

Keywords: Kicked rotator, Dissipative discontinuous standard mapping, Chaotic attrac-

tors, Lyapunov exponents, Transport properties and Dynamic exponents.
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Capitulo 1

Introducao

Alguns autores datam o inicio dos estudos sobre sistemas dindmicos em meados do
século XVII com a invencao das equacgoes diferenciais e o descobrimento das leis do movi-
mento e da gravitagao universal por Isaac Newton (1642-1727), com o proposito de explicar
as leis de movimento planetéario desenvolvidas por Johannes Kepler (1571-1630). Para que
a matematica e a fisica envolvidas nesta abordagem chegassem a tal ponto, diversos ou-
tros estudiosos foram fundamentais, tais como Galileu Galilei (1564-1642), Tycho Brahe
(1546-1601), Nicolau Copérnico (1473-1543), C. Ptolomeu (aprox. 85-165) e Aristoteles
(384-322 a.C.) com seus estudos voltados & astronomia. O estudo realizado por Newton
consistiu em solucionar o problema de atracao gravitacional entre dois corpos celestes, o
Sol e a Terra, e posteriormente a Terra e a Lua. Nos séculos seguintes, matematicos e
fisicos, tentaram aplicar as técnicas de Newton no estudo de estabilidade da dindmica de
trés corpos celestes, o Sol, a Terra e a Lua, sem encontrar algum resultado. Um deles foi
Aleksandr M. Lyapunov (1857-1918) que através de seu trabalho foi possivel desvincular
o problema da estabilidade do sistema solar, tornando-se assim relacionado & teoria das
equagoes diferenciais [T, 2.

No final do século XIX, Henri Poincaré (1854-1912), ganhou um prémio relacionado
a um desafio lancado por Oscar II, rei da Suécia e Noruega, para quem comprovasse
matematicamente, ou nao, a estabilidade do Sistema Solar. Neste desafio, Poincaré de-
senvolveu varios teoremas e solucionou de forma parcial o que foi proposto. Além disso,
inovou o método de se analisar equagoes diferenciais nao lineares através da utilizacao
de uma abordagem qualitativa utilizando técnicas geométricas e topologicas aplicando-
as nao somente em problemas de mecanica celeste, mas também na dinamica moderna.
Também é creditado a Poincaré a possibilidade do primeiro vislumbre da existéncia de
caos no problema dos trés corpos celestes [1, 2.

Apobs os estudos de Poincaré, na primeira metade do século XX a comunidade cien-

tifica se direcionou principalmente nas aplicagoes fisicas e de engenharia dos osciladores
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nao lineares, deixando o caos em segundo plano. Tais pesquisas foram fundamentais para
o desenvolvimento de tecnologias como radio, laser e radar [I]. Em concomitancia a estes
assuntos alguns cientistas como George D. Birkhoff (1884-1944) e posteriormente Andrei
Kolmogorov (1903-1987), Vladimir Arnold (1937-2010) e Jiirgen Moser (1928-1999) uti-
lizaram as ferramentas desenvolvidas por Poincaré para uma compreensao profunda da
mecanica classica [I} 2].

A partir da década de 1950, a evolucao dos computadores, com relagdo a sua capa-
cidade de processamento de informagao, revolucionou os estudos em sistemas dinamicos
nao lineares tornando as simulagoes muito mais rapidas, facilitando assim a comparacao
dos resultados obtidos de forma computacional com os calculos realizados. Valendo-se
destas condigoes, em seus trabalhos voltados & previsao meteorologica e utilizando um
modelo simplificado de rolos de convecgao atmosférica, Edward N. Lorenz (1917-2008) em
1963 comprovou o caos através da imprevisibilidade em sistemas dinamicos nao lineares.
Em seus estudos notou que tais sistemas sao extremamente sensiveis as condigoes iniciais
aplicadas, uma vez que ao utilizar valores muito préoximos em uma nova simulagao os
resultados eram extremamente diferentes. Porém, apesar do comportamento cadtico ve-
rificado, Lorenz também descobriu certa estrutura no caos. A impressao das solugoes de
suas equagoes em um plano tridimensional resulta em um atrator estranho em formato de
borboleta, o que levou a dependéncia das condic¢oes iniciais de seu sistema a ser conhecido
como “efeito borboleta” [1, 2].

Nos anos de 1970, os estudos relacionados a sistemas nao lineares e caos aumentaram de
forma substancial devido a facilidade de simulagao e célculos proporcionada pela continua
evolucao dos computadores e das descobertas realizadas. O trabalho de maior destaque foi
o de Mitchell Feigenbaum (1944-2019) com sua descoberta de leis universais que regulam
a transicao de fases entre o comportamento regular e o cadtico [I].

Das tltimas quatro décadas até os dias de hoje os sistemas dinamicos nao lineares tém
sido estudados por diversos cientistas e aplicados a diferentes problemas na literatura, tais
como biologia [3], quimica [4] 5], mecanica [0], magnetismo [7, 8], guias de onda [9], 10] e
propriedades de transporte [11], 12].

Em suma, um sistema é um agrupamento de elementos que possuam alguma interagao
entre si. Portanto, podemos assumir que um sistema é dindmico quando tais elementos
tenham grandezas caracteristicas que variam no tempo. Como exemplo podemos pen-
sar em um circuito elétrico RC' - resistivo-capacitivo (sistema) onde a tensao de carga
(grandeza caracteristica) de um capacitor ira variar em fungao do tempo [2].

Os estudos tedricos de sistemas dindmicos sao utilizados com a intencao da previsao
do que possa ocorrer no futuro, bem como entender o que ocorreu no passado de forma

cientifica. Para que tal estudo seja concretizado é necessario conhecer as regras de intera-
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¢ao dos elementos no sistema para que a modelagem matematica possa ser realizada. Tal
pratica consiste na elaboragao de equagoes diferenciais para a evolugao em tempo continuo
e equagoes de diferencas quando se quer estudar a variagao do tempo de forma discreta.
Para se definir o modelo ideal a ser utilizado deve-se levar em consideragao qual a finali-
dade e a precisao sao necessarias. Possuem classificacoes que determinam a nomenclatura
utilizada na Teoria de Sistemas Dinamicos, bem como a distingao dos diferentes tipos
de situagoes com evolucao temporal distintas. Esta classificacao pode ser com relacao
a variavel temporal, onde tal sistema pode ser continuo ou discreto, relacionado ao tipo
de modelo, sendo linear ou nao linear. Quanto aos parametros, estes podendo ser fixos
ou variaveis no tempo e concentrados ou distribuidos e por fim, classificado com relagao
a memoria, instantanea ou dindmica [2] [13]. Neste trabalho realizaremos um estudo de
propriedades dindmicas em um sistema nao linear de tempo discreto.

Os sistemas dinamicos que evoluem no tempo de forma discreta também sao chamados
de mapas, e o que utilizaremos nesta disserta¢ao é o mapa padrao (ou mapa de Chirikov).
Ele tem esta denominacao por descrever o comportamento de alguns sistemas fisicos,
dentre eles o rotor pulsado, que serd o objeto de nossos estudos [6, 14]. Este rotor é
constituido por uma barra rigida com uma das extremidades fixa por um pivod sem atrito
e a outra sujeita a uma forca impulsiva peridédica vertical com intensidade e periodo
definidos, com momento de inércia e sem agao da gravidade. Os mapas sao dimensionados
pela quantidade de variaveis que ele possui e se comportam de acordo com seus parametros
de controle. Por exemplo, um mapa bidimensional, que é o nosso caso, possui duas
variaveis que sdo a acao e o angulo (aqui simbolizados por I e 6, respectivamente) de
inclinagao em que a barra se encontra no momento da aplicagao da forca. Ja com relagao
aos parametros de controle temos um que é responsével pela intensidade da nao linearidade
(k) e outro pela dissipagao (), sendo que este ultimo ¢é responsével pela integrabilidade
ou nao-integrabilidade do sistema, ou seja, define se ha preservacao de area ou nao no
espaco de fase [13] [14].

Quando evoluimos as variaveis do sistema ao longo do tempo a partir de uma condi-
¢ao inicial obtemos uma oOrbita, que podemos considerar como sendo a representacao do
comportamento temporal de tal sistema, ou seja, a evolugao de uma condicao inicial até
sua ultima iteracao. Confinando esta evolucao ciclicamente, podemos representa-la em
um plano cartesiano que pode ser de duas dimensoes se o mapa for unidimensional e de
trés dimensoes se for bidimensional. Esta representacao é chamada de espago de fases. De
outra forma podemos dizer que a evolucao das condi¢oes iniciais em determinado tempo

é chamada orbita, e que um conjunto destas formam o espago de fases [13], [15]. Na Figura
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Figura 1.1: Evolucao de uma oOrbita para o sistema de Lorenz utilizando os parametros
de controle o =10, r =28 ¢ b = 8/3.

[I.Té mostrado a evolugao de uma orbita para o sistema de Lorenz descrito pelas equagoes:

X=—-0(X-Y)

V=rX-Y—-XZ, (1.1)
7 =XY —bZ

onde X,Y,Z € R e sdo varidveis que representam a intensidade da conveccao (X), a
diferenca de temperatura entre as correntes ascendente e descendente do fluido (V) e a
distorgao do perfil vertical da temperatura em relagao ao perfil linear (7). Os parametros
de controle do sistema sao o,r,b > 0 [13].

A secao ou mapa de Poincaré é uma subsecao do espaco de fases que transforma o
comportamento do sistema continuo no tempo (fluxo) em discreto (mapa). Possui (n—1)
dimensodes que um espaco de fases. E como se fosse um corte transversal onde os pontos
sao marcados nos instantes em que os fluxos do sistema continuo atravessam a secao
[13, 15]. A Figura ilustra uma se¢do de Poincaré (plano §2) que mostra dois fluxos
continuos, sendo que X, ¢ uma orbita periédica onde P(X}*;) =Xje X, uma orbita nao
periodica onde P(X;) # X, |13].

Visualizando o comportamento das orbitas através do espago de fases podemos iden-
tificar alguns observaveis, como por exemplo, se o sistema é conservativo ou nao. Diz-se
que um sistema é conservativo quando a area dos pontos no espaco de fases nao sofre
alteracao, satisfazendo assim, o teorema de Liouville. Em sistemas dissipativos é comum
a presenca de sorvedouros, que sao conjuntos de pontos do espacgo de fases que atraem as

solugoes do sistema para tempos suficientemente longos, e uma vez que a solucao atinge
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Figura 1.2: Secao de Poincaré () representando o mapa discreto dos fluxos Xpe X;. Figura
retirada da referéncia [13].

esta regiao, sO escapara se houver interferéncia externa. Este conjunto de pontos em que
as solugoes convergem assintoticamente sdo chamados de atratores [19)].

Tais atratores podem possuir comportamentos diferentes dependendo das condigoes
do sistema. Podem ser: um atrator pontual que é independente do tempo; um ciclo limite
periédico no tempo que é caracterizado por sua amplitude e periodo; por um toro, que
corresponde a um regime quasiperiédico com n frequéncias fundamentais independentes;
por um atrator estranho cadtico, que é extremamente dependente de suas condigoes ini-
ciais, tal como o atrator de Lorenz representado na Figura|l.1l} e por um atrator estranho
nao cadtico, que assim como o atrator estranho caoético, nao possui uma forma geométrica
usual, mas nao apresenta sensibilidade as condigoes iniciais do sistema. Sendo assim, 0s
sistemas deterministicos que possuem dinamica cadtica sao aqueles cuja evolucao tempo-
ral do sistema é direcionada a atratores estranhos caodticos, sendo que tal convergéncia é
extremamente sensivel as condigoes iniciais do sistema e a presenca da nao linearidade
amplifica exponencialmente esta atragao [13, 19].

Para se realizar a caracterizacao de uma dindmica caodtica sao utilizadas ferramentas
tais como os diagramas de bifurcagoes e os expoentes de Lyapunov.

As bifurcagoes, termo que foi introduzido por Poincaré em 1885, estao relacionadas
as mudancas qualitativas da estrutura de um sistema representado em um espaco de
fases. Elas determinam as mudancas de estabilidade nos pontos fixos (ou de equilibrio) da
trajetoria em que os parametros sao alterados. Os pontos fixos de um sistema dindmico sao
os pontos nos quais, independentemente da evolucao do tempo, permanecem em regime
estacionario. Estes pontos sao associados as bifurcagoes locais, pois tratam de uma regiao
limitada do espaco de fase. Algumas delas sao: a bifurcacao sela-né que esta associada

a criagao e destruicao dos pontos fixos; a bifurcagao transcritica que nao destréi o ponto
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de equilibrio, mas altera sua estabilidade através da variacao dos parametros de controle;
a bifurcacao forquilha responsavel por alguma simetria nos sistemas dinamicos, onde aos
pares, de forma simétrica, os pontos fixos tendem a aparecer e desaparecer; a bifurcagao
de Hopf que altera a dimensao do atrator, podendo transformar um ponto de equilibrio em
um ciclo limite, ou vice-versa; a bifurcacao de duplicacao de periodo onde os pontos fixos
perdem suas estabilidades, dando origem a novas bifurcagoes de duplicagao de periodo,
e assim por diante; entre outros tipos. J& as bifurcagoes globais tratam de mudancas
qualitativas nas estruturas topologicas de Orbitas que nao sao restritas a determinada
regiao do espago de fase, ou seja, a variagao do parametro de controle do sistema provoca
uma alteracao global na estrutura das oérbitas 2], [13], [15] [19].

Os diagramas de bifurcagoes ilustram uma visao estroboscopica do sistema dinamico,
podendo assim ser identificada a rota para o caos. Podem ser construidos realizando a
variacao dos parametros mantendo-se fixa as condigbes iniciais ou o inverso, variando as
condigoes iniciais mantendo os parametros fixos [15].

Através dos estudos em diagramas de bifurcagoes, Feigenbaum descobriu a universa-
lidade em sistemas dindmicos encontrando certo padrao nas bifurcagoes de determinados
mapas. Analisando tais diagramas, Feigenbaum obteve numericamente duas constantes de
fator de escala, 6 = 4,669201.... e a = 2,502907...., o que posteriormente foi comprovado
serem universais para determinados tipos de mapas [2, [13, [16].

Outra ferramenta para caracterizacao de comportamento cadtico sao os expoentes
de Lyapunov. Tais expoentes sao utilizados para a medicao da taxa de divergéncia das
trajetorias dos sistemas e quantificar a dependéncia sensitiva as condi¢oes iniciais. Em
suma, os expoentes de Lyapunov descrevem a velocidade com que dois pontos muito
proximos, a partir de suas condigdes iniciais, se distanciam no espago de fases |2 [13].
Esta ferramenta sera melhor abordada no Capitulo [3] deste trabalho.

Nos tltimos anos as propriedades de transporte, escape e sobrevivéncia de particulas,
em regioes cadticas do espaco de fase tém sido estudadas por diversos cientistas. Estes
estudos consistem em delimitar uma regiao cadtica do espaco de fase inserindo um orificio
nele. A partir dai verifica-se o tempo em que uma particula sobrevive dentro desta area
ou escapa por este orificio |11} [12].

Neste trabalho propomos estudar propriedades de transporte em sistemas dinadmicos
nao lineares, e para este fim estruturamos esta dissertacao da seguinte forma: No Capitulo
apresentaremos o mapa padrao obtido através do modelo do rotor pulsado e construi-
remos os espacos de fases para o mapa padrao conservativo, dissipativo e dissipativo
descontinuo, sendo que este ultimo que sera objeto de nossos estudos, portanto daremos
uma atengao maior. Também analizaremos o comportamento dos valores maximos dos

atratores em funcao dos parametros de controle, obtendo assim, seus expoentes criticos.
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No Capitulo (3| estudaremos o decaimento para os atratores caodticos e calcularemos os
expoentes de Lyapunov para caracterizar o caos no sistema, bem como realizaremos uma
analise em funcao dos parametros de controle. No Capitulo 4] apresentaremos nossos resul-
tados da analise dos histogramas de escape e probabilidade de sobrevivéncia das particulas
em determinada regiao do espaco de fases. Finalmente no Capitulo |5| realizaremos nossos

comentarios finais e apresentaremos uma perspectiva de continuidade para este estudo.
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Capitulo 2
Mapa padrao

Neste Capitulo realizaremos uma revisao bibliogréafica para obten¢ao das equagoes do
mapa padrao de tempo discreto através do modelo do rotor pulsado. Definindo o modelo,
construiremos os espagos de fases para o sistema conservativo e dissipativo. Construiremos
o espago de fases para o sistema dissipativo descontinuo e realizaremos uma anélise da

altura maxima dos atratores cadticos em funcao dos parametros de controle.

2.1 O Modelo

O mapa padrao pode ser obtido a partir de alguns modelos fisicos, tais como o péndulo
forgado e o movimento de uma particula em um campo magnético [I7]. Além destes, o
rotor pulsado mostrado na Figura também ¢é muito empregado para que possamos
determinar o mapa padrao [14].

A Figura ilustra o rotor pulsado constituido de uma barra rigida de comprimento
L com uma extremidade fixada por um pivd sem atrito e a outra sujeita a uma forca
impulsiva vertical e periddica com intensidade l;:/ L e periodo 7. O momento de inér-
cia nomeamos I e adotamos a auséncia de gravidade sobre o sistema. Assim, podemos

descrever a forca aplicada & barra como:

Sabendo que o sistema é simétrico podemos expressar a equagao ([2.1)) em coordenadas

polares:

—

Forgp = Z(S (t — n7) (¢ sen(¢) — 7 cos(¢)). (2.2)

A fungao de Dirac, d(t—n7), aparece na expressao devido a aplicagao de for¢a periddica
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Figura 2.1: Modelo fisico do rotor pulsado. Figura retirada da referéncia [14].

na barra, ou seja, os pulsos de forca no rotor pulsado. Como podemos notar, todos os
pulsos sao somados. Notamos também que para ¢ = n7 temos um pulso (ﬁ # 5) e para
qualquer outro valor de tempo (¢ # 7) temos F=0.

A energia mecanica do sistema é obtida através da soma da energia potencial, que esta
associada ao estado configuracional do rotor, e da energia cinética, que esta relacionada ao
estado de movimento. A energia potencial do sistema, aqui nomeada U é obtida através

de:
U(r) = —/ﬁ.dﬁ (2.3)

assim,

U(F) = kcos(¢) Y 6(t —nr). (2.4)

Ja energia cinética K da barra em rotagao ¢ dada por:

(2.5)

onde w é a velocidade angular e I o momento de inércia da barra. Sabendo que o momento

generalizado é dado por p = w, realizando as substitui¢oes em ([2.5)) obtemos:

p2

K=
21

(2.6)

A Hamiltoniana é uma fun¢ao H(p, q,t) onde os estados do sistema sao especificados

pelos vetores “momentum” p e a “posicao” g que também definem o ntimero de graus de

23



liberdade que o sistema possui. Utilizaremos as equagoes de Hamilton para chegarmos
ao mapa padrao, uma vez que com a utilizacao de equagoes discretas diminuimos o custo
computacional em se trabalhar com o sistema [I8]. Assim, a partir das equagoes e
, e sabendo que a posi¢ao angular do sistema é dado por ¢ (¢ = ¢), podemos escrever

a Hamiltoniana do sistema:

H(p,¢,t) = % + kcos(¢) Z d(t —nr). (2.7)

Na equagao (2.7) vemos que a Hamiltoniana é periddica no tempo e em ¢, ou seja,

H(p,¢+2m,t) = H(p, ¢, t). Assim as equagdes de movimento sao dadas pelas derivadas:

dp 0H
a = _8_qb’ (2.8)
dp OH
Resolvendo temos: .
p =k sen(¢) Z d(t —nr), (2.10)
n=0
6= ]79. (2.11)

Como a Hamiltoniana (2.7) é dependente da periodicidade do tempo, para que pos-
samos transforma-la em um mapa é conveniente adotar que t,, = ty + n7, onde ty é uma
variavel constante positiva entre 0 e 7 [14]. Assim, para resolvermos estas equagoes de

movimento consideraremos que:

pn = limp(t = nt — ), (2.12)
e—0
On = ll_r)l(l) ot =nt —¢), (2.13)

onde a variavel € representa a discretizagao, p, e ¢, sao as variaveis do sistema no instante
de tempo anterior ao enésimo pulso. Ja no instante de tempo posterior ao enésimo pulso,

podemos considerar as variaveis como:
py = limp(t = n7 +¢), (2.14)

or = hi% ot =n1 +¢). (2.15)

Para o instante de tempo posterior ao enésimo pulso consideraremos n — (n + 1) em

24



(2.14)) e (2.15)), assim temos:
Pn+1 = limp(t = (n+ 1)1 —¢), (2.16)
e—0

Gny1 = 1_1_1% o(t=(n+1)T—¢). (2.17)

Assim podemos conhecer o estado do sistema em qualquer ponto.
Para resolvermos as integrais das equagdes (2.10) e (2.11)) precisamos admitir dois
intervalos de tempos diferentes. Na primeira solucao consideraremos o intervalo entre

dois pulsos nT +¢ <t < (n+ 1)7 —e. Logo:

dp, p((n+1)7—e) p((n+1)r—e) [ %
Pn = —= = lim dp, = lim ksen(¢) Y ot —nr)dt| (2.18)
dt =0 p(nt+e) e—0 p(nt+e) n=0
© $((nt1)r—e) $((nt1)r—e)
. d " ) n T—E ) n T—E&
b= D iy d¢, = lim Lat. (2.19)
dt e—0 ¢(nt+e) =0 ¢(nT+e) I

Resolvendo as equagoes acima e substituindo as consideragoes realizadas nas equagoes

de (2.12) a (2.17) encontramos:

Pnt1 = Dy, (2.20)
Pni1 = @ + T (2.21)

Agora na segunda solucao das integrais consideraremos o intervalo de duragao de um
pulso ((nT —¢) <t < (n1+¢)).

dp,, p(n7+e) p(nt+e) | °
Pn = —— = lim dp, = lim k sen(¢) » o(t — nt)dt (2.22)
dt e=0 p(nT—¢) e—0 p(nt—e¢) ,,;
¢ p(nT+e) p(nt+e)
. d n nT—r+e NnT—r&
b = 20 lim d¢, = lim Par. (2.23)
dt e—0 b(nT—e) e—0 (nr—e) I

Novamente solucionando as equacoes acima e substituindo as consideracoes realizadas

chegamos a:
P, = pn + k sen(¢y), (2.24)

D = On- (2.25)
Substituindo as equagoes (2.24) em ([2.20)) e (2.25) em (2.21]), temos:

Pos1 = Pu + k sen(¢y), (2.26)
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T
¢n+1 = ¢n + anJrl [m0d27r]. (2.27)

Para que o sistema fique adimensional multiplicamos a equagao ([2.26) por 7, assim

obtemos:
T T T~
7Pni1 = 7P+ 7k sen(¢n), (2.28)
T

Substituindo as variaveis 7p — I, %l% — k e ¢ — 0 encontramos o mapa padrao de

Taylor-Chirikov [14], [I7] escrito como:

(2.30)

T Iy =1, + k sen(6,)
' 971,—1—1 = [9n + [n+1] [mOd 271_] ’

onde k é um parametro de controle.

2.2 Mapa padrao conservativo

O mapa padrao da equacao (2.30) é um mapeamento discreto nao linear e bidimen-
sional, pois possui duas variaveis, sendo elas a ag¢ao e o angulo de inclinagao em que a
barra se encontra no momento da aplicacao da forca, aqui simbolizados por I e 6, respec-
tivamente. No mapa padrao conservativo o parametro de controle £ denota intensidade
de nao linearidade do sistema. Quando k = 0 podemos verificar que a variavel I se pre-
serva (I,.1 = I), assim o mapa ¢ integravel. Ja para valores de k # 0 a agdo [ torna-se
dependente da nao linearidade, podendo variar com a iteragao do mapeamento, de forma
que agora ele nao é integravel. Com isso, podemos afirmar que o parametro k controla a
transi¢do da integrabilidade para a nao integrabilidade do sistema [14] [19].

Quando adotamos valores de k pequenos podemos verificar um espaco de fases misto
constituido de ilhas de estabilidade e curvas invariantes spanning. Conforme aumentamos
o valor do parametro de controle surgem alguns pontos caracteristicos de comportamento
cadtico. Por serem pontos isolados e geralmente proximos as ilhas de estabilidade sao
denominados caos local. Quando k atinge um valor critico k. = 0,9716... ocorre a transi¢ao
de caos local para global, onde as tultimas curvas invariantes spanning sao destruidas e as
regioes de pontos com comportamento cadtico aumentam. Conforme elevamos o valor de
k > k. verificamos que a regiao cadtica domina o espago de fases [19].

Para ilustrar o comportamento do mapeamento conservativo construimos o espaco de
fases para quatro valores diferentes de k como pode ser visto na Figura [2.2

Na Figura (a) para k = 0,5 verificamos um espaco de fases constituido de uma

ilha de periodicidade central cercada por um conjunto de curvas invariantes do tipo span-
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(d) 0

Figura 2.2: Espaco de fases do mapa padrao conservativo da equagao ([2.30) para quatro
valores diferentes de k: (a) k =0,5, (b) k=0,75, (c) k=0,9716, e (d) k = 1,5.

ning. Quando aumentamos o valor de k para 0,75 na Figura [2.2(b), podemos observar
o surgimento de pontos caracteristicos de comportamento cadtico nos arredores da ilha
central e a diminui¢ao das curvas invariantes. Quando adotamos o valor k = k. = 0,9716
na Figura [2.2(c) vemos que as regices de caos se expandiram e torna-se diffcil encontrar
as curvas invariantes spanning no espago de fases. E finalmente, na Figura [2.2(d), para
k = 1,5 percebe-se a predominancia da regiao cadtica e a completa auséncia de curvas

invariantes spanning.
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2.3 Mapa padrao dissipativo

Ao transformar o mapa padrao de conservativo para dissipativo podemos modelar os
sistemas de forma mais complementar se assemelhando as condigoes reais dos problemas
estudados. Assim, ao aplicarmos este conceito ao modelo do rotor pulsado, podemos
considerar a dissipagao como um atrito na articulagao do pivé com a barra rigida. As
caracteristicas de sistemas dissipativos se dao pela contragao do volume com a evolugao do
tempo, ao contrario do que ocorre com sistemas conservativos, onde o volume do espaco
de fases se mantém constante [0, [14]. Para adequarmos o mapeamento da equagao
a dissipacao inserida no sistema, adicionaremos a componente (1 — ) multiplicando a

variavel de agao I para caracterizar o atrito, de modo que o mapa é escrito como:

7. { Inyi = (1 =), + k sen(6,) (2.31)

9n+1 = [Hn + [n+1] [mod 27'(']

onde a variavel de ac¢ao e angulo continuam sendo representadas por I e 6 respectivamente,
k continua controlando a intesidade de nao linearidade e agora temos o parametro de
dissipacao 7.

Definindo um valor relativamente baixo de dissipacdao, v = 1073, construiremos na
Figura [2.3| os espacos de fases para os mesmos valores de k utilizados na Figura [2.2| para
realizar uma comparagcao.

Comparando os resultados das Figuras[2.2]e[2.3| percebemos que as ilhas de estabilidade
foram completamente destruidas e nao ha mencao alguma a qualquer curva invariante
spanning, ou seja, as estruturas mistas que anteriormente apareciam no caso conservativo
dao lugar agora a uma extensa regiao cadtica. Portanto, podemos definir que as estruturas

mistas vistas no modelo conservativo decaem para atratores cadticos.

2.4 Mapa padrao dissipativo descontinuo

O mapa padrao dissipativo descontinuo sera o objeto de nosso estudo neste trabalho.
Através dele estudaremos algumas propriedades de transporte no espago de fases. O pro-
cesso de transformacao do mapa padrao da equagao j& se iniciou na secao anterior
quando inserimos a dissipacao no sistema, um possivel atrito no pivo de articulacao
da barra rigida, resultando na equacao . Para inserirmos a descontinuidade do sis-
tema consideraremos que a aplicacao dos pulsos de acao na extremidade livre da barra

rigida do rotor pulsado sera ora em um sentido (horério), ora em outro (anti-horario).
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Figura 2.3: Espago de fases do mapa padrao dissipativo da equagao (2.31)) com v = 1073

para os mesmos quatro valores de k adotados na Figura2.2} (a) k = 0,5, (b) k = 0,75,
(c) k= 0,9716, e (d) k = 1, 5.

Assim, o mapa fica da seguinte forma:

Inywn= 1 —~v)L,+ kf(0,) sen(6,)
Opni1 = [0n + Ine1]  [mod 27]

T: , (2.32)

onde I e # continuam sendo as varidveis de acao e angulo, k e v se mantém como o0s
parametros de controle responsaveis por controlar a intensidade de nao linearidade e

dissipacao respectivamente. O parametro de controle v € [0,1] e f(6,) é a funcao de
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Figura 2.4: Espaco de fases do mapa padrao dissipativo descontinuo das equagoes ([2.32)

e (2.33) com v = 1073 para os mesmos quatro valores de k adotados na Figuras e :
(a) k=0,5,(b) k=0,75, (¢c) k=0,9716, e (d) k = 1,5.

descontinuidade definida como:

+1 se cos(6,) >0

0,,) = sgn(cosb,,) = )
f(8) = sgn( ) —1 se cos(f,) <0

(2.33)
Assim como foi realizado nas se¢oes[2.2)e[2.3] construiremos o espago de fases utilizando
os mesmos valores dos parametros de controle k& das Figuras e e v =107?, sendo
este ultimo utilizado somente no caso dissipativo.
Observando a Figura verificamos que as estruturas mistas presentes no modelo

conservativo desaparecem, dando lugar a uma grande regiao cadtica, assim como no caso
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Figura 2.5: Espaco de fases do mapa padrao descontinuo da equagao (2.32) utilizando os
parametros de controle: (a) k=0,01ey=0; (b)k=10evy=0;e(c) k=10ey=10"2

dissipativo. Porém, notamos também uma difusao na estrutura cadtica no espaco de fases.

Realizaremos agora, uma analise do modelo dissipativo descontinuo com relagao a
presenga, ou nao, de dissipagdo (7y), bem como a variagdo dos valores do parametro
responsavel pela intensidade da nao linearidade (k).

Para o caso conservativo, como ja vimos na secao [2.2] quando nao ha dissipagdo, ou
seja, v = 0 o espago de fases apresenta um regime difusivo na agao para k > 1. Sao
divididos em regimes de difusao lenta e quasilinear, sendo que o primeiro ocorre para
valores de k < 1 e o segundo para k > 1 (k. = 0,9716...) |20, 2I]. Porém, quando
aplicamos a funcao de descontinuidade no sistema, podemos observar um comportamento
bem diferente. A Figura mostra a evolucao de uma orbita iterada 10® vezes para
o0 mapa conservativo, ou seja, com o valor de v = 0, utilizando como condigao inicial
In = 0,01 e 6y = 0,01, para os valores de (a) k = 0,01 e (b) & = 10. Pode-se ver da
Figura (a) que, em contraste com o mapa padrao conservativo, aqui o mapeamento
nao mostra o comportamento regular padrao: nesse caso, o teorema KAM (presenga de
regime quaselinear - toros ou curvas invariantes spanning) nao ¢ satisfeito devido a fungao
descontinua na equagao ([2.32)). Ja a Figura[2.5(b) mostra a difusao de uma orbita cadtica
conservativa. Além disso, a Figura (C) mostra a evolucao de uma 6rbita para o sistema
dissipativo descontinuo usando v = 1072 para as condi¢oes iniciais Iy = 0,01 e §, = 0, 01

com k = 10, de modo que podemos observar a difusao da agao ao longo do atrator cadtico.
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Figura 2.6: Evolucao de uma o6rbita para o mapa padrao dissipativo descontinuo utilizando
os parametros de controle k = 1000 e v = 10~%, com a indicacao de I*.

2.5 Comportamento da variavel de acao versus para-

metros de controle

Ao evoluirmos uma 6rbita para o mapa da equagao (2.32) a partir de uma condigao
inicial, com um nimero determinado de iteragoes, ao longo de sua evolucao a variavel acao
I pode assumir diversos valores. Neste trabalho assumiremos como I* o valor méximo

max

e I’ ., o valor minimo que a variavel de acao atinge durante a evolucao da orbita. Na

Figura [2.6|ilustramos com linha tracejada azul o valor de I}, e I . mna evolucao de uma
orbita de I como uma funcao de 6.

Discutiremos agora o comportamento do valor méximo da agao cadtica I* em funcao
dos dois parametros de controle do mapa . Na Figura [2.7(a) temos I* em fungao
de 7 para trés valores diferentes de k, enquanto (b) mostra I* em funcdo de k para trés
valores diferentes de 7. Para construir a Figura [2.7], foram gerados espagos de fases onde
uma tnica 6rbita foi evoluida em 108 iteragoes para cada valor de v € [107°,5 x 107?] na
Figura (a) e para cada valor de k € [1072,10%] na Figura (b) Aqui, aproveitamos
a oportunidade para informar que para a obtencao dos nossos resultados foi utilizada
a linguagem de programagao Fortran. Em seguida, em posse dos arquivos de dados
gerados, as evolucoes das orbitas foram plotadas utilizando o software Xmgrace, onde

pudemos através de suas ferramentas registrar os valores maximos e minimos da agao I*.

E importante ressaltar que para a construcdo da Figura foram utilizados os valores
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Figura 2.7: Valor maximo dos atratores cadticos I* em fungao dos parametros de controle:
(a) v para cinco valores diferentes de k e (b) k para trés valores diferentes de v, conforme
indicado na figura.

méaximos dos atratores cadticos, porém os mesmos comportamentos foram observados
para os modulos dos valores minimos de I*.

Apo6s um ajuste em lei de poténcia nas curvas da Figura obtemos os valores dos
expoentes dinamicos «;,7 = 1, 2,3, que podem ser comparados aos expoentes criticos a
que descrevem o comportamento do desvio padrao ao longo dos atratores cadticos [19]. Na
Tabela mostramos os valores obtidos de o através dos ajustes realizados nas curvas
da Figura 2.7(a), onde os valores de k sdo fixos e v € [107°,5 x 1072).

Na Tabela mostramos os valores obtidos de oy para £ < 1 e ag para k > 1.
Através dos ajustes realizados nas curvas da Figura (b), onde os valores de v sao fixos
e k€ [1072,10%.

Na Figura [2.7(b) podemos verificar dois regimes dinamicos distintos separados por

k = 1. Este comportamento coincide com o que ja foi discutido na secao [2.2] com relagao
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Tabela 2.1: Valores dos expoentes dindmicos a; para v € [107°,1072] obtidos através de

ajuste em lei de poténcia.

k aq
0,05 | -0,479(5)
0,5 | -0,462(6)

1| -0,457(4)

10 | -0,433(7)
100 | -0,457(4)

Tabela 2.2: Valores dos expoentes dinamicos ayp e az para k € [1072,10%] obtidos através

de ajuste em lei de poténcia.

k<1 k>1
K (65) (6%
1075 | 1,282(5) | 1,001(3)
10~4 | 1,24(1) | 0,996(3)
1073 | 1,29(1) | 1,000(6)

a transicdo de caos local para global e também com as discussoes das referéncias [20], 21].
A partir dos comportamentos observados na Figura (b) podemos concluir que para
k<1:

I oc ™1 k2, (2.34)

enquanto que para k > 1:

I oc ks, (2.35)
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Capitulo 3

Convergéncia para os atratores caodticos

e expoentes de Lyapunov

Neste capitulo realizaremos uma anélise do decaimento de érbitas para um atrator
caotico da varidvel de acao do sistema do rotor pulsado, e também a caracterizacao de
que o modelo realmente tem comportamento cadtico através dos expoentes de Lyapunov.
Também realizaremos uma anéalise do comportamento dos expoentes de Lyapunov em

funcao dos parametros de controle.

3.1 Decaimento para os atratores cadticos

Comecamos neste Capitulo realizando a investigacao analitica do decaimento das 6r-
bitas no modelo em estudo para os atratores caoéticos. Incorporando a equagao (2.33|) na
primeira equagao do mapa (2.32) e iterando a segunda equagao deste mesmo mapeamento

a partir de um par de condigoes iniciais Iy e 6y temos:

I, = (1 =) Iy + k sen(6p) sgn[cos(6p)],

Iy =(1—7)? Iy + k{(1 —~) sen(by) sgn[cos(fy)] + sen(6;) sgn[cos(6;)]},

Iy = (1—7)° Iy + E{(1 — 7)? sen(by) sgnfcos(by)] + (1 — ) sen(b) sgn[cos(6,)]+ (3.1)
+ sen(6s) sgnfcos(6s)]},

Continuando as iteragoes podemos escrever a expressao geral:
n—1
I,=(1—)"I)+ kZ(l — )" " sen(6;) sgn[cos(6;)]. (3.2)
i=0
Dada a periodicidade da fungao seno, o segundo termo da equagao (3.2)), depois da
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igualdade, pode ser negligenciada, pois contribui muito pouco através de pequenas osci-
lagoes em torno do decaimento médio [22]. Expandindo o primeiro termo em poténcias

de n, obtemos:
1 20, 1 3,3
I, ~ I 1+1n(1—’y)n+51n(1—7)n —i-gln(l—fy)n +... . (3.3)
Considerando um valor pequeno para v e realizando uma expansao de Taylor, temos:
I, ~ Ipe™ ™™, (3.4)

o que significa um decaimento exponencial da variavel de acao I para atratores caodticos
em funcao do parametro de controle ~.

Realizando a iteracao da primeira equacao no mapa podemos construir uma
curva de decaimento I x n. A Figura [3.1ja) mostra o comportamento da variavel agao I
do mapa em questao em funcao de n utilizando valores diferentes de k£, bem como distintos
valores de agoes iniciais I e valores de v conforme mostrado na figura. Podemos observar
o decaimento exponencial das érbitas para atratores cadticos, de modo que através de um
ajuste exponencial I = AeP" (curva amarela) realizada nos dados numéricos que utilizam
v =8x10"% Iy = 12 x 10* e k = 0,05 (curva preta) obtemos as constantes de ajuste
A = 11,633 x 10° e B = —0,000078465. Comparando os valores com a equagao (3.4)
podemos concluir que o parametro de controle v corresponde bem ao coeficiente B. Na
Figura [3.1(b) mostramos a sobreposi¢ao das quatro curvas mostradas na Figura [3.1)(a)
em uma unica curva universal através das transformagoes I — I/l e v — nvy. Aqui,
conseguimos evidenciar que o decaimento exponencial possui uma escala invaridvel em

relagdo ao parametro -y, bem como & agao inicial Iy [23].

3.2 Caracterizacao do caos através dos expoentes de
Lyapunov

A sensibilidade as condigoes iniciais é um dos principais sinais da presenca de caos em
sistemas nao lineares. Ao evoluirmos duas 6rbitas no tempo com condig¢oes iniciais muito
proximas e as mesmas divergirem exponencialmente uma da outra, podemos caracterizar
o comportamento cadtico no sistema [2], [13].

Os expoentes de Lyapunov (M) s@o utilizados para a medigao da taxa de divergéncia
média das orbitas dos sistemas e quantificar a dependéncia sensitiva as condig¢oes inici-
ais. Em suma, os expoentes de Lyapunov descrevem a velocidade com que dois pontos

proximos das condigoes iniciais do sistema se aproximam ou se distanciam no espaco de
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Figura 3.1: Decaimento para o atrator cadtico: (a) comportamento de I xn para diferentes
valores de k, Iy e v (conforme rolulados na figura) e (b) sobreposi¢ao de todas as curva
em uma Unica curva universal.

fases, e para que seja caracterizado caos no sistema é necessério que ao menos um dos
expoentes encontrados seja positivo, ou seja, A > 0 [2, 13 19]. A Figura exemplifica
a divergéncia entre as duas condigoes iniciais xg e xg + ug [24].

Em sistemas bidimensionais, os expoentes de Lyapunov para os atratores cadticos

podem ser medidos por [25], 26]:

1
Aj = lim —InfA%[, j=1,2, (3.5)

n—oo M

onde A™ sdo os autovalores da matriz M =[], J;(9,I) com J; representando a matriz

Jacobiana do mapeamento evoluida ao longo da érbita. Para os calculos dos expoentes de
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fi(zo + uo)

g

Figura 3.2: Divergéncia entre duas 6rbitas com condicoes iniciais bem proximas. Figura
retirada da referéncia [24].

Lyapunov utilizamos o método de triangularizacao das matrizes [25] e a matriz Jacobiana

para o sistema é definida como:

6]71—1-1 aln-i—l

_ ol, a0,
J = 00p41 0041 |7 (3.6)
o1, 00,

onde os elementos da matriz sao dados por:

8(:?}:1 — 11—, (3.7)
8;’5:1 = kf(6,)cos(by), (3.8)
fg"_zl . (3.9)
‘3’2_&“ — 14 kf(6,) cos(d,), (3.10)

assim:

g ( 1—~  kf(6,)cos(b,) ) ' (3.11)
1=~ 1+Ekf(6,)cos(0,)
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Figura 3.3: Curvas do comportamento dos expoentes de Lyapunov (a) positivo e (b)
negativo para os parametros de controle k = 10 e 7 = 1072, (c¢) Soma dos valores médios
dos expoentes de Lyapunov \; e Ay [23].

Calculando o determinante desta matriz temos:
Det(J)=1—~. (3.12)

De acordo com o teorema de Liouville, quando o resultado do determinante da ma-
triz Jacobiana de um determinado sistema ¢é igual a 1, o mesmo ¢é caracterizado como
conservativo. Isto significa que para regioes de formas geométricas diferentes dentro do
espago de fases, a area dos pontos nao sofrem alteragao. Logo, concluimos pelo resultado
do determinante que para -y # 0 a area no espago de fases nao é preservada [14], 19, [31].

A Figura mostra o comportamento dos expoentes de Lyapunov do mapa (2.32).
Para a construcao das curvas os parametros de controle utilizados foram k = 10 e v = 1072
e um conjunto de seis condicoes iniciais diferentes, conforme descritos na figura, e cada
uma destas condigoes iniciais foi iterada 10® vezes. A Figura (a) mostra o compor-
tamento dos expoentes de Lyapunov positivos. Uma média no conjunto das diferentes
curvas nos da o expoente \; = 2,00300(4). A Figura (b) mostra o comportamento do
expoente de Lyapunov negativo, em que o valor médio é Ay = —2,01304(4). A Figura
(c) mostra a soma dos valores médios dos expoentes Lyapunov A\; + Ay &~ —1072 que
tem a mesma magnitude do valor de v utilizado [23].

Ja a Figura mostra o comportamento dos expoentes de Lyapunov do mapa
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Figura 3.4: Curvas do comportamento dos expoentes de Lyapunov (a) positivo e (b)
negativo para os parametros de controle k =1 e v = 107*. (c) Soma dos valores médios
dos expoentes de Lyapunov A\; e As.

utilizando os parametros de controle k = 1 e v = 107 e, assim como na Figura [3.3] um
conjunto de seis condicoes iniciais diferentes nomeadas na figura, e cada uma destas condi-
coes iniciais foi iterada 108 vezes. Na Figura (a) temos o comportamento dos expoentes
de Lyapunov positivos, e com a realizacao de uma média no conjunto das diferentes cur-
vas nos da o expoente \; = 0,75962(2). Na Figura (b) temos o comportamento do
expoente de Lyapunov negativo, em que o valor médio é Ay = —0,75971(1). E na Figura
3.4(c) temos a soma dos valores médios dos expoentes Lyapunov A+ X~ —107* que
tem a mesma magnitude do valor de v utilizado.

O mesmo procedimento foi utilizado para obtencao dos valores médios dos expoentes
de Lyapunov para k € [1072,10%] com os parametros v = 1072, v = 1073, v = 107 e
v = 107, assim como, para v € [107°,9 x 10%] com os parametros k = 0,05, k = 0, 5,
k=09 k=1, k=10, k =50, £k =100, £k = 500 e k = 1000. A Tabela apresenta
amostragem dos valores médios dos expoentes Lyapunov A, A2 € A+ Do

Agora, analisaremos o comportamento dos expoentes de Lyapunov em funcao dos
parametros de controle. A Figura (a) mostra o comportamento de A em funcio de k
no intervalo k € [1072,10%] para v = 1072. Aqui, notamos dois comportamentos diferentes
de . Para k < 1, através de um ajuste em lei de poténcia do tipo A = C' kP fornece
C' =0,81(3)e 8 =0,55(1). Japarak > 1, observamos um comportamento logaritmico do
tipo A = A+ Bln(k), onde A = —0,678(2) and B = 0,9985(2). A Figura (b) mostra
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Tabela 3.1: Soma dos valores médios dos expoentes Lyapunov \; e A, para diferentes
valores de k e 7.

k Y Xl Xz Xl + XQ
0,056 | 10° |0,17686(5) | —0, 17687(5) | ~ —0, 00001
0,5 | 3x 1074 |0,54641(2) | —0,54671(2) | ~ —0,0003
0,9 | 6x 1073 | 0,72071(5) | —0,72672(5) | ~ —0,006

1 10~ | 0,75962(2) | —0,75971(1) | ~ —0,0001
10 | 1072 | 2,00300(4) | —2,01304(4) | ~ —0,01
50 |4 x 1077 | 3,34143(8) | —3,34147(8) | ~ —0,00004
100 | 8 x 10 | 3,98257(6) | —3,98336(6) | ~ —0,0008
500 | 5x 1072 | 5,5394(1) | —5,5907(1) | =~ —0,05
1000 | 107% | 6,22471(6) | —6,22571(6) | ~ —0,001

T I T x
8- 2 0,54 o
- |e-© Dado Numérico ] |o-o Dado Numérico \;
- | — Melhor Ajuste . — Melhor Ajuste
6F - 4 052 -
- A=A + B In(k) ] A=D exp(E )
1 | 1=
Af ] 0,5
2f 1 048F
O: i ] 0’46 T ETRTT] BRI TITT| B AR T BN RTIY
10 10 10° 10" 100 107 10"
(a) (b) Y

Figura 3.5: Comportamento do valor médio dos expoentes de Lyapunov em funcao dos
parametros de controle (a) k e (b) v [23].

um grafico da média dos expoentes de Lyapunov como uma funcao de v no intervalo
[107°,9 x 107?] utilizando k = 0,5. Por meio de um ajuste exponencial A = D €7 temos
D =0,5493(9) and £ = —1,77(2). O mesmo comportamento foi observado para outros
valores de k e «y. Assim, os resultados confirmam que a dissipacao destroi a estrutura
observada no espago de fases do sistema conservativo descontinuo [20, 2I]. Além disso, o
parametro critico k. = 1 define a transicao entre diferentes regimes de crescimento para
o mapeamento dissipativo descontinuo.

Os resultados do comportamento de A em funcdo de k no intervalo k € [1072, 10%] para
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Tabela 3.2: Valores das variaveis dos ajustes realizados na curva de comportamento de A
em funcao de k para diferentes valores de 7.

A=A+ Bln(k) A=C K’
i A B C B
1075 [ -0,6776(5) | 0,99845(6) | 0,766(1) | 0,490(2)
1074 | -0,6791(7) | 0,99862(8) | 0,77(3) | 0,498(7)
1073 | -0,675(1) | 0,9982(1) | 0,81(1) | 0,55(3)
1072 | -0,678(2) | 0,9985(2) | 0,81(3) | 0,55(1)

Tabela 3.3: Valores das variaveis dos ajustes realizados na curva de comportamento de A
em funcao de ~ para diferentes valores de k.

I A=D P
D E

0,5 | 0,549309) | -1,77(2)
0,9 | 0,72308(5) | -0,570(2)
1| 0,75962(5) | -0,498(2)
10 | 2,00790(6) | -0,070(1)
50 | 3,341500(2) | -0,01445(8)
100 | 3,982600(2) | -0,00738(9)
500 | 5,539800(1) | -0,00144(5)

outros valores de 7y fixo sao apresentados na Tabela
Ja a Tabela mostra os resultados do comportamento de de A em fungdo de 7 no

intervalo [107°,9 x 1072] para outros valores de k fixo.
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Capitulo 4
Propriedades de transporte

Neste Capitulo apresentaremos os resultados da pesquisa sobre as propriedades de
transporte de particulas no mapa padrao dissipativo descontinuo. Discutiremos os re-
sultados numéricos com relacao ao escape de particulas através de um orificio em uma
determinada regiao do espago de fases. Realizaremos um estudo da probabilidade da

sobrevivéncia de particulas em uma determinada érea do espago de fases.

4.1 Escape de particulas

Nesta secao, discutiremos sobre o escape de particulas para o mapa padrao dissipativo
descontinuo. Em nossas investigacoes, consideramos um conjunto de particulas com con-
digoes iniciais Iy = 107 e 6 espagados uniformemente ao longo do intervalo 6 € [0, 27],
iteradas 10° vezes. Apos este tempo, a particula assume como condigao inicial a posicao
da tltima iterada para que seja realizada uma nova iteracao de 10%. Durante a evolucao
do tempo, as oOrbitas atingem I > h, em que h é uma posicao tipica no espaco de fases,
assumimos que a particula alcangou um buraco e ocorreu sua fuga. Apods o escape, essa
particula é removida da simulagao e o ntimero de iteragoes realizadas é armazenado em
um vetor e uma nova orbita com outra condi¢ao inicial é iniciada com uma fase diferente
e o mesmo valor de Iy. Este procedimento é repetido até concluir o conjunto de condig¢oes
iniciais. A Figura ilustra através de linhas tracejadas vermelhas as posicoes de h,,q. €
homin €m relacao aos valores maximos e minimos da variavel acao I* no espaco de fases.

O histograma para o ntumero de particulas que escaparam por n iteragoes usando os
parametros de controle k =1, v = 4 x 107 e considerando h = ¢,I*, onde ¢, ¢ definido
como 20% do valor maximo e minimo da varidvel agdo I* é mostrado na Figura [4.2]
Observamos nesta figura que o histograma inicialmente cresce com um intervalo curto
de n, atingindo um valor maximo caracterizado por n, e, apés atingir o pico, comeca

a diminuir assintoticamente a zero. Pode-se observar um decaimento exponencial de
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Figura 4.1: Evolucao de uma 6rbita para o mapa padrao dissipativo descontinuo utilizando
os parametros de controle k = 1000 e v = 10™%, com a indicacao de hmaz € Amin.

Histograma em funcdo n. Em um ajuste exponencial do tipo Histograma = A eB”
fornece A =1,570(1) e B = —0,0009196(3).

Ao estudarmos os histogramas gerados, armazenamos os valores maximos n, para cons-
truirmos as curvas em funcao da altura de escape h para diferentes valores dos parametros
de controle, como podemos verificar na Figura . Assim, em (a), mostramos n, em fun-
¢ao de h para trés valores diferentes de k, enquanto que em (b) mostramos n, em funcao
de h para trés valores diferentes de v (conforme rotulados na figura). Em nossas inves-

tigagoes consideramos Moz min = 20%1%, obtido para um intervalo v € [107°,1073]

ax,min
na Figura [4.3a) e para um intervalo k € [5 x 1072,10°] em (b). Assim como ocorre para
os expoentes criticos a da secao [2.5, podemos ver que para k£ < 1 temos um expoente u
e para k > 1 temos outro nomeado us.

Dos comportamentos observados nas Figuras podemos supor que para k < 1:
n, o< h(y)“ h(k)", (4.1)

e para k > 1:
n, o< h(y)“h(k)*, (4.2)

onde, em um ajuste em lei de poténcia nas curvas da Figura [4.3|a) fornece os expoentes

mostrados na Tabela . Verificamos também, que uz ~ 0 é o ajuste para n, em fungao

44



1r — Dado Numérico I
L — - Ajuste Exponencial
0,8+ |
g L
8 0’6 [ |
50
2 |
é k=1
041 y=4x10"
r h=20%I
0,2+ e
0 L L L L Lo L L | L Lo
10" 10° 10° 10" 10°

Figura 4.2: Histograma em funcao de n utilizando os parametros de controle £ = 1,
y=4 x 107" € hpazmin = 20%[7*nax,min‘ O valor maximo n, esta destacado conforme
indicacao na figura.

Tabela 4.1: Valores dos expoentes dinamicos u;, onde i = 1 para k < 1lei =2 parak > 1,
obtidos através de ajustes em lei de poténcia nas curvas de n, x h(7y) para diferentes valores
de k.

k U;
0,5 | -1,87(3)

1 | -1,88(1)
10 | -1,94(1)

de h(k) para diferentes valores de v da Figura [£.3(b). Portanto podemos assumir que
para k <1 u; ~ —1,83 e para k > 1 uy ~ —1,94(1).

Na Figura (c), apos uma transformagdo em escala h — h/k, podemos ver um
colapso de todas as curvas mostradas na Figura (a). Assim como, para uma transfor-
macao em escala n, — n,/v mostra em (d) a sobreposigao de todas as curvas mostradas
na Figura [4.3(b).

Agora, iremos analisar o comportamento de n, em fungao dos parametros de controle.
A Figura @ mostra n, em funcao do parametro 7 para trés valores diferentes de k em
(a) e n, em fungao de k para trés valores diferentes de v em (b).

O comportamento das curvas observadas na Figura [4.4 nos leva a supor que:
n, o Yk, (4.3)

onde z; e zo sao expoentes dindmicos. Ao realizarmos um ajuste em lei de poténcia nas
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Figura 4.3: (a) n, x h(7) para diferentes valores de k e (b) n, x h(k) para diferentes valores
de v (conforme rotulados na figura). Reescala de todas as curvas para (c) n, X h/k e (d)

ny,/y X h.

Tabela 4.2: Valores dos expoentes dinamicos z; obtidos através de ajustes em lei de
poténcia nas curvas de n, x 7 para diferentes valores de k.

k 21
0,5 0,83(1)
1 |0,863(8)
10 | 0,85(1)

trés curvas da Figura[4.4]a) obtivemos o valor médio dos expoentes dindmicos mostrados
na Tabela O valor de 2, ~ 0 para v = 1072, v = 10~* e v = 10~° sao mostrados na

Figura[1.4b).

Em posse dos expoentes dindmicos u e z podemos realizar um estudo sobre os histo-

gramas de escape com o objetivo de sobrepd-los e comprovar a invariancia de escala. Para
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Figura 4.4: (a) Comportamento de n, X~y para diferentes valores de k. (b) Comportamento
de n, x k para diferentes valores de .

isso, construimos a Figura (a) que nos mostra os histogramas de escape em funcao de
n para diferentes valores de v e k, conforme rotulados na figura, para k < 1 e a Figura
4.5(b) que apresenta os histogramas de escape em fungao de n para diferentes valores de
~v e k, também rotulados na figura, para k > 1.

Podemos observar que a escolha dos parametros de controle das curvas nos mostra
valores diferentes de n,. Fazendo uma reescala n — n/(y**k"3v*k**) no eixo horizontal
para k < 1, todas as curvas se sobrepoem em uma tnica curva, como mostrado na Figura
[1.5|(c), bem como ao fazer uma nova reescala de n — n/(y"2k"~*k*) no eixo horizontal
para k > 1 como mostrado na Figura [£.5(d), confirmando a invariancia de escala do

histograma.
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Figura 4.5: Histograma de escape em fungao de n utilizando diferentes valores de h, v e
k para (a) k < 1e (b) k> 1. (c) e (d) Apés uma reescala no eixo horizontal todas as
curvas sobrepostas em uma tnica curva.

4.2 Probabilidade de sobrevivéncia de particulas

Discutiremos agora sobre o comportamento da probabilidade da sobrevivéncia de par-

ticulas na area entre os valores de A4 € hpmin do espaco de fases, que é definido por:

N
1
P= = ; Nauro(n), (4.4)

onde a somatoéria que é feita ao longo do conjunto do niimero de condigoes iniciais de
Nyyro(n) € o niimero de condigdes iniciais que ndo escapam pelo furo até um tempo n.
Avaliando a equacao ao longo das orbitas cadticas, seu comportamento é exponencial
[111, 27].

A Figura (a) mostra o comportamento de P em funcao de n para os pardmetros de
controle v = 4 x 107* e k = 1, onde podemos ver que o decaimento da sobrevivéncia de
particulas é exponencial. Mostramos um ajuste exponencial do tipo P x e*" fornecendo
o valor v = —0,00092322(2).

Um ajuste de v em func¢ao da altura h do furo de escape de particulas para os valores

de k e v ¢ mostrado nas Figuras [1.6[b) e (c), respectivamente. Através das curvas nestas
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Figura 4.6: (a) P x n confirmando o comportamento exponencial para um pequeno n. O
ajuste obtido é v=-0,00092322(2); (b) curvas de v x h(y) para trés valores diferentes
de k; (c) curvas de v x h(k) para trés valores diferentes de 7; (d) sobreposicao das
curvas mostradas em (b) apos a transformacao n — h(7)/k; (e) sobreposi¢ao das curvas

mostradas em (c) apés a transformacao v/y — h.

figuras, em um ajuste em lei de poténcias, podemos verificar os valores dos expoentes
dindmicos u} conforme Tabela 4.3l Podemos verificar também, que para 7 os valores
do expoente u, =~ 0. Aqui, também podemos observar regimes dindmicos diferentes
para k < 1 ek > 1. A sobreposi¢do das curvas ¢ mostrada na Figura [£.6(d) usando a
transformagao h(y) — h(v)/k para trés valores diferentes de k, enquanto que na Figura

4.6/(e) mostra v — v/~ para dois valores diferentes de 7, confirmando a invariancia de
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Tabela 4.3: Valores dos expoentes dindmicos u) obtidos através de ajustes em lei de
poténcias nas curvas de v x h(vy) para diferentes valores de k.

k u)
0,5 | -1,86(3)
1| -1,87(1)
10 | -1,92(1)

escala da probabilidade de sobrevivéncia.
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Capitulo 5

Comentarios finais e perspectiva de

continuidade

Estudamos nesse trabalho algumas propriedades do mapa padrao descrito a partir
do modelo de um rotor pulsado. Iniciamos realizando uma breve revisao para encontrar
as equagoes do mapa. Através da Hamiltoniana do sistema, realizamos a manipulagao
algébrica das equacoes de movimento para chegarmos a discretizacao do mapa padrao
conservativo. Este mapa é descrito pelas variaveis de acao I e angulo 6.

Em posse do mapa conservativo construimos os espacos de fases para valores diferentes
do parametro de controle k que é responsavel pela integrabilidade do sistema. Verificamos
que a transicao de caos local para global ocorre para o valor de k., = 0,9716.... Ao
inserirmos o parametro de dissipagao v verificamos através da anélise dos espagos de fases
que as ilhas de periodicidade e curvas invariantes spanning sao destruidas.

Adicionamos uma funcao de descontinuidade no sistema e construimos o espago de
fases para este modelo. Dado a escolha dos parametros de controle, verificamos um atrator
caotico. Ao estudar os espacos de fases mostramos que os maximos dos atratores cadticos
crescem como uma lei de poténcia em dois regimes diferentes separados pelo parametro
critico k. &~ 1. Para caracterizar as componentes caodticas da dinamica utilizamos os
expoentes de Lyapunov e verificamos que a média dos expoentes de Lyapunov cresce na
forma de lei de poténcia para k < 1 e muda para um regime logaritmico quando k& > 1.
Estudamos também o decaimento da variavel acao para atratores cadticos e observamos
decaimentos exponenciais. Os decaimentos exponenciais para atratores cadticos também
foram observados em uma versao do modelo Fermi-Ulam na presenca de uma forca de
arrasto proporcional ao quadrado da velocidade [28], e também no modelo de bilhar [29],
bem como em uma familia de mapeamentos dissipativos bidimensionais [22]. Verificamos
também que a diferenga dos expoentes positivos e negativos de Lyapunov possui a mesma

magnitude do parametro dissipativo [30].
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Realizamos uma analise sobre as propriedades de transporte de particulas em uma de-
terminada area cadtica do espaco de fases do mapa padrao dissipativo descontinuo a fim de
investigar a probabilidade de fuga e sobrevivéncia de particulas. Para tanto, construimos

espacos de fases com um furo em determinada altura (hmaz min = 20%1};

mar,min) para duas

situagoes: na primeira variamos o valor do parametro v mantendo o valor de k fixo; e na
segunda realizamos o procedimento inverso, variando k e mantendo ~ fixo. A partir dai
observamos os histogramas de escape das particulas e armazenamos seus valores méaximos
n,. Assim pudemos construir as curvas necessarias para obter os expoentes criticos. Aqui
verificamos que, com os expoentes criticos obtidos, as hipdteses de escala se confirmam
numericamente para diferentes valores de k e v, mostrando que o procedimento utilizado
é geral e a abordagem pode ser aplicada em outros sistemas diferentes.

Alguns resultados obtidos durante o desenvolvimento deste trabalho foram publicados
no periodico indexado Chaos, Solitons & Fractals [23]. Os resultados também foram
publicados na forma de artigo cientifico nos anais da XIV edi¢cao da Conferéncia Bra-
sileira de Dinamica, Controle e Aplicagdes - DINCON 2019 (ver anexos). Além disso,
os resultados também foram apresentados em eventos cientificos na forma de palestras,
resumos e posteres.

Como sugestao de continuidade pensamos em escolher um modelo de um circuito
elétrico para realizar o mesmo procedimento para confirmar que a abordagem pode ser

aplicada em outros tipos de sistemas.
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