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Resumo

Neste trabalho tedrico em Equacoes Diferenciais Parciais Elipticas, estudamos uma
versao estacionaria da equacao de Schrédinger nao-linear biharmonica. O objetivo prin-
cipal versa sobre resultados de existéncia e concentragao de solucoes nao-triviais, quando
um parametro € tende a zero. Sao utilizados métodos variacionais para estudar existéncia

das solucgoes fracas nao-triviais com hipdteses sobre o pontecial e sobre a nao-linearidade.

Palavras-Chave: Fquacoes Biharmoénicas, Métodos Variacionais, Métodos de Penali-

2a¢ao.






Abstract

In this theoretical work in Elliptic Partial Differential Equations, we study a statio-
nary version of the biharmonic nonlinear Schrédinger equation. The main objective aims
existence results and concentration of nontrivial solutions when a parameter e tends to
zero. Variational methods are used to study the existence of the weak nontrivial solutions

under certain assumptions on the potential and the nonlinearity.

Keywords: Biharmonic Equations, Variational methods, Penalization methods.






Indice de Notacoes

|A| é a medida de Lebesgue de um subconjunto A C RY;

C*(Q) = {u: Q — R; u é continuamente k vezes diferenciavel }

Ck(Q) = {u € C*(Q); supp(u) é compacto};

Crk(Q) = {u € C*(Q); D*u é o — Hélder continua};

folley = ([ uPar)”

LP(Q) = {u: Q = R; u é mensuravel e ||u||tr) < 00};

Jullz(@ = nf{a > 0; {z € 2 u(z)| > a} = 0}

L®(Q) = {u: Q = R; u é mensuravel e |[u||p~) < co};

Wmr(Q) = {u € LP(Q); D*u € LP(Q)V|a| < m}, onde o = (v, ..., ayn) é um multi-

indice;

1
m >
[[ul[wm.r() (Z ||DZU||LP<Q)> ;

i=1
WyP(Q) = C§°(£2), onde o fecho é tomado com respeito a norma ||. |lym.nrq);
(

N
0%u
Au= Y —;
=1z
A?u = A(Au);
2N
2, = —
Yoy
2" = .
N -2
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CAPITULO

1

Introducao

Nos tultimos anos, varios autores tém estudado diversas questoes relativas a equacao

de Schrédinger estacionaria nao-linear

—e2Au+V(z)u = f(u) em Q

(1.1)
ue HY(Q),

com condicoes de fronteira de Neumann ou Dirichlet, onde Q C RY é um dominio nao
necessariamente limitado. Motivado por Floer e Weinstein |7], Rabinowitz em [13] usou
argumentos do tipo passo da montanha para encontrar solugoes de energia minima de (1.1)
para € > 0 suficientemente pequeno, onde N > 3, Q = R¥ e f é uma nao-linearidade

superlinear e subcritica. Sobre o potencial V foi assumida a seguinte condig¢ao

0<Vy= inf V(z) < liminf V(x).

z€RN |z|—o00
Em [15], Wang provou que as solugdes do passo da montanha encontradas por Rabi-
nowitz em [13] apresentam um fenémeno de concentra¢ao em torno de um minimo global
de V', se e = 0. Em [5], Del Pino e Felmer usaram um método de penalizagao para pro-
var a existéncia e concentragdo de solugoes para o problema (1.1), com nao-linearidade

superlinear e subcritica e com o potencial V' satisfazendo a seguinte condigao

inf V(z) < inf V(x),

zeEA TEOA

onde A é um dominio limitado contido em €). Esses argumentos inspiraram muitos autores

nos tltimos anos, entre eles Alves e Figueiredo em |2, 3|, que consideraram o problema

17
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(1.1) com o operador de Laplace substituido pelo p-Laplaciano e obtiveram existéncia,
multiplicidade e concentracao de solucoes positivas.

Embora muitos autores tenham estudado o problema (1.1) para os operadores Lapla-
ciano e p-Laplaciano, poucos trabalhos podem ser encontrados tratando de equacoes de

Schrédinger biharmonicas, dadas por

e2A%u+ V(x)u = f(u) em RY (1.2)
u € H*(RY),

Em [11, 12], Pimenta e Soares provam a existéncia de uma familia de solug¢oes para

(1.2), onde estas apresentam um fenémeno de concentra¢ao em torno de um ponto de

minimo global de V, tal como feito em |5|. J& no trabalho |6], Figueiredo e Pimenta
provam a existéncia e multiplicidade de solucoes que se concentram em torno de um
minimo global de V, levando-se em conta propriedades topologicas do conjunto onde V'
atinge o seu minimo, onde a equagdo considerada é semelhante a (1.2).

Neste trabalho, realizamos um estudo detalhado do trabalho [11], considerando-se uma

nao-linearidade f satisfazendo as condigoes:

(f1) f€C(R),
(f2) f(§) = o(§), quando & — 0,

(f3) existem constantes a;,as > 0 tais que

[FO] < arle] +azl€]”,  VEER

N+4
onde 1 < p < 5,

(f1) para algum 2 < 6 < p+ 1, temos para todo £ # 0

3
0 < 0F(E) < 1(6)€ onde PO = [ r(0y
1)

(f5) a fungdo & — ra é crescente para £ > 0, decrescente para & < 0.
Quanto ao potencial V', vamos supor as seguintes condicoes:
(V1) V e CORN) N L*°(RY),

(V3) existe um aberto 2 C RY limitado e xq € € tais que
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0<V(zg)=Vy=infV <infV.
RN o0N
O objetivo é mostrar o seguinte resultado

Teorema 1 Sejam f eV fungoes que satisfazem (f1)—(f5) e (Vi) —(Va) respectivamente.
Entao para toda sequéncia €, — 0 existe uma subsequéncia que continuaremos a denotar
por {e,} tal que (1.2) (com €, = €) possui uma solugao nao-trivial u, € H*(RY). Ainda
mais, sendo x,, ponto de mdzimo de |u,|, entdo x, € Q) e ainda

lim V(x,) =inf V.

n—o0 RN

No trabalho [11], os autores provam os resultados sem utilizar a condi¢do (f4) sobre
a nao-linearidade, chamada de condicao de Ambrosetti-Rabinowitz. Ao invés dessa, con-
sideraram uma condicao de superlinearidade sobre f mais fraca, de modo a abranger um
niimero maior de nao-linearidades, o que exigiu a adicao de muitos resultados técnicos ao
trabalho.

Nossa proposta, ao apresentar o texto com uma condi¢ao mais restritiva, foi para que
este se torne mais acessivel, por conter menos detalhes técnicos, a um iniciante na area
que se interesse pelo trabalho [11], onde todas as demonstragoes apresentem somente os
detalhes inerentes a técnica de penalizacao utilizada e nao aos que sao técnicos oriundos
da falta da condicao de Ambrosetti- Rabinowitz.

Para compreender resultados do trabalho [11], foi necessario um estudo prévio de
varios resultados abstratos da Teoria da Anélise Nao-Linear, alguns dos quais compoem

o segundo capitulo, como por exemplo o conhecido Teorema do Passo da Montanha.






CAPITULO

2

Preliminares

Neste capitulo veremos algumas defini¢oes, notacoes e resultados importantes para o
desenvolvimento do trabalho. Primeiramente descrevemos uma nova classe de objetos em
que é coerente definir uma derivada (generalizada) onde as regras do calculo se mantenham
e a0 mesmo tempo possa-se incluir fun¢oes nao diferencidveis no sentido cléssico. Tais
objetos sao as chamadas distribuicoes.

Apo6s veremos uma importante operacao com distribuicoes, definimos os Espacos de
Sobolev e admitimos os Teoremas de Imersoes. Por fim demostramos o Teorema do Passo

da Montanha.

2.1 Distribuicoes

Seja ¢ : Q C RY — R(C) uma func¢io continua no aberto 2. Entdo definimos:

Definicao 1 O conjunto supp(¢) = {x € Q;¢(x) # 0} € chamado de suporte de ¢. Se

este conjunto além de fechado for compacto dizemos que ¢ tem suporte compacto.

Definicio 2 O espaco vetorial das funcoes C°(RY) com suporte compacto, o qual cha-
mamos de espaco das funcoes teste, serd denotado por D(RY). Se Q é um aberto do RY,
ainda podemos falar do espaco das fungoes C'°° com suporte compacto contido em ). Fste

espago serd denotado por D(1Q).

Vamos fornecer a D(2) uma topologia tal que faca de D(2) um espago vetorial topo-

logico. Precisamos entao saber o que sao sequéncias convergentes em D(€).

21



2. Preliminares 22

Definigao 3 Uma sequéncia {¢,,} de fungoes em D(Q) é dita convergente para zero se
existir um compacto K C ) tal que supp(¢y,) C K, para todo m e todas as suas derivadas

convergem uniformemente para zero em K.

Definicao 4 Um funcional linar T' definido em D(2) é dito uma distribui¢ao em §2 sem-

pre que, se ¢, — 0 em D(Q) entao T(¢,) — 0, quando m — oo.

O espaco das distribuicoes, o qual é o dual do espaco das funcoes teste, é denotado

por D'(Q).

Exemplo 1 (A ditribuigao de Dirac) Seja x € RY. Defina §, por 6,(¢) = ¢(z),
para toda ¢ € D(RN). E claro que 6, define uma distribuicao. Em particular se x = 0

escrevemos apenas § e este € o conhecido 6 de Dirac.

Defini¢do 5 Uma funcio f : Q C RN — R(C) € dita localmente integrdvel se para
qualquer compacto K C Q tivermos que / |f| < 0o. Denotamos o espago das fungoes
K

. ~ . . . 1
definidas em §) que sao localmente integrdveis por L;,.(§2).

Exemplo 2 Dada uma funcao localmente integravel f defina o funcional linear Tt em

D(Q) por Ty(¢) = / fédx. E facil verificar que Ty é uma distribuicdo em D'(€).
Q

Vamos agora ver uma operacao familiar ao Céalculo aplicada a distribuicoes, que é a
de diferenciacao. Comecaremos com a definicao de multi-indice de Schwartz, a qual sera

muito util.

Definigao 6 Um multi-indice o é uma n-upla o = (aq, -+ ,ap,), o > 0 inteiros. Asso-
ciado a um multi-indice o temos: |a| = aq + -+ + a,, (ordem de a); ol = a;!---,l;
x® =t onde x = (x4, " ,Ty) € R™

aOé

. a
Por fim definimos D = TR
1 n

Defini¢ao 7 Sejam T € D'(Q) e Q C RY aberto. Definimos para todo multi-indice o a

distribuicao DT por
(D°T)(¢) = (~1)*'T(D*¢) V¢ € D(Q)
Exemplo 3 Consideremos a fun¢ao de Heaviside em R

1 z>0
Hz) = 0 0
T < U.
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Esta funcao € localmente integravel e por isso define uma distribuicao, a qual denotaremos

por Ty. Seja ¢ € D(R) entao

%@5) =T (%) = —/RH%dx = —/0 %cm = _yEI—Poo [/0 %dx} = ¢(0) = (o)

" dd% =6 (§ de Dirac).

2.2 Espacos de Sobolev

Seja Q um aberto do RY, 1 < p < +ocoem € N. Se u € LP(Q2), é sabido que u possui
derivadas de todas as ordens no sentido das distribui¢oes, mas nao é verdade, em geral,
que D%u seja uma distribui¢do definida por uma fungao de LP(€2).

Quando D*u é gerada por uma fungao de LP(2), defini-se um novo espac¢o denominado
espaco de Sobolev, o qual representamos por WP (£2) o espago vetorial de todas as fungdes

u € LP(Q)), tais que para todo |a] < m, D € LP(2), isto é
W™mP(Q) = {u € LP(Q); D*u € LP(Q),V]a| < m}

sendo D%u a derivada no sentido das distribuigoes.

Para cada u € W™P(Q) definimos a norma de u da forma:

fa, = 3 / D*ufPda.

laj<m

O espaco normado (W™P(Q), ||.||mp) é denominado espaco de Sobolev.

Representa-se W™2(Q) = H™(Q) devida a estrutura hilbertiana de L*(Q), a qual é

herdada pelos espacos H™(f2).
Teorema 2 Os espagos de Sobolev W™P(§) sao espagos de Banach.

Demonstragao: Seja u, uma sequéncia de Cauchy em W™P(Q). Mostremos que u,

converge para uma fungdo u € W™P(Q). De fato, como u, é de Cauchy temos:

uy — wllh,, = Z / | D%, — D%u,|Pdx — 0, v, — +o0.
Q

laj<m
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Segue que (D%u,) é uma sequéncia de Cauchy do espago de Banach LP(f2). Logo, para
cada |a| < m, existe u, € LP(Q) tal que: D%, — u, em LP(Q)). Em particular, quando
a=(0,---,0) temos que u, — u em LP(Q).

Basta mostrar que D%u = u,. Com efeito, das convergéncias anteriores, temos as

seguintes convergéncias em D’ (Q)

D%, — u, ¢ D%u, — D%u

pela unicidade do limite concluimos o desejado.

[ |
Corolario 1 Os espagos H™(Q2) sao espagos de Hilbert com o produto interno
(u, U)Hm(Q) = Z (Dau,Dav)Lz(Q).
la|<m
[ ]

O espago das fungdes C'>° com suporte compacto contido em € é denso em LP(2), mas
nao ¢ verdade que este mesmo espago, o qual passamos a denotar por C§°(€2), seja denso
em W™P(Q). Por esta razao define-se o espago W;""(Q) como sendo o fecho de C§°(Q2)

em W™P(Q), isto é,
m, oo—”-Hmm
Wo™(Q) = Cge ().
Os espagos W;"P(€2) também sdo espagos de Banach e em particular, quando p = 2,

Wi2(Q) = HJ' sio espacos de Hilbert.

2.2.1 Teoremas de densidade e imersao

As demostragoes dos resultados desta se¢cdo podem ser encontradas em |9].
Teorema 3 O subespagco C>(2) N WEP(Q) ¢ denso em WrP(Q).
Vamos agora enunciar as conhecidas desigualdades de Sobolev para fun¢oes em Wol’p(Q).

Teorema 4
Np

L~ (Q) para p < N,
C°(QY)  parap> N.

We ()



2. Preliminares 25

Além disso, eriste uma constante C' = C(N,p) tal que, para qualquer u € Wol’p(Q),

lullye < Cl Dull, parap <N,
-Pp

C’\Q\%_% | Dull, parap> N.

IN

sup [u|
Q

Definicao 8 Dizemos que um espaco de Banach By estd imerso continuamente no espago
de Banach By e denotamos By — By, se existir uma aplicacao linear limitada e bijetora

B — Bs.

Assim, o Teorema 4 pode ser expresso da forma

WhP(Q) < LY (Q)  p < N,

WyP(Q) = C°(Q) p> N.
Iterando o Teorema 4 k vezes chegamos a uma extensao para os espagos Wok’p(Q).

Corolario 2

WEP(Q) — L¥(Q)  kp < N,
WEP(Q) = C™Q)  kp > N.

2.3 Teorema do Passo da Montanha

Seja E um espaco de Banach e I : £ — R um funcional. Vejamos as seguintes

defini¢oes.

Definicao 9 O funcional I é Fréchet diferenciavel em uw € E se existe uma aplicacao
linear continua L = L(u) : E — R satisfazendo:
Ve >0, 30 = d(e,u) > 0 tal que |I(u+v) — I(u) — Lv| < €ljv||, sempre que ||v|| < 6.

A aplicagao L € usualmente denotada por I'(u).

Definigao 10 Um ponto critico u de I € tal que I'(u) = 0, isto é,

I'(uyp =0, Vi €E.
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O valor de I em u é entao chamado de valor critico de I.

Em aplicagoes para equacoes diferenciais parciais, pontos criticos de funcionais cor-
respondem a solucoes fracas de equagoes.

Existem resultados que garantem a existéncia de ponto critico de funcionais. O Teo-
rema do Passo da Montanha é um desses resultados e estd intimamente relacionado com

a condi¢ao de Palais-Smale (PS).

Definigao 11 Seja I € C'(E,R), E espa¢o de Banach. Dizemos que I satisfaz a con-
dicao de Palais-Smale (PS) se qualquer sequéncia {u,} em E tal que {I(u,)} € uma
sequéncia limitada de nimeros reais e I'(u,) — 0 quando n — oo, possua uma subsequén-

cta convergente.

Vamos provar a versao usual do Teorema do Passo da Montanha. A prova se torna

simples utilizando a seguinte versao do Lema da deformacao.

Lema 1 (Lema da deformacgao) Seja E um espago de Banach. Suponha que o funci-
onal I € C*(E,R) € tal que satisfaga a condi¢io (PS). Se ¢ € R ndo ¢ um valor critico
de I, entao dado € > 0 existe um € € (0,€) en € C([0,1] x E, E) tais que para qualquer

ue E etel0,1] tem-se:
1°) n(t,u) =use, u ¢ I ([c—€c+7);
2°) n(1,I¢t¢) C I°°.

Demonstracao:
Como ¢ € R nao é um valor critico de I, devem existir constantes «, 5 > 0 tais que se
u € I ([c — a,c+ a]) implica que ||I'(u)|| > /3, caso contrario, para quaisquer «, 3 > 0
existird u* € I ([c — a, ¢+ @) com ||I'(u¥)]| < 8.
1

1 o . . e, *
Tome para cadan € Na = - e 3 = - assim existira u;, tal que

n’

c— % <I(u;) <c+ % com || I'(u))]| < % Vn € N.
Logo, passando o limite quando n — oo obtemos que I(u}) — c e I'(u}) — 0.

Como [ satisfaz a condi¢ao (PS) temos que a menos de subsequéncias v, — u em FE.
Uma vez que I € CY(E,R), temos I(u}) — I(u) e I'(u}) — I'(u).

Pela unicidade do limite segue que I(u) = ce I'(u) = 0, isto é, ¢ ¢ um valor critico de

I, o que é uma contradicao.
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Portanto, existem constantes «,3 > 0 tais que, se u € [~!([c—a,c+ a]) entao
1 (w)]| = 8.

iz
Agora considere € € (0, a] fixado, € € (0,€) e 6 = =

Sejam
A=T"c—%c+e),B=T"(c—ec+e]) eY ={ue E;I'(u) #0}.

Além disso, considere V : Y — X um campo pseudo-gradiente para [ em Y, isto é, V'

é uma aplicacao continua localmente Lipschitziana e tal que, para cada u € Y satisfaz:
(@) V()] < 21" (w)]l,
(1) (I'(w), V(u)) > [[I'(w)]*.

Considere também 0 < p < 1 uma funcao localmente Lipschitziana definida por

p: F — R

. d(u,E\A)
u — p(u) = JEEAraes

Defina f: E— FE por

—p(u) 2 seu €A
0, se u ¢ A.

Temos que f é localmente Lipschitziana e || f|| < 1 para toda u € E.

Temos ainda que o problema de Cauchy

gw(t,u) = flw(t,v))
w(0,u) = u,
tem solugdo unica, a qual denotamos por w(t,u), que esté definida para todo t € R e para
cada u € E.
Sejan:[0,1] x E — E definida por n(t,u) = w(dt,u). Vamos mostrar que n(t,u) = u
seu¢ I (c—€c+7e)=A
De fato, seja wy(t,u) = wu para todo ¢ € R. Note que %wl(t,u) =0= f(w(t,u)),

pois u ¢ A, o que implica

Lwi(t,u) = flwi(t, u))

wy(0,u) = u,



2. Preliminares 28

Por unicidade wy(t,u) = u = w(t,u) para todo t € R. Logo se u ¢ A temos que
n(t,u) = w(dt,u) = u para t € [0,1], o que mostra o primeiro item do Lema.

Para o segundo item do Lema note que para cada u € E fixado a fungao I(w(t,u)) é
decrescente em t. Seja u € [T iremos considerar dois casos:

(1) Para algum t € [0, 6], temos I(w(t,u)) < c—e.

Assim como I(w(t,u)) é decrescente I(w(d,u)) < I(w(t,u)) < ¢ — ¢, donde segue
n(l,u) =w(d,u) € I

(2) Para todo t € [0, 4], temos I(w(t,u)) > c—e.

Visto que I(w(t,u)) é decrescente I(w(t,u)) < I(w(0,u)) = I(u) < c+e

Logo w(t,u) € I"' ([c — €,¢ + €]) = B para todo ¢ € [0, ].

Usando que I(w(t,u)) é decrescente e que p = 1 em B, obtemos

I(w(o,u)) = I(u)—i—/o %I(w(t,u))dt
|

1)
< I(u)—l—%/ I'(w(t,w))l|dt

n 1465_
c+ e 55 =c—e.

IN

Mostrando que

IH{w(d,u)) <c—e.

Portanto, em qualquer caso, temos que 7n(1,u) = w(d,u) € I°¢ se u € I°¢, isto &,

01, I+) © [e=.
|

Teorema 5 (Teorema do Passo da Montanha) Seja E um espaco de Banach e su-
ponha que o funcional I € C*(E,R) e satisfaga a condi¢io (PS).
Suponha ainda que I1(0) =0 e

1) existem constantes p,a > 0 tais que I|pp, > o, e
Iy) eziste e € E\ B, tal que I(e) < 0.

Entao I possui um valor critico ¢ > a. Além disso ¢ pode ser caracterizado como

— it T(u) = inf Tlalt
c ;Ielruerél(%ﬁ]) (u) ;Ielrgoa}] (9(t)),
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onde ' = {g € C(]0,1], E); g(0) =0 e g(1) = e}.

Demonstragdo: Note que ¢ = glellf“trél[(gﬁ;] I(g(t)) < co. De fato, como g € C([0,1], F),
g([0,1]) € E é um conjunto compacto, logo o conjunto {I(g(t));t € [0,1]} atinge seu
mAaximo.

Afirmacao: tem[éai(] I(g(t)) > «, para toda g € I'. Com efeito, seja g € I" e defina
h:[0,1] = R por h(t) = a()].
E claro que h é continua e ainda, h(0) = ||g(0)|| = ||0]| =0 < p, e como ¢ € E \ B, segue
que h(1) = [lg()] = el > p.

Desta forma h(0) < p < h(1), pelo teorema do valor intermediario existe ¢y € (0, 1)
tal que h(to) = p, isto ¢, |lg(to)| = p.
Logo g¢(ty) € 0B, e pela condicao I;) segue que I(g(ty)) > . Como g € I' & qualquer

obtemos que m[ax} I(g(t)) > «, para toda g € T
te[0,1

Entao o conjunto H = {m[ax] I(g(t)); g € F} é limitado inferiormente por «.
te[0,1

Portanto ¢ = ;rellﬁ trél[(z)i:)l{] I(g(t)) esta bem definido e ainda « sendo uma cota inferior do
conjunto H segue da defini¢ao de ¢ que ¢ > «.

Basta agora mostrar que c ¢ valor critico de [.

Suponha que nao seja, entao pelo Lema da deformagao, tomando € = § > 0 existe
um € € (0,€) e n € C([0,1] x E,E) tais que n(l,u) = u se I(u) ¢ [c —€c+ ¢ e
N1, Acye) C Ac—e.

Pela definicao de infimo, escolha g € I' de modo que

I(g(t) < 2.1
max (9(t)) <c+e, (2.1)

e considere h*(t) = n(1, g(t)). E claro que h* € C([0,1], E).

Note que, sendo g(0) = 0 entdo I(g(0)) = I(0) = 0, por hipotese.
Logo I(g(0)) =0 < § < c—¢€eassim I(g(0)) ¢ [c —€ c+¢. Pelo 1°) item do Lema da
deformacao segue que h*(0) = n(1,¢(0)) = n(1,0) = 0.

De forma analoga, notemos que g(1) = e e assim I(g(1)) = I(e) < 0, por hipotese.
Logo I(g(1)) <0 < § < c—€o que implica I(g(1)) ¢ [c — € ¢+ €. Novamente pelo 1°)
item do Lema da deformacao segue que h*(1) =n(1,¢9(1)) =n(l,e) =e.

Com isso, obtemos que h* € T".
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Logo

I(h () > c. 2.9
tem[g?ﬁ( (t)) >c (2.2)

Por (2.1) temos que g([0,1]) C A.y., pois para todo t € [0, 1] tem-se I(g(t)) < c+e.
Desta forma h*([0,1]) = n(1,9([0,1])) C n(1, Acye) C Ac_, pelo 2°) item do Lema da
deformacao.

Como h*([0,1]) C A._. temos que I(h*(t)) < ¢ — ¢, para todo t € [0, 1], em particular

I(h*(t) < ¢ —
tem[(%( (1) <c—ce,

o que contradiz (2.2).

Portanto I possui um valor critico ¢ > «a.



CAPITULO

3

Existéncia e concentracao de solucoes

Neste capitulo, vamos estudar questoes sobre a existéncia de solucoes que apresentam
fenomeno de concentragao, para o problema (1.2), onde ¢ > 0, N > 5 e o potencial V/
satisfaz as condigoes (V1) e (V3). Vamos admitir que f satisfaz as condigoes (f1) — (/f5).

Ha dificuldades na abordagem direta do problema (1.2), uma destas dificuldades é de
se verificar que o funcional associado ao problema satisfaz a condicao de Palais-Smale.
Por essa razao, para garantirmos existéncia de solucao, vamos fazer uma modificacao na
nao-linearidade de forma a recuperar a condigao (PS). Por fim mostraremos que, para €
suficientemente pequeno, a solucao do passo da montanha do problema modificado, é de

fato solucao do problema original.

3.1 O problema modificado

>~

Considere Vj dado pela condicao (V5). Sejam k > 2Vj e a > 0 tais que max {M f(=a) } <
a

T —a
Defina

—‘fi‘“)g, se £ < —a

fE@) =9 [, selé<a
f()g

a

e 9(z,€) = xa(x) f(€) + (1 — xa(2)) f(9).

Pode-se verificar que ¢ satisfaz as seguintes propriedades:

, se>a

(gl) g(xvf) = 0(|€|)7 quando 5 — O,
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(g2) existem constantes ¢;,c0 >0e1<p< % se N > 5, tais que

l9(z, )| < erlé] + c2l€]”,

para todo £ € Re z € RY,
(g3) existe 2 < 6 <p+1 tal que
i) 0<0G(x,8) < g(x,8)E,Vre Qe R,

€
i) 0<26(2,6) < g(s, € < JV ()¢ V6 € Rew ¢ 0, onde Gila8) = [ gl t)dh
0

(94) a funcao £ — ¢ nao-decrescente para £ > 0 e nao-crescente para £ < 0, para

g(x, &)
3

todo x € RV,

Considere o problema

e*A%u+ V(x)u = g(z,u) em RY

(3.1)
u € H*(RY).
Observe que o problema acima é equivalente ao seguinte problema
A%y + V(ex)v = g(ex,v) em RY
(ex)v = g(ex, v) (3.2)

v e HYRY),
onde suas solugoes u, e v de (3.1) e (3.2), respectivamente, estio relacionadas por
Ve(x) = uc(ex).
O espago adequado para tratar do problema (3.2) é o seguinte espago de Hilbert

E. = (H2(RN), <, - >6), cujo produto interno é dado por

< U,V > = / (AuAv + V (ex)uv) dx,
RN

o qual d4 origem a norma ||ul|? = / (JAuf® + V(ex)u?) d.
RN

O funcional energia associado a (3.2) dado por

J(v) = 1 /R (AP + V() / Glex, v)da,

2 BN

estd bem difinido em E, e é de classe C'!. Para garantirmos as condicoes geométricas do

Teorema do Passo da Montanha vejamos o primeiro Lema.
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Lema 2 Assuma que a condi¢ao (V) se verifica e considere as propriedades (g1) — (g3)-

Entao para cada € > 0 existem constantes p, 5> 0 e ¢ € E. com ||d||c > p, tais que

i) J(v) > B, sempre que [[v]]. = p.
i) J.(¢) < 0.

Demonstragao: Usando as propriedades (g1) e (g2), pode-se verificar que para todo

n > 0 existe uma constante C'(n) > 0 de modo que
1
G, O] < JIEP+ ClEF™,  vEeR.

Assim pelas imersoes de Sobolev, segue que

[ Jc@wlae < 3 [ jupdesc [ s
RN 2 Jpn RN

n 1
5|IU||%2(RN> + Ol @)

U
< 01§||u||3+020(77)||u||f+1
n _
< Clul2 (5 +Colulr).
1
Escolh d\||]<( 7 >p1
scolhendo ||u||. — =7, segue que
2C(n)

| l6teaids < Clul?n
RN

Logo se p € (0,7) e u € E, é tal que ||u| = p obtemos que
1 1
J(w) = 3llal = [ Gl = 56 - cng?.
RN

1
Tomando 7 suficientemente pequeno de modo que p? <§ — C’n) = [ > 0, isto prova 7).

Pela propriedade (g3) existem constantes aj,as > 0e 2 < 0 < p+ 1 tais que
G(2,8)] > a1]¢)’ —ay Ve eRV el eR.

Desta forma tomando u € C§°(Q2) \ {0} segue que
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1
Je(tu) = §Htu|lf— G(z, tu)dx
]RN
t2
< Sl -t [ uldes [ ade
RN RN
t2
= Sl [ jufdes [ s
2 supp(u) supp(u)
t2
< Sl =anlt® [ jultds + aafsuppto)]
supp(u)

Logo J.(tu) — —oo, quando t — +00, ja que 6 > 2, e assim tomando t, > 0 de modo

que |[toulle > p, Je(tou) < 0, 0 que prova ii).

O proximo Lema nos garante que J, satisfaz a condigao (PS).

Lema 3 Assuma satisfeita a condicao (V1) e considere as propriedades (g1) — (g3). Seja
{vn} uma sequéncia em E. tal que {J.(v,)} € uma sequéncia limitada de nimeros reais e

J (vp) = 0. Entao {v,} possui uma subsequéncia que converge em E..

Demonstragao: Temos que {v,} é limitada em E.. De fato, como {J.(v,)} é limitada,
existe M > 0 tal que |J.(v,)| < M, para todo n € N, com isso e pela propriedade (g3)

temos

~
—~
4
3
SN—
|
~
oM
—
4
3
S—
4
3

1
M + 5””71”6071(1) >

V4
S~ N/ N7 N -7 N7 N

i 245 [ (0o, 060, ) do

(V4
D~ D~ DI~ DI

| un |2 —i—@/ G(x,uy,)dx

2—0
| v |12 —l—( ) / V(ex)vidx

v

)
Yl I2 4 [ o), — 66t ) do
)
)

S N~ N N~ N

v

|
S
S
N———

0—2 1
> v—2 L 2
> (%7) (1= 7)1

o que implica {v,} limitada em E.. Como E. é um espaco de Hilbert e portanto reflexivo,

{v,} limitada em E, temos que, a menos de subsequéncia v,, — v em E.. Esta convergéncia
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é na verdade forte. Com efeito, mostremos primeiramente que dado o > 0, existe um R > 0

de modo que

n—oo

lim sup/ (|Av,[? + V(ex)v?) da < 6. (3.3)
B%(0)

Assuma que R é escolhido de tal forma que §2 C B%(O). Seja np € C°(RY) tal que
nr = 0 em Bg(O), ng =1em RY\ Bg(0), 0 < ng <1, [Vng| < % e |Ang| < 5. Logo,

como {v,} limitada e J'.(v,) — 0 temos
< J/e(vn)77]Rvn >= On(]')v

e assim

/ [AUnA(nRUn) + V(E%)??R’Ui} dx — / Q(GCC, Un)nRvndx = On(l)a
RN

RN

:>/ (|Av, > + V(ex)v) an:I:+/ (Av, Angu, + 2VnrVo,Av,) de = / g(ex, v, )nrv,de
RN R RN

N

+ on(1).

Usando a propriedade (g3) temos que

/ (|Av,|* + V(ex)v)) nrdz < —/ (Av, Angv, + 2VneVu,Av,) dz
RN RN
1
k Joe

/ V(ex)v,nrdzr + 0,(1),

e pela desigualdade de Holder,

1 C
<1 — —> / (JAv, > + V(ex)v?) dz < —5 [Vnll 2@y [|Avn || 2@y + 0n(1)
k) Jge ) R
2C
+§||an||L2(RN)||Avn||L2(RN).

Tomando o limsup na tltima expressao segue (3.3).
Agora, note que pelas propriedades (g1) e (g2), pode-se mostrar que existe C’ > 0 de

modo que

[ lgtenounlde <€ [ (o o+ fou e
By(0)

Bg(0)
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Note ainda que, pelas imersoes de Sobolev e por (3.3) temos que para n suficientemente

grande

/ |g(ex,v,)vldz < C (Jon]|2 + [Jva]PH) < C (5 n 5%> '
7(0)

Pela integrabilidade de = — g(ex, v)v, temos que dado § > 0 existe um Rs > 0 tal que

J
/ g(ex,v)vdr < -.
B (0) 4

1

. ptl
Tome §; em (3.3) tal que C' (51 +0,° ) <?

Entao existe R > 0e ng € N, (s.p.g. R > Rj) tal que, para todo n > ny

moq

ptl
/ g(ex,v,)v,dx < C (51 +6,° >
%(0)

Logo, se n > ny temos que

o

‘/ g(ex,v,)v,dx —/ g(ex,v)vdm‘ < —.

C C 2
%(0)

Observe que v, — v em E, implica que v, — v em LI (RV), 1 < p < 2N

~—7 pbela

imersdes compactas. Temos ainda que v, — v q.t.p. em RY. Com isso, usando o

Teorema da Convergéncia Dominada Generalizado (ver [8]), podemos mostrar que

/ g(ex, v,)vdr — g(ex,v)vdx,
Br(0) Br(0)

e assim para n > ng obtemos que

)
‘/ g(ex, vy, )v,dx —/ g(ex,v)vda:’ <.
B (0) Br(0) 2

Portanto

’/ exvnvndx—/gexvvdx <(5
RN RN

Por fim, note que v é solugio fraca de (3.2). Com efeito, para toda ¢ € Cg°(RY), pela

convergéncia fraca temos que

/ (Av,A¢ + V(ex)v,¢) de — (AvA¢ + V(ex)vo) dx
RN

RN
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Pela convergéncia forte em L7 (RY) e utilizando o Teorema da Convergéncia Domi-

nada Generalizado segue que

/ glex, vy )vpdr — g(ex,v)vdx.
supp(¢) supp(P)

Assim,

0= lim J'(v,)v = / (|Av]* 4+ V(ex)v®) da — / glex,v)vdx = J (v)v,
RN

n—oo RN

= [lo]? = / glew, v)vd.
RN

Observe ainda que

J (V) v = ||Jvn||? — / glex, vy )vpdr = 0,(1),
]RN

= lim ||Jv,|]* = lim/ g(ex,vn)vnda::/ g(ex,v)vdz = ||v]|?.
n—00 n—00 JpN RN

Portanto ||v,[|c — ||v||c em E. e como j& sabiamos que convergia fraco concluimos que

v, = vem FE,.
[ |

Pelo Teorema do Passo da Montanha, para cada ¢ > 0 existe v. € E, solucao fraca

nao-trivial de (3.2) tal que J.(v.) = ¢, onde

.= inf J.(g(t)),
ce = Jnf max (9(2))

el'e={g € C([0,1], E); 9(0) = 0 e Je(g(1)) < O}.

Pela propriedade (g4) podemos ainda caracterizar o nivel minimax ¢, como

ce = inf maxJ(tu) = inf J,
weEA{0} £0 N

onde N, é definida por
N.={ue E\{0}; J/(u)u = 0}.

Agora, vamos considerar uma sequéncia {e¢,} tal que ¢, — 0 quando n — co. Afirma-
mos que existe uma subsequéncia, que continuaremos a denotar por {e,}, tal que v, := v,

é solugao do problema original (1.2).
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Para isto, devemos verificar a igualdade g(ex,v,(r)) = f(v.(z)) para todo z € RY.

En
Basta entdo mostrar que g(ex,v,(z)) = f(v,(z)) para z ¢ . ,. Ora, para z ¢ (2

Pela defini¢ao de g esta igualdade vale para todo x € €}, , onde €}, = {2; x € Q}
glex, v, (x)) = flva(z)) e f(x) = f(z) para todo |z| < a, logo é suficiente mostrar que
|v,(z)| < a para todo = ¢ Q, , para n € N suficientemente grande.

Vamos entdo analisar a funciao w,(r) = v,(z + y,) onde {y,} C RY é tal que

n—oo

lim inf/ vidr > >0, (3.4)
Br(yn)

para R,5 > 0. Assim, se mostramos que |w,(z)| < a, x ¢ (€, — y,) teremos que
lvn(z)| < a para todo x ¢ €. . Afim disto, veremos uma série de lemas, inclusive o lema

que garante a existéncia da sequéncia {y,} em (3.4), que implicara no desejado.

Lema 4 Suponha que f satisfaz (f1)— (f5). Entao, existe uma solu¢ao de estado minimo
para o sequinte problema

A*w 4+ Vow = f(w) em RY, (3.5)

no nivel co = inf sup Jo(v(t)), onde Jy € o funcional energia associado a (3.5) e
v€lo p<it<1

Lo = {y € C°([0,1], H*(R"));7(0) = 0 e Jo(v(1)) < 0}.

Demonstragao: Seja Ey = (H*(RY),|.]lo) onde ||ullo :/ (JAu|® + Vou?)dz. Assim
como foi feito no Lema 2 podemos mostrar que Jj satisfazRNas condi¢oes geométricas
do Teorema do Passo da Montanha. Entao, existe uma sequéncia {w,} C Ejy, tal que
Jo(wy,) = ¢y e J'(w,) = 0 quando n — oo. Utilizando os mesmos argumentos usados no

Lema 3 mostra-se que {w,} é uma sequéncia limitada em Ej.

Note que pelo Lema de Lions (ver [10]) uma entre as duas possibilidades ocorre:

(i) wp — 0 em L"(RY) para 2 <1 < 2, = 285

(i) Existe uma sequéncia (y,) € RY e constantes R, 3 > 0 tais que

lim inf widx > 0.

nroo Br(yn)

De fato, suponha que (i7) ndo ocorre, ou seja, que para todo R > 0

sup / w?dr — 0,
yeRN J Br(y)
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quando n — oo.

Observe que (w,) é limitada em L?(RY), enquanto que (Vw,) é limitada em L?"(RY),
onde 2* = 22 Entao, pelo Lema 1.1 de [10] temos que w, — 0 em L"(R"Y) para 2 < r <
2., ou seja, (i) ocorre.

Agora suponha que (i) ocorre. Como (w,,) é limitada em Ej a menos de subsequéncias
w, — w em Ej e assim w, — w para quase todo x € RY. Por (i) w, — 0 q.t.p em RY,

donde segue que w = 0 q.t.p.

Logo, utilizando o Teorema da Convergéncia Dominada (ver [8]) temos que

1

(5w, = Flun)) de = 0,00

¢o + on(1) = Jo(wy) — %J{)(wn)wn _ / X

RN

0 que é um absurdo, assim (i) ndo ocorre e portanto (ii) vale.

Defina u,(x) = w,(z + y,). Temos que (u,) é limitada em Ey e como Jy é invariante
por translagoes segue que Jo(u,) — ¢ € Ji(u,) — 0 quando n — oo.

Por (ii) temos que

lim inf uldr > 8.

Como (u,) limitada em Ejy, sabemos que (u,,) converge fraco para u € Fy\ {0} e forte em

LT‘

r (RN) para 2 < r < 2,, onde u é solugio fraca nao trivial de (3.5).

Resta mostrar que Jy(u) = ¢o. Por um lado é facil ver que ¢y < Jy(u), para a outra

desigualdade note que

To(um) = 5 ot = /

RN

(% Flun )y — F(un)) dz,

entdo pelo Lema de Fatou (ver [8]) segue que

¢ > /RN (%f(u)u - F(u)> dz = Jo(u).

Portanto Jy(u) = co.

Lema 5 Suponha que f satisfaz (fi1) — (fa) e V satisfaz (V1) — (Vo). Entado,

limsupec,, < c.
n—oo
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Demonstracao: Vamos assumir sem perda de generalidade que xy = 0, onde zy é dado
pela condigao (V). Seja w a solugao de (3.5) tal que Jo(w) = ¢o. Seja ainda ¢ € C(RY)

uma fungao tal que 0 < ¢ < 1le

1 =z e B,(0)
0 2 ¢ By(0),

P(r) =

onde B,(0) C B,,(0) C €.

Defina w,(z) = 9 (ex)w(z) e note que supp(w,) C S, onde Q. = {F;z € Q},
w, — w em H*RY) e em L"(RY) para 2 < r < 2,.

Seja ¢, (w,) > 0 tal que ¢, (w,)w, € N, . Suponha que ¢ (w,) — 1 quando

n — o0o. Entao

Cew < ey (@e, (wi)wy,)

_ Palwn) /R (1w + V() do - / F (e, (wy)w,)dz

2 RN

= Jo(@e, (wp)wn) + % /R (V) = V(0)) wlde.

E o resultado segue aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada.

Resta entao mostrar que de fato ¢, (w,) — 1 quando n — oo.

Afirmamos que {¢, (w,)} é limitada. De fato, caso contrario, existiria €, — 0 tal que
e, (W) — 00.

Por (f4) pode-se verificar que considerando § > 0 existe a; > 0e 2 < § < p+ 1 tais
que |F(t)| > a;]t|? para todo [t| > 4.

Seja r > 0 tal que w(x) > § para todo « € B,(0). Podemos ainda tomar r suficiente-

mente pequeno de modo que B,(0) C B,(0) e assim se z € B,(0)

Pe, (W) wWr () > wy(2) = w(w) > 4.
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Logo,
n n € n n F € n n
(pﬁn (wn> RN SOEn (wn>
> 9/ F(Spen(wn);l)n) de
H0) Pen (Wn)
0. .0
> a6 Pe, (Wn) W nd

Bo®) Pen(Wn)?

6—2
= e, (wn)" " [wnllfo (s, 0))

= @e, (w,)"? < e <o
n aleHwn“i"(Br(O)) N

o que é uma contradigao. Portanto {¢., (w,)} é limitada.
Agora vamos verificar que ¢, (w,) - 0 quando n — oo. De fato, caso contrario como

(wy,) é limitada segue que ¢, (w,)w, — 0, quando n — oo. Note que por (f2) e (f3),

dado n > 0 existe A, > 0 tal que

|F()] < nlt| + A tPP,  VteR.

Logo,
2
P I R U e T G X
RN Pe, (W )Wy, RN
-1
< 77”wn||2L2(RN)+AnSOen(wn)p HwnHZE:L(RN)v
o que implica
2
lim S (e (1) n )0, dzx = 0. (3.6)
No entanto
f (e, (W wn) Wy,
[[wnll2, / dz. (3.7)
gpen wn Wn

De (3.6) e (3.7) concluimos que |[wy]|e, — 0 0 que contradiz w, — w e w solu¢ao de (3.5)
tal que Jo(w) = ¢p > 0. Entdo existem a, 8 > 0 tais que o < o, (wy,) < 5.
Portanto toda subsequéncia convergente de {¢., (w,)} converge para 1 pois, se existir

© # 1, sem perda de generalidade suponha @ > 1, limite de alguma subsequéncia de

{¢e, (w,)} entdo

f ‘106n W, wn)wn f(@w)w
a2, / de— [ TP g0 2
Pen wn) RN 2
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Por (f5) temos que

f( LY 4 > / f(w)wdz = ||w||? ,

lwlg, =
RN

0 que é um absurdo, e assim concluimos o desejado.

|
Lema 6 {v,} ¢ uma sequéncia limitada em H?*(R).
Demonstracao: A prova deste Lema é andloga a do Lema 3.
|
Lema 7 Eziste {y,} CRY ¢ R, 3> 0 tais que
lim inf/ vidr > B > 0.
Demonstracao: Suponha o contrario, isto é, que
lim sup sup / v2dr = 0.
n—oo  ycRN Bgr(y)
Pelo Lema I.1 de [10] (com ¢ =2 e p = 2%), v, — 0 em L"(RY) para 2 < r < 2,.
Assim pelo Teorema da Convergéncia Dominada:
/ g€, vy Updx = 0,(1) e / G(epx,vy)dr = 0,(1),
RN RN
quando n — oo.
Desta forma
1
oo =Tl = [ (Gotennion + Glentn) ) e —o. (3.5)
RN

quando n — o0.
Por outro lado, como o valor minimax é uma funcao crescente com respeito ao poten-

cial, se d > 0 é o valor minimax associado ao problema

A% + Vv = g(e,x,v) em RY
v e H*(RY),

temos que ¢, > d para todo n € N. Mas isto contradiz (3.8). Portanto o resultado segue.
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Para R > 0 dado, pelo LLema 7 podemos mostrar o seguinte resultado.
Lema 8 A sequéncia {€,y.,} € limitada e dist(e,y.,,?) < €, R.

Demonstragao: Para § > 0 dado seja K; uma d-vizinhanca de €. Seja ¢ € C°(RY)
talque 0 < ¢ <1, ¢ =0em Q, ¢ =1 em RV \ Ky, |[V¢| < § e |Ap| < 5. Seja ainda
be, = ¢(en) € considere v, ¢, como fungao teste em (3.2). Temos que J! (v,)vnde, = 0,

com isso segue que

/ (AvnA(vnde,) + V(ent)olge, ) di = / 9ens va)vne, do.
RN

RN

= / [Avn (Av, e, + 2V, Vo, + v,Ad, ) + V(en:v)v,zlgbgn] dr = / 9(€nT, V) Vp e, dx.
RN RN

Logo,

/ (|Avn|2 + V(enx)vi) be, dr = —/
RN

2V, V., Av, + v,Ad., Avy,) dx+/ 9(€nT, V) Vn e, dx.
RN

RN

Note que ¢, = ¢(€,x) = 0 em Q. = {Z;2 € Q} e glez,v,) = f(v,) em Q¢ . Assim

temos que

/ (]Afun\z + V(enx)vi) Ge, dx = —/ (2Vv,Vo., Av, + v, A, Av,) dx+ f(vn)vn¢€ndx
]RN

RN RN

= / {|Avn|2 + (V(ena:) — E) UZ:| ¢, dr = —/ 2V, V., Av, + v, A, Avy,) dx
RN RN

k
+ /RN (f(vn)vn — %vi) b, dx

< —/ 2V, Vo, Av, + v,A¢., Av,) dx.
RN



3. Existéncia e concentracao de solucoes 44

Mas isto implica que,

1
Vb(l——)/ V2p., dr < —/ 2V, V., Av, + v,A¢pe, Avy,) dx
k RN RN
26,C 5 Ced
< HUHHHZ(RN)+ 2 ||Un||H2(RN)
K 0
Ce,
< In

5 ||Un||12qz(RN)-

Se para alguma sequéncia (ex) tivermos Bg(y,, ) N [:—: = () entao

1 1
Vo (1 — —) / Uid:(] < W (1 — —) / vfbgbekdx
kf BR(yek) ]’C RN

CN'Ek

< T““n”?ﬁ(mm — 0,

quando k& — 00, o que contradiz o Lema anterior. Assim, para cada n € N, existe z,
tal que e,x, € Ks e |y, — x,| < R. Como dist(e yn, ) < €,R+  para todo § > 0, o

resultado segue.
|

Pelo Lema 8, podemos assumir que {¢,y., } C Q para todo n suficientemente grande.
De fato, se nao ocorrer, podemos considerar ¢, 'z, ao invés de y,, onde 2, € Qe é tal
que |€,Yn — 2n| < €,R. Desta forma, sequéncia (z,¢,') tera a propriedade do Lema 7,
trocando R por 2R. Assim a menos de subsequéncia €,y., — z{ € Q e podemos agora

demonstrar o seguinte resultado.

Lema 9 As sequintes afirmagoes valem.:

0 Jime. =co

(i) lim V(enye,) = Vo.

n—0o0

Demonstragdo: Consideremos w,(z) = v, (z + ¥.,). Note que pelo Lema 7

liminf/ w2 > B> 0.
Br(0)

n—oo

Usando que {v,, } ¢ limitada, segue que existe w € H?(RY)\{0} tal que w,, — w em H?*(RY),

w, = wem L (RY)onde 2 <r <2, ew, = wq.t.p. em RV

loc
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Como w,, satisfaz

A%w, + V(e + €uyn)wyn = glen® + €pyn, wy), em RY
w, € H?(RY),

entao w satisfaz no sentido fraco

Aw + V(wp)w = (@) f(w) + (1 = X(2)) f(2) =: §(z,w), em RN

(3.10)
w e H*(RY),

onde x(x) = nh_r}rolo X(€nT + €,9n) q.t.p. em RY.

Uma vez que o funcional associado a (3.10) possui a geometria do passo da montanha,
esta bem definido o nivel minimax & > 0 associado (3.10). Seja ainda J : H*(RY) - R o
funcional associado a (3.10).

Considere o problema

A?w + V(xp)w = f(w), em RY

(3.11)
w € H*(RY),

e seja J e ¢ o funcional energia e o nivel minimax associados a (3.11) respectivamente.
Vamos mostrar que

c=_c.

Uma vez que G(z,s) :/ Gz, t)dt < F(s), segue que J(u) < J(u), para todo u €
0

H?(RY), o que implica ¢ < é&. Para a outra desigualdade, vamos supor que

J(w) < liminf c,, . (3.12)
n—o0
Se (3.12) valer, entao
c < j(w) <liminfe,, <limsupe,, <cg <ec. (3.13)
n—oo n—00

Portanto, ¢ = ¢, o que implica ¢ = ¢ = ¢y. Por (3.13) temos que

lim ¢, = co,
n—o0

o que prova ().
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Agora, vamos mostrar que de fato (3.12) vale. A prova segue utilizando as ideias do
Lema 2.2 de [5].
Com efeito, por estimativas elipticas, mostra-se que w, converge para w em C? _(RY).

Assim, dado R > 0 temos

1
lim [— / (\Awnp + V(enx + €,yn)w / G(enT + €Y, wy)dx | =
Br(0) BRr(0)

n—oo
1
:_/ (JAw]? + V(z) /
2 BRr(0) Br(0

Como a tltima integral converge para j(w), quando R — oo, vemos entao que dado

0 > 0, existe R grande o suficiente de modo que

n—oo | 2

1 -
lim {— / (JAw, > + V(en + enyp)w?) dz — / G(enT + €nYn, wn)dx] > J(w)—4.
Br(0) Br(0)

Observe entao que é suficiente mostra que

n—oo

1
lim inf [— / (|Awn|2 + Viepx + enyn)wi) dr — / G(enx + €3Yn, wn)d:r] > -4
7(0) 7(0)
(3.14)
para todo R suficientemente grande.

Com efeito, se (3.14) valer entdo

n—oo n—oo

1
liminfe,, = liminf {— / (]Awn|2 + Viepx + enyn)wfb) dx — / G(enT + €nYn, wn)dx}
2 RN RN

para todo 0 > 0. Desta forma (3.12) estara provado.
Resta entdo mostrar que (3.14) se verifica. Para isto dado R > 0, seja ng € C*(RY)
tal que ng = 1 em B%(0), ng = 0 em Br_1(0) e |[Vngr| < C, |Ang| < C, onde C' é uma

constante que independe de R. Considerando entao ¢ = nrw, como funcao teste em
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(3.9), temos

0 = / (Aw, A(ngwy) + V(€n® + €ayn)nrwW: — g(€nt + €nYn, wy)nRW, ) d
RN
= / (|Awn]2 + V(en® + €ntyn)w?> — 2G(enT + €nin, wn)) dx
£(0)

+ / (2G(€n + €nYn, Wy) — g(€T + €Yn, Wy )wy,) dz
%(0)

+ / (AwnA(ann) + V(en® + €nyn)nrw?> — gl€n® + €ntn, wn)ann) dx
Br(0)\Br-1(0)
= Al,n + A2,n + A3,n~

Observe que (3.14) estara provado se

n—oo

1
lim inf §A1,n > —).

Por (g3), A2, < 0. Pela convergéncia de w,, para w em C? _(RY) temos que

n—oo

lim As, = / (AwA(ngw) + V (zp)nrw® — §(z, w)ngw) da.
Br(0)\Br-1(0)

Como a tltima integral, quando calculada sobre RY, converge, entdo para todo R > 0
grande o suficiente, temos que

n—00

Desta forma

1 1
lim inf _Al,n = liminf —5 <A27” -+ AS,n)

n—oo 2 n—o0

1
> liminf —§A3’n

n—oo

)
> ——.
- 2
O que verifica (3.14). Portanto (3.12) estara provado.

Para (i1) note que, se (i) nao valer, entao V(xj) > Vj e assim ¢ = ¢ > ¢y 0 que é uma

contradicao.
|

Lema 10 Seja {u,} C H*(RY) uma sequéncia (PS) para Jy tal que Jo(u,) — d. Se

Up — 0 e u, » 0 em HXRY), entdo d > cy.
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Demonstracao: Seja s, > 0 tal que s,u, € Ny. Vamos mostrar que

limsups, < 1. (3.15)

n—oo

Suponha o contrario, que exista 0 > 0 de modo que
sp > 146, VYneN, (3.16)

a menos de subsequéncias. Podemos mostrar, assim como foi feito no Lema 3, que {u,}
¢ uma sequéncia limitada em H?(RY).

Como Ji(un)un, = 0,(1) € Jj(Sptn)spu, = 0 segue que

/RN (f(snun) B f(un)) wlda = op(1). (3.17)

SnUn Unp

Pelo Lema 1.1 em [10] existe R, 3 > 0 e {y,} C RY tais que

n—o0

lim inf/ uldr > . (3.18)
Br(yn)

Seja U, (x) = u,(z + y,) e note que {%,} é também limitada em H*(RY). Logo u, —u €
H?*RY) e por (3.18), w # 0 em A C Bg(0) com |A| > 0.
Por (fs), (3.16), (3.17) e pelo Lema de Fatou temos que

oo [ (HlLam @),

+d)u) u

0 que é uma contradigao. Logo (3.15) vale.
Agora temos dois casos pra considerar:
1°) s, — s < 1, a menos de subsequéncia. Sem perda de generalidade podemos supor

que s, < 1 para todo n € N. Entao

Co S J0<5nun)
1

_ /R ) (5 F(ntin)5nttn — F(snun)) dz

< /R ) (% Flun ), — F(un)> da

= Jo(un) — Tyt + 0n(1)

= d+o,(1),
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e neste caso o resultado segue.

2°) A menos de subsequéncia s, — 1 quando n — co.

Neste caso
d+ 0,(1) = Jo(un) = Jo(spun) + Jo(un) — Jo(sptiy).
Entao
d+ 0,(1) > co + Jo(un) — Jo(spty). (3.19)
Note que
(1-—s?

Jo(un) — Jo(spuy) =

3 n) /RN (|Au,|* + Voup) da + /RN (F(snun) — F(uy,)) dz.

Note ainda que, como s, — 1 e {u,} limitada segue

1 — 2
%/ (JAu, > + Voul) da = 0,(1).
RN

Agora veja que

/RN (F(spupn) — F(uy)) dx = 0,(1).

De fato, pelo Teorema do Valor Médio segue que
P (suttn) = F(un)| = |£00) |50 — lual,
onde 0, € (uy, Spuy) ou b, € (Spuy, u,). Temos por (f3) que
£ (0n)] < a1]0n] + az|0n]” < ax[[un] + [sn[[unl] + azlfun] + [sn[[unl]",

o que implica

£ (On)] < Crlun| + Colun|”.

Assim,

/ (F(spun) — F(uy))dz < Cls, — 1\/ uidr + Cls, — 1| uPtdx
RN RN RN

= o,(1).
Desta forma Jy(up,) — Jo(spun) = 0,(1) e portanto de (3.19) obtemos que

d+ 0,(1) > co+ 0,(1),
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e concluimos o desejado.
|

Lema 11 Seja {z,} C H*(RY) uma sequéncia tal que Jo(z,) — co € 2z, € Ny, para todo

neN. Sez, —z#0em H*(RY), entio z, — z em H*(RY) a menos de subsequéncias.

Demonstragao: Pelo Principio Variacional de Ekeland (ver Teorema 8.5 em [16]), pode-

mos assumir que {z,} é uma sequéncia (PS) para Jy em H?(RY) tal que Jy — cp. Assim,

p
loc

como z, converge fraco pra z em H?*(RY), forte em LI (RY) para < p < 2, e em quase

todo ponto de RY, podemos mostrar pelas imersdes compactas de Sobolev que J}(z) = 0.
Logo z € Nj.

Note que pelo Lema de Fatou segue que

o = Jim i)

= nlLHSo [/RN <%f(zn)zn — F(zn)) dx}
> /RN (%f(z)z - F(z)) da

= J(](Z)

2 Co,

e assim Jy(2) = co.

Seja u, = z, — z e note que pelo Lema de Brezis-Lieb (ver Lema 1.32 em [16]), {u,}
é tal que Jy(u,) — d, onde d = ¢o — Jy(2) = 0.

Note que u, — 0 em H2(RY). Afirmamos que u, — 0 em H?(R"), pois caso contrario,

se u, - 0, pelo Lema 10 teriamos que d > ¢y > 0, o que contradiz o fato de que d =0
n
Lema 12 A sequéncia {w,} contém uma subsequéncia fortemente convergente em H?*(RY).

Demonstracao: Pelo Lema 9 temos que

lim J, (v,) = lim ¢, = co.
n—o0 n—o0

Dado v € H?(RM) \ {0}, por (g4), existe iy > 0 tal que @o(v)v € N.
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Seja Wy, = wo(wy,)w,, entao

1
co < Jo(w,) = —/ (|A@, [* + Vo) dx —/ F(w,)dx
2 RN RN
1
< = / |Awn|2 + V(enr + €,yn)Ww ) dr — / G(enT + €Y, Wy )dx
2 RN RN
= Je, (po(wn)vn) < Je, (vn) = ce, = co + 0a(1),

o que implica que Jy(w,) — ¢o quando n — oo.

Vamos provar agora que @o(w,) — o > 0 a menos de subsequéncia. Observe que
existe M > 0 tal que |¢o(wy)| < M para todo n € N. De fato, como w,, - 0 existe § > 0
tal que |lwy | g2ryy > 0 a menos de subsequéncia.

E facil ver que {1,} é um sequéncia limitada em H?(R"). Entdo
| po(wn)l0 < [l@o(wn)wn || 2@ry < k

=M, VneN.

SO

Logo ¢o(wy,) — po > 0. Note que ¢ > 0, pois caso contrario,
[[@nl| 2 vy = 0 (wn)l|wnll 2@y —= 0,

quando n — 00, o que é um absurdo.
Entao @, = po(w,)w, — gow # 0 em H2(RY).

Portanto, pelo Lema 11 ¢q(w,)w, — @gow em H?(RY) a menos de subsequéncia.

Combinando o Lema 12 com as imersoes de Sobolev, seque que w, — w € LP(RY),

1<p< N+4 Entao utilizando a reciproca do Corolario 4.27 em [4], obtemos que

o

Podemos assim mostrar o seguinte lema.

>*dz — 0 quando R — oo uniformemente em n. (3.20)

Lema 13 w,(z) — 0 quando |x| — oo, uniformemente em n.

Demonstragao: Por estimativas estabalecidas por Ramos em [14]| temos que

||wn||Loo(RN) S K, Vn - N
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onde K independe de n.
Como {w,} é limitada em L*(RY), entao dado qualquer z € R™, a funcao

w, € LI(B(x)) para todo ¢ > 1. Como w, é solu¢ao de (3.9) segue do Teorema 7.1

de [1] que
[wallwsagi@y < C (1F(Wa)llLaaate)) + 1 wnllpa(sa)
< OHwn”Lq(Bz(w))
q—=2x
a=2s 5
< OHwn”Lo‘i(RN)Hw" L2+(B2(0))

Cllwn

2*
L2+ (B2(0))

onde a constante C' > 0 nao depende de x e de n. Observe que na desigualdade acima foi

usada a seguinte estimativa

Sl =/ F(wa)|dy
Iy = [ 17w

< C ([wn] + |wnl”)* dy
Ba(z)

1749
q

< C HwnHLq(BQ(z))+</ \wn!pqdy) ]

BQ((E)
< Cllwnllzagssey + K|]wn||Lq(B2(x))}q
<

q
CHwnHLq(BQ(x))-

Para ¢ > N temos a seguinte imersio continua W44(B;(z)) — C**(B;(z)), para

a € (O, 11— %) . Desta forma,

IA

Cllwn||waa(B, ()

Cl|wn,

[|wn ||o«°‘~a(§1 (z))

IA

2*
L2+ (Bz(x))"

Agora, utilizando (3.20) vemos que
|wy, (z)] = 0, quando |z| — oo,

uniformemente em n.
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Finalmente, podemos verificar que v, é de fato solucao de (1.2). Pelos Lemas 12 e 13,

existe ng € N e p > 0 tal que

|wy(2)| < a,Vz € B,(0)°,Yn > ng.

Como z(, € Q e €,Y., — x(, ¢ possivel escolher n; € N tal que B,(0) C (€, —y,) para

todo n > ny. Tomando n > max{ng,ni} temos que

g(en® + €ntn, wn(z)) = flwp(z)), Vo eRY,

Desta forma, para n > max{ng, n; } segue que w, satisfaz

A%w, + V(ens + €nyn)wn = f(wy), RY,

o que implica v,, satisfaz (1.2).
Para provar o comportamento de concentracao de solucao, afirmamos que existe p > 0
tal que ||ty || pooyy = ||wn | poo@yy > p, para todo n € N a menos de subsequéncia. Caso

contrario, se ||wy|| e @y — 0, entdo

lwn || p2@yy < /N (|Awn\2 + Viepx + enyn)wn) dx
R

= O f(wy)wydx

RN

< fwalegy [ e =0
RN

quando n — 0, o que contradiz o fato de que w, — w e w # 0.

Seja x, um ponto de méximo de |u,| em R, entao

Tn — €EnlYn
€n

Pn =

é ponto de maximo de |w,|. Pelo Lema 13, existe um Ry > 0 tal que p, € Bg,(0) para
todo n suficientemente grande. Entao a menos de subsequéncia p, — py quando n — oo.
Logo

Tp = €,Pn + €1Yn — T € 2, quando n — oo,

onde V' (zf,) = Vb, o que mostra o Teorema 1.






CAPITULO

Z

Consideracoes Finais

Neste trabalho foi estudado uma versao estacionaria da equacao de Schréodinger nao-
linear biharmonica e o objeto principal do estudo foi o recente artigo de Pimenta e Soares
[11]. O assunto tratado estd em evidéncia na literatura matematica na area de Equagdes
Diferenciais Parciais e realmente a equagao de Schrédinger vem sendo estudada ao longo
dos anos por diversos pesquisadores em todo o mundo.

No capitulo introdutério é enunciado o Teorema 1 que é o objetivo do trabalho, o
resultado busca solugdes nao-triviais do problema (1.2) quando um parametro e tende
a zero. No segundo capitulo foi apresentado estudos preliminares indispensaveis para
abordar as técnicas necessarias a fim de se obter solucoes da equacao, resultados de Anélise
Nao-Linear compoem o capitulo como o conhecido Teorema do Passo da Montanha. J& no
terceiro Capitulo demonstra-se o Teorema 1, entretanto foi preciso fazer uma modificacao
no problema de modo que a compacidade do funcional energia associado ao problema
seja resgatada e assim mostra-se a existéncia de solugao do problema modificado. Apds
isto uma série de Lemas sao provados para verificar que de fato a solu¢ao do problema
modificado é também solucao do problema original.

No desenvolvimento do trabalho tive a oportunidade de conhecer véarios outros tra-
balhos visando este assunto, onde diferentes técnicas sao utilizadas, me proporcionando
assim uma certa familiaridade com as formas de abordagem das Equagoes Elipticas. Tal
familiaridade julgo ser fundamental para dar continuidade aos meus estudos em nivel de

doutorado, quer seja nesta area ou em outras areas da Matematica.
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