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%�	�! &�	�������� ������� �	� ���� �� ����� ��� �$�����
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|A| � � ������ �� ����	
�� �� �� 	�������� A ⊂ R
N �

Ck(Ω) = {u : Ω→ R; u � ������������ k ����	 �������������}
Ck

0 (Ω) = {u ∈ Ck(Ω); supp(u) � ������}�
Ck,α(Ω) = {u ∈ Ck(Ω);Dku � α− ������ �������}�
‖u‖Lp(Ω) =

(∫
Ω

|u|pdx
) 1

p

�

Lp(Ω) = {u : Ω→ R; u � ���	������ � ‖u‖Lp(Ω) <∞}�
‖u‖L∞(Ω) = inf{a ≥ 0; {x ∈ Ω; |u(x)| > a} = 0}�
L∞(Ω) = {u : Ω→ R; u � ���	������ � ‖u‖L∞(Ω) <∞}�
Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω);Dαu ∈ Lp(Ω)∀|α| ≤ m}� ��� α = (α1, . . . , αN) � �� ������

�������

‖u‖Wm,p(Ω) =

(
m∑
i=1

‖Diu‖Lp(Ω)

) 1
p

�

Wm,p
0 (Ω) = C∞0 (Ω)� ���  ���� � ���� �� ��	���� � ���� ‖.‖Wm,p(Ω)�

Hm(Ω) = Wm,2(Ω)�

Hm
0 (Ω) = C∞0 (Ω)� ���  ���� � ���� �� ��	���� � ���� ‖.‖Hm(Ω)�

Δu =
N∑
i=1

∂2u

∂x2i
�

Δ2u = Δ(Δu)�

2∗ =
2N

N − 4
�

2∗ =
2N

N − 2
�
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⎧⎨
⎩ −ε2Δu+ V (x)u = f(u) �� Ω

u ∈ H1(Ω),
�� �!

��� ��
������ �� "��
����	 �� ����	

 �� #��������� �
�� Ω ⊂ R
N $ �� ���%
�� 
��


�����	��	��
�� �����	�� &����	�� '�� (���� � )��
����
 *+,� -	.�
�/��0 �� *�1, ����

	�����
��� �� ��'� '	��� �	 ��
�	
�	 '	�	 �
��
��	� �������� �� �
����	 �%
��	 �� (1.1)

'	�	 ε > 0 ��2���
����
�� '����
�� �
�� N ≥ 3� Ω = RN � f $ ��	 
�����
�	���	��

��'����
�	� � ��.��%���	 ��.�� � '���
��	� V "�� 	������	 	 �����
�� ��
�����

0 < V0 = inf
x∈RN

V (x) < lim inf
|x|→∞

V (x).

3� *�4,� )	
� '����� ��� 	� �������� �� '	��� �	 ��
�	
�	 �
��
��	�	� '�� -	.��


�/��0 �� *�1, 	'����
�	� �� "�
5��
� �� ��
��
��	��� �� ���
� �� �� �%
��� ���.	�

�� V � �� ε→ 0 3� *4,� #�� 6�
� � (����� ��	�	� �� �$���� �� '�
	��0	��� '	�	 '���

�	� 	 �7����
��	 � ��
��
��	��� �� �������� '	�	 � '��.���	 (1.1)� ��� 
�����
�	���	��

��'����
�	� � ��.��%���	 � ��� � '���
��	� V �	���"	0�
�� 	 �����
�� ��
�����

inf
x∈Λ

V (x) < inf
x∈∂Λ

V (x),

�
�� Λ $ �� ���%
�� �����	�� ��
���� �� Ω 3���� 	�����
��� �
�'��	�	� ������ 	������


�� ������� 	
��� �
��� ���� 8���� � (��������� �� *9� 1,� ��� ��
�����	�	� � '��.���	

�+
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(1.1) ��� � ����	
�� 
� �	��	�� �������
� ���� p��	��	��	�� � �������	� ��������	�

����������
	
� � ��������	��� 
� ������ ������	�

�����	 ����� 	����� ����	� ���
	
� � �������	 (1.1) �	�	 � ����	
��� �	��	�

��	�� � p��	��	��	��� ����� ��	�	��� ��
�� �� �������	
� ��	�	�
� 
� ���	��� 
�

 ���!
��"�� ���	��#���	� 
	
	 ���

⎧⎨
⎩ ε4Δ2u+ V (x)u = f(u) �� R

N

u ∈ H2(RN),
$��%&

�� '��� �%(� )�����	 �  �	�� ����	� 	 ��������	 
� ��	 *	����	 
� ������ �	�	

(1.2)� ��
� ��	 	������	� �� *��#���� 
� ��������	��� �� ����� 
� �� ����� 
�

������ "���	� 
� V � �	� ���� *���� �� '+(� ,- �� ��	�	��� '.(� /�"�����
� � )�����	

����	� 	 ��������	 � ����������
	
� 
� ������ ��� � ��������	� �� ����� 
� ��

������ "���	� 
� V, ���	�
��� �� ����	 �������
	
� �����0"��	 
� ���1���� ��
� V

	���"� � �� ������� ��
� 	 ���	��� ����
��	
	 2 �����	��� 	 (1.2)�

3��� ��	�	���� ��	��4	�� �� ���
� 
��	��	
� 
� ��	�	��� '��(� ����
��	�
��� ��	

��������	��
	
� f 	��*	4��
� 	 ���
����5

(f1) f ∈ C1(R)�

(f2) f(ξ) = o(ξ)� ��	�
� ξ → 0�

(f3) ������ ����	��� a1, a2 > 0 �	� ���

|f(ξ)| ≤ a1|ξ|+ a2|ξ|p, ∀ξ ∈ R

��
� 1 ≤ p < N+4
N−4 �

(f4) �	�	 	�"�� 2 < θ ≤ p+ 1� ���� �	�	 ��
� ξ 
= 0

0 ≤ θF (ξ) < f(ξ)ξ, ��
� F (ξ) =

∫ ξ

0

f(t)dt�

(f5) 	 *����� ξ �→ f(ξ)

ξ
� 2 �������� �	�	 ξ > 0� 
��������� �	�	 ξ < 0�

6�	��� 	� �������	� V � �	�� ���� 	 �"����� ���
����5

(V1) V ∈ C0(RN) ∩ L∞(RN)�

(V2) ����� �� 	����� Ω ⊂ R
N �����	
� � x0 ∈ Ω �	� ���



�� ������	
�� ��

0 < V (x0) = V0 = inf
RN

V < inf
∂Ω
V.

� �����	
� � ������ � ���	��� ��������

������� � ����� f � V ���	
�� ��� ��������� (f1)−(f5) � (V1)−(V2) ��������������

���� ���� ��� ��������� εn → 0 ����� ��� ������������ ��� ������������ � ������

��� {εn} �� ��� (1.2) ���� εn = ε) ������ ��� ����	�� ���������� un ∈ H2(RN)� �����

���� ����� xn ���� �� �!���� �� |un| ���� xn ∈ Ω � �����

lim
n→∞

V (xn) = inf
RN

V.

�� �������� ����� � ������ ���
�� � �������� �� ��	�	��� � ����	��� (f4) ����

� �����	����	����� ������� �� ����	��� �� ���������"�����#�� !� 	�
� ���� ����

	������� ��� ����	��� �� �����	����	���� ���� f ��	 "����� �� ���� � �������� ��

�#���� ��	�� �� �����	����	����� � $�� �%	�	� � ��	��� �� ��	�� �������� ����	�� ��

�������� 

��� �������� �� ��������� � ��%�� ��� ��� ����	��� ��	 ����	�	
�� "�	 ���� $��

��� � ����� ��	 ���&
��� ��� ������ ���� ������� ����	��� � �� 	�	�	���� �� '���

$�� � 	������ ���� �������� ����� ���� ���� � ���������(� ��������� ������ �

������� 	������� ) ����	�� �� �����	����� ��	�	���� � ��� �� $�� �� ����	�� ��	����

�� "���� �� ����	��� �� ���������"�����#�� 

*��� ����������� �������� �� �������� ����� "�	 ����'�	� �� ����� ���
	� ��


'�	� �������� ������� �� +���	� �� !�'�	� ����,	����� ����� �� $��	 ����(��

� ������ ���&����� ���� ��� �%����� � ������	�� +������ �� *�� �� -������� 
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��� ����������� ���������� 	�� ���� �
���� �� ������� ��

�	� � ������� ����� 	�� ������� ������
����� ���� �� ���� �� �!
�	
� �� ���������

� �� ����� ����� �����"�� ���
	� #	����� �$� ��#�����!���� �� ������� �
!������ %���

������� �$� �� �������� ������	������

&�'� ������ 	�� ��������� �����$� ��� ������	������ �������� �� (������ ��

)���
�� � ��������� �� %������ �� *������� �� �� ���������� � %����� �� �����

�� +��������

��� ������	
����

)��� φ : Ω ⊂ R
N → R(C) 	�� #	��$� ������	� �� ����� Ω� (��$� ��������,

�������� 	 � �������� supp(φ) = {x ∈ Ω;φ(x) 
= 0} � �	
�
�� � ������ � φ� �

�� �������� 
��� � ��	
�� ��� ����
��� ������ �� φ �� ������ ����
����

�������� 
 � ��
�� �����
� �
� ������ C∞(RN) ��� ������ ����
���� � ��
� �	
�

�
��� � ��
�� �
� ������ ���� ��� ����
�� ��� D(RN)� � Ω � �� 
���� �� R
N �


���
 ������ �
�
� �� ��
�� �
� ������ C∞ ��� ������ ����
��� ������� � Ω� ���

��
�� ��� ����
�� ��� D(Ω)�

-���� #����� . D(Ω) 	�� ����
���� ��
 �	� #��� �� D(Ω) 	� ������ ������
 ����"


'����� ��������� ���$� ���� � �	� �$� ���	/����� ����������� �� D(Ω)�

01



�� �������	
��� ��

�������� 	 ��� �����	
�� {φm} �� �	���� �� D(Ω) � ���� 
�	�����	�� ���� ���� ��

������� �� 
����
�� K ⊂ Ω ��� ��� supp(φm) ⊂ K� ���� ���� m � ����� �� ���� ���������


�	������ �	�������	�� ���� ���� �� K�

�������� 
 �� �	
��	�� ��	�� T ���	��� �� D(Ω) � ���� ��� ������������ �� Ω ����

��� ���� �� φm → 0 �� D(Ω) �	��� T (φm)→ 0� ���	�� m→∞�

� ������ 	�� 	
���
�
����� � ���� � � 	��� 	� ������ 	�� ������� ������ � 	�����	�

��� D′(Ω)�

������ � �� ����������� �� ������  �!� x ∈ R
N � "��	� δx ��� δx(φ) = φ(x)�

���� ���� φ ∈ D(RN)� # 
���� ��� δx ���	� ��� ������������� $� �����
���� �� x = 0

��
������� ���	�� δ � ���� � � 
�	%�
��� δ �� "���
�

�������� � ��� �	��� f : Ω ⊂ R
N → R(C) � ���� ��
����	�� �	����&��� �� ����

�������� 
����
�� K ⊂ Ω �������� ���
∫
K

|f | <∞. "�	������ � ������ ��� �	����

���	���� �� Ω ��� ��� ��
����	�� �	����&���� ��� L1
loc(Ω)�

������ � "��� ��� �	��� ��
����	�� �	����&��� f ���	� � �	
��	�� ��	��� Tf ��

D(Ω) ��� Tf (φ) =
∫
Ω

fφdx. # &
�� �����
�� ��� Tf � ��� ������������ �� D′(Ω)�

����� ����� ��� ��� �������� ���
�
�� �� ������� ���
��	� � 	
���
�
����� ��� � �

	� 	
������
����� ����������� ��� � 	� �
��� 	� ����
!"�	
�� 	� #�$%���&� � ���� ����

��
�� '�
��

�������� � �� ������'	��
� α � ��� n����� α = (α1, · · · , αn)� αi ≥ 0 �	������� (����


���� � �� ������'	��
� α �����) |α| = α1 + · · · + αn� *����� �� α+, α! = α1! · · ·αn!,

xα = xα1
1 · · · xαn

n � �	�� x = (x1, · · · , xn) ∈ R
n.

-�� �� ���	���� Dα =
∂|α|

∂xα1
1 · · · ∂xαn

n

.

�������� �  �!�� T ∈ D′(Ω) � Ω ⊂ R
N ������� "��	���� ���� ���� ������'	��
� α �

������������ DαT ���

(DαT )(φ) = (−1)|α|T (Dαφ) ∀φ ∈ D(Ω)

������ 	 .�	��������� � �	��� �� /�������� �� R

H(x) =

⎧⎨
⎩ 1 x ≥ 0

0 x < 0.



�� �������	
��� ��

���� ����	
 � �
������� ���������� � �
� ���
 ����� ��� ����������	
� � ���� ���
�����
�

�
� TH � ���� φ ∈ D(R) ���	


dTH
dx

(φ) = −TH
(
dφ

dx

)
= −

∫
R

H
dφ

dx
dx = −

∫ +∞

0

dφ

dx
dx = − lim

y→+∞

[∫ y

0

dφ

dx
dx

]
= φ(0) = δ(φ)

∴ dTH
dx

= δ � δ �� ���� �

��� ������� 	
 ����
�

���� Ω �� �	�
�� � R
N � 1 ≤ p < +∞ � m ∈ N� �� u ∈ Lp(Ω)� � ��	�� ��� u ������

�
����� � ���� �� �
��� �� ������ �� ���
�	������� ��� ��� � ��
��� �� ��
���

��� Dαu ���� ��� ���
�	����� ����� ��
 ��� ������ � Lp(Ω)�

����� Dαu � ��
�� ��
 ��� ������ � Lp(Ω)� ������� �� ���� ������ ��������

������ � ��	����� � ���� 
��
��������� ��
 Wm,p(Ω) � ������ ����
��� � ���� �� �������

u ∈ Lp(Ω)� ���� ��� ��
� ��� |α| ≤ m� Dαu ∈ Lp(Ω)� ���� �

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω);Dαu ∈ Lp(Ω), ∀|α| ≤ m}

���� Dαu � �
���� �� ������ �� ���
�	�������

 �
� !�� u ∈ Wm,p(Ω) ������� � ��
�� � u � ��
��"

‖u‖pm,p =
∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαu|pdx.

# ������ ��
��� (Wm,p(Ω), ‖.‖m,p) � �������� ������ � ��	�����

$��
��������� Wm,2(Ω) = Hm(Ω) ���� � ���
���
� %��	�
����� � L2(Ω)� � ���� �

%�
�� ����� ������� Hm(Ω)�

������� � !� �����
� �� �
�
��� Wm,p(Ω) �	
 �����
� �� "���#�

����	
������ ���� uν ��� ����&�!�� � '��!%( �� Wm,p(Ω)� )���
���� ��� uν

!����
�� ��
� ��� ������ u ∈ Wm,p(Ω). *� ����� !��� uν � � '��!%( �����"

‖uν − uμ‖pm,p =
∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαuν −Dαuμ|pdx→ 0, ν, μ→ +∞.



�� �������	
��� ��

����� ��� (Dαuν) � �	
 �������
 �� �
���� �� ���
�� �� �

�� L
p(Ω)� ����� �
�


�
�
 |α| ≤ m� ������ uα ∈ Lp(Ω) �
� ���� Dαuν → uα �	 Lp(Ω)�  	 �
������
�� ��
��

α = (0, · · · , 0) ��	�� ��� uν → u �	 Lp(Ω)�

�
��
 	����
� ��� Dαu = uα� ��	 �!����� �
� ��"������
� 
��������� ��	�� 
�

�������� ��"������
� �	 D′ (Ω)

Dαuν → uα � D
αuν → Dαu

���
 �����
�� �� ��	��� �����#	�� � ����$
���

�

��������� � �� ������� Hm(Ω) ��� ������� 	� 
����� ��� � ���	��� �������

(u, v)Hm(Ω) =
∑
|α|≤m

(Dαu,Dαv)L2(Ω).

�

% ���
�� �
� !��&�� C∞ ��	 ������� ��	�
��� ������ �	 Ω � ���� �	 Lp(Ω)� 	
�

'� � "���
�� ��� ���� 	��	� ���
��� � ��
� �
��
	�� 
 ����
� ��� C∞0 (Ω)� ��$
 ����

�	 Wm,p(Ω)� (�� ���
 �
)'� ��*�+�� � ���
�� Wm,p
0 (Ω) ��	� ���� � !���� �� C∞0 (Ω)

�	 Wm,p(Ω)� ���� ��

Wm,p
0 (Ω) = C∞0 (Ω)

‖.‖m,p
.

%� ���
��� Wm,p
0 (Ω) �
	,�	 �'� ���
��� �� �

�� � �	 �
������
�� ��
�� p = 2�

Wm,2
0 (Ω) = Hm

0 �'� ���
��� �� -��,����

����� ������	
 �� ���
�	�� � ���
��

.� ��	����
�&�� ��� ������
��� ����
 ���'� ����	 ��� �����
�
� �	 /01�

�	��	
� � � �������� C∞(Ω) ∩W k,p(Ω) � 	���� �� W k,p(Ω)�

2
	�� 
���
 ����
� 
� �������
� ������
��
��� �� ��,���" �
�
 !��&�� �	 W 1,p
0 (Ω)�

�	��	
� 

W 1,p
0 (Ω) ⊂

⎧⎨
⎩ L

Np
N−p (Ω) ���� p < N,

C0(Ω) ���� p > N.



�� �������	
��� ��

���� �����	 
����
 �� ��������
 C = C(N, p) ��� �
	 ���� ����
� u ∈ W 1,p
0 (Ω)	

‖ u ‖ Np
N−p

≤ C ‖ Du ‖p ���� p < N,

sup
Ω
|u| ≤ C|Ω| 1N− 1

p ‖ Du ‖p ���� p > N.

�������� 	 ���
��� �
 � 
����� �
 ������ B1 
��� ��
��� ��������
��
 �� 
�����

�
 ������ B2 
 �
������� B1 ↪→ B2	 �
 
������ �� ��������� ���
�� �������� 
 ���
����

B1 �→ B2�

������ � 	
��
��  ���
 �
� 
���
��� �� �����

W 1,p
0 (Ω) ↪→ L

Np
N−p (Ω) p < N,

W 1,p
0 (Ω) ↪→ C0(Ω) p > N.

��
����� � 	
��
��  k �
�
� ��
����� � ��� 
��
���� ���� �� 
������ W k,p
0 (Ω)�


������� �

W k,p
0 (Ω) ↪→ L

Np
N−kp (Ω) kp < N,

W k,p
0 (Ω) ↪→ Cm(Ω) kp > N.

��� ������	 
� �	��� 
	 ���	��	

�
�� E �� 
����� �
  ����� 
 I : E → R �� ��������!� "
����� �� �
�����
�

�
#���$
��

�������� � � �������� I �  ����
� ���
�
����!
� 
� u ∈ E �
 
����
 �� ���������

���
�� ����"�� L = L(u) : E → R ��������
���#

∀ε > 0, ∃δ = δ(ε, u) > 0 ��� �
 |I(u+ v)− I(u)− Lv| ≤ ε‖v‖	 �
���
 �
 ‖v‖ ≤ δ�

� ��������� L � ����
��
 �
������ ��� I ′(u)�

�������� �� $� ����� ��"���� u �
 I � ��� �
 I ′(u) = 0	 ���� �	

I ′(u)ψ = 0, ∀ψ ∈ E.



�� �������	
��� ��

� ����� �� I �	 u 
 ���� ���	��� �� ����� ������� �� I�

�� ����	�
�� ���� ����
�� �������	��� ���	���� ����� 	����	� �� ���	����� 	���

�������� � ���
�� ���	� �� ����
���

������ �������� ��� �������� � ������	�� �� ����� 	����	� �� ���	������ � ����

���� �� ��� ��  �����!� " �� ��� �������� � ��# ����������� ����	������ 	��

� 	����
$� �� ������%���� &�%'�

�������� 		 ���� I ∈ C1(E,R)� E ������ �� ������� ����	�� ��� I �������� � ����

���� ��  �������	��� ! �" �� �������� ����#���� {un} �	 E ��� ��� {I(un)} 
 �	�
����#���� ��	����� �� �$	���� ����� � I ′(un)→ 0 ������ n→∞� ������ �	� ��%����#��
��� ������&�����

(��� ���)�� � )��$� ���� �� ������� �� ��� ��  �����!�� * ���)� � �����

����� �����+���� � ������� )��$� �� ,��� �� �������
$��


��� 	 
��� �� ����������� ���� E �	 ������ �� ������� ������� ��� � ������

���� I ∈ C1(E,R) 
 ��� ��� ��������� � ������� ! �"� �� c ∈ R �� 
 �	 ����� �������

�� I� ���� ���� ε > 0 �'���� �	 ε ∈ (0, ε) � η ∈ C([0, 1] × E,E) ���� ��� ���� ��������

u ∈ E � t ∈ [0, 1] ��	���(

	�� η(t, u) = u ��� u /∈ I−1 ([c− ε, c+ ε])�

��� η(1, Ic+ε) ⊂ Ic−ε�

������	
����

���� c ∈ R ��� � �� �	
�� ������ �� I� ����� ������� �����	���� α, β > 0 �	�� ��� ��

u ∈ I−1 ([c− α, c+ α]) ���
��	 ��� ‖I ′(u)‖ ≥ β� �	�� ���������� �	�	 ��	������ α, β > 0

�������� u∗ ∈ I−1 ([c− α, c+ α]) ��� ‖I ′(u∗)‖ < β.

���� �	�	 �	�	 n ∈ N α = 1
n

� β = 1
n
� 	���� �������� u∗n �	
 ���

c− 1

n
≤ I(u∗n) ≤ c+

1

n
��� ‖I ′(u∗n)‖ <

1

n
∀n ∈ N.

����� �	��	��� � 
����� ��	��� n→∞ ������� ��� I(u∗n)→ c � I ′(u∗n)→ 0�

���� I �	����	� 	 ��������  !"# ����� ��� 	 ����� �� �������$���	� u∗n → u �� E�

%�	 ��� ��� I ∈ C1(E,R)� ����� I(u∗n)→ I(u) � I ′(u∗n)→ I ′(u)�

!�
	 ������	�� �� 
����� ����� ��� I(u) = c � I ′(u) = 0� ���� �� c � �� �	
�� ������ ��

I� � ��� � ��	 �����	������



�� �������	
��� ��

��������	 
���
� �������
 α, β > 0 ��� ��
	 
 u ∈ I−1 ([c− α, c+ α]) 
����

‖I ′(u)‖ ≥ β.

����� �����
�
 ε ∈ (0, α] �����	 ε ∈ (0, ε) 
 δ =
4ε

β
�

�
���

A = I−1 ([c− ε, c+ ε]) 	 B = I−1 ([c− ε, c+ ε]) 
 Y = {u ∈ E; I ′(u) 
= 0} .

���� ���	 �����
�
 V : Y → X �� ����� �
���������
��
 ���� I 
� Y 	 ��� �	 V

� ��� ��������� �������� ������
��
  ���!��"���� 
 ��� ��
	 ���� ���� u ∈ Y ���#�"$

(i) ‖V (u)‖ ≤ 2‖I ′(u)‖,

(ii) 〈I ′(u), V (u)〉 ≥ ‖I ′(u)‖2.

%����
�
 ���&�� 0 ≤ ρ ≤ 1 ��� #����� ������
��
  ���!��"���� �
����� ���

ρ : E −→ R

u �−→ ρ(u) = d(u,E\A)
d(u,E\A)+d(u,B)

.

'
��� f : E → E ���

f(u) =

⎧⎨
⎩ −ρ(u) V (u)

‖V (u)‖ , 
 u ∈ A
0, 
 u /∈ A.

(
�� ��
 f � ������
��
  ���!��"���� 
 ‖f‖ ≤ 1 ���� ���� u ∈ E�
(
�� ����� ��
 � ���&�
�� �
 %���!)

⎧⎨
⎩

d
dt
w(t, u) = f(w(t, u))

w(0, u) = u,

�
� ������ *����	 � ���� �
������ ��� w(t, u)	 ��
 
�+ �
����� ���� ���� t ∈ R 
 ����

���� u ∈ E�
�
�� η : [0, 1]×E → E �
����� ��� η(t, u) = w(δt, u)� ,��� ������ ��
 η(t, u) = u


 u /∈ I−1 ([c− ε, c+ ε]) = A�

'
 #���	 
�� w1(t, u) = u ���� ���� t ∈ R� -��
 ��

d

dt
w1(t, u) = 0 = f(w1(t, u))	

��� u /∈ A	 � ��
 �������
⎧⎨
⎩

d
dt
w1(t, u) = f(w1(t, u))

w1(0, u) = u,



�� �������	
��� ��

��� ���	�
�
� w1(t, u) = u = w(t, u) ��� ��
� t ∈ R� ���� �� u /∈ A ����� ���

η(t, u) = w(δt, u) = u ��� t ∈ [0, 1]� � ��� ������ � ������� ���� 
� �����

���� � �����
� ���� 
� ���� ���� ��� ��� 	�
� u ∈ E ���
� � ������ I(w(t, u)) �


�	���	���� �� t� ���� u ∈ Ic+ε ������ 	����
���� 
��� 	�����

��� ���� ����� t ∈ [0, δ]� ����� I(w(t, u)) ≤ c− ε�

 ���� 	��� I(w(t, u)) � 
�	���	���� I(w(δ, u)) ≤ I(w(t, u)) ≤ c − ε� 
��
� �����

η(1, u) = w(δ, u) ∈ Ic−ε�
��� ���� ��
� t ∈ [0, δ]� ����� I(w(t, u)) ≥ c− ε�

!���� ��� I(w(t, u)) � 
�	���	���� I(w(t, u)) ≤ I(w(0, u)) = I(u) ≤ c+ ε�

���� w(t, u) ∈ I−1 ([c− ε, c+ ε]) = B ��� ��
� t ∈ [0, δ].

"���
� ��� I(w(t, u)) � 
�	���	���� � ��� ρ = 1 �� B� �#�����

I(w(δ, u)) = I(u) +

∫ δ

0

d

dt
I(w(t, u))dt

≤ I(u) +
1

2

∫ δ

o

‖I ′(w(t, u))‖dt

≤ c+ ε− 1

2

4ε

δ
δ = c− ε.

$������
� ���

I(w(δ, u)) ≤ c− ε.

��������� �� �������� 	���� ����� ��� η(1, u) = w(δ, u) ∈ Ic−ε �� u ∈ Ic+ε� ���� ��

η(1, Ic+ε) ⊂ Ic−ε.

�

�����	
 � ������	
 �� 
��� �
 ����
��
� ���� E �� ����	
 �� ����� � ���

�
�� ��� 
 ����
�� I ∈ C1(E,R) � �������	� � �
��	�
 �����

���
�� ���� ��� I(0) = 0 �

I1) ������� �
������ ρ, α > 0 ���� ��� I|∂Bρ ≥ α� �

I2) ������ e ∈ E \Bρ ��� ��� I(e) ≤ 0�

���
 I �
���� �� ���
� �� ���
 c ≥ α� !�"� ����
 c �
�� ��� ���������#��
 �
�


c = inf
g∈Γ

max
u∈g([0,1])

I(u) = inf
g∈Γ

max
t∈[0,1]

I(g(t)),



�� �������	
��� ��

���� Γ = {g ∈ C([0, 1], E); g(0) = 0 � g(1) = e}�

��������	
��� ���� ��� c = inf
g∈Γ

max
t∈[0,1]

I(g(t)) <∞	 
� ���� ���� g ∈ C([0, 1], E)

g([0, 1]) ⊂ E � �� �������� �������� ���� � �������� {I(g(t)); t ∈ [0, 1]} ������ ���

������	

��������� max
t∈[0,1]

I(g(t)) ≥ α ���� �� � g ∈ Γ. !�� ������ ���� g ∈ Γ �  ����

h : [0, 1]→ R ��� h(t) = ‖g(t)‖	
" ����� ��� h � ����#��� � ��� � h(0) = ‖g(0)‖ = ‖0‖ = 0 < ρ � ���� e ∈ E \Bρ �����

��� h(1) = ‖g(1)‖ = ‖e‖ > ρ	


���� ����� h(0) < ρ < h(1) ���� �������  � $���� ������� ����� ������ t0 ∈ (0, 1)

��� ��� h(t0) = ρ ���� � ‖g(t0)‖ = ρ	

%��� g(t0) ∈ ∂Bρ � ���� ��� ���� I1) ����� ��� I(g(t0)) ≥ α	 !��� g ∈ Γ � ��������

�&����� ��� max
t∈[0,1]

I(g(t)) ≥ α ���� �� � g ∈ Γ.

'���� � �������� H =

{
max
t∈[0,1]

I(g(t)); g ∈ Γ

}
� ������ � ������������� ��� α	

(������� c = inf
g∈Γ

max
t∈[0,1]

I(g(t)) ���� &��  ���� � � ��� � α ��� � ��� ���� ��������  �

�������� H �����  �  �������  � c ��� c ≥ α	

)���� ����� ������� ��� c � $���� ��#����  � I	

*����+� ��� ��� ���� ����� ���� %���  �  ��������� ����� � ε = α
2
> 0 ������

�� ε ∈ (0, ε) � η ∈ C([0, 1] × E,E) ���� ��� η(1, u) = u �� I(u) /∈ [c − ε, c + ε] �

η(1, Ac+ε) ⊂ Ac−ε	

(���  �������  � ����� �����+� g ∈ Γ  � �� � ���

max
t∈[0,1]

I(g(t)) ≤ c+ ε, ,�	-.

� ����� ��� h∗(t) = η(1, g(t))	 " ����� ��� h∗ ∈ C([0, 1], E)	
���� ��� ��� � g(0) = 0 ����� I(g(0)) = I(0) = 0 ��� +��/����	

%��� I(g(0)) = 0 < α
2
≤ c − ε � ����� I(g(0)) /∈ [c − ε, c + ε]	 (��� -�. ����  � %���  �

 ��������� ����� ��� h∗(0) = η(1, g(0)) = η(1, 0) = 0.


� ����� ������� ������� ��� g(1) = e � ����� I(g(1)) = I(e) ≤ 0 ��� +��/����	

%��� I(g(1)) ≤ 0 < α
2
≤ c − ε � ��� ������� I(g(1)) /∈ [c − ε, c + ε]	 ��$������ ���� -�.

����  � %���  �  ��������� ����� ��� h∗(1) = η(1, g(1)) = η(1, e) = e	

!�� ���� �&����� ��� h∗ ∈ Γ	



�� �������	
��� ��

����

max
t∈[0,1]

I(h∗(t)) ≥ c. ����	


�� (2.1) ���� �� g([0, 1]) ⊂ Ac+ε� ���� ���� ���� t ∈ [0, 1] ���� I(g(t)) ≤ c + ε�

���� ����� h∗([0, 1]) = η(1, g([0, 1])) ⊂ η(1, Ac+ε) ⊂ Ac−ε� ��� ��	 ��� �� ��� ��

����������

���� h∗([0, 1]) ⊂ Ac−ε ���� �� I(h∗(t)) ≤ c− ε� ���� ���� t ∈ [0, 1]� � ����������

max
t∈[0,1]

I(h∗(t)) ≤ c− ε,

� �� �������� (2.2)�


������� I ������ �� !���� ��"���� c ≥ α.

�



��������

�

���������	 
 ����
���	�� �
 �����
�

����� �����	
�� ���� ���	��� �	������ ����� � ���������� �� ��
	���� �	� ����������

�������� �� ������������� ���� � ����
��� (1.2)� ���� ε > 0� N ≥ 5 � � ��������
 V

�������� �� ��������� (V1) � (V2)� ����� ������� �	� f �������� �� ��������� (f1)− (f5)�

� ��!�	
����� �� ������"�� ������ �� ����
��� (1.2)� 	�� ������ ��!�	
����� # ��

�� ���!��� �	� � �	������
 ��������� �� ����
��� �������� � �������� �� $�
���%&��
��

$�� ���� ������ ���� "���������� ���������� �� ��
	���� ���� ����� 	�� ����!����� ��

���%
���������� �� ����� � ���	����� � �������� '$&(� $�� !� ����������� �	�� ���� ε

�	!����������� ���	���� � ��
	��� �� ����� �� ������)� �� ����
��� ����!����� # ��

���� ��
	��� �� ����
��� ���"���
�

��� � ����	
�� �������

*�������� V0 ���� ��
� �������� (V2)� &�+�� k > 2V0 � a > 0 ���� �	�max

{
f(a)

a
,
f(−a)
−a

}
≤ V0

k
.

,�!��

f̃(ξ) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

−f(−a)
a

ξ, �� ξ < −a
f(ξ), �� |ξ| ≤ a

f(a)
a
ξ, �� ξ > a

� g(x, ξ) = χΩ(x)f(ξ) + (1− χΩ(x))f̃(ξ)�

$���%�� ���!��� �	� g �������� �� ��"	����� ������������-

(g1) g(x, ξ) = o(|ξ|)� �	���� ξ → 0�

./



�� ������	
�� � 
	
�	����� �� ������� ��

(g2) ������� 	
�������� c1, c2 > 0 � 1 ≤ p < N+4
N−4 �� N ≥ 5 ���� ���

|g(x, ξ)| ≤ c1|ξ|+ c2|ξ|p,

���� �
�
 ξ ∈ R � x ∈ R
N 

(g3) ������ 2 < θ < p+ 1 ��� ���

�� 0 < θG(x, ξ) ≤ g(x, ξ)ξ ∀x ∈ Ω � ξ ∈ R

��� 0 ≤ 2G(x, ξ) ≤ g(x, ξ)ξ ≤ 1
k
V (x)ξ2 ∀ξ ∈ R � x /∈ Ω 
��� G(x, ξ) =

∫ ξ

0

g(z, t)dt,

(g4) � �����
 ξ → g(x, ξ)

ξ
� ��
���	���	���� ���� ξ > 0 � ��
�	���	���� ���� ξ < 0 ����

�
�
 x ∈ R
N �

�
������� 
 ��
�����

⎧⎨
⎩ ε4Δ2u+ V (x)u = g(x, u) �� R

N

u ∈ H2(RN).
�����

����� � ��� 
 ��
����� �	��� � ���� ������ �
 ��!����� ��
�����

⎧⎨
⎩ Δ2v + V (εx)v = g(εx, v) �� R

N

v ∈ H2(RN),
�����


��� ���� �
���"�� uε � vε �� (3.1) � (3.2) �����	�� ������ ����
 ����	�
����� �
�

vε(x) = uε(εx)�

� �����
 �������
 ���� ������ �
 ��
����� (3.2) � 
 ��!����� �����
 �� #������

Eε =
(
H2(RN), < ·, · >ε

)
 	�$
 ��
���
 ������
 � ���
 �
�

< u, v >ε=

∫
RN

(ΔuΔv + V (εx)uv) dx,


 ���� �% 
��!�� � �
��� ‖u‖2ε =
∫
RN

(|Δu|2 + V (εx)u2
)
dx�

� ���	�
��� ����!�� ���
	���
 � (3.2) ���
 �
�

Jε(v) =
1

2

∫
RN

(|Δv|2 + V (εx)v2)dx−
∫
RN

G(εx, v)dx,

���% ��� ��&���
 �� Eε � � �� 	����� C
1� '��� !��������
� �� 	
����"�� !�
�����	�� �


(�
���� �
 '���
 �� )
����*�  �$��
� 
 �������
 +����



�� ������	
�� � 
	
�	����� �� ������� ��

���� � ������ ��� � �	
���	 (V1) �� ������� � �	
������ �� ��	��������� (g1)− (g3)�

�
��	 ���� ���� ε > 0 ������� �	
���
��� ρ� β > 0 � φ ∈ Eε �	� ‖φ‖ε > ρ� ���� ���

i) Jε(v) ≥ β� ������ ��� ‖v‖ε = ρ�

ii) Jε(φ) < 0�

�����	
����� ������ �� �	��	
������ (g1) � (g2)� ������ ��	
���	 ��� ��	� ����

η > 0 ��
��� ��� ��������� C(η) > 0 �� ���� ���

|G(x, ξ)| ≤ η

2
|ξ|2 + C(η)|ξ|p+1, ∀ξ ∈ R.

���
� ����� 
��	���� �� �������� ����� ���

∫
RN

|G(x, u)|dx ≤ η

2

∫
RN

|u|2dx+ C(η)

∫
RN

|u|p+1

=
η

2
‖u‖2L2(RN ) + C(η)‖u‖p+1

Lp+1(R)

≤ C1
η

2
‖u‖2ε + C2C(η)‖u‖p+1

ε

≤ C‖u‖2ε
(η
2
+ C(η)‖u‖p−1ε

)
.

���������� ‖u‖ε <
(

η

2C(η)

) 1
p−1

= γ� ����� ���

∫
RN

|G(x, u)|dx ≤ C‖u‖2εη.

���� �� ρ ∈ (0, γ) � u ∈ Eε � ��� ��� ‖u‖ε = ρ ������� ���

Jε(u) =
1

2
‖u‖2ε −

∫
RN

G(x, u)dx ≥ 1

2
ρ2 − Cηρ2.

 ������ η ����
��������� ������� �� ���� ��� ρ2
(
1

2
− Cη

)
:= β > 0� 
��� �	��� i)!

"��� �	��	
����� (g3) ��
���� ���������� a1, a2 > 0 � 2 < θ < p+ 1 ��
� ���

|G(x, ξ)| ≥ a1|ξ|θ − a2 ∀x ∈ R
N � ξ ∈ R.

#���� $�	�� ������� u ∈ C∞0 (Ω) \ {0} ����� ���



�� ������	
�� � 
	
�	����� �� ������� ��

Jε(tu) =
1

2
‖tu‖2ε −

∫
RN

G(x, tu)dx

≤ t2

2
‖u‖2ε − a1|t|θ

∫
RN

|u|θdx+
∫
RN

a2dx

=
t2

2
‖u‖2ε − a1|t|θ

∫
supp(u)

|u|θdx+
∫
supp(u)

a2dx

≤ t2

2
‖u‖2ε − a1|t|θ

∫
supp(u)

|u|θdx+ a2|supp(u)|.

���� Jε(tu)→ −∞� ��	
�� t→ +∞� � ��� θ > 2� � 	���� ���	
�� t0 > 0 �� ����

��� ‖t0u‖ε > ρ� Jε(t0u) < 0� � ��� ����	 ii)�

�

� ������� ���	 
�� �	�	
�� ��� Jε �	����	� 	 ��
����� � !"�

���� � ������ ������	��� � 
������ (V1) 	 
����	�	 �� ������	�	� (g1)− (g3)� �	��

{vn} ��� �	����
�� 	� Eε ��� ��	 {Jε(vn)} � ��� �	����
�� ������� 	 ���	��� �	��� 	

J ′ε(vn)→ 0. ����� {vn} ������ ��� ����	����
�� ��	 
���	��	 	� Eε�

�����	
����� #���� ��� {vn} $ %����	�	 �� Eε� &� �	��� ���� {Jε(vn)} $ %����	�	�
������ M > 0 �	% ��� |Jε(vn)| ≤ M � �	�	 ���� n ∈ N� ��� ���� � ��%	 ��������	�� (g3)

�����

M +
1

θ
‖vn‖εon(1) ≥ Jε(vn)− 1

θ
J ′ε(vn)vn

=

(
1

2
− 1

θ

)
‖ un ‖2ε +

1

θ

∫
RN

(g(x, un)un − θG(x, un)) dx

≥
(
1

2
− 1

θ

)
‖ vn ‖2ε +

1

θ

∫
Ωc

(g(εx, vn)vn − θG(εx, vn)) dx

≥
(
1

2
− 1

θ

)
‖ un ‖2ε +

(2− θ)

θ

∫
Ωc

G(x, un)dx

≥
(
1

2
− 1

θ

)
‖ vn ‖2ε +

(2− θ)

2kθ

∫
Ωc

V (εx)v2ndx

≥
(
θ − 2

2θ

)∫
RN

(
|Δvn|2 +

(
1− 1

k

)
V (εx)v2n

)
dx

≥
(
θ − 2

2θ

)(
1− 1

k

)
‖ vn ‖2ε ,

� ��� ���%��	 {vn} %����	�	 �� Eε� '��� Eε $ �� ���	�� �� (�%)��� � ����	
�� ��*������

{vn} %����	�	 �� Eε ����� ���� 	 ��
�� �� ��)����+
��	 vn ⇀ v �� Eε� ,��	 ��
����+
��	



�� ������	
�� � 
	
�	����� �� ������� ��

� �� ���	�	� 
���� ��� �
����� ��������� ������������� ��� 	�	� δ > 0� ������ �� R > 0

	� ��	� ���

lim sup
n→∞

∫
Bc

R(0)

(|Δvn|2 + V (εx)v2n
)
dx < δ. ����

������ ��� R � �������	� 	� ��� 
���� ��� Ω ⊂ BR
2
(0) ���� ηR ∈ C∞(RN) ��� ���

ηR = 0 �� BR
2
(0)� ηR = 1 �� R

N \ BR(0)� 0 ≤ ηR ≤ 1� |∇ηR| ≤ C
R

� |ΔηR| ≤ C
R2  �� ��

���� {vn} ������	� � J ′ε(vn)→ 0 �����

< J ′ε(vn), ηRvn >= on(1),

� �����

∫
RN

[
ΔvnΔ(ηRvn) + V (εx)ηRv

2
n

]
dx−

∫
RN

g(εx, vn)ηRvndx = on(1),

⇒
∫
RN

(|Δvn|2 + V (εx)v2n
)
ηRdx+

∫
RN

(ΔvnΔηRvn + 2∇ηR∇vnΔvn) dx =

∫
RN

g(εx, vn)ηRvndx

+ on(1).

!���	� � �������	�	� (g3) ����� ���

∫
RN

(|Δvn|2 + V (εx)v2n
)
ηRdx ≤ −

∫
RN

(ΔvnΔηRvn + 2∇ηR∇vnΔvn) dx

+
1

k

∫
Ωc

V (εx)vnηRdx+ on(1),

� ���� 	��� ���	�	� 	� "#�	���

(
1− 1

k

)∫
Bc

R(0)

(|Δvn|2 + V (εx)v2n
)
dx ≤ C

R2
‖vn‖L2(RN )‖Δvn‖L2(RN ) + on(1)

+
2C

R
‖∇vn‖L2(RN )‖Δvn‖L2(RN ).

$����	� � lim sup �� %����� �������&� �� �� (3.3)

� ���� ���� ��� ����� �������	�	�� (g1) � (g2)� ��	�'�� ������� ��� ������ C ′ > 0 	�

��	� ��� ∫
Bc

R(0)

|g(εx, vn)vn|dx ≤ C ′
∫
Bc

R(0)

(|vn|2 + |vn|p)dx.



�� ������	
�� � 
	
�	����� �� ������� ��

���� ��	
� ��� ����� �������� 
� ������� � ��� (3.3) ����� ��� ���� n ������	����	��

���	
�

∫
Bc

R(0)

|g(εx, vn)vn|dx ≤ C̃
(‖vn‖2ε + ‖vn‖p+1

ε

)
< C̃

(
δ + δ

p+1
2

)
.

���� �	���������
�
� 
� x �→ g(εx, v)v ����� ��� 
�
� δ > 0 ������ �� Rδ > 0 ��� ���

∫
Bc

R(0)

g(εx, v)vdx <
δ

4
.

���� δ1 �� (3.3) ��� ��� C̃
(
δ1 + δ

p+1
2

1

)
< δ

4
.

�	��� ������ R > 0 � n0 ∈ N �� � � R > Rδ! ��� ��� ���� ��
� n ≥ n0

∫
Bc

R(0)

g(εx, vn)vndx < C̃
(
δ1 + δ

p+1
2

1

)
<
δ

4
.

"��� �� n ≥ n0 ����� ���

∣∣∣ ∫
Bc

R(0)

g(εx, vn)vndx−
∫
Bc

R(0)

g(εx, v)vdx
∣∣∣ < δ

2
.

#������ ��� vn ⇀ v �� Eε ������� ��� vn → v �� Lp
loc(R

N) 1 ≤ p < 2N
N−4 ����

�������� ��������� ����� ��	
� ��� vn → v � � � �� R
N  $�� ���� ���	
� �

������� 
� $�	����%	��� &���	�
� '�	�����(�
� ���� )*+! ��
���� ������� ���

∫
BR(0)

g(εx, vn)vndx→
∫
BR(0)

g(εx, v)vdx,

� ����� ���� n ≥ n0 ������� ���

∣∣∣ ∫
BR(0)

g(εx, vn)vndx−
∫
BR(0)

g(εx, v)vdx
∣∣∣ < δ

2
.

�����	�� ∣∣∣ ∫
RN

g(εx, vn)vndx−
∫
RN

g(εx, v)vdx
∣∣∣ < δ.

��� ��� ���	 
�	 v � ������ ����� �	 (3.2)� ��� 	�	���� ���� ���� φ ∈ C∞0 (RN)� �	��

����	������� ����� �	�� 
�	

∫
RN

(ΔvnΔφ+ V (εx)vnφ) dx→
∫
RN

(ΔvΔφ+ V (εx)vφ) dx.



�� ������	
�� � 
	
�	����� �� ������� ��

���� ��	
���	��� ����� �� Lp
loc(R

N) � �������	�� � ������� �� ��	
���	��� �����

	��� ��	��������� ����� ���

∫
supp(φ)

g(εx, vn)vndx→
∫
supp(φ)

g(εx, v)vdx.

������

0 = lim
n→∞

J ′ε(vn)v =

∫
RN

(|Δv|2 + V (εx)v2
)
dx−

∫
RN

g(εx, v)vdx = J ′ε(v)v,

⇒ ‖v‖2ε =
∫
RN

g(εx, v)vdx.

�����
� ��	�� ���

J ′ε(vn)vn = ‖vn‖2ε −
∫
RN

g(εx, vn)vndx = on(1),

⇒ lim
n→∞

‖vn‖2 = lim
n→∞

∫
RN

g(εx, vn)vndx =

∫
RN

g(εx, v)vdx = ‖v‖2ε .

�����	�� ‖vn‖ε → ‖v‖ε �� Eε � ����  ! �������� ��� ��	
����� ����� ��	���"��� ���

vn → v �� Eε#

�

���� ������� �� ����� �� $�	��	%�� &��� ���� ε > 0 �'���� vε ∈ Eε ����()� �����

	)�����
��� �� (3.2) ��� ��� Jε(vε) = cε �	��

cε = inf
g∈Γε

max
t∈[0,1]

Jε(g(t)),

� Γε = {g ∈ C([0, 1], Eε); g(0) = 0 � Jε(g(1)) < 0}#
���� &��&������� (g4) &������ ��	�� ������������ � 	"
�� ��	���' cε ����

cε = inf
u∈Eε\{0}

max
t≥0

Jε(tu) = inf
Nε

Jε,

�	�� Nε * ��+	��� &��

Nε = {u ∈ Eε \ {0}; J ′ε(u)u = 0} .

������ 
���� ��	������� ��� ����	��� {εn} ��� ��� εn → 0 ���	�� n→∞# �+����

��� ��� �'���� ��� �������	���� ��� ��	��	������� � ��	���� &�� {εn}� ��� ��� vn := vεn

* ����()� �� &������� �����	�� (1.2)#
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�	����� �� ������� ��

���� ���	
 ����	� ������� � ��������� g(εx, vn(x)) = f(vn(x)) ���� �	�	 x ∈ R
N �

���� �������	 �� g ���� ��������� ��� ���� �	�	 x ∈ Ωεn 
 	��� Ωεn =

{
x

εn
; x ∈ Ω

}
�

����� ����	 �	����� ��� g(εx, vn(x)) = f(vn(x)) ���� x /∈ Ωεn � ���
 ���� x /∈ Ωεn

g(εx, vn(x)) = f̃(vn(x)) � f̃(x) = f(x) ���� �	�	 |x| ≤ a
 �	�	 � ��������� �	����� ���

|vn(x)| ≤ a ���� �	�	 x /∈ Ωεn 
 ���� n ∈ N �������������� �������

���	� ����	 �������� � �����	 wn(x) = vn(x+ yn) 	��� {yn} ⊂ R
N � ��� ���

lim inf
n→∞

∫
BR(yn)

v2ndx ≥ β > 0, ��� !

���� R, β > 0� "����
 �� �	�����	� ��� |wn(x)| ≤ a
 x /∈ (Ωεn − yn) �����	� ���

|vn(x)| ≤ a ���� �	�	 x /∈ Ωεn � "�� ����	
 ����	� ��� ����� �� �����
 �������� 	 ����

��� ������� � �#���$���� �� ����$���� {yn} �� (3.4)
 ��� ��������% �	 ����&��	�

���� � ������� ��	 f 
���
�� (f1)− (f5)� ������ 	��
�	 ��� 
������ �	 	
���� ������

���� � 
	�����	 �����	��

Δ2w + V0w = f(w) 	� R
N , ���'!

�� ���	� c0 = inf
γ∈Γ0

sup
0≤t≤1

J0(γ(t))� ���	 J0 � � �������� 	�	���� �

������ � (3.5) 	

Γ0 =
{
γ ∈ C0([0, 1], H2(RN)); γ(0) = 0 	 J0(γ(1)) < 0

}
.

�����	
����� (�&� E0 = (H2(RN), ‖.‖0) 	��� ‖u‖0 =
∫
RN

(|Δu|2 + V0u
2)dx. "����

�	�	 �	� ����	 �	 )��� * �	���	� �	����� ��� J0 �������+ �� �	����,�� ��	��������

�	 -�	���� �	 ����	 �� .	����/�� 0���	
 �#���� ��� ����$���� {wn} ⊂ E0
 ��� ���

J0(wn)→ c0 � J ′(wn)→ 0 �����	 n→∞. 1����+���	 	� ����	� ��������	� ����	� �	

)��� � �	����2�� ��� {wn} � ��� ����$���� �������� �� E0�

3	�� ��� ���	 )��� �� )�	�� ��� 4567! ��� ����� �� ���� �	���8�������� 	�	���9

(i) wn → 0 �� Lr(RN) ���� 2 < r < 2∗ = 2N
N−4 ;

(ii) 0#���� ��� ����$���� (yn) ∈ R
N � �	�������� R, β > 0 ���� ���

lim inf
n→∞

∫
BR(yn)

w2
ndx ≥ β.

:� ���	
 ���	�/� ��� (ii) ��	 	�	���
 	� ��&�
 ��� ���� �	�	 R > 0

sup
y∈RN

∫
BR(y)

w2
ndx→ 0,



�� ������	
�� � 
	
�	����� �� ������� ��

������ n→∞.

	
���� ��� (wn) � �������� �� L2(RN)� �������� ��� (∇wn) � �������� �� L2∗(RN)�

���� 2∗ = 2N
N−2 . ������ ���� ���� ��� �� ���� ����� ��� wn → 0 �� Lr(RN) ��� 2 < r <

2∗� �� ����� (i) � ���

!"�� �����#� ��� (i) � ��� $��� (wn) � �������� �� E0 � ����� �� ��
����%� ���

wn → w �� E0 � ����� wn → w ��� ����� ���� x ∈ R
N � &� (i) wn → 0 ����� �� R

N �

����� ��"�� ��� w = 0 ������

��"�� �����'���� � (����� �� $����"%� �� )������� *�� �+�, ����� ���

c0 + on(1) = J0(wn)− 1

2
J ′0(wn)wn =

∫
RN

(
1

2
f(wn)wn − F (wn)

)
dx = on(1),

� ��� � �� �
����� ����� (i) ��� � �� � ������� (ii) �����

)�-�� un(x) = wn(x+ yn)� (���� ��� (un) � �������� �� E0 �  ��� J0 � ���������

�� ������./�� ��"�� ��� J0(un)→ c0 � J ′0(un)→ 0 ������ n→∞.

&� (ii) ����� ���

lim inf
n→∞

∫
BR(0)

u2ndx > β.

$��� (un) �������� �� E0� ��
���� ��� (un)  ����"� 0� � ��� u ∈ E0 \{0} � 0��� ��

Lr
loc(R

N) ��� 2 < r < 2∗� ���� u � ����.�� 0� � ��� ������ �� (3.5)�

1���� ����� ��� J0(u) = c0� &� �� ���� � 02 �� �� ��� c0 ≤ J0(u)� ��� � ����

����"������� ���� ���

J0(un)− 1

2
J ′0(un)un =

∫
RN

(
1

2
f(un)un − F (un)

)
dx,

����� ���� ���� �� 3���� *�� �+�, ��"�� ���

c0 ≥
∫
RN

(
1

2
f(u)u− F (u)

)
dx = J0(u).

&������ J0(u) = c0�

�

���� � ������� ��	 f 
���
�� (f1)− (f4) 	 V 
���
�� (V1)− (V2)� ������

lim sup
n→∞

cεn ≤ c0.
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�	����� �� ������� ��

��������	
��� ����� �����	
 ��� ��
� � ����
��	�� ��� x0 = 0� ��� x0 � ��

���� ���	��� (V2)� ���� w � ������� � (3.5) ��� ��� J0(w) = c0� ���� �	�� ψ ∈ C∞(RN)

��� ������ ��� ��� 0 ≤ ψ ≤ 1 �

ψ(x) =

⎧⎨
⎩ 1 x ∈ Bρ(0)

0 x /∈ B2ρ(0),

��� Bρ(0) ⊂ B2ρ(0) ⊂ Ω.

����� wn(x) = ψ(εnx)w(x) � ���� ��� supp(wn) ⊂ Ωεn ��� Ωεn = { x
εn
; x ∈ Ω}�

wn → w �� H2(RN) � �� Lr(RN) ��
� 2 < r < 2∗�

���� ϕεn(wn) > 0 ��� ��� ϕεn(wn)wn ∈ Nεn � ������� ��� ϕεn(wn) → 1 �����

n→∞� �����

cεn ≤ Jεn(ϕεn(wn)wn)

=
ϕεn(wn)

2

2

∫
RN

(|Δwn|2 + V (εnx)w
2
n

)
dx−

∫
RN

F (ϕεn(wn)wn)dx

= J0(ϕεn(wn)wn) +
ϕεn(wn)

2

2

∫
RN

(V (εnx)− V (0))w2
ndx.

� � 
������� ����� ���	���� �  ��
��� � !��"�
�#��	� ���	����

$���� ����� ����
�
 ��� � ���� ϕεn(wn)→ 1 ����� n→∞.

%�
����� ��� {ϕεn(wn)} � �	�	���� �� ����� ���� ����
&
	�� �'	��	
	� εn → 0 ��� ���

ϕεn(wn)→∞�
(�
 (f4) ���)�� "�
	���
 ��� ����	�
��� δ > 0 �'	��� a1 > 0 � 2 < θ < p + 1 ��	�

��� |F (t)| ≥ a1|t|θ ��
� ��� |t| > δ.

���� r > 0 ��� ��� w(x) ≥ δ ��
� ��� x ∈ Br(0)� (����� �	�� ����
 r ����	����)

����� ������� � ��� ��� Br(0) ⊂ Bρ(0) � ���	� �� x ∈ Br(0)

ϕεn(wn)wn(x) ≥ wn(x) = w(x) > δ.
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�	����� �� ������� ��

�����

‖wn‖2εn =

∫
RN

f(ϕεn(wn)wn)ϕεn(wn)wn

ϕεn(wn)
2 dx > θ

∫
RN

F (ϕεn(wn)wn)

ϕεn(wn)
2 dx

≥ θ

∫
Br(0)

F (ϕεn(wn)wn)

ϕεn(wn)
2 dx

≥ a1θ

∫
Br(0)

ϕεn(wn)
θwθ

n

ϕεn(wn)
2 dx

= a1θϕεn(wn)
θ−2‖wn‖θLθ(Br(0))

⇒ ϕεn(wn)
θ−2 ≤ ‖wn‖2εn

a1θ‖wn‖θLθ(Br(0))

≤ C,

� ��	 
 ��� ����������� �������� {ϕεn(wn)} 
 ���������
����� ����� �	����� ��	 ϕεn(wn) � 0 ������ n→∞� �	 ����� ��� �������� ���

(wn) 
 �������� �	��	 ��	 ϕεn(wn)wn → 0� ������ n → ∞� ���	 ��	  �� (f2) 	 (f3)�

���� η > 0 	!���	 Aη > 0 ��� ��	

|f(t)| ≤ η|t|+ Aη|t|p, ∀t ∈ R.

�����

∫
RN

f(ϕεn(wn)wn)w
2
n

ϕεn(wn)wn

dx ≤
∫
RN

(
η|wn|2 + Aηϕεn(wn)

p−1|wn|p+1
)
dx

≤ η‖wn‖2L2(RN ) + Aηϕεn(wn)
p−1‖wn‖p+1

Lp+1(RN )
,

� ��	 �� ���

lim
n→∞

∫
RN

f(ϕεn(wn)wn)w
2
n

ϕεn(wn)wn

dx = 0. "#�$%

�� 	������

‖wn‖2εn =

∫
RN

f(ϕεn(wn)wn)w
2
n

ϕεn(wn)wn

dx. "#�&%

�	 (3.6) 	 (3.7) ����'��� ��	 ‖wn‖εn → 0 � ��	 �������( wn → w 	 w ������� �	 (3.5)

��� ��	 J0(w) = c0 > 0. )���� 	!���	� α, β > 0 ���� ��	 α ≤ ϕεn(wn) ≤ β.

�������� ���� ��*�	��+��� ���	��	��	 �	 {ϕεn(wn)} ���	��	  ��� 1  ���� �	 	!�����

ϕ 
= 1� �	�  	��� �	 �	�	�������	 �� ��,� ϕ > 1� �����	 �	 ������ ��*�	��+��� �	

{ϕεn(wn)} 	����

‖wn‖2εn =

∫
RN

f(ϕεn(wn)wn)wn

ϕεn(wn)
dx −→

∫
RN

f(ϕw)w

ϕ
dx = ‖w‖2εn .
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�	����� �� ������� ��

��� (f5) ����	 
��

‖w‖2εn =

∫
RN

f(ϕw)w

ϕ
dx >

∫
RN

f(w)wdx = ‖w‖2εn ,

� 
�� � �� �	����� � 		�� ���������	 � ��	�����

�

���� � {vn} � ��� �����	
�� ������� �� H2(R).

�����	
����� � ���� ��	�� ��� � ����� � �� ��� ��

�

���� � ����� {yn} ⊂ R
N � R, β > 0 ��� ���

lim inf
n→∞

∫
BR(yn)

v2ndx ≥ β > 0.

�����	
�����  ����! � ���������� �	�� �� 
��

lim sup
n→∞

sup
y∈RN

∫
BR(y)

v2ndx = 0.

���� ��� "�# �� $#%& '��� q = 2 � p = 2N
N−2(� vn → 0 �� Lr(RN) �� 2 < r < 2∗�

�		�� ���� )����� � *������+��� ,�����-

∫
RN

g(εnx, vn)vndx = on(1) �

∫
RN

G(εnx, vn)dx = on(1),


���� n→∞�

,�	� .���

cεn = Jεn(vn) =

∫
RN

(
1

2
g(εnx, vn)vn +G(εnx, vn)

)
dx −→ 0, '��/(


���� n→∞�

��� ����� ���� ���� � ���� �����0 � �� .��12� ���	����� ��� ��	����� � �����3

���� 	� d > 0 � � ���� �����0 		����� � �������

⎧⎨
⎩ Δ2v + V0v = g(εnx, v) �� R

N

v ∈ H2(RN),

����	 
�� cεn ≥ d �� ���� n ∈ N� 4	 �	�� �������5 (3.8)� ������� � ��	����� 	�����
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�	����� �� ������� ��

�

���� R > 0 ����� 	
�� �
� � 	��
�� ������ � �
�����
 �
��������

���� � � �������	
 {εnyεn} � �		�
�
 � dist(εnyεn ,Ω) ≤ εnR.

�����	
����� ���� δ > 0 ���� �
�� Kδ �� δ����������� �
 Ω� �
�� φ ∈ C∞(RN)

��� ��
 0 ≤ φ ≤ 1� φ = 0 
 Ω� φ = 1 
 R
N \ Kδ� |∇φ| ≤ c

δ

 |Δφ| ≤ c

δ2
. �
�� �����

φεn = φ(εnx) 
 ������
�
 vnφεn ��� ���� � �
��
 
 (3.2)� !
�� ��
 J ′εn(vn)vnφεn = 0�

�� ���� �
��
 ��


∫
RN

(
ΔvnΔ(vnφεn) + V (εnx)v

2
nφεn

)
dx =

∫
RN

g(εnx, vn)vnφεndx.

⇒
∫
RN

[
Δvn (Δvnφεn + 2∇vn∇φεn + vnΔφεn) + V (εnx)v

2
nφεn

]
dx =

∫
RN

g(εnx, vn)vnφεndx.

�����

∫
RN

(|Δvn|2 + V (εnx)v
2
n

)
φεndx = −

∫
RN

(2∇vn∇φεnΔvn + vnΔφεnΔvn) dx+

∫
RN

g(εnx, vn)vnφεndx.

"��
 ��
 φεn = φ(εnx) = 0 
 Ωεn = { x
εn
; x ∈ Ω} 
 g(εnx, vn) = f̃(vn) 
 Ωc

εn � #���

�
�� ��


∫
RN

(|Δvn|2 + V (εnx)v
2
n

)
φεndx = −

∫
RN

(2∇vn∇φεnΔvn + vnΔφεnΔvn) dx+

∫
RN

f̃(vn)vnφεndx

⇒
∫
RN

[
|Δvn|2 +

(
V (εnx)− V0

k

)
v2n

]
φεndx = −

∫
RN

(2∇vn∇φεnΔvn + vnΔφεnΔvn) dx

+

∫
RN

(
f̃(vn)vn − V0

k
v2n

)
φεndx

≤ −
∫
RN

(2∇vn∇φεnΔvn + vnΔφεnΔvn) dx.
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��� ���� ��	
��� ���

V0

(
1− 1

k

)∫
RN

v2nφεndx ≤ −
∫
RN

(2∇vn∇φεnΔvn + vnΔφεnΔvn) dx

≤ 2εnC

δ
‖vn‖2H2(RN ) +

Cε2n
δ2
‖vn‖2H2(RN )

≤ C̃εn
δ
‖vn‖2H2(RN ).

�� 	��� �
��� �������� (εk) �������� BR(yεk) ∩ Kδ

εk
= ∅ �����

V0

(
1− 1

k

)∫
BR(yεk )

v2ndx ≤ V0

(
1− 1

k

)∫
RN

v2nφεkdx

≤ C̃εk
δ
‖vn‖2H2(RN ) −→ 0,

����� k → ∞� � �� ��������� � ���� ��������� ������ 	��� ���� n ∈ N� ������ xn

��
 �� εnxn ∈ Kδ � |yεn − xn| < R� ���� dist(εnyn,Ω) < εnR + δ 	��� ���� δ > 0� �

���
���� �����

�

��
� ���� �� 	������ ������ �� {εnyεn} ⊂ Ω 	��� ���� n � ����������� �������

!� "���� �� ��� �������� 	������ ���������� ε−1n zn �� ���#� �� yn� ���� zn ∈ Ω � # ��


�� |εnyn − zn| ≤ εnR� !���� "����� �������� (znε
−1
n ) ���$ � 	��	������� �� ���� %�

�������� R 	�� 2R� ����� � ����� �� �&�������� εnyεn → x′0 ∈ Ω � 	������ �����

���������� � ������� ���
�����

���� � �� ��������� 	
��	��� �	����

(i) lim
n→∞

cεn = c0,

(ii) lim
n→∞

V (εnyεn) = V0.

�����	
����� ������������ wn(x) = vεn(x+ yεn)� '��� �� 	�
� ���� %

lim inf
n→∞

∫
BR(0)

w2
n ≥ β > 0.

(����� �� {vεn} # 
�������� ���� �� ������ w ∈ H2(RN)\{0} ��
 �� wn ⇀ w �� H2(RN),

wn → w �� Lr
loc(R

N) ���� 2 ≤ r < 2∗ � wn → w ����	� �� R
N .



�� ������	
�� � 
	
�	����� �� ������� ��

���� wn ���	�
��

⎧⎨
⎩ Δ2wn + V (εnx+ εnyn)wn = g(εnx+ εnyn, wn), �� R

N

wn ∈ H2(RN),
����

����� w ���	�
�� �� ����	�� 
����

⎧⎨
⎩ Δ2w + V (x′0)w = χ̃(x)f(w) + (1− χ̃(x))f̃(x) =: g̃(x, w), �� R

N

w ∈ H2(RN),
�����

���� χ̃(x) = lim
n→∞

χ(εnx+ εnyn) ������ �� R
N �

��� ��� ��� � 
���	���� �����	��� � (3.10) �����	 � �������	� �� ����� �� ������ �!

���" #�� ��$�	�� � �%��� �	�	��& c̃ > 0 �����	��� (3.10)� '�(� �	��� J̃ : H2(RN)→ R �


���	���� �����	��� � (3.10)�

����	���� � ���#����

⎧⎨
⎩ Δ2w + V (x′0)w = f(w), �� R

N

w ∈ H2(RN),
�����

� ��(� J̄ � c̄ � 
���	���� �����	� � � �%��� �	�	��& �����	���� � (3.11) �������	��������

)���� ������� ���

c̄ = c̃.

��� ��� ��� G̃(x, s) =

∫ s

0

g̃(x, t)dt ≤ F (s), ����� ��� J̄(u) ≤ J̃(u)! ���� ���� u ∈
H2(RN)! � ��� 	���	�� c̄ ≤ c̃. *��� � ����� ���	��������! ����� ����� ���

J̃(w) ≤ lim inf
n→∞

cεn . ���+�

'� (3.12) �����! �����

c̃ ≤ J̃(w) ≤ lim inf
n→∞

cεn ≤ lim sup
n→∞

cεn ≤ c0 ≤ c̄. �����

*�������! c̃ = c̄! � ��� 	���	�� c̃ = c̄ = c0� *�� (3.13) ����� ���

lim
n→∞

cεn = c0,

� ��� ����� (i)�



�� ������	
�� � 
	
�	����� �� ������� ��

������ 	�
�� 
������ �� �� ���� (3.12) 	���� � ���	� ����� ���������� �� ������ ��

��
� 2.2 �� ����

��
 ������� ��� ����
���	�� ���������� 
�������� �� wn ���	���� ���� w �
 C2
loc(R

N)�

����
� ���� R > 0 ��
��

lim
n→∞

[
1

2

∫
BR(0)

(|Δwn|2 + V (εnx+ εnyn)w
2
n

)
dx−

∫
BR(0)

G(εnx+ εnyn, wn)dx

]
=

=
1

2

∫
BR(0)

(|Δw|2 + V (x′0)w
2
)
dx−

∫
BR(0)

G̃(x, w)dx.

��
� �  ���
� �������� ���	���� ���� J̃(w)� ����� R → ∞� 	�
�� ���!� �� ����

δ > 0� �"���� R ������ � ��#������ �� 
��� ��

lim
n→∞

[
1

2

∫
BR(0)

(|Δwn|2 + V (εnx+ εnyn)w
2
n

)
dx−

∫
BR(0)

G(εnx+ εnyn, wn)dx

]
≥ J̃(w)−δ.

$%���	� ���!� �� & ��#������ 
����� ��

lim inf
n→∞

[
1

2

∫
Bc

R(0)

(|Δwn|2 + V (εnx+ εnyn)w
2
n

)
dx−

∫
Bc

R(0)

G(εnx+ εnyn, wn)dx

]
≥ −δ
'(�)�*

���� ���� R ��#������
���� �������

��
 ������� �� (3.14) 	���� ���!�

lim inf
n→∞

cεn = lim inf
n→∞

[
1

2

∫
RN

(|Δwn|2 + V (εnx+ εnyn)w
2
n

)
dx−

∫
RN

G(εnx+ εnyn, wn)dx

]
≥ J̃(w)− 2δ,

���� ���� δ > 0� +���� ���
� (3.12) �����, ���	����

-���� ���!� 
������ �� (3.14) �� 	���#��� .��� ���� ���� R > 0� ��/� ηR ∈ C2(RN)

��� �� ηR = 1 �
 Bc
R(0)� ηR = 0 �
 BR−1(0) � |∇ηR| ≤ C� |ΔηR| ≤ C� ���� C & �
�

��������� �� ��������� �� R� ������������ ���!� ϕ = ηRwn ��
� ���0!� ����� �




�� ������	
�� � 
	
�	����� �� ������� ��

(3.9)� �����

0 =

∫
RN

(
ΔwnΔ(ηRwn) + V (εnx+ εnyn)ηRw

2
n − g(εnx+ εnyn, wn)ηRwn

)
dx

=

∫
Bc

R(0)

(|Δwn|2 + V (εnx+ εnyn)w
2
n − 2G(εnx+ εnyn, wn)

)
dx

+

∫
Bc

R(0)

(2G(εnx+ εnyn, wn)− g(εnx+ εnyn, wn)wn) dx

+

∫
BR(0)\BR−1(0)

(
ΔwnΔ(ηRwn) + V (εnx+ εnyn)ηRw

2
n − g(εnx+ εnyn, wn)ηRwn

)
dx

= A1,n + A2,n + A3,n.

	
����� �� (3.14) ������ ������� ��

lim inf
n→∞

1

2
A1,n ≥ −δ.

��� (g3)� A2,n ≤ 0� ���� ������������ �� wn ���� w �� C2
loc(R

N) ����� ��

lim
n→∞

A3,n =

∫
BR(0)\BR−1(0)

(
ΔwΔ(ηRw) + V (x′0)ηRw

2 − g̃(x, w)ηRw
)
dx.

���� � ������ ��������� ����� ��������� ��
�� R
N � ��������� ����� ���� ���� R > 0

������ � ���������� ����� ��

lim
n→∞

|A3,n| ≤ δ.

�����  ����

lim inf
n→∞

1

2
A1,n = lim inf

n→∞
−1

2
(A2,n + A3,n)

≥ lim inf
n→∞

−1

2
A3,n

≥ −δ
2
.

	 �� ������� (3.14)� �������� (3.12) ������ ��������

���� (ii) ���� ��� �� (ii) ��� ������ ����� V (x′0) > V0 � ����� c̃ = c̄ > c0 � �� ! ���

��������"���

�

���� �� ���� {un} ⊂ H2(RN) ��� ����	
��� ��� ���� J0 ��� ��� J0(un) → d� ��

un ⇀ 0 � un � 0 �� H2(RN)� �
��� d ≥ c0�



�� ������	
�� � 
	
�	����� �� ������� ��

��������	
��� ���� sn > 0 ��� 	
� snun ∈ N0� ���� ������ 	
�

lim sup
n→∞

sn ≤ 1. ������

�
����� � ���������� 	
� ������ δ > 0 �� ��� 	
�

sn ≥ 1 + δ, ∀n ∈ N, ������

� ���� �� �
 ��	
!������ "����� ������� ���� ��� #�� #���� �� $�� �� 	
� {un}
% 
� ��	
!���� ������� � H2(RN)�

&�� J ′0(un)un = on(1) � J
′
0(snun)snun = 0 ��'
� 	
�

∫
RN

(
f(snun)

snun
− f(un)

un

)
u2ndx = on(1). ����(�

"��� $�� )�� � *�+, ������ R, β > 0 � {yn} ⊂ R
N ���� 	
�

lim inf
n→∞

∫
BR(yn)

u2ndx ≥ β. ������

���� un(x) = un(x+ yn) � ���� 	
� {un} % �� % ������� � H2(RN)� $�'� un ⇀ u ∈
H2(RN) � ��� (3.18)� u 
= 0 � Λ ⊂ BR(0) �� |Λ| > 0�

"�� (f5)� (3.16)� (3.17) � ���� $�� �� -���
 ���� 	
�

0 <

∫
Λ

(
f((1 + δ)u)

(1 + δ)u)
− f(u)

u

)
u2 = 0,

� 	
� % 
� ��������./�� $�'� (3.15) 0����

1'��� ���� ���� ����� ��� ����������2

�� sn → s < 1� � ���� �� �
 ��	
!����� �� ����� �� '����������� ������ �
���

	
� sn < 1 ���� ���� n ∈ N� 3��/�

c0 ≤ J0(snun)

=

∫
RN

(
1

2
f(snun)snun − F (snun)

)
dx

≤
∫
RN

(
1

2
f(un)un − F (un)

)
dx

= J0(un)− 1

2
J ′0(un)un + on(1)

= d+ on(1),



�� ������	
�� � 
	
�	����� �� ������� ��

� ����� ���	 	 
������	 ������

��� � ���	� � ������������ sn → 1 ����	 n→∞.

����� ���	

d+ on(1) = J0(un) = J0(snun) + J0(un)− J0(snun).

����	

d+ on(1) ≥ c0 + J0(un)− J0(snun). ������

�	�� ���

J0(un)− J0(snun) =
(1− s2n)

2

∫
RN

(|Δun|2 + V0u
2
n

)
dx+

∫
RN

(F (snun)− F (un)) dx.

�	�� ���� ���� �	�	 sn → 1 � {un} ������� �����

(1− s2n)

2

∫
RN

(|Δun|2 + V0u
2
n

)
dx = on(1).

��	
� ���� ��� ∫
RN

(F (snun)− F (un)) dx = on(1).

 � !��	� "��	 #�	
��� 	 $��	
 %&�	 ����� ���

|F (snun)− F (un)| = |f(θn)||sn − 1||un|,

	�� θn ∈ (un, snun) 	� θn ∈ (snun, un)� #��	� "	
 (f3) ���

|f(θn)| ≤ a1|θn|+ a2|θn|p ≤ a1||un|+ |sn||un||+ a2||un|+ |sn||un||p,

	 ��� ��"����

|f(θn)| ≤ C1|un|+ C2|un|p.

������

∫
RN

(F (snun)− F (un)) dx ≤ C|sn − 1|
∫
RN

u2ndx+ C|sn − 1|
∫
RN

up+1
n dx

= on(1).

 ���� !	
�� J0(un)− J0(snun) = on(1) � "	
����	 � (3.19) 	����	� ���

d+ on(1) ≥ c0 + on(1),
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�� � 
	
�	����� �� ������� ��

� ������	
�� � ��������

�

���� �� ���� {zn} ⊂ H2(RN) ��� ����	
��� �� ��� J0(zn)→ c0 � zn ∈ N0� ���� ���

n ∈ N� �� zn ⇀ z 
= 0 �� H2(RN)� �
�� zn → z �� H2(RN) � ��
�� �� �������	
�����

�����	
����� ���� �����	��� ����������� �� ������� ���� �����
� 8.5 �
 ������ ���� 


�� ����
�� !�� {zn} " �
� ��!�#���� ��$� ���� J0 �
 H2(RN) %�� !�� J0 → c0� &���
�

��
� zn ������'� (���� ��� z �
 H2(RN)� (��%� �
 Lp
loc(R

N) ���� ≤ p < 2∗ � �
 !����

%��� ���%� �� R
N � ����
�� 
��%��� ����� �
���)�� ��
���%�� �� $�*���� !�� J ′0(z) = 0�

+�'� z ∈ N0�

,�%� !�� ���� +�
� �� -�%�� ��'�� !��

c0 = lim
n→∞

J0(zn)

= lim
n→∞

[∫
RN

(
1

2
f(zn)zn − F (zn)

)
dx

]

≥
∫
RN

(
1

2
f(z)z − F (z)

)
dx

= J0(z)

≥ c0,

� ����
 J0(z) = c0�

$�� un = zn − z � ��%� !�� ���� +�
� �� .��/�� +��* ���� +�
� ��01 �
 ������ {un}
" %�� !�� J0(un)→ d� ���� d = c0 − J0(z) = 0�

,�%� !�� un ⇀ 0 �
 H2(RN)� &2�
�
�� !�� un → 0 �
 H2(RN)� ���� ���� ���%�3����

�� un � 0� ���� +�
� �� %��	�
�� !�� d ≥ c0 > 0� � !�� ���%����/ � (�%� �� !�� d = 0

�

���� �� � ����	
��� {wn} ��
�� ��� �������	
��� ������
� ��
�����
� �� H2(RN)�

�����	
����� ���� +�
� 4 %�
�� !��

lim
n→∞

Jεn(vn) = lim
n→∞

cεn = c0.

5��� v ∈ H2(RN) \ {0}� ��� (g4)� �6��%� ϕ0 > 0 %�� !�� ϕ0(v)v ∈ N0�



�� ������	
�� � 
	
�	����� �� ������� ��

���� w̃n = ϕ0(wn)wn, ���	


c0 ≤ J0(w̃n) =
1

2

∫
RN

(|Δw̃n|2 + V0w̃
2
n

)
dx−

∫
RN

F (w̃n)dx

≤ 1

2

∫
RN

(|Δw̃n|2 + V (εnx+ εnyn)w̃
2
n

)
dx−

∫
RN

G(εnx+ εnyn, w̃n)dx

= Jεn(ϕ0(wn)vn) ≤ Jεn(vn) = cεn = c0 + on(1),


 ��� ����� ��� J0(w̃n)→ c0 �����
 n→∞�
���
� ��
��� ��
�� ��� ϕ0(wn) → ϕ0 > 0 � ���
� �� ������������ ������� ���

����� M > 0 ��� ��� |ϕ0(wn)| ≤M ���� �
�
 n ∈ N. �� ���
� �
�
 wn � 0 ����� δ > 0

��� ��� ‖wn‖H2(RN ) > δ � ���
� �� ������������

 �!�� ��� ��� {w̃n} " �� �������� ������ �� H2(RN)� #��	


|ϕ0(wn)|δ < ‖ϕ0(wn)wn‖H2(RN ) ≤ k

⇒ |ϕ0(wn)| ≤ k

δ
=M, ∀n ∈ N.

$
�
 ϕ0(wn)→ ϕ0 ≥ 0. %
�� ��� ϕ > 0� �
� ���
 �
���!�
�

‖w̃n‖H2(RN ) = |ϕ0(wn)|‖wn‖H2(RN ) → 0,

�����
 n→∞� 
 ��� " �� ������
�

#��	
 w̃n = ϕ0(wn)wn ⇀ ϕ0w 
= 0 �� H2(RN)�

&
�����
� ���
 $��� �� ϕ0(wn)wn → ϕ0w �� H2(RN) � ���
� �� ������������

�

'
������
 
 $��� �( �
� �� ����)�� �� �
�
���� ����� ��� wn → w ∈ Lp(RN)�

1 ≤ p < N+4
N−4 � #��	
 ���*���
 � ���+��
�� �
 '
�
�!�
 4.27 �� ���� ��	���
 ���

∫
Bc

R(0)

|wn|2∗dx→ 0 ����� R→∞ �����������	� �� n. ������

������
 

�� ��
	�� � 
�����	� ����

���� �� wn(x)→ 0 ������ |x| → ∞� ���	�
������ �� n�

����	
������ ��� �
	��	��
 �
	������
 ��� ���
 �� � �� 	���
 ���

‖wn‖L∞(RN ) ≤ K, ∀n ∈ N



�� ������	
�� � 
	
�	����� �� ������� ��

���� K ��������� �� n	


��� {wn} � ������� �� L∞(RN)� ����� ���� ������� x ∈ R
N � � ������

wn ∈ Lq(B1(x)) ���� ���� q ≥ 1. 
��� wn � ������ �� (3.9) ����� �� ������� 7.1

�� ��� ���

‖wn‖W 4,q(B1(x)) ≤ C
(‖f(wn)‖Lq(B2(x)) + ‖wn‖Lq(B2(x))

)
≤ C‖wn‖Lq(B2(x))

≤ C‖wn‖
q−2∗

q

L∞(RN )
‖wn‖2∗L2∗ (B2(0))

= C‖wn‖2∗L2∗ (B2(0))
,

���� � ��������� C > 0 ��� ������� �� x � �� n	 ����� � ��� �� ����������� ����� ���

����� � �������� �������� �

‖f(wn)‖qLq(B2(x))
=

∫
B2(x)

|f(wn)|qdy

≤ C

∫
B2(x)

(|wn|+ |wn|p)q dy

≤ C

[
‖wn‖Lq(B2(x)) +

(∫
B2(x)

|wn|pqdy
) 1

q

]q

≤ C
[‖wn‖Lq(B2(x)) +K‖wn‖Lq(B2(x))

]q
≤ C‖wn‖qLq(B2(x))

.

!��� q > N ����� � �������� ������� ����"��� W 4,q(B1(x)) ↪→ C3,α(B1(x))� ����

α ∈
(
0, 1− N

q

)
. #���� ������

‖wn‖C3,α(B1(x))
≤ C‖wn‖W 4,q(B1(x))

≤ C‖wn‖2∗L2∗ (B2(x))
.

$����� ����%���� (3.20)  ���� ���

|wn(x)| → 0, ������ |x| → ∞,

������������� �� n	

�



�� ������	
�� � 
	
�	����� �� ������� ��

������	�
	� ��	�� �	������ ��	 vn � �	 ��
 ����� �	 (1.2)� �	�� �	��� �� 	 ���

	���
	 n0 ∈ N 	 ρ > 0 
�� ��	

|wn(x)| < a, ∀x ∈ Bρ(0)
c, ∀n ≥ n0.

 � x′0 ∈ Ω 	 εnyεn → x′0� � ���!�	� 	���"	� n1 ∈ N 
�� ��	 Bρ(0) ⊂ (Ωεn − yn) ����

� n ≥ n1. #���� n ≥ max{n0, n1} 
	�� ��	

g(εnx+ εnyn, wn(x)) = f(wn(x)), ∀x ∈ R
N .

$	�
� ����� ���� n ≥ max{n0, n1} �	%�	 ��	 wn ��
����&

Δ2wn + V (εnx+ εnyn)wn = f(wn), R
N ,

 ��	 ������� vn ��
����& (1.2)�

���� �����  ����
��	�
 �	 ���	�
���� �	 ������ ������� ��	 	���
	 ρ > 0


�� ��	 ‖un‖L∞(RN ) = ‖wn‖L∞(RN ) > ρ, ���� 
� n ∈ N � �	�� �	 ��'�	��(�����  ��

��
�)��� �	 ‖wn‖L∞(RN ) → 0� 	�
�

‖wn‖H2(RN ) ≤
∫
RN

(|Δwn|2 + V (εnx+ εnyn)wn

)
dx

= C

∫
RN

f(wn)wndx

≤ ‖wn‖L∞(RN )

∫
RN

f(wn)dx→ 0

����� n→ 0�  ��	 ��
����&  ��
 �	 ��	 wn → w 	 w 
= 0�

*	+� xn �� ��
 �	 �)��� �	 |un| 	� R
N � 	�
�

pn :=
xn − εnyn

εn

� ��
 �	 �)��� �	 |wn|� �	� �	�� ��� 	���
	 �� R0 > 0 
�� ��	 pn ∈ BR0(0) ����


� n �����	�
	�	�
	 %����	� ,�
� � �	�� �	 ��'�	��(���� pn → p0 ����� n→∞�
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xn = εnpn + εnyn → x′0 ∈ Ω, ����� n→∞,

��	 V (x′0) = V0�  ��	 ��
��  #	�	�� ��
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