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Resumo 

Este trabalho tem por intuito estudar alguns aspectos não perturbativos em 

teorias quânticas de campos, presentes em um modelo específico cujo entendi- 

mento foi tomado como programa do estudo. 

Seiberg e Witten encontraram a forma exata da ação efetiva à baixas energias 

para a teoria de Yang-Mills supersimétrica iV = 2. Para tal, fizeram uso de 

propriedades mais gerais do que as contidas somente na teoria microscópica, entre 

elas uma simetria de ducdidade. 

Elucidar os procedimentos contidos nesta dedução é o que expomos neste 

trabalho. Para tal, apresentamos o panorama de idéias desenvolvidas no estudo 

de soUtons que fornecem algumas propriedades utilizadas para encontrar a ação 

efetiva de Seiberg e Witten. 



Abstmct 

In this Work we analyze some non-perturbative aspects in quantum field theory. 

which are present in the so-called Seiberg-Witten model. 

That model presents an exact expression for the effective action in the N = 2 

supersymmetric Yang-Mills theory. The approach uses some properties which are 

more general than those contained in the microscopic theory, specially the duality 

symmetry. 

The main issue of this work is to clarify the steps and details of this formula- 

tion. An important insight here comes from soUtou theory, playing a fundamental 

role in the deduction of the Seiberg-Witten action. 
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Capítulo 1 

Introdução 

As teorias quânticas de campos (TQC) estendem suas aplicações sobre uma vasta gama de 

fenômenos, desde a física estatística à teoria das interações fundamentais, passando pela física 

dos sólidos e a hidrodinâmica. 

No estudo das interações fundamentais, é onipresente. Historicamente, isto deve-se ao fato 

desta teoria constituir o quadro conceituai mais simples no qual podemos construir teorias 

realistas compatíveis com os princípios da mecânica quântica e relatividade. 

Uma questão que desempenha um importante papel no entendimento das interações fun- 

damentais diz respeito à ordem de grandeza das energias e distâncias relevantes aos fenômenos 

em estudo. Tomemos um exemplo simples, a fim de compreendermos melhor este aspecto. 

Comparemos o domínio de validade de um dado modelo em teoria de campos (A(/)'* por ex- 

emplo), por um lado na teoria de supercondutividade, e por outro na teoria de partículas ele- 

mentares. No caso da supercondutividade, uma descrição em termos de uma teoria de campos 

efetiva do tipo Landau-Ginzburg permite uma compreensão satisfatória do fenômeno. Aqui, 

a pesquisa de uma teoria de campos fundamental é demarcada muito naturalmente por uma 

escala microscópica característica, sendo neste caso a ordem da escala atômica (~ 

onde as medidas experimentais são possíveis. A situação muda no caso das partículas elemen- 

tares. Neste domínio, as experiências mais ambiciosas permitem sondar a matéria à escalas 

muito menores (da ordem de 10~^®m). É somente a tais escalas que uma teoria microscópica 

(no sentido da mecânica estatística) é obrigatória, e seus efeitos diretos serão provavelmente 
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negligíveis à escalas muito menores, como seria a escala da teoria de unificação. Porém 

não é o caso de dizer que o estudo de uma tal teoria microscópica seria de todo inútil. As 

lagrangianas efetivas das teorias de campos contém um número de parâmetros que só um 

modelo microscópico pode prever; por exemplo, o comprimento característico de penetração 

do campo magnético nos supercondutores (efeito Meissner), ou a massa dos bosons de gauge 

presentes no Modelo Padrão (mecanismo de Higgs). 

Portanto a ordem de grandeza desempenha um papel profundo e sutil sobre o tipo de 

teoria quántica de campos que escolhemos para descrever o problema. Devemos privilegiar de 

certo modo aquelas características da teoria numa escala mais fundamental que permanecem 

influentes na escala em que estamos abordando o problema. Isto é possível através do estudo 

do grupo de renormalização. 

Entre as teorias quânticas de campos que apresentam as propriedades de renormaliza- 

bilidade em quatro dimensões as mais importantes são as chamadas teorias de gauge, que 

incluem o eletromagnetismo e também as teorias não abelianas ou teorias de Yang-Mxlls. 

Apesar de introduzidas na década de 50. as teorias de gauge não abelianas começaram a 

dominar a física de altas energias a partir do início da década de 70. A razão foi a introdução 

do mecanismo de Higgs, que fornece massa aos bosons vetoriais através da quebra espontânea 

da simetria de gauge, sem o surgimento dos chamados bosons de Goldstone. Além disso, foi 

demonstrado por ’t Hooft [tH71] que tais teorias são renormalizáveis. Estes avanços abriram 

o caminho para o desenvolvimento de teorias realistas das interações fundamentais. 

As similaridades entre as interações eletromagnéticas e fracas incentivaram a tentativa 

de combinar as duas teorias em uma teoria de gauge maior. Glashow, Saiam e Weinberg 

[GG72, Wei67. Sal68] construiram um modelo baseado no grupo de gauge SU{2) x Í7(l)y, 

onde a simetria de gauge era espontâneamente quebrada para Í7(l)e.in. através de um dubleto 

de bosons de Higgs. O modelo introduzia as correntes neutras na interação fraca, e obteve um 

enorme sucesso depois da confirmção experimental da existência de tais correntes. Atualmente 

este modelo está bastante estabelecido e em completo acordo com os dados experimentais 

existentes. 

Um modelo de teorias de gauge não abelianas para descrição das interações fortes ganhou 

sua versão na décade de 70, na chamada cromodinâmica quántica - QCD. Esta teoria envolve 
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quarks e os campos de gauge (gluons) de um grupo SU{3) (Não há quebra de siemtria via 

mecanismo de Higgs) e são os constituintes básicos dos hadrons. Os gluons (sem massa) e os 

quarks carregados nunca foram observados como partículas livres e portanto não deve haver 

permissão, por tal teoria, para que existam fora dos hadrons. O mecanismo deconhecido que 

mantém os quarks e gluons dentro dos hadrons é chamado confinamento. 

O sucesso das teorias de Yang-Mills deveu-se em parte, aos resultados obtidos na descrição 

de regiões onde a constante de acoplamento é pequena, permitindo assim a utilização de 

métodos perturbativos. Porém há toda uma classe de fenômenos que resistem a investigações 

pelos métodos perturbativos tradicionais, estando essencialmente relacionados à setores da 

teoria onde a constante de acoplamento é grande. Fenômenos como a formação de estados 

ligados e confinamento, como acontece com os hadrons. são inerentes de uma descrição na 

região de acoplamento forte, e correspondem à física de baixas energias. 

Estas importantes questões em aberto indicam a necessidade do desenvolvimento de outras 

técnicas (não perturbativas) para o estudo de tais fenômenos. 

Na teoria de perturbação em teorias de campos, temos sempre como ponto de partida um 

modelo exatamente solúvel. Na.expansão pertmrbativa usual através das técnicas dos gráficos 

de Feynman, tal modelo é a própria teoria livre. O espectro em consideração é portanto o 

espaço de Fock dos osciladores associados aos campos presentes na lagrangiana. Os estados 

assintóticos de n partículas correspondem na verdade às soluções exatas de ondas planas da 

teoria livre. Porém o espaço de Hilbert da teoria com interação abrange um espaço maior, 

com setores não alcançados via perturbação, onde estariam presentes estados que não podem 

ser obtidos a partir vácuo pela aplicação de mn número finito de operadores de criação. 

A busca de maiores informações sobre aspectos não perturbativos ampliou o estudo 

das soluções clássicas das teorias de gauge. Nesta abordagem aparece um objeto singu- 

lar, chamado soliton, que em muitos aspectos comporta-se como uma partícula elementar. 

Estas soluções clássicas das equações de campo são passíveis de existir quando a teoria exibe 

algum tipo de não linearidade e um certo grau de simetria. Sua energia concentra-se em 

uma pequena região espacial, e não há dissipação conforme o sistema evolui no tempo. A 

estabilidade dos solitons, em muitos casos, deve-se à conservação de uma carga topológica, 

que surge como conseqüência das condições de contorno sobre os campos. A questão que 
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se coloca é se existiríam, no espectro quântico da teoria, partículas correspondendo a tais 

soluções solitons. 

t Hooft [tH74] e Polyakov [Pol74] obtiveram uma solução de soliton em uma teoria não 

abeliana. onde a carga topológica é identificada à carga magnética, na solução conhecida 

como monopolo de ’t Hooft-Polyakov. Esta descoberta teve consequências para o problema 

do confinamento, pois o próprio t Hooft chamou a atenção para o fato de onde a carga 

topológica é identificada à carga magnética, na solução conhecida como monopolo de ‘t 

Hooft-Polyakov. Esta descoberta teve consequências para o problema do confinamento, pois 

0 próprio ‘t Hooft chamou a atenção para o fato de que se poderia obter um efeito Meissner 

dual. confinando cargas elétricas, a partir da condensação dos monopolos magnéticos. 

Isto incentiva o estudo destas partículas na teoria quântica. Porém como fazê-lo, e como 

seria a sua dinâmica? Muitas das propriedades dos monopolos, como suas massas e constantes 

de acoplamento, dependem do inverso da constante de acoplamento de gauge da teoria, e 

portanto muitas vezes não podemos aplicar métodos perturbativos de quantização. 

Um resultado surpreendente foi obtido porSkyrme [Skyfil], encontrando uma equivalência 

entre estes dois tipos de partículas (excitações fundamentais dos campos e solitons). Ele e 

Coleman [Col75] mostraram que o soliton da teoria de sine-Gordon, descrevendo um campo 

escalar, pode ser considerado equivalente às flutuações quãnticas de uma outra teoria, o 

modelo de Thirring massivo. De fato pode-se mostrar que as funções de Green das duas 

teorias são equivalentes para certos valores das constantes de acoplamento. Neste contexto, 

a quantização dos solitons fornecería dados sobre estados de partículas advindos de uma 

combinação altamente não linear dos campos, como mostrou Mandelstam [Man75j. Deste 

modo. introduzimos estados não perturbativos no espaço de Hilbert! 

Mas uma outra notável relação entre solitons e propriedades da teoria quântica sugiriam 

do desenvolvimento de um tópico que até aqui parecería estranho à discussão: a dualidade 

eletomagnética. reportando-nos às equações de Maxwell. Dirac [DirSl] introduz no eletro- 

magnetismo o monopolo magnético, a fim de restaurar, na presença da matéria, as simetrias 

de trocas dos campos elétrico e magnético, presente nas equações de Maxwell no vácuo: bas- 

taria então trocar a carga elétrica pelo monopolo magnético. Para a coerência da formulação 

na teoria quântica, é forçosa a obediência, por parte das cargas elétricas e magnéticas, de 
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uma relação de quantização. Pela primeira vez, obtinha-se a quantização da carga elétrica a 

parlir de primeiros princípios. 

A teoria dos monopolos magnéticos proposta e desenvolvida por Dirac nas décadas de 30 

e 40 não recebeu muitos impulsos até o aparecimento do monopolo de ’t Hooft-Polyakov na 

década de 70. A teoria onde este monopolo aparece tem quebra espontânea da simetria de 

gauge através do campo de Higgs. Na situa.ção de baixas energias, onde funciona o mecanismo 

de Higgs, a teoria reproduz o eletromagnetismo usual, existindo porém soluções com cargas 

magnéticas. A carga magnética deste monopolo seria quantizada já na teoria clássica, devido 

às estruturas topológicas presentes na teoria. Além disto, uma classe particular de monopolos, 

denominados estados BPS e que pode ocorrer quando o campo de Higgs está na representação 

adjunta do grupo de gauge, possibilitariam a realização de uma simetria de dualidade dentro 

desta teoria. Os estados BPS possuem o menor valor de massa permitido pela teoria (dado 

pelo limite de BogomoPnyi), e suas soluções clássicas podem ser obtidas exatamente. A massa 

dos estados BPS está expressa por uma relação curiosamente também obedecida pelos bosons 

de ga.uge e campos de Higgs da teoria. Esta fórmula universal entrelaça a massa às cargas 

das partículas: 

M = vyf^TQÍ, 

onde Qe e Qm são respectivamente as cargas elétricas e magnéticas do estado em questão, e 

V é o valor esperado no vácuo do campo de Higgs. Repare a igualdade de status atribuído 

às cargas. As propriedades desta teoria, e notadamente a simetria da fórmula universal de 

massa, levaram Montonem e Olive [M077] a propor uma espécie de modificação da dualidade 

eletromagnética, trocando os papéis das partículas fundamentais presentes na lagrangiana 

(cargas elétricas) com os solitons (cargas magnéticas)! Na conjectura de Montonen e OUue, 

os monopolos magnéticos seriam as partículas de gauge de uma teoria ducd àquela onde 

aparecem os solitons; do mesmo modo, os bosons de gauge originais seriam mapeados em 

solitons da teoria dual. A constante de acoplamento da teoria dual é proporcional ao inverso 

da constante de acoplamento de gauge da teoria de partida. 

Porém, para estabelecer a conjectura de Montonen e Olive a nível quântico, os monopolos 

devem comportar-se do mesmo modo que os bosons de gauge perante as transformações de 

Lorentz; ou seja, os monopolos devem ter spin 1. E além disso, para garantir a permanência 
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Esta fórmula de massa é simétrica sob a transformação ng Um, t v ^ v/t. 

A partir desta observação, Montonen e Olive [M077] conjecturaram que esta seria uma 

simetria exata de uma teoria quântica apropriada. De acordo com esta conjectura, o limite de 

acoplamento forte da teoria é equivalente ao limite de acoplamento fraco, com as partículas 

ordinárias trocadas por solitons. A teoria N = 2 parece não apresentar a dualidade de 

Montonen e Olive, pois os eletrons e monopolos transformam-se sob representações distintas 

do grupo de Lorentz: porém uma versão modificada da conjectura realiza-se em N = 2. 

A dualidade é interpretada em relação ao comportamento da teoria como função do valor 

esperado no vácuo do campo de Higgs, v. 

Agora comentamos brevemente algumas características da teoria de gauge supersimétrica 

N = 2. O potencial clássico da teoria de gauge N = 2 pura é 

7(0) = ÍTr[,/.,0t]2. 

Para satisfazer a condição de vácuo, basta que <f> e <f)^ comutem. A teoria clássica tem 

portanto uma família de estados de vácuo, parametrizados por u = = Tr (f>^. Estes estados 

formam uma variedade contínua de vácuos inequivalentes, o espaço de moduli clássico Af (V). 

Correções quãnticas não afetam esta degenerescência, de modo que a teoria quântica possui 

igualmente uma variedade de vácuos degenerados, o espaço de moduli quântico yVlg(V). 

Sobre este espaço é construída a ação efetiva a baixas energias para os graus de liberdade 

não massivos da teoria. A métrica neste espaço de moduli quântico é uma métrica de 

Kãhler, escrita localmente em termos de uma função holomórfica. Ela introduz uma simetria 

SL{2, Z) neste espaço , da qual o grupo de simetrias exatas da teoria - o grupo de dualidade 

- aparece como subgrupo. Este, realizar-se-á como uma mudança das coordenadas locais que 

descrevem o espaço de moduli. 

A estrutura local deste espaço é única, a menos de transformações do grupo de dualidade. 

Fisicamente estas transformações correspondem à transformações no conjunto de campos não 

massivos que descreve a teoria a baixas energias, de modo que a lagrangiana efetiva a baixas 

energias é mapeada em outra lagrangiana escrita em termos de campos duais. 

A ação efetiva para os campos não massivos no espaço de moduli a baixas energia tem 

uma forma determinada pela supersimetria N = 2, que pode ser expressa em termos das 
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variáveis do superespaço N = 1 como 

^Im 
47T 

sendo $ o multipleto quiral iV = 1 do multipleto vetorial iV = 2 '5 cuja componente escalar 

é a. A teoria quântica tem um espaço de moduli não trivial, que de fato é uma variedade 

de Kãhler com uma dimensão complexa. O potencial de Kãhler pode ser escrito em termos 

da função T como 

K = Ira. 

A métrica é então concretamente {ds)'^ = Im dadã. 

Os valores à baixas energias da constante de acoplamento de gauge podem ser lidos da 

lagrangiana. Denotando a constante de acoplamento efetiva no vácuo parametrizado por a 

de T(a), então 

r(a) = 
da^ 

Localmente, devido à supersimetria iV = 2, a métrica no espaço de moduli tem a forma 

(ds)^ = Im r(a) dada. 

O comportamento assintótico da função holomórfica r(a) mostra que ela é uma função multi- 

valente, cuja parte imaginária é univalente e positiva. Entretanto, caso Im r(a) seja definida 

globalmente, não há como ser positiva definida, pois a função harmônica Im r não pode ter 

um mínimo. Isto indica que a métrica deve valer apenas localmente. 

Porém é possível mudar a variável a para algum outro parâmetro local, de modo a deixar 

a forma da métrica invariante, e assim estendê-la sobre todo moduli. Define-se o-d = ^ 

a métrica pode ser reescrita como 

{dsY = Im dao da = --{dao da — dadao). 

Esta fórmula é completamente simétrica em a e ao, de modo que se utilizarmos ao como 

parâmetro local, a métrica permanecerá com a mesma forma, com uma função harmônica 

diferente substituindo Im r. Esta transformação corresponde à dualidade eletromagnética, e 
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há toda uma classe completa de parâmetros locais em termos dos quais a métrica pode ser es- 

crita da mesma forma. Os elementos destas classes estão relacionados por mna transformação 

de SL{2,Z). 

Como age esta transformação de SL{2,Z) sobre as partículas de gauge? Justamente 

trocando-as por dyons, como na conjectura de Montonen e Olive. Porém aqui nem todas as 

transformações realizam-se como simetrias exatas da teoria, já que os dyons constituem uma 

representação distinta da dos bosons com relação ao grupo de Lorentz. Aqui, a transformação 

de dualidade mapeia uma descrição da teoria em outra descrição da mesma teoria. 

Muito da estrutura geométrica do espaço de moduli está contido em sua estrutura de sin- 

gularidades. As monodromias em torno das singularidades geram um grupo, Pm 6 SL{2, Z), 

que é o grupo de simetrias exato da teoria. A ação de Pm sobre a função multivalente r(a) 

expressa apenas uma mudança da folha de Riemman no espaço de moduli. Portanto, o ver- 

dadeiro espaço de moduli quântico, onde as funções r(a) são positivo definidas e univalentes, 

realiza-se tomando-se o espaço quociente pelo grupo das monodromias AJg(V)/PAí, ou seja, 

o espaço das órbitas de Pa/. 

Seiberg e Witten encontraram então uma forma fechada para a função t - o que define 

exatamente a função T - que preenche os requisitos de positividade e univalência. Determi- 

nando o espaço de moduli, uma função com os pre-requisitos exigidos está automaticamente 

definida, pois este problema é um conhecido problema matemático. A proposta de Seiberg e 

Witten foi utilizar conjuntamente simetrias da teoria microscópica de partida e simetrias da 

teoria efetiva - entre elas a dualidade - para determinar a estrutura do espaço de modiili, ou 

seja, determinar quem é Fm- De posse desta informação, basta ir à literatura matemática 

e escolher a maneira de resolução mais conveniente (utilizando curvas elípticas numa abor- 

dagem mais geomética, ou utilizando funções automórficas que satisfazem certas equações 

diferenciais). Como veremos, o ansatz de Seiberg e Witten consistitiu em propor que T{a) 

seja tal que T"{a) é o inverso de uma função elíptica [SW94b, SW94a, SW94c]. 

O que vamos apresentar aqui é uma seqüência didática dos elementos necessários para 

compreender o quadro acima delineado. A dissertação divide-se em duas partes. A primeira 

apresenta o cenário da física de solitons, que permitiu a formulação, por Montonen e Olive 

[M077], da conjectura da dualidade. Na segunda parte está discutida a teoria de Seiberg e 
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Witten. com uma introdução às características gerais das teorias supersimétricas, e a solução 

do problema propriamente dito. 

No primeiro capítulo, veremos o germen da conjectura de Montonen e Olive, na pro- 

posta de Dirac de introduzir-se um monopolo magnético a fim de preservar a simetria dual 

das equações de Maxwell no vácuo. Como resultado, Dirac fornece uma explicação para a 

quantização da carga elétrica. 

Como nunca observou-se um monopolo, seguiram-se tentativas de obter um resultado sim- 

ilar ao de Dirac sem artifício do monopolo, num contexto de teorias não Abelianas. Porém 

modelos mais gerais que reproduzem o eletromagnetismo na situação de vácuo, onde ocorre 

a quebra espontânea da simetria de gauge, e garantem a quantização da carga elétrica, in- 

troduzem um novo elemento, o soliton, que, smrpreendentemente, comporta-se como um 

monopolo magnético. No capítulo II apresentamos este novo objeto, o soliton. 

Algumas das características peculiares dos solitons, que em muitos aspectos comportam- 

se como partículas, levaram Monotonem e Olive a ” reformular” a dualidade eletromagnética 

de Dirac, que trocava partículas elétricas por partículas magnéticas, para uma teoria de 

campos onde os objetos permutados seriam as partículas elementares e os solitons. Estas 

idéias estão delineadas no capítulo III. 

A segunda parte começa buscando uma teoria onde a conjectmra de Montonen e Olive 

se realizaria. Vemos então no primeiro capítulo, as características básicas das teorias su- 

persimétricas, terminando por mencionar como a teoria iV = 4 preenche os requisitos da 

dualidade. Porém de maior interesse físico é a teoria N = 2, um meio termo entre a trivili- 

dade da teoria AT = 4, e a insolubilidade da teoria iV = 1. 

Então esboçamos no capítulo seguinte as características da teoria de gauge SU{2) su- 

persimétrica N = 2, que vão possibilitar a resolução exata da teoria, explicada no capítulo 

III. 



Parte I 

Solitons em Teorias de Yang Mills 



Capítulo 2 

Dualidade 

Dizer que um sistema físico exibe dualidade significa que há duas perspectivas comple- 

mentares da teoria. Podemos pensar em uma família de objetos de estudo, conectadas 

entre si por algum tipo de simetria. 0 espaço que paxametriza estes objetos é usualmente 

chamado espaço de moduli. 

Tomemos como ilustração um sistema de equações diferenciais. Suponha que temos uma 

equação diferencial, invariante sob ação de um grupo de transformações Ç. Se tomarmos uma 

solução s, invariante sob ação de um subgrupo H C G, podemos obter novas soluções através 

da ação de G/T-L sobre s. Neste caso, o espaço de moduli é o espaço da órbita de s sob ação 

do grupo quociente G 

M=0, = Gin. 

É natural considerar uma família de teorias quânticas de campo: basta pensar em uma 

família de funções de partição. Podemos agora não só ter descrições diferentes da mesma teo- 

ria microscópica (todas com a mesma função de partição, como acontece na Renormalizaçâo); 

temos outras teorias na mesma família de funções de partição 

Z->Z(A), 

sendo A a coordenada que parametriza o espaço de moduli. 

3 
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0 espaço de moduli apresenta iima estrutura geométrica definida, característica do tipo 

particular de teoria de campo que nos interessa. De fato, veremos como propriedades da 

teoria quântica de campos (TQC) traduz-se em propriedades do espéiço de moduli. 

O osciiador haxmônico fornece um exemplo simples de sistema exibindo auto-dualidade, 

no sentido de que tem a mesma descrição no espaço das coordenadas ou momentos. Considere 

a Hamiltoniana do osciiador harmônico 

com [x.p] - i. 

momento por 

2m 2 

Podemos definir uma transformação de dualidade que troca a posição e o 

D ■. x^p/mijj p^—mujx. 

Note que esta transformação é canônica e portanto preserva as relações de comutação . 

Outro sistema que exibe um tipo diferente de dualidade é o modelo de Ising. Este é 

definido tomando-se um conjunto de spins ai, assumindo valores ±1 e definidos sobre uma 

rede quadrada bi-dimensional, com interação entre os primeiros vizinhos de acoplamento J. 

A função de partição a temperatura T é 

Z(K) = 
<T 

onde a soma em i,j corre sobre os primeiros vizinhos, a soma sobre a sobre todas as con- 

figurações de spin, e K = J/bsT. O modelo foi resolvido explicitamente por Onsager [Kog79], 

e exibe uma transição de fase de segunda ordem. Entretanto, antes da solução de Onsager , 

a temperatura crítica foi computada por Kramers e Wannier [KW41], utilizando dualidade. 

Eles mostraram que a função de partição pode ser representada de dois modos diferentes 

como soma sobre plaquetas da rede. Na primeira forma, a soma é sobre as plaquetas da rede 

original com acoplamento K. Na segunda forma, tem-se a soma sobre as plaquetas da rede 

dual - a rede quadrada cujos vértices são os centros das faces da rede original - com constante 

de acoplamento K* onde 

sinh2iC* = l/(sinh2ií). 
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Desde que a rede duai também é uma rede quadrada, as duas formulações são equivalentes, 

porém com diferentes valores de K. Note também que o regime de altas temperaturas 

{K 1) ou acoplamento fraco é mapeado no regime de baixas temperatturas {K* » 1) 

ou acoplamento forte na rede dual. Caso o sistema tenha uma única transição de fase, então 

ela deve ocorrer no ponto auto-duai com K = K* ou smh.2J/bsTc = 1. 

Este modelo mostra como a dualidade fornece uma informação não trivial sobre o com- 

portamento crítico, e relaciona a teoria no regime de acoplamento forte com o regime de 

acoplamento fraco. 

Nas Teorias Quânticas de Campos (TQC), partículas aparecem como excitações quânticas 

dos campos que obedecem as equações de movimento. Porém há outro objeto, chamado 

sólitou, que pode ser visto como um novo tipo de partícula, embora em outro contexto: o 

sóUtou aparece como solução clássica das equações de movimento. Como queremos explorar 

de modo mais abrangente as TQC, devemos explorar simetrias não só relativas ao espec- 

tro quântico, mas incluir características possivelmente mais gerais da teoria. Podemos nos 

perguntar o que ocorrem a estas soluções clássicas, os sólitons, ao quantizarmos totalmente 

a teoria? Montonen e Olive [M077] propuseram uma simetria que troca o papel destas 

diferentes soluções, onde a teoria apresentaria uma dualidade entre o espectro quântico e as 

soluções clássicas. Uma simetria parecida ocorre com as teorias de sine-Gordon e Thirring, 

onde a corrente topológica em sine-Gordon pode ser identificada com a corrente de Noether 

de Thirring [Col75]. 

O modelo de sine-Gordon é definido pela ação 

SsG = j+ ^(cos/?<?!' - 1)^ . 

Esta teoria tem excitações de massa Aíg = y/ã e sólitons com massa M* = 8\/ã//3^- Ex- 

pandindo o potencial até a quarta ordem, vemos que 0^ comporta-se como uma constante 

de acoplamento. Portanto a massa do sóliton é muito grande (comparada a massa Mg) no 

regime de acoplamento fraco. 

Surpreendentemente, esta teoria equivale completamente a uma teoria de férmions, co- 

nhecida como o modelo de Thirring. A ação do modelo de Thirring é 

St = J d^x + rmpip — 
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A primeira vista estas duas teorias parecem completamente distintas, mas através da identi- 

ficação 

^ 1 
47T X + gj-K 

entre as constantes de acoplamento, e do mapeamento do sóliton da teoria de SG no férmion 

fundamental da do modelo de Thirring, as teoria mostram-se completamente equivalentes. 

Destes exemplos podemos observar certas características gerais da simetria de dualidade, 

embora nem todas estejam presentes em todos os exemplos. Primeiramente, a dualidade 

relaciona regimes de acoplamento firaco aos de acoplamento forte. Em segundo lugar, troca 

os papéis entre as excitações fundamentais de uma teoria e suas soluções clássicas, através 

da troca entre correntes de Noether e correntes topológicas. E finalmente envolvem uma 

dualidade geométrica, por exemplo relacionando uma rede com sua dual. Em teorias de 

gauge supersimétricas em quatro dimensões encontraremos generalizações das duas primeiras 

características. O aspecto geométrico também estará presente, mas torna-se claro apenas 

quando consideram-se grupos de gauge mais gerais do que utilizaremos (ficaremos restritos a 

St/(2)). 

A busca pela dualidade em teorias de gauge parece motivada pela existência de dualidade 

em sistemas mais simples, pela dualidade eletromagnética e pelos resultados de Dirac [DirSl], 

’t Hooft [tH74] e Polyakov [Pol74], quanto a possibilidade da existência de monopolos, e pelo 

trabalho de ’t Hooft e outros sugerindo que o confinamento em QCD pode surgir como uma 

forma dual de efeito Meissner [tH81]. 

Deste modo vemos como a dualidade se torna um instrumento poderoso para retirarmos 

informações sobre aspectos não-perturbativos de uma teoria, possibilitando-nos enxergar ca- 

racterísticas que desaparecem na abordagem perturbativa. 

Tentaremos adiante mostrar as hipóteses que sustentam a conjectura de Montonen e Olive, 

averiguando seus desdobramentos. 
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2.1 Eletromagnetismo 

2.1.1 O pTÍncxpio de gauge 

O efeito do campo eletromagnético sobre uma partícula carregada é o de mudar a fase da 

função de onda em cada ponto do espaço-tempo. A mudança de fase em cada ponto não 

tem um valor definido: somente a diferença de fase entre pontos ligados por um determinado 

caminho é definida, e depende deste caminho. Para dois pontos distantes, a diferença de fase 

é definida somente com respeito a algum caminho, o que significa que a fase ganha através 

da interação eletromagnética é não integránel. 

A mudança de fase para uma dada curva fechada deve ser a mesma para todas funções 

de onda de um mesmo sistema [Wey29] . Fixando o valor da fase em um certo ponto xq, a 

função de onda x/’(a:) de uma partícula com carga e, na presença de um campo eletromagnético 

descrito por um potencial vetor relativa a função de onda •^Hv{x) da mesma partícula na 

ausência de interação, é dada por 

i/)(x) = 

onde C é algum contorno começando no ponto de referência xq e terminando em x. 

A fase de ipuv(x) é integrável, sendo sua mudança igual a zero ao longo de um caminho 

fechado. Portanto, a mudança na fase de 'ip{x) ao longo de um contorno fechado P é, usando 

o teorema de Stokes 

onde 5 é a superfície cuja borda é P, e é um elemento de superfície. Conseqüentemente, 

a mudança de fase ao longo de uma curva fechada é determinada pelo campo eletromagnético, 

e é a mesma para todas funções de onda do sistema. 

Veremos que o fato do grupo de gauge U(l) do eletromagnetismo ser compacto relaciona- 

se a quantização da carga. A transformação de gauge tem o efeito de adicionar uma fase à 

função de onda da partícula carregada 
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Ipj -> 1p'j = 

Caso as cargas ej's não sejam comensuráveis, não haverá dois valores reais do parametro 

a, digamos a\ e 02, tais que a transformação seja a mesma para todos 0’s. De fato, para 

que isto aconteça para quaisquers cargas ej e e^, precisamos que 

icjai = Í6ja2 + 2nin íefeCüi = iekCí2 + 2mm 

e portanto 

6j _ n 

6k m' 

Então para caso de cargas não comensuráveis o grupo com elementos é não compacto, 

já que seus elementos são diferentes para todos valores de a reais. 

Porém se as cargas ej’s forem múltiplos de uma carga fundamental e, então para dois 

valores de a diferindo por um múltiplo inteiro de 27r/e, a transformação sobre os campos 0j’s 

é a mesma. Em outras palavras, duas transformações de gauge são indistingüíveis se seus 

a’s são os mesmos modulo 27r/e. Então o grupo de gauge é compacto. 

2.1.2 As Equações de Maxruell 

A teoria de gauge abeliana, conhecida como QED, que descreve a física das interações eletro- 

magnéticas, é o protótipo da teoria quântica de campos. As equações de Maxwell no vácuo 

V 

V-E = 0 

dÊ ^ 

V-B = 0 

V X Ê+^ =0 

(2.2) 

podem ser derivadas como as equações de movimento para o potencial de gauge A^, a partir 

da lagrangiana 

C = I éx (2.3) 
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oiicIg F^1/ — 

Toda informação está contida em 

df,F>^‘' = 0 *F^'' = 0 (2.4) 

que são as equações de Maxwell escritas em forma covariante. A segunda expressão é a 

identidade de Bianchi. 

Os campos elétrico e magnético são escritos em termos do tensor como 

Ei = Fou Bi = \^ijkF^^ 

2.1.3 A dualidade entre eletricidade e magnetismo 

Chama a atenção a simetria do conjunto das equações de Maxwell no vácuo: fazendo a 

transformação 

ptiv (2.5) 

que equivale à troca E -> —B e B ^ E, trocando eletricidade e magnetismo, temos o 

mesmo conjunto de equações. De maneira mais geral, a teoria é invariante sob ação do grupo 

de transformações SO{2)\ 

E -> COS 4>Ei — sin </)B 

B -¥ sin <^E + COS 4>Q 

Esta dualidade é quebrada na presença de matéria, devido ao aparecimento das fontes 

elétricas, pois naturalmente não observou-se a existência de fontes magnéticas. 

Classicamente, nada impede que possam existir fontes para B. Porém introduzindo fontes 

magnéticas há uma inconsistência em derivar o campo magnético de um potencial vetor, já 

que 

V-B = V- VxA = 0 pois V-VxA = 0 VX. 

A princípio, cargas magnéticas são incompatíveis com a existência do potencial. 
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No caso quântico teremos efeitos físicos de responsabilidade do potencial de gauge, como o 

efeito Aharajiov-Bohm: é imprescindível trabalhar-se com o potencial de gauge. As variáveis 

canônicas relevantes são as componentes do potencial vetor e não as componentes de 

Em seu artigo original. Dirac [DirSl] apresenta luna relação de quantização para e, a 

menor carga elétrica conhecida experimentalmente, explorando a simetria entre eletricidade 

e magnetismo fora da perspectiva convencional: ele tenta extender a dualidade no caso 

quâlntico, introduzindo uma fonte magnética. 

As equações de Maxwell então teriam a forma 

= -f = -k" (2.6) 

que são simétricas sob a transformação de dualidade desde que 

f fc'' -> -f. (2.7) 

2.2 O mouopolo de Dirac 

Para restaurar a dualidade, Dirac mostrou que a teoria eletromagnética com simetria dual 

pode ser quantizada, contanto que para qualquer carga elétrica e e a carga magnética g da 

teoria, a condição 

n inteiro (2.8) 
47rh 2 

seja satisfeita. Esta é a condição de quantização de Dirac [Dir31]. Por considerações da 

não integrabilidade da fase da função de onda, Dirac mostrou que nos pontos onde a função 

de onda se anula, sua fase não está bem definida, e esta ambiguidade permite a existência de 

um potencial de gauge que é fonte de um campo magnético de um monopolo. 

Ao percorrer um loop, as mudanças de fase que distintas funções de onda de um sistema 

sofrem podem diferir por múltiplos de 27T, e não necessariamente têm ser interpretada em 

termos do campo eletromagnético. 
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Se considerarmos um pequeno loop, esperamos que a mudança de fase devido ao potencial 

de gauge seja pequena, já que a função de onda deve ser contínua. Ora, uma mudança de 27t 

seria então muito grande, e portanto a mudança nas funções de onda não podem diferir por 

27t, que seria já muito grande, a menos que a função de onda se anule em algum ponto 

do loop. Nos pontos onde é nula, não iaz sentido falar em fase. Desde que é complexa, 

precisa satisfazer duas condições para que se anule. Em mn espaço tri-dimensional, os pontos 

onde tp se anula encontram-se ao longo de uma linha, que Dirac chamou linha nodal. Entãx), 

se considerarmos uma função de onda com a linha nodal passando através de mn pequeno 

loop, sua mudança na fase ao redor do loop não tem de ser pequena. A mudança pode 

ter algum valor perto de 27rn, com o inteiro n característico da linha nodal. A diferença 

entre a mudança de fase e a proximidade de 27m é que deve ser considerada como o fluxo 

eletromagnético 2.1. Então, a mudança de fase em torno deste pequeno loop espacial é 

27rn + T- í Fuv 
nc Jioop 

O caso de contornos maiores T pode ser tratado considerando-se a superfície S cuja fronteira 

é r, e dividindo-se S em pequenos loops. A mudança de fase total ao longo de F será a soma 

das mudanças de fase nos pequenos loops. Se F não tem componente na direção temporal, 

observamos de 2.1 que somente o fluxo magnético irá contribuir paxa a mudança de fase. 

Então, a mudança de fase total ao longo de F será 

onde ds* = eij^ds^^. 

Contraindo-se F a um ponto, a mudança de fase deve se anular. Mas aí S é uma superfície 

fechada, e segue que uma linha nodal cruzando esta superfície deve satisfazer 

27t n = f ds^ Bi. 
^ hcJs 

Mas o lado direito da expressão (r.h.s) deve ser o mesmo para todas as fimções de onda, 

pois depende somente do campo eletromagnético. Portanto, 27T ^ n deve ser também o mesmo 

para todas as funções de onda. 
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Paxa o caso de (r.h.s) ser zero, não temos problema: basta tomar uma função de onda 

sem linhas nodais, e caso tomemos uma com linha nodal. esta atravessa a superfície duas 

vezes, dando contribuições com sinais opostos. 

Entretanto, caso 2Tr^n não se anule, alguma linha nodal deve terminar dentro da 

superfície. Desde que a soma deve ser a mesma para todas e desde que o resultado 

se aplica a qualquer superfície envolvendo o ponto final, concluímos que o ponto final da 

linha nodal deve ser o mesmo para todas ^’s, independentemente do fato destas funções 

de onda terem zeros ou não. Então tais pontos seriam pontos de singularidade do campo 

eletromagnético. 

Tomando uma pequena superfície fechada em torno de um ponto final da linha nodal, 

temos que o fiuxo magnético total através dela seria 2imhc/e. Então deve haver em tal ponto 

uma carga magnética g, com campo magnético B = e assim satisfazendo 

eg = 2-Knhc. 

A condição de Dirac pode ser derivada de considerações sobre o movimento de uma carga 

elétrica num campo gerado por um monopolo magnético. Através da conservação do momento 

angular - o momento que se conserva é o da carga mais o do campo do monopolo -, e do fato 

de que em mecânica quãntica os autovalores do momento angular são múltiplos inteiros de 

chega-se à condição 2.8. Daí conclui-se que a existência de monopolos magnéticos implica 

na quantização da carga elétrica. 

Para compatibilizar o monopolo com o potencial de gauge A^, este deve ter singularidades. 

O potencial não pode ser bem comportado em todo espaço se há cargas magnéticas, pois 

(2.9) 

e como queremos derivar o campo magnético de algum A, esta deve satisfazer V • V x A ^ 0 

Então A não pode estar bem definido em todo 5, mesmo que V • S seja não nulo somente 

na origem. O que se pode fazer é definir A em todo espaço exceto sobre a linha que une a 

origem ao infinito, de tal modo que S = V x A. Então representaríamos o potencial vetor 

por 
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47rr^ 
r = V X. Ã — g 9 {—z) S (x) ó (y) z (2.10) 

A linha ocupada por g 9 (—z) ó (x) S (y) é chamada Dirac string. (Ver [G078]). 

2.2.1 Condição de quantização de Dirac-Schinger-Zouanziger-Saha 

Podemos generalizar a condição de quantização de Dirac para o caso de lidarmos com funções 

de onda de partículas que possuem tanto carga elétrica quanto magnética: os dyons [Sch69], 

[Zwa68], [Sah49]. 

Considere o movimento de uma partícula não-relativística de massa m, e cargas elétrica 

e magnética e\ e gi, repectivamente, sob influência de um campo eletromagético produzido 

por uma fonte de cargas 62,52- As equações de movimento são 

= 6i + -V X gi — ^vxÊ 

onde 

62 
47rr-2 ’ 

Substituindo na equação de movimento tem-se 

B = 
92 

47rr-2 

_dv (ei62-1-5152) r , (ei52 - 5162) 1 ^ „ r 

Note que o momento angular desta partícula não é conservado 

A quantidade 

d , _ _ dv 
— \mr X V) = mr x — 
dV ’ dt 

(ei52 - gi62) 1 d 
47t c dt \rj 

J = mr XV — 
(ei52 — 5162),  r 

4ttc 
(2.11) 

é conservada 
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Podemos interpretar o segundo termo em (r.h.s) 2.11 como o momento angular do campo 

eletromagnético. 

Ao quantizar-se a componente de J ao longo de r, isto é, r • J, esta deve ser um múltiplo 

de h/2. Portanto 

— 91^2 = 2Tmhc (2.12) 

Há basicamente dois modos de assegurar a quantização da carga elétrica: 

• Dirac mostrou que a carge elétrica fica automaticamente quantizada na presença de 

monopolos magnéticos; a possibilidade de monopolos efetivamente modifica a estrutura 

global do grupo de gauge eletromagnético, de modo a ser um grupo U(l) compacto. 

• Sendo o operador de carga elétrica uma combinação linear (com coeficientes comen- 

suráveis) dos geradores de um subgrupo Abeliano de um grupo de Lie maior (p.ex., 

Í7(l) C 5Í7(2)), seus autovalores, que são proporcionais às possíveis cargas elétricas, 

seriam quantizados, propriedade das representações irredutíveis de dimensão finita. 

Através da quebra espontânea de simetria, obtemos o U(l) eletromagnético como sub- 

grupo de SU(2), que assim seria necessáriamente compacto. 

2.3 O monopolo de Dirac à la Wu-Yang 

A interação de uma partícula carregada se dá através do acoplamento com o potencial de 

gauge; mas este parece inconsistente na presença de um monopolo magnético. A solução 

envolve fazer uso da ambiguidade de gauge [WY75]. Podemos tentar usar diferentes potenciais 

vetores em diferentes regiões, contanto que difiram entre si por uma transformação de gauge 

na região de sobreposição. Então o tensor de campo mesurável fisicamente será contínuo 

e bem definido. 

Divida a esfera com raio dado r > ro em um hemisfério norte N com 0 < 0 < tt/2, e 

num hemisfério sul S com tt/2 < 9 < n: a, região de sobreposição corresponde ao equador E 

em 9 = 17/2. Podemos definir o potencial vetor nas duas regiões como 
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- g (l-cosé>), 
An =    60 

47rr sin d 

- g (l+cosé»), 
~ ~~A  Airr sin 6 

Note que nas duas metades da esfera o campo magnético é dado por B = V x A, que fornece 

Note também que An,s tem singularidades em (S,N) mas são bem definidos com respeito 

aos domínios. 

Agora verificamos que a diferença entre An e As na região de sobreposição é uma trans- 

formação de gauge. Temos em 9 = tt/2 

Ãn-Ãs = -Vx, 

de modo que a diferença é uma transformação de gauge. Entretanto a função de gauge x J^ão 

é contínua. De fato, 

g = j^BN-dS + j^Bs-dS = j^(ÂN - As) • dl = x(0) - x(27t). 

Mas a física não requer que x seja contínua. As quantidades físicas serão contínuas contanto 

que 6“*®^ seja contínua. 

Suponha que estamos quantizémdo uma partícula de massa m e carga q no campo de um 

monopolo magnético. A equação de Schrõdinger satisfeita pela função de onda é 

= ih— 
2m dt 

onde V = d + ieA, para e = q/h. A equação de Schrõdinger é invariante sob a transformação 

de gauge 

ÃÃ + dx e e 

Esta invariância de gauge garante que as soluções obtidas localmente com um particular A 

sobrepor-se-hão de maneira correta, contanto que a função de onda seja imivalente. Esta 
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condição significa que 

g-jex _ gieg0/27r 

deve ser uma função univalente, que equivale a condição de quantização de Dirac. 

Matematicamente, o que foi feito é construir um fibrado principal Í7(l) não trivial. A 

variedade de base é um de raio fixo, que recobrimos com dois sistemas de coordenadas. As 

fibras são elementos de U{\). Estas fibras são coladas na região de sobreposição por funções 

de transição que são transformações de gauge. 



Capítulo 3 

Aspectos não-perturbatiojos em teorias de campos 

3.1 Teorias de gauge não-Abelianas: Yaug-Mills 

O princípio de gauge de Weyl [Wey29] (I.l.a) pode ser utilizado para descrever as interações 

forte e fraca, além da eletromagnética, através da generalização do grupo Í7(l) para outros 

grupos de Lie compactos. A primeira extesão deste princípio foi feita por Yang e Mills [YM54], 

em 1954, utilizando o grupo 517(2), e generalizada posteriormente por Gell-Mann e Glashow 

[GMG61] (1961). 

O ponto de partida é uma lagrangiana de matéria, que assume-se seja invariante com 

respeito a um dado grupo simples, compacto e rígido Q, 

Cmx),d^^x)) = C{D{gMx),D{g)d^M^)), 

onde g € G G ^{x) denota um campo genérico numa dada representa.ção do grupo de Poincaré. 

Quando o grupo rígido é calibrado, g g{x), o termo cinético da lagrangiana não permanece 

invariante. Então, em analogia com o caso eletromagnético, introduzimos um conjimto de 

potenciais vetoriais W^{x), a = 1,... n, um para cada gerador T“ de G, e definimos a derivada 

covariante 

+ eD{W^)^, ou + eWj^DabiTk)^'', 

onde e 0 é uma constante adimensional (constante de acoplamento), e então exige-se que 

17 
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W^{x) transforme-se de modo a manter a derivada X>^ covariante, isto é, exige-se que 

D{g{x))Vf,^{x) = V^D{g{x))M^). (3.1) 

Desde que $(1) está em uma representação arbitrária de Q, esta exigência equivale à condição 

V^iW) = Dig{x))V^{W)D-H9Íx)), 

onde Wfj, = eW^D{Ta), e decompondo esta expressão vemos que ela equivale a lei de trans- 

formação 

W'^ = D{g)Wf,D-^{g) + Dd^D~Hg), 

para o potencial vetor W^. Um potencial vetor que se transforma deste modo é chamado 

potencial de gauge. Além disto, um campo que transforma-se de acordo com a lei acima está 

na representação adjunta, cujo espaço de representação é a própria álgebra de Lie do grupo. 

Graças à exigência 3.1, a lagrangiana permanece invariante quando g —>■ g(x), isto é, 

C(^(x),V^^(x)) = £(D(g(xmx),£>(g(x))V^^(x)) 

e permanece invariante somente caso o termo cinético para os campos de gauge sejam cons- 

truídos de modo similar ao eletromagnetismo, onde usamos Portanto definimos o 

tensor de campos não-abeliano Gf^i, de acordo com 

G^,u = ^[D^,V^] = d^Wu + d^W^ + e[W^,Wu]; (3.2) 

G^, = eD{T<^)Gl,-, G% = 

Este campo não é invariante de gauge como no caso abeliano, mas, como é contruído utilizando- 

se T>fi, é couariante, 

G^^iW) = D{g)G^^D-\g), 

e isto é suficiente para a construção do termo cinético. De fato, o termo cinético é definido 

como sendo o traço de G^, sendo assim invariante de gauge. 

A lagrangiana para uma teoria de gauge pura portanto tem a forma 

(3.3) 
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Se Gfii, se anula, então Wf^ é simplesmente a tramformação de gauge do zero, que chamamos 

puro gauge 

Os geradores da álgebra de Lie T“ obedecem, em uma dada representação, à 

  jabcfjic 

onde os /’s são as constantes de estrutura de um grupo de Lie Ç. 

As equações de Euler-Lagrange, que são as equações de movimento de Yang-Mills para 

3.3 são 

ou em forma explícita 

Vf^G^^ = d>^G^ + G^] = 0 (3.4)- 

d>^Gl, + ef'^W,^Gcf., = 0 (3.5) 

A estas equações devemos acrescentar ainda a identidade de Bianchi 

[D,, 2?a]] + [D,, [Dx, V^]] + [Pa, -^u]] = 0, 

que pode ser escrita como 

= 0 

já que [D^,V^] = 

Nosso grande interesse estará concentrado na teoria descrita pela lagrangiana 

C = + \ - P (0), (3.6) 

onde (f) é um multipleto de campos escalares e 

uw=^(v^-4i‘y, (t>^ = (f)i4>i. (3.7) 
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A deriavda covariante age no campo escalar por 

= d^4>i + e W^^D{Tbhj4>j. (3.8) 

Os índices i são os índices da representação do grupo de gauge Q. Este sistema é conhecido 

como Higgs Yang-Mills. 

3.2 Soluções clássicas 

Fornecidas as condições de contorno, especificadas através de uma carga topológica que as- 

sume valores inteiros, mstantons e monopolos aparecem como soluções de mínimo absoluto 

dos funcionais de ação e energia, respectivamente. Uma ótima introdução ao tema encontra-se 

[Raj82], e uma boa revisão é feita em [PraSO, Act79]. 

3.2.1 SóUtoTis 

São soluções clássicas exatas, localizadas, de energia finita, de um sistema de equações difer- 

enciais não lineares e dispersivas. Há um contrabalanço entre a não linearidade e o termo 

dispersivo, ambos combinando-se de modo a permitir a existência de tais soluções. Sua esta- 

bilidade deve-se a conservação de um número infinito de cargas, decorrentes de estrutmras e 

simetrias especiais da teoria. Em grande parte das vezes estas estruturas apresentam-se por 

meio de uma carga topológica. 

Estas soluções corresponderão, na teoria quântica, a novas partículas, não mais criadas 

pelos campos fundamentais da teoria, mas por uma combinação não local dos campos. Serão 

estas novas soluções que irão introduzir os ingredientes da dualidade que trataremos mais 

adiante. Aqui apenas expomos as características destes objetos que vamos explorar. 

Para existirem cargas topológicas que garantam a estabilidade do sóliton, é necessário 

que a teoria possua um conjunto de vácuos degenerados. Para que a energia seja finita, é 

necessário que os campos tomem valores no conjunto de vácuos conforme nos aproximamos 

do infinito. Isto porque o funcional de energia clássica para campos de gauge estáticos, é 

dada por 
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Assim temos um mapeamento da fronteira do espaço no conjunto de vácuos, o que define a 

carga topológica. 

Para o caso das soluções estáticas em espaço-tempo 3 + 1 de Minkowiski, a fronteira 

espacial no infinito é uma esfera, que denotaremos S^. Então a condição paxa termos uma 

configuração topologicamente não trivial é que o mapeamento 

Sl^M 

seja não trivial, sendo M o conjunto dos vácuos. Para o caso deste conjunto ser contínuo, 

temos uma variedade, a informação topológka é descrita pelo grupo de homotopia 7T2(A1). 

A condição de existência de solução solitônica lê-se 

7T2(Ad) ^ 0. 

Os sólitons que nos interessam para o problema da dualidade são monopolos magnéticos. 

Podemos adiantar algumas de suas características. 

Sendo solução de energia finita, o campo de gauge do monopolo está numa configuração 

estática 

doW}t(x) = 0. 

Escrevendo explicitamente os campos elétrico e magnético, temos 

= Gto = dkWo^ + e^W^Wo^, (3.9) 

e então o funcional de energia B toma a forma 

= \Jd^x m - £t) ■ m - £^,)] + I d^x BlSi 

> j d^x Bl£^. 
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Vale a igualdade quando i que é precisamente a equação de auto-dualidade Gfj,^ = 

*Gtiv para campos de gauge estáticos. 0 integrando da desigualdade pode ser reduzido a 

BlSi = dk (B^kW^) - [dkB^, + ee<^‘x^W^Bt\ = dk {BtWS) 

onde usamos a identidade de Bianchi V/^B^ = 0. Esta última identidade obtida nos permite 

converter o integrando da desigualdade em uma integral de superfície, utilizando a lei de 

Gauss 

í d^x BIS^ = í BIW^. (3.10) 
J JSl, 

Ora, mas a condição de energia finita nos exige que os campos tomem valores na variedade 

do vácuo no infinito; para uma teoria de gauge pura, esta condição significa que os campos 

devem ser puro gauge no infinito: 

Gfcí = 0 => Wk = g ^dkç, 

r 00 : < dkW§ + ee‘^>^W^W§ (3.11) 

Wq = onde = 1, c = cte > 0. 

Para a última relação usamos a antisimetria de e°'^ para encontrar dk {WqWq = 0). Com ela 

podemos solucionar as equações para e obter 

r ->■ oo : (3-12) 
e 

Substituindo 3.12 na expressão para o campo magnético 3.10 encontramos seu comportamento 

no infinito 

- ^ekimdiW^t. (3.13) 

A esfera {S'^ : XiXi = i = 1,2,3} pode ser descrita em termos de dois parâmetros 

^a(a = 1,2) : ij = O elemento de superfície pode ser escrito como 

.2 k 9x^ dx^ ,2 
= ekim- ' 

de modo que a equação 3.10 se torna 
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onde usamos a lei de Gauss 

c abc^ -a 
a (3.14) 

/ dV* efc/ma,W^^^" = í Sx tkimdkdiWlf = 0. 

Pode-se verificar que o integrando de r.h.s. de 3.14 satifaz a identidade 

.rl2 

^a0V 
a dfj^ df} 

= 4det = 4det Ipafcl 

sendo l^a^l o determinante do tensor métrico da esfera fi‘^rj°‘ = (17^)^ -I- = 1- 

Temos então 

í d^x Bl£i = 4 / dH sj\^\ = (3.15) 

com m um inteiro caracterizando a carga topolõgica. Enquanto o ponto (^1, ^2) varre a esfera 

5^ uma vez, o vetor 77“ pode percorrer a esfera (17“)^ = 1 qualquer número inteiro de vezes, 

cada uma destas vezes contribuindo com um ângulo sólido de f = 47T. 

Voltando então a desigualdade para a energia, após todo este desenvolvimento podemos 

expressá-la como 

E > -^Q com Q&Z onde lim 

Este limite inferior (a igualdade) é alcançado somente para configurações estáticas e auto- 

duais. A carga topológica Q, no contexto dos monopolos, é referida como sendo a carga 

magnética. Então vemos que para uma dada carga Q, os campos auto-duais são os mínimos 

absolutos do funcional de energia E. 

Se este limite inferior será atingido ou não, é questão concernente à dinâmica, pois requer 

encontrar uma solução explícita não trivial da equação de auto-duadidade. 
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Quebra de simetria clássica 

Note que para a solução de monopolo de uma teoria de gauge pura, a componente temporal 

Wq faz as vezes de um campo escalar, mimetizando o campo de Higgs. Em uma teoria 

com matéria, há possibilidade de minimizarmos o funcional de energia sem que estejamos 

necessariamente em uma configuração de puro gauge. A interação possibilita que o compor- 

tamento conjunto dos campos satisfaça as exigências, dando maior liberdade ao campo de 

gauge. Veremos que na presença de um potencial que quebra espontaneamente a simetria de 

gauge, o campo não tem que ser puro gauge no infinito para ser mínimo do funcional de 

energia. 

Há um análogo clássico ao mecanismo de quebra espontânea de simetria, que possibilita 

o aparecimento destas soluções de monopolo. Vejamos num modelo ilustrativo como isto se 

dá. Tomaremos uma lagrangiana de Higgs Yang-Mills, com um potencial que possui um 

contínuo de vácuos. 

Seja o potencial U{(/)) invariante sob ação do grupo de gauge G 

[/(</.) = U{D{g)cl>) geG 

mas com soluções de vácuo invariante por um subgrupo y. GG, 

U{(t>Q) = 0 = U{D{h)(j>Q) hen. 

Esta teoria terá uma variedade At de soluções de vácuo 

M = {<Po\ U{M = 0}. 

Dada uma solução </>j, seu conjunto de simetrias - subgrupo que a deixa invariante - é 

chamado little group 

'^<t>, = {9^Q I D{g)(j)s = </>s}. 

Para as soluções de vácuo, = y e então a simetria G é espontaneamente quebrada para 

y. Note que os campos são aniquilados pelos geradores de seu little group, pois escrevendo 
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um elemento infinitesimal h 6 Híf,, como h = 1+ ieT, segue que 

D{h)(t> = (p => D{T)(j> = 0. 

Considere agora a órbita de um ponto em M. Esta é construída pela ação de Q em um 

ponto E M. 

O4.. = [D{g)(t>, \g^Q}. 

Já que os elementos de T-L deixam cpy invariante, todos elementos da forma gh, com g €. Q 

fixo e h eTí qualquer, levam (j)y ao mesmo ponto. Assumindo que Ç age transitivamente em 

M, isto é, dados dois campos em M há um elemento em Q que relaciona-os (c^i, </>2 G Á4 => 

3 5125 <^i = D{gi2)(f>2-, com D uma representação de G), a estrutura do vácuo é determinada 

por G e H: o vácuo é o espaço coset. Portanto, tem a estrutura do espaço coset 

04,. = G/n. 

Temos então duas possibilidades: ou Ai possui várias órbitas, ou há somente uma, e ai 

M = G/n. (3.16) 

No segundo caso segue que todos little group de todos os vácuos são isomórílcos. A 

vazão é que neste caso o grupo de gauge age transitivamente no espaço de soluções de vácuo, 

isto é, quaisquers duas soluções de vácuo estão ligadas por uma transformação de gauge 

= D{g)(f)v. Portanto, se D{h) deixa invariante, então D{g)D{h)D{g~^) deixa (f>y 

invariante. Então, n^^ = gn^^g~^. Conseqüentemente, se todos vácuos constituem somente 

uma órbita do grupo de gauge, todos os little groups são isomorjicos. Caso tenhamos várias 

órbitas, o little group pode variar de órbita para órbita. 

Os campos clássicos no infinito devem tomar valores em Ai: 

4>a -> 4) S M, r -> 00, 

para qualquer solução de energia finita. Esta condição de contorno define um mapeamento 

(3.17) 
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Paxa que o mapeamento seja não trivial, a dimensão em que estamos trabalhando influi 

na escolha da representação. As possíveis direções que podemos tomar paxa chegarmos ao 

infinito são fornecidas pelos vetores unitários no espaço d-dimensional 

Sd-l 1^2 ^ 

Para termos cargas topológicas, o mapeamento —> Q/H tem de ter grupo de homotopia 

não trivial, restringindo a escolha da representação paxa aquelas que fornecem uma vaxiedcide 

de vácuo tal que ^ 0. Estamos trabalhando em quatro dimensões (1 temporal e 3 

espaciais); porém analisamos sempre o caso estático e a condição 3.17 define então, um 

mapeamento da esfera no infinito, na variedade dos vácuos do Higgs, 

4>a • Mu 

Este mapeamento (para o nosso caso particulax) cobre a variedade Q/H um número inteiro 

de vezes. Então, qualquer configiuração dos campos de Higgs no infinito é caracterizada 

por um inteiro n, que conforme veremos, é a carga topológica. Mapas com mesmo n são 

topologicamente equivalentes, ou homotópicos. Mapas com diferentes n’s são inequivalentes. 

A existência desta relação de equivalência permite-nos separar todos os mapas em classes 

de equivalência. As próprias classes de equivalência são elementos de um grupo, chamado 

segundo grupo de homotopia, que neste caso é 

7T2 {G/H) = Z 

Cada mapeamento pertence a uma dada classe de homotopia. Estas classes são elementos 

do grupo de homotopia tt2{M). Conhecendo Tr2(M), temos informações sobre a topologia 

das soluções. 

Como não há modo de mudarmos continuamente de uma classe a outra, a carga topológica 

confere estabilidade à solução. A existência de cargas topológicas depende então, de que 

7T2 {G/H) seja não trivial, e portanto, depende da escolha da representação do campo de 

Higgs. 
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A estrutura topológica do mapeamento é intimamente ligada à carga magnética da solução. 

Lembremos que justamente a carga magnética é a carga topológica. Temos aí um critério 

para a existência de solução de monopolo da teoria. 

Para os casos onde vale 3.16, segue que 

TT2ÍM) = TT2ÍG/'H). 

Então, se pudermos calcular Tr2ÍG/'H), saberemos se é possível existirem sólitons. Ocorre 

que, para qualquer grupo conexo G, 

que pode ser facilmente encontrado. 

Encontraremos uma solução de monopolo explicitamente ao estudarmos a solução de ’t‘ 

Hooft e Polyakov. 

3.2.2 lustantons 

Instantons são soluções que apresentam características análogas às da solução de sóliton, 

porém no espaço euclideano. A ação euclideana de uma teoria pode ser obtida a partir da 

continuação analítica da ação no espaço-tempo de Minkowski 

Seucíí — ^^Mink- 

Note que praticamente não há diferença entre soluções sólitons estáticos em um espaço 

de dimensão d + 1 e instantons em d dimensões. Suas propriedades gerais são : 

* São não singulares e localizadas (simetricamente)em todas as direções de 1E‘^, inclusive 

do eixo temporal imaginário; 

* São autoduais, o que significa que são soluções de energia nula; 

* São caracterizadas por uma carga topológica. 
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Como estes objetos tem energia nula, estão relacionados a algum tipo de flutuação do 

vácuo localizada. 

Instantons são soluções no espaço-tempo euclideano, e isto significa que estarão associados 

a efeitos de tunelamento no espaço de Minkowski da teoria quântica. A solução de N- 

instantons é uma flutuação do vácuo com N unidades de carga topológica. 

A carga topológica separa o espaço de Hilbert em setores distintos. Há então um número 

infinito de vácuos de Minkowski |n) com carga topológica n. Um instanton tuuela de |n) 

para |n + 1), N instantons tunelam para |n + N), anti-instantons para |n — 1) e assim por 

diante. 

Pensava-se que a teoria de Yang-Mills baseava-se inteiramente no vácuo correspondente 

a n = 0. Porém o vácuo tem uma estrutmra muito mais intrincada. Sabe-se que os setores 

topologicamente distintos interligam-se através dos instantons. O verdadeiro vácuo de Yang- 

Mills é uma superposição de todos estes vácuos. Isto conduz a uma física com novos efeitos 

qualitativos. 

3.3 Nosso paradigma: G= SU(2) 

Nossa menina dos olhos é a teoria de Higgs Yang-Mills 3.6 com grupo de gauge SU{2). 

Este sistema fornece o ambiente necessário para acomodar a simetria de dualidade eletro- 

magnética; acomoda soluções do tipo monopolo, e o grupo SU(2) é o mais simples a preencher 

os requisitos [Fer97b, 01i95, 01i97]. 

Trabalhciremos com o Higgs na representação adjunta, pois esta é decisiva para a duali- 

dade. 

A representação adjunta é definida pela ação do grupo em sua álgebra de Lie 

gTag-^ = ndiig) d(g)d{g') = d(gg'). 

Além disso, para elementos infinitesimalmente próximos da identidade g ~ l+ie°'Ta chegamos 

à 

dtiTa) = [Ta,n] = i^bTc (3.18) 

Vemos aí que o espaço de representação é a própria a álgebra. E assim, a derivada 
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covariante atua sobre os campos através do comutador. Então para a representação adjunta 

temos: 

V^cj> = d^<f>-e[W^,(j>] (3.19) 

Para álgebras de Lie compactas e semi-simples, sempre podemos escolher uma base 

especial onde as constantes de estrutura são totalmente antissimétricas, = fojbci com 

Tt{TaTb) = ôab- Para o caso do grupo de gauge SU{2), as constantes de estrutura podem ser 

escritas como 

raie  - J — Coic 

As equações de movimento de 3.6 em nos«) contexto são então 

(3.20) 

mais a identidade de Bianchi 

= 0. 

O vácuo desta teoria é portanto a situação descrita por 

= 0; 

= U {((>) = = 0. (3.21) 

As duas últimas equações descrevem o uácuo de Higgs, e adimitem soluções onde os campos 

não sejam puro gauge. Para a solução de monopolo, basta tomarmos as condições do 

nácuo de Higgs. (Note entretanto que se desejamos configurações de vácuo constantes, 

então necessariamente = 0, pois não há meio de termos = dfj,4> + ieD{Wn)(l> = 0 com 

d^cl>=^0e D{W^)(f>^0). 

Escolhendo um vácuo, digamos 4>o, tal que 

^(<^o)=0. ^ = Tt ro<f>o = 
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estamos escolhendo uma direção na álgebra, pois na representação adjimta cj) tem o mesmo 

número de componentes que a dimensão da álgebra. Portanto, o little group de é definido 

pelo gerador 0o: 

D{h)<f>o = 00 D{Th)(/>o = 0; 0o = 0gTa 

[Tfc,0o] = [T,„ra]0g=O =í^ T;.oc0gT„. (3.22) 

Assim, o little group tem necessáriamente um fator Í7(l), e podemos escrever seu gerador 

como 

Qh ~ = ~0O- 
V V 

O mecanismo de quebra de simetria presente nesta teoria íaz com que certas componentes 

do campo de gauge adquiram um termo de massa na lagrangiana. Como no ■uácuo de Higgs 

= 0, 

£>(G^j0 = i[P^,P^]0 = O ^ G%D{Ta)<l> = 0- 

Como nesta situação os geradores do little group aniquilam o vácuo, somente aquelas com- 

ponentes de Gfii, que não tem de se anular no vácuo de Higgs estão associadas a sendo 

geradoras das simetrias. 

As massas dos campo de gauge, adquiridas através do mecanismo de Higgs, é derivada 

do termo cinético por 

onde, para o caso da representação adjunta, 

M? ab e20d({Ta,T6}) 

((d(Ta)0o) (d(Tft)0o) -b (d(n)0o) {d{Ta)M) 

e dac i4>o) dcb ÍM 
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e usamos 3.18 para obter ((d(Ta)0o)6 = dat i4>o), introduzindo = {dab (f </>o))- 

Assim concluimos que as massas dos bosons de gauge são proporcionais aos autovalores 

(cargas) dos geradores do 17(1). De fato, temos para as massas dos bosons de gauge 

M = v\Qe\. 

3.4 A topologia das soluções de SU(2) 

Podemos definir uma variedade dos vácuos de Higgs, como sendo o conjunto de todas as 

configurações que minimizam o potencial, M^h- Para o nosso caso este espaço é a esfera dada 

por 

o campo de Higgs deve ter um valor não-nulo no infinito espacial, pois como já vimos, 

soluções de energia finita devem satsfazer <f> £ M.. Então, qualquer solução física deve . 

satisfazer a condição de 

<p°' <h<h = r oo (3.23) 

Se 0“ # 0 no infinito, então há necessariamente uma direção selecionada no espaço interno, 

(f>o. Esta escolha quebra a invariância SU(2), no sentido de que qualquer solução que satisfaça 

3.23 não pode ser invariante sob o grupo de gauge todo. Esta solução será, entretanto, 

invariante sob a ação do little group Í7(l) = “HiPo. O vetor (po determina este subgrupo 

3.22. 

Como estamos com o campo de Higgs na representação ajunta, de 3.19 temos 

Pode-se verificar que as configurações 

onde Cfj, é um vetor arbitrário, satisfazem as condições do Dácuo de Higgs 3.21. Observe 

que o termo ^<PqC^ está na álgebra do little group = Í7(l). 

Então no vácuo temos 
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- e [W^, W^] = (3.24) 

F111/ = y3gdfxCi/ ôi/Cfi- 

Das equações de movimento 3.20 temos 

= 0; ^^,*F^^'' = 0 

e portanto as equações de Majcwell realizam-se no uácuo de Higgs, sendo o Í7(l) eletro- 

magnético justamente o little group do vácuo. Portanto a distâncias suficientemente grandes 

para estarmos no vácuo, somente as componentes projetadas na direção de sobrevivem, 

Ip   ^ ia/~ia 
^nv — 

Então podemos escrever os campos do eletromagnetismo como 

Ei = Foi = 

Bi = -\€ijkF^'^ = ^ ^aQa (3 25) 

Conforme as soluções satisfaçam a condição de contorno 3.23, podemos separar a variedade 

das soluções em classes com setores topológicos distintos. 

Podemos escrever a carga topológica 3.15 de forma explícita como funcional do campo de 

Higgs. De fato temos uma corrente topológica 

= ~enup<Teabcd‘'4>od''(l>od'^(Í>Q 

conservada devido à antissimetria de = 0. 

A carga correspondente é 

= e^^>^eabcdirodj4dkct>l 

= e^^'^eabcdi [<PldAdk4>Í) 

Qm= -K ( d^X 
ev-^ J 
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= ^ {e^^'‘eabcm4dk4>^) (3-26) 
2v^e 

1 

2ev^ Q 

sendo i,j,k = 1,2,3 índices espaciais e Q a carga topológica. (Veja o caso onde tinhamos 

apenas os campos de gauge, 3.13.) Escrevendo então as cargas do eletromagnetismo obtido 

como little group do vácuo, temos 

=[ B-d^S = -í (3.27) 
Jsi, V Jsi, 

Qe = í Ê-d^S=-[ d^S^(l>^£t 
Jsi, V Jsi, 

3.5 O mouopolo de ’t Hooft Polpakoo) 

Examinemos mais de perto as soluções explícitas das equações de movimento 3.20 do sistema 

Yaug-Mills Hxggs. Procuramos uma solução de energia finita, que corresponde a tomar 

configurações tais que 

E = j d^x 000 < oo; (3.28) 

000 = ^ (f“■<?“ + ■ 5“ + n“ • n“ + V(f>^ ■ Vcjf) + U{(t>) 

onde n“ é o momento conjugado à 0,11“ = e e são os campos elétrico e magnético 

não abelianos 3.10. É claro que 0oo > 0 com a igualdade se e somente se = 

U{ct>) = 0. 

O espectro pertmbativo consite em um foton sem massa, bosons de gauge massivos 

com massa Mw = ev e o campo de Higgs com massa dependente da segunda derivada do 

potencial U{4>)- Para o potencial escolhido, Mh = V^v. 

Note que conseguimos o eletromagnetismo usual 3.25 somente nas regiões onde 4>q aponta 

para a mesma direção interna fixa. Sabemos que o espaço das soluções está separado em 

regiões desconexas, caracterizadas pelo índice topológico. Portanto configurações com Q ^ 0 
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não podem ser escritas em todo lugar na forma 3.25, e devem ter divergência do dual não 

nula em algumas regiões, consistente com a existência da carga magnética. 

Estas considerações são ilustradas pela solução com Q = 1 obtida independentemente por 

't Hooft e Polyakov [tH74]. Wu e Yang [WY75], 't Hooft e Polyakov chegaram à solução das 

equações de movimento. 

Como já vimos, o little group "Hs de uma solução s é um subgrupo do grupo de simetria 

total Q das equações de movimento. A única solução em que T-Lg = Q é a, solução trivial 

identicamente nula. Podemos inspecionar qual o conjunto mínimo de simetrias uma solução 

não trivial de energia finita deve apresentar. 

Como estamos lidando com soluções estáticas (esperamos que as soluções de menor ener- 

gia não tenham energia cinética), há um referencial privilegiado onde os campos estão em 

repouso. Neste referencial as equações de movimento têm uma simetria de rotação espacial 

50(3), e uma simetria translacional. Há também uma simetria 50(3) interna associada com 

transformações de gauge espacialmente constantes. E finalmente certas simetrias discretas 

que geram um Zo x ^2- Porém as soluções serão localizadas, e isto quebra a invariância 

translacional. Então ficamos com uma simetria contínua 50(3) x 50(3); mas este grupo é 

muito grande. Ele possui vários subgrupos invariantes por 50(3): os que contêm rotações 

ou só no espaço real ou so no espaço interno. A invariância com respeito a rotações espaci- 

ais força (f) a ser constante assintóticamente, satisfazendo a condição de contorno de modo 

topologicamente trivial. A invariância interna levaria 0 a se anular em todo lugar, não satis- 

fazendo a condição de contorno. Um ansatz geral, invariante com respeito ao grupo diagonal 

- que tem geradores —rxV + Té 

Repare na sutil mistura entre os índices de gauge e de espaço-tempo. A invariância com 

P : 

Z : 

Wf{r)-^-Wf{-r) W^ir) W^i-r) (3.29) 

<^“(r) 0“(r) W-{r) ^ W^{r). 

f 

(3.30) 
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respeito a PZ força B = C = 0. A solução então tem um little group Hg — x Z2, 

50(3) sendo o grupo diagonal e o grupo gerado por PZ. 

Para este ausdtz ( e tomando J = 0) 

<t>a = j^H{ver) 

< W^ = 0 (3.31) 

[ W^, = -ta^n^[l-K{ver)] 

a energia toma a forma 

E = (3.32) 

onde ^ = ver. As condições para a energia permanecer estacionária com respeito à variações 

de H e K são 

= KH^ + k[k^ -l) (3.33) 

= 2K^H+^h(h'^-e)- (3-34) 

De fato, estas são as equações de movimento do ausdtz 3.31. 

As condições de contorno apropriadas para a a solução de energia finita são 

K-l<0{0-, H<O{0 

K ^ d H ~ ^ rapidamente com ^ ^ 00. 

(3.35) 

O sistema descrito pelas equações 3.33-3.36 é solucionado através de cálculos numéricos. 

Considerando o comportamento assintótico 3.36, as equações 3.33-3.34 tomam a forma 
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onde H = h + ^. Conseqüentemente, deduz-se 

K = 0 exp H-^ = 0 exp (3.36) 

sendo /j, = {eX)^/'^vh e M = veh. Temos então um comprimento de onda Compton das 

partículas massivas associadas aos campos em questão. Isto significa qua podemos pensar 

no monopolo de ’t Hooft-Polyakov como tendo um tamanho definido, determinado pelo 

comprimento de onda Compton, fora do qual os campos massivos se anulam rapidamente, 

deixando a configuração dos campos indistinguível daquela do monopolo de Dirac. 

Esta solução possui então as propriedades 

1 e (pa são não singulares; 

2 As componentes à longas distâncias na solução correspondem ao campo de um monopolo 

magnético estático; 

3 A solução tem energia finita e é estável; 

4 Dentro de uma classe de ausatz mais gerai do que o apresentado 3.31, a solução é única. 



Capítulo 4 

A conjectura de Montonen e Olire 

4.1 A solução de Bogoraolnp-Prasad-Sommerfeld 

Há um limite específico das equações de movimento 3.20 onde uma solução explícita pode 

ser encontrada. Para entender a natureza deste limite, primeiramente discutimos um limite 

geral na configuração de massa com carga topológica conhecido como limite de Bogomol’nyi. 

Tomemos as expressões para as cargas 3.27 que são fontes de = <pQ ■ Gf^^lv. Utilizando 

a identidade de Bianchi = 0 e o fato de estar na subálgebra abeliana, podemos 

reescrevê-las como 

Qm = II d^r ô"=Tt iroBt) (4.1) 

= Srl^V>^{4>lBt) 

= II d^r Tr 

= ^ I d^rTr BI 

E por argumentos semelhantes, escrevemos 

Qe = i Tr (4.2) 

37 
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A densidade de energia é a componente 0oo do tensor de energia-momento associado à 

lagrangiana 3.6 

000 = ^ + n“ • n“ + + U{(p). 

Note que a densidade de energia é sempre positiva ou nula: neste último caso, 0qo = 0 se e 

somente se os campos estão na configuração de vácuo: 

^ ^ ^ Q 

No referencial de repouso do sóliton, 11“ = 0. Podemos encontrar um limite inferior para 

a massa clássica (energia) da solução 

M = I Sx 000 > / ^ { (^0' + (^â)' + 

= ^-jd^x |(£: - + (Bi - (üV)^cos0)'} 

+ j d^x (Sl (V^4>) sin e +BI (l?V) cos 

= |(f‘ - (PV)^sin0)' + (Bi - (2?V)^cos0)'| 

+ u (Qe sin0 + Qm COS0) 

> u (Qe sin0 + Q„i COS0) 

para qualquer ângulo 0 real. Escolhendo d de modo conveniente, obtemos 

M>u(Q2 + Qy/^ (4.4) 

Para o monopolo de ’t Hooft-Polyakov: 

M>vlQml. (4.5) 

Estes limites foram obtidos por Bogomol’nyi [Bog76]. 

Devemos considerar a possibilidade de saturar este limite, numa situação onde valeria a 

igualdade M = v\Qm\• Para tal, olhando para 4.4, vemos que esta solução deve satisfazer 
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n“ = = 0 

b; = ±(BV)^ 

U{4>) = 0. 

^1=0 

+ : Qm < 0; 

• Qm ^ 0 

(4.6) 

o potencial é nulo em todo espaço somente se a constante A for nula. Podemos entender 

esta condição num limite em que A —0 mas mantendo, como vestígio de U, as condições de 

contorno 

101 —>• u r —>■ oo. 

Isto garante que simetria de gauge seja espontâneamente quebrada, e assim as cargas per- 

maneçam bem definidas e satisfaçam a condição de quantização. Este é o limite de Prasad- 

Sommerfield. 

Pode-se mostrar que as equações 4.7, juntamente com a identidade de Bianchi = 

0, implicam as equações de movimento com A = 0 

= e [0, P'^0] = 0. 

Então nesta situação, basta-nos resolver uma equação de primeira ordem, a equação de 

BogomoPnyi 

BÍ = ± 

para satisfazermos as equações de movimento de segunda ordem. Substituindo o ansatz 3.31 

nestas equações, temos 

Usando as condições de contorno assintóticas 3.36, chega-se à solução 

H = Ho(0=^coth^-l k = KoÍO = ^^ (4.8) 

No limite de Prasad-Sommerfield, como A —> 0, o campo de Higgs tem massa nula. Para 

saturar o limite de BogomoPnyi no caso de dyons, uma solução geral deve satisfazer 
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Do0“ =0. = {Vk(Í>T sin 0. 31 = (Dfc<^)“ cos 6, (4.9) 

onde tan0 = Qe/Qm- As soluções que obedecem este conjunto de equações sáo denominadas 

estados BPS (Bogomornyi-Prasad-Sommerfield) [Bog76], [PS75]. Para os estados BPS, 

Uma vez satisfeitas 4.9, cumprem-se imediatamente as equações não lineares de movi- 

mento 3.20 (para U{4>) = 0). 

Dada uma solução clássica em uma teoria de campos, geralmente esta faz parte de uma 

jamília multi-paramétrica de soluções com a mesma energia. Os parâmetros que nomeiam 

as diferentes soluções degeneradas são chamados coordenadas coletiuas ou moduli, e o 

espaço de soluções de energia (e carga topológjca) fixa é denominado espaço de moduli das 

soluções. Antes de discutirmos uma situação geral, será útil identificaremos este espaço para 

um monopolo BPS de carga 1 [Osb82, Osb79j. Neste caso, o espaço de moduli é o espaço 

das simetrias da equação de BogomoFnyi para Qm = 1- 

Monopolos BPS são estáticos: qualquer movimento, por menor que seja, aumenta sua 

energia cinética e faz com que sua energia total seja estritamente maior do que a do limite 

de Bogomol’nyi. Entretanto, se permitirmos movimentos no espaço dos campos de pequenas 

velocidades, e estes movimentos iniciarem tangenciando o espaço de moduli, a conservação 

da energia previne que o movimento desloque a solução para muito longe deste espaço. Do 

mesmo modo que uma partícula movendo-se perto do mínimo de um poço de potencial, o 

movimento de monopolos BPS lentos pode ser aproximado pelo movimento no espaço de 

moduli. Suprimindo as oscilações nas direções tranversas (que custariam muito energetica- 

mente), o movimento fica restrito a estas direções planas - direções nas quais deslocamos 

as soluções e permanecemos no espaço de moduli. Manton [Man82] mostrou que este movi- 

mento ao longo das direções planas é geodésico relativo à métrica do espaço de moduli. 

(4.10) 

4.2 Coordenadas coletiras: espaço de moduli do monopolo 
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Expandindo o funcional da ação em torno da configuração de um monopolo BPS encontramos 

uma teoria efetiva em termos das coordenadas coletiuas. 

Construímos um monopolo em repouso na origem 4.8. Pela invariãncia translacional da 

lagrangiana. um monopolo situado em qualquer outro ponto em também é solução com 

mesma energia. Se denotarmos por X esta coordenada coletiva do centro de massa, então a 

solução geral 

cPUr + X), WUr + X) 

que para X = 0 é o monopolo BPS. Podemos construir um monopolo movendo-se lentamente 

permitindo que X varie com o tempo, de modo que tenhamos os campos W^^{f+X{t)). Esta 

dependência temporal dará origem a um campo elétrico, e a energia do monopolo ultrapassará 

a do limite de Bogomornyi pela energia cinética. Isto é precisamente o que deveria ocorrer 

para os movimentos no espaço de moduli: os termos de potencial permanecem constantes e 

os termos cinéticos são proporcionais a velocidade do movimento ao longo do moduli. 

O restante das coordenadas coletiuas requer uma pequena digressão, a respeito de alguns 

pontos básicos sobre o espaço de configuração das teorias de gauge. Em teorias de gauge 

devemos fazer distinção entre transformações de gauge pequenas, que sao aquelas que se 

aproximam da identidade no infinito espacial, e aquelas que têm comportamneto diverso, 

as transformações de gauge grandes. Elas têm distintos papéis nas teorias de gauge. Em 

particular, dado o espaço A = dos campos do sistema Yang-Mills Higgs no limite 

de Prasad-Sommerfield, temos que o espaço de configuração é dado por 

C = ÁIG' 

onde G' é o grupo das transformações de gauge pequenas. Então os estados físicos são 

invariantes sob G', que não age como simetria de C. Pelo contrário, em G' está contida uma 

redundância na descrição da teoria ao trabalharmos em A. Transformações de gauge grandes 

por outro lado não identificam pontos em C, atuando como como verdadeiras simetrias que 

relacionam diferentes pontos em C com as mesmas propriedades. 

Visto isto, tentaremos identificar o restante das coordenadas coletivas associadas a trans- 

formação global U{1). 
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Ê conveniente fixar-mos o gauge = 0, ou seja, trabalharemos no gauge temporal. Isto 

nos deixa a liberdade de efetuar transformações de gauge independentes do tempo, pois estas 

preservam o gauge temporal. O gauge temporal é preservado pela dinâmica se esta satisfaz 

as equações de movimento para VFo neste gauge (lei de Gauss) 

ViWi +[<p,^=0 => Vi ÔWi + [</.,6^ = 0 

Na configuração do monopolo BPS, os campos obedecem a equação de BogomoPnyi Bi = Vi4>. 

Uma deformação desta solução que obedece a equação de BogomoPnyi linearizada 

EijkVjôWk = Vi54> + [6Wi,(t)] 

e respeita a lei de Gauss é dada univocamente por 

= Viixim 

= 0 

= Vo{x{m)-x4> (4.11) 

com X uma função arbitrária do tempo. Note que Wq é nulo, porém o incluimos apenas para 

tornar mais clara a relação com transformação de gauge. Exploremos as propriedades de 

4.11. 

★ Quando x = 0, a deformação é dada por uma transformação de gauge grande, com 

g = sendo x então um modo zero físico. 

★ Para x 7^ 0, a equação de Bogomol’nyi linearizada continua satisfeita, não havendo 

mudança na energia potencial + {V(j))‘^^ \ porém há um aumento na energia cinética 

(Í-). 

★ Desde que o grupo de gauge exato U(l) é compacto, x ® uma coordenada periódica. 

Portanto o espaço de moduli é topologicamente A4i = IR? x . 



Modnli do Monopolo 43 

Antes de prosseguirmos, podemos faizer uma conexão entre as equações de Bogomornyi 

em e as equações de Yang-Mills autoduais em JR*. Introduzindo uma quarta componente 

espacial 0:4, e impondo que nada dependa desta nova coordenada 84 = 0, podemos interpretar 

o campo de Higgs (j) como a quarta componente de Wf^, pois estando na representação adjunta, 

o Higgs tem mesmo número de componentes que a dimensão do grupo. Se escrevemos cp = W4, 

podemos reescrever a equação de Bogomol’nyi como 

onde a,b,= 1 • ■ ■ 4, Wa = (VF,, W4 = (p), Gab = {Gij, Gu = T>i4>). e trabalhamos em com 

coordenadas xi,X2,X3,X4 e métrica euclideana, de modo que ** = 1. Nesta notação a lei de 

Gauss tem a forma 

onde sempre está subentendido que nada depende de X4. 

O espaço de moduli PAk de k monopolos é definido como o espaço de soluções da equação 

de Bogomol’nyi com carga topógica k. Vetores tangentes à A4jt, S^Wa, são deformações de 

uma dada solução de carga k, Wa Wa -\-5aWa, que satisfcizem as equações de Bogomol’nyi 

linearizadas 

Gab = *Gab 

VaWa = 0 

e as transformações de gauge tomam a forma 

5Wa =Va = A 

'Da + 5o,Wb -Vb + áaVFa = \eabcdiPc5aWd ~Dd + 

e são ortogonais à transformações de gauge pequenas 

Da + SaWa — 0 (4.12) 

de modo a não deixarem o espaço de configurações físico. Dados tais vertores tangentes, a 

métrica em Mk é 
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Esta métrica é inerente à ação da teoria de gauge considerada. Imagine que temos uma 

solução de monopolo BPS de carga k. Wa{x^z°‘), dependendo das 4k coordenadas coleti- 

vas Pela definição energia potencial independe de z°‘ [Har96]. Podemos pensar que 

poderiamos construir vetores tangentes a Mk simplesmente diferenciando com respeito a z°‘. 

Isto não é correto, pois não há garantia de que a mudança resultante em Wa seja ortogonal às 

transformações de gauge; em outras palavras, a diferenciação com respeito a z'^ pode conter 

uma transformação de gauge. Entretanto, podemos sempre resolver este problema desfazendo 

a parte da transformação de gauge desta variação, escrevendo o vetor tangente como 

onde e{x,z^) é uma parâmetro de gauge escolhido de modo a satisfazer 4.12. 

Para construir a métrica, consideramos pequenas variações dependentes do tempo das 

coordenadas coletivas z°‘{t). Se escrevemos 

I7a(f,z“(í)), Wo=Z°‘ea, 

então Goa = z°^5oWa e a ação é 

S = -\j d^xdt TV = \Jdt 

Nesta análise utilizamos o fato de que o campo de Higgs está na mesma representação 

- adjunta - que os campos de gauge. Normalmente as soluções destas equações descrevem 

instantons, mas aqui as soluções independem tanto de X4 como do tempo, e temos uma 

característica diferente descrevendo o que chamamos monopolos BPS. Para justificar isto 

devemos determinar a natureza do espaço de moduli A4(m) das soluções da equação de 

Bogomol’nyi com carga magnética m. 

Suponha que procuramos por pequenos desvios da solução que continuam solucionando a 

equação. Estes desvios satisfazema equação linearizada, como já vimos, tendo como fundo a 

solução original. Após desconsiderarmos as transformações de gauge grandes, esta equação 

linear pode ser vista como uma equação de Dirac para espinores na representação adjunta 

em um background de Bogomofinyi. Soluções formam um espaço vetorial cuja dimensão é 
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finita, e dada por uma versão do teorema de índice de Atiyah-Singer [Cal78] como sendo 

Dim M.{m) -- 4|m|. (4.13) 

E. Weinberg [Wei79] mostrou que A4(m) é não compacta, o que tem consequências notáveis. 

Pode-se reespressar a afirmação 4.13 dizendo-se que uma solução com número quãntico 

magnético m tem 4m modos zero bosonicos. Em outras palavras, há um espaço de di- 

mensão 4m de alterações com significado físico, que podem ser feitos sem mudança na energia. 

Quando m = 1 três das quatro possibilidades correspondem a deslocar o monopolo. Então 

três das coordenadas do espaço de moduli A4(l) são coordenadas espaciais do monopolo. 

A quarta coordenada tem um significado mais sutil: descreve uma coordenada conjugada à 

carga elétrica, do mesmo modo que a coordenada espacial é conjugada ao momento. O mo- 

mento é excitado quando o espaço de coordenadas move-se no tempo. Similarmente, cargas 

elétricas podem ser excitadas quando sua coordenada conjugada move-se no tempo. Então 

quando consideramos movimento no espaço de moduli de soluções BPS podemos atribuir ao 

monopolo momento e carga elétrica (de modo que tornam-se dyons). 

Como Dim M.{m) = mDim M{1), conclui-se que A4(m) descreve m monopolos magnéticos, 

cada um com três coordenadas espaciais e sua própria coordenada de carga. Portanto cada 

ponto de Á4(m) descreve uma configuração de m monopolos. Desde que a solução é inde- 

pendente do tempo, esta configuração é estacionária. Pela equação de Newton, segue que 

os monopolos, surpreendentemente, não exercem força entre si quando estão em repouso 

relativo. Em outras palavras, forças entre os monopolos anulam-se na situação de repouso 

relativo, e portanto devem depender da velocidade. 

Outra observação é que não há modos zero correspondendo a orientação angular de ne- 

nhum monopolo. Isto significa que monopolos não adquirem momento angular intrínseco por 

seu movimento clássico. 

4.3 O efeito Witten 

Temos a liberdade de incluir mais um termo na lagrangiana do nosso modelo, sem alterar 

suas propriedadas principais: 
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Este termo é localmente uma derivada total, e assim não contribui para as equações de movi- 

mento. Há uma dependência em 9 nos efeitos de instantons, que envolvem comportamento 

não trivial dos campos a grandes distâncias. Witten [Wit79] mostrou que a presença de 

monopolos magnéticos também traz conseqüências não triviais devidas ao termo-0 (como é 

conhecido na literatura); ele muda os valores permitidos da carga elétrica para os dyons da 

teoria. 

As coordenadas coletivas (graus de liberdade) do dyon permitem que ele carregue carga 

elétrica. As coordenadas coletivas de dyon surgem através de transformações de gauge C/(l) 

que são constantes no infinito (transformações de gauge pequenas). Consideremos estas 

transformações na presença do termo-0. Estamos interessados em transformações de gauge, 

constantes no infinito, que sejam rotações no subgrupo 17(1) do SU{2) escolhido pelo campo 

de gauge. Isto é, rotações em SU{2) em torno do eixo <^“/|^“|. A ação desta transformação 

de gauge infinitesimal nos campos é 

Denotemos por M o gerador desta transformação. Se fizermos uma rotação de 27t em torno 

do eixo 0“/|^“|, devemos ter a transformação identidade. Isto é, os estados devem obedecer 

g27rtA/' _ (4.14) 

Utilizando o método de Noether, 

(4.15) 

Desde que o momento conjugado a Wf é temos 
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.V = — í d^x ■ {Vi4>r (4-16) 
ev J 

_ Qe 
e 

A quantização de Aí então implica que Qe — ne para algum inteiro n. Incluindo o termo-0, 

a carga de Noether é modificada por 

Computando chegamos a 

AAÍ = 
ed 

Stt^v 
eO 

8tt'^v 
eO 

Stt^u 

^ I d^x BfiVicpr 

Qmi 

com Qm a carga magnética, em outras palavras 

. r _ Qe , e0 

A condição 4.14 então implica que 

(4.17) 

Qe — ^e 
gOtIjyi 

27T 
(4.18) 

4.4 A conjectura de Montonen e Olire 

O quadro que se nos apresenta até o momento é o seguinte: partindo da proposta de Dirac de 

implementar quanticamente a simetria de dualidade, possível quando satifaz-se a condição 

QjnQe — 27TTI, Tt Ç Ãú, 

desenvolvemos uma teoria onde a quantização da carga elétrica pode ser deduzida natural- 

mente. Porém não conseguimos evitar a presença de monopolos magnéticos, que mesmo no 
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contexto onde o eletromagnetismo surge da quebra de uma simetria não -abeliana, aparecem 

como carga topológica das soluções de sóliton. 

Neste desenvolvimento, deduzimos também uma elegante fórmula universal de massa, 

M = v^Ql, + Ql (4-19) 

que respeita a simetria 

Qe ^ Qmi Qm ^ Qe- 

Em analogia com o caso entre o modelo de sine-Gordon e o de Thirring, onde se identifica 

a corrente topológica de um com a corrente de Noether do outro, podemos procurar em 

nossa teoria uma ação para outro conjunto de campos que descreva a mesma teoria. Skyrme 

[Sky61] mostrou que, em duas dimensões, o sóliton da teoria de sine-Gordon poderia ser* 

considerados como sendo criado por um novo campo quântico obedecendo às equações de 

movimento do modelo de Thirring massivo. Portanto a mesma teoria quântica de campos 

pode ser descrita por duas ações distintas, uma utilizando os férmions do modelo de Thirring, 

e outra utilizando os sólitons de sine-Gordon. Skyrme relacionou estes dois tipo de partículas 

a princípio tão distintas mostrando que, na teoria quântica completa, é possível construir 

um novo campo quântico cuja flutuação é um sóliton. Este novo campo é obtido por uma 

expressão exponencial em termos do campo original 4> 

i,(x) = 

Coleman e Mandula [CM69] verificaram posteriormente que ip satisfaz as equações de movi- 

mento do modelo de Thirring massivo. 

E então natural perguntar se algo similar pode ocorrer em quatro dimensões, com a teoria 

em questão, onde os sólitons carregam carga magnética, com o campo de Goulomb associado. 

Isto sugere que o operador quântico hipotético que criaria o sóliton deveria acoplar-se a 

um grupo de gauge magnético, com constante de acoplamento inversamente relacionada a 

constante elétrica original, por conta da condição de quantização de Dirac. 

Pensando ao longo destas linhas, duas conjecturas mais específicas foram propostas em 

1977. Primeiramente, considerando uma teoria mais geral, com grupo de simetria de gauge ex- 
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ata T-i. Goddard, Nuyts e Olive [GN077] estabeleceram uma versão não-abeliana da condição 

de Dirac e usaram-na para propor a conjectura de que o grupo magnético, ou dual W" poderia 

ser construído seguindo os seguintes passos; 

A álgebra de Lie de é especificada dizendo-se que suas raizes a'^ são as co-raízes de 

n: 
2a 

a ^ a - 

• A estrutura global do grupo é especificada pela construção de seu centra Z{'H‘'), a 

partir áo áe T-L, Z{'H)\ 

z{H) ^ z{n‘') = ||^ 

onde T-L é o grupo de recobrimento universal de H, isto é, o único grupo de Lie conexo 

com mesma álgebra de Lie de T-L. 

Montonen e Olive consideraram uma proposta mais específica em um contexto mais sim- 

ples, utilizando o modelo estudado até aqui. 

Os estados quânticos possíveis carregam valores de Qe e Qm que formam uma rede de 

inteiros quando colocados no plano complexo Qe+iQm (com cordenada cartesianas {Qe, Qm)) 

X 

X 

• 

X 

X 

• 

X 

X • 

• X 

X • 

X X 

• • 

X X 

X • 

• X 

X • 

X • 

X • 

X • 

X o 

(8> 0 

X © 

X • 

X • 

X • 

X • 

X X 

X • 

X X 

© • 

X X 

X • 

X X 

X • 

X • 

• X 

X • 

X X 

• • 

X X 

X • 

• X 

X • 

Ignorando possíveis dyons, em número de seis, estados de uma partícula correspondem a 

cinco pontos nesta rede: (0,0), (0, ±1), (±1,0). O fóton e o Higgs correspondem à origem 
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(0.0), e os bosons de gauge massivos aos pontos (±1.0) <S). Então as partículas cri- 

adas pelos campos fundamentais na ação elétrica original situam-se sobre o eixo real - eixo 

elétrico. Os monopolos (sólitons) © estão sobre o eixo imaginário, o eixo magnético, 

em (0, ±1). Os dyons distribuem-se sobre o plano, porém não nos preocupemos com eles por 

ora. Organizando estes pontos de rede de acordo com sua massa e carga, obtemos 

partícula 

fóton - 7 

higgs - (p 

Agora, se seguindo a transformação 

carga elétrica carga magética massa 

0 

0 

±Qe 

0 

Qe ^ Qm — 
47rn 

qT 

0 

0 

0 

±Qr 

0 

0 

vQe 

'^Qm 

(4.20) 

por uma rotação por um ângulo reto no plano Qe+iQm-, os cinco pontos são rearranjados. Isto 

sugere que a formulação dual ou magnética da teoria com M'^ criados por campos presentes 

na ação será também uma teoria com quebra espontânea de simetria, mas com contante de 

acoplamento modificada. Nesta nova formulação seriam as partículas que apareceríam 

como sólitons. 

Esta é a conjectura de Montonen-Olive da dualidade eletromagnética em sua forma origi- 

nal. Em princípio, ela poderia ser provada encontrando-se o operador de criação de sóliton, 

e mostrando que sua dinâmica é a de um boson de gauge. 

Porém para que possamos trocar os papéis entre os estados, é necessário que os sólitons 

tenham spin 1, sendo os bosons de gauge da descrição dual. Mais ainda, temos que garantir 

que esta simetria permaneça ao quantizarmos totalmente a teoria, ou seja. que a fórmula 

de massa para os estados BPS 4.10, universal e invariante pela transformação, não sofra 

correções quânticas. E afinal, é preciso que os dyons participem da simetria. 

Outro teste para a dualidade diz respeito ao fato de que, de acordo com a existência 

de soluções estáticas da equação de Bogomol’nyi com carga magnética rim = 2, um par 

M'^M'^ não exerce força estática entre si [GM86]. Este resultado está de acordo com a 
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formulação elétrica da teoria, e deve ser confirmado também pela formulação magnética. Isto 

equivale a verificar que não deve haver força entre o par W'^W'^ na formulação elétrica. Na 

aproximação de Born, dois diagramas de Feynman contribuem, devido a trocas do foton e do 

Higgs. Utilizando as regras de Feynman, encontramos que a troca do foton leva a esperada 

repulsão de Coulomb, mas a segunda contribuição precisamente cancela a primeira. Isto 

ocorre devido ao fato do Higgs ter spin zero e massa nula no limite de Prasad-Sommerfield. 

A validade da conjectura de dualidade então depende do modo como a teoria é quantizada. 

D’Adda. Di Vecchia e Horsley [DHV78] propuseram que o método de quantização deveria 

ser supersimétrico. Como veremos na Parte II, a supersimtria esclarece a questão do spin e 

garante a exatidão da fórmula de massa. 

4.5 Dualidade Eletromagnética e o Grupo Modular 

Até aqui deixamos os dyons fora da análise. Vejamos como afetam a conjectura de Montonen 

e Olive. 

Dyons carregam carga magnética e elétrica, mas não em uma combinação qualquer. A 

condição de Dirac-Zwanziger-Schwinger 

(Qe)l(Qm)2 — (Qe)2(Qm)l = 27Tn n E 2Z (4.21) 

respeita a simetria de dualidade, ao rodarmos os dois dyons. Podemos verificar para quais 

valores de cargas ela é satisfeita. Sendo um ponto na rede de cargas, (Qe,Qm), podemos 

identificar um dyon com um vetor no plano complexo, Qe + iQm- Temos estados puramente 

elétricos, e existindo uma carga magnética há um valor mínimo para Qe> digamos ç; assim os 

valores permitidos para estados puramente elétrico formam uma rede unidimensional Qe = 

nq, n E Z. Pela condição 4.21, a menor carga magnética positiva g satisfciz 

27rno 

onde no é um inteiro dependendo de detalhes da teoria. Consideremos dois dyons (Qeii^) ^ 

{Qe2-,g)- Então por 4.21 

<3.. - <3., = 
g riQ 
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Como existe um estado com carga puramente elétrica Qei~Qe2 = Qe-, n deve ser um múltiplo 

inteiro de no para este estado. Como vimos, o efeito Witten permite uma mudança na carga 

elétrica para dyons, e temos 

sendo 6 uma variável angular. Portanto 

Qe+iQm = q{ne + T), t = . (4.22) 
2tt 

Repetindo o argumento para estados mais gerais com carga magnética mg 

Qe + iQm = q{nmr + Ue) rim,ne E Z. 

Esta é a rede de cargas, que tem períodos q e qr, com raio t. Note que t, que define o eixo 

magnético, tem uma componente real, devido ao termo-0; sua parte imaginária é positiva, 

sendo essencialmente o inverso da constante de estrutura fina. 

Dada uma teoria específica, uma questão importante para a dualidade eletromagnética 

refere-se a identificação do subconjunto da rede de cargas a que correspondem estados 

de uma partícula. (Esta identificação será feita na Parte II, 5.7.1.) 

Se os estados de uma partícula obedecem à fórmula universal de massa 4.19 e são estáveis 

com respeito ao decaimento em partículas mais leves, então devem corresponder a pontos na 

rede de carga denominados vetores primitivos; suas coordenadas com respeito aos períodos q 

e qr devem ser inteiros primos entre si. 

Há um número infinito de vetores primitivos na rede; suas massas podem ser indefinida- 

mente grandes e estes pontos correspondem aos x ’s na figura da rese de cargas. 

Então esperamos que o espectro dos dyons que são estados de uma partícula corres- 

pondam a vetores primitivos da rede (fora do eixo real). 

Armado com a nova intuição de que o espectro de estados de uma partícula correspondem 

aos vetores primitivos da rede de carga, ao invés de somente os cinco pontos considerados 

previamente, podemos ver que a conjectura de Montonen-Olive original era muito modesta. 

Ao invés de possuir duas escolhas equivalentes de ação, a teoria aparentemente possuiria um 

número infinito delas, todas com estrutura isomórficas, porém com diferentes valores dos 

parâmetros. 
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A razão para tal, é que é a rede de carga que descreve a realidade física. Escolhas da ação 

correspondem a escolhas da base na rede, que é um par de vetores não colineares co-primos 

(ou, um par de períodos). Como a rede de cargas é bi-dimensional, estas escolhas estão rela- 

cionadas pela ação do grupo modular, um grupo discreto infinito contendo as transformações 

4.20. 

Escolhamos um vetor primitivo da rede, um número complexo z. Então podemos associar 

campos quãnticos aos ponto 0, ±z. As partículas correspondentes à origem têm massa nula 

e são neutras, enquanto as ligadars a ±z têm carga complexa ±z e massa v\z\. Podemos 

escrever uma ação onde estas partículas são os campos fundamentais. O ângulo 6 requer 

um segundo vetor primitivo não alinhado a z, zt'. Os estados restantes de uma partícula 

aparecem como sólitons ou estados ligados desses campos fundamentais. 

Estes dois vetores não colineares formam uma base alternativa para a rede de cargas. 

Podemos expressa-los em termos da base original q e qr como 

a,b,c,d € (4.23) 
zt' = aqr + bq 

z = cqr -I- dq 

Da mesma forma, os vetores da b2ise original podem ser escritos em termos de combinações 

lineares inteiras de 2 e zt' . Isto impõe uma condição sobre os coeficientes da transformação 

ad — bc= ±1. 

(Mudando um sinal podemos tomar sempre -f-1.) As matrizes 

A = 
a b 

c d 
det A = 1 (4.24) 

formam um grupo, SL{2,Z), cujo quociente por seu centro é o chamado grupo modular. 

Podemos dividir a primeira das equações 4.23 pela segunda, para obtermos 

aT + b 
t' = 

CT + d 
(4.25) 

Estas transformações formam o grupo modular e preservam o sinal da parte imaginária de 

r. Isto fornece uma relação entre duas escolhas de ação, correspondentes as duas escolhas de 

bases. 
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Costuma-se pensar no grupo modular como sendo gerado pelos elementos T e S 

T: r->r + l 5 : 
r 

Então, de acordo com 4.22, T aumenta o ângulo 6 por 27t. Se 0 é zero, S é precisamente a 

transformação 4.20. 

Consideremos o espectro de estados BPS. Identificaremos o dyon {Qe-Qm) por ^ = 

{ug, rim)', SL[2,2Z) age sobre estes números quânticos de carga através de A • n. Assumimos 

que para todos os valores de t há um estado com números quânticos n = (1.0); então 

a conjectura de dualidade prevê a existência de estados com números quânticos na órbita 

SL{2,Z) 

A - n = 

Como det A = 1, a e c não são inteiros arbitrários: existem b e d tais que ad — 

significa que a e c são coprimos, como já vimos, estando esta condição ligada a 

de um estado de uma partícula. 

Reescrevendo a fórmula para M^, em termos de r 

bc = l. Isto 

estabilidade 

■ G{t) ■ n 

onde 

1 / 1 Re T 
G{r) = 7-^ 

y Re r |rp 

Deste modo vemos que a fórmula de massa é invariante por SL{2. Z), pois 

n^A-n G{t) ^ G{A ■ r) = {A-^Y ■ G(r) ■ A~K 

A ação de PSL{2,Z) no plano complexo superior pode ser estudada a partir de um 

domínio fundamental D definido por 

D = {r G C I Im T > 0, [Re r| < |t| > 1}, 
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que tem a propriedade de que sua órbita sob PSL{2,2Z) gera todo o plano complexo superior 

e que dois pontos quaisquer em seu interior 

Int D = {r € C I Im T > 0, |Re r| < |r| > 1}, 

não são relacionados pela ação de PSL{2, Z). Pode-se mostrar que a matriz G(r), definida 

sobre o plano complexo superior possui as propriedades 

det G(t) = 1 e G(t) > 0. 

O fato de G(r) ser positiva definida nos permitirá definir uma função distância, ou seja, uma 

métrica no espaço das cargas. Em outras palavras, se definimos ||n||^ = M^, que é a massa 

do dyon considerado, temos 

||n -f- m|| < |ln|| -I- ||m||. 

Para que 4.25 seja uma simetria deve haver também uma reorganização dos estados. De 

4.18 vemos que a tranformação T desloca a carga magnética por —Um (pois 0—^0 + 27t). 

Sabemos que 5 requer a troca dos números quânticos elétrico e magnético. 

Quando a função 0 da teoria se anula, a conjectura de dualidade proposta por Montonen 

e Olive pode ser expressa diretamente como a invariância modular da função de partição. 

Pensando então em uma teoria com lagrangiana jC.{^;e,0), a dualidade estabelece que a 

função de partição 

Z{e,0) = j e~ f = Z(t) 

permanece invariante sob a ação do grupo de dualidade SL(2, Z); portanto 

Z(t) = Z(t + 1) Z(r) = Z(-ltr). 

Assim, a invariancia sob SL{2, Z) significa que a função de partição Z deve ter uma forma 

modular. 



Parte II 

A Teoria Quántica 

56 



Capítulo 5 

Supersimetria 

5.1 Mouopolos e férmions 

Como vimos anteriormente, a dualidade é uma simetria intrinsecamente quântica, e relaciona 

os regimes de acoplamento forte e fraco. Como tal, não podemos esperar compreendê-la mais 

facilmente a não ser que estejamos trabalhando onde os efeitos quânticos estão sob perfeito 

controle, um cenário fornecido pelas teorias supersimétricas. Supersimetria envolve a adição 

de campos férmionicos com acoplamentos especiais. Entretanto muitas das características dos 

férmions em um backgrouud de monopolo são independentes da supersimetria. Comecemos 

então por uma discussão geral destes efeitos dos férmions, e depois podemos generalizar os 

resultados para uma teoria supersimétrica. 

Primeiramente consideremos férmions de Dirac acoplados aos campos aparecendo em 

nossa lagrangiana de Higgs Yang-Mills 3.6, determinada por 

com os geradores de SU{2) na representação r. Consideremos somente os casos das 

representações fundamental e adjunta, nas quais 

^VJ = #n7^(^/xV’)n - 

TI na 
mn 

mn 
la 
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Também será conveniente trabalharmos segnindo [JR76a. JR76b] e utilizarmos a seguinte 

representação das matrizes gama 

obedecendo {7^,7^} = 2rj^^. Escrevemos também cé = 7*^7^ 

Na ausência de férmions, as equações de Euler-Lagrange para 3.6 tem a solução de 

monopolo 3.31 

<Í>a = ^H{ver) ~ f“</>(r) 

< IT-o = 0 (5.1) 

. Wi = -€ain^ [1 - K{ver)] ~ e^^^rjA{f) 

Tanto (j) quanto A se anulam em r = 0: para r —¥ 00, cj) tende a configuração de vácuo, e A 

comporta-se como — l/r. 

A equação de D ir ac 

— 4)'^ = 0 

no potencial externo 5.1, permite-nos procurar soluções estacionárias (já que Wq = 0) da 

forma '0(^i t) = 

^-ia^^diônm + AT^^e°-^’aifj + cpT^^faP] tpm = E4n 

( xt\ Quando 4n se decompõe em componentes 4n = \ " L temos 
\Xn J 

[-ia^diônm + AT^^e°’'’^aifj ± Xm = Ext■ (5-2) 

que pode ser reescrita como 

TpX = + 4)x = Ex~^ 

TP^X'^ = (ícr‘T>i - <j))x'^ = Ex~ (5.3) 

Teremos soluções de 5.3 com \E\ > 0 e podemos ter soluções com E = 0. Podemos quanti- 

zar as fiutuações fermiônicas em torno do monopolo expandindo xp em termos das autofunções 
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do operador de Dirac 5.3, e então interpretar os coeficientes da expansão como operadores de 

criação e aniquilação com relações de anticomutação, vindas dcis relações de anticomutação 

canônicas de V’- Modos com |£J| > 0 fornecerão então configmrações com energia maior que 

a energia mínima do monopolo. Por outro lado, caso 5.3 possua soluções com E = 0, então 

os estados criados pelos correspondentes operadores de criação serão degenerados em energia 

com a solução de monopolo original. Assim podemos ver as autofunções de zero energia dos 

operadores de Dirac como coordenadas coletiuas Jermiônicas, no sentido de descreverem 

deformações grassmanianas do monopolo que mantêm a energia fixa. 

Para estudar a estrutura do monopolo de energia mínima - estado BPS -, devemos estudar 

as soluções de 5.3, que são soluções de'px~ = 0 = 0, o que pode ser feito utilizando 

uma versão do teorema de índice Atiyah-Singer apropriado para um background de monopolo, 

como foi elucidado por Callias [Cal78] e E. Weinberg [Wei79] , que fornece 

dim ker'^ — dim ker:^^ = N{r)nm (ker^^ = {0}) 

com Tim a carga do monopolo e N{r) uma constante que depende da representação dos campos 

fermiônicos, que nos exemplos discutidos N = í para a representação fundamental e N = 2 

para a representação adjunta. 

A equação 5.2 é analizada no Apêndice de [JR76a], e interessa-nos a soluções de energia nula, 

E = 0. Neste artigo eles mostram que para a representação fundamental, a solução tem a 

forma 

Xun = N jexp - ^ dr' ^4>{r') - A{r') I X {4sn 

sendo que a componente inferior se anula, e onde v refere-se ao índice de Dirac e toma valores 

1,2, e N é uma constante de renormalização . 

Para o caso da representação adjunta, a componente inferior novamente é nula, e temos 

para a superior 

Xn =N [fi{r)rcr^fi + f2Ír){a'^ - r^o-Vj)] x, 

com X um espinor arbitrário. Em outras palavras, obtemos duas soluções linearmente inde- 

pendentes, X = e X = 
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5.2 Teorias Supersimétricas 

Não é nossa intenção fazer um estudo das teorias supersimétricas; discusões mais completas 

podem ser encontradas em vários textos [BW92], [Wes86]; textos com introdução à supersime- 

tria voltados para teoria de Seiberg e WItten são [Lyk96], [AGH97], [Bil96]. Vamos apenas 

apresentar o material mínimo necessário para entendermos as características da teoria de 

Yang-Mills supersimmétricas. 

Para nosso caso, estaremos trabalhando no espaço de Minkowski quadri-dimensional. Um 

espinor de Dirac então tem quatro componentes complexas e se transforma então por uma 

representação redutível sob ação do grupo de recobrimento SL{2,(T) do grupo de Lorentz. E 

mais conveniente dividir o espinor de Dirac em dois espinores de duas componentes complexas 

(transformando-se irredutivelmente), ® Xã = (x°^)*- Lidando com espinores de duas 

componentes, também encontramos as matrizes e {a^)aá sendo a matriz identidade- 

para = 0 e as matrizes de Pauli a' para /x = í = 1,2,3, enquanto para temos ao invés 

-crL 

5.2.1 Teorias Supersimétricas N=1 

A supersimetria iV = 1 pode ser representada utilizando uma variedade de mulitpletos de 

campos envolvendo bosons e férmions. Uma das representações mais simples envolve um 

campo escalar complexo (f> e espinores de duas componentes í/jq (a = 1,2), que formam 

o chamado multipleto escalar quiral, ^ . A fim de escrevermos as ações invariantes por 

transformações de supersimetria, é conveniente escrevermos (f> e tj} em um supercampo 

$ = 4>{y) + V^expiy) 4- 6‘^F{y), 

onde 4- iOa^Õ; F é im campo auxiliar. ( Para maiores detalhes, ver [Lyk96].) 

Expandindo a dependência em y, temos 

$ = 4>{x) + iÔa^Õd^cpix) - 4- V^ôtpix) ^y=6'^{d^xp{x)a^6) 4- 0^F{x) 
4 V2 

{ondeO^ — 99 — 9°‘9a e a contração de índices é feita utilizando o tensor antissimétrico 



Teorias Supersimétricas 61 

Uma ação invariante pela supersimetria é dada então pela integral 

1 

4 
(5.4) 

As integrações sob 9 são definidas de modo a somente os termos proporcionais a 9^9^ em 

forneçam um resultado não nulo. (/ d?9(p99^9^ = 4.) Então a ação tem a forma 

j d^x + F^F). (5.5) 

Vemos que o simples termo produziu o termo cinético usual para o campo escalar cj) e 

para o espinor ip. O campo auxiliar F poderá ser substituido através de suas equações de 

movimento. Interações invariantes pela supersimetria podem ser introduzidas por meio de 

um superpotencial W($), / d‘^x [f d^9 W($) + c.c.], dependente somente de $ (ou $^). 

Outro multipleto supersimétrico é o multipleto vetorial, que contém um campo de gauge 

vetorial e seu companheiro supersimétrico, o gaugino A^. Eles combinam-se, juntamente 

com um outro campo auxiliar D, em um supercampo V (após fixar o gauge - Wess-Zumino 

) como 

V = -i9a^9A^ + i9‘^{9X) - i9'^{9X) + ]-9WD. 

Estaremos interessados no caso não Abeliano onde A^, e portanto X, X e D estão na rep- 

resentação adjunta: A^ = A“Tq. A partir do supercampo V define-se outro supercampo - 

espinorial - Wa como 

W = (-iX + 9D~ ia^^''9F^u + 9"^^X){y), 

sendo cr^*' = |(ct^(t'' — a‘'a^) e a derivada covariante de gauge. A fórmula correspondente 

no superespaço é 
1 

onde as derivadas Da e Dà são as derivadas no superespaço d/d9° 4- e djd9°^ — 

ia'^^9°‘dfj,. A ação da Yang-Mills supersimétrica então é simplesmente (/c^99'^ = —2) 

4/ 
d"^xd^9 Tr “IV. = / d^xTr -\f>^''F^u + - iXa^V^X + 

Além do termo usual —\F>^‘^Ffj,„ temos também um termo que após integração 

fornece o número de instanton. Como este termo deveria aparecer na ação multiplicado 
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pelo ângulo 9q (não confundir com a variável do superespaço ) e com um coeficiente real, 

introduz-se a constante de acoplamento complexificada 

9q 4ttí 

e então obtem-se a ação real esperada 

IGtt 
-Im Jé xd^9TrW‘^Wr, 

-hí 
d*x Tr 

4 2 

do 
+ ^ I d^xF^^''F^,. (5.6) 

Os campos de matéria $ podem acoplar-se minimamente ao campo de Yang-Mills, estando 

em alguma representação do grupo de gauge, digamos, a adjunta, através de 

i jd^xd'^9d^9 Tr 

= j d‘^xTr ({V^,cl>)^Vf^(l>-i^ã^V^,il) +F^F 

— \/2i^^[Z), (/)] — ’/2i(^^{A,’!/’} + \/2ií/)[Ã, 0]^ . (5.7) 

Além da aparição das derivadas covariantes vemos também acoplamentos entre os campos 

(f), 'tp e X, D. 

5.2.2 Teorias Supersimétricas N=2 

A supersimetria N = 2 combina todos os campos Isto significa que todos os campos precisam 

estar na mesma representação do grupo de gauge, no caso a adjunta, já que o muitipleto 

contém o potencial A^. Este muitipleto contém dois campos espinoriais com mesmo status, 

o que sugere que a ação de Yang-Mills supersimétrica N = 2 é a. combinação de 5.6 e 5.7. 

Não é óbvio que o resultado da combinação das duas ações tenha supersimetria JV = 2, mas 

pode-se verificar que de fato tem. Então a ação de Yang-Mills N = 2 supersimétrica é 

5 = 
I 

d^x Im 

= ImTr 

d^9d'^9Tr^^e-^'^^ 

- j d^9d^ (5.8) 
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Note que o superpotencial W($) não é permitido pela supersimetria N = 2. 

Um ponto importante diz respeito aos campos auxiliares em S 

^D^-cI>^[D,4>]+F^F . 

Solucionando as equações de movimento para estes campos e substituindo novamente na ação 

tem-se 

Saux = - j d‘^x Ítt 4>]f 

que mostra que o potencial bosonico éV{(f>) = ^Tr ([^^, í/)])^ > 0. Uma configuração de 

vácuo (po com V{(p) > 0 quebra a supersimetria. Em outras palavras, para não quebrarmos a 

supersimetria precisamos de vácuo com V{(p) = 0. Repare que isto não implica que (po = 0; 

uma condição necessária e suficiente é que (p e (p^ comutem. 

A ação 5.8 pode ser escrita de forma manifertamente supersimétrica utilizando a notação 

do superespaço N = 2,onde introduz-se um segundo conjunto de variáveis 9a, dá- Introduzi- 

mos o supercammpo quiral N = 2 

-í- = $(y,0) -F V2ê<^Wa{y,9) + 9^9aGy,9), 

onde y^ = + iOcr^Õ -)- iOa^Õ e 

G{y,9) = - i J (fÕl^y - i9a9,9,9)]U-^'^^y-^^‘^^’^'^\ (5.9) 

com W sendo os supercampos iV = 1. A integração em d^O é efetuada mantendo-se y 

fixo. ^ é o análogo em AT = 2 do supercampo quiral, sujeito ao vínculo 5.9 necessário para 

eliminar certos graus d eliberdades não físicos. A notação N = 2 implica que a seguinte ação 

é N = 2 invariante 

Im [ 
IGn J 

d‘^xd^ed^§ Iti 
2 

(5.10) 

Efetuando a integração sobre d^Õ temos precisamente a ação 5.8. 

Repare que o integrando em 5.10 depende somente de '5, e não de í'1. De maneira geral 

pode-se motrar que a supersimetria N = 2 retringe a forma da ação à 

—Im d^xá^ed^è Ti'^) 
167T J 

(5.11) 
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onde a função holomórfica JF é o chamado prepotencial. Para o caso da ação de Yang-Mills 

N = tem-se simplesmente 

Na linguagem do superespaço N = 1. podemos reescrever 5.11 como 

^Im J d^x + I Ta{^) 

onde .Fa($) = e 

e os índices a, b são índices da álgebra de Lie. 

(5.12) 

5.3 Geometria de Kdhler Especial 

Devido ao fato do espaço de moduli (como veremos mais adiante, em 6.1) dos vácuos da 

teoria de Yang-Mills N = 2 ser um espaço com métrica de Káhler de um tipo particular, 

veremos que a conjectura de Montonen e Olive realiza-se na teoria efetiva, tendo como grupo 

de dualidade o grupo gerado pelas monodromias, P, que é um subgrupo de Sp{2r, Z), sendo 

r o rank do grupo de Yang-Mills Ç [CRTP96, CRTP97]. 

Em quatro dimensões, as transformações de dualidade são transformações entre os ten- 

sores de campo de spin 1. O termo cinético dos vetores é genericamente 

£i = - l(Re 

onde a,b = l,...,r, e Tab depende dos campos escalares, e define uma métrica (Im Ta^) 

no espaço dos campos. A transformação de interesse preserva o conjunto de equações de 

movimento e as identidades de Bianchi, e formam um grupo 5p(2r, Z), definido pelas matrizes 

Sob a ação deste grupo, a matriz de acoplamento r transforma-se como 

5 = 
P Q 

r s 
onde S^QS = e Í2 = 

r' = (r 4- st){p -t- qr) ^ (5.13) 
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que requer uma relação entre a dualidade e o setor escalaj, já que r depende dos escalares. 

Os multipletos vetorias de iV = 2 são supercampos quirais vinculados. A construção de 

uma ação começa pela introdução de uma função holomórfica J^{A) das componentes mais 

baixas dos multipletos A°', onde a = l,...,r rotula os diferentes multipletos. Os termos 

Os supercampos são funções de 2" para a= 1,..., n, que são coordenadas arbitrárias da 

variedade escalar. A escolha 2“ = .4“ é chamada coordenadas especiais. O acoplamento 

dos r vetores com os escalares é descrito pelo tensor 

Podemos combinar A°' e A% = dTfdA°' em um vetor simplético, e também o potencial 

de Kãhler acomoda uma forma simplética 

A transformação simplética nem sempre leva à mesma ação . Entretanto, a variedade escalar 

permanece sempre a mesma (o potencial Kãhler é invariante). Como o potencial de Kãhler 

é real, a métrica é hermitiana. A fim de obter um sinal correto para o termo cinético para 

os campos, precisamos exigir que a métrica Im Tab seja positivo definida e não singular; isto 

impõe restrições na escolha do potencial de Kãhler. 

Uma variedade complexa Riemaniana possuindo uma métrica hermitina positivo definida 

e não singular que pode ser escrita localmente como uma derivada segunda de uma função 

escalar é chamada variedade de Kãhler. Uma variedade especial rígida de Kãhler é uma 

variedade de Kãhler com. em cada carta; (i) funções holomórficas A°'{z) e (ii) funções 

holomórficas T{A) de modo que o potencialde Kãhler possa ser reescrito como acima K(2,2). 

Onde as cartas i e j se superpõem, devem haver funções de transição; 

cinéticos dos escalares então definem uma variedade de Kãhler, com potencial de Kãhler 

_ d d _ ^ 5^K{z\^) 

õA^dA^^' 5z<^5z>> ■ 

K = i{V,V) onde 



Limite de Bogomorn'yi 66 

com Cij G M; M{j 6 Sp{2r, M) e bij G 

As lagrangianas supersimétricas definem então modelos para os campos escalares cujo 

espaço alvo são variedades de Kãhler. Esta é uma poderosa observação, pois implica que 

modelos com lagrangianas tremendamente complicadas possam ser caracterizados pela ge- 

ometria algébrica do espaço alvo. 

5.4 O limite de BogomoVngi Reuisitado 

A supersimetria fornece um novo ponto de vista para o limite de BogomoFnyi. E mais fácil 

trabalhar aqui com duas componentes independentes de Majorana das cargas supersimétricas 

Qai, com a sendo o índice espinorial ei = 1,2 nomeando a supersimetria. A álgebra de 

supersimetria N = 2 toma então a forma 

{Qaii Qffj} — -|- -b (7s)q/3 ^ij (5-14) 

onde Uij = —Uji e Vij = —Vji são os termos centrais da álgebra. Pode-se obtê-los em uma 

teoria específica através da construção das supercargas em termos dos campos da teoria em 

questão, e então utilizar as relações de comutação (anticomutação ) canônicas para obter sua 

forma explícita. Este foi o trabalho realizado por Witten e Olive [W078], que utilizando os 

termos de superfícies das correntes de Noether (que não se anulam para uma configuração 

topologicamente não trivial) obtiveram 

í Uij = etjvQe = / d^x dk 

\ Lij = ^ij'^Qm ~ ^ij f dk 

onde como podemos ver {Qe, Qm) são as cargas elétrica e magnética da teoria. 

Então é possível mostrar que a álgebra 5.14 implica diretamente o limite de Bogomolnyi 

^ ^ + Qm- exemplo, tomemos o caso Qm = 0. No referencial de repouso 

Pfj, = (M, 0), e a álgebra toma a forma 

{Qaii Q/3j} — SijÔajjM -f Víijy^ijQg. (5.16) 
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O lado esquerdo é positivo definido, enquanto que o segundo termo do lado direito tem 

autovalores ±vQg. Conclui-se então que M > v\Qe\. 

Do argumento acima vemos que o limite é saturado precisamente quando um dos Qd é 

representado por zero, isto é, para estados ciniquilados ao menos por um dos operadores de 

supersimetria. Isto nos fornece uma relação entre supersimetria e estados BPS satmrados: 

pode-se derivar a equação de BogomoPnyi B = T>(f) exigindo-se que metade das supersimetrias 

aniquilem a solução de monopolo. 

Há também um estreita conexão entre estados BPS e representações curtas da álgebra 

de supersimetria N = 2. Façamos uma breve digressão . 

Uma representação massiva da álgebra de supersimetria N = 2 é construída primeira- 

mente deslocando-se para o referencial de repouso. A álgebra supersimétrica tem então a 

mesma forma de uma álgebra de Cliíford e podemos ver combinações lineares das supercar- 

gas como operadores de criação e destruição. A menor representação desta álgebra tem então 

dimensão 2^^ que é 16 para N = 2. Por outro lado para representações não massivas não 

temos referencial de repouso, e encontramos que metade dos anticomutaHores das caxgas de 

supersimetria se anulam, sendo então representados trivialmente. Como resultado, as rep- 

resentações para estados não massivos têm dimensão 2^ = 4. Agora o multipleto N = 2 

da teoria de partida \) possuem 8 estados de helicidade e consistem de duas rep- 

resentações não massivas de N = 2. Ao levarmos em conta o mecanismo de Higgs, alguns 

estados absorvem outros, adquirindo massa, mas o número total de estados não se altera. De- 

vemos então ter 8 estados massivos. Mas isto entra em contradição com o número de estados 

da representação massiva. O problema é solucionado construindo uma representação mas- 

siva de modo que os anticomutadores das supercargas envolvam uma particular combinação 

da massa e das cargas centrais V, U. Para uma relação especial entre a massa e as cargas 

centrais esta combinação se anula e novamente precisamos representar somente metade das 

supercargas de modo não trivial. Esta relação especial é justamente o limite de BogomoPnyi. 
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5.5 Simetria R 

A álgebra de supersimetria extendida {N supersimetrias) é invariante sob uma rotação U{N) 

global das N supercargas. Portanto, uma teoria supersimétrica também deve exibir esta 

simetria, usualmente referida como simetria R. A ação desta simetria global nas supercagas 

pode ser traduzida em uma tranformação das variáveis do superespaço . Por exemplo, para 

iV = 1, a simetria R U{1) age nas supercargas como Q Daí pode-se obter a ação 

nas coordenadas do superespaço como sendo d —>■ e 9 e~’’°‘9. De modo a manter a 

lagrangiana supersimétrica invariante sob estas transformações, temos que atribuir aos vários 

supercampos as transformações apropriadas. 

O multipleto vetorial N = 2 contêm um campo vetorial Wfj,, dois espinores de Weyl A, tp 

e um escalar 0, todos transformando-se de acordo com a representação adjunta do grupo de 

gauge G- Estas componentes podem ser rearranjadas como 

A if) ■ 

</> 

A tranformação SU{2)r age nas linhas do diagrama acima, e os férmions (A, xp) formam um 

dubleto, enquanto Wfj, e 4> são escalares. Na linguagem de AT = 1, este multipleto se decompõe 

em um supercampo vetorial V{Wy,,\), e um supercampo quiral Portanto, a única 

parte de SU{2)it que permanece manifesta na linguagem N = l é um subgrupo Í7(l)j que 

não mistura X e xp. Este subgrupo age como iX,xp) —> (e*“A,A ação de U{1)r (da 

supersimetria N = l) nos supercampos é dada por 

U{1)r : $ -í- V V(e~‘'^9), 

(5.17) 

Classicamente, nossa teoria tem uma simetria global SU{2)r x U{1)r. Entretanto, quan- 

ticamente U{1)r é quebrada para um subgrupo discreto devido à anomalias. Este subgrupo 
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pode ser determinado de considerações do cálculo de instantons. Para calculair a anomalia 

para o grupo de gauge SU{Nc), pelo teorema de índice, na presença de instantons há um 

modo zero para cada férmion esquerdo na representação fundamental, e 2Nc modos zero para 

cada férmion esquerdo na representação adjimta - que no caso é a nossa. Uma função de 

correlação nesta teoria envolve integração sobre as coordenadas férmionicas correspondentes 

aos modos zeros. Para a correlação ser não nula. deve conter suficientes inserções de férmions 

para saturar os modos zero. Então, a primeira função de correlação não nula é 

G = (A(xi) • • • X{x2Nc‘<i’iyi) ■ ■ ■ '>PiX2Nc))- 

Sob U{1)r G se transforma como 

Então U{1)r é quebrada para o subgrupo discreto ^4Nci ® ^ simetria R quebrada 17(1)^ 

é representada por onde a = n/ANc, n = 1, • • • ,4iVc. Então o grupo de simetria 

global é SU{2)r x Entretanto, o centro de SU{2)r age como (A,(/>) e*’^(A,0), 

que também está contido em (corresponde a n = 2Nc). Então o verdadeiro grupo de 

simetrias é 

{SU{2)r X Zi4^^)IZ,2. 

Esta simetria R sobrevivente é quebrada novamente pelo vácuo do Higgs. O campo 

tem carga 4 sob ^4jVc e se transforma por que é invariante somente para 

n = Nc,2Nc,SNc,4iNc. Portanto, se o vácuo é caracterizado por um valor não nulo de 0^, 

então é quebrado para 2Z4. Esta é a situação para a teoria de gauge 517(2) {Nc — 2). 

Neste caso, todo elemento que não mantêm cjp' invariante age como Z2 : t 

Portanto, o grupo de simetria R final para a teoria de guage 517(2) é 

{SU{2)r X Z4)I2Z2. 

5.6 Fraciouamento de Carga e Dualidade 

Nas teorias de Yang-Mills supersimétricas piuras, há apenas um tipo de campo férmionico, 

aquele presente no multipleto de gauge, e portanto transformando-se pela representação ad- 
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junta do grupo de gauge. Os efeitos sobre o spin dos seus modos zero é criar um hipermulti- 

pleto de estados de monopolos na teoria N = 2. e um multipleto de gauge na teoria N = 4. 

Portanto é somente na teoria iV = 4 que os monopolos podem aparecer como partículas de 

gauge e então este é o único caso onde a conjectmra de dualidade eletromagnética de Monto- 

nen e Olive pode ser válida. A idéia não é válida em AT = 2. a menos que um outro tipo de 

fenômeno interessante possa ocorrer. 

E possível introduzir hipermultipletos extras na teoria N = 2, transformando-se pela 

representação fundamental de SU{2). Se há Np destes hipermultipletos (por ora todos sem 

massa), temos então uma simetria U{Np) acidentalmente aumentada para SO{2Nf)- Este 

multipleto pode ser pensado como quarks. Seus modos zeros não afetam o spin do monopolo, 

mas contribuem com um número quântico de sabor SO{2Np) para estes mesmos monopolos. 

Este fenômeno é conhecido como fracionamento de carga. O resultado significa que na teoria 

N = 2 é possível realizar uma simetria de dualidade que troca monopolos com quarks, ao 

invés de com partículas de gauge como na teoria iV = 4 [Fer97a],[FB96b], [FB96a]. 

5.7 A conjectura de Montonen e Olire em N=4 

A esta altura nos perguntamos se existe algmna teoria que exiba a dualidade eletromagnética 

exata, do modo como foi proposta por Montonen e Olive. Já vimos que não será o caso da 

teoria N = 2, onde o monopolo não tem spin um e assim não pode ser o dual do boson. 

Por outro lado em teorias de Yang-Mills iV = 4 há um supermultipleto que que contém 

somente spin > 1, e pode-se mostrar que monopolos e bosons de gauge pertencem a este 

supermultipleto. Sem entrar nos detalhes da teoria iV = 4, vamos mostrar alguns resultados 

conhecidos. 

A conjectura de Montonen e Olive, como vimos, propõe que uma nova ação pode ser 

escolhida com monopolos sendo criados pelos campos fundamentais. Esta ação é definida pela 

escolha de um vetor primitivo na rede de cargcis. Um segundo vetor primitivo é necessário 

a fim de definir o ângulo 9. Portanto a escolha da ação é definida por um par de vetores 

primitivos, isto é, de uma base para a rede. Com esta nova ação. os papéis desempenhados 

pelas excitações quânticas e sólitons são trocados, e esperamos encontrar um novo conjunto 
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de estados de uam partícula. Estes devem corresponder ainda aos vetores primitivos da rede, 

sendo o conceito de vetor primitivo independente da base. Isto levou Sen [Sen94] a formular 

a conjectura de que na teoria supersimétrica iV = 4 há uma correspondência precisa entre 

todos os estados de uma partícula e todos vetores primitivos da rede. 

O problema começa por tentar encontrar um modo não trivial de testar a dualidade, 

sem termos que efetuar os cálculos explícitos na teoria dual. Aqui é onde a extensão da 

dualidade para SL{2. Z) tem um papel central, como demonstrou Sen [Sen94]. Partimos 

da hipótese de que estados com {nm,rie) = (0,1) (os bosons W'^) existem para todos os 

valores da constante de acoplamento r com uma degenerescência de 16, correspondendo a 16 

estados na representação curta da supersimetria iV = 4. A dimensão da representação não 

pode mudar coforme variamos parâmetros da teoria, e sabemos que um tal estado existe a 

acoplamento fraco como um estado BPS saturado. 

Dada a existência do estado (0,1), a dualidade SL{2,Z) requer a existência de todas as 

imagens deste estado por SL{2, Z). Desde que a transformação age nos estados por 

a dualidade requer a existência de estados com {rim, ^e) = d) com a mesma degenerescência 

16. Mais ainda, como ad — bc = 1, segue que b e d são coprimos. Também, se iniciamos em 

um valor de r que corresponde a um acoplamento forte e então fazemos a transformação de 

dualidade 5.18 estes estados devem existir no acoplamento fraco e portanto devem aparecer 

em uma análise semi-clássica do espectro. 

Para b — l necessitamos de estados (1,íí) para um inteiro arbitrário d. Estas são as 

excitações dyonicas de um monopolo BPS de uma unidade de carga, e da análise anterior 

vemos que tais estados existem com a multiplicidade correta. Mais ainda, estes estados são 

estados BPS, como demonstrado em [Gau94, Gau93]. Para 6 = 2 requerimos estados {2, d) 

com d ímpar, novamente com uma degenerescência 16. Anteriormente à análise de Sen não 

se sabia da existência destes estados. 

A construção destes estados na teoria supersimetrica N = 4 seria muito difícil. Afortu- 

nadamente a questão pode ser reduzida à construção de estados ligados na aproximação do 
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espaço de moduii. Para vermos porque este é o caso, consideremos um estado ligado com 

carga elétrica um. Um estado BPS com {nm,ric) = (1,0) (monopolo) tem massa = vg, 

enquanto um dyon com carga (1,1) tem massa = v\/e‘^ 4- g^. Um estado BPS ligado 

de carga (2,1) por outro lado tem massa M(2.i) = + 4g'^. No regime de acoplamento 

fraco a energia de ligação é 

Desde que esta energia é muito menor que a massa de W, poderiamos estar aptos a estudar 

a existência deste estado ligado na aproximação do espaço de moduii. O mesmo argumento 

se aplica a estados de maiores cargas elétricas a acoplamento suficientmente fraco. 

Então sabemos que estes estados (2,ne) não podem ser nem excitações quânticas dos 

campos originais, nem soluções soitonicas clássicas. Precisamos de um novo mecanismo, 

fornecido pela analise da mecânica quántica supersimétrica em Ad(2), para obtermos estes 

dyons como estados de uma partícula. Sen observou que um par de monopolos com rim — 1 

poderiam formar estados ligados em um sentido muito preciso. 

5.7.1 Mecânica Qudntica Supersimétrica em Adjt 

Já argumentamos que podemos pensar nos modos zero fermiõnicos como coordenadas co- 

letivas grassmanianas para o espaço de moduii do monopolo. Na ausência de cam- 

pos férmionicos a expansão em termos das coordenadas coletiuas com campos de fundo 

({x^, ) leva a uma ação efetiva a baixas energias através da sua substi- 

tuição na ação quadri-dimensional e integração sobre IR? 

com Qaã sendo a métrica no espaço de moduii do monopolo. Em outras palavras, a energias 

muito baixas a teoria de campos sobre um fundo de monopolo pode excitcir somente um 

número finito de graus de liberdade, aqueles correspondentes a movimentos ao longo do 

espaço de moduii, e portanto podemos reduzir a dinâmica à mecânica quántica. 

M(2,i) - M(ij) - ~ ve(e/4c/) << ve. 
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Gostaríamos de adicionar modos zero fermiônicos a este contexto. Isto pode ser feito se 

expandimos os campos férmionicos como 

onde os ipoa são os modos zero fermiônicos, tratados como números reais, e Aq(í) são coor- 

denadas coletivas férmionicas com valores grassmanianos. Podemos agora incluí-los na ação 

efetiva da mecânica quântica através do mesmo procedimento anterior. Os detalhes são ap- 

resentados em [Gau94]. Entretanto o resultado não é surpreendente. A ação quântica é 

extendida para a ação para uma mecânica quântica supersimétrica. No caso de = 2 há 

quatro supersimetrias reais no espaço tempo que não são quebradas pelo fundo de monopolo. 

Como resultado espera-se uma ação com iV = 4 supersimetrias na toorld-line. Esta ação é 

é a derivada covariante agindo no espinor A. (Uma nota quanto a nomenclatura para a su- 

persimetria na mecânica quântica: Originalmente ações com espinores de duas componentes 

e uma supersimetria foram construídas, referindo-se a esta supersimetria com N = 1. Depois 

observou-se que pode-se também existir uma supersimetria com espinores de uma compo- 

nente, denominada N = 1/2. Com esta nomenclatura a ação acima possui supersimetria 

AT = 4 X 1/2. ) A presença de quatro supersimetrias impõe que o espaço de moduli seja 

uma variedade hiperkãhler. Isto significa que Mk tem três estruturas complexas 27" que 

obedecem 

n 

onde 

e a ação tem N = 4 x 1/2 supersimetrias com transformações 

= Íl3iX^ + 
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Escolhendo uma estrutura complexa a fim de introduzir coordenadas complexas em Aik, 

obtem-se as relações de anticomutação canônicas 

Os A“ atuam então como operadores de criação e temos um espectro de estados da forma 

/ã:...ãpA“*...A“'’|fi). 

Estes estados estão em correspondência um a um com formas holomórficas (0,p) em yVlfc 

I/) = /ãi...ãpA“' ... A“p|íí)/ã,...ãpdz“‘ A... A dz^o. 

Como resultado da redução da teoria de Yang-Mills supersimetrica iV = 4, obtem-se uma 

lagrangiana com supersimetria AT = 4 x 1 (o dobro do caso da teoria N = 2) dada por 

‘5e/ = ^ / dt +Í'4>°‘j°VtÍ)^) + '!/>'*), 

onde agora são espinores de duas componentes. Como resultado desta duplicação en- 

contramos qua o espaço de Hilbert de estados é o mesmo que o estado de todas as formas 

diferenciais em A4jt, e o Hamiltoniano é o Laplaciano agindo nas formas [Gau93], [Wit82]. 

Voltemos a nos concentrar no problema de Sen. Consideremos a variedade de moduli 

A4(2) de soluções da equação de Bogomol’nyi com rim = 2. As coordenadas nesta variedade 

são os modos zero bosonicos interpretados como coordenadas coletivas do sistema de dois 

monopolos. Atiyah e Hitchin [AH85] encontraram uma expressão analítica fechada para a 

métrica de A4(2). Como vimos, quando incluimos os modos zero fermiônicos a ação efetiva 

para pequenos deslocamentos destes monopolos descreve uma mecânica supersimétrica em 

M. 

Sen observou que quando o sistema é quántizado de modo que a função de onda da teoria 

satisfaz uma equação de Schrõdinger envolvendo o Laplaciano para A4(2), então os autoval- 

ores de energia nula (soluções da equação de Laplace) fornecem estados ligados satisfazendo 

a fórmula de massa. A dualidade exige que estes estados ligados sejam únicos para d ímpar e 

ausentes para d par. Isto significa que a função de onda seria uma 2-forma. Então Sen chegou 
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ao resultado de que estados ligados quânticos de dois monopolos ocorrem se e somente se d é 

ímpar. Além disto, estão na representação curta de dimensão 16 do multipleto de gauge de 

jV = 4. 

Isto leva à questão de estabelecer um resultado similar para os vetores primitivos da rede 

com valores superiores de Um- O argumento de Sen não pode ser repetido sem a forma 

explícita da métrica, mas há argumentos indiretos encorajando progressos afirmativos. 



Capítulo 6 

A Ação Efetwa 

Há dois tipos de ação efetiva. Uma é definida pelo usual funcional gerador r[(/?] das funções de 

vértice IPI. E obtida a partir do funcional gerador das funções de correlação conexas W[ip] 

por uma transformação de Legendre. AS integrações sobre os momentos nos diagramas de 

loop vão de zero à um cutojj ultra-violeta, que é levado a infinito no final do procedimento. 

r[í^] = r[/x, íp] também depende da escala de renormalização p. utilizada para definir as funções 

de vértice renormalizadas. 

Um objeto distinto vema ser a ação efetiva de Wilson S\v[pi,íp\. Esta é definida como 

r[fj,.ip], exceto pelo fato dos momentos nos loops serem integrados tendo p como um limite 

inferior, funcionando como um cutojj infra-vermelho. Em teorias com todas as partículas 

massivas, não há grandes diferenças entre r[/x, <^] e Sw[p, (caso p seja menor que a menor 

das massa). Quando partículas sem massa estão presentes, a situação é diferente. Nas teorias 

supersimétricas, Sw\P‘iP>\ terá uma dependência holomórfica em p, o que não será o caso de 

r[/i,(/p]. 

Como vimos, para o > 0, o setor carregado adquire massa. Formalmente podemos integrar 

sobre os modos de energias altas (que denotaremos por ^duros) 

g[ .^e/(fl,'í^suoveâ)] _ ^^micro («P suaves i ^ duros) 

'^duros 
E>a 

o resultado pode ser expandido em termos dos campos '^suaves, que têm pequenas flutuações. 

76 
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e suas derivadas 

Sefia,'^ suaves) J ^ ^ ^suaves)f suaves )(5^ suaves )^+9(a, ^ suaves )(ô^ suares) ‘ 

A ação efetiva de Seiberg e Witten difere da definição usual pelo fato de integrar-se somente 

sobre os modos carregados de energias altas. 

Na prática, é extrememente difícil efetuar a integração acima. Entretanto a estrutura 

da supersimetria N = 2 nos fornece condições de integrabilidade, conhecidas como estrutura 

de Kâhler rígida especial, que permite expressar os termos (a menos das derivadas) da ação 

efetiva à baixas energias por meio do prepotencial holomórfico J^ef{A) 

onde daqui em diante A denota o multipleto abeliano que contêm o foton, após a quebra da 

simetria de gauge, A = ^^<73; é o tensor de campo abeliano e 

é o potencial de Káhler que fornece a métrica no espaço dos campos, que é portanto uma 

variedade de Kâhler. 

6.1 O Espaço de Moduli 

As teorias supersimétricas caracterizam-se por possuirem direções planas, nas quais pode- 

mos nos deslocar sem deixarmos o mínimo do potencial. E o melhor modo de descrever 

as propriedades destas teorias possuindo direções planas é através do espaço de moduli. 

Já nos deparamos com este conceito anteriomente, ao estudarmos o espaço de soluções da 

equação de Bogomol’nyi. Aqui, definiremos espaço de moduli M{V) como o espaço de 

classes de equivalência dos vácuos da teoria. Portanto, para definir uma boa coordenada que 

parametrize M{V), precisamos de quantidades invariantes pela simetria de gauge. 

Introduzimos a variedade dos vácuos V, como o conjunto de todas as configurações de 

vácuo. Pontos diferentes em V podem ser parametrizados pelos correspondentes v.e.v. dos 

campos escalares presentes no potencial. Diferentes pontos P, P' G V descreverão a mesma 
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física se podemos conecta-los pela ação de algum elemento do grupo de simetria Q, isto é, 

caso estejam na mesma órbita —> P' 6 G/'Hp, 'Hp sendo o little group; em outras palavras, 

P e P' descrevem a mesma física se estão relacionados por algum boson de Goldstone. 

Agora definimos o espaço de moduli M{V) como o espaço de classes de equivalência de 

vácuos, onde dois vácuos estão na mesma classe de equivalência se descrevem a mesma física. 

Caso a teoria de partida possua direções planas do potencial, então o moduli M.{V) será uma 

variedade conexa com dimensão maior ou igual a um. 

Uma visão mais geométrica pode ser descrita como segue. Dado um ponto genérico P 6 V, 

podemos decompor o espaço tangente Tp como 

Tp = T^® 

onde os geradores de Tp são os bosons de Goldstone e os geradores de são as direções 

tangentes ao moduli propriamente ditas. A dimensão de Tp é dada pela dimensão do espaço- 

homogêneo G/^p- 

Singularidades em At(V) aparecerão como pontos P onde há uma mudança na dimensão 

de T^. O significado destas singularidades, do ponto de vista físico, é que correspondem a 

pontos em V onde o little group %p muda. 

Vemos da definição de M.{V) que para definir um bom conjunto de coordenadas, devemos 

utilizar quantidades invariantes de gauge. Para o nosso caso, SU{2) e N = 2, o potencial 

escalar é dado calssicamente por 

V{<í>) = \Tr ([0,</.t])'. 

Estamos interessados em determinar os vácuos inequivalentes por trasnfromações de gauge. 

Um (f) geral é da forma (f){x) — 5lZj=i(aj(x) + ibj{x))aj, com campos aj{x) e hj{x) reais. 

Por uma transformação de gauge SU{2) podemos sempre colocar ai(x) = 02(2;) = 0. Então 

[4>, 4>^] = 0 implica que bi{x) = b2{x) = 0 e portanto, com a = as + ibs, temos que 0 = ^aa^. 

Obviamente, no vácuo a deve ser constante. Transformações de gauge do grupo de Weyl (isto 

é, rotações de tt em torno do eixo 1 ou 2 de SU{2)) podem ainda levar a —>■ —a, de modo 

que a e —a são equivalentes de gauge. A quantidade invariante de gauge descrevendo vácuos 

inequivalentes é ou Tr<p'^, que são as mesmas, semiclassicamente; quando as flutuações 

quânticas são importantes temos uma modificação. Utilizaremos as seguintes definições 
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u = (Tr0^), (^) = 

O parâmetro complexo u nomeia vácuos inequivalentes de gauge. Portanto u é uma coorde- 

nada em j\4{V), e ^M(V) é essencialmente o plano complexo superior. 

Para u = 0 temos uma singularidade em M{V). De fato. neste ponto a simetria do 

vácuo é restaurada para 'Hp{u = 0) = 5Z7(2), enquanto para todos os outros pontos com 

u ^ 0 temos Tipin ^ 0) = U(l). Neste caso, sendo u qualquer complexo, o moduli ^M(V) é 

simplesmente o plano complexo sem a origem. (E'^ — {0}, que pode ser compactiíicado para 

uma esfera de Riemann adicionando-se os pontos 0 e cxd. 

De agora em diante, vamos nos referir a um ponto P no moduli pela sua parametrização 

u : u = P. 

6.1.1 O Moduli Quântico 

Espera-se que as direções planas desapareçam após as correções quânticas. Porém utilizando 

as propriedades da supersimetria pode-se mostrar que correções quânticas, perturbativas e 

não perturbativas, não removem a degenerescência de A4{V), e as direções planas continuam 

a existir quanticamente. Observe que o único modo de gerar um superpotencial para o 

supercampo quiral N = l A é quebrando N = 2. Como a teoria com invariância N = 2 

mais geral está restrita à forma 

£ef = Im j + j (feTab{AW^‘"W^ 

onde raó(-4.) = Pab é uma função holomórfica, e K é o potencial de Kãhler, as correções 

restringem-se àquelas que preservam esta forma, especificando então somente a forma de K 

e Tab- (Utiliza-se também o fato de não haver quebra dinâmica da supersimetria). 

Assim podemos definir o espaço de moduli quântico M.q{V). As diferenças entre Mq{V) 

e M.{V) estarão no número e localização das singularidades. Como estas estão associadas 

a saltos na dimensão do little group, elas aparecem quando uma partícula carregada do 

espectro torna-se não massiva. originando mais uma dimensão para Tp. 

Note que pontos diferentes em M{V) correspondem a teorias inequivalentes; para teorias 
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com yVí(V) não trivial, as massas dos bosons de gauge serão diferentes para diferentes pontos 

em ^VI(V). 

6.2 Ação Efetiua 

Para nossa teoria N = 2 SU{2), temos um M{V) não trivial. Para cada ponto u € Mq{V). 

devemos distinguir o correspondente espectro massivo, que denotamos '^pesadoiu), pois a ação 

efeitva será construida em termos somente dos graus de liberdade dos campos não massivos 

'^tevesi'^)- A energias suficientemente baixas, os modos massivos não aparecem como estados 

físicos. Algumas partículas adquirem massa através do mecanismo de Higgs, esta dependendo 

do v.e.v. que parametriza o ponto do moduli u através da fórmula de massa 

M>\a{u)eZ\, Z = {ne + Tnm)- (6.1) 

que podemos escrever de maneira mais conveniente definindo 

a = a ■ e, üd = ra, ^ M = \arie + aonrul- (6.2) 

Então para definirmos uma teoria efetiva em um ponto u. devemos 

t> Separar o espectro entre modos massivos e não massivo; 

> Integrar sobre os modos massivos. 

Então nossa teoria efetiva será descrita, em um ponto regular u. por um conjunto de 

multipletos N — 2 descreve as partículas sem massa. Mais precisamente, o 

potencial de Kãhler e a função holomórfica t{A) serão determinados pela integração sobre os 

modos massivos. Aqui surge a dependência da constante de acoplamento efetiva com a escala 

de renormalização /i, que será fornecida por uma escala característica da teoria: o v.e.v. do 

Higgs 

Tef(p) -> Te/(a). 

A escalas acima do v.e.v. a, a massa dos bosons de gauge não abelianos é negligível e. 

do comportamento ordinário da constante de acoplamento usual, observaremos um compor- 

tamento com liberdade assintótica. A escalas abaixo de a, os modos W~ se congelam, e resta 

uma teoria efetiva abeliana com função (3 nula. 
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Podemos aí definir as coordenadas efetivas da teoria no ponto u S Mq{V) através do valor 

da componente escalar do supermultipleto N = 2 descrevendo os modos sem massa. Porém 

uma importante questão a responder diz respeito ao domínio de validade das coordenadas 

efetivas, pois se em algum ponto houver uma mudança do little group 'Hu, o espectro de 

massa se altera. A descrição da teoria efetiva em torno de um ponto u irá falhar sempre que 

nos aproximamos de um ponto em Mq{V) onde uma partícula massiva torna-se sem massa. 

De fato. precisaremos de diferentes coordenadas efetivas para descrever todo o moduli. A 

métrica neste espaço fornece as condições para efetuarmos as mudanças de coordenadas; 

neste ponto o conceito de dualidade terá importante papel. E a estrutma de singularidades 

(singularidades estão associadas a alguma partícula massiva tornando-se nao massiva) nos 

dirá quantas coordenadas efetivas locais serão necessárias para descrever todo A4g(V). 

6.3 Coordenadas Duais 

Voltemos ao espaço de moduli quântico. Como vimos, parametrizamos os pontos em Mq{V) 

pelo v.e.v. da componente escalar do hipermultipleto '^levesi'^)^ fiue descreve os modos sem 

massa no ponto u € Mq(V). E vimos ainda que a ação efetiva será dada por Tef{'^ieves): 

após integração sobre os modos massivos. 

Baseada na relação 5.12, e levando em conta que utilizamos as componentes escalar do 

multipleto quiral A como coordenada em Aíq(V), podemos usar a função holomórfica Tab{A) 

para definir a métrica de Kãhler em Mq{V). O significado físico desta métrica pode ser lido 

no termo cinético de gauge da lagrangiana (é a constante de acoplamento). 

Daqui para adiante trabalharemos sempre com nosso caso específico SU{2), onde o espaço 

de moduli tem uma dimensão complexa. Denotando por a o v.e.v. do campo escalar, 

o prepotencial antes da correções perturbativas e não perturbativas para as componentes 

escalar é dado por 

P<»(a) = ^r<V. 

com -t- podemos tomar 0^°^ = 0. Utilizando a mesma notação que em 6.1, 
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introduzimos a rariárel dual ap como 

ao = = 
3jr(o) 

da 

A generalização para a teoria efetiva definida por !Fef è somente 

dJ^ef 
ao = 

da 

Um modo de verificar se a definição da rariárel dual faz sentido fisicamente, seria calcular 

a massa dos estados BPS da teoria efetiva ou, em outras palavras, encontrar as extensões 

centrais da álgebra da teoria efetiva definida por T. De fato a fórmula de massa para os 

estados BPS da teoria efetiva é dada por 

o 
M'^{ne,rim) = \aUe 4- — 

da 

Então apresentamos em cada ponto u G Mq{V) as seguintes estruturas geométricas: 

* Uma coordenada efetiva a(u), definida pela v.e.v. do Higgs; 

* O prepotencial efetivo J^gf(a(u)); 

* Uma coordenada dual ap, em termos da qual reproduzimos a fórmula de massa. 

* Uma métrica. r(u) = . 

Em termos da coordenada dual ap{u), a métrica pode ser escrita como 

2 d^Tef _ _ , 
ds = da da = Im da dap, 

dada 

que é manifestamente invariante sob a transformação de dualidade 

S : (6.3) 

Para fazer a descrição mais precisa, notemos que nosso moduli é uma variedade de uma 

dimensão complexa, e tomamos u como uma coordenada holomórfica nesta variedade (u = 

(Tr 4>^)). Sejam a e ao as coordenadas de um espaço X = (T^ onde podemos escolher uma 
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forma simplética u; = luidao A dã. As funções (aD(u),a{u)) fornecem um mapeamento / 

de ,Ví^(V) em .Y. Em outras palavras, elas determinam uma seção de X pensado como um 

fibrado SL{2. Z) sobre M.q{V). Em termos da coordenada u. a métrica no moduli toma a 

forma 

2 X d(i£) da ds = Im — — du du. 
du du 

Este é o pull-back da métrica de Kãhler associada a forma simplética a; e é, portanto, ma- 

nifestamente invariante por SL(2^22). Escolhendo u = a. voltamos à fórmula original. Note 

que para {apiu), a(u)) arbitrários, a métrica não é positiva definida. Entretando, obteremos 

soluções onde estas funções são tais que a métrica será sempre positiva. 

O significado físico da coordenada dual pode ser entendido como um recíproco magnético 

do v.e.v. do Higgs: a(u), que utilizamos para parametrizar certas regiões de M.q{V) é o v.e.v. 

do Higgs no hipermultipleto 'í/ieve na fase de Coulomb, onde a descrição não apresenta prob- 

lemas. Ao efetuarmos a transformação S acima, trocamos as cargas elétricas das partículas 

do espectro por cargas magnética; portanto o campo de gauge presente no hipermultipleto 

transformado se acopla a cargas magnéticas, sendo o dual do foton. A coordenada 

dnal ap representa então o v.e.v. da componente escalar do hipermultipleto N = 2 

A transformação 6.3, 5.13, implica que se a teoria efetiva para 'I'(u) esta no regime de 

interação fraca, então a teoria efetiva para í'^(u) estará em regime de acoplamento forte, e 

vice versa. Utilizando o fato das transformações de SL(2, Z) serem isometrias da métrica 

de Kãhler, pode-se tentcir utilizar a dualidade para estenter o domínio de validade de um 

conjunto de coordenadas efetivas para além do regime de acoplamento fraco. 

A dualidade também pode ser justificada considerando a forma da ação efetiva, 

1 
Y^Im J d^x yj d^9Tgf{a)W^Wa + J d^Od^Õ X'gf{A) . 

Definindo um campo dual a A por A^ = Tgf{A), e uma função dual à XefiA) por 

onde significa dT^j{A^)/dA^. Esta transformação de dualidade constitui uma 

transformação de Legendre = Xef{A) — AA^. Utilizando estas relações , o segundo 

termo da ação pode ser escrito como 
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Im J d^xd^ed-ê A^J^'{A) = Im j d^x SOd^ {-T^f'[A^))^ A^ 

= Im j d^xd^Bd^e A^^T^fiA^). (6.4) 

Vemos que este segundo termo da ação efetiva é invariante sob a transformação de dualidade. 

Agora consideremos o termo cinético de gauge. Enquanto a dualidade é uma trans- 

formação local com respeito a A. este não será o caso com Wa, pois temos um vínculo nos 

campos de gauge, que é traduzido na identidade de Bianchi dF = 0. O vínculo correpon- 

dente no superespaço é Im(í>QÍV“) = 0, sendo Da a derivada no superespaço. Na integração 

funcional temos a opção de integrarmos somente sobre o supercampo vetorial V, ou sobre o 

supercampo espinorial W° impondo o vínculo através de um supercampo multiplicador de 

Lagrange que chamaremos 

j VV exp j d-^xci^9F‘Jf(A)W’^Wa 

^ Jvwvv^ exp ^Im J d^^x (^j d^ 9 (A) W^Wa + ^j d^9d^9V^DaW^ 

Note que 

(6.5) 

/ 
d^9d^9V^DaW ̂ - j d-9d^9 DaV^W^ = + J d^9D^{DaV^W^) 

= + j d^O {D^DaV^)W‘^ " (6.6) 

onde usamos = 0 e onde o dual é definido de em analogia com a versão 

abeliana como {W^)a — —\D^DoVd. Então podemos efetuar a integração funcional sobre 

W e obter 

jvv- e.p [A,„, . 

que reexpressa a ação em termos das nariáneis duais, com constante de acoplamento (a) = 

F"f{a) substituída por —7-^- O supercampo descreve o dual de F^j,, *F^i/. Expres- 

sando - em termos de A^, vemos que F^f"{A^) = modo que 
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1 

Tef{a) 

A ação toda pode ser reescrita como 

T^iao)- 

Y^Im j éx j d^e + j d^Sd^e {A^) 

Para observar o efeito de todo grupo 5L(2, Z) sobre a ação, é mais conveniente reescrevê-la 

como 

1 
Im í d^x í d^e + — í d^xd^9d^dA^A^-A^^A. 

J J dA “ 32Í7T J lÔTT 

onde vemos que as transformações geradas por 5 e T são simetrias da ação ; 

5 

T bez. (6.7) 

6.4 Contribuição Perturbatira 

Aqui utilizamos a holomoríicidade de [AGH97, Sei95, Sei94]. Utilizando a função (3, 

simetrias da teoria microscópica e o teorema de não renormalização, obtemos o comporta- 

mento completo da parte perturbativa do prepotencial. 

Para calcular a contribuição à um loop, somos endereçados à lagrangiana da teoria mi- 

croscópica, que apresenta uma simetria 17(1)^. Esta teoria é assintoticamente livre, e por- 

tanto comporta cálculos perturbativos à altas energias. A simetria U{1)r é quebrada por 

uma anomalia quiral. A um loop, por uma transformação U{1)r a lagrangiana efetiva muda 

por 

= —p *pt^‘' 

Desde que (327t^)~^ f F*Fé um inteiro, a anomalia quebra 17(1)^ para Z^. A forma a um loop 

de C^f pode ser determinada requerindo-se que sob uma transformação Í7(l)fí a lagrangiana 
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mude de acordo com a variação acima. Esta variação modifica o termo cinético de gauge 

W^Wa do seguinte modo 

[T"{e^^^A)i-FF + iF’F)] = [F"{A){-FF + ÍF*F)] - -^F*F. 

Então a forma do prepotencial fica restrita à 

9rv 
F':f{e^^-A)=F':f{A)-- j •' 7T 

OU, para a infinitesimal, 
d^Fef _ J_ 

dA^ 'kA 

Esta expressão pode ser facilmente integrada, a fim de encontrarmos o prepotencial a um 

loop: 

Devido a supersimetria N = 2, não há contribuições de ordem maior, descartadas pelo 

teorema de não renormalização . 

6.5 Contribuição Não Perturbatira 

O prepotencial recebe correções não perturbativas advindas de efeitos de instantons [DKM96], 

[DKM'*'97]. Uma correção devida a uma configuração de número de instaton k deve 

ser proporcional ao fator de A;-instanton exp{—8'jv‘^k/g'^). Sendo uma função holomórfica, o 

prepotencial não deve receber correções de configurações de anti-instantons. Utilizando a 

função /3 a um loop da teoria, /3{g) = —g^/4n'^, o fator de A;-instanton pode ser escrito como 

\a / 

Notamos que a simetria f7(l)/í é restaurada caso impusermos uma carga 2 a A. Com esta 

modificação o prepotencial deve-se transformar sob U{1)r como um campo de carga 4. sem 

um termo não homogêneo. Isto implica que a correção de A:-instanton deve ser proporcional 
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a Juntando estes fatos, podemos escrever o prepotencial que inclui uma contribuição não 

perturbativa genérica como 

onde os coeficientes Ck não dependem dos campos. A determinação da forma exata de Tk é 

todo o trabalho de Seiberg e Witten. 

6.6 Singularidades no Espaço de Moduli 

A variável aD(u) está. sob nosso ponto de vista até aqui, no mesmo pé de igualdade que 

a{u): somente com a diferença que pertence a um multipleto de gauge duéil, que se acopla 

localmente aos estados carregados magneticamente. A princípio não importaria qual variável 

usamos para descrever a teoria, e a variável usada de fato depende da região em Mq{V) 

para qual estamos olhando. Mais especificamente, a região elétrica, próxima a u —>• oo, 

será melhor descrita em termos de a, com a lagrangiana apropriada sendo 6.8. A série de 

instantons converge bem para grandes valores de a ~ 

Entretanto, se tentamos estender T[a) para uma região suíicientemente longe de u —> oo, 

deixamos o domínio de convergência da série de instanton, onde então a expressão para JE 

não faria mais muito sentido. Isto é, tentando estender globalmente a lagrangiana efetiva 

para fora da região de coordenadas semi-ciássicas, enfrentamos o problema de continuar 

analíticamente T. O ponto é que mesmo pensando que não podemos ter uma escolha de T 

válida em todo Mq{V) (temos o problema da positividade da métrica), podemos resomar a 

série de instantons em JF em termos de outras variáveis, para obter outra forma de lagrangiana 

que converge bem em outra região de M.q{V). Devemos nos contentar com lagrangianas 

efetivas que descrevem somente regiões do espaço de moduli. Nas regiões de sobreposição 

entre regiões distintas, as diferentes lagrangianas descreverão os mesmos modos não massivos, 

mas incluem modos massivos diferentes. 

Percebemos então que 6.8 não pode descrever a teoria em todo M.q{V). A métrica 

Im Tgf{a) não tem limite inferior, por ser derivada do prepotencial holomórfico !Fef' pelas 
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equações de Cauchy-Riemann para a função holomóríica r(a), o Hessiano 

det {daida^lm. re/(a)J (a = «i + 102) 

é menor ou igual a zero. Desde que J^(a) é holomóríica, Im r(a) é uma função harmônica e 

como tal não pode ter um mínimo. Na teoria microscópica isto teria o efeito de não termos 

uma energia positiva definida; aqui, significa que entramos em uma região de Mg(V) onde os 

graus de liberdade da ação efetiva não são mais os relevantes. 

Ou seja, como Im r não é positivo definido em todo moduli, não temos uma coordenada 

global para descrever M.q{V). Este fato está associado a presença de singularidades, que 

como já vimos, nos diz que os modos massivos mudaram no ponto singular. 

Já podemos prever que os novos graus de liberdade, relevantes para a descrição da teoria 

efetiva perto de uma singularidade, serão relacionados ao espectro inicial por uma trans- 

formação de dualidade. 

A questão fisicamente mais relevante passa a ser: quais os estados BPS relevantes na ação 

efetiva nas regiões onde 6.8 para de ser a descrição correta a baixas energias, e quantas fases 

a teoria possui? 

Como discutimos, esta simetria deve ser uma invariãncia da fórmula de massa BPS e da 

métrica dos campos de gauge abelianos 

Então podemos esperar que esta simetria deva ser M G SL{2, agindo nos campos e 

números quãnticos Q = {nm,ne) como 

Vamos resumir a simetria realizada nos campos de gauge abelianos V = 

M = |neCI -I- rimO-D 

ds^ =lm da D dã 

V ->■ MV Q -> QM-\ 

Quais subgrupos são finalmente relizados na teoria depende, tecnicamente falando, das mon- 

odrornias de V induzidas pela física local. 
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6.6.1 As Monodromias do Espaço de Moduli 

Determinar a ação efetiva equivale a determinar as funções ao{u) e a{u). Informações par- 

ticularmente úteis serão obtidas do comportamento destas funções ao tomarmos contornos 

fechados sobre o moduli. Caso o contorno não envolva singularidades. a{u) e od(u) irão 

retornar ao seu valor inicial uma vez percorrido o contorno. Entretanto, se envolvemos uma 

singularidade, estas funções não retornam a seus valores iniciais, mas sim a combinações lin- 

eares dos mesmos; temos uma monodromia não trivial para as seções multivalentes a{u) e 

aD{u). O problema físico torna-se então um problema matemático, sendo o de simplesmente 

encontrar as funções multivalentes a{u), aoiu) que apresentem as monodromias Mui,oo em 

torno das singularidades, e forneçam a constante de acoplamento r = dadOi com Im t > 0. 

Este é um problema clássico da matemática, conhecido como problema de Riemann-Hilbert: 

tomando nosso Mq{V) como variedade de base para um fibrado SL{2, Z), as seções V estão 

univocamente determinadas pelas monodromias de V(u) em torno das singularidades e pelos 

valores da seções nestas singularidades. 

O problema de Riemann-Hilbert pode ser solucionado por dois pontos de vista comple- 

mantares; ou considerando-se a, ao como soluções de uma equação diferencial parcial com 

pontos singulares regulares, ou considerando a, ao como certas integrais de períodos sobre su- 

perfícies auxiliares. Esta última abordagem permite uma fácil interplementação geométricas 

das propriedades das monodromias, enquanto que a abordagem via equações diferenciais é 

mais útil para obterem-se as expressões explícitas para a{u) e a£>{u). 

Comecemos por discutir a monodromia de V em u -> oo. Para grandes valores de |a|, a 

teoria é assintóticamente livre e u = Com boa aproximação o prepotencial é dado pela 

fórmula a um loop, !F{a) = (í/27r)a^ In (a^/A^), para o qual obtemos 

u —> oo. 

Tomemos agora um contorno fechado no plano u de raio muito grande, geralmente escrito 

como u —>■ Isto equivale a envolvermos o ponto no infinito na esfera de Riemann. Em 

qualquer caso, desde que estamos numa região onde vale u = temos Inu -> Inu -f- 2m e 
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dD —^ —dj) + 2a 

a —d. 

Vemos então que a parte relevante para a monodromia é od e a 

K(„) = f V 
y d{u) J \/5ã 

nos levando à matriz de monodromia 

(6.9) 

= 

que transforma V M°°V, se tomamos u envolvento a singualridade em uq = oo. u = oc 

é um ponto de ramificação de doiu) ~ ^\/2Ü(\n^ + 1); por isto referimo-nos a este ponto 

como singularidade, apesar de não haver mudança no espectro massivo aí. 

A monodromia em u —)■ oo implica a existência de outra monodromias em algum outro 

lugar no plano u. Como um ponto de ramificação deve começar e terminar em algum lugar, 

deve haver no mínimo mais uma singularidade. Se estas monodromias comutam com M°°. 

significa que a é uma boa coordenada global. Se há somente duas singularidades, em u — oc 

e u = 0, então deformando-se o contorno podemos ver que a monodromia em torno de 0 é a 

mesma que a monodromia envolvendo oo : = M°°. Mas então a~ não seria afetado por 

nenhuma monodromia, e seria assim uma boa coordenada global, de modo que poderiamos 

tomar u = em todo A4q(V). Entretanto este não pode ser o caso, pois assim a positividade 

do termo cinético de gauge seria violada. A fim de conseguirmos um grupo de monodromia 

não abeliana, precisamos de ao menos mais duas singularidades em pontos u finitos, com 

uma monodrmia não trivial. Esta singularidades estarão relacionadas pela simetria discreta 

u ——u. Devido a esta simetria discreta global, as singularidades aparecem em pares. Os 

únicos pontos fixos de u —> —u são u = oo e u = 0. Já vimos que u = oo é um ponto singular 

em Mq{V). Portanto, caso houvessem somente duas singularidades, a outra necessariamente 

seria o ponto fixo u = 0. 
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Para u próximo a A. a escala gerada dinamicamente, encontramos o regime de acopla- 

mento forte, e portanto em torno deste ponto em M.q{V) devemos procurar um novo con- 

junto de modos não massivos que interagem fracamente. Podemos esperar que monopolos 

magnéticos sejam bons candidatos para definir este modos, que descreverão a teoria efetiva 

nas regiões de acoplamento forte. 

Investigamos a possibilidade sugerida pela dualidade de que um campo Í7(l) magnético 

acoplado localmente a um monopolo (ou genericamente, a um dyon {rim torne-se não 

massivo num ponto ao = 0 em u = Ui. Novamente a teoria desenvolve uma diferença no 

espectro de massa para od > 0, e utilizamos ao como parâmetro de escala da teoria efetiva. 

A determinação da constante de acoplamento efetiva perturbativa tdÍcld) segue do mesmo 

procedimento para encontrar o prepotencial a um loop em II.5: tdÍQd) = ^ diferença 

é que, devido ao sinal oposto na função (3, a teoria se torna agora fracamente acoplada para 

0£) = 0, enquanto que efeitos perturbativos e não perturbativos tornam-se relevantes para 

grandes Im ap. Próximo a u = Ui a função aoiu) é analítica, significando que é válida a 

aproximação ap cx c{u — Ui). Do mesmo modo que nas proximidades do infinito, podemos 

ver facilmente que as correções perturbativos fornecem uma contribuição analítica do tipo 

(o^)n Teremos 

De a (li) = aprendemos que a peça relevante para a monodromia perto de u —>■ n, = A^ 

é 

(6.10) 

que leva a matriz de monodromia 

(6.11) 

A constante não nula não é relevante para a monodromia, mas sua presença é importante 

pois. de outro modo teríamos «^(li,) = a{ui) = 0, que implicaria que estados carregados 

eletrica e magneticamente poderiam tornar-se simultaneamente não massivos. 
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Considere agora um dyon de carga (n^, Ug), que se torna não massivo em um ponto ü no 

espaço de moduli, isto é, ãu{u) = nmQDiü) + n^a{ü) = 0 e seja à{ü) = ka^iü) + la{u) o 

foton que se acopla q este dyon. A invariância da métrica implica que 

V = 
ÜD 

ã J 
= cv CeSL{2,Z). 

Pela análise a um loop, a monodromia relevante em termos de V próximo à rq parece-se 

exatamente como em 6.10 

/ co(ã-Uj) 

V ^co(ü - iq) Inü - Ui + Uy 

e a continuação analítica em torno de ü nos levará a uma monodromia M sobre V. Trans- 

formando M de volta para a antiga base V, temos a monodromia geral do dyon =. 

C-K\IC 

/ 1 "b 
^{nm,nc) ~ I - 9 

\ —2n — 1 — zrimTie 

Com isto vemos que a partícula que se torna não masivva em Uj = A em 6.11 é o 

monopolo, (1,0). O número de singularidades U{, i = 1,... ,r nos informa quantas matrizes 

de monodromia teremos no moduli, correspondendo a 2r monopolos (ou dyons) que tornam- 

se não massivos (o fato de serem 2r deve-se à simetria R que foi quebrada para a simetria 

discreta u —>■ —u). 

Há um requisito de consistência na escolha dos 2r monopolos. Escolhendo um ponto de 

base Uh e traçando um loop iniciando e terminando em Uh envolvendo cada ponto singular 

onde um monopolo se torna não massivo - nomearemos Ui í = 1,..., 2r para ordenar os loops. 

A combinação de todos estes caminhos pode ser deformada em um grande loop que envolve 

todas as singularidades u, e, desde que estamos trabalhando no espaço compactiíicado iP que 

é uma esfera, este loop pode ser deformado de modo a tornar-se um loop envolvendo somente 

a singularidade em u = oo; portanto a condição de compatibilidade para estas monodromias 

lê-se 

Mac ~ ^U'2r • • • áTii • 
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Podemos considerar outro teste de consistência. Em geral, sob a ação da monodromia. 

os números quânticos dos dyons mudarão. Entretando esperamos que o dyon particular que 

tornou-se não massivo e é fonte da singularidade deve permanecer invaxiante sob a monodro- 

mia ( como propriedade deste dyon que determina a matriz de monodromia). Podemos ver 

qua a equação de autovalores 

leva a Ue^m caso Ug e rim nao sejam nulos simultaneamente. Então uma solução desta 

equação é Qg — rig, = rim- Retringindo-nos aos dyons estáveis, esta é a única solução. 

Portanto, sabendo a monodromia, podemos encontrar o dyon que a originou. 

Suponha que saibamos que 2r dyons se tornam não massivos em pontos Ui em IP. Esta 

informação nos fornece os dados suficientes para reconstruirmos V{u). Sendo u um rótulo 

para o vácuo, a física não pode depender da maneira pela qual encontramos o particular 

ponto no plano u. O grupo de simetria físico P deve conter um subgrupo do grupo modular 

Pm C SL{2,Z), gerado pelas monodromias M°° e M,“'i vy 



Capítulo 7 

A Solução Exata 

7.1 Singularidades e Fases 

Agora, de posse da forma genérica do prepotencial, é possível encontrar as matrizes de mon- 

odromia do espaço de moduli, que geram o grupo de simetria exata da teoria quàntica; esta 

dualidade permitirá encontrarmos a forma exata do prepotencial. 

Podemos compactificar o espaço de moduli Aiq(V) adicionando o ponto no infinito - cxj 

aparece então como uma singularidade em Mq{V). 

Em uma região próxima a oo, a parametrização 

fornece uma boa coordenada local. Geralmente denominamos de fase de Higgs a região no 

a{u) = 

espaço de moduli Aig{V) onde a parametrização pelo v.e.v. do Higgs a{u) ~ \/^ é correta. 

As matrizes de monodromia, vindas de 

serão da forma 

94 
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para valores inteiros de p e q dependentes da correção quântica do prepotencial efetivo. 

Qualquer monodromia em torno de uma singularidade de A1g(V) define uma simetria 

exata da teoria quântica. 

Na fase de Higgs y\d,(V), para Yang-Mills N = 2 SU{2), o grupo gerado pelas monodro- 

mias em torno das singularidades é Abeliano.Porém o moduli quântico não pode ser descrito 

globalmente em termos das variáveis da caso temos problemas com o termo cinético de gauge, 

devido à não positividade da métrica. 

Para u próximo à A, encontramos o regime de acoplamento forte, e portanto nas vizin- 

hanças deste ponto em AAqiV) devemos procurar um novo conjunto de modos não massivos 

com acoplamento fraco. Monopolos magnéticos são bons candidatos para definir os modos 

não massivos relevantes, em termos dos quais será descrita a teoria efetiva nas regiões de 

acoplamento forte de Mq(V), pois devido a dualidade, interagem fracamente nesta região. 

Podemos adivinhar a forma do prepotencial efetivo descrevendo as regiões de 

M.q{V) em torno de A, em termos da coordenada dual: 

~ «i) InOD 

com aD{u)\u=A = 0. Na vizinhança de A escrevemos auiu) ~ (u — A). Podemos definir a 

coordenada dual a por 

_ e/ _ 
da D 

a = ' = aoiu) InaD(u) -I- aoiu) 

Esta singularidade magnética descreve uma fase dual à fase de Higgs: a fase de Higgs dual. 

Do mesmo modo, nas proximidades de nma singularidade ui, onde um dyon {ne\rim) se 

torna não massivo, teremos uma descrição em termos da variável 

Podemos tentar verificar a conjectura de Montonen-Olive em termos das matrizes de 

monodromia: 

M\v = Mm 
i 

onde Mfi.çm) são as matrizes de monodromia correspondentes a singularidades associadas à 

Ri{m) partículas não massivas, sendo que Ri{m) denota o estado EPS obtido do monopolo 

através da ação do conjunto restante da simetria R da teoria. 
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7.2 O Ansàtz de Seiberg e Witten 

O problema é encontrar t{u) de modo a satisfazer as condições sobre a métrica. De fato. t(u) 

não é uma função univalente sobre o espaço de moduli. e as ambiguidades na sua definição 

podem ser removidas pelas monodromias. 

Podemos introduzir um conjunto de regras [GH95] que podem ser usadas a fim de derivar 

a geometria exata do espaço de moduli quântico. 

Regra 1 Condição de Monodromia: 

ÜK, = 1 

Regra 2 Positividade da constante de acoplamento. 

Regra 3 Simetria R global são quebradas genericamente para algum subgrupo discreto. Reque- 

rimos que as singularidades do moduli sejam mapeadas em singularidades pela ação 

destas simetrias globais. 

Regra 4 Estabilidade da partícula BPS sem massa. Para cada ponto singular Ui associamos 

uma partícula carregada sem massa caracterizada pelo vetor de cargas {rim Este 

vetor deve satisfazer 

(nW,nW)M„. = (nf^\nW), 

e deve corresponder a um estado BPS estável. 

Na fase de Higgs, podemos utilizar a forma assintótica do prepotencial Teff{a) para 

calcular a monodromia Moo- Então, utilizando a Regra 2, aprendemos que deve haver uma 

descrição dual, nas vizinhanças do ponto -Uj onde um estado BPS se torna não massivo: e 

sabemos como calcular a monodromia M^., utilizando T^jj{aD)- 

Agora, Regra 3 nos diz que há outras matrizes de monodromia, advindas da simetria R 

residual agindo em uf. como R foi quebrada para uma simetria Z-z, teremos M-ur 

O espaço de moduli é o plano u com singularidades em u,, —Uj e oo, e uma simetria 

ZS2 agindo como u -> —u. Sobre este plano há um fibrado vetorial SL{2, 2Z), que tem como 

seção (a, ao)- Este fibrado tem monodromias 

Afoo- 
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O que é essencial que se compreenda é que o parâmetro modular t{u) é definido intrin- 

secamente em termos de funções da variável u modulo o grupo de monodromia F.ivf, gerados 

pelas matrizes Mu^, M-ui, Mcx,. 

Chegando a este ponto, para solucionar formalmente o problema resta-nos saber quantas 

são as singularidades no moduli, e assim definir o grupo de monodromias Tm- Seiberg e 

Witten argumentaram que há apenas duas singularidade no moduli. Vamos esboçar alguns 

fatos que sustentam este argumento. 

Já vimos a impossibilidade de termos apenas duas singularidade em M.q{y)., localizadas 

em cxD, 0; as monodromias formariam um grupo abeliano e a seria uma boa coordenada 

global (ver seções 5.7.1 e 7.2). 

A próxima escolha seria tentar três singularidades, sitas em oo,uq e —uq para uq 0. 

Em particular, Í7 = 0 não é mais uma singularidade do moduli; para sê-la, teríamos de ter 

ao menos quatro singularidades, em oo, uq, —uo,0, o que veremos ser impossível. 

Portanto não temos u = 0 como ponto singular do espaço de moduli qãntico, ou seja, 

não há pontos em Mq(V) onde a simetria SU(2) seja restaurada, como no caso clássico. O 

ponto a = 0 não pertence mais ao moduli quãntico, ao mesnos não a componente conexa a 

u = oo que consideramos aqui. 

Suponha que tenhamos p singularidades em ui,U2, ■ ■ ■ ,Up além da singularidade em n = 

oo. Temos a condição sobre as monodromias 

Moo=Mu,Mu-2.--Mu, (7.1) 

com M„; = M{nm e é um problema de teoria dos números verificar se, para dado 

p, existe soluções da condição 7.1 com nm,rie^ inteiros. Para vários valores de p > 2 foi 

verificado que não há solução, parecendo que o mesmo é verdade para qualquer p > 2. 

Para garantir que a energia cinética seja positiva, Im (r) deve ser positivo definido. As 

monodromias geram um subgrupo Tm de SL{2, Z) e, de fato, o plano u com suas singulari- 

dades é o quociente do plano complexo superior por Tm, 

O espaço 1H~^/T2 também parametriza a familia de curvas elípticas e r pode ser 

relacionada a estruturas diferenciais sobre superfícies de Riemann. 
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Em resumo: As qualidades de solubilidade da teoria N = 2 SU{2) SYM esta contida na 

estrutura do espaço de moduli. O problema é reduzido ao de encontrar a função definida 

sobre Adg(V) multivalente t(u). O problema da monodromia resolve as ambiguidades de 

r(u), e há ao menos duas abordagens complementares para estudar o problema: 

■*r Abordagem Geométrica r(u) pode ser relacionada a estruturas diferenciais sobre 

superfícies de Riemann. 

* Abordagem via Equações Diferenciais r(u) aparece como um mapeamento Fuch- 

siano. 

7.3 As Equações de Picard-Fuchs 

Fixar a monodromia também significa fixar o comportamento local de ramificação de t{u), 

que é multivalente. Do comportamento perturbativo sabemos que t(u) ~ ^ log(u) no infinito, 

e a monodromia em torno do infinito identifica então t ~ r + 2n. Isto é fisicamente razoável, 

pois corresponde somente a deslocar o ângulo teta por um inteiro. Cabe saber se podemos 

reconstruir t{u) com Im r > 0 a partir de seus dados locais de ramificação, sabendo que r é 

SL{2,Zf) multivalente e holomórfico longe dos pontos de ramificação [Leh66]. 

Os mapeamentos Fuchsianos r(u) são mapeamentos do plano complexo superior 

em F = /T, com F um subgrupo de SL{2,2Z). Então eles mapeiam em domínios 

fundamentais F € cujas cópias equivalentes por F preenchem todo Os domínios 

F são polígonos circulares (aqueles cujos lados podem ser retas ou círculos) e em nosso caso 

será esticado até infinito. Os polígonos não necessariamente têm genus zero, pois seus lados 

podem ser identificados de uma maneira não trivial. Os vértices do polígono correspondem a 

pontos no eixo real da variável u, e caso o genus do polígono seja zero u pode ser extendido 

de modo a cobrir todo plano complexo, que pode ser compactificado, tornando-se uma esfera 

de Riemann. Caso contrário, a compactificação do espaço dos u’s fornece uma superfície 

de Riemann de genus superior. O ponto essencial é que estes mapeamentos garantem que 

Im (t(u)) > 0. 

A teoria clássica resolve também duas questões físicas essênciais: quais as combinações ad- 
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missíveis de dyons sem massa, e qual o domínio de validade da constante de acoplamento nas 

teorias fisicamente inequivalentes. Esta última questão é respondida através da construção 

de uma região fundamental F para r,\/ atuando em r no plano complexo superior H, isto é, 

F = H/Tm. 

Especificar a região fundamental F equivale a especificar Fm) e t(u) é dado pelo mapea- 

mento Fuchsiano r : IH ^ F. Das propriedades locais do mapeamento, definidas através de 

F pode-se mostrar [Kle97] que o mapeamento deve satisfazer a chamada equação diferencial 

Schuarziana, 

{t,u} = S{t) (7.2) 

onde a derivada Schuíarziana invariante sob ação de SL{2, Z) é definida por 

t'" 3/r"y 
{r,, 

com ' = d/du. Para o caso das funções Fuchsianas, temos a vantagem adicional de S{t{u)) 

ser uma função meromórfica da forma 

S{t{u)) 
n 

E 
fl í-af 
[ 2 (u - Uj)2 

Í3i 
Ui •7 

sendo portanto muito mais fácil trabalhar com S{t(u)). Os reais Oi são os ângulos internos 

da região fundamental F de Fm, e os reais /3j são também fixos por F ou pelo comportamento 

assintótico de r em Ui e oo. O número de singularidades n aparece como sendo o número 

de vértices de vértices no polígono F (excluindo o ponto no infinito), os parâmetros Ui (lo- 

calização das singularidades) e Oj são respectivamente a localização dos vértices e ângulos 

internos do polígono. A menos de uma transformação de SL{2,Z), F é especificado por 

3n parâmetros, a saber or raios e a posição do centro dos arcos [Kle97]. Após remover 

a invariãncia SL{2,Z), ficamos com 3n — 6 parâmetros reais. Em 7.2 contamos (3n -I- 1) 

parâmetros reais {ui,ai,Pi) e 7. Mas três parâmetros podem ser removidos pos uma trans- 

formação SL{2, M) que permite colocar três pontos a, em uma posição fixa do eixo real. 

Note também que {r(u),íx} ~ l/u^ para u —>■ 00 se r é regular em u = 00, isto é, caso 

r = ■ Comparando com a série de Laurent de 7.2, fixamos outro parâmetro. De 
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modo similar, caso r não seja regular em oo, então ou t ~ x reg caso a, > 0. ou 

T ~ logu caso Oi = 0. Em ambos os casos {r,u} ~ ^(1 — a^)u~^ o que remove igualmente 4 

parâmetros. 

Então sabemos que 7.2 tem uma invariância SL{2. Z), graças às propriedades da derivada 

Schwarziana, e podemos verificar que r tem as propriedades locais corretas, tais como r ~ 

log (u) é uma boa solução local perto de Ui com aj = 0, e analogamente r ~ uP/"' é uma 

solução local próxima a Ui para ângulos finitos aj = 2t:/rii. Utilizando a propriedade {r, u} = 

— {u, t}/ podemos escrever a equação diferencial para um problema inverso mais difícil 

de determinar u(r) 

Pode-se verificar o fato essencial de que a equação não linear 7.2 é resolvida pela razão 

de soluções ^ da seguinte equação diferencial linear 

zü" -I- Sw = 0. (7.3) 

Esta equação nada mais é do que a equação de Schrõdinger com potencial periódico 

^(a;) = 0, V {x + 2-jt) = V {x) (7.4) 

desde que façamos as identificações 

S V-, u x; zj{u) —>■ ip{x). 

Façamos um breve parânteses. Há duas soluções independentes para a equação 7.4 ( ou 7.3), 

“ipiix) e e queremos compará-las nos pontos a; e a; -I- 27t. Devido a periodicidade do 

potencial a equação diferencial não muda, e tem portanto em a;-|-27r as mesmas soluções. Em 

outras palavras, V’i(^ + 27t) e tl>2{x = 2tt) devem ser combinações lineares de ipi{x) e '02(^)^ 

(a; 4- 27t) — M 

sendo M a matriz de monodromia. A mesma situação ocorre para equações diferenciais no 

plano complexo com coeficientes meromórficos, 
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coma função meromórfica V{z) tendo polos em z\,...,Zp e, em geral, também em oo. A 

periodicidade do exemplo acima é aqui substituida pela univalência de V{z) conforma z 

contorna qualque polo de V. Portanto, conforme z contorna uma vez Zj, a equação diferencial 

não muda. E pelo mesmo argumento, as soluções ^i(z) e ao serem continuadas ao 

com uma matriz de monodromia para cada polo de V. Fechamos o parêntese e voltamos a 

resolução do problema. 

Caso estejamos interessados somente em t{u), há uma ambiguidade na associação da 

equação diferencial linear 7.3, pois podemos multiplicar zui, por uma função inteira g{u). 

Esta ambiguidade deve ser utilizada para obtermos as funções aí>(u),a(tí) de r = ^ por 

meio de 

Agora se n = 3, os únicos parâmentros livres em 7.2 são os ângulos, e o problema é solu- 

cionado por funções traingulares de Schwatz, que são razões de funções hypergeométricas. 

SL(2. M). Especialmente se qi = «2 = «3 = 0 como para os nossos três elementos necessari- 

amente parabólicos, o subgrupo F é unicamente determinado, caso as condições de contorno 

sejam obedecidas. Para nossa teoria SU{2), termos o grupo de congruência P(2), definido 

por 

longo de um caminho envolvendo z — i, devem novamente ser combinações lineares de tpiiz) 

e tp2(z). 

com o comportamneto correto 6.10, conforme 

Este caso foi completamente estudado no século passado para subgrupos discretos gerais de 
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então vemos que F(2) é constitutido por matrizes da forma 

1 + 2 
A B 

C D 
A. B,C,De Z. 

O grupo F2 determina um único mapeamento Fuchsiano (modulo as posições das singular- 

idades, que podemos normalizar de modo a u,- ± 1), e verifica-se que este mapeamento tem 

ai = 0 e Pi — ±1/4. Portanto a equação 7.3 se torna 

/ \ ^ 1 r(u) = — 
t^2 

Zü" ±- 
{v? — 1)^ 

zj = 0. 

Há de fato uma simplificação neste caso, fazendo a mudança de variável ê' = ru pois então 

temos 

que é somente uma equação hipergeométrica. Finalmente t{u) é simplesmente a razão entre 

as derivadas de duas funções hipergeométricas simples. De fato a função t~^{u) é um bem 

conhecida função automórfica chamada Junção elíptica modular. Assim vemos que o ausdtz 

de Seiberg e Witten foi propor que JFgy(a) seja tal que é a inversa de uma função 

elíptica modular. 

7.3.1 Unicidade da Solução 

O ansdtz de Seiberg e Witten certamente não é o único ansdtz compatível com as condições 

básicas 
i 

Im (r(tí)) > 0 r(u) —>■ — log (u). 
27T 

Na verdade, mesmo para duas singularidades (cujas posições normalizamos de modo a termos 

Uj ± 1), a Schujarziana poderia ser 

S{t{u)) (1 - (1 - 7^) _ 1 (2 - - 7^) 
2(u - 1)2 (u + 1)2 2 (l-u2) 

onde a,7 = 0'|, com grupos de monodromia chamados respectivamente F2, G2 e Ge- A 

solução com Gq deve ser descartada pois não tem invariância sob a simetria R, mas continu- 

amos tendo uma alternativa com G2. 
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O que distingue a solução de Seiberg e Witten é o fato dela carregar a simetria dual que 

foi utilizada para construí-la [FOS96, ROS96]. O ponto é que F2 é um subrgrupo invariante 

de SL(2.Z) e 

SL{2,Z)/T2 = P3 

onde ÍP3 é o grupo das permutações de ordem 3. Matematicamente o grupo das permutações 

IP3 o ponto no infinito e as duas singularidades, e fisicamente permuta campos de gauge, 

monopolos e dyons. A dualidade original de entrada emerge então como uma simetria entre 

os campo de gauge no infinito e o monopolo em uma das singularidades. 

7.4 A Abordagem Geométrica 

Vimos que o espaço de moduli Aí é o plano u com singularidades em 1, —1, 00, e uma simetria 

^2 agindo como u —> —u. Sobre este plano com singularidades há um librado SL(2, Z), que 

tem (ao, a) como seção. O grupo das monodromia em torno das singularidades F(2) é o grupo 

das matrizes congruentes à identidade mod(2). Este grupo define a simetria quantica exata 

da teoria, que em particular implica que podemos reduzir o plano complexo superior para o 

domínio fundamental (T/F(2). Este domínio fundamental tem uma interessante interpretação 

em geometria 

A curva elíptica é definida como o lugar geométrico dos zeros do polinômi cúbico 

modulus elíptico. Singularidades desta curva aparecem em valores de u para os quais 

dW dW dW ^ 

= ir = ãir = ãT= 
(7.5) 

Denotaremos por F^/ o grupo de monodromias do mapeamento t{u) nestes pontos singu- 

lares. Por construção, t{u) e Fmt{u) devem corresponder à mesma curva elíptica, e portanto 

Fa/ 6 SL{2,Z) , o grupo modular de uma curva elíptica. O grupo quociente SL{2,Z)/Tm 

mapeiam uns nos outros os pontos que são soluções singulares da equação 7.5. De fato, 

todos deveriam corresponder à fronteira do espaço de moduli de estruturas complexas da 

curva elípticas. Podemos caracterizar o espaço quociente SL{2,Z)IVm como o conjunto de 

transformações x x' ,y y' ,z z' tais que 

W{x\ y\ z': u) = f{u)W(x, y, z; u) (7.6) 
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isto é, como mudançcis de coordenadas locais que podem ser compensadas por uma mudança 

no moduU u. 

Para reproduzir os resultados de Seiberg e Witten, devemos encontrar um polinômio 

cúbico W{x,y,z;u) com soluções para W = 0 nos pontos u = oq,±u\, e com grupo de 

monodromia Tm = P(2). Pode-se verificar que 

W(x, y, z; u) = —zy^ + x(x^ — u\z^) — uz{x^ — u\z~) = 0; 

como estamos tomando u\ = 1 (veja seção anterior), esta equação define a curva elíptica 

Su : = (x — l)(x 4- l)(x - u), 

que possui singularidades precisamente nos pontos u = oo, ±1, e que o grupo de trans- 

formações 7.6 é isomorfo à SL{2, Z), que indiretamente significa que o grupo de monodromia 

do mapeamento correspondente t(u) é P(2). 

O espaço (T/r{2), também parametriza a familia de curvas descritas pela equação 

y''^ = (x - l)(x-h l)(x - lí), (7.7) 

onde X é uma variável complexa. Primeiro, note que esta equação é invariante sob as trans- 

formações w : {u —u, X —> —X, y -> ±iy}, que geram uma simetria Z4, da qual somente 

um subgrupo Z2 age em u. Esta é a mesma estrutura de simetrias de A4. 

Para termos uma idéia do que é o espaço de moduli desta perspectiva, podemos retornar 

ao exemplo original do espaço de moduli das curvas elípticas (ou tori). Suponha que nos per- 

guntemos qual o conjunto de todas as estruturas conformes em um torus bi-dimensional?. 

Pensamos então na imagem de um torus de revolução. 

Entretanto, aplicando qualquer difeomorfismo no torus, temos outra estrutura complexa. 

Esta observação nos leva a modificar a questão anterior para qual o conjunto de classes de 

equivalências de estruturas conformes sobre a noção de equivalência por difeomorfismo?, 

ou alternativamente quais são as órbitas do grupo de difeomorfismos agindo no espaço de 

estruturas conformes?. 

A resposta é que o espaço de órbitas é idêntico ao das órbitas de SL{2,2S) agindo sobre 

o plano complexo superior [Nak90]. Um ponto t = x + iy no plano complexo superior 

correspondendo a uma estrutura complexa é o modulus da curva elíptica. 
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As características básicas encontradas aqui consistem de um espaço infinito-dimensional 

de estruturas geométricas (aqui as estruturas conformes do torus) e um grupo infinito- 

dimensional agindo sobre este espaço (aqui o grupo de difeomorfismos do torus), mas para 

os quais o espaço quociente é finito-dimensional. Este espaço quociente tem uma topologia 

global interessante (aqui gerada por 5i(2, Z) e seus subgrupos) e também estrutura métrica 

(a métrica hipebólica no plano complexo superior é invariante por SL{2. Z)). 

Vejamos que curva a equação 7.5 representa. A curva é basicamente o espaço x com 

a topologia determinada pela exigência de que y seja uma função univalente. Desde que 

a equação é quadrática em y, se nos movemos ao longo de um loop fechado envolvendo 

qualquer um dos zeros de y, então temos y —> —y. O mesmo também ocorre para um loop 

que contenha todos os zeros, ou equivalentemente, um loop em torno de x = oo (isto porque 

temos um número ímpar de zeros). Portanto, se y tem de ser necessáriamente univalente, 

então o espaço x tem de ser um duplo recobrimento do plano complexo W com a adição do 

ponto no infinito (como o plano complexo com a adição do ponto no infinito é equivalente a 

esfera de Riemman, o espaço x deve ser um duplo recobrimento da esfera). Além disto, este 

espaço deve ter quatro pontos de ramificação em x = — 1,1, u, oo, conectados por dois cortes 

de ramificação. Para fixar atenção, consideremos um corte de —1 até 1, e outro de u a oo. As 

duas folhas estão ligadas ao longo destes cortes, de modo que ao cruzarmos um dos cortes, 

movemo-nos de uma folha para outra. Neste espaço y é univalente. O espaço x assim obtido 

nada mais é do que uma superfície de Riemman de geuus um. 

Disto, pode-se mostrar que os loops no plano x que atravessam os cortes correspondem a 

ciclos dos torus. Quando dois dos pontos de ramificação coincidem, um ciclo em é enco- 

lhido até se anular, de modo que a curva torna-se singular. Portanto as singularidades 

no plano u estão em pontos onde uma ciuva na família apresenta um ciclo nulo. 

Para identificar a e ao na superfície de Riemman de genus um S„, tomam-se dois um- 

ciclos independentes 71 e 72, normalizados de modo que seu número de intersecções seja 

1 7i • 72 = l- Estes ciclos, qua variam continuamente com u, formam uma base local para 

o primeiro grupo de homologia Vu = H^{Eu,(T) de S„. Um ciclo pode emparceirar-se a 
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elementos A do primeiro grupo de cohomologia 

7 —^ A. 

A pode ser pensado como uma (1,0)—forma meromóríica em com resíduo nulo. modulo 

formas exatas. O fato do resíduo ser nulo garante que o emparceiramento é invariante sob 

deformações contínuas de 7 mesmo através de polos de A. Em virtude deste emparceiramento. 

podemos atribuir a A o status de elemento de V^. Para um-formas em podemos escolher 

uma base 
dx' 

Al = — A2 = 
X dx 

y y 
A menos de uma muliplicação por um escalar, Ai é a única diferencial holomórfica em e 

se definimos 

bi bi = é Al, 
-'7t 

para z = 1,2, 

então o torus é caracterizado por um parâmetro 

Tu = com Im {tu) > 0. 
02 

Consideremos uma seção arbitrária 

A = ai(zi)Ai + a2Íu)X2, 

de Vu e façamos por ora a identificação 

a/5 = ® A, a = ® A. 
J'yi •'72 

Se A é uma forma com resíduo nulo então, ao envolver a singularidade, a e ao transformam- 

se da maneira correta, simplesmente do mesmo modo com que 71 e 72 se transformam, 

por um subgrupo de SL(2,Z) (mais detalhes na seção 4.6 de [AGH97]). Por outro lado. 

caso A possua um polo de resíduo não nulo, é então impossível que a integração sobre o 

caminho possa mover-se passando por este polo, e, como resultado, a e üq não mais se 

transformariam por SL{2,Z). A segunda possibilidade claramente não é consistente com a 

simetria da fórmula BPS de massa 6.1, 6.2. Portanto A não pode ter um polo com resíduo 

não nulo. A identificação acima implica que 
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Para fixar a arbitrariedade em A. utiliza-se a condição Imr > 0 sobre a métrica em Aíç(V). 

Primeiro, suponhamos que 

^ = /(w)Ai = f{u)—. du y 

Então , 
da D 
du 

= f{u)bi, 

de modo que 
dao/du b\ 

da/du 62 

Desde que Im > 0, temos que Im r > 0. Como argumentaram Seiberg e Witten, o inverso 

também é verdadeiro, de modo que dX/du não depende de A2. A função f{u) é fixada pelo 

comportamento assintótico da teoria nas proximidades das singularidades no plano u, e é 

dada por f{u) = —\/2/47r. Com isto, podemos obter A como 

, \/2 dx Jx — u \/2 dx y \/2 dx, . 
A = , =   = (x — u) 

27t — 1 2n x^ — 1 2it y 

Para calcular a e ao, deve-se escolher um um-ciclo específico em Identificamos 72 com a 

curva cujo loop envolve os pontos — 1 e 1 no plano x. Podemos deformar esta curva de modo 

que ela permaneça inteiramente ao longo do corte entre —1 e 1. Portanto, a{u) é dado por 

\/2 dx \/x — u 

— 1 

Para 71, escolhemos oa curva que envolve os pontos 1 e u, e temos 

\/2 /■“ dx \Jx — u (\ r 
y/x'^ — 1 

Pode-se verificar que com esta escolha dos um-ciclos, a e ao apresentam o comportamento 

desejado nas proximidades das singularidades. 

7.5 Condensação de Monopolos e Conflnamento 

O confinamento em teorias de gauge = 1 pode ser entendido em termos da teoria macrocópica 

N = 2. O supercampo vetorial de N = 2 A como vimos, pode ser decomposto, no for- 

malismo = 1, no supercampo quiral $ e no supercampo vetorial Wa- A fim de quebrar 
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a simetria N = 2 para iV = 1, podemos adicionar um superpotencial VV = mTr à ação , 

que funciona como um termo de massa para o multipleto 

Na teoria iV = 2, o espectro não massivo no limite semi-clssico consiste somente no 

multipleto vetorial abeliano A. Na teoria efetiva a baixas energias, podemos representar 

Tr através de um supercampo quiral U. Sua componente escalar é u = (Tr 0^), que é 

uma função holomóríica no espaço de molduli. Para m pequeno, podemos simplesmente 

adicionar Wg/ = mU a lagrangiana efetiva, o que remove a degenerescência do vácuo e 

fornece uma massa ao multipleto escalar. Para que a teoria de gauge abeliana seja também 

massiva, precisamos (i) ou de campos de gauge não massivos extras, originando uma teoria 

não abeliana com acoplamento forte, (ü) ou campos carregados sem massa, que acionam um 

mecanismo de Higgs. Em ambos os casos, em algum lugar em Mq{V) devem aparecer estados 

não massivo extra. 

Não podemos ter campos de gauge sem massa extras (não há pontos no moduli com 

simetria de gauge restaurada). Portanto consideramos o segundo caso, onde os campos extra 

não massivos podem ser dyons ou monopolos. 

Próximo do ponto onde temos monopolos sem massa, temos a descrição dual da teoria, 

e utilizamos o supercampo quiral N = l M para descrever o hipermultipleto do monopolo. 

Nesta descrição dual, o superpotencial total iV = 1 torna-se 

W(M) = mTr cf>^ + aoMM 

com a£)MM descrevendo o acoplamento do monopolo ao foton dual. No moduli quãntico 

podemos reescrever W(M) usando o fato de que ao = ao(u) como 

W(M) = mu{ao) + aoMM. 

O vácuo correponde a soluções de dW — 0, satisfazendo \M\ = |M|. Para m = 0, M = M = 0 

e portanto od ã arbitrário, e recuperamos o espaço de moduli de = 2. Se m ^ 0, 

díi 
AIM -f- —— = 0, aoAÍ = aoAI - 0. 

aao 

Assumindo que ^ 0, temos que M, M ^ 0, de modo que ao = 0eM = M = 

(—Desde que M é carregado, seu v.e.v. gera uma massa para o campo de 



gauge através do mecanismo de Higgs, e reproduz-se então o intervalo de massa da teoria 

microscópica. Para entender o confinamento de cargas, note que como o hipermultipleto MM 

decreve monopolos, temos um mecanismo de Higgs dual. Portanto M 0 significa que um 

monopolo não massivo condensa no vácuo. Isto fornece um confinamento da carga elétrica 

pelo efeito Meissner dual. 
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