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RESUMO

As ondas gravitacionais sao um dos resultados mais importantes previstos pela Relatividade Geral.
Como o préprio nome sugere, elas sdo ondulacdes - ou perturbagdes - na geometria do espago-tempo.
Contudo, essas pertubacdes sdo pequenas, sendo intensas apenas em regidoes com grande densidade
de matéria e energia, como regides proximas de buracos negros, por exemplo. Essas ondas ficaram
por um longo periodo nas discussdes tedricas no processo de maturacdo da teoria. A partir da década
de 70, com uma teoria sélida para as ondas gravitacionais e apds a deteccdo indireta da bindria
de Hulse-Taylor, comegou-se a investir na constru¢do de um experimento para a detec¢do dessas
pequenas oscilacdes. Até que em 2016, foi anunciada a descoberta feita pelos detectores LIGO, que
ndo s6 confirmou a existéncia das ondas gravitacionais como também apresentou a primeira medi¢ao
direta da existéncia de buracos negros. Nesse trabalho, serdo abordadas as ondas gravitacionais no
limite pés newtoniano da Relatividade Geral. A teoria pés newtoniana lida com a expansdo das
equacdes de movimento da Relatividade Geral usando a velocidade como parametro de expansao, e
introduz correcdes relativisticas aos resultados newtonianos. Além do formalismo pds Newtoniano,
seré estudada a construgdo das equagdes de movimento partindo da Equacdo de campo de Einstein
e, por fim, serdo construidas as formas de onda para bindrias compactas a partir de seus tensores de

polarizacao.

PALAVRAS-CHAVE: Relatividade geral. Teoria linearizada. Ondas gravitacionais. Regime pds

newtoniano.



ABSTRACT

Gravitational waves are one of the most important results predicted by General Relativity. As their
name suggests, they are ripples - or perturbations - in the geometry of spacetime. However, these
disturbances are small, being intense only in regions with high density of matter and energy, such as
regions close to black holes, for example. These waves stayed for a long time in theoretical discussions
in the process of theory maturation. From the 1970s onwards, with a solid theory for gravitational waves
and after the indirect detection of the Hulse-Taylor binary, investment began to be made in building an
experiment to detect these small oscillations. Until in 2016, the discovery made by LIGO detectors
was announced, which not only confirmed the existence of gravitational waves but also presented
the first direct measurement of the existence of black holes. In this work, gravitational waves in the
post-Newtonian limit of General Relativity will be addressed. Post Newtonian theory deals with the
expansion of General Relativity’s equations of motion using velocity as the expansion parameter, and
introduces relativistic corrections to Newtonian results. In addition to the post-Newtonian formalism,
will be studied the construction of the equations of motion starting from the Einstein field equation

and, finally, the waveforms for compact binaries will be built from their polarization tensors.

KEYWORDS: General relativity. Linearized theory. Gravitational waves. Post-newtonian regime.
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1 INTRODUCAO

1.1 RELATIVIDADE GERAL DE EINSTEIN

A Relatividade Geral, também conhecida como Teoria da Gravidade de Einstein, foi publicada por
Albert Einstein em 1915. Essa teoria generaliza a relatividade especial proposta por ele anteriormente
e adiciona correcdes a Lei da Gravitacdo Universal de Newton, fornecendo uma descricao unificada da
gravidade como uma propriedade geométrica do espago-tempo quadridimensional. Ou seja, a curvatura
do espago-tempo estd diretamente relacionada a energia e a0 momento de qualquer matéria e radiagao
presente no espaco-tempo (SCHUTZ, 2009). Essa relagdo entre matéria e curvatura € especificada
pelas equacdes de campo de Einstein, um sistema de 10 equagdes diferenciais parciais de segunda
ordem, que serd apresentada no topico seguinte.

A relatividade geral é uma teoria métrica da gravitacio. Nela, as equacdes de Einstein descrevem a
relacdo entre a geometria de uma variedade pseudo-Riemanniana de quatro dimensdes, que representa
0 espaco-tempo, € a energia € momento contidos nele. Fendmenos que na mecanica cldssica sdo
atribuidos a a¢do da forca da gravidade correspondem ao movimento inercial dentro de uma geometria
curva do espago-tempo na relatividade geral, ou seja, ndo ha forca gravitacional que deflete os objetos
de suas trajetdrias naturais e retas. Em vez disso, a gravidade corresponde a mudangas nas propriedades
do espaco e do tempo, que por sua vez altera os caminhos que os objetos seguirdo naturalmente. A
curvatura é, por sua vez, causada pela presenca de energia e pelo momento da matéria. O espaco-tempo
diz a matéria como se mover, ¢ a matéria diz ao espaco-tempo como se curvar (WHEELER, 1990).

Uma vez que a Relatividade Geral é construida usando tensores, ela exibe uma covariincia geral,
ou seja, suas leis assumem a mesma forma em todos os referenciais. Além disso, a teoria ndo contém
nenhuma estrutura de fundo geométrica invaridvel. Dessa forma, ela satisfaz um principio geral mais
rigoroso da relatividade, que as leis da fisica sdo as mesmas para todos os observadores. Localmente,
conforme expresso no principio da equivaléncia', o espago-tempo é Minkowskiano e as leis da fisica

exibem invariancia local de Lorentz.

1.2 TEORIA DE EINSTEIN PARA AS ONDAS GRAVITACIONAIS

Antes de entender a fisica das ondas gravitacionais e os passos seguidos por Einstein, € preciso
entender o que de fato sdo essas ondas. As ondas gravitacionais sdo ondulacdes - ou perturbacgdes - na
geometria do préprio espago-tempo geradas por qualquer tipo de matéria acelerada, e elas se propagam
pelo universo a velocidade da luz(RAMOS M. P.; MALUF, 2018). Uma 6tima analogia para entender
as ondas gravitacionais é comparando-as com as ondas eletromagnéticas; um amontoado de cargas
elétricas aceleradas geram ondas eletromagnéticas e essas, por sua vez, se propagam ao longo do
espaco. No caso de um amontoado de massa acelerado, o mesmo vai gerar ondas gravitacionais e essas

ndo se propagam pelo espaco-tempo, mas o proprio tecido do espaco-tempo que oscila decorrente

' O Principio da Equivaléncia de Einstein afirma que a aceleragio de um dado referencial mimetiza-se neste referencial

como a acao de um campo gravitacional uniforme de igual valor e sentido contrério (ou vice-versa)(RINDLER, 2006)
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dessa interacdo. Na teoria geral da Relatividade, publicada em 1916 por Albert Einstein, a no¢ao
newtoniana de espago como um ente absoluto e imutdvel é deixada de lado. Einstein propds um espago
que passa de um imenso vazio que nao interage com a matéria, para uma “malha espaco-tempo” que
envolve a matéria e norteia seu curso. Dessa forma, a prépria ideia de forgas gravitacionais, nada mais
¢ do que uma manifestagdo do espaco-tempo ser curvo.

De acordo com a Relatividade Geral, as ondas gravitacionais sdo relacionadas com os sistemas
fisicos por meio de uma métrica - ou tensor métrico - que € obtida através de um conjunto de dez

equacdo diferenciais parciais. Esse conjunto de equacio € chamado de Equagdo de Einstein

8rG
le == ?T‘uy, (121)
onde G = 6,672 x 107" N - m?/kg? representa a constante gravitacional, ¢ = 2,997 x 18%m/s
€ a velocidade da luz no vécuo e 1, € o tensor energia-momento, responsavel por levar consigo
as informagdes de energia, momento e massa do sistema fisico. Ja G, é o Tensor de Einstein,

representado na forma

1
G,uzz - R;LV - §QWR7 (122)

onde g, € o supracitado tensor métrico, I?,,, € o Tensor de Ricci

Ry, =R, =08,%, -0, +T0T), —T0,T) (1.2.3)

pm

R é o escalar de curvatura

R=R', = g" (0,0, — 8,1, + 0T}, —T/,T7.) . (1.2.4)

E, por fim, o objeto que define ambas as expressdes anteriores é chamado de Simbolos de Christoffel -

ou conexdes afim - representados na forma

1
FZV = §gp)\ (aug,u)\ + a,ugu)\ - a)\g/u/) . (1.2.5)

No presente texto ndo sera discutida a inclusdo da Constante cosmoldgica A, mas vale a pena
a consulta em (WEINBERG, 1972). Como supracitado, a equagdo de Einstein compreende um
conjunto de dez equagdes diferenciais parciais ndo lineares em g,,,, 0 que torna esse conjunto um
tanto quanto complexo para se resolver. Uma possibilidade de contornar essa situacao, é por meio da
utiliza¢do de uma transformagio apropriada de coordenadas, um calibre. E importante ressaltar que o
fato de se trabalhar em um espago-tempo quadridimensional aliado com os tensores G, R, € gy
serem simétricos, implica que os mesmos possuem um conjunto de dez componentes independentes.
Dessa forma, as equagdes que constituem a equagdo de Einstein sdo, na verdade, algebricamente

independentes.
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1.2.1 Teoria perturbativa

Para obter uma solug@o geral para a equagao de Einstein, € necessério determinar a métrica g,,, de
maneira univoca. Ha algumas maneiras de comecar a resolver a equacdo de Einstein, uma delas seria
supor que a equagdo acrescida das condicdes de contorno, seria suficiente para determinar a métrica

univocamente, mas infelizmente isso nao ocorre. A identidade de Bianchi
V,.G* =0, (1.2.6)

forma um conjunto de quatro identidades deferenciais relacionadas as dez componentes do tensor
de Einstein, ver Apéndice A, e essas ndo podem ser negligenciadas. Levando a identidade acima
em consideracao, as dez equacdes de Einstein sdo simplificadas para apenas seis que, de fato, sdo
independentes. Apesar dessa simplificacdo parecer um problema, ja que perdemos quatro graus de
liberdade, € possivel fazer uma transformacao de coordenada - (z — ') por exemplo - de forma
a obtermos uma nova métrica g:“j, de maneira que se g, € solugdo da Equacio de Einstein (1.2.1),
9, também o serd. Para essa transformagdo de coordenadas, g, possui quatro graus de liberdade
extras que dependerdo exclusivamente do " adotado que, somados com as seis equacdes diferencias ja
enunciadas, tem-se o necessdrio para a determinagio univoca da métrica. E importante ressaltar que,
como os quatro graus de liberdade vem da escolha de z/, eles ndo representam graus verdadeiramente

fisicos do sistema.
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2 EQUACAO DE EINSTEIN NO REGIME LINEAR

Na Relatividade Geral, a teoria linearizada de gravitagdo se baseia no pressuposto de que, em
uma regido distante de qualquer fonte gravitacional, o espaco-tempo pode ser adotado como um
espaco-tempo “quase” plano, ou seja, a métrica pode ser expressa como a métrica de Minkowski
adicionada uma pequena pertubacdo, uma vez que o campo nessas regides € fraco. Tal regido, adotada
frequentemente para o estudo de solu¢des ondulatérias para equagdo de campo, é chamado de zona de
campo distante.

No presente trabalho, serd adotada a perturbagdo linear de primeira ordem na métrica de Minkowski,
0 que permitira manipular os indices da métrica livremente. A perturbacio supracitada serd descrita da

forma que se segue
G = N + Py, (2.0.1)

onde h,,, ¢ a perturbagdo da métrica (|h,,,| << 1), com sua inversa na forma
g =" = (2.0.2)

E importante ressaltar que a linearizacio da Equacio de Einstein pode ser interpretada como uma
descricao da propagacdo de uma perturbacdo gravitacional, ao longo do espago-tempo de Minkowski.

Para a métrica perturbada, as seguintes componentes podem ser expressas da forma (ver Apéndice B)

1

Ll = 517 (Oohyx + uhur = Oahy), (2.0.3)
1

Ruo = 5 (Ou0h + 0,051, = 0,0, = 0,0 ), (204)

R =g¢"™R,, = 0,0, — Oh, (2.0.5)

onde i = h*, representa o trago da perturbacdo. Dessa forma, a equagdo de Einstein no regime linear

sera expressa por

0e 0,17, + 050,h%, — 0,0,h — 0507 huyy — 10O\ — 1 Oh = 16TGT,,. (2.0.6)

z

Onde [J é o operador D’ Alembertiano para o espago plano, representado por V2 — ¢ 292, € T* é o
tensor energia-momento do sistema. E valido pontuar que, por consisténcia ao se considerar a zona de
campo distante, a quantidade de energia e momento sdo pequenas e, portanto, a lei de conservagdo

ordindria 0,/ T"" = 0 deve ser satisfeita.

2.1 A INVARIANCIA DE GAUGE

Como ja mencionado na Subse¢do 1.2.1, a tentativa de se encontrar uma métrica univoca g,,,,
por meio do método perturbativo, ndo sera suficiente para especificar completamente o sistema de

coordenadas do espaco-tempo. Uma vez que para qualquer novo sistema de coordenadas adotado, sera
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possivel expressar a nova métrica como a métrica de Minkowski somada a uma outra perturbagao
qualquer. Dessa forma, qualquer solug¢do que for obtida por meio dessa nova equacdo seré capaz de
gerar outras, por meio de transformagdes de coordenadas.

Para contornar o problema da invariancia de gauge € preciso especificar de maneira univoca a
perturbagdo h,,,, da métrica, de forma que ela se torne invariante perante tais transformagdes. Segundo

a literatura, no limite de campo fraco, a transformac¢ao de coordenadas mais global é dada por
ot — 2t =t 4 M (x), (2.1.1)

onde 0&"/0x” deve ser da ordem de grandeza de h,,, no maximo. Para a nova transformagdo de

coordenadas, a perturbacdo da métrica pode ser expressa por

h,/uu = hul/ - au§V - al/f/u §H = nuyé.y, (212)

seguindo a lei de transformacao tensorial dada por

ox'™ 0z’

I
oxP 0x°

g (2.1.3)

A equacdo (2.1.2) é chamada de transformagcdo de gauge para a teoria linearizada, e a invariancia
das equagdes de movimento perante transformagdes de coordenadas é chamada de invaridncia de
gauge. Essa expressdo para a perturbacdo h,,,, uma vez invariante, faz com que o tensor de curvatura
também o seja e, consequentemente, a equagdo de campo (2.0.6) também serd invariante perante a
mesma transformacao. Ademais, fixando as quatro funcdes representadas por £, ter-se-a especificado

univocamente a perturbacao.

2.2 DESCRICAO DA RADIACAO GRAVITACIONAL

2.2.1 Irradiacdo de Ondas Gravitacionais

Apesar de encontrada a forma da Equacao de Einstein que seja uma invariante de gauge, Equacao
(2.0.6), ainda h4 certa dificuldade em resolvé-la, ou seja, ainda héa graus de liberdade ndo fisicos.
Entretanto, a liberdade de gauge permite simplificd-la ainda mais. Isso serd possivel utilizando o

sistema de coordenadas harmo6nico, ou comumente conhecido como gauge de Lorentz, definido por
g, =0, (2.2.1)
e em sua forma linearizada
oth,, = 18 h
py T 5 vit. (222)

A utilizac@o desse gauge sempre € possivel pois, mesmo com diferentes formas da perturbacéo h,,,,

apenas € necessdrio definir uma nova transformacdo de coordenadas - Equacgdo (2.1.2) - que satisfaca a
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condi¢do de gauge. Assim, s6 € necessdrio utilizar a transformacdo que seja solug¢do da expressao
1
0&, = 0" hy — §&,h. (2.2.3)
Dessa forma, pelo gauge harmdnico, a equagdo de Einstein pode ser escrita na forma
1
O Ay — 577/wh = —167GT,,. (2.2.4)

Uma dltima simplificagdo ainda pode ser feita para tornar o resultado mais reduzido, por meio da

perturbagdo do trago reverso, representada por

. 1
h,uz/ = h,uz/ - 57]#1/}?/7 (2.2.5)
onde h = —h e, para essa transformagio no gauge, sua condi¢iio de gauge se modifica em 8“BW = 0.

Portanto, a equagdo de Einstein pode ser expressa na forma
DEW = —167GT,,. (2.2.6)

Com o resultado acima € possivel perceber que, de fato, a equagdo de Einstein obedece uma equagao

de onda para cada uma de suas componentes da pertubacao.

2.2.2 Componentes da perturbacao

A Equacdo (2.2.6) mostra que a equagao de movimento para perturbacoes lineares no espago-tempo
plano, no gauge harmonico escolhido, € uma equagdo de onda, com o tensor energia-momento atuando
como um termo de fonte. No véicuo, as solucdes da métrica perturbada serdo ondas e, onde houver
matéria presente, poderd gerar as ondas gravitacionais.

No vécuo, a equacgdo de Einstein linearizada - no gauge de Lorentz - € expresso por

Ohes = 0, (2.2.7)
com a condi¢ao de gauge dada por

O

— =0. (2.2.8)

oz,

Uma solugdo importante para estudar as perturbacdes da métrica € a solucio de onda-plana(direcao
z = 2%). A Equacdo (2.2.7) implica que as componentes da perturbacio deverdo ser todas fungdes do

tempo retardado, ou seja
t,=1— —, (2.2.9)

aqui, a constante da velocidade da luz c serd retomada para salientar a dindmica ndo trivial da gravitacao
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einsteiniana. A condi¢do do gauge de Lorentz exige algumas condi¢des
dohoa =0,  Ozhzs = 0. (2.2.10)

Por serem constantes, as componentes A, € h3, podem ser fixadas como zero. Ja as componentes nao

nulas da perturbacao de traco reverso serdo

hi1 = hi(t,), (2.2.11)
has = hao(t,), (2.2.12)
hiy = ha1 = hia(t,), (2.2.13)

lembrando que

- 1
h;w - h,uu - §n,uuh7

em termos da perturbacdo da métrica de fato, as componentes nio nulas serdo

1 _ _
hoo = —*hss = 502 (ha1 + haa) (2.2.14)
1 - _
hiy = —ha = 3 (P11 — ha2) (2.2.15)
his = ha1 = hyo. (2.2.16)

As relagdes acima mostram que a perturbacao se propaga ao longo do eixo z, linearmente, na velocidade
da luz. E essa solugdo é chamada de Onda Gravitacional.

As trés relagdes acima, entre as componentes da perturbacdo, guardam um certo problema. As
componentes acima podem ou ndo representam graus fisicos de liberdade, caso ndo, representardo
apenas artificios do gauge escolhido, nesse caso, o gauge de Lorentz. Para encontrar quais sdo de fato
graus fisicos, € necessdrio recorrer ao tensor de Riemann, uma vez que ele € um invariante de gauge de
ordem linear, ou seja, ndo varia com diferentes escolhas de gauge. Nao poderiamos usar o tensor de
Ricci, por exemplo, pois 0 mesmo ndo € um invariante perante transformacgdes de calibre. Assim, as
componentes independentes que restarem no tensor de Riemann devem representardo os verdadeiros
graus de liberdade da solucdo da onda gravitacional. Ou seja, € nessas componentes que estard a fisica
dessas ondas(como seré visto mais a frente) e, adicionalmente, pode-se calcular os componentes do
tensor de Riemann linearizado em qualquer gauge escolhido. O tensor de Riemann, linearizado, é

expresso na forma

(2.2.17)

1 al 0h 0?heg 0?hy
Ra,@’yo‘ — (_ B + By 2 ) ’

2\ 01027 ' 9xdz° - Rl A )
com seus termos em ordem linear da perturbacao.
Desde que a perturbagdo da onda plana é fungdo apenas de ¢ e z, as derivadas /0t e 0/0z somas

elas serdo ndo-nulas e, como as componentes da perturbagio sdo fungdes de ¢ — z/c, tem-se a relagdo
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0/0z = —c~10/0t. Dessa forma, a tnica derivada que precisa ser calculada serd 9/9t. Como existem
duas derivadas da métrica, entdo pelo menos dois indices do tensor de Riemann serdo 0, pelas anti-
simetrias do tensor de Riemann, juntamente com as Equagdes (2.2.14, 2.2.15 e 2.2.16) relacionando as
componentes nao-nulas da métrica no gauge de Lorentz, verifica-se que os outros dois componentes
devem ser 1 ou 2 (ja que valores de indice 3 sdo intercambidveis com 0). Essa relagdo pode ser entendia

substituindo os valores & = 0, # = 3,y = 0 e 0 = 3 na Equag@o (2.2.17), de forma que

1 (_ 0%hss N 0%hsg N &?hos  0%hoo > (2.2.18)

Rozos = 2\ 920929 T 929943 T 913920 93923

uma vez que as unicas componentes nao-nulas da perturba¢do da métrica estdo expressas nas Equacoes

(2.2.14,2.2.15 e 2.2.16), a expressdo acima se simplifica para

1 (8%33 82h00)

5 W + W (2.2.19)

R0303 = -

utilizando a intercambialidade entre as componentes ¢ € z no segundo termo, representada pela Equagao

(2.2.14), e em seguida a relagdo entre as suas derivadas, dada por 0/9z = —c~19/0t, tem-se
1 82]133 82 1 82h33 62h33
R = 2| =24 = (_haac? — _ (21 2
0303 = 75 ( o+ gz (Thec) o\ " 92 )
1 82h33 82h33
— =22 2 20 . 2.2.20
(e @220
Sendo assim, apenas os termos h;; = —hgy € hyo aparecerdo no tensor de Riemann, ao colocar os

indices do tensor como Ry101, Ro202 ou Ro102, respectivamente. Dessa forma, sem perder generalidade,

as unicas duas componentes independentes do tensor de Riemann serdo

1 0? 10?2 - _
Roo = 5550 = —155 (h11 — ha2) (2.2.21)
1 02 102 -
R = ——hipg = ———==hos. 2.2.22
0202 = 5552 59222 ( )
Lembrando que, pela simetria, Ryz02 = —Ro101 € Ro201 = Ro102- Desde que alguma componente

do tensor seja ndo-nula, a onda gravitacional em questdo deve ser fisica, e ndo apenas um artefato
do gauge escolhido. O tensor de Riemann contém duas fungdes independentes de ¢ — z/c, que serdo
chamadas de graus - fisicos - de liberdade independentes (h = hi; = —hgs € hyx = his = hgy), de

forma que podem ser expressos por

1
2
hy. (2.2.24)

Roion = —Roson = —=hy, (2.2.23)

1

Ro102 = Ro201 = D)
Os componentes do tensor de Riemann dependem apenas das duas fun¢des independentes de

t —z/c, hy = (hiy — hg2)/2 € hy = (hia — ho1)/2, em vez das trés que eram sugeridas pelas

equagdes de campo, nas quais aparentava que 11, hoo € hys - ou hgg, hy1 € his - seriam todas fungdes
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independentes.

2.2.3 O Quadrupolo da Radiacao Gravitacional

Para estudar a natureza e as propriedades das ondas gravitacionais, primeiro € preciso resolver a
equacgdo de campo de Einstein, Equacdo (2.2.6). Tal solucao € obtida a partir do método da fungdo de

Green, cuja solugdo € expressa por
h t a: = 4G/ || o NV( — H x—x H’a;’)d3$/7 (2.2.25)

onde a quantidade t, = t— ||  — &’ || é chamado de tempo retardado e implica que a perturbagido
gravitacional se propaga no espaco com uma velocidade unitdria, ou seja, a velocidade da luz no vacuo.
Para o célculo explicito da obten¢do da soluc@o acima e os passos seguintes, ver Apéndice C.

E importante ressaltar a maneira de se interpretar a solu¢io expressa na Equacio (2.2.25). A
solu¢do mostra que a perturbag@o gravitacional em (¢, ) serd a soma das a¢des da energia e momento
da fonte gravitacional, no ponto (¢, £ — «’) no cone de luz passado. Esse ponto ressalta a diferenca
entre a gravitacao einsteiniana e a gravitacdo newtoniana, uma vez que na primeira a perturbacao
gravitacional gerada pela fonte levard um certo tempo para cruzar de um ponto ao outro do espaco.
Ja a segunda possui uma dindmica trivial, ou seja, o tempo € absoluto. Para extrair o maximo de
informacdes possiveis sobre a radia¢do gravitacional emitida por uma fonte com componentes do tensor

energia-momento 7

uv» S€réd conveniente fazer uma pequena transformagao e eliminar sua dependéncia

temporal, com o auxilio da transformada de Fourier. Para isso, serdo representadas como 7, (w, ')
e hu(w, ), respectivamente, as transformadas de 7}, (w, x) e h,,(w, ). Assim, a defini¢do da

transformada de Fourier no tempo para a perturbacdo sera

~ 1 N
By (w, @) = Nz / dt €y, (t, @), (2.2.26)

onde w € a frequéncia angular da onda. Substituindo a expressdo da Equagdo (2.2.25) no integrando e

implementando a mudanca de varidveis para o tempo retardado, tem-se

— e —a |2

h J(w, ) = /dt /d3’ o :
\/ |z —a |

szCC x|

dt, ™" / 1 ————T, (t,, ). 2.2.27
- ERr Rt (2227

E, assim como para h,, (w, ), a transformada de 7}, (w, ') pode ser expressa por

- 1 )
Tp(w,a') = Nir / dt ¢“'T,,(t, @), (2.2.28)
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tem-se para a perturbagdo h,,, (w, x) a expressdo

zw||33 x|

h (w, x —4G/d T, (w, ). (2.2.29)

-

No presente tépico serd abordado o caso de uma fonte isolada, distante do ponto de observagdo e
apenas composta por matéria ndo relativistica, ou seja, composta por matéria com velocidade muito
menor que a velocidade da luz. Tal abordagem € vélida para o estudo de radiag@o gravitacional emitida
por sistemas bindrios, por exemplo.

Em tal situacdo, € cabivel fazer algumas simplificacOes na expressao da perturbacdo l:zm,(w, x).
A primeira pode ser feita movendo a origem do sistema de coordenadas para bem perto da fonte, o
que permite aproximar a grandeza || @ — x’ || parar =|| « ||, na Equagdo (2.2.29). Como tal sistema
estd sob a suposi¢cdo de apenas conter matéria com velocidades ndo relativisticas, € possivel adotar a
grandeza r como constante, uma vez que demorard um grande periodo de tempo até que a distancia
entre o ponto de observagdo e a fonte se torne significante. Assim, a perturbag¢do no espaco de Fourier
pode ser expressa por

~ wwr

By (w, ) = 4GS

r

/ B2, (w, x). (2.2.30)

Apesar da expressdo acima ainda guardar uma certa dificuldade quanto a sua resolu¢do em termos do
tensor energia-momento, de fato € necessério apenas calcular as componentes espaciais da perturbacao,
devido a dois motivos, um de carater fisico e outro matematico (RAMOS M. P.; MALUF, 2018). O
motivo de cardter fisico mora no fato de que, dada a lei de conservagdo 0,7 = 0, as integrais sobre

T serdo conservadas e interdependentes da varidvel temporal, ou seja

% dz*T" = /dx?’@OTO” = — / dz*O,T" = — ]{ds,-T“’ = 0.

Isso significa que a transformada de Fourier 7% em relacdo 2 varidvel temporal apenas conterd
termos de w = 0, evidenciando que a parte temporal da métrica, responsavel por caracterizar a radiagdo
gravitacional, estard contida nas componentes espaciais da perturbacdio (PADMANABHAN, 2010). Ja&
a razao matemadtica reside no fato de que o gauge harmonico adotado, 8,]#“’ = 0, estabelecendo uma

relacdo entre as componentes da perturbacdo gravitacional no espaco de Fourier, como se segue
8j}:zj”(w, x) = iwfzzo”(w, x), (2.2.31)

ou seja, a componente 1%/ pode ser determinada pela componente h*/, assim como € possivel determinar
h% a partir da relacdo acima. De fato, apenas as componentes espaciais da perturbagio precisio ser
calculadas, uma vez que o resto € obtido pelas relagdes supracitadas. Desse modo, para o cdlculo da

perturbacgdo, primeiro serd feita a integracao por partes das componentes espacias do tensor energia-
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momento
/d?’a:/ T9(w,x) = /d3x/ Ok (x'iTkj> — /d3x' " (3kaj> : (2.2.32)

como a fonte gravitacional se encontra isolada, o primeiro termo da integracdo desaparecerd . J4 em

relacdo ao segundo termo, pode ser feito uma conexdo com o termo 7Y% na forma
0T = T, (2.2.33)
imposta pela lei de conservagdo 9, 7", quando representada no espago de Fourier. Desse modo
/ BT (w, ) = —iw / B’ 2TV, (2.2.34)

levando em conta a simetria nos indices do tensor energia-momento, € possivel abrir a expressdo acima
em
3 Iig w 3.1 (. 105 1§04
d’z'T (w,a:):—? dx’ (2" T + 27 T™).
Por fim, aplicando novamente a integrac@o por partes e ressaltando a relacdo expressa pela Equacao
(2.2.33), obtém-se

/ BT (w, ) = —% / &y’ @iz T. (2.2.35)

O termo expresso pela integral acima nao deve ser estranho para aqueles que possuem uma certa
familiaridade com o tema, na literatura ele é chamado de tensor momento do quadrupolo da distribui¢ao

de matéria, a forma
]z](t) — /d3$/ :L_/iI/jTOO(t’ .’L‘/). (2.2.36)

Sua férmula descreve a taxa com a qual as ondas gravitacionais sdo emitidas de um sistema massivo
com base na mudanga de seu momento do quadrupolo, que por sua vez expressa como a emissao da
onda gravitacional do sistema faz com que a 6rbita dele mude ao passar do tempo. Por fim, retornando
a dependéncia temporal a perturbacao e adicionando o tensor momento do quadrupolo, a perturbacdo
gravitacional serd expressa por

- 2G d?
hij(t, x) = TG@LJ(E«); t,=t—r, (2.2.37)

chamada de férmula de quadrupolo. Essa expressdo revela um resultado interessante, a radiag@o gravi-
tacional ndo pode ser gerada por um momento de dipolo. Para campos gravitacionais, diferentemente
da expansdo multipolar do eletromagnetismo, apenas o quadrupolo € os momentos superiores podem
irradiar gravitacionalmente. O monopolo de massa representa a massa-energia total em um sistema,

que € conservada - portanto, ndo emite radiacdo. Da mesma forma, o dipolo de massa corresponde
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ao centro de massa de um sistema e sua primeira derivada representa 0 momento, que também € uma
quantidade conservada, de modo que o dipolo de massa também nao emite radiacdo. O quadrupolo de
massa, entretanto, pode mudar com o tempo e € a contribuicao de ordem mais baixa para a radia¢ao
gravitacional.

Dessa forma, na decomposicao multipolar, o termo de menor ordem € o momento do quadrupolo,
para a radiacdo gravitacional (CARROLL, 2004; PADMANABHAN, 2010).

2.3 PROPRIEDADES FISICAS DAS ONDAS GRAVITACIONAIS

2.3.1 Ondas Gravitacionais emitidas por um sistema binario

Ap6s a obtencao do tensor momento do quadrupolo e, mais importante, a férmula do quadrupolo
da perturbacao gravitacional, € util utiliz4-los para estudar um sistema simples, mas de grande proveito.
Nesse topico serd calculada a energia irradiada, via ondas gravitacionais, por um sistema bindrio em
Orbita circular. O sistema estd explicitado na Figura 1 , onde m; e mo orbitam um centro de massa em

comum. Nessa situagdo, assim como no topico anterior, serd considerado um sistema em baixas ordens,

Figura 1 — Dois corpos de massas m; € mo efetuando Orbitas circulares em torno de um centro de
massa em comum.

] "

< Y

Fonte: (RAMOS M. P.; MALUF, 2018)

onde a mecanica newtoniana ainda seja vélida. O sistema de coordenadas foi adotado de modo que
coincida com o centro de massa e, nessa configuracdo, as distancias das massas my € ms em relacdo

ao centro de massa, respectivamente, sao

Mol

"= % (2.3.1)
mql

Ty = ]\140, (2.3.2)

onde ly = r1 + 7y € a separagdo orbital, 1 = mymso/M é a massa reduzida e M = m; + my é a massa

total do sistema. Ao se igualar a forca gravitacional newtoniana com a resultante centripeta, para



25

ambas as massas, € possivel encontrar a expressao para a frequéncia orbital €2, como se segue

mims 2 maly
G = my
l% mq M 9
mqmmeo 2 m1l0
G = My )
2 - T
levando, para ambas as massas
o Jou
ly

De modo que as equagdes de movimento serdo expressas por

mal maly .
= ]\2/!0 cos (Qt), Y= ]\240 sin (1),

mily

[
50 o (Qt), Y2 =7

sin (Qt).

To — —

(2.3.3)

(2.34)

(2.3.5)

(2.3.6)

(2.3.7)

Com ela, serd possivel calcular o tensor momento do quadrupolo, dado pela Equagdo (2.2.36). E, para

isso, tem-se a expressao

2
T = mad(a — 2,)5(y — yn)d(2),
n=1
expressdo que resultard em

L, = m, / 226(x — 22)3(y — 2)3(2)der dy d

+ My /$25($ — 29)0(y — y2)0(2)dzx dy dz,

2 2
= myx] + Moy,

= ul3 cos® (),
i

= 5[% cos (2Qt) + glg.

Aplicando a mesma rotina para as componentes y € 2, tem-se

L, = —glg cos (202t) — glg,

L, = gl% sin (2Qt),

(2.3.8)

(2.3.9)

(2.3.10)

(2.3.11)

(2.3.12)

as demais componentes sao nulas. Como no tépico anterior, serd necessario apenas o cdlculo da

componente temporal, de modo que

L, =-L, = glg cos (2€2),

I, = gzg sin (20t),

(2.3.13)

(2.3.14)
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H4 duas maneiras préticas de representar o tensor momento do quadrupolo acima, a forma matricial

cos (2Qt) sin(2Qt) 0
L; = glg sin (2Qt) —cos(2Qt) 0 |,
0 0 0

ou a forma reduzida

I; = gngij, (2.3.15)

onde A;; representa os elementos da matriz acima. Adicionando esse resultado a expressdo para a
energia irradiada por uma onda gravitacional encontra-se a magnitude da radiag@o gravitacional emitida
por um sistema bindrio (CARROLL, 2004)

dEew G [P @I,

Low = — il 2.3.16

oW dt 5\ dt3 ars ]’ ( )
32 G2 M3

_ oe M 2.3.17

onde Lgy € a radiacdo luminosa emitida, dE € a quantidade de energia de radiagcdo gravitacional em
torno da fonte de onda gravitacional em um tempo dt¢. O termo dado por () representam uma média
temporal da taxa de energia que € trocada durante a emissao das ondas e, uma vez que fontes irradiantes
estdo perdendo energia, hd um sinal negativo a esquerda da igualdade. Ja IgT ¢ a versdo transversal e
de traco nulo do tensor momento do quadrupolo calculado no tempo retardado. Transversal pois as
ondas gravitacionais produzem apenas forcas perpendiculares a sua direcao de propagacio, e de traco
nulo pois representam forcas de “cisalhamento”, que ndo causam nenhuma expansdo ou contracao
global. Por fim, é possivel também encontrar a ordem de magnitude da amplitude dessas ondas, ao
substituir a expressao reduzida do tensor quadrupolo na férmula do quadrupolo, dada por Equagao
(2.2.37), levando a

_ AuMGH

h
0 rlyct

(2.3.18)

2.3.2 Efeitos das Ondas Gravitacionais

Foi mostrado na Se¢do (2.2.2) que as ondas gravitacionais podem ser descritas por ondas que
apresentam dois estados de polarizacdo - h, e hy - e viajam a velocidade da luz. Outro ponto
importantissimo de se estudar € o efeito que essas ondas, estados de polarizagdo, tem sobre um
observador.

Para tal estudo, considere uma onda gravitacional plana genérica viajando na dire¢do-z>(ou e3),
serd usado o desvio da equagdo geodésica para examinar os efeitos dessa onda no movimento relativo
entre duas particulas préximas, em queda livre. Primeiro, considere duas particulas, separadas por um
vetor espacial £ = £(sin 6 cos ¢ e; + sin 0 sin ¢ e5 + cos f e3), onde & é o médulo do vetor separagio,

e e, e e e3 sdo os versores do espaco que contém as particulas. A aceleracdo relativa entre essas duas
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particulas pode ser representado por a, =
R. D.; THORNE, 2012)), dessa forma

—Roy0,6"(Ver Cap. 25, Topico 25.5.1, em (BLANDFORD

1. 1.

a; = —R0101£1 — R0102£2 = §h+£ sin 6 cos ¢ + §h><£ sin 6 sin ¢, (2319)
1.. 1.

as = —Ro02€? — Ryopn &l = —§h+§ sin @ sin ¢ + §hxf sin 6 cos ¢, (2.3.20)

az =0, (2.3.21)

o termo ag € nulo pois a aceleracdo € transversa a dire¢do de propagacio da onda. E possivel representar
a aceleracdo acima como uma funcao da posicao das particulas com um diagrama de linhas de forca,

considerando o caso dessas duas particulas estarem separadas por um plano transversal, § = 7/2.

e ay ox —2%, onde

Para uma polarizacdo puramente “plus” - 71+ >0ehy =0-tem-se que a; X T

(',4%) =

primeira. Para uma polarizagio puramente “cross” - hy > 0 e hy = 0 - tem-se que a; x 2% € ay o x1.

(& cos ¢, € sin ¢) sdo as coordenadas no plano transversal da segunda particula relativa a

Para ambas as polarizacdes, os diagramas de linhas de forca podem ser representados, respectivamente,

pela Figura 2. A partir das expressdes para as componentes da aceleracao, é possivel deduzir como

Figura 2 — Diagrama de linhas de for¢a para uma onda gravitacional polarizada

]
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(a) Polarizacdo puramente “plus”.

Fonte: (CREIGHTON J. D. E.; ANDERSON, 2011)

(b) Polarizag@ao puramente “cross”.

o vetor separagdo das particulas evolui no tempo, considerando a magnitude do vetor separagdo. O
vetor unitdrio ao longo do vetor separacdo é expresso por e = £ /& e as componentes da aceleracdo do

desvio geodésico nessa direcao é

1 .
EROinngjv

= ay sin 6 cos ¢ + as sin 0sin ¢,

a,g:eg-a:—

1. 1.
=¢ (§h+ sin’ 6 cos 20 + §hx sin® f sin 2¢>) ) (2.3.22)

Integrando a aceleracao duas vezes no tempo, considerando que as particulas estao inicialmente em
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repouso uma em relagdo a outra, tem-se
1, I
E)=¢0) | 1+ §h+ sin” 0 cos 2¢ + §hx sin” #sin2¢ | . (2.3.23)

Quando # = 0 ou 6 = 7, o vetor separacdo nao se alterard no tempo, pelo fato da onda gravitacional ser
transversal e ndo afetard a distancia entre particulas em queda livre inicialmente separadas ao longo da
dire¢do de propagagdo. Em contraponto, a maior altera¢do do vetor separagdo se dard quando 6 = 7/2,
ou seja, quando o vetor separagdo estiver sobre o plano transversal.

A rotacdo entre as polarizagdo h, e hy dependerd do dobro do adngulo azimutal - 2¢ - entdo
correspondem a campos quadrupolares. Essa relacao pode ser vista ao analisar os efeitos de cada
polarizacdo em um aro de particulas. Conforme a onda gravitacional passa por ele, o aro é distorcido
em uma elipse, a orientacdo da distor¢cao dependerd do estado de polarizacdo da onda. Essas distor¢oes

estdo representadas na Figura 3.

Figura 3 — Distor¢ao de um aro de particulas sobre o plano transversal da passagem de uma onda
gravitacional. Em (a) esta representada o efeito de uma onda polarizada puramente “plus”,
em (b) uma onda polarizada puramente “cross”.

AT, e

Fonte: (CREIGHTON J. D. E.; ANDERSON, 2011)
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3 REGIME POS NEWTONIANO

No capitulo anterior, foi visto apenas o limite Newtoniano da Relatividade Geral ao analisar o mo-
vimento de corpos em um sistema que emite ondas gravitacionais, e apenas termos de primeira ordem
da perturbacdo gravitacional. Porém, quando o foco de estudo sdo sistemas altamente relativisticos
ou altamente gravitantes, a dindimica Newtoniana deixa de ser capaz de descrever a dindmica desses
sistemas, entdo ela precisa de corre¢des. A teoria pds newtoniana lida com a expansdo das equagdes
de movimento da Relatividade Geral usando a velocidade como pardmetro de expansao, e introduz
correcdes relativisticas aos resultados newtonianos.

No limite pés Newtoniano, 0 movimento interno do sistema € tomado como pequeno e, com um
sistema governado por auto gravitagdo, o teorema do virial sugere que GM/c*R ~ v?/c?, entdo
as expansdes serdo feitas em ordens de 1/c?. Aqui, serd introduzido o pardmetro de ordem pés
Newtoniano €2, para essas expansdes. No presente trabalho, serd apenas considerada a primeira ordem
da expansao pés Newtoniana (MAGGIORE, 2007).

O primeiro passo a ser tomado no estudo do regime pds Newtoniano, é expandindo o elemento de
linha da métrica em termos do parametro € e calculando os termos de correcio para a mesma. Assim,

tem-se o elemento de linha

ds® = goodt? + 2eqo;dtda’ + €°.gy;da’da’ (3.0.1)

Os termos € e €2

, respectivamente, em gg; € g;; foram colocados para manter a ordem relativa dos
mesmos em relacdo ao termo ggy. No limite Newtoniano da Relatividade Geral, tem-se que ggg =
—c2—2®, gy, =0e gi; = 0i;, onde ® representa o potencial gravitacional Newtoniano, com ® ~ O(é?).
J4 na teoria linearizada, sdo obtidas corre¢des aos termos go;, deixando-o go; = A;, € ao g;;, deixando-o
gij = —(2®/c?)d;;. Esses termos sdo, respectivamente, os termos formais de linha de ordem O(€?) e
O(€*), mas a métrica pés Newtoniana ainda requer uma corre¢do de ordem O(e?) para o termo ggo. As
relagOes acima estdo representadas na Figura 4. Para encontrar o termo de correcdo para a métrica,

deve-se comecar supondo um termo de matéria que, por definicao, serd um fluido perfeito da forma
T = (p+ p/*)uu’ + pg’, (3.0.2)

onde u representa a quadrivelocidade do fluido, na forma u = u°[1, v], que deve satisfazer a normali-

zagao
—* = guutu’ = (W) {[—c* — 20 + O(e")] + v* + O(e")}. (3.0.3)
Assim para encontrar a componente 1", tem-se a representacdo aberta da quadrivelocidade

u = uog + euovl% + euovga—y + 61607)3%, (3.04)
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Figura 4 — Expansao p6s Newtoniana dos componentes da métrica. O limite sem gravidade,
espaco-tempo de Minkowski, estd indicado pelos termos nas marcagdes cinzas. Os termos
adicionados pela lineariza¢@o da gravidade estio representados pelas caixas. E o termo de

correcdo a ser calculado pelo limite pés Newtoniano estd representado por um ““7”.

Newtonian Post-Newtonian Post-post-Newtonian
Order
e e & é £ & b
goojct= | —1 —2@ /c? 2 +0(e)
goifc = | Aife| +0(e’)
gij = dij —(2®/c*)0i; +O(€)

Fonte: (CREIGHTON J. D. E.; ANDERSON, 2011)

onde € representa a ordem da expansdo, e v = (vy, v, v3). A normalizacdo da quadrivelocidade pode

ser expressa da forma, levando em consideracdo as componentes da Figura 4
2 2,2 2,2 | 22 2,2 2 2
—¢* = guun’ = —ug + (ugv} + ugvl + ugvy — 2u5® (¢, 2y, 2)) €, (3.0.5)

isolando-se a componente 1° na expressio de cima e, respectivamente, expandindo a expressio até a

segunda ordem em e, tem-se

u’ = c\/— !
€2v? + €203 + €203 — 22P (t,x,y,2) — 2
(vi+ 03+ 02 =20 (t,z,y,2))€
2¢? '

14 (3.0.6)

Assim, unindo as componentes da velocidade v e omitindo as dependéncias do potencial @, obtém-se

2

P v
0 __ 2
uw =1-— = + 22 + O(€%). (3.0.7)

A densidade p ndo contém apenas a densidade de massa baridnica de repouso do fluido - py - mas
também contém a energia interna especifica pyll, que inclui a energia de compressado, energia térmica,
por unidade de massa de repouso; isto é pc? := py(c? + II). Por defini¢do, py é da ordem O(€?), uma
vez que V2® = 471G py, para o limite Newtoniano, e ® ~ O(e?). Para a expansdo pés Newtoniana do

tensor energia-momento, tem-se para a primeira componente (EPSTEIN R.; WAGONER, 1975)
T = p (u%)?, (3.0.8)

onde

2 2 2 2(1)
(u0>2:€2(v_1+v_2+“_3__) Y (3.0.9)
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realizado a multiplicacdo p (uo)2 e truncando a expressdo resultante até a quarta ordem em ¢, obtém-se

viro ()  vppo (8) | vspo () 22 (t2,y,2) po () | TL(E) po (1)

00 _
T = 25 s e 5 L2 (D), (3.0.10)
assim, arrumando o resultado, tem-se para 7"
I 2 o2
T = py {1+ (§—§+C—2) +0(66)}. (3.0.11)

J4 para as demais componentes 7% e T, o resultado é um pouco mais direto, onde

T% = pe (u®)* (v'/¢) [L +p/ (pc?)] (3.0.12)
T = pc (u0)2 (v'v?/c®) [1+p/ (pc?)] + pg”, (3.0.13)

realizando uma substituicdo direta das grandezas dentro de cada um das componentes e truncando a

expressao até a quarta ordem em €, obtém-se as expressoes

T% = poc {% +0 (65):| : (3.0.14)
T = poc® | [ o + L=67 ) + 0 ()| . (3.0.15)
2 Poc>

Assim como para a métrica, as componentes da expansdo para o tensor energia-momento, bem como

suas ordens em relag@o ao pardmetro €, 1/c, estdo expressos na Figura 5.

Figura 5 — Expansdo p6s Newtoniana para as componentes do tensor energia-momento. Os termos
incluidos pela teoria linearizada estdo representados com uma caixa.

Newtonian Post-Newtonian Post-post-Newtonian
Order
e* e et €’ i
T% - +po(IT + v —2d)/c* +0(%)
TOJ i Pnlr“ +O{ES}I
This pov'vl + poti + O(e®)

Fonte: (CREIGHTON J. D. E.; ANDERSON, 2011)

Com as componentes da perturbacao, € possivel construir a equagdo de campo exata para uma
métrica perturbada em coordenadas harmonicas. Tal equacdo de campo serve de ponto de partida para
dois calculos importantes, o cdlculo da equagdo de movimento pés Newtoniano, que serd responsavel
por descrever a dinamica de um sistema que erradia ondas gravitacionais; e calcular a radiacao

gravitacional em uma zona de onda. A equagdo de campo exata pode ser expressa por

167G
ap
T

Oh = —

(3.0.16)

C
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onde [J é o operador d’ Alembertiano do espago plano, 7 representa o tensor energia-momento efetivo,
que inclui o tensor energia momento 7°*” mais a corregio de segunda ordem na perturbacio - O(h?) -
que se refere ao termo de auto-gravitagio da onda emitida, o t*?. De forma que 7% := T°% 4+ t*?, por
essa razdo a equagdo de campo 3.0.16 recebe a denominagdo de exata. A solucdo na zona de onda

proxima na teoria linearizada, sem o termo de auto-gravitacdo, pode ser representado por

40

hoo/c? = -+ O(e*), (3.0.17)

_ A,
hoi/c = =+ O(é%), (3.0.18)
hij = O(€°), (3.0.19)

uma vez que € necessario encontrar a corre¢do de ordem O(e?) para a métrica goo, a premissa também
¢ verdadeira para a componente hg da perturbacio, necessdria para calcular a equacido de movimento.
Desse modo, para obter tal componente da perturbagdo, € necessario resolver a expressao
00 700 L 007 00 ij
O™ =0( A" —=n"h Dh +—5zDh
2 2c2 Y

- 87TG<7'00+C 25,79). (3.0.20)

A
As componentes necessérias do tensor energia-momento, 7% e T, j4 sdo conhecidas na primeira
ordem pds Newtoniana, assim € necessdrio calcular a contribui¢do de auto-gravitacio para o tensor
energia-momento efetivo. Isto é
0® 09 0?®

- _ 2 .
9 oni ~ S gpaggs T s [BOVIR £+ 6(V)- (V)] (3.0.21)

167TGtaﬁ =—4

que resultard na componente 7°° na forma

o 49 2
Toozpo(l—i-————l-—

3
2@ Cz) sz (Ve - (V), (3.0.22)

da mesma maneira para a componente 7%

1 0P 09 1 0%
AnG Ox Oxd  2mG Oxi0xI’

+ %5ij [4DV?® + 3 (VD) - (V)] . (3.0.23)

79 = pov'v’ 4 pé —

Retornando ambos os resultados para a Equagado (3.0.20), tem-se a expressao

I 49 o2 1
Or% = —8:4G (1 +5 -+ 2=+ 3—) -3 [8EV?® +4(VP) - (VD)]. (3.0.24)

c? c? Poc?
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Uma vez que o potencial Newtoniano satisfaz a equacdo V2® = 47Gp,

DhOO - QhOO
c? Ot? VIR
8rG IT v? P 4
= 1+ =+4+2=+3— | —=[(VD) - (VD)]. 3.0.25
. po( Tatigt pocQ) 5 (Vo) - (Va)] (3.025)

A expressao acima pode ser expressa em termos de trés potenciais, o ja conhecido potencial
Newtoniano @, o potencial pés Newtoniano W, e o super potencial y. Com eles, a expressdo para a

componente h% da perturbacio se reduz para a forma

2 2
hoozi{_§_2(2> +ﬂ_10_x}7 (3.0.26)

onde, cada um dos potenciais devem satisfazer, respectivamente

V20 = 4G p, (3.0.27)
1nm @ * 3 p

V3 = 471G =t = 3.0.28

Viy =20, (3.0.29)

os quais tem suas solucdo, respectivamente, na forma

O(z,t) = -G Md%', (3.0.30)
|z —a |
po(a',t) (1, t) &(x't) v* 3 p,t) 3
t) = +G LT ) g 3.0.31
@t =+ /Hw—w’ll( 2 a2 tatawna)’T G0
x(xz, t) = —G/po(w’,t) |z —2' || ' (3.0.32)

Nesse ponto, a métrica ¢*” na zona de onda préxima pode ser encontrada e, consequentemente,
a equagdo de movimento V,T*” = 0 também pode ser. Para o caso da zona de onda distante, ou

simplesmente zona de onda, para a métrica perturbada nesse caso, tem-se a expressao

_ 4 af (+__ ol I

ct |z —a |

onde | & — «' || '~ r~!, mas agora serd considerado o efeito de retardo dentro da integragdo. No

gauge transverso e de traco nulo - TT-gauge - a integral a ser calculada é

g 4
hip(t, x) = —G/TTT (t—r/c+n- o ) de, (3.0.34)

cAr

expressdo que, ao se expandir em multipolos, torna-se

hézT(t, x) = g Z ia_/ %]T( —r/c,x’) (- wl/c)m d’x, (3.0.35)

cAr m! ot™
m=0
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onde n = x/r, é interessante notar que cada momento mdltiplo superior introduzird um fator adicional
de 1/c. Os momentos do quadrupolo e do octupolo podem ser simplificados usando as identidades
abaixo (EPSTEIN R.; WAGONER, 1975)

ij_ 1 i 9 i T i
T = 5502 (2'27 7% +- Dk (z'77F 4 I 7MY — > 9k ay] (z'zI Tk, (3.0.36)
Tigh = QE(Tozx%k 4 70tk — kil 4 §W(T”xjxk + 7hpigh — R ie?), (3.0.37)
T

ambos, saem da conservacgdo do tensor energia-momento efetivo, 07+ /Jx* = 0. De modo que se

obtém a solugdo para a perturbacio na forma

= 61&2 Z T L e VO] I (3.0.38)
"
assim, tem-se
19(t) = (1, @)’ P, G039
1'% (1) = / [7%(t, )2l a* + 7Y (t, @)’ 2" — 7O (¢, )22 ] e, (3.0.40)
i kkeok 2 0" [y Mgk Fm
JiI kike m(t) = _IW Tj(t,a’f)x 12 oo pfm P (m22) (3041)
m! ot™m—

E importante ressaltar que os termos de superficie nas integrais foram ignorados nos célculos pois,
na zona de onda, ndo ha fonte de matéria e o campo gravitacional € considerado fraco. A equacao
(3.0.38) expressa a perturbacdo da métrica na zona de onda.

Além da perturbacao, outras grandezas podem ser encontradas, uma vez conhecido as expressoes
para os multipolos. Como por exemplo, a energia perdida devido a emissao de radiacdo gravitacional

por uma fonte, a partir da expressao

dE CSTQ l] TT G > > A A All /‘l
i = aa () = (S il

p=0 ¢=0
2jk1 kp A aqtrimkrkpty
( zgl1--'lq —2711-71]{' {'jmll
1/\ o~ A coe ] ’Lmk’1 “k’p"'
5 g iy, — 200 F Fimn , (3.0.42)

onde

y y 1 ..
FIbhe o plkke g, T (3.0.43)
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E, ao realizar a integral abaixo em torno de um angulo sélido usando a identidade

1 (‘;kl ko Ok _1 bm +permrbagées) m iguais
Lo o (m+1)1! ) g , (3.0.44)
P 0, m diferentes

resultando na luminosidade da onda gravitacional, ou a poténcia irradiada pela mesma, na forma

LG Jogionn 1 G . i y
Low = £~ <-I- ﬂj> T <11+ NE e — 66,0 E Ty, — 6EE

Zkl]> + termos de ordem superior. (3.0.45)

3.1 SISTEMA DE PARTICULAS PONTUAIS

Uma 6tima aplicacdo do formalismo pés Newtoniano € a constru¢@o de um sistema gravitante de N
particulas, por exemplo os planetas no Sistema solar, ou dois corpos orbitantes. Para um sistema de

particulas pontuais, as componentes do tensor energia-momento podem ser expressas por

12 Gm
Zm{ +5% Zﬁ}é%w—m(zﬁ)), (3.1.1)

B+#A

T = " mav)y6*(x — wa(t)), (3.1.2)
A

TY =Y maviyvy6(x — @a(t)), (3.1.3)
A

onde m4 é a massa da particula A, x4 é a posi¢do dessa particula, v, sua velocidade, e r 45 :=||
x4 — xp || representa a distincia entre as particulas A e B. J4 o tensor energia-momento pode ser

expresso, em termos de suas componentes, por

103 Gm
00 __ A B 3
T = E mA{1+§—02 —BE#A CQTAB}(S (x —xA(t))

A
1
e [4OVD + 3(VP) - (V)] (3.1.4)
79 = " mavh (@ — a(t)), (3.1.5)
A
3 o 1 oD D O*®
ij i ,J §3 _ I
T gmAvAvAé (x —xA(t)) + 87TG{ Qf)xl 5 4q)8xi0xj
+ 07 [4ADV?D + 3(V D) - (V)] } (3.1.6)
onde
GmB
Z Tz za@ T (3.1.7)
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3.1.1 Métrica pés Newtoniana

Para que seja possivel calcular a equagdo de movimento pds Newtoniana para um sistema de
particulas pontuais, € necessario primeiro calcular todos os potenciais adicionais envolvidos. Para o

potencial p6s Newtoniano ¥, tem-se

GmA Gmp
Z T2z ( = chB) (3.1.8)

B£A

Ja para o super potencial y, tem-se

X(@,t)==G> mall@z—zall. (3.1.9)
A

Desse modo, as componentes da métrica g, poderdo ser expressas da forma como se segue

doo = —62+h00 = —02 -2 —-2—+ — — ——+O(€6),

A a4 A A
1
—ZZGm"‘CimB——fz@rO(eﬁ), (3.1.10)
T A Ta Crap ¢ ot
GmA 5
goi =—4) o (va); + O(€%), (3.1.11)

— 4, (1 +2 Z C;T:) O(e9), (3.1.12)

onde r 4 := & —x 4. E importante ressaltar que o super potencial descreve o centro de massa do sistema
de particulas pontuais, ja sua segunda derivada descreve a aceleracao do sistema de coordenadas com
respeito ao centro de massa do sistema.

E possivel realizar uma transformacio de coordenadas no gauge padrio pés Newtoniano afim de
eliminar o super potencial da componente gyo da métrica. Ao fazer um transformagao infinitesimal de
coordenas da forma x — o’ = x + &, que induzird uma mudanca na métrica da forma

, 0 o)
9op = Gnp = Gap — aii — aiﬁ, (3.1.13)

como a mudancga procurada serd apenas em g, uma escolha razodvel para a transformacao infinitesimal

z

c

110y

bo=—

— A . =0, 3.1.14
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transformacao que levard para a métrica

, 1 0%y

goo — Yoo = Yoo + — TR (3.1.15)

11 0 0y
i = 90 = 90i T 555 A 3.1.16
0i = Goi = 90i T 55557, ( )
9ij = 9ij = Gij- (3.1.17)

E, desde que, a derivada do super potencial pode ser expressa por

0 Ox Gmag (va-T4)

"y ——— 3.1.18
@JZZ at g T’A {’UA rr‘i ,rA ’ ( )

as componentes da métrica pés Newtoniana de primeira ordem, no gauge padrdo, serdo expressas por

oo = —c2+2§A: GZ’A - 2312 (Z GmA) 32 GmA “A

A
GmA GmB 6
—2 + O(€°), 3.1.19
_ GmA 1~ Gma(va-ra) 5
o Z CQTA 2 - 027“% (TA>1 + O(E ), (3.1.20)

= 4, (1 + 22 2, ) (€9). (3.1.21)

3.1.2 Equacao de movimento com a métrica pés Newtoniana

Dada a métrica pés Newtoniana, € fato que a equacdo de movimento para todos os corpos de um
sistema pode ser encontrada a partir da equacdo da geodésica, mas uma maneira facil e eficiente de
obter o mesmo resultado é calculando a equacdo de Euler-Lagrange e, além disso, € possivel encontrar

a energia do sistema a partir da Hamiltoniana. Essa Lagrangiana pode ser expressa da forma

dr
L= — mAcza ZmAC\/ goo — 290iV’y — GijV V4,
1 1w
2 2 A
= —ZmA (c — =y — ——2)
— 2 8
1 Gmam V3 Gm Tva-v
Py Y AR g 5o e S
A Bza AB crA " AC
1 . .
1 (va TAB)(Q’UB TAB) 7 (3.1.22)
2 rig
a equacdo de Euler-Lagrange € representada por
d oL oL
(3.1.23)

TR
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onde

e, entdo, a equacdo de movimento serd

d G G G
ey G,y Gre 5 (G

2 2
BiA | AB Cza CTAC A p \CTBC
1Gme(rap-Tec)\ 5GmA ﬁ _ VA VB
2 i rag 2 c2
vy 3(vp-rag\’| 7 Gmp Gmc T
e e ) | T2 e 2 e
B#A C+#A,B BC
Gmprag - (4vs — 3vp
+Y ( - (04— vp) (3.1.24)
g c
B#A

a expressao acima € mais conhecida como equacdo de Einstein-Infeld-Hoffman. E a energia total do

sistema pode ser encontrada ao se calcular a Hamiltoniana, na forma

Hi=> py-va—L, (3.1.25)
A
onde
0
(PA)j = 8—1&-

3.1.3 Radiacao Gravitacional

A perturbacdo da métrica, expressa no gauge-TT, na zona de onda pode ser expressa - de acordo

com a Equacdo (3.0.38) - da forma

s 2G o

A (RN L R R L) (.1.26)

Para obter essa métrica perturbada em sua primeira ordem, € necessario calcular as projecdo
transversas e de traco nulo dos multipolos I/, "% e % Primeiro, para I/ expresso na Equacio
(3.0.39), tem-se

17 .= /Tooxzx] dex,

o 1 v? 1 Gm
_ i 2% 2 B
_Z”AQJAQCA <1+202 cherB)

B#A

+ termos que desaparecem sob a projecdo TT, (3.1.27)

o resultado acima € obtido a partir de multiplas integracdes por parte e, uma vez que hd fontes
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localizadas, os termos de superficie sdo descartados. Para a componente /%% da perturbacio, de acordo
com a Equacdo (3.0.40), ficard

JCLE /(T0Z$J$k + 7% gih — %20l P,

= E ma(vhr oy + v ah —viahah), (3.1.28)
A

os mesmo procedimentos de integracdo do termo anterior devem ser aplicados. Para o dltimo termo

I expresso na Equacdo (3.0.41) com m = 2, tem-se

TR .= /lexka:l dx,

P 1 0?P
= ZA: m vty — e /Cbaxia% 2Fl B
+ termos que desaparecem sob a projecao TT, (3.1.29)

aplicando novamente a integracdo por partes e descartando termos de superficie, realizando a integral

do ultimo termo sabendo que ® é expresso por Equacio (3.1.7), o termo /¥ resulta em

g g GmAmBT r
Iz]kl — /ngxkxl d3$ § § AB' AB

A B#A

1
kl k l
X |:5 _7’2 (2TABTAB 3TAB$A 3TABxA+6'TAxA)
AB

+ termos que desaparecem sob a projecao TT. (3.1.30)

Assim, em fim, a expressao para a perturbacdo da métrica no gauge-TT serd (CREIGHTON J. D.
E.; ANDERSON, 2011)

z 2G 82 VA lv
i _c2rat22mA{ (1— — t3 ’;‘) 'l

1 G—T;L'BxngJrﬁ-:cA(vi‘d‘iji‘xf“)+(ﬁ-m)2%%
2 Arig c c c
B#A
Gmamprysr n-r 2 Aoz’
——ZZ A8 AB AB[1—( AB) +6( A> H . (3.1.31)
A B#A TAB TAB TT

Além da perturbagdo, a luminosidade dessa onda gravitacional pode ser encontrada a partir da expressao

c3r? 5h;ro (9/1%
Low =35 <( o ) L) ) aq (3.1.32)

abaixo
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3.2 MOVIMENTO POS NEWTONIANO DE DOIS CORPOS

Um exemplo muito importante de sistemas que irradiam ondas gravitacionais sdo os sistemas
bindrios, como por exemplo um sistema de duas estrelas de néutrons ou dois buracos negros. Para o

caso de dois corpos, a Lagrangiana expressa na Equacao (3.1.22) serd reduzida para

L= —(my +my)c® + 1m v} + 1m V3 +=m U%—l— 1m U
= 1 2 MV 5 M2l o iy - g2 5
N G mime 1+§v%+v§ B 1G(m1 + ms) B Zvl -y
T12 2 2 2 027’12 2 2
1 (U1 : ”’12)(171 : "’12)
~3 027“%2 , (3.2.1)
j4 a Hamiltoniana, dada pela Equacao (3.1.25), serd
1 1 vt 3 vl
H = (m1 -+ ?TLQ)CQ + §m11}f + §m2v§ + gmlc—; —+ gmgc—z
B G mime 1 §v%—|—v% B lG(ml—i—mg) N Z'ul Uy
T19 2 2 2 c2rqy 2 2
l(vi-r V1T
+ §< ! 1022)752 ! 12)}, (3.2.2)
12
onde
1v? Gmim 7 1 (vg - 719)
_ 2 1 112 2 T12
pl = mlvl + 50—27711’01 + W |:3’U1 — 5’02 — §r—%2T12 s (323)

expressio andloga para p*. Para expressar as grandezas acima nas coordenadas do centro de massa,

tem-se as igualdades

ma my ma my

=T e 7Y V2= U, (3.24)

com M := mq + mg e a := r12. A Hamiltoniana do sistema, nas coordenadas do centro de massa,

ficara expressa por

1 GM 3 vt
=E=M:¢c —v® — ~(1-3n)—
H c +u{2v - +8( 377)C2
1GM (GM ca)?
+ = GM 3yt + @9\ L (3.2.5)
2 2a a a?

onde p := myms/M é a massa reduzida do sistema, e 7 := p/M € a a razao simétrica de massa. A

equagdo de movimento, nas coordenadas do centro de massa, serd dada por

dv GM GM v? 3 (v-a)?
% = — pe] a |:]. + (4 + 277) 2a + (1 + 377)0—2 - 57’] 202 :|
+ (4 —2n) ¢ M(v - a)v. (3.2.6)

c2a3
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Se, por suposi¢cdo, os dois corpos estdo em uma orbita circular entdo v - @ = 0 e a equagdo de

movimento sera reduzida a

dv GM GM v?
— =— 1+(4+2n)—+(14+3n)—| . 3.2.7
7= -Cta e G 627)
E, desde que © = —w?a, a lei de Kepler se modifica na primeira ordem p6s-Newtoniana para a forma
GM GM
w? = 1+ (n—13)]. (3.2.8)
a3 ca

E, desde que v = wa, tem-se

¢ M} . (3.2.9)

Além disso, as expressdes para a energia e para a luminosidade da onda irradiada podem ser calculadas,

como se segue, respectivamente

E—Mc2—1v2—1”—4(5—3) (3.2.10)
= S H S 1), 2.
€
3265 , (G M\? GM (2927 5
Low = —n? 1— — +-n||. 3.2.11
aw 5G77<c2a) { 2d (336+477” G211

Com as expressoes acima, € possivel usar o equilibrio de energia para calcular a evolucdo orbital
até a primeira ordem pds-Newtoniana, e para isso serd definida uma nova varavel: o parametro pos

Newtoniano expresso por

Mo\ 23
T = (G 3“’) . (3.2.12)
c
De modo que
v? 2 v?
xz; {1+§(3—7])§} ) (3.2.13)

Com a definicao do parametro p6s Newtoniano, ¢ possivel encontrar a expressao para a funcao Energia

-& = FE — Mc? - e para a fungdo Fluxo - F := G Lgw /¢ - de modo que

E(x) = —%nx [1 — 1—12(9 + n)x} : (3.2.14)

32, , 1247 35
_ 1— [ =222 4 =2 ) 2.1
F(x) n-x { <336 + 127)) x} (3.2.15)
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3.2.1 Modelos de Aproximacao pés Newtoniana

A dinadmica de dois corpos na relatividade geral pode ser resolvida perturbativamente usando a
aproximacdo pds Newtoniana. A evolucdo da fase orbital e a radiagdo gravitacional emitida sdo agora
conhecidas em uma ordem bastante alta até O(v®), sendo v a velocidade caracteristica de um sistema
bindrio. A evolucdo orbital, no entanto, ndo pode ser especificada de forma tnica devido a liberdade
inerente na escolha do parametro usado na expansio pés Newtoniana, bem como o método seguido na
resolucdo das equagdes diferenciais relevantes para o problema.

O problema do uso dessas aproximagdes ¢ complicado, pois a aproximacao pds Newtoniana ndo
leva a um modelo tnico de evolugdo de fase. Além disso, embora os resultados pds Newtoniana sejam
bons até velocidades moderadamente relativisticas, os modelos das aproximagdes pos Newtonianas
padrdo tornam-se cada vez menos precisos no regime fortemente relativistico a medida que se aproxima
da ultima orbita estavel(LSO). Entretanto, para o enfoque do presente trabalho, que foca apenas na
fase Inspiral de um sistema bindrio, as aproximagdes pés Newtonianas sdo eficientes o bastante
(BUONANNO et al., 2009).

As aproximagdes pos Newtonianas sdo responsaveis por calcular a evolugio da fase orbital ¢(t) de
um sistema bindrio compacto como uma expansao perturbativa em um pequeno parametro, normal-
mente tomado como o parametro pds newtoniano x, dado pela Equacdo (3.2.13). Em uma aproximacao
adiabadtica, ou seja, quando ndo hd perdas ou mudancas significativas de energia ou dos parametros
orbitais do sistema durante o tempo em que o mesmo estd sendo analisado; e para a forma de onda
restrita, caso em que a fase da onda gravitacional € o dobro da fase orbital, a teoria permite que a
evolugdo da fase orbital seja especificada por um par de equagdes diferenciais na forma p(t) = v3/M,
v = —F/E'(v); onde - como supracitado - M € a massa total do sistema, F ¢ a luminosidade da onda
gravitacional e £’(v) é a derivada da energia de ligacdo em relagdo a v. Uma vez que a razdo F/E'(v)
pode ser tratada de maneiras diferentes mantendo a mesma ordem, surgirdao métodos diferentes de
aproximacgdo pds Newtoniana, e tais representacdes que serdo mostradas mais a frente sdao possivel
pois estardo lidando com séries perturbativas.

No presente trabalho, serdo considerados apenas os sistemas que estdo em uma Orbita quase
circular durante a fase Inspiral, também serdao desprezados os respectivos spins, o que significa que a
preocupacdo serd focada apenas nas massas dos corpos que compde uma bindria. Para a construcao
das aproximagdes, as grandezas fundamentais para tal finalidade serdo a Energia conservada de ordem

3PN (ordem 3 pés Newtoniana) &(x), e o fluxo de energia de ordem 3.5PN F; 5(x). Respectivamente

1 3 1 27 19 1
g — _ 1 . e i . = -7 2 2
3(2) 2”x{ <2+12 )9’ (8 877+2477)x
[ 675 (34445 205 2) 155

35 .
2 3 3
L2 20 3.2.16
64 96 5184 }I } (32.16)

expressos por

— = —7

576 96
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32 1247 35 44711 9271 65
]:(95)——772%5{1—1- (—+—n)x+4mc3/2_ (__ z)xz

) 336 12 9072 5041 18"
_ (@ n 58377) 512 [6643739519 n Eﬁ B @'YE
672 24 69854400 3 105
94403

41 , 134543\ 04403 , 775
In (16 R P 3|8
105 1 (162) + (487T 7776 )” S0 " 321" ]m
16285 214745 193385

2.17
504 1728 1 "3024 (3.2.17)

onde 7 = 0.577216 - - - representa a constante de Euler. As ordens das expansdes PN podem ficar
mais evidente a partir das expressdes que estdo representadas a seguir, uma vez que para ambas as
expressoes a ordem das expansdes se dard pelo maior exponente de x, que multiplica respectivamente,
En e Fy. Por exemplo, na Equagio 3.2.16, o termo de maior ordem que multiplica £y € 23, entdo a
ordem p6s Newtoniana é 3PN. J4 para a equacdo 3.2.17, o termo de maior ordem que multiplica Fy é

27/?, entdo a ordem p6és Newtoniana é 3.5PN. As expressoes sio

z)=Ey zn:ék(n)xk, (3.2.18)
Fr,(x) = Fy {Z}—k ah? Z]:k: )log (/x0)x*/? |, (3.2.19)
onde
En = —%nm, Fn = %ngxs

Na aproximacao adiabdtica, € possivel escrever uma equacao para a evolugdo de qualquer paradmetro
da bindria, por exemplo, a evolugdo da separacdo orbital r(¢) pode ser escrita como
& F
(1) = = — 3.2.20
"= GElay = " Eary (5220

que, juntamente com a Lei de Kepler, a equacio do balango de energia pode ser usada para construir a

expressao para a evolucao da fase orbital do sistema

dx e F
dt —  GMdE/dx (3:2.21)
do _ € ap (3.2.22)

a - GM”t
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ou, equivalentemente

t(x) =t. GM / ) ;Zi (3.2.23)
1 d€
p(z) = @+ / x?’/Q?@dx, (3.2.24)

onde x. € definido pela frequéncia terminal (a frequéncia de "coalescéncia"), t. e . sdo, respectiva-

mente, o tempo e a fase dessa frequéncia.

3.2.1.1 Taylor T1

A aproximacdo Taylor T1 refere-se a escolha correspondente em deixar as expansdes PN da
luminosidade F(z) e da derivada da energia £'(x) conforme nas Equagdes (3.2.16, 3.2.17). Entdo, é
apenas necessario resolver as equagdes diferenciais numericamente (BUONANNO et al., 2009)

dxTY S F
= — 2.2
ar GM dEjdz’ (3:2:25)
dep c? 3/2
= — . 3.2.26
i GM" (3.2.26)

Um passo para a resolucdo dessas EDOs € definir a frequéncia inicial da onda gravitacional como f,

ou, equivalentemente, definindo o parametro inicial

2/3
£ = (WGM fo) . (3.2.27)

3

3.2.1.2 Taylor T2

O método TaylorT2 € baseado na segunda forma das relagdes de fase expressas nas Equagdes
(3.2.23, 3.2.24). Ao expandir a proporcdo dos polindmios F(z)/E’(x) nestas equagdes, para ordem
PN consistente, ou seja, para a propor¢do F[£] temos as ordens 2[2], 3[3] e 3.5[3], que gerardo as
respectivas ordens 2, 3 e 3.5P N; entdo, ao integrar essas quantidades, obtém-se um par de equagdes

paramétricas para ¢(x) e t(x). Esse par encontrado pode ser expresso da forma:

Pl (x) = I + Z prakl?, (3.2.28)
t) (x) = tI? + 5 (x Zﬂ K2, (3.2.29)

Uma ressalva importante referente a todos os modelos apresentados no presente trabalho, o
TaylorT2 é computacionalmente o mais caro. Isso ocorre porque a evolucdo de fase envolve a resolucio

de um par de equagdes transcendentais que consome muito tempo e memoria. Ainda sim, o resultado
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desse par de equagdes pode ser expresso, respectivamente, por

1 3715 55 15203365 27145 3085
(T2) — . 2] 9 10732 2.2
Pas () = ¢e = 550 { + (1008 - 1277>x ™\ Tote06a T 1008 1T qaa )"

38645 65 T 5/2 12348611926451 160 , 1712
ln gj_ Tr + -
0

1344 16" 18776862720 37 T o F

86 gy 4 BTBTIO635 2255 76055 , 127825 ]
21 12192768 I 6912 " ~ 5184
(77096675 378515 74045 2> 7/2}
) ma"/?

_ 3.2.30
5032128 12006 6048 ( )

" (z) = t, — iG]\/[x‘l{l + (% + %n)x — %7@3/2 + (gg:igz
P y?f)x? - (@ - En) 5 {_ 10052469856691
504 72 252 3 23471078400
%WQ n %VE . 3424 In (162) + (3147553127 _ 4517T2)77
3 105 105 3048192 12
15211 , 25565 3} \ (_ 15419335 75703 14809772) m7/2}. 5231)

~ 178 T T 126" 127008 756 ' 37

Nesse caso, t. deve ser escolhido de forma que o tempo ¢ seja O quando f = fy ou x = z. Isso pode
ser alcangcado encontrando o valor de t., usando a expressdo de tg?) (x), substituindo x = x, no lado

direito e colocando o lado esquerdo igual a zero.

3.2.1.3 Taylor T3

O modelo Taylor T3 vai um passo além do modelo Taylor T2, pois depois de calcular - como
antes - uma representacdo paramétrica para a fase orbitalp(z) e para t(z), inverte-se explicitamente a
expressdo de ¢(z) para obter uma expressao z(t). E entdo usa-las para produzir uma representacio

explicita de p(t) = p(z(t)). Esse modelo pode ser expresso por

P (1) = T + Qi (1) D Lok, (3.2.32)
k=0
w0 () = 2 () D a,eM?, (3.2.33)
k=0
onde
At —t)

)
9'_5 GM
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¢ a varidvel de tempo substituta. Assim, tem-se para o Taylor T3, o par de solucdes

T 1 3715 55 3 9275495 284875
(T3) p\ _ 5/4 —1/4 -3/8

0 ¢ 0. — —O 1 R s — 10

35 () n { (8064 96”) 4 (14450688 253048 |

| 1855 2) 012 1 (_ 38645 65 ) . ( ) ) 0-5/5 1 {_ 831032450749357
2048 172032 * 2048 Oo 57682522275340
58, 07 07 ( ) > (_ 126510089885 22557T2) 154565,
256 4161798144 ' 2048 1835088

— In
20" 7 56 P 448
- - e/ 3.2.34
1760472 173408256 © 516096 516096 " )” G239

1179625 3} o3/ 4 (_ 188516689 488825 141769

1 743 11 1 19583 24401 31
x:(s?;g)(t) = 191/4{1 + (— + — )@1/4 — 57T®*3/8 + ( + + 2) o-1/2

1032 48" 254016 ' 193536 ' 288
HSOL 109 N\ o [ 1005246085691 1, 107 07 (6
53760 ' 1920 6008596070400 6 420 '° " 3360 = \ 256
3147553127 451 15211 , 25565 L] - ..,
— — o3/
( 780337155 3072 )77 142368" T 331776 ]
113868647 31821 204941 .\ .
— — SRS 3.2.35
( 133520640  143360" ' 3370720 )ﬂ } (3:233)

As condig¢des iniciais neste caso sdo ligeiramente mais complicadas do que nos casos anteriores.
N . ~ T3

Dada uma frequéncia inicial fj, deve-se resolver numericamente a expressao de xé 5 )(t) para encontrar

ovalorde t.em que f = fyet = 0, lembrando que © envolve o .. E importante ressaltar que quando

t — t., formalmente f — diverge.

3.2.1.4 Taylor T4

O modelo Taylor T4 foi, com excec¢do do Taylor Et, o modelo mais recentemente proposto. No
entanto, é uma extensao direta de TaylorT1 e a ordem de 3.5P N por coincidéncia é a que estd em
melhor acordo com simulagdes numéricas da fase Inspiral de uma bindria compacta.

O modelo é obtido pela expanséo da razdo dos polindmios F(xz)/E’(x) para a ordem PN consistente,
como supracitado nos modelos anteriores. A equagio para 27 (t) = x(t) na ordem de 3.5PN pode

ser expressa da forma

d 64 ¢ 743 11 34103 13661 29
r & 5{1+(—+—77>x—1—47r903/2+( + 77+_772) 72

a5 'am” 252 3 18144 2016 ' " 18
4159 189 5o . [16447322263 16 , 1712 856
B (i ORR922bs D T 00 (16
(672 T3 ”) i { 130708300 T 3" ~ 105 '~ 105 M 116%)
56198689 | 451 L\ 541, 5605 5]
217728 | 48 " 896" ~ 2592"

(3.2.36)

(M15 358675 91495\ o
1032 6048 ' 1512 " ’
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e, também,

d_‘P_ c? 23/2

e (3.2.37)

essas equagoes siao desenvolvidas por integragdo.

Observe que embora TaylorT1 e TaylorT4 sejam perturbativamente equivalentes, a evolucdo da fase
pode ser bastante diferente nessas duas aproximagdes. A estrutura assintética dos modelos também ¢é
bastante diferente: enquanto & pode ter um polo (embora ndo necessariamente na regiao de interesse)
ao usar a expressao do Taylor T1, isso ndo ocorre para o Taylor T4. Diferencas desse tipo podem, em
principio, significar que as vdrias familias PN fornecem diferentes fases orbitais. A esperanca é que
quando a ordem PN até a qual a aproximacado PN € conhecida for grande, a diferenca entre as vérias

familias PN torna-se insignificante.

3.2.1.5 Taylor Et

O modelo Taylor Et - assim como o Taylor T3 - introduz um novo pardmetro, o ( = —2FE/n.
Essa aproximag@o € obtida por meio da expressdo de F(z), ou {(x), e a invertendo para obter uma

expressdo da forma z({), como se segue

x=<{1+(§+in>c+<?—£n+in2><2

112 > 87718

405 (205 , 4795\ 55 , 35 4\ .

(B2 S 2R 202, . 2.
+<16+(967T 72>+64”+1296”)C (3:2.38)

Com essa escolha de varidveis, a equagcdo que determina a evolugdo de x, dada por

dx A F
— =— _— 3.2.39
dt GM d€/dx’ ( )
transforma-se na equacao de equilibrio para £ reescrito em termos da varidvel ¢
d 32
i _ & 2F((Q) (3.2.40)

dt  GM ¢

N3o ha diferenca entre as aproximacoes T1 e T4 na parametrizacdo Et, e a equacgdo de fase da onda

gravitacional em termos de ¢ pode ser expressa na forma

dpEO(t) (323 9 1 891 201 11 )\
— 1 T4z _
dt R ACRE A AR A

41445 309715 205 1215 45
+ { — ( 2)77 + n* + 773}5’] , (3.2.41)

1024 3072 64" 1024 1024
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j& a equagdo paramétrica pra derivada temporal do parametro ( fica expresso por

d 64n¢s ¢ 13 5 117857 12017 5
de _ 64 C—{1+(———n)§+4wc3/2+( + n+—n2)C2

dt  5M G 336 2 18144 — 2016 2
4159 177\ ayp , [B7999585601 16 , 1712
62 8 )7 279417600 3 105 'F
369 , 24861497 488849 , 85 , 856 \
209 2 2AOL IR 228 00 (16
(327T 72576 > 16128 " 61" 105 ™! QL:

2.42
2304 43384 " 12006 (3.242)

129817 3207739 613373
< )<}

Para definir as condicdes iniciais do conjunto de equagdes paramétrica, é preciso observar que 27 f =
2dp/dt. Assim, dada uma frequéncia inicial f,, é possivel encontrar o valor inicial ¢, de ¢ resolvendo
numericamente a equagio para o ¢P*) definindo o lado esquerdo da expressio como 7 f;.

Para leitores mais interessados em aplica¢des e no panorama atual da expansao pés Newtoniana,
vale a pena ver os artigos (BUONANNO et al., 2009) e (MARTINEZ, 2022).

3.2.2 Forma de uma onda gravitacional

Retomando a progressao anterior ao Topico de Aproximagdes pds Newtonianas, a partir das
expressoes para as fungdes de Energia £ e Fluxo F, dadas respectivamente pelas Equacoes (3.2.14,
3.2.15), € possivel construir a expressao para a forma da onda gravitacional com o auxilio de um dos
métodos de aproximagao pds Newtoniana supracitados.

Todos os métodos de aproximacgdo pés Newtoniana com dominio tipo tempo, TaylorTI-T4, dardo
as evolugdes de fase que sdo formalmente validas para a primeira ordem pds-newtoniana. De modo
que as diferencas entre as evolugdes resultardo em termos de ordem superior que serdo descartados
pelos vérios esquemas de truncamento, assim ndo € possivel (sem fazer um cdlculo pés-newtoniano de
ordem superior) determinar qual esquema € mais adequado para a aplicagdo proposta aqui.

Para o presente objetivo, serd utilizado o método de aproximacdo pds Newtoniano Taylor T3, com
a aproximacdo pés Newtoniana na ordem 0.5PN para ambas as expressdes paramétricas de ¢(t) e x(t),

respectivamente expressas pelas Equacoes (3.2.34, 3.2.35). De modo que as expressdes ficam na forma

1 3715 55
”“):¢C_59w{1+<§%1+§y0@4ﬂ*fxgﬂ7 (3.2.43)
(&}
1 743 11
w@)z;G—W{1+(Z&§+7En)@*“+wX8ﬂ, (3.2.44)

fazendo . — oo e, como ja explicitado anteriormente,

3
_nelte—t)
@‘_'5 GM

Supondo uma forma de onda gravitacional hiTjT para um observador localizado na posicao (r, ¢, ¢)
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em coordenadas polares escrita em termos dos dois tensores de polarizacdo h e hy. E conveniente
escrever esses tensores em uma expansao em termos dos harmoénicos esféricos spin-2-weighted, ou

seja

00 l
hy —ihe = Y —2Yin(, ) hum, (3.2.45)

=2 m=—1

e seu modo complexo é dado por
i = / V(6 6) (s — i)Y, (3.2.46)
que deve satisfazer a igualdade
him = (=1)'hj .

O harmonico esférico para o spin 2 € utilizado por se tratar de ondas gravitacionais, € uma suposi¢ao
importante uma vez que trata a radiacdo gravitacional como a radiacdo emitida por gravitons. Os

harménicos esféricos spin-weighted do spin-weight s pode ser expressos formalmente por

/25+1 (1 +m)|( o 0
,SYEM— - \/ I+ 9)! l—5)>e ¢cos2l§

min(l+m,l—s) s I+s 0
nE(C tan?Ftsm 2.47
S SR G| (U L ST

k=max(0,m—s)

e devem satisfazem as propriedades

( 1)s+m_s l:k—m(97¢)a
( 1)175%,m(7r_97¢+7r)‘

sYIm
sYim
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De forma que os modos complexos mais relevantes, até a primeira ordem pds Newtoniana sao

B TG i, 107 55 5
hos = 8\/;02 x[l ( 5 4277) x} +0(€), (3.2.48)
7 Guom
hoy = _Z3 - CQ’; et 4 0(E), (3.2.49)
67 Gpuom _g,
hss = 3i 77Tc2/: ]\T;e_&“"x?’ﬂ +0(é), (3.2.50)
TG .
hag = ‘5\[7 Gt (1~ ) + O(), 25
2r Guom .
ha1 = _g o c; = O i 1312 4 (), (3.2.52)
TG _y
ha = 3 ST (1= 3n)a® + O(e), (3.2.53)
8 Gu —2i 2 6

onde dm := my; — mo. A forma de onda pode ser expressa na forma

2G
hyx = C:‘ {Hf) + 2 2HYY 42l 4 O(e )} (3.2.55)

onde os coeficientes pds Newtonianos sao

H(O) i= —(1 4 cos® ) cos 2, (3.2.56)
HY .= —2cosusin 20, (3.2.57)
16
HS/Q) = _gﬁm sin ¢ {(5 + cos? 1) cos p — 9(1 + cos?¢) cos 3@} : (3.2.58)
(1/2) 3om . . .
H, 77 = 1 sintcost|sing — 3sin3p|, (3.2.59)

1
HJ(rl) = [(19 +9cos?t — 2cos? 1) — (19 — 11 cos® L — 6 cos* L):| oS 2¢

4
-3 sin? o(1 + cos® 1) (1 — 3n) cos 4y, (3.2.60)
1
HY = 3 cos¢ [(17 —4cost) —n(13 — 12 cos® L):| sin 2¢
8
— g cost sin? ¢(1 — 3n) sin 4, (3.2.61)

para a construcdo dos coeficientes acima, foi assumido que o observador se encontra ao longo do plano
x — z do sistema(¢ = 0), que efetivamente absorve ¢ na definicdo da constante ..

Por ultimo, € possivel construir graficamente as representacdes das perturbacdes gravitacionais
dadas pela Equacdo (3.2.55) para a fase Inspiral, com o auxilio do software matemadtico de cédigo
aberto, o SageMath. Os dados referente a binaria utilizados para a constru¢cdo dos graficos para
as amplitudes h, e h, foram os dados da Bindria de Hulse-Taylor(PSR 1913), como consta em
(WEISBERG J. M.; TAYLOR, 2005). Portanto, utilizando os respectivos coeficientes pds Newtonianos
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para a construcdo de cada uma das duas amplitudes para a bindria compacta de Hulse-Taylor, tem-se

as representacdes graficas, respectivamente representados pelas Figura 6 e Figura 7.

Figura 6 — Amplitude /. para a bindria PSR 1913, feita no software SageMath, durante a fase Inspiral,
com o método Taylor T3 em 1PN. O tempo de coalescéncia - t.. - estd em 0, 492Gyr.

le-18 Amplitude A, - PSR1913

—t.=0.492

1.01

0.5

—0.54

-1.01

~1.54

OiO Ojl 0I2 0.‘3 0i4
t(Gyr)

Fonte: Autor

Figura 7 — Amplitude /., para a bindria PSR 1913, feita no software SageMath, durante a fase Inspiral,
com o método Taylor T3 em 1PN. O tempo de coalescéncia - .. - estd em 0, 492Gyr.

le-18 Amplitude h, - PSR1913

31t —oa02

0.0 01 02 03 0.4
t(Gyr)

Fonte: Autor

ambos os codigos para a construcdo das duas amplitudes, bem como os graficos para as amplitudes
nas expansdes em ordem 2PN e 3PN, estdo disponiveis no GitHub!. Um dltimo ponto interessante
sobre os graficos acima reside no tempo de coalescéncia, como pode se ver na escala do grafico, a
amplitude ndo chega até o t. definido. Isso se deve ao fato de que o método de aproximagdao PN

Taylor T3 ja ndo d4 uma representagcdo confiavel e precisa do que acontece quando ¢t = ?., para a

' <https://github.com/andrelucchini/gw_article>
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construcdo de graficos mais precisos - a partir da fase Marger - € necessario uma abordagem mais
robusta das aproximacgdes pds Newtonianas, mais especificamente, o método do Effective one-body, ou
uma modelagem com relatividade numérica, ambas as abordagens nao estao no objetivo do presente
trabalho. Para os leitores mais curiosos sobre as fases além da fase Inspiral e as aproximacdes PN
utilizaveis, ficam as referéncias (BUONANNO; DAMOUR, 1999; BUONANNO; DAMOUR, 2000;
DAMOUR; JARANOWSKI; SCH4FER, 2000).

Outras bindrias importantes, para a literatura, que podem ser construidas pelo método Taylor
T3 aqui apresentado sdo: GW170817, que foi a primeira binaria detectada de maneira direta; e a
GW190426, que se trata de um sistema binério de uma estrela de n€utrons com um buraco negro. Os
graficos das amplitudes - h e hy - para a primeira bindria sdo, respectivamente, representados pelas
Figura 8 e Figura 9.

Figura 8§ — Amplitude /. para a bindria GW170817, feita no software SageMath, durante a fase
Inspiral, com o método Taylor T3 em 1PN. O tempo de coalescéncia - ¢ - estd em
0,492Gyr.

le—18 Amplitude h. - GW170817

—t.=0.492

1.04
0.5 4

~ 0.04

hy(m

—0.54
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~1.54
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t(Gyr)

Fonte: Autor

Igualmente, os gréficos das amplitudes - h, e h - para a bindria GW 190426, estao representados
nas Figura 10 e Figura 11. E interessante ver a diferenca do comportamento da amplitude 4 da binaria
GW190426, como mostra a Figura 10, em relacdo as demais. Esse comportamento irregular se deve ao
fato da razdo das massas da bindria, no caso da bindria GW 190426 a razdo de massa se aproxima a 4
vezes. Isso reflete um comportamento errdtico na amplitude da onda durante a convolugdo do sistema.
Para um melhor detalhamento serd necessario recorrer a métodos mais robustos, outros exemplos de

falha na representacdo de bindrias pelo método Taylor T3 estdo presentes no GitHub supracitado.
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Figura 9 — Amplitude %, para a bindria GW170817, feita no software SageMath, durante a fase
Inspiral, com o método Taylor T3 em 1PN. O tempo de coalescéncia - ¢, - estd em
0,492Gyr.
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Fonte: Autor

Figura 10 — Amplitude A, para a bindria GW 190426, feita no software SageMath, durante a fase
Inspiral, com o método Taylor T3 em 1PN. O tempo de coalescéncia - ¢, - estd em
0,492Gyr.
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Figura 11 — Amplitude h para a bindria GW 190426, feita no software SageMath, durante a fase
Inspiral, com o método Taylor T3 em 1PN. O tempo de coalescéncia - ¢, - estd em
0,492Gyr.
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4 PERSPECTIVAS FUTURAS

Ap6s a conclusiao do presente trabalho, os passos seguintes se destinardo ao estudo das ondas
gravitacionais em espaco-tempo curvo, tais como aquelas emitidas por Buracos Negros. A primeira
parte da nova etapa se dard com o estudo das perturbacdes gravitacionais em tal cendrio, bem como
o estudo dos modos quasi-normais de um Buraco NegroMAGGIORE, 2018). (CABRITA, 2018).
Os modos quasi-normais caracterizam a resposta de um buraco negro a pequenas perturbacdes e
sdo responsaveis pela emissdo de radiagdo gravitacional por um buraco negro perturbado. Essas
oscilacdes, que ndo t€ém matéria para sustentd-las, sdo na verdade oscilagdes do préprio espago-tempo;
mais precisamente, do espaco-tempo fora do horizonte. Eles também sdo cruciais para obter alguma
compreensdo analitica da forma de onda produzida na fase de Inspiral e Marger da coalescéncia
de um sistema BH-BH e na fase sucessiva de Ringdown. Uma vez que uma deteccdo tenha sido
feita, previsOes precisas para a forma de onda sdo cruciais para extrair informacoes fisicas do evento
observado, em particular para reconstruir os parametros da fonte. Eles também fornecem uma possivel
ponte para a gravidade quantica e até desempenham um papel importante na correspondéncia AdS/CFT
(NUNEZ A.; STARINETS, 2003).
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5 CONCLUSAO

O presente trabalho teve como principal objetivo o estudo das ondas gravitacionais no regime pos
Newtoniano, desde a sua irradiagdo por um sistema bindrio - como a bindria de Hulse-Taylor - até
seus efeitos ao passar por um objeto em sua linha de propagacao. Tal formalismo pés Newtoniano
foi alcangado expandindo-se a métrica g,,,,, e adicionando corregdes a ela a partir das expansoes pos
Newtonianas. O mesmo procedimento foi feito para o tensor energia-momento, afim de encontrar a
perturbacdo da métrica h,,,, que representa a amplitude de uma onda gravitacional.

A partir dessa nova métrica perturbada, foi possivel - com o auxilio dos métodos de aproximagao
p6s Newtonianas - construir a expressao para a forma de onda de uma onda gravitacional emitida por
uma bindria compacta, mais especificamente o método Taylor T3. Para a representacdo das amplitudes
gravitacionais foram levados em considerag@o os tensores de polarizagdo h e h, de cada bindria
apresentada. E de grande valia ressaltar a importincia dos graficos construidos para as amplitudes
gravitacionais. Eles ndo s6 tem um papel fundamental na interpretacdo de como cada onda e sua
polarizagdo interferem no espago a sua volta, mas também sdo ferramentas importantes aliadas as
detecc¢Oes feitas por observatdrios como o LIGO, uma vez que descrevem o comportamento das bindrias
antes mesmo de suas ondas chegarem ao detectores, que detectam as amplitudes apenas a partir da fase
Merger.

Em suma, o estudo das ondas gravitacionais no regime pés Newtoniano ainda deixam uma grande
perspectiva para os proximos topicos a serem abordados, como supracitado no Capitulo 4. As ondas
gravitacionais sdo grandes aliadas no estudo do Universo, ndo s6 de seu inicio, mas também de seu
futuro. Uma vez que seu estudo permite ampliar os conhecimentos sobre estrelas, galdxias e buracos

negros distantes, com base nas ondas por eles produzidas.
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APENDICE A - IDENTIDADE DE BIANCHI

A identidade de Bianchi, uma importante propriedade, mostra que

v&Rﬂ%a + VﬁRwoma + V'YRa,Bna =0, (A.0.1)

e sabendo-se que o tensor de Ricci, o escalar de Ricci e o tensor de Einstein sdo construidos a partir

do tensor de curvatura de Riemann ao contrair seus indices na forma
Rop = Raw“ R := g""R,,. (A.0.2)

Uma vez que o tensor de Ricci € simétrico com respeito aos seus indices, pode-se manipular a

identidade de Bianchi como se segue
VQRMR“ + VR, + VA,RWHQ = —V*Rgyar + VR, — V,Rg, = 0. (A.0.3)
Ao contrair essa quantidades com o tensor métrico g", & possivel obter:
1
—VQRBQ + VﬁR - VﬁRﬁ,{ = -2V“ (Rag - §ga5R) = 0. (A04)
A expressao dentro do parentes ndo tem divergéncia, e € o conhecido tensor de Einstein:
1
Gaﬁ = Raﬁ — §ga/3R. (AOS)
Portanto

VeGap = 0. (A.0.6)
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APENDICE B - COMPONENTES DO TENSOR DE EINSTEIN PERTURBADAS

Para encontrar as formas perturbadas das componentes da Equacdo de Einstein, € preciso aplicar a
métrica perturbada, expressa na equagao (2.0.1), no lugar de g,,,,, nas equacdes (1.2.5), (1.2.3) e (1.2.4).

Comecando pelo simbolo de Christoffel, tem-se

1
FZV = §gp)\ (augp)\ + a,u,gl/)\ - a)\g/w) ) (BOI)

adicionando a métrica perturbada

1
I = 5(77"A — 1P [0y (ux + Byn) + O (o + Bun) — OA(Myw + By )] (B.0.2)

1
= 5(?7”A — BP) [0u1n + Ouhyn + Ot + Ophiun — Orp — Onhy)] - (B.0.3)

Uma vez que a métrica de Minkowski é dada por n = (—1,1,1,1), é fato inferir que qualquer
derivada aplicada sobre ela serd nula. Ademais, como || h,, ||<< 1 pode-se aproximar a expressao
entre parenteses acima na forma n** — h** ~ n#*. Dessa forma, o simbolo de Christoffel com a métrica

perturbada tera a forma
1
I, = Enfﬂ(ayhﬂA + Ouhuy — Orhy). (B.0.4)
Para o tensor de Ricci, tem-se
_ _ A A
R, =R, =007, —0,I%, + FZ/\FV# — T\, (B.0.5)

substituindo-se a expressio encontrada anteriormente para o simbolo de Christoffel na expressao acima

1 1
R, = §ap (772 (O hux + Ol — Onhyw)] — §ay (072 8oy + Ophyr — Orhyy)] (B.0.6)
1
+ Zﬁpa (8,\hpa + 8phm - aahp)\) 77)"8 (auh,,g + 8,,huﬁ — 8/3h,,ﬂ) (B.0.7)
1
— ana (E)Ahm + &,hm — &thk) ’I7>\B (8Mhp/3 + Qph,w — 8ﬂhpﬂ) . (B08)

Ao aplicar a distributiva nas derivas, assim como a regra do produto e, levando em consideracdo a
primeira ordem na perturbacéo 5, tem-se
1 1 1 1

Ry, = _énaﬂauavhaﬁ + 577aﬂauaahV5 + §naﬁal’aahﬂﬂ - §naﬁaaaﬂhw- (B.0.9)

Por fim, pode-se contrair os indices das derivadas com a métrica de Minkowski e entdo tem-se o tensor

de Ricci para a métrica perturbada

1

1 1
R, = —58#&/1 + 58,,(9“%1“& ~ 3

1
Oy + 500y (B.0.10)
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Por dltimo, para o escalar de Ricci

R=¢"R,, = ¢"R" 1ov, (B.0.11)
w Ly 108 1o 1,08
=4 §aa [g (augﬁu + al/guﬁ - aﬂguy)] - §au [g (augﬁa + 8o<g,uﬁ - 6,39#0()} . (B.0.12)

Substituindo a métrica perturbada, assim como nas expressdes anteriores, tem-se

1
R= (" —h") {5(‘)@ [(n* = h*?) (D, (Mg + hsw) + By (Nus + hup) — 05 (N + huw))]

1
= 500 [(0™ = 17) (O (Mo + ) + o (M + hus) = T (M + hya))] } (B.0.13)

Aplicando a mesma rotina de simplificagdo com a perturbacdo e a métrica de Minkowski, a expressao

se reduz para a forma
R =~ 0,05y + 0P 000,h, - (B.0.14)

Obtém-se entao

R = 9"9"h,, — Oh. (B.0.15)

Assim, ao substituir as grandezas obtidas acima com a perturbacao, tem-se a forma para tensor de

Einstein perturbado

1
Guu = R/u/ - 5(771111 + hMV)R7

1 1, 1, 1,
= —§naﬁauayhaﬁ + 37 B0,00hyp + 3" £0,00h,u5 — 37 b0u08h

1
- 5(77MV + huy)(_naﬁnwjaaaﬁhuu + naﬁnuyaaauhﬁV) (B016)
Aplicando-se a distributiva na expressao acima, tem-se

1 a 1 « 1 &
GW = —577 55lwha/3 + 577 Bauochuﬁ - 577 Baaﬁhlw

1 (0% 1 (0% lo} 1 « loa
+ 57] 6a,uahzxﬂ - 5%#] 67]’) aaphﬂa + 577;w77 Bﬁp aﬂhpcr- (B-O-17)

Como mais um passo de simplificacdo, € conveniente aplicar a perturbagdo do trago reverso a expressao

anterior

- 1
Py = by — 57],“,}@.
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Fazendo com que o tensor de Einstein fique na forma, apds a realizagcdo da distributiva

1 o 1 ]' o 1 1 o 7 ]' o 7
G = —31 B0uh ap + 77 PO + 5" BOvah 15 — i PN Opuh

1 sy = 1, T .
- 577 ﬂaaﬂh,uu + 2177 Bnuuaa/a’h + 577 ﬁﬁuah v 1_177 Bnazzaﬁuh

1 o 7 1 « o 7 1 o 7
- §%u77a677p aaph Bo + Z_ln/wn Bﬁp nﬂpaocah + §mu77a677p aaﬁhpa

1 _
- Znuunaﬁnpanpaaaﬁh- (B018)

Uma vez que a condig¢io do gauge harmonico implica que n*° Qmﬁ v — 0, a expressdo para o tensor

de Einstein se reduz para

1 « 7 1 « h 1 o h 1 o h
G},LV — —5’)” /Bauyh af + ZT/ ﬁnaﬁauyh/ - ZTI 6nauaﬁvh - 5,’7 ﬁaaﬁhlﬂ/

]' « A 1 o 1 1 o o 1 ]' « o 1
+0 1w Oaph — 1" NawOguh + 7 a1l 0P n8p0nch + vl 1P Do por

1 _
- Zn;wnaﬁnpanpaaab’h' (B019)

Realizando a simplificacdo dos indices da expressao acima a partir da métrica, obtém-se
1, - 1. - 1 - 1_- 1_-
GMV = —éaﬂyh -+ Qau,,h — §|:|h pr §|:|h’77/“’ + §Dh77/“/’
1 -
= _imhw_ (B.0.20)
Uma vez que G, = 87GT),,, encontra-se, portanto

Oh = —167GT,,. (B.0.21)
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APENDICE C - EQUACAO DE CAMPO E A FUNCAO DE GREEN

A funcgdo de Green €, por definicdo, a solucdo para as equacdes de campo oriundas de uma
distribuicao de matéria representada por uma funcao delta. Ao tentar resolver as equacdes de Einstein
além da ordem linear com a fonte desse tipo, as expressdes resultantes conterdo produtos mal definidos
ou distribuicdes com fungdes singulares. Consequentemente, ndo se pode usar um formalismo de
funcao de Green em segunda ordem (CASALS et al., 2019). As ondas gravitacionais sdo geradas pelo

termo de fonte de matéria no lado direito da equacdo de Einstein linearizada
Oh, = —167T,,.

A equagdo de Einstein linearizada pode ser resolvida usando o formalismo da fun¢do de Green.
No presente desenvolvimento, 0 movimento interno do sistema serd considerado lento, comparado
com a velocidade da luz. Aqui, serd calculada a solucdo para a perturbacdo gravitacional bem como a
féormula para o tensor momento do quadrupolo para radiacdo gravitacional. A equacdo de onda com

um termo genérico de fonte pode ser expresso por
Of(t,z) = s(t, ),

onde f(t,«) é um campo dindmico, e s(¢, ) é um campo que representa a fonte. A fungdo de Green
G(t,x;t,x’) é a funcdo que surge como resposta a uma fonte descrita por uma fungdo delta, isso

representa quanto campo é gerado pelo ponto (¢, ) por unidade de fonte, no ponto (', ). Isto é
OG(t,x;t, ") = 6(t —t')o(x — ).

O campo originado a partir da fonte real é¢ dado pela integracao da fun¢ao de Green com a fungao
s(t, x)

f(t,x) = /dt’dgx’G(t,m;t,w’)s(t’,w’).

Para o operador de onda [], a funcdo de Green toma a forma (ACERNESE et al., 2005)

0t = ||z —a'|| /e)

A || & — o' ||

G(t,z;t,x') = — ,
onde (t'— || & — &’ || /c¢) é o tempo retardado, ele contabiliza o atraso associado com a propagacdo da
onda gravitacional do ponto a para o ponto x’(a constante da velocidade da luz foi explicitada apenas
para enfatizar a natureza causal da funcdo de Green). Aplicando o resultado acima na expressao da

perturbagio A, tem-se

B (t iL‘) —4/d3I, TMV(t_ H x—x val)
pv\by = .

|z —a |
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Como ja citado no Capitulo 2, os graus de liberdade radiativos estdo contidos inteiramente nas

componentes espaciais da perturbacdo, assim, considere a parte espacial da métrica

B(t CU) — 4/d3$/ le(t_ ” x —x' ||7w,)
ot EEr

Os indices do tensor energia-momento foram levantas usando a regra de que a posi¢cao dos indices
espaciais na teoria linearizada € irrelevante.

Considere uma evolu¢do da quantidade acima para grandes distancias da fonte, essa suposi¢ao
permite que o fator | @ — @’ || seja tratado como r =|| @ ||(0 erro de escala para tal aproximagao é de
L/r, onde L é a dimensdo da fonte, e pode ser negligenciado). A mesma aproximagéo pode ser feita

com as componentes do tensor energia-momento
Tyt— | @ — o' ||, 2") = T(t — r,2"),

onde | x — @ ||=r — n'a’ + O(1/r), com n’ = x'/r , é a escala de erro gerada pela aproximagao
feita acima da ordem de L /7, onde 7 € a escala de tempo em que o sistema estd mudando. Esta
quantidade representa a velocidade interna da fonte, velocidade muito menor que a velocidade da luz.

Dessa forma, as substituicdes acima resultam em

4 -
hij(t,w) = —/dSI,TW(t—T, 33/>,

r

que € o primeiro termo de uma expansao multipolar do campo de radiagdo. O tensor energia-momento
deve ser conservado, ou seja 9, 7*", na teoria linearizada. Separando essa expressdo nas componentes

temporal e espaciais, tem-se

O, T + 9,T" = 0,
oT" +0,T" =0,

ou, simplesmente
O™ = 0,0, T™.

Ao multiplicar os dois lados da expressdo acima por x'z, tem-se para o lado esquerdo e para o lado

direito, respectivamente

OFT"x'w? = 92 (T"x'x?),

O T2 2? = 0,0y (T ' 2?) — 20,(T* 57 4 T2y + 27
A partir da identidade 9,27 = 5ij , € facil provar a relacdo entre as duas expressoes acima, na forma

OX(T"x'a?) = 0p 0y (T2 2?) — 20,(T™ 27 4 T 2"y + 2T
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Issoleva a

4 4 1 . o oo 1 o
—/d3x’ T, = —/d?’x/ [éaf(Ttta:”x”) + O (T a7 4 THi gy — éakal(Tklx”x”) ,
r r

2 3,./ 92 tt, 1,09

=— | d&’2"0;(T"x"x"),

r
2 0? o
=7 d3£L'/ Tttxlzx/]
r Ot? / ’
2 0? o
=" [ &2 paial.
r Ot? / P

Ao passar da primeira linha para a segunda, foi usado o fato de que o segundo e o terceiro termos

sob a integral sdo divergéncias. Usando o teorema de Gauss, eles podem ser reformulados como
integrais de superficie; tomando a superficie fora da fonte, sua contribuicdo é zero. Ao passar da
segunda linha para a terceira, foi usado o fato de que o dominio de integracdao ndo é dependente
do tempo, entdo € possivel tirar as derivadas da integral. Finalmente, usando o fato de que T% € a

densidade de massa p e, definindo o segundo momento da distribui¢do de massa fij via

L;(t) = /d?’x’ p(t, )"z

Ao combinar a expressao da perturbacdo h;;, do tensor energia-momento com a expressdo anterior,
tem-se
)
= . gd [z’j (t — 7”)

hlj(t,iB) = TT‘

Quando subtraido o traco de /;;, obtém-se assim o tensor momento do quadrupolo

]ij = Iij — —82'3'[7 f = fn



