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RESUMO

O objetivo deste trabalho é a elaboracdo de um controlador linear étimo, que possa
reduzir um sinal caotico do rotor dinamico, em um sinal controlado. Para se obter o
resultado esperado foi necesséario desenvolver atividades ligadas a caracterizagédo
do experimento; analise de estabilidade pelo método de Lyapunov; aplicacdo da
funcdo de Lyapunov; analise da sensibilidade das condi¢des iniciais utilizando o
expoente de Lyapunov; desenvolvimento do projeto do controle 6timo linear. O
resultado final mostra o desempenho da aplicacdo do controle linear 6timo no sinal
caodtico, cujo sinal foi reduzido para um comportamento estavel e controlado.

Palavras-chave: Rotor de Jeffcott. Caos. Dinamica nao linear. Estabilidade.
Controle caético.



ABSTRACT

The aim of this work is the elaboration of an optimal linear controller that can reduce
a chaotic dynamic rotor signal in a controlled signal. To obtain the expected result, it
was necessary to develop activities related to the characterization of the experiment;
stability analysis by the Lyapunov method; application of the Lyapunov function;
sensitivity analysis of the initial conditions by the Lyapunov exponent; development of
linear optimum control. The result shows the performance of the optimal linear control
in the chaotic signal, whose signal was reduced to a stable and controlled behavior.

Keywords: Jeffcott rotor. Chaos. Nonlinear dynamic. Stability. Control. Chaotic.
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1 INTRODUCAO

Atualmente os consumidores, de uma maneira em geral, tem exigido que 0s
produtos gerados pelas empresas possuissem melhor qualidade e preco de venda.
Este fato tem feito com que as industrias exercam o melhoramento das atividades de
controle de qualidade, garantindo que os produtos tenham maior confiabilidade,
resultando assim, na melhora das caracteristicas dos mesmos, atribuidas também a
relacdo da reducdo dos custos de producdo. Através deste conceito os projetos de
maquinas sdo desenvolvidos para atender essas necessidades, reduzindo as falhas
e antecipando os erros encontrados em maguinas operantes, sendo que, este
conceito, ainda pode ser entendido como uma das filosofias necessarias a
implantagcéo do Total Productive Maintenance - TPM.

Uma area emergente de projetos de maquinas sao as maquinas rotativas,
também denominadas de rotores dinamicos, sendo estes aplicados a turbinas de
avides, turbinas a vapor para a producdo de energia elétrica, turbo-compressores,
entre outros. Genta (2005) define rotores dinamicos como um ramo da dindmica que
atua com dispositivos mecéanicos, como rotor, ou seja, roda com movimento angular
significativo. J& a Organizacdo Internacional para Padronizacdo (ISO) define um
rotor como sendo um corpo suspenso por meio de um conjunto de articulacdes
cilindricas ou rolamentos que Ihe permite rodar livremente em torno de um eixo fixo
no espaco. As maquinas rotativas sao classificadas pela deformacédo do eixo de
rotacdo e este eixo quando em movimento, causado pelo momento giroscopio,
produz ressonancia oriundo da excentricidade da massa (ISHIDA; YAMAMOTO,
2012).

Na analise de vibracdo os sistemas de rotores complexos sédo simplificados
e adequados em modelos mateméticos, cuja importancia se da nos parametros e
caracteristicas de modelagens (ISHIDA; YAMAMOTO, 2012). A principio, o termo
sistema, pode ser considerado como um conjunto de objetos estudados que se
relacionam entre si e podem ser divididos em sistema lineares e néo lineares.

Um sistema linear pode ser representado por uma relacdo causa-efeito e
quando excitado pela combinacdo linear de duas entradas, é igual a combinagéo
linear das saidas resultantes da aplicacdo isolada de cada entrada (AGUIRRE,
2007). J4 um sistema nao linear como aquele que ndo obedece ao principio da

superposicao, isto €, se duas funcdes sdo solucdes do sistema, entdo a soma de
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ambas ndo necessariamente serd uma solugdo (GEROMEL; KOROGUI, 2011). Os
movimentos rotacionais sdo modelos de sistemas dinamicos nao lineares, cuja
descricdo do modelo pode ser feita por fungdes trigonométricas (GEROMEL,;
KOROGUI, 2011). Em rotores desbalanceados diferentes tipos de respostas do
sistema né&o lineares podem surgir, sdo eles os fenbmenos de salto, ressonancias
sub-harmoénicas, ressonancias de combinacédo, vibracdes cadticas e aparecimentos
de ciclos limites (ISHIDA; YAMAMOTO, 2012).

O objetivo desta tese € elaborar um controlador linear 6timo que atue na
reducdo do movimento cadtico de um rotor dindmico, até o ponto de equilibrio. A
motivacdo para o desenvolvimento deste trabalho ocorreu da observacdo em campo
de diferentes tipos de problemas nas maquinas rotativas que, de certo modo,
alteram o comportamento do sistema dinamico, resultando na alteragdo da
estabilidade do sistema. Essas falhas, de uma forma geral, podem ser decorrentes
da montagem, desalinhamento do eixo, falta de lubrificacdo e lubrificantes
adequados, particulas estranhas nos rolamentos, entre outros.

Neste trabalho foi desenvolvido um experimento baseado na teoria de
Jeffcott Rotors, para adquirir um sinal que demonstra o comportamento do rotor
dindmico, e assim, considerando os diferentes fendmenos, deslocamento lateral e
angular, demonstrados no sinal, foi possivel estabelecer um critério de estabilidade
utilizando o teorema de Lyapunov. Com isso, considerando que o sistema do rotor
dindmico é instavel e de comportamento cadtico, foi desenvolvido um projeto de
controle linear 6timo que atue minimizando o comportamento caético em um sistema
estavel.

A organizacao geral deste trabalho pode ser descrita como:

e Estudo das teorias de sistemas dindmicos né&o lineares, dinamica
cadtica, andlise modal, equacdes diferenciais parciais, rotores de
Jeffcott, estabilidade de Lyapunov, expoente de Lyapunov, e a teoria
de vibracao;

e Caracterizacédo do Experimento;

e Andlise de estabilidade qualitativa do sistema utilizando o método de
Routh-Hurwitz;

e Anadlise de estabilidade considerando a introducdo de uma massa

externa no sistema dinamico;
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e Investigacdo da estabilidade utilizando o método de Lyapunov;

e Investigacdo do comportamento caotico, utilizando o expoente de
Lyapunov;

e Aplicagdo do projeto do controle linear 6timo para o controle do

estado cadtico no sistema dinamico.

1.1 Estado da Arte

A dinamica, nos conceitos e teorias que envolvem a fisica, pode ser
relacionada as caracteristicas do movimento e a deformacdo de um determinado
corpo ou sistema, cujo comportamento dindmico esta contido nos principios da
mecéanica analitica, cinemética e cinética. Os conceitos matematicos também séo
aplicados, para o entendimento da dindmica deste corpo ou sistema, e os resultados
encontrados na solucdo deste equacionamento, descrevem os diferentes estados
para as condi¢cdes especificas. Porém, antes de se avancar nos conceitos e
questdes que envolvem o0s comportamentos de sistemas dinamicos e suas
respectivas solucbes matematicas, é importante compreender a formacédo histérica
destes conceitos. Assim, foi introduzido na sequéncia, um breve comentario do
surgimento dos estudos de sistemas dinamicos considerando 0s principais
pesquisadores de cada época, ndao desmerecendo outros pesquisadores de igual
importancia e relevancia tratados na evolugéo da historia.

Lang (1989) comenta que Aristoteles (384-322 a.C.) é o precursor do
conceito da teleologia, que pode ser definido como a explicacdo para algo em
funcdo do seu propdésito ou a que se destina. Em especifico a fisica Aristotélica, “é
dedutiva e apoiada em verdades evidentes, indo do particular para o geral, de
hipéteses e axiomas para conclusdes” (MONTEIRO, 2011).

Aristételes (384-322 a.C.) desenvolveu diferentes teorias que envolviam o
campo da fisica, sendo uma delas a que descreve quatro elementos, a terra, o ar, a
agua e o fogo, e as suas relacbes dinamicas exemplificadas na natureza, que
resultam nas caracteristicas que constituem o movimento do objeto, ou seja, a
funcdo e o seu proposito, (LANG, 1989; MONTEIRO, 2011). Os principios que
regem o movimento dos corpos para Aristoteles (384-322 a.C.) sédo definidos como,
“(1) para um corpo se manter em movimento € necessaria a acdo de uma forca, se a

forca for removida, o corpo vai para o repouso; (2) a velocidade de um corpo é
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proporcional a intensidade da for¢ca que atua sobre ele; (3) se os corpos de mesmo
volume sdo soltos de uma mesma altura, entdo o mais pesado atinge o solo antes
do mais leve”.

O trabalho de Galileu Galilei (1564-1642) Le Meccaniche, é dividido em trés
partes, sendo que a primeira parte mostra os fundamentos teoricos e trata dos
“‘instrumentos cuja natureza se pode reduzir a balanga (alavanca, eixo da roda ou
cabestante)”. A segunda parte mostra o comportamento das talhas, atualmente o
principio da alavanca; e a terceira parte mostra o comportamento do parafuso,
atualmente entendido como plano inclinado (VASCONCELOS, 2008). Considera-se
ainda que, no trabalho de Galileu (1564-1642), sdo enunciados termos como,
velocidade/resisténcia = peso/forca, que € entendida pela representacdo matematica
A/B=C/D, associando-a a uma igualdade de fragcbes (A/B = C/D). Outro termo
importante também €& mencionado como momento, “concebido como uma grandeza
diferente da forca, na medida em que seu carater dimensional é dado pelo produto:
forgca x comprimento” (VASCONCELOS, 2008).

Galileu (1564-1642) contradisse os trabalhos de Aristoteles (384-322 a.C.),
influenciado pelos conceitos de Arquimedes de Siracusa (287-212 a.C.), utilizando
0S conceitos introdutérios de dinamica, cuja compreensdo do movimento de um
corpo, considerando tempo, distancia percorrida e velocidade, levou-o a
compreensao de que uma forca que atua sobre um corpo é proporcional a sua
aceleracdo. Todavia, este conceito, foi desenvolvido por tebricos e filésofos
(MONTEIRO, 2011; KOYRE, 1943).

Isaac Newton (1642-1727) teve a sua obra publicada em 1687, intitulada
Mathematical Principles of Natural Philosophy, e considerada uma das mais
influentes na histéria da ciéncia, a qual descreve a lei da gravitacdo universal e as
trés leis que fundamentam a mecanica classica. A primeira publicacdo revisada
desta obra foi feita em 1713 intitulado Rational Mechanics e em seguida Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646-1716) introduz o0 nome Dynamics. Na obra de Newton (1642-
1727) séo utilizados métodos de calculo infinitesimal em forma geométrica, e Leibniz
(1646-1716) publica diversos artigos sobre calculo infinitesimal no mesmo periodo
em que Newton (1642-1727) desenvolve a sua obra (COHEN, 1999).

As trés leis de Newton sdo: o principio da inércia, cujo “centro de massa de
um corpo permanece no seu estado de repouso ou de movimento retilineo uniforme,

a menos que uma forga externa atue sobre ele”; o principio fundamental da
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dinamica, cuja “taxa de variagado temporal do momento qualquer, dado pelo produto
da massa pela velocidade do corpo € igual a forga externa”; o principio da acao e
reacao, que “a cada acao correspondente uma reacdo de modulo igual e sentido
oposto, sendo que cada uma das forcas é aplicada a um dos dois corpos
interagentes” (MONTEIRO, 2011).

Leonhard Paul Euler (1707-1783) atuou em diferentes ramos da dinamica,
porém na mecanica classica, este descreve matematicamente as equacdes de
rotacdo de um corpo utilizando quadros referenciais, com eixos fixos no corpo, e em
paralelo ao corpo, considerados os eixos inerciais, (DUGAS, 1988).

Jean le Rond d'Alembert (1717-1783) explica a filosofia da mecanica sobre o
seu ponto de vista na publicacdo d'Alembert Traité de Dynamique e ainda comenta
gue a soma das diferencas entre as for¢cas atuantes em um sistema, suas derivadas
no tempo, ao longo do deslocamento virtual contendo vinculos, é igual a zero,
(DUGAS, 1988).

Pierre Simon Marquis de Laplace (1749-1827) em sua obra Mécanique
Céleste traduziu o estudo geométrico da mecéanica classica, utilizada por Newton
(1642-1727), em um estudo baseado em calculo (SOMERVILLE, 2009). “Se alguma
inteligéncia pudesse conhecer a posicdo e a velocidade de cada particula do
universo num dado instante, assim como a massa e a for¢a que age sobre cada uma
dessas particulas, entdo essa inteligéncia, poderia prever o futuro do universo para o
resto do tempo”, (MONTEIRO, 2011).

A estabilidade do nosso sistema solar foi estabelecida por Joseph Louis
Lagrange (1736-1813), que ainda descobre as desigualdades periddicas no
movimento eliptico, (SOMERVILLE, 2009). Lagrange (1736-1813) reformulou a lei
Newtoniana eliminando a necessidade de calcular as for¢gas nas partes isoladas do
sistema dindmico e todas as varidveis convenientes no sistema, obedecendo as
restricbes, e que pode ser usado para descrever o movimento (HAND, FINCH,
1998). Assim, uma unica fungdo de variaveis dinamicas descreve o movimento de
todo o sistema e as equacOes diferenciais, que governam este sistema dinamico,
sao obtidas desta funcdo, sem a necessidade de um diagrama vetorial. Este método
de Lagrange, chamado comumente de método lagrangeano, expressa as diferencas
das variaveis entre a energia cinética e a potencial que descrevem o movimento,

apos, sdo encontradas as equacodes diferenciais do movimento do sistema.
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As solucdes exatas sao as melhores solugbes para se caracterizar um
sistema dinamico, porém, € de conhecimento geral, que a maioria dos modelos de
um sistema dinamico € considerada néo linear, portanto, a solugdo matematica
desse sistema é calculada na forma de série de infinitos termos, em que, em cada
termo se obtém uma solucdo simplificada da equacdo diferencial original, cujo
resultado seja similar a zero.

O método para andlise de estabilidade desenvolvida por Alexander
Mikhailovich Lyapunov (1857-1918), conhecida como Lyapunov, € considerado o
primeiro método e & empregado para se obter uma solu¢do assintoticamente
estavel, ou seja, os valores iniciais de uma funcdo qualquer, tem um comportamento
estavel, quando o autovalor tem sinal negativo e converge para zero, com o tempo
tendendo para infinito, define (FULLER, 1992; FALEIROS; YONEYAMA, 2002). O
primeiro método de Lyapunov escrito de uma maneira simplificada pode ser
considerado como, “‘uma solugdo € estavel se outras solucdes, cujos valores no
instante qualquer, forem iguais ao tempo inicial, e estdo préximos do ponto inicial e
permanecem proximas a este durante o passar do tempo” (MONTEIRO, 2011).

No primeiro método de Lyapunov as condi¢cdes iniciais sdo muito
importantes, portanto, imprescindiveis para a estabilidade em um sistema linear, e a
nao linearidade do sistema dindmico é um resultado das condi¢des iniciais deste
mesmo sistema, o qual € chamado de caos deterministico (FERRARA; PRADO,
1994; MONTEIRO, 2011). Nos estudos de Poincaré (1854-1912) foram
desenvolvidas técnicas geométricas e topologicas para os sistemas dinamicos,
concluindo que, para um sistema de trés corpos uma foérmula analitica restrita,
diferente de uma solucéo geral, é exata e descreve a massa de um corpo qualquer a
partir da condicdo inicial, e é inexistente; sendo assim, as consideracfes das
solucBes de equilibrio, utilizando os conceitos matematicos de Lagrange (1736-
1813), séo vélidas somente para condic¢des iniciais particulares (FERRARA; PRADO,
1994; MONTEIRO, 2011).

A definicdo de caos pode ser entendida como que as pequenas diferencas
na forma atual irdo se tornar grandes consequéncias na forma e em um futuro, cujo
exemplo € o bater de asas de uma borboleta (SMITH, 2007). Partindo desta
condicdo, sabe-se que diferentes estudos e aplicacdes séo feitos utilizando os

conceitos e teoria de sistemas dindmicos, cujo maior beneficiario € o ser humano.
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O atual conceito e a teoria de sistemas dinamicos podem ser utilizados
cientificamente para a antecipacdo dos resultados, cuja aplicacéo destes resultados,
além de promover o conhecimento sobre o comportamento do sistema, também
promove a diminuicdo dos erros no estudo especial (MONTEIRO, 2011). Diferentes
modelos de sistemas dinamicos sdo estudados e calculados considerando as
diferentes caracteristicas de variaveis e parametros, que dependem exclusivamente
da analise qualitativa. Um sistema dinamico pode ser calculado através de equacdes
diferenciais com caracteristicas lineares e néo lineares.

A teoria de sistemas dinamicos aplicados em rotores dindmicos é um
excelente exemplo de uso, pode-se considerar que o conceito de um rotor € um eixo
apoiado em um elemento rotativo, sendo este elemento rotativo um rolamento ou
uma bucha. O desenvolvimento desta aplicagdo € comumente chamado de teoria de
Jeffcott Rotors, a principio desenvolvido por August Foppl em 1895 e Henry Homan
Jeffcott em 1919 (YOON et al., 2013).

As historias dos diferentes cientistas e suas aplicacbes mostram a
importancia das teorias e conceitos da mecénica classica, dos sistemas dinamicos,
da fisica, da matematica, entre outros, e que, com a evolu¢do dos anos, estes
conceitos e teorias foram empregados em diferentes ramos de atividades.
Entretanto, pode-se citar o uso destes na indUstria mecanica, cujos projetos,
fundamentados na mecanica classica, transformam-se em produtos com aplicacdes
em areas como medicina, engenharia mecanica, civil, elétrica, aviacao,
automobilistica, automacédo, acustica, entre outras. Portanto, as aplicacdes sao
especificas e, assim, para cada necessidade adquirida é desenvolvido um projeto
especifico, com tecnologia também especifica, e que satisfaz a condicéo de uso.

Na industria em geral, é possivel antecipar as falhas em méaquinas, atuando
com a prevencdo destas falhas em projetos especificos, possibilitando o controle da
estabilidade do sistema e, também, contribuindo com a melhora da sensibilidade dos
equipamentos que a detectam. Nos dias atuais, diferentes estudos de fenébmenos
ligados aos conceitos de instabilidade em sistemas dinamicos, podem ser
mostrados, e exemplificando até o uso em sistemas lineares e néo lineares.

Podemos citar pesquisadores, como JianPing et al. (2004), que em sua
pesquisa mostram os diferentes resultados de um sistema dinamico nao linear de
um rotor com mancal de rolamento pelos métodos de andlise de vibracdo e de

elementos finitos, o resultado final demonstra que o método de elementos finitos é
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mais preciso. Ja os pesquisadores Ji e Leung (2003) demonstram em seu trabalho
os efeitos da ressonancia super-harmoénica de forcas magnéticas nao lineares, em
um rotor magnético de mancal de rolamento, utilizando a teoria e conceito de
vibracdes, o resultado final, mostra diferentes comportamentos de bifurcagdes, pulo,
e a sensibilidade, sendo todos dependentes das condigdes iniciais. O pesquisador
Sinou (2009) demonstra em seu trabalho o comportamento de um sistema néo linear
de um rotor dindmico de eixo flexivel apoiado em mancal de rolamento utilizando os
conceitos e teoria de vibracgdes, o resultado encontrado mostra as folgas radiais, 0s
sistemas de amortecimentos nao lineares e a massa de desbalanceamento
desequilibrando o eixo. Outa et al (2015) analisaram os fendmenos ligados a um
eixo apoiado em dois mancais de rolamentos, utilizando o conceito e teoria de
Jefcott Rotors comparando as aceleracdbes do modelo tedrico e modelo
experimental. Nesta questdo o desalinhamento do rotor € uma das mais comuns
dificuldades encontradas quando se estuda maquinas rotativas e que, ainda, se
mantém incompleta no seu entendimento, sendo que, até entdo, nenhuma analise
satisfatoria explica a gama de diferentes fendbmenos observados neste processo
(LEES, 2007).

A abordagem filoséfica da historia, de uma forma geral, das técnicas,
conceitos e teorias fundamentados, no ser humano homem, até entdo, € mostrada
de uma forma em que o homem estd sempre em processo de mudanca e
crescimento, para atender as necessidades gerais do mundo. Este ego, termo
utilizado na area da psicologia, alimentado por diferentes estimulos, gera impulsos
considerados ideias criativas e inventivas no mundo tecnolégico.

A pergunta que se enfatiza é: Qual o limite para mente humana e as suas
necessidades? “Sempre que se reflete sobre as questdes humanas mais cedo ou
mais tarde um é confrontado com o fato da singularidade pessoal” (HARRE, 1998).

A ideia e condicao de necessidade sugere a palavra conforto, que pode ser
entendido como, tudo o que constitui 0 bem-estar e, pensando nesta condicao,
percebe-se entdo que, filosoficamente, o limite para a mente humana pode ser
atrelado a propria existéncia humana.

Assim, é possivel entender que condigbes adversas as atividades do ser
humano sdo passiveis de acertos e erros que, quando assertivos, sugerem a
aceitacéo e beneficio deste resultado em uma grande comunidade, enquanto que,

se errado, essas atividades, geram discussbes e possivel discérdia e desordem
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nesta mesma comunidade. Portanto, como dito anteriormente, a mudanca do
comportamento humano pode ser uma proposta de desenvolvimento para novos
produtos e que tendéncias de mercado, referentes ao consumo de produtos, podem
também ser condicionadores de resultados financeiros nas empresas, resultando no
efeito capitalista.

Neste ponto, é tendenciosa a ideia e comportamento da ganancia, que se
ndo observada com atencdo, pode gerir a destruicdio do bem-estar de uma
comunidade. “Cada ser humano Unico € uma complicada colcha de retalhos, de
constante mudanca de atributos pessoais e também de relagdes” (HARRE, 1998).

No que diz respeito a este trabalho de pesquisa, o estudo de controle
cadtico, pode contribuir aumentado o conforto do ser humano, considerando que
sistemas de seguranca possam ser melhorados, uma vez que sejam identificados os
fenbmenos de instabilidade e, até mesmo, o surgimento de um comportamento
cadtico. Uma das abordagens no estudo deste trabalho atende, também, as
condicbes de conforto e bem-estar do ser humano, cujas consideracfes, se
adotadas, podem ser utilizadas na seguranca de produtos como maquinas,
equipamentos, automoveis, entre outros sistemas rotativos, pois € possivel
identificar a estabilidade e caos do sistema dindmico e, assim, controlar este estado.

As maiorias dos trabalhos pesquisados na area de rotor dindmico mostraram
intensas e aprofundadas estudo, para analisar o comportamento do rotor dinamico e,
durante a analise destas pesquisas, observou-se que foram utilizados diferentes
métodos, para se explicar e solucionar os fenbmenos do rotor dinamico. Podem-se
citar alguns, como a teoria de Lagrange, o método de Taylor, transformadas de
Laplace, teoria de elementos finitos, entre outros.

Este trabalho, se comparado com os autores pesquisados, utiliza os critérios
do rotor dinamico, direcionando-o para o tratamento da estabilidade, introduzindo o
desenvolvimento de um projeto de controle linear 6timo, sendo que os efeitos de
deslocamento lateral e angular sdo analisados e criterizados pelo método de
estabilidade de Lyapunov.

O resultado final deste trabalho mostra que o projeto de controle linear 6timo
foi efetivo, controlando o estado cadtico e minimizando-o para a condicdo de
estabilidade do sistema. Com isso, o0 método de controle de estabilidade e deteccéo
de comportamento de estabilidade para sistemas rotativos, pode ser aplicado em

equipamentos que atuem na analise de falhas, contribuindo para a prevencao da
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manutencdo e, também, em equipamentos de seguranca. A aplicacdo deste
conceito de controle pode ser efetivo em equipamentos de analise de tempo real e,
até mesmo, em equipamentos que detectam problemas especificos, como o

desalinhamento do eixo, as falhas em rolamentos, entre outros.
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2 SISTEMAS DINAMICOS

Nesta sessdo sdo comentados 0s conceitos de sistemas dinamicos lineares
e ndo lineares, envolvendo solugBes matematicas das equacdes diferenciais e até
mesmo a analise do comportamento da estabilidade, oriundo dos resultados dos

autovalores de uma matriz jacobiana.

2.1 Introducéo

Um sistema, do ponto de vista fisico, pode ser entendido como um conjunto
de componentes interconectados que apresentam determinadas relacdes de causa-
efeito, atuando como um todo para atender a um determinado objetivo. Esse sistema
pode ser encontrado em um estado estatico ou dinamico, no caso estatico as
propriedades descritivas ndo variam com o tempo, enquanto que no caso dinamico
essas propriedades variam com o tempo.

A variacdo do espaco pode ocorrer em ambos 0s casos estatico e dinamico.
Analisando esta definicdo de sistema, pode-se perceber que existem sistemas de
naturezas diferentes, como sistema ecoldgico, econdmico, de informacdo, de
comunicacao, entre outros. Assim, o sistema dindmico estudado neste trabalho de
pesquisa tem relacdo direta com um sistema mecanico e pode ser dito que é
composto de uma massa qualquer e, provavelmente, contém energia cinética e
potencial gravitacional, elastica, entre outros tipos.

A analise dinamica deste sistema fisico pode ser entendida como o estudo
da relacdo causa-efeito, ou seja, desde que o0 sistema sofra uma excitacdo, o
processo resultante desta excitacdo € demonstrado no comportamento da massa e
pode ser chamado de resposta a excitacdo. Esses sistemas podem variar ou ndo no
tempo e, quando sdo escritos matematicamente, o sistema invariante no tempo é
aguele em que o coeficiente é constante, enquanto que o sistema variante no tempo

tem o coeficiente também variante no tempo.

2.2 Conceito de Sistemas Dinamicos Lineares e Nao Lineares

Um sistema dinamico, para a engenharia, pode ser definido como a acéo

conjunta da combinacéo de diferentes elementos, com o objetivo de executar tarefas
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especificas (DAVIES; SCHIMITZ, 2015). Um sistema dindmico pode ser modelado
através de equacOes matematicas, geralmente através de equacdes diferenciais
parciais lineares e nao lineares, cuja condicdo depende exclusivamente das
condicdes iniciais e do modelo qualitativo em estudo.

Monteiro (2011) define que para sistemas lineares sdo validos os principios
da aditividade e o principio da proporcionalidade entre a excitacdo e a resposta ou
principio da homogeneidade. O principio de aditividade pode ser entendido como a
entrada para uma forca qualquer tem uma resposta qualquer, para outra forca
qualguer tem uma resposta qualquer e, assim, a entrada do sistema é a soma
dessas forcas e a saida sera a soma dessas respostas e de constantes iguais (c¢; =

c,), a figura 1 mostra esta condicéo.

Figura 1- Principio de Aditividade

B0 sistema | (O
Fi(t) + Fp(t) —— 15 () + x2(t)
Fy(t) }» ' ’ e > xy(t) . .

Fonte: Adaptada Monteiro (2011)

Para o principio da proporcionalidade, a excitagdo corresponde a resposta,
se introduzida uma constante qualquer na entrada conjuntamente com forcas
guaisquer, a saida serd a soma das respostas conjuntamente com essas constantes

quaisquer, a figura 2 mostra esta condicao.

Figura 2— Principio da Proporcionalidade

Fl (t)cl Sistema - ‘xl(t)cl
Fi(B)e, + Fyp(t)e; — Foicn x,()c; + x,(0)c,

Fy(t)e, — x3(t)cy

Fonte: Adaptada Monteiro (2011)

Estes dois principios combinados podem ser chamados de principio de
superposicao de efeitos, ou seja, para um sistema linear respostas de diferentes
excitacdes podem ser obtidas separadamente e depois combinadas linearmente.

O modelo qualitativo a ser analisado em um estudo qualquer pode ter
parametros fixos ou variaveis no tempo. Para um parametro fixo o coeficiente &

constante, fazendo com que o tempo apareca na funcdo de entrada e, em um
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modelo com pardmetros variaveis no tempo um ou mais coeficientes sdo fungdes
explicitas no tempo, caracterizando assim o conceito de funcdes lineares e nao
lineares. “Em um sistema fisico real ndo existe parametro constante” (MONTEIRO,
2011). Portanto, resumindo os sistemas dinamicos nao lineares, que pode ser
entendido como um sistema que ndo tem comportamento linear e ndo pode ser pré-
determinado devido a aleatoriedade das variaveis, ou seja, o sistema evolui com o
tempo com um comportamento desequilibrado e aperiédico, cujo futuro depende das
condig¢bes iniciais (FERRARA; PRADO, 1994; SMITH, 2007). Portanto os modelos
qualitativos com um sistema linear, pode ser considerado como o resultado da
transformacdo de um sistema nao linear, utilizando técnicas matematicas de

aproximacao de resultados.

2.3 Equacdes Diferenciais

2.3.1 Introducao

Nesta sessdo, sao vistos apenas 0S conceitos principais da teoria, que
envolvem as equacdes diferenciais, onde sdo descritas as técnicas de resolucéo de
uma equacdo diferencial, ou a aproximacdo dos resultados das funcbes de
aproximacdo. Esta condicdo é necessaria, pois 0 conteldo e aplicacdo das
equacdes diferenciais ordinarias e parciais sdo extensas e, para os fins deste
trabalho, a aplicacdo das técnicas, que envolvem a transformacdo de uma equacao
nao linear em linear, sdo direcionadas a aplicacdo de um rotor dinamico. Portanto,
sao suficientes, até entdo, a aplicacao dos conceitos que envolvem os problemas de
regido de contorno e valores iniciais, a aplicacdo do teorema de Laplace e o teorema
gue envolve a solucdo de aproximacdo dos pontos nodais utilizando o método de

Galerkin.

2.3.2 Conceito de equacdes diferenciais

As equagfes matematicas dos problemas de engenharia e da ciéncia, sédo
compostas de equacOes que envolvem derivadas de uma ou mais fungbes
desconhecidas, sdo chamadas de equacdes diferenciais. A equacao diferencial pode

ser classificada como uma equacao diferencial ordinaria ou ordinary differential
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equation ODE, se contém derivadas ordinarias com uma Unica variavel
independente e, também, pode ser classificada como uma equacéo diferencial
parcial ou partial differential equation PDE, se contém partes derivativas de duas ou
mais variaveis dependentes (GREENBERG, 1998).

Olver (2014) define que uma equacao diferencial € composta por uma Unica

. ., . d? d 7] 9? 9?
ou diferentes variaveis, como exemplo, md—tf + cd—f +hkx=0 =24+ 2y A
equacao m—+ c—+ kx = 0 € uma equacdo diferencial para a funcdo x(t), com

ou 9%u |, 9%u
uma Unica variavel t. J& a equacao — =2 T 52 U € uma equacéao diferencial que

envolve uma funcdo u(t,x,y), com trés variaveis t,xey. Ang e Park (2008),
explicam que uma equacdo ODE é composta de ordens, cuja correspondéncia é o
mais alto grau de derivada existente em uma equacéo diferencial, matematicamente
esta condicdo pode ser escrita como, f(x, u(x),u(x),i(x),i(x), .., u™(x)) = 0. Esta
equacdo, é dita como uma equacdo diferencial de ordem n quando u(x) €

desconhecida. Assim, podem ser citados alguns exemplos de diferentes ordens das

equacOdes diferenciais, como, d— = cx é de primeira ordem, m— + c— + kx =F(t) é

4
de segunda ordem, EI.ZTZ = —w(x) é de quarta ordem, entre outros.

dy. d?y. d3y.
= y'(x) = 2 y'"(x) = T3

E comum trabalhar com notacbes y'(x) =—

. an e
enfim, y™*(x) = dx—fl’. Para n = 1,2,3,...,n., de uma forma geral, 0 método para se

resolver uma equacao diferencial ordinaria € a integracdo, considerando o grau da
ordem da derivada envolvida. Contudo nesta integracdo também aparecerdo
constantes, cuja quantidade varia de acordo com o grau da ordem da derivada. Se
algumas ou todas as constantes arbitrarias na solucdo geral de uma equacéo
diferencial ordinaria tem valores especificos, esta condicdo pode ser chamada de
solugdo particular, afirma (ANG; PARK, 2008; GREENBERG, 1998). Assim,
Betounes (2010) afirma que qualquer sistema de ordem superior de equacodes
diferenciais pode ser reduzido a um sistema de primeira ordem, utilizando
determinadas técnicas matematicas.

Olver (2014) e Greenberg (1998), explicam que a solu¢ao para uma equagao
diferencial ordinaria em dindmica é Unica, pela imposicdo das condi¢6es iniciais,

resultando em um problema de valor inicial. Por outro lado, as equacgdes que
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modelam os fendmenos de equilibrio requerem condicbes de limite (regido de
contorno), para especificar solu¢des Unicas, resultando nos problemas de valores de
contorno. Existem trés tipos de problemas de valor de contorno que podem ser
utilizados em diversas aplicacdes:

e Especificando os valores da solucdo ao longo do dominio de contorno,
chamado de condi¢éo de limite de Dirichlet;

e Especificando a derivada normal da solugcdo ao longo dos resultados no
contorno, chamada de condicdo de limite de Neumann;

e Prescrevendo a funcdo ao longo de uma parte do contorno e a derivada
normal ao longo dos resultados remanescentes da mistura dos problemas de
valores de contorno.

Um aspecto importante € o tratamento da analise dimensional, cujas
dimensdes de todos os termos de uma expressédo, equacao ou formula fisica devem
ser idénticas, e pode ser feito utilizando o conceito de uma equacao diferencial
homogénea. O conceito de uma equacéo diferencial homogénea se da quando
ocorre a soma dos termos e suas variaveis dependentes, ou seja, ocorrendo alguma
mudanca nas variaveis, o resultado desta mudanca é outra funcdo proporcional a
funcao original (OLVER, 2014; GREENBERG, 1998).

Ang e Park (2008) definem que o método numeérico é utilizado quando uma
equacao diferencial ordinaria ndo pode ser resolvida de maneira exata, considerada
método analitico, portanto, o resultado do método numérico refere-se a um valor

aproximado de solu¢Bes das equactes diferenciais ordinarias.

2.3.3 Equacao diferencial ordinaria de primeira ordem — Solucdo por

separacéo de variaveis

Ang e Park (2008) consideram o caso em que uma equacao diferencial

ordinaria de primeira ordem, pode ser escrita como,

2= P().Q) @)

Este tipo de equacédo é dita estar com variaveis separadas, sendo P(x) e

1 dy _

Q(y) funcdes conhecidas. Portanto, esta equacao, pode ser escrita como, o) o
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P(x). Integrando o lado esquerdo e direito desta equacao, ou seja, encontrando as

primitivas, teremos,

S
O dx = [ P(x)dx (3)

esta equacao € reescrita de maneira que o lado esquerdo contenha a variavel y e o

lado direito contenha a variavel x. Esta solugcéo é considerada a solucédo da equacéo

Z—i’ = P(x).Q(y) pelo método de separacao de variaveis, assim,

[ 554y =[P dx. @)

Ang e Park (2008) comentam que uma solu¢cdo da equacdo homogénea
pode ser encontrada utilizando o método separacdo de variaveis. Uma solucéo
homogénea é caracterizada de maneira que uma funcdo qualquer r(x) =0 no
intervalo de interesse. J4, uma solucdo da equacdo ndo homogénea pode ser
encontrada utilizando o método de variacdo de parametros ou método de Lagrange.
Uma solucdo da equacdo ndo homogénea é caracterizada de maneira que uma
funcdo qualquer r(x), na regido limite ou intervalo de interesse, tenha variaveis x

diferente de zero.
2.3.4 Transformada de Laplace

Nos sistemas dinamicos, entende-se que as func¢des estdo no dominio do
tempo, escritas matematicamente como f(t), aplicando a transformada de Laplace
neste dominio com as fungbes do tempo, este dominio se torna um dominio
Laplaciano, cuja variavel é independente do tempo. Esta nova funcdo no dominio
laplaciano, considerada funcdo apropriada, € uma integral imprépria de tamanho
infinito (DYKE, 2004; DAVIES; SCHIMITZ, 2015). A figura 3 mostra a visdo geral do
dominio do tempo, do dominio Laplaciano, e a fungéo Laplaciana.
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Figura 3— Transformada de Laplace

Espago no L{F(t)} =f(s)
dominio do
tempo t

Espago no

dominio s

Fonte: Adaptado de Dyke (2004, p.2).

A equacédo que descreve a transformada de Laplace €,
F(s) = [, F(t) e™tdt. (5)

sendo F(s) é a funcdo no dominio de Laplace, F(t) é a funcdo no dominio do tempo,
e e 5t é um valor complexo real que identifica a imagem do espago no tempo no
dominio laplaciano s, sendo que a parte real é atribuida ao comportamento fisico e a
parte imaginaria é atribuida a parte da frequéncia de oscilacdo. Assim o intervalo de
0 a ty, condicdo inicial t,, pode ser particionado até um numero finito com diferentes
subintervalos no tempo, formando assim a imagem no dominio laplaciano sempre na
condicdo inicial de um sistema dinamico (DYKE, 2004; DAVIES; SCHIMITZ, 2015).

Pelo teorema de Laplace para determinacao de derivadas, tem-se,

F(s) = L{F(D} = [ e SL.F(t) dt (6)
dF d oo _

T = L[ et F(t) dt 7)
[y et F(t) dt (8)

desde que %e‘“ = —% = —s.e~St, assim,

J, —teTtF(t)dt (9)
— [ et F(t) dt. (10)
Portanto,
dF(s) _

o= —L{tF(D)} = — [ e t.F(t) dt (11)
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a derivada de segunda ordem, pode ser resolvida como,

2. [dfl—”] =2 —L{t.F(t)} = L{t*. F()} (12)

a derivada de terceira ordem, pode ser escrita como,

da [sz(s)

= =5 ] =< L{t. F()} = —L{P. F (1)} (13)

portanto o teorema geral para as derivadas de Laplace pode ser escrito como,

d"F(s) _
dsn

—1™ L{t". F(t)} (14)

Considerando que as deducdes matematicas do teorema de Laplace ndo
sdo o objeto de estudo, introduz-se a tabela 1, ja contendo as relacdes das funcdes
no tempo com as respectivas consideracdes no dominio Laplaciano. Com isso, as
informacdes do tratamento ou transformacéo para o dominio de Laplace se torna de
melhor aplicagdo. A tabela 1 mostra os resultados das transformadas de Laplace
para uso em diferentes aplicacdes.
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Tabela 1- Transformada de Laplace

F(t) F(s) = L{F(t)}
1
1 —, §=0
s
s
cosat Tra s=0
n B n! N
t",paran € Z* ey 5§>0
f s. F(s)— f(0)
2_ 2
t.cos at B a. s §=0
(s? +a?)?
2.a%
sen at — at.cos at m, s>0
- 0,0<t=a e % .
H,,(t}f{l_ t>a S >0
fB)8(t —to)(s) e~ f(t), s> 0
1
et , s>a
s—a
a
sen at Tia s=>0
e“f (1) F(s—a)
fo sF(s) — sf(0) — £(0)
2as
t.sen at m §=0
8(t —tg)(s) e~fos, s>0
u, (Of(t—a) e~ F(s)
t
[ re-ngmar F()6(s)
0

Fonte: Adaptada de Davies e Schimitz (2015)

2.4 Anéalise de Sistemas Dinamicos N&o Lineares

Nesta sessao serao vistos 0s conceitos tedricos e o teorema que se aplica a

analise de um sistema né&o linear.

2.4.1 Introducédo a Andlise de Sistemas Nao Lineares

Savi (2006) comenta que “a natureza é repleta de ndo linearidades que séo
responsaveis pela diversidade de comportamentos dos sistemas naturais”, e que
existem ritmos regulares e irregulares (cadticos) que podem estar associados a
comportamentos normais e patolégicos. O comentario de Savi (2006) mostra que o
foco dos estudos, de uma maneira geral, deve ser direcionado as nao linearidades,
cuja motivacao intrinseca é a adversidade as ideias e consideracdo de aplicacéo de

um sistema dinamico.
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Na analise de sistemas dindmicos ndo lineares, comentado através de uma
visdo global e bem generalista, sdo estudados o0s resultados matematicos
aproximados de um ponto de equilibrio estavel e instavel e considerando que este
resultado seja a melhor aproximacdo de uma interpolacdo algébrica, oriunda da
transformacdo de uma equacdo nao linear. Ainda, em um sistema linear com
equacodes lineares ou transformadas em lineares, € possivel se chegar ao resultado
por uma solucdo homogénea. As condicbes das estabilidades estavel e instavel
dependem diretamente das condigdes inicias.

A principio, nesta sesséo, serdo considerados os métodos indiretos, com o
teorema para solucao geral e a sua andlise dos resultados, assint6ticos ou ndo; em
seguida, serdo considerados os métodos diretos, que ndo necessitam de calculos
matematicos aplicados na solucdo geral do sistema linear, cujos resultados séo

também assintéticos ou ndo.

2.4.2 Espaco de Fases ou Espaco de Estados

Ogata (2004) define o estado, as variaveis de estado, e o vetor de estado
para um sistema dinamico:

e O estado é o menor conjunto de variaveis quando em um instante qualquer
t = to, Se conhecida entrada quando t > t,, entdo é possivel se determinar o
comportamento do sistema para qualquer tempo t = t,.

e As variaveis de estado sdo variaveis que constituem um menor conjunto de
variaveis que determina um estado dinamico.

e O vetor de estado determina o estado de um sistema x(t) para qualquer t >
ty, Se t = t, for determinado na entrada entdo u(t) é especificado para t >
to-

O espaco de fases ou estados pode ser definido como um espaco abstrato
no qual se realiza o estudo qualitativo de um sistema dinamico, ele € composto de n-
dimensdes, com eixos variando de eixo — x, ... x,, € para cada estado € presentado
um ponto de coordenadas x,(t),x,(t),...,x,(t) neste espaco (LUENBERG, 1979;
OGATA, 2004). Considerando a evolucao do sistema, esta evolugcéo temporal pode

ser representada por uma equacéo diferencial de primeira ordem, como,
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Z=f(#¢t) (15)

- - - d% 2> H ~
Portanto sabe-se que a velocidade vetorial v = d—’: = f(x,t). As dimensbes

do espaco de fase equivalem ao numero de equacbes de primeira ordem que
descrevem o sistema que é igual ao numero de variaveis de estado. O retrato de
fases é o conjunto de curvas obtidas da revolugdo temporal do sistema a partir das

condic@es iniciais, cujas funcbes f sao definidas. A figura 4 mostra a aplicacdo do

. . dx dx
retrato de fases das respectivas derivadas d—tl =x, 8 —

—="x,€ea velocidade v =

f(fl,fz) tangente a trajetéria (MONTEIRO, 2011).

Figura 4- Retrato de fases da relacdo entre a velocidade e as trajetérias.

X1
A

N

i \ ) -

Fonte: Adaptado de Monteiro (2011, p. 67).

. ~ - . dx
Assim, entende-se que a solucdo x(t) para um sistema d—’tc é correspondente
a um caminho, cuja trajetéria no espaco de fases percorrida com velocidade v,

coincide em cada ponto com o campo de velocidades f(a?, t).
Para um esclarecimento melhor do uso da técnica do espaco de estado, foi
desenvolvido um modelo de aplicagdo por OGATA (2004). Considerando um

sistema mecéanico qualquer, como na figura 5, o deslocamento da massa € a saida

do sistema e a forca ﬁ(t) é a entrada do sistema, cujo deslocamento x(t) é medido

da posicao de equilibrio até o deslocamento maximo da for¢a aplicada.
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Figura 5— Modelo de um sistema mecénico com um grau de liberdade

|0

Massam Tf(t)

1 ﬁk

Fonte: Desenvolvimento Préprio

Deste modelo, a equacdo do movimento € descrita como, mx + cx + kx =

ﬁ(t), sendo m a massa do corpo, ¢ 0 amortecimento, k a rigidez, x(t) o

d?x(t) dx(

. . N . X(t . . .
deslocamento, ¥ = oz @ segunda derivada de x(t), e x = ’;—t) a primeira derivada

de %(t). Sendo um sistema de segunda ordem, de duas integracdes, portanto, sdo
necessarias duas variaveis de estado que descrevem o sistema dinamico, sendo
x(0) e x(0), e uma funcdo u(t) = 0 que determina o comportamento do sistema

quando t > 0, assim, escolhe-se x(t) e x(t) como as variaveis de estado, assim,

Vi=Xx (16)
Yo =X (17)

Entao obtemos,

V1=Y2 (18)
Y2 = & =—(—kx — ci) + —F(t) (19)

Substituindo os termos e reescrevendo-a,

. .. k 1z
Va=E=——y — =y +—F(D) (20)

m

A saida da equacéo ¢é

X=M (21)
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A forma matricial é

] = l—oﬁ 1Cl L+ [%] F©)

m  m
A saida é

v=11 0[]

Andlise grafica do espaco de fase
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(22)

(23)

Savi (2006) define que a partir de um método numeérico é possivel avaliar a

evolucédo do sistema dinamico ao longo do tempo e, assim, quatro tipos de analise

podem ser aplicadas, sao elas,

244

Trajetéria: € o percurso da solu¢cdo de uma funcéo f(x,,t,) percorre no

espaco de fase;

Curva integral: é a solucdo de uma funcéo f(x,, ty) que evolui no tempo;

Orbita: dada as condi¢des iniciais x,,t,, € 0 lugar geométrico no espaco de

fase, por onde a solucdo de uma funcao f(x,,t,) passa na medida em que o

tempo evolui;

Fluxo ou retrato de fases: € a totalidade das orbitas representando todas as

solugBes possiveis de uma funcgdo f(xy, ty)-

Estabilidade Linear

Na visdo de Monteiro (2011) e Ferrara e Prado (1994) a palavra estabilidade

é utilizada para caracterizar tanto uma solugcédo estacionaria ou ponto fixo, quanto

uma solucéo de estabilidade estrutural de um sistema. J& Luenberg (1979) define a

estabilidade para um sistema dinamico, a partir de um ponto fixo, e s6 pode estar

estavel quando o vetor de estado esta a uma distancia pequena e tende a voltar

para 0 mesmo local, ou ndo tende a se movimentar para longe deste mesmo ponto.

Ferrara e Prado (1994) afirmam que a estabilidade pode ser caraterizada de duas
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maneiras, a primeira, como estabilidade de uma solugdo estacionaria ou ponto fixo,
e a segunda, como estabilidade estrutural.

A primeira definicdo, estabilidade de uma solucdo estacionaria, pode ser
escrita matematicamente como, P* = (x*,y*). Sendo P* o ponto fixo em um espaco
de fase, localizado nas coordenadas dadas por (x*,y*), o qual (x*,y*) é
assintoticamente estavel se a resposta do sistema a uma pequena perturbacéo
aproxima-se de (x*,y*) quando o tempo tende ao infinito, cuja condicdo é
considerada um sistema atrator. Ainda, no conceito de estabilidade de uma solucao
estacionaria, o conceito de Lyapunov é mostrado, considerando a estabilidade
estavel ou estabilidade instavel. O conceito de estabilidade estavel ocorre quando a
resposta do sistema, dada uma pequena perturbacéo, permanece pequena quando
o tempo tende ao infinito. O conceito de estabilidade instavel ocorre quando a
resposta do sistema, dada a uma perturbacdo, cresce quando o tempo tende ao
infinito, cuja condicédo é considerada um sistema repulsor ou fonte. Observa-se que
0 conceito de estabilidade de uma solucéo estacionaria assintética no conceito de
Lyapunov (estavel e instavel) estéa ligado as condi¢des inicias de perturbacéo.

Na estabilidade estrutural sdo estudados os comportamentos de estabilidade
e instabilidade em um fluxo, cuja perturbacdo inicial, dada por uma equacao
diferencial, € analisada no retrato de fases. Aa estabilidade estrutural estavel ocorre
quando a perturbacao inicial na equacao diferencial é pequena e o fluxo resultante
das derivadas desta equacdo diferencial perturbada equivale a equacao diferencial
sem perturbacdo, ou seja, se 0s campos vetoriais estdo suficientemente préximos,
0os resultados no retrato de fases devem ser equivalentes. Utiliza-se o termo
robustez para esta condi¢cdo, pois as caracteristicas qualitativas se mantém
preservadas com esta equivaléncia dinamica durante o fluxo. A estabilidade
estrutural instdvel ocorre quando uma perturbacao inicial altera as caracteristicas
qualitativas da equacao diferencial, cuja instabilidade ocorre em todos os pontos de

equilibrio no fluxo.
2441  Solucao geral para estabilidade linear
ApOs os conceitos de estabilidade estacionaria assintética, estabilidade

estacionaria por Lyapunov (estavel e instavel) e estabilidade estrutural, serem

definidos, é importante introduzir os modelos matematicos analiticos para a analise
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de estabilidade. A seguir & definido o modelo matemético ou solugdo geral da
estabilidade linear de duas dimensdes. Luenberg (1979), Monteiro (2011), e Ferrara

e Prado (1994) define que para um sistema linear,

X =ax+by = f(x,y) (24)
y=cx+dy=g(xy) (25)

e o ponto de equilibrio para (x*,y*) = (0,0), a solucdo geral pode ser escrita como,

x(t) = e*tx, (26)
y(®) = eMy, (27)

A solucao trivial ou sistema homogéneo, para o sistema entdo € escrita

como,

(a—A)xy+by, =0 (28)
cxog+([d—A)y,=0 (29)

Para que o sistema seja ndo trivial ou ndo homogéneo, é necessario
trabalhar matematicamente de maneira que a determinante da matriz dos

coeficientes seja igual a zero, portanto,

J[@=2 b

de -2

=0 (30)

O resultado do calculo da determinante da matriz, € considerada como uma

matriz Jacobiana e é escrita como,
AM4+ad—bc—al—di=0 (31)
Assim, substituindo os coeficientes A=ad —bce T = a + d, teremos

22—TA+A=0 (32)
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Suas raizes sao,

T+VT2-4A
/11,2 = - 5

(33)
As raizes A1,,determinam a estabilidade do ponto de equilibrio. No caso
geral, de n dimensbes, o A; sdo os autovalores, compostos por parte real e

imaginaria A = Re(1) + i.Im(A), portanto,
X(t) = eReWE plImt (34)

Para A, # 1,, e A;,sendoi = 1,2, 0 par (xo;,Voi)- A solucdo geral para as

derivadas x e y, podem ser escritas matematicamente como,

() = B Eg — K [igﬂ LeMt 4k, [;22] Lehat (35)

Sendo k, e k, os valores a serem determinados pela condicdo inicial do

sistema.
2.4.4.2  Analise generalizada da solucéo geral para um sistema linear

Os parametros para analise da estabilidade, comentado por Ferrara e Prado
(1994), dependem exclusivamente do valor real dado por Re(A), portanto para as
condicgodes:

Pardmetro de andlise para uma solucdo estacionaria assintética

e Ponto de equilibrio estavel — se Re(1) < 0 e %(t) tende a zero quando o
tempo tende a infinito, portanto X(t) tende a P* = (0,0);
e Ponto de equilibrio instavel - se Re(1) > 0 e x(t) tende a infinito, quando o

tempo tende a infinito, portanto x(t) se afasta de P* = (0,0);

Pardmetro de andlise por Lyapunov dado a resposta pelo resultado do

autovalor de 4;

e Equilibrio hiperbdlico ou ndo degenerado — se Re(4;) # 0;



36

e Estabilidade assintética — se Re(4;) < 0;

e Instabilidade assint6tica — se Re(4;) > 0

Parametro de analise de um ponto estavel, mas ndo assintoticamente

estavel
e Equilibrio ndo hiperbdlico, eliptico ou degenerado — se Re(1;) = 0 e X(t) esta
estavel para o tempo tendendo a infinito, portanto ¥(t) ndo se afastam e

nem tendem a se aproximar de P* = (0,0), permanecendo na vizinhanca.

A figura 6 mostra um breve resumo dos diferentes parametros de andlise

para os pontos fixos ou nodais em duas dimensodes.

Figura 6— Quadro resumo de estabilidade nodal

Autovalores pii;‘t‘:: :::“ noR;g::m;o Ponto fixo Exemplo Estabilidade
SR PP S WX RN ¥ 1s] il no :_.. i C assintoticamente
Nz €ER Ny Ne$ O “'I—'Rn {hiperbético) _/T\ estdvel

Ay A0 r""‘ W -_):.t’_/..__ instavel
N NP0 s (hiperbdlico) /f \
I\
L . ! - (niperbeiico) _:J’:.\i%r_.‘_ (Bt
o ¥ positiva f"'i L @ instdvel
(complexcs conjugados]  ME90tIVa 2 = T (hinaradiico) @ s
avld = e caso moég:g:)oo _@ (ndo ﬁf.?.'.'ii.....:
R i CASOS (%ﬁgsmoos
A=R;,#0 ER| positiva = = "(',";‘::ag‘:' instavl
negativa _._1_1"'_)‘__@ 'irg:cc:od'"mdc" asl::c;?::;mnto
Fonte: Ferrara e Prado (1994), pagina 33
2.4.5 Estabilidade Nao-Linear

A principio a metodologia para se solucionar matematicamente um sistema
linear € simples, pois como visto na sessdo estabilidade linear, resolvendo a matriz
jacobiana e o polinbmio envolvido, através dos valores dos autovalores é possivel

classificar o estado de estabilidade do sistema. Nesta sessdo serdo vistos 0s
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métodos para a solugdo de um sistema ndo linear, o0 método direto e indireto de
Lyapunov.

Faleiros e Yoneyama (2002) afirmam que a solucdo, dado um sistema nao
linear, em geral, requer uma metodologia especifica que melhor se adeque ao
problema apresentado, cuja solucdo fechada nem sempre € possivel de se obter.
Neste caso € possivel utlizar solu¢cdes aproximadas, graficas, numéricas,
transformacoes, e limitar-se a deducdo de algumas propriedades desde que
indicadas. Assim, as técnicas de linearizacdo apresentadas neste trabalho de
pesquisa, podem ser vistas na sessao que trata equacoes diferenciais.

“A estabilidade de uma solugdo de equilibrio ndo pode ser determinada
examinando os autovalores da matriz jacobiana do sistema associado, quando um
de seus autovalores seja nulo”, definigho do teorema Hartman-Grobman,
(MONTEIRO, 2011). Portanto os meétodos que necessitam de linearizacdo séo
considerados métodos indiretos e 0s que ndo necessitam de linearizacdo, como o

método direto de Lyapunov.

2.4.5.1 Método indireto de estabilidade n&o linear — linearizacédo série de Taylor

Um método muito utilizado € o método de Taylor, cujo valor inicial ndo linear,
especificadas as condi¢des iniciais do ponto nodal em x,, pode ser aproximada por
uma série de Taylor em torno do ponto nodal. No caso especifico, a série de Taylor
também é chamada de linearizagdo por truncamento de representacdo em série
(ZILL, 2011; FALEIROS; YONEYAMA, 2002). Matematicamente esta condi¢cdo pode

ser escrita adotando a condi¢do de um sistema qualquer,

f(xX) = ag + a;x + azx? + - + apx™ (36)

sendo a a constante e x as variaveis da funcdo polinomial a serem encontradas,

assim, escreve-se a equagao como,

f(x) = Xnzo anx™ (37)
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Quando x = 0 equivale a condicao de Maclaurin, entdo f(x) = ao 1° termo,

logo, f(0) = a,, assim a primeira derivada de f(x) é, d’;ix) = a, + 2a,x + 3azx? +

— ~ ar(o .
«+na,x" 1, se x =0, entdo f(x) = ao 1° termo, logo, % = a,, assim a segunda

2
derivada de f(x) é, Z ];(zx) =2a, +3.2.a3x + 43a,x3 + -+ n.(n — Dax™ 1.

d

Portanto deduz-se que,
f™(0) =nl.a, (38)

Trabalhando matematicamente e isolando o coeficiente a,, tem-se a

equacao,

_ "

n!

(39)

n

Introduzindo o termo do lado direito da equacdo a,, em

f(x) = ag + a;x + ax? + - + a,x™, teremos,

o [0
o0 = B0 |5+ (40)

Esta equacgéo é a expanséo da série de Taylor de uma fungéo f(x) em torno
de x = 0. Nesta condicdo teremos um numero finito de derivadas em torno de x, e a
funcdo pode ser derivada infinitamente para x,. Em resumo a funcdo analitica

converge em um ponto qualquer para x,.
245.2 Método indireto de estabilidade nao linear — teoria da variedade central

Este método, a teoria da variedade central ou center manifold theory,
transforma um sistema nao linear em linear, quando as técnicas usuais de
linearizacdo nao tém resultados suficientes e reais (FERRARA; PRADO, 1994). O
teorema da variedade central se inicia a partir dos teoremas de Hartman-Grobman e
do teorema de variedades hiperbdlicas, e partem do principio de um sistema néo

linear, cujo ponto em estudo € um ponto de equilibrio linear de uma matriz jacobiana.
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Portanto, antes de definir a teoria da variedade central, serdo conceituados os dois
teoremas citados anteriormente.

Ferrara e Prado (1994), Faleiros e Yoneyama (2002), Monteiro (2011)
definem o teorema da variedade hiperbdlica, dizendo que calculada a matriz
jacobiana de um ponto de equilibrio, os autovalores, g, correspondentes a essa
matriz podem ser separados em trés grupos, e podem ser representados

matematicamente como:

A€ o, se Re(1) > 0;
A€ ag,, se Re(1) < 0;
A€ o, seRe(1) =0

Sendo, o; um subespaco instavel E! com variavel instavel Wi, o, um
subespaco estavel E¢ com variavel estavel W€, e g, um subespaco central E€ e com
variavel central W¢. Portanto, os autovalores com a parte real gerados r,, = r; + 1, +
1., respectivamente, pertencem a subespacos distintos de uma mesma dimensao.
Admite-se que todos os autovalores gerados nos subespacos, o;,0,,e d., Sao
tangentes no equilibrio hiperbdlico x,, invariantes locais, e r vezes diferenciaveis.
Assim, solucbes com condi¢des iniciais em E! se afastam de P* = (0,0) com o tempo
tendendo ao infinito, e solugdes com condi¢des iniciais em E€ se aproximam de P* =
(0,0) com o tempo tendendo a infinito. Sendo E' e E¢ condi¢des Unicas, enquanto
gque E¢ nado tem essa necessidade. Segundo Monteiro (2011), o teorema de
Hartman-Grobman diz que “a estabilidade de uma solu¢cdo de equilibrio ndo pode
ser determinada examinando os autovalores da matriz jacobiana do sistema
associado, quando um de seus autovalores seja nulo”.

Perozzi e Ferraz-Mello (2010), Monteiro (2011) e Ferrara e Prado (1994)
definem a teoria de variedade central ou center manifold theory, seja J o jacobiano
de f, decomposto no espectro de /] em trés partes,

e 0, € composto por autovalores com a parte real negativa,
e 0, € composto por autovalores com a parte real nula (zero),
e ; € composto por autovalores com a parte real positiva,
Seja E¢ ES,E' os autovetores associados a o,,0,,0;, respectivamente.

Portanto, existe estabilidade, instabilidade e centro variaveis tangentes a E¢, E€, E*
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respectivamente na origem. A variedade central e invariante e toda a solu¢cdo na
proximidade da origem aproximam-se da variedade central. Considerando um
sistema dinamico descrito por equacdes diferenciais, sendo x; € R™, e x, € R™z,

as equacoes sao,

X = Axg + f1(x1,x7) (41)
Xy = Axxy + (x4, x3) (42)

onde A; é uma matriz m; X m;, € A, € uma matriz m, X m,, sendo f;, f, funcdes
vetoriais regulares. Assumindo que todo autovalor de A, tem a parte real nula (zero)
guando todo autovalor de A, tem a parte real negativa. Além disso, assume-se que
f1 e f2, bem como os seus Jacobianos sdo zero na origem. A estabilidade variacional
na origem ocorre quando x; = 0, e o centro variacional ocorre quando x, = 0. Em
uma pequena vizinhanca da origem, a variedade invariante é descrita pela equacgéo
x, = h(x;), se h e o jacobiano séo zero na origem, para alguma funcéo vetorial, h €
0 centro variacional. A equacdo do centro variacional quando y € R™:, determina a

dindmica na vizinhanca da origem, e pode ser escrita como,

y =4y + f1()’, h()’)) (43)
2.45.3 Método direto de estabilidade nao linear — método direto de Lyapunov

Lyapunov elaborou dois métodos, sendo o primeiro tratado como método
indireto que investiga a instabilidade local de um sistema néo linear através do seu
modelo linearizado e apresentam o0s parametros de andlise, trabalhados
matematicamente por uma matriz jacobiana, cujos resultados da andlise sao
parametros na solucdo dos autovalores. O segundo método leva em consideragao
gue a solucao de um sistema nao linear pode ser resolvida com equacdes originais,
eliminando assim a linearizacdo e os resultados dos autovalores. O método direto
determina a estabilidade do ponto de equilibrio utilizando o conceito analogo ao de
energia que pode ser chamado de método direto de Lyapunov (FALEIROS;
YONEYAMA, 2002; MONTEIRO, 2011; WIGGINS, 1990).
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O teorema do método direto desenvolvido por Lyapunov, segundo Monteiro
(2011) e Faleiros e Yoneyama (2002), € constituido de equacdes diferenciais de um

sistema nao linear,

== f(xy) (44)

2= g(x,y) (45)

A solucéo deste sistema pode ser considerada como (x(t),y(t)), a partir das
condicBes iniciais (x(O),y(O)), com o ponto de equilibrio em (x*,y*) =(0,0). A
solucdo deste equilibrio para % =f(x,y) e % = g(x,y), € considerada quando as

variaveis de estado (x,y) tem uma funcdo V(x,y), funcdo de Lyapunov, e que a
origem pertence a regidao do espaco de fases, contendo derivadas parciais continuas
da funcao V(x,y). Considerando que o sistema evolui com o tempo, a solucdo deste
sistema (x,y) também evolui, perfazendo uma trajetéria C no espaco de fases, onde
esta trajetoria pode ser parametrizada pelas expressfées x = x(t) e y = y(t). Desta
maneira considera-se que a funcéo V(x,y) é implicita no tempo t ao longo de sua

trajetdria C, cuja taxa de variagcao temporal pode ser representada pela equacao,

v _ovdx  ovdy _ov o
" amar Toya —oxd XY H59(0Y) (46)

Esta equacdo € considerada o método direto de Lyapunov e a funcao V
pode ser classificada, considerando que V(x,y) se encontra em uma regiao
qualquer, denominada B centrada na origem V(0,0) = 0, nas condicfes V(x,y):B —
R estando B —» R?, portanto a fungdo V é,

e Localmente definida positiva (assintoticamente estavel), se V(x,y) > 0 para

(x,y) # (0,0) € B;

e Localmente semi-definida positiva (estavel), se V(x,y) =0 para (x,y) #

(0,0) € B;

e Indefinida se se V(x,y) assume valores positivos e negativos para qualquer

vizinhanca de (0,0).
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A figura 7 mostra a classificacdo da funcdo V, no (a) lado esquerdo, a

classificacdo assintoticamente estavel, e, no (b) lado direito, a estavel.

Figura 7— Classificacdo da funcéao V

(a) (b)

Fonte: Monteiro (2011, p. 239).

2.4.5.4 Método direto de estabilidade ndo linear — método direto de Lyapunov

para sistemas invariantes no tempo

Este método tem como proposta que em um sistema linear autbnomo, a
funcdo autdbnoma, onde o ponto de equilibrio se localiza na origem (x*) = (0,0),
possibilita a construcdo da funcdo de Lyapunov VV de uma matriz, cuja estabilidade
deste ponto € bem caracterizada pelo calculo dos autovalores, mesmo quando se
tem o autovalor com parte real nula. Este ponto de equilibrio é assintoticamente
estavel e aplicada globalmente na funcédo de Lyapunov V, cuja funcéo é considerada
funcdo candidata de Lyapunov (MONTEIRO, 2011; FALEIROS; YONEYAMA, 2002).

Faleiros e Yoneyama (2002) comentam que o método direto de Lyapunov
para sistemas invariantes no tempo, pode ser aplicado localmente e globalmente. O
método direto aplicado localmente segue o teorema especificando que em um

sistema de ordem n, o qual x(t) € R",

LIGEYET0) (47)

at

f(0)=0 (48)

O sistema é estavel em uma vizinhanca B(0,p), se existe uma funcédo
continua VV: R® = R, no qual p é considerado a regido de contorno limite ou local de

analise. A classificacéo é,
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e I é positiva definida em B(0, p);
e V(x(t)) possui derivadas continuas em relacéo ao t;
@ é negativo semidefinida em B(0, p);

No método direto aplicado globalmente, Monteiro (2011) e Faleiros e
Yoneyama (2002), definem que em um sistema de ordem n, o qual x(t) € R",
portanto, esse sistema € globalmente estavel se existe uma funcéo continua V: R" -
R, cuja classificacao €,

e I é positiva definida em R™;
. V(x(t)) possui duas derivadas continuas em relacéo a t;

av(x()

” € negativo semidefinida em R";

e V é radialmente ilimitada
O desenvolvimento até a funcdo candidata de Lyapunov, deve ser feito

utilizando o método de Krasoviskii para se definir a funcdo autbnoma do sistema no

dx(t) _
at

ponto de equilibrio, afirma Monteiro (2011). Portanto, considerando que
f(x(t)) = A.X(t) é o ponto de equilibrio no sistema autbnomo na origem, a matriz
jacobiana pode ser considerada como A, e se este equilibrio € assintoticamente
estavel, a condicdo para uma matriz na regido B centrada na origem V(0,0) = 0,

pode ser escrita como,
K=—-(A+A4A") (49)

No método de Krasoviskii a funcdo candidata a funcdo de Lyapunov para

esse sistema pode ser escrito como,

S I~

v(z(@) = fT (50)

o fT é uma funcéo transposta autbnoma, f é uma funcdo auténoma, e n a dimenséo

do sistema.
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2.4.6 Mapas de Poincaré

Para se analisar o comportamento de um fluxo, que evolui no tempo de
forma discreta em um sistema dindmico, € utilizado um mapa que mostra as
relacdes recorrentes do comportamento deste fluxo (FERRARA; PRADO, 1994).

Nolte (2015) comenta que Poincaré analisa a condi¢cdo de que um ciclo limite
€ considerado um estado de equilibrio do sistema, cujos pontos fixos se apresentam
com diferentes tipos de estabilidade. Reconhecida esta condi¢cdo, Poincaré
desenvolve uma forma de converter um ciclo limite de duas dimensées em um ponto
fixo equivalente de uma dimensdo, cujo método apresenta um mapa discreto
chamado de primeiro retorno, ou seja, Ferrara e Prado (1994) de uma maneira mais
simples comentam que nas sec¢fes de Poincaré, os estudos foram feitos para reduzir
0 estudo de um fluxo no espaco de fases de n dimensdes em um mapa com espaco
de fases n — 1. Este mapa € considerado o mapa de Poincaré ou mapa de retorno.

Para Monteiro (2011) o teorema do mapa de Poincaré pode ser definido por,
X+ = P(X()) (51)

e X;, para j=0,12,..,n, corresponde a sequéncia de pontos que um fluxo
intercepta uma secéo de Poincaré S transversal ao fluxo, P é o mapa de Poincaré
que relaciona X;, a fungéo P geralmente é néo linear. Se X* = P(#), entdo %* é um
ponto fixo no mapa, assim o ciclo limite da secdo de Poincaré, representa uma
trajetdria fechada de um sistema dinamico de tempo continuo que comeca em X* e
apés um tempo, com periodo T do fluxo, retorna x*. O ciclo s6 pode ser
assintoticamente estavel se |X*| < 1.

Savi (2006) comenta que, na secdo de Poincaré, o procedimento que reduz
um sistema dinamico continuo no tempo (fluxo) em um discreto (mapa), é eliminada
uma das variaveis do problema, possibilitando assim uma melhor compreensao da
dindmica global do problema, e que ndo existe um método geral para a construcao
de uma secdo de Poincaré. Entretanto existem quatro casos padrdo (SAVI, 2006),
sao eles,

e Estudo de drbitas proximas a érbitas periddicas;

e Espaco de fase peridédico com forcamento periddico;
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e Espaco de fase quasi-peridédico com forcamento periodico;
e Estudo da estrutura de Orbitas proxima de O6rbitas homoclinica ou

heteroclinica.

2.5 Dinamica Cadbtica

251 Introducao

Euler em 1760 inicia seus estudos no problema de subconjuntos de trés
corpos restritos com abordagem analitica, considerando um plano com dois corpos
macicos e um terceiro corpo de massa desprezivel. A motivacdo para este estudo na
época foi baseada na estabilidade da orbita da terra em torno do sol, cuja
perturbacao é feita por Jupiter, considerando que ndo existe solucao analitica geral
para este estudo. Poincaré, ap0s Euler, também estudando o mesmo assunto,
descobre nas suas solucdes a existéncia do caos (NOLTE, 2015).

Nesta sessdo sera vista a teoria do caos tratada por sistemas dinamicos
deterministas e complexos. No sistema dindmico deterministico, a principal
caracteristica € de que, devido a sensibilidade das condi¢fes iniciais do sistema
dindmico, o resultado deste sistema € imprevisivel ou aleatério ao longo do tempo.
Enquanto que, no sistema dindmico complexo os resultados podem ser instaveis na
evolugcdo temporal. Neste trabalho ndo serd tratado o assunto sistema dinamico
complexo. Portanto, a énfase e o direcionamento aos conceitos, a teoria do caos e

sistemas dinamicos sao para o sistema dinamico caoético deterministico.

25.2 Dinamica Caodtica e Caos

Smith (2007) afirma que o caos pode ser entendido como as pequenas
diferencas na forma atual irdo se tornar grandes consequéncias, na forma, em um
futuro. Savi (2006) define o caos com significado préximo ao de Smith (2006), sendo
gue quando um sistema dinamico responde com diversas possibilidades, a resposta
a este sistema esta associada ao comportamento caodtico, a imprevisibilidade, e a
sensibilidade das condi¢des iniciais, ou seja, um comportamento estocastico
(sistema indeterminado) de sistemas deterministicos. Zeraoulia (2012) comenta que

0 caos nao deterministico, um caso particular do caos deterministico, mostra um



46

exponencial divergente na trajetoria. Os sistemas dindmicos sdo passiveis de
apresentar um comportamento caético, desde que possuam caracteristicas néo
lineares e possuam um atrator estranho no seu espaco de fases (SAVI, 2006;
MONTEIRO, 2011).

Enfim, a teoria do caos, na visdo de Zeraoulia (2006), é o conceito do caos
somado com o conceito de sistemas dinamicos nédo lineares que, através de um
modelo qualquer, os resultados das equacgbes diferenciais ndo lineares em curto
prazo sao previsiveis, enquanto que em longo prazo sao imprevisiveis.

Nolte (2015) comenta que o movimento cadtico tem como principal
caracteristica dinamica trés ou mais variaveis, cujo movimento é imprevisivel em
detalhes e tem definicbes estatisticas e geométricas bem definidas. Na analise dos
resultados analiticos sdo extraidas as informagcdes da sensibilidade as condi¢cbes
iniciais, informacdes dos atratores estranhos, que é a estrutura geométrica das
repetidas trajetorias em certas partes do espaco dinamico.

O estudo de atratores associados a sistemas dinamicos cadticos pode ser
entendido como um estudo de suas propriedades estatisticas, sua aplicacdo é feita
quando este atrator € topologicamente complicado e ndo se tem informacdes
geomeétricas precisas (FERRARA; PRADO, 1994).

253 Atrator

Um atrator é considerado como um conjunto fechado de pontos no espaco
de fases de um sistema dindmico, podendo ser estranho ou nédo, e fornece
informacdes diversas do comportamento assintético de um sistema dindmico. A
juncéo das caracteristicas das propriedades dos atratores, somada a teoria do caos
deterministico e dos sistemas dinamicos, permitem a analise de sinais experimentais
com comportamento cadtico (MONTEIRO, 2011; FERRARA; PRADO, 1994).

Monteiro (2011) explica que o teorema de Poincaré-Bendixson, em um
sistema dinamico de tempo continuo, autbnomo, tem propriedades diferentes em um
sistema bidimensional e tridimensional.

Para um sistema bidimensional:

e O comportamento dindmico, no ponto de equilibrio, é independente do

tempo;
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e O comportamento € periddico no tempo com ciclo limite, cuja amplitude e
periodo determinados sédo formados por equagdes e valores de parametros.

Para um sistema tridimensional,

e A superficie toroidal tem regime periddico ou quase periédico com duas
frequéncias fundamentais e independentes;
e O atrator estranho tem dependéncia sensivel as condi¢des iniciais.

O caos em um sistema autbnomo, dissipativo e de tempo continuo, so existe
quando o sistema € ndo linear e pelo menos tridimensional, como o sistema de
Lorenz (MONTEIRO, 2011). O sistema de Lorenz ou atrator de Lorenz pode ser
considerado como um mapa caodtico que mostra o estado da evolu¢cado no tempo de

um sistema dinamico, cujo grafico se assemelha a uma borboleta.
2.6 Expoente de Lyapunov

O expoente de Lyapunov, quando aplicado, avalia a sensibilidade nas
condi¢bes iniciais de um sistema de tempo discreto ou continuo, cujo resultado
mostra as divergéncias das trajetdrias vizinhas que correspondem a uma taxa média
no tempo (SAVI, 2006; FERRARA; PRADO, 1994; MONTEIRO, 2011). O expoente
de Lyapunov tem caracteristicas de valores da matriz jacobiana (solucéo geral para
linearizagdo) que definem a estabilidade dos pontos fixos (NOLTE, 2015).

O teorema do expoente de Lyapunov, segundo Savi (2006), pode ser escrito,
considerando que no instante t,, 0 sistema dinamico é representado por uma esfera
com didametro D, cujo ponto central € y(0) = x,, € na extremidade da esfera, tem-se
um ponto y(r.;.) = x,. Com o0 passar do tempo, a esfera desenvolve uma trajetéria
¢ (x;,t), representados no instante t;, neste instante, a forma ndo € mais uma
esfera, pois com a evolucdo do tempo, € uma circunferéncia deformada em
elipsoide, cujo centro geométrico da forma é eliptica neste instante D; e 0 ponto da
extremidade € y(7eipse) = x,, COM trajetoria ¢ (x,,t) e o ponto central € y(repse) =

x;. A figura 8 mostra a esfera e a elipse apos a sua trajetoria.
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Figura 8— Trajetdria de um sistema dinadmico - teorema do expoente de Lyapunov.

v A

Fonte: Adatptada Savi (2006, p. 169).

A variacao do diametro da esfera €,

d(t) = Dyb™ (52)

onde b é a base da referéncia, 1 € o expoente de Lyapunov, 4,. O A pode ser

calculado através da expressdo matematica,

1 d(t)
AL = ?logb (d_o) (53)
ou seja,
TR | Db
4= Jim ; Logy (Z75) (54
onde w;, = % lx,=0, € lw,| € a norma, assim a distancia entre o ponto de origem no

instante t, e no instante t; , pode ser escrita como,

d(y(rcirc): y(xo)) = Teire- Wi | + 0 (¢ire) (55)

e O(r.rc) € um termo que tende a ser nulo na medida que o limite de ;. tendendo

a zero. Portanto,
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d(d’()’(rcir(;)' t): gb(y(xl, t)) = Teirc- |D¢(WLf t)l + O(rcirc) (56)

Savi (2006) ainda cita que os calculos para a linearizagcdo do expoente de
Lyapunov podem ser calculados com precisdo a partir de um algoritmo,
considerando que a distancia de uma trajetoria com referéncia inicial x,, seja a
referéncia inicial no préximo ponto da distancia final da trajetéria do sistema
dindmico. A figura 9 mostra o movimento do sistema dinamico, saindo da origem
com cada ponto B,, nos instantes t,, € nos pontos Q,, sdo considerados 0s pontos

referenciais para o ponto em estudo B,, considerando que n =1,2,3 ...n.

Figura 9— Linearizacédo de uma funcéo em torno de uma trajetéria
4

y N\ » d(13)

I

/ 7 d(h)

o 0.
- g
y 2) 0/ do(t) B,’

X/
"B dolry) ST p e e
' L Trajetéria de referéncia

/" d(h)

Y rd

doltp) ,tur,,‘ e

Fonte: Savi (2006, p. 172).

Matematicamente, a expoente de Lyapunov pode ser escrito como,

1= iy logy () (57)

th—to Do(tg-1)



50

3 ROTORES DINAMICOS

3.1 Introducdo a Rotores Dinamicos

Os sistemas dinamicos sdo passiveis de apresentar um comportamento
cadtico, desde que possuam caracteristicas néo lineares e possuam um atrator
estranho no seu espaco de fases (SAVI, 2006; MONTEIRO, 2011). Portanto, para se
entender determinados comportamentos fisicos, sdo desenvolvidos modelos
matematicos ideais, ou seja, sem perturbacbes externas ao sistema, assim,
considerando que este trabalho tem foco nos estudos e comportamentos de rotores
dindmicos, sdo importante 0s conceitos e teoria de ondas, movimento harmonico
simples MHS e vibragéo.

A teoria de vibrag&do para sistemas de rotores dinamicos foi primeiramente
desenvolvida por August Foppl em 1895 e Henry Homan Jeffcott em 1919 (YOON et
al., 2013). Atualmente a teoria desenvolvida € comumente chamada de Jeffcott
rotors. Vance et al (2010) comenta que diferentes problemas podem ser encontrados
em um sistema de maquinas rotativas, como os advindos de problemas da estrutura,
dos componentes como rolamentos, juncdes, entre outras, cujo resultado oriundo
destes problemas pode gerar a instabilidade do sistema.

Randall (2011) comenta que a andlise do movimento rotacional e a
velocidade critica de um eixo que nao flexiona sdo mais simples e, quando o eixo
flexiona, a analise do movimento rotacional e a velocidade critica se tornam mais
dificeis. O rotor de Jeffcott ou rotor Laval, a principio, € entendido como o modelo
mais simples de analise do movimento rotacional da flexdo do eixo, pois contém um
disco posicionado simetricamente no meio do eixo e, de uma forma geral, este
modelo, representa o inicio dos estudos e analises da flexdo do eixo, causado pelo
movimento rotacional. A principio os modelos espaciais em multi degree of freedom
MDOF, oriundos do conceito do single degree of freedom SDOF, representam uma
parte do conceito dos rotores de Jeffcott (EWINS, 2000).

3.2 Ondas e Movimento Harménico Simples - MHS

O fenbmeno ondulatorio pode ser demonstrado pela irradiagcdo em forma de

aneis na superficie em movimento da agua, cuja excitacdo foi feita por uma pedra
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atirada, criando um disturbio inicial nesta superficie. Knobel (2000, p. 4) afirma que
“é chamado de sinal, qualquer medida quantitativa ou caracteristica do meio, que
identifica a localizacdo e a velocidade do disturbio”. A propagacédo do distarbio
ocorre em diferentes meios gasosos, liquidos, sélidos, entre outros, e durante a
propagacéo ocorrem diferentes acontecimentos, todos sao fendmenos importantes
em diversos campos de estudo, como a engenharia, medicina, geologia, psicologia,
entre outros. “Uma onda é qualquer sinal reconhecivel, que se desloca de um meio a
outro, com uma velocidade de propagacéo reconhecivel” (WHI apud KNOBEL, 2000,
p. 4). Para Cheeke (2002, p. 29) a definigdo de onda “é a propagacgao da velocidade
constante, autossustentada, oriunda de uma perturbacédo, sem mudanca na forma”.
Balachandran e Magrab (2011 p. 2) descrevem “oscilagdo como movimentos
alternados de avanco e recuo, o qual € utilizado como sinénimo de vibragao”.
Crocker (2007, p. 1) define que, a “oscilagdo vibracional é conhecida como
movimento harmonico simples, e podem ser representados em um grafico por uma
forma senoidal no tempo”. Considerando que um ponto qualquer P se desloca com
movimento curvilineo e uniforme mcu, no sentido anti-horario, a trajetéria curvilinea
de P, ap6s um determinado tempo t, forma um angulo 6 que esta entre a referéncia
inicial do ponto de partida até a localizagdo no instante t de P. Trabalhando
matematicamente, entende-se que 6 pode ser calculado como a velocidade angular
w, multiplicada pelo tempo t, assim 6 = wt. A figura 10 mostra, do lado esquerdo, a
representacdo do mcu e a geometria formada por um triangulo conforme o

movimento de P.

Figura 10— Representacédo grafica de um MHS.

Diregdo de propagagdo —horizontal—
Sentido da propagagdo ———

Sentido de v

movimento ‘/_m y=A.sin(wt)

Onds de Propagecio
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‘&/:A\.\si n(wt)

B=wt | Pt

i
|
l\ x=A.cos(wt) | K

Arplitude
& [=] [=] © [=]
1 [} 1 i )

Fonte: Adaptada Crocker (2007)
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Assim, do lado direito da figura 10, esta a projecdo do ponto P em
movimento no plano cartesiano. Observa-se que, segundo Brandt (2011) e Crocker

(2007), o cateto oposto y, e o cateto adjacente x, podem ser calculados como,

y(t) = A.sen(wt) (58)
x(t) = A.cos(wt) (59)

Ambas as equacles 58 e 59 sdo equacdes que formam ondas de forma
senoidal. Se somadas essas equacdes, teremos um modelo matemético de uma

funcdo no tempo que descreve o movimento do ponto P, assim,

f) = A(cos(a)t) +jsen(a)t)) (60)
gue também pode ser escrito como,

f(t) = A. et (61)

Considerando que este ponto pode estar em qualquer local em um instante
qualquer, deve-se considerar a defasem do angulo ¢, a equacdo 61 € reescrita

como,
f(t) = A ellwt+®) (62)

Observa-se, portanto, que a oscilacdo pode ser escrita matematicamente,
cujas funcdes no tempo pertencem a um movimento harmonico simples.

Uma onda se propaga através dos choques entre as moléculas, cujas
energias potencial e cinética sdo transmitidas uma a uma, até se dissiparem no meio
de propagacéo e/ou serem retidas em barreiras (CROCKER, 2007). Portanto, o
movimento da onda, pode ser descrito no plano cartesiano (figura 10), recorrente ao
movimento de P. Esta onda tem periodo T, frequéncia f, velocidade de propagacao

u, deslocamento x, comprimento de onda 4, e o numero de onda k.

Matematicamente, podemos escrevé-las como, T ==, f = % - f= % xX=ut, A=

|~

21
u.T, k = 7
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Considerando que na equacédo x(t) e y(t) descrevem o movimento de P

verticalmente e horizontalmente no plano cartesiano, e é composta de variaveis no

tempo e no espaco, a equacgdo geral € composta de duas variaveis f(x,t), sendo

considerada uma equacéo diferencial ordinaria, assim, esta equacéo f(x,t) pode ser

escrita como,

y(x,t) = A.cos (T -

21X 2mt.u.t 21X 2nf.aut
) = A.cos ( _anfut

simplificando,

y(x,t) = A.cos(k.x — w.t)

= =

(64)

A equacédo de solucdo geral da onda, pode ser escrita dada a condi¢cao de

derivacdo de segunda ordem para y(x,t), considerando o tempo e 0 espaco,

respectivamente, assim,

a=22__,2 cos(kx — wt)
ot2 )

_ 0%y _ 2 _
a=-== k=A.cos(kx — wt)

(65)

(66)

Observa-se que, os lados esquerdos das duas equacbes 65 e 66 sao

similares, igualam-se os termos, assim,

9%y 1 _

=S A.cos(kx — wt)

_ 0%y 1 _ _
a=-55= A.cos(kx — wt)

(67)

(68)

Conforme Knobel (2011) e Crocker (2007) a equacao geral da onda €,

9%y 1 9%y 1
ax2 k2 9t2 w?

(69)



54

3.3 Rotores de Jeffcott

A vibracdo de um sistema de rotor dinamico é caracterizada por vibracdes
sincronizadas e nédo sincronizadas, dependendo da frequéncia dominante e de sua
fonte de excitagdo, e as vibragdes sincronizadas tém um componente de frequéncia
dominante que corresponde a velocidade de rotacdo do eixo, que sofre o
desbalanceamento por forcas externas ou pela ndo sincronia de alguns dos
elementos do sistema (YOON et al., 2013).

A figura 11 mostra um eixo de massa m,, com 0 centro geomeétrico C em
rotacdo, e acoplado ao eixo, um disco com massa m,, ambos formam um corpo de
massa m. O conjunto disco-eixo, quando em rotacdo, sofre um deslocamento lateral,
0 qual pode ser calculado adotando o ponto G como referéncia, assim, e, € o vetor
de desbalanceamento que conecta C e G, e a velocidade angular do eixo € w, e L é

0 comprimento do eixo.

Figura 11— Eixo desbalanceado com movimento rotativo

X

;T | T - ] —
euc ‘,_//./ U/
i / L2
@ J
n L2 / !
v o

Fonte: Yoon et al (2013)

z

A figura 12 mostra os detalhes do sistema do rotor de Jeffcott em um plano
cartesiano e o angulo de fase do deslocamento do ponto G (centro de massa do

disco).

Figura 12— Detalhamento do eixo do sistema de rotor dinAmico de Jeffcott.

y

AC = uc Uyc

A

X

Fonte: Adaptada de Yoon et al. (2013)
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As localizagbes dos pontos C e G, no plano cartesiano x,y, sao
representados respectivamente por ¢, uyc € Uyg, Uyg, € 0 Segmento é AC = u,, e

CG =e,. O 0 = wt € 0 angulo de fase e ¢ é o angulo do deslocamento do centro de

massa do disco acoplado ao eixo. Para uma flexdo uniforme, adota-se que o sistema

__48ElI
=—

nao tem perda, e a rigidez do eixo pode ser definida como K,;,, sendo E é 0

modulo de elasticidade, I é o momento de inércia (YOON et al, 2013).

Considerando, ainda, que o eixo é uniforme de diametro d, a equacdo do momento

s, , . d*
de inércia I é escrito como, [ = 7r6_4.

Considerando que o eixo é uniforme de didmetro d, a equagdo do momento

., . , . d* . .
de inércia I é escrito como, [ = 7;—4. Portanto, considerando que o eixo tem massa

desprezivel, as forcas atuantes no disco sao as forcas inerciais, de amortecimento e
rigidez que originam a deformacé&o do eixo. Segundo Yoon et al. (2013), a equacao
do movimento lateral do sistema nos eixos x e y, representado na figura 11, pode

ser escrita como,

Milye = —KeixoUxc — Ceixolxc (70)

mﬁyG = _Keixouyc - Ceixouyc (71)

Sendo que u,;eu,; € o centro de massa do disco, e € u,ceu,c € 0 centro

geométrico do eixo, esses termos em relacdo ao eixo de massa C, considerando o

eixo em rotacdo em um determinado tempo, podem ser escritos como,

Uy = Uyc + ey cos(wt) (72)

Uye = Uyc T eysin(wt) (73)

Trabalhando matematicamente, o sistema em movimento, introduz-se os
termos derivativos da aceleracdo nas equacdes e tem-se a equacdo do movimento

de Jeffcott,

Milyg + Coixollxe + Keixolxc = M. €,,. w2cos(wt) (74)

Mily + Coixollyc + Keixollyc = M. ey,. w?sin(wt) (75)
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Uma observacdo importante € que essas equacdes ndo contém os efeitos
das forcas giroscopicas atuantes no rotor. Se os termos do lado esquerdo destas
equacOes forem iguais a zero, entende-se esta condicdo como uma solucao

homogénea, assim s&o reescritas como,

Milye + Ceixolxc T Keixolxc = 0 (76)

mﬁyG + Ceixouyc + Keixouyc =0 (77)

Considerando que o deslocamento do eixo de centro de massa C é um

sistema homogéneo, no conjunto eixo e disco, sistema do rotor, tem-se

Uy = Ay eSt (77)
Uyc = Aye’t (78)

sendo A a amplitude e et = et = cos(wt) + isen(wt) que € a notagdo de uma
exponencial complexa, que permite tratar simultaneamente duas formas de
excitacdo harmoénica (MEIROVITCH, 1997). As projec0es vetoriais nos eixos, real e

imaginério, sdo respectivamente,

Wt = cos(wt) (79)

Im. et = sen(wt) (80)

Re.e

A frequéncia natural do sistema livre de amortecimento pode ser escrita
como (YOON et al., 2013),

Ks B.E.I
on= B 22 e

A solucdo homogénea, pelo método de Laplace é,

(ms? + C; + K;)A et =0 (82)
(ms? 4+ Cs + K;)Ayes =0 (83)
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C; € o amortecimento e K; é a rigidez do eixo na forma complexa, a equacéo

caracteristica amortecida do sistema rotor é
ms2+Cs+ K, =0 (84)

A solucao deste polinbmio, quando igual a zero os resultados destas raizes

sdo conhecidos como autovalor amortecido do sistema, assim,
C . |K C
Sl,Z = _2_5 i l = — (_S) (85)

~ . P C K.
Neste caso o rotor/rolamento ndo amortecido tem a caracteristica ﬁ < ZS’ 0]

Cs

2mwy,

qual s terd um componente imaginario, e a relacdo de amortecimento é { =

A frequéncia natural amortecida w, pode ser escrita como,

Wg = wpy1 -2 (86)

Para Yoon et al (2013) o valor do coeficiente de amortecimento pode variar
entre 0.3 > ¢ > 0.03, quando ¢ = 0.1 é considerado um valor normal de operacéao do
rotor. A combinacado linear da solugdo de um sistema ndo amortecido, pode ser

escrita como,

Uye = e759nt (A ei?dt + A ,emi0at) = e={@nt (B, cos(wt) + By,sen(wt)) (87)

Uy = e @t (A, e @t + 4,,e7i@0at) = ¢=¢@nt (B cos(wt) + By,sen(wt)) (88)

Sendo (Ae B) = e, e sao amplitudes do sistema rotor. A equacdo do movimento
para a resposta a excitacdo em estado estacionario, no sistema Jeffcott, com massa

diferente de zero é escrita como,

ilye + 2{Wnllee + W Uy = eyw?cos(wt) (89)

ilyc + 2{wpliye + WUy = e w?sen(wt) (90)
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Considerando a combinacdo do deslocamento de x e y, a coordenada
complexa u, que é o deslocamento do centro geométrico do disco no plano

cartesiano, pode ser escrito através da equacao,
Ue = Uy + lUyc (91)

A resposta a excitacdo em estado estacionario nas coordenadas, séo

representadas como,

Uye = Uyet®t (92)
Uye = Uye'®t (93)

Portanto o deslocamento do disco de centro de massa G, € escrito como,
Uc = Upe™t + iUye'®t = Ue't (94)

Substituindo  u,c = Uye™t e uye = Uye™t em il + 2{wpllye + 0%Uye =
eyw?cos(wt) € ilyc + 2{wpllyc + w’u,c = e,w?sen(wt), teremos um sistema de

equacdes que descrevem a deflexao do eixo.

(—w? + 2iwlw, + w?) U,e'*t = e,w?cos(wt) (95)

(—w? + 2iwlw, + wl) Uye'" = e, w?sen(wt) (96)
Essas equacdes na forma complexa podem ser escritas como,
(—w? + 2iwlw, + w2) u, = e, w? (97)

Até entdo, como dito na introducéo desta sessao, o desenvolvimento tedrico
foi descrito para a condicdo de um deslocamento lateral do rotor em rolamentos
rigidos, ou seja, o alinhamento do eixo em rotagdo esta alinhado com a linha de
centro do rolamento, e 0s momentos de inércia, atuante no sistema, ndo estédo

sendo considerados.
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3.3.1 Efeito Giroscopio

A partir desta sessédo, o efeito giroscopio é introduzido no movimento do
rotor dindmico, e deduzido através de modelo matematico. No rotor dindmico, o
efeito giroscopio, ocorre no desalinhamento do eixo em relagdo aos seus
componentes de apoio. Os movimentos que ocorrem do efeito giroscépio, resultam
na rotagdo do eixo, em torno do eixo x e y, no centro de massa do disco G, e é

representado na figura 13 considerando y; e x;.

Figura 13— Efeito giroscopico no centro de massa G do eixo.

Y1

Fonte: Yoon et al. (2013)

6, e 0,c sd@o os angulos formados pela acdo das forgas giroscopicos no
disco de centro de massa G.

As constantes de rigidez do eixo sdo K, K,, e, a € b, correspondem a
distancia do centro do eixo de massa G, até o fim do eixo, e L, é a distancia total do
eixo entre 0s rolamentos.

O eixo é influenciado por duas forcas giroscopicas, sendo a primeira forca
giroscopica, a inercia giroscopica, que atua na rigidez do rotor (disco) sobre a
primeira lei de Newton (principio de inércia), em que o sistema, a partir de que em
movimento rotativo, tem rotacdo no mesmo plano, e em torno do mesmo eixo
espacial, cujo resultado da inércia giroscopica é a alteracdo do eixo de rotacdo, em
relacdo a sua referéncia. A segunda forca giroscopica, é a precessao, que € uma
forca aplicada ao rotor (disco), que tende a alterar a direcdo do eixo de rotacéo,
sempre se movimentando em angulo reto, o resultado da precesséo, ocorre quando,
a velocidade angular em torno do seu préprio eixo altera a sua orientagcédo, quando

esta velocidade é muito maior que ela mesma.
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O momento de inércia rotacional polar J, do sistema, considerando um

. p . R? .
rolamento flexivel, é escrito como J, =mT, sendo R o raio do rotor. O momento
transverso de inércia J;, que é a inercia rotacional do eixo perpendicular no mesmo
. ~ z . m 2 1 2
eixo de rotacgéo, € escrito como, J; = " R* + EL .

Considerando que o deslocamento lateral do rotor € x; e esta na direcdo x,
e y; esta na direcdo y, é possivel demonstrar matematicamente os deslocamentos e

rotacdes do rotor de centro no centro de massa G.

X = %(bxl + ax,) (98)
Yo =1 (by, + ayz) (99)
Oxc =7 (V2 — 1) (100)
Oy =7 (o — x1) (101)

As equacdes de movimento para a translacdo e rotacdo do rotor, no centro

de massa G, sdo descritas, respectivamente, como,

mic + axg —y0,e =0 (102)
myc + aye —yYbxe =0 (103)
Jebxe + JpwBye +¥xs + 66,6 =0 (104)
]téyG _]pwéxG + vy + 66,6 =0 (105)

A equacao 102 e 103 descrevem o movimento de translagao lateral do rotor,
e as equagOes 104 e 105 descrevem o movimento dinamico angular e seréo
utilizados constantemente neste trabalho de pesquisa, seja no modelo tedrico, seja
nas simulacdes numéricas e em outros modelos que tratem do fenébmeno de
deslocamento lateral e angular. A linearizacdo do momento giroscopico, nos eixos x

e y, sdo respectivamente, J,w8,¢ € J,wb,;. Os parametros de rigidez s&o:

a=K +K, (106)
y =—Kia+ K,b (207)
5 = K,a? + K, b? (108)
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O desacoplamento do movimento translacional, e do movimento angular,
ocorre quando y = 0 e sdo resolvidas separadamente. As equacgfes também podem
ser escritas vetorialmente e assim representadas pelo modelo matematico seguinte,

mX +wGX +KX=0 (109)

Generalizando o vetor de estado, tem-se,

X = HxG (1 10)

A matriz de massa m, a matriz de massa giroscopica G e a matriz de rigidez

K sao escritas respectivamente como,

m 00 O
0 mO O
m=15 0, o (111)
0 00 J;
0 00 O
0 00 O
G = 0 00 J, (112)
[0 0_]p 0
« 0 0 y
10 ay O
K=lo y s o (113)
ly 00 6

A precesséo € calculada pela inclinacdo simétrica da matriz giroscopica G
que representa o acoplamento entre 0 movimento do eixo x e y. No caso do
desacoplamento do movimento translacional e do movimento angular, y = 0, nas

condicbes matriciais, deve-se considerar que K = K; = K,, e 0 rotor é axialmente
. L. ~ L . . . ~
simétrico em relacdo ao centro de massa, sendo S=a= b. A matriz de rigidez entéao

€ escrita como,
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4 ASPECTOS DA CARACTERIZACAO DE ENSAIOS

Nesta sessdo sdo mostrados os meétodos e processos, utilizados no
experimento do rotor dinamico, a partir do qual, validado o modelo, estes
procedimentos, seréo utilizados em experimentacdes seguintes.

Para se conseguir a validacdo do método, que sdo compostos pelo modelo
tedrico e experimental, é necessario explicar o procedimento destes,
respectivamente, considerando que as condi¢des iniciais de experimentagdo Sao

aplicadas em ambos o0s modelos. As condicGes iniciais utilizadas sdo m =
05Kg; k =201032L; f = 60Hz; d = 6,0 mm; a = b = 60,0 mm; L =

120,0 mm; ¢ = 0,01.

No modelo tedrico, a equacdo 109, que representa a equacao geral do
sistema, sera utilizada considerando as condic¢fes iniciais, onde o resultado sera a
frequéncia de oscilagdo do sistema. No modelo experimental serdo obtidas as
vibracbes do sistema, utilizando um acelerbmetro, posicionado nas referéncias
cartesianas X, Y, e z, respectivamente.

O resultado, para a validacdo do experimento e dos métodos e processos
utilizados, sera a comparacao dos resultados do modelo te6rico com o experimental.
Se ambas as amplitudes forem similares, € possivel afirmar que o comportamento

tedrico tem representatividade com o experimental.
4.1 Modelo Tedrico

O modelo matematico foi desenvolvido baseando-se na teoria de rotores de
Jeffcott, cujo movimento rotacional do eixo, a uma dada velocidade, pode
demonstrar a causa de fendbmenos como o0 deslocamento lateral do eixo, o

desalinhamento do eixo, falhas nos rolamentos, entre outros.
4.1.1 Sistema com um grau de liberdade SDOF
Geralmente um modelo espacial consiste de massa m, mola k, e

amortecimento viscoso c, o qual pode ser representado na figura 14. Sabe-se que o

modelo espacial ou SDOF é a base de modelagem matematica para muitas
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estruturas reais, portanto as suas propriedades também sao utilizadas em modelos
de sistemas com varios graus de liberdade ou multi degree of freedom MDOF

(EWINS, 2000). Assim, € importante salientar que os conceitos dos rotores de
Jeffcott baseiam-se a partir deste modelo de SDOF (ADAMS, 2010).

Figura 14— Modelo espacial SDOF com amortecimento
f(@
.
m
B
x(t)

c==1 3k

]
Fonte: do préprio autor

O SDOF pode ser classificado como:
e Sistema ndo amortecido;
e Sistema viscoso amortecido;
e Sistema amortecido estruturalmente ou amortecido histereticamente;

Ewins (2000) afirma que no sistema amortecido, o modelo espacial, consiste
de m e k, o qual a f(t) e x(t) sdo quantidades de resposta da for¢a e deslocamento
que variam no tempo, respectivamente. O modelo matematico da equacéo geral,
homogénea, do movimento de um sistema amortecido de um rotor de Jeffcott é a
equacdo 109, mX + wGX + KX = 0.

A principio, o modelo tedrico que determina o deslocamento lateral do eixo é
representado pelas equacdes 95 e 96, (—w? + 2iwl{w, + w?2) U,e'’t = e, w?cos(wt);
(—w? + 2iwlw, + w2) Uye'®t = e,w?sen(wt), respectivamente. Aplicando as
condig¢des inicias nas equagdes que representam o deslocamento lateral, teremos a
resposta do sistema em frequéncia. A figura 15 mostra a deflexdo do sistema ou

resposta em frequéncia.
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Figura 15— Deflex&do do eixo no plano xy

Deflexdo do Eixo
105 T T

- — =X

-y
deflexao

10—20
107 100 10" 102
Frequencia (Hz)
Fonte: Outa et al. (2015)

Observa-se que as linhas pontilhadas de cor azul e preta, representam a
deflexdo do eixo isolada nos eixos x e y, respectivamente, e a deflexdo geral dos

dois componentes, eixos x e y, € a linha continua em vermelho, resultado da

equacao deflexdo = \/x2 + y2, correspondente a parte real e imaginaria. O resultado
A . , d L, . . -

da frequéncia natural & w,, = 6.3246 % também considerada a velocidade critica do

sistema.

Depois de analisado somente o deslocamento lateral do eixo, as condigdes
iniciais foram introduzidas na equacao geral do movimento para se obter os dois
efeitos do rotor dindmico, o deslocamento lateral e angular do eixo, assim,
introduzindo as condi¢des iniciais na equacao geral do movimento (equacao 109) é
possivel se obter as respostas do sistema no dominio do tempo e da frequéncia,
considerando a receptancia, mobilidade e acelerancia. As figuras 16(a) a (h)
mostram o comportamento da resposta do sistema da equacao geral do movimento,
sendo, as figuras 16(a) e (b) o deslocamento no tempo, considerando o
deslocamento lateral e angular, respectivamente. As figuras 16(c) e (d), mostram a
receptancia na frequéncia e seus respectivos angulos de fase, considerando o
deslocamento lateral e angular, respectivamente, as figuras 16(e) e (f), mostram a

mobilidade na frequéncia e seus respectivos angulos de fase, considerando o
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deslocamento lateral e angular, respectivamente; as figuras 16(g) e (h), mostram a
acelerancia na frequéncia e seus respectivos angulos de fase, considerando o

deslocamento lateral e angular, respectivamente.

Figura 16(a) — Deslocamento Lateral no tempo

<1074 Deslocamento Lateral no tempo
15 T T T T T T

0.5

dB
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_1 5 1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400

t(s)
Fonte: Préprio autor.

Figura 16(b) — Deslocamento Angular no tempo

%1078 Deslocamento Angular no tempo
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Fonte: Préprio autor.




Figura 16(c) — Receptancia Deslocamento Lateral
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Fonte: Préprio autor.

Figura 16(d) — Receptancia Deslocamento Angular
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Fonte: Préprio autor.
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Figura 16(e) — Mobilidade Deslocamento Lateral
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Fonte: Préprio autor.

Figura 16(f) — Mobilidade Deslocamento Angular
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Fonte: Préprio autor.
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Figura 16(g) — Acelerancia Deslocamento Lateral
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Fonte: Préprio autor.

Figura 16(h) — Acelerancia do Deslocamento Angular

0 Acelerancia Deslocamento Angular
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Fonte: Préprio autor.
4.2 Modelo Experimental

O modelo experimental tem a finalidade de simular o comportamento de um
sistema dinamico real e, assim, foi desenvolvido um experimento baseado na teoria
de Jeffcott, cuja vibragdo, possa ser captada através de sensores e equipamentos

apropriados.
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421 Aplicacao do Experimento

O experimento foi projetado contendo um motor elétrico e um eixo apoiado
em dois mancais de rolamento P205 UC205 (rotor), todos apoiados sobre uma Unica
base. O eixo do motor elétrico, acoplado a uma polia, estd conectado a uma correia,
a qual, também esta conectada a outra polia do rotor dindmico. A transferéncia de
energia rotacional é feita através da correia, cuja velocidade rotacional é alterada por
um inversor de frequéncia, atuando de 0,1Hz a 60Hz. As especificacbes dos
equipamentos sdo: um motor de 0,5cv, 60Hz; o inversor de frequéncia com
capacidade de atuar na frequéncia de 0,1Hz a 60Hz; o eixo é de aco 1045 e tem
didmetro de 12mm; distancia entre eixos de 120mm; dois mancais de rolamento
novos P205 UC205 e um mancal de rolamento usado P205 UC205.

O equipamento utilizado para a medicdo da vibracdo atua na faixa de
frequéncia de 10Hz a 1KHz, com sensor de vibracédo de sensibilidade aproximada de
15mA DC, os requisitos dos instrumentos para a medicdo de intensidade da
vibragdo em méaquinas rotativas e alternativas satisfazem a norma 1SO2954. A figura
17(a) ilustra o experimento,

Figura 17 (a) —

Experimento do Rotor Dinamico

MANEAL DE
ROLAMENTO

MOTOR y /A 7).‘
ELETRICO ) — —t)
3 . 33 | -DISCO DE
s FIXAGAO DE
\ MASSA

MANCAEDE

ROLAMERTQ
L Y

Fonte: Outa et al. (2015)

A figura 17(b) mostra a referéncia de posicionamento do acelerébmetro sobre
o mancal de rolamento, para a medi¢do da vibrag&o, cujas referéncias séo x,y e z,
respectivamente. Ja a figura 17(c) mostra o detalhe do acelerébmetro sobre o mancal

de rolamento.
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Figura 17(b) — Referéncia de Medicao Figura 17(c) — Acelerometro

Fonte: Outa et al. (2015) Fonte: Préprio autor.

As medicdes das vibracdes foram feitas em duas fases distintas,
considerando as condic¢des iniciais do sistema. A primeira fase utilizou, como apoio
do eixo, dois mancais novos, e a segunda fase, utilizou um mancal novo e um
mancal ja usado. Todas as medicfes, tanto na fase primeira e segunda, foram feitas
utilizando as mesmas referencias de posicionamento do acelerébmetro (x,y e z), e
ainda, considerando o posicionamento sobre o mancal 1 e 2, respectivamente. O
tempo de coleta de dados foi superior a 1 minuto, totalizando 256 amostras de
aceleracdo em m/s?, na condicdo de route mean square RMS.

A tabela 2 mostra as especificacbes dos mancais de apoio e, também, a
sequéncia de montagem para a coleta da vibracdo do rotor dindmico, considerando

a primeira e segunda fase, respectivamente.

Tabela 2— Caracteristicas dos componentes do experimento

Posicéo do Caracteristica Condicao do
Componente
Mancal do Componente Componente
P205 UC205 1 Novo Sem uso
P205 UC205 2 Novo Sem uso
P205 UC205 1 Novo Sem uso
P205 UC205 2 Usado Usado

Fonte: Outa et al. (2015)

O resultado das vibracdes do experimento, foram comparadas ao resultado
do modelo tedrico, totalizando quatro figuras que representam o comportamento da

primeira fase, no ponto de coleta 1 e 2, mostrados nas figuras 18(a) e (b); e o
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comportamento da segunda fase, também referenciados no ponto 1 e 2, mostrados

nas figuras 18(c) e (d).

Figura 18(a)— Ponto 1 - 1° fase Resposta a Excitacdo (tedrico x experimental)

PONTO 1 - 1° Fase - Resposta a Excitagao (mancal novo)
25 T T

— o
m— tedrico

20 - 1

o
T
1

mm/s? (RMS)

o
T
1

w (Hz)

Fonte: Outa et al. (2015)

18(b)- Ponto 2 - 1° fase Resposta a Excitacao (tedrico x experimental)

25 PONTO 2 - 1° Fase - Resposta a Excitagao (| | novo)
T T

— o]

— tedrico

10° 10" 102 10°
w (Hz)

Fonte: Outa et al. (2015)

Observa-se que, nas figuras 18(a) e (b), as amplitudes, resultantes das
aplicacbes do teodrico e experimental sdo similares, quanto ao tamanho e a

frequéncia, com isso, entende-se que 0sS mancais novos podem até possuir um
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comportamento de falha, porém, este comportamento ndo € suficientemente

significativo para ser mostrado na diferenca de amplitude.

Figura 18(c) - Ponto 1 - 2° fase Resposta a Excitacdo (tedrico x experimental)

PONTO 1 - 2° Fase - Resposta a Excitagao (mancal novo)

30

25

N
15}
T

mm/s? (RMS)
&
T

— o
m— tedrico

100

w (Hz)

Fonte: Outa et al. (2015)

Figura 18(d) - Ponto 2 - 2° fase Resposta a Excitacdo (tedrico x experimental)

PONTO 2 - 2° Fase - Resposta a Excitagdo (mancal usado)
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Fonte: Outa et al. (2015)

Nas figuras 18(c) e (d) nota-se que as frequéncias séo similares, porém, as

amplitudes entre 0 modelo tedrico e o experimental sdo diferentes. Esta observacao
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pode ser explicada, considerando que um dos mancais novos foi substituido por um
mancal ja usado e com falhas e medido a vibracdo do sistema dinamico.

Portanto, o comportamento caracteristico de um bom funcionamento, com as
falhas suprimidas do rotor dindmico, com base neste trabalho, é aquele que,
contenha a resposta em frequéncia do modelo experimental, similar ao
comportamento do modelo tedrico, utilizando as mesmas condicdes iniciais.

A tabela 3 mostra um breve resumo do comportamento da comparacao entre

o0 modelo tedrico e o experimental, considerando as duas fases.

Tabela 3— Analise dos resultados para caracteriza¢do do experimento

Comparacgéo entre o modelo

o . Andlise Geral
tedrico com o experimental

Fase 1 - Aplicagdo dos mancais Similaridade entre as amplitudes e frequencia entre o modelo teérico e
novos (ponto 1 e 2) experimental

Fase 2 - Aplicacdo do mancal ~ Similaridade entre as frequencias, porém com diferencas entre as
novo e usado (ponto 1 e 2) amplitudes do modelo tedrico e experimental

A diferenca entre as amplitudes, na fase 2, demonstram que, o sistema,
guando contém uma falha significativa, € mostrado pelas diferengas de
amplitudes. Portanto, o comportamento na fase 1, pode ser considerado
o0 comportamento ideal, resultando na valida¢éo do experimento.

Fonte: Outa et al. (2015)

Comparacéo entre as fases 1 e 2

O método de andlise do erro foi desenvolvido baseado no teorema de calculo
amostral finito, considerando a amostra coletada de tamanho 256, o erro foi
calculado com 2%, e o indice de confianca € de 95%. A tabela 4 mostra o desvio

padréo e a variancia em cada ponto medido.

Tabela 4— Variancia e Desvio Padrdo do modelo tedrico e experimental.
Variancia e Desvio Padréo

Condicéo Caracteristica do Variancia Desv~io
Mancal Padréo
tedrico modelo tedrico 0,1027410 0,3205330
ponto 1 novo 0,1518930 0,3897340
ponto 2 novo 0,1502460 0,3876160
ponto 1 novo 0,2632240 0,5130540
ponto 2 usado 0,3697740 0,6080910

Fonte: Outa et al. (2015)
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4.3 Discusséo Geral da Caracterizagao do Experimento

Ante os resultados encontrados, da medicdo da amplitude e frequéncia,
entre o modelo tedrico e experimental, € possivel observar que, os procedimentos e
métodos experimentais tem conformidade e podem ser utilizados como referéncia
em experimentacbes futuras, assim, considera-se que, 0 experimento esta
caracterizado. A condicdo seguinte, é averiguar a estabilidade do sistema
quantitativamente através do critério de Routh-Hurwitz, que determina o estado da
estabilidade analisando as equag¢des que compdem o sistema.

4.4 Critério de Estabilidade de Routh-Hurwitz

Esta sesséo trata da analise de estabilidade de sistemas dinamicos lineares
invariante no tempo, cujo critério de Routh foi o primeiro teste para se analisar a
estabilidade de um polinbmio, enquanto que o critério de Hurwitz é similar ao de
Routh (GEROMEL; KOROGUI, 2011; AGUIRRE, 2007).

O critério de Rout-Hurwitz, assim chamado, se restringe ao estudo de
estabilidade de sistemas dinamicos a tempo continuo, porém pode ser generalizado
para estudos de estabilidade de sistemas dindmicos invariante no tempo
(GEROMEL; KOROGUI, 2011).

Para Monteiro (2011) e Aguirre (2007) o Critério de Routh inicia-se com a

construcdo de uma tabela associada a um polindbmio p(s),
p(s)=s"+a, ;.s" 1+ -+a,.s+ag (115)

Este polinbmio € escrito em forma de tabela utilizando os coeficientes nas
duas primeiras linhas, e apds, nas linhas subsequentes, essas sao determinadas a
partir das duas primeiras linhas. Quando, no término dos coeficientes do polinébmio,
o0 preenchimento da tabela € feito acrescendo zero, portanto o limite da tabela é

condicionado a um namero maximo de (n — 1) linhas

1 apz an-4 ] (115)
ap-1 Ap-3 Adp_s
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A equacdo que determina a condicdo de quantidade de linhas pode ser

escrita como,

Ti=11-Ti=2 i+1— Yi=21-Ti=-1.j
;= [ri-1,1Ti-2,j41— Timz,1Ti-1,j+1) (116)

T
Ti-1,1

O sistema € considerado assintoticamente estavel quando os elementos da
primeira coluna sejam positivos, ou seja, 1;; > Oparai = 2,3,..,n+ 1, e é definido
T21 = Qp_1 €Thy11 = Qo. AS raizes do polindmio p(s) com partes reais positivas sao
exatamente iguais ao niumero de trocas de sinais na primeira coluna do arranjo.

O Critério de Hurwitz, segundo Monteiro (2011) e Aguirre (2007), determina
que todas as raizes do polindmio p(s) possuem partes reais negativas, se e somente
se, os valores menores do resultado da determinante da matriz de Hurwitz forem

positivos. Assim,

[a"_l An-3 Ap-5 An-7
I An—2 An-a An-¢
H=|0 An-1 Apn-3 Qn-s
l 0 an  QAp-2 QAn-—a

(117)

—

A matriz de Hurwitz H € R™ "™, uma matriz tridiagonal S, também conhecida
como matriz de Schwarz, satisfaz a equacdo de Lyapunov com uma solucao

diagonal positiva P, permite a concluséo da estabilidade assintotica.
Matematicamente, se Re(1;) < 0 para todo j=1,...,n; se todos os coeficientes
a; Sa positivos, e se ndo positivos os determinantes A; sdo positivos determinantes

A; j=1,..,n), assim,

_— a, az as ~
Ay =lal, 8y = | | A= (1) az ayf, .., A, =|H| (118)
a; as

4.4.1 Aplicacao do critério de Routh-Hurwitz

A aplicacdo do critério de Routh-Hurwitz se inicia quando as condi¢des

iniciais séo introduzidas nas equacdes 102 a 105, que representam as equacdes do
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sistema do rotor dindmico. Com isso, 0s parametros de rigidez (equagbes 106 a
108); parametros de deslocamento lateral e angular (equacbes 98 a 101),
respectivamente, também séo aplicadas, considerando as condi¢des iniciais. Com

ISSo as equacgdes sao reescritas,

0.5%; + 0.92443x; — 00, = 0 (119)
0.5y + 0.92443y; — 06,5 = 0 (120)
0.197440,¢ + 0.32197 - 3.08156,; + 0x; + 0.0531216,; = 0 (121)
0.197446,,; — 0.32197 - 3.08156,; + 0y, + 0.0531216,; = 0 (122)

Transferindo os dados dos coeficientes dos polindmios das equacdes, para
. . - a, as . ~
diferentes tabelas e aplicando a condicdo de A, = | 11 a | assim se tem a solucao
2

para as equacoes, respectivamente,

Solugédo da equacgédo 119, A, = Ois 0_920443|
Solucéo da equacao 120, A, = Ois 0_920443|
Solugéo da equagéo 121, A, = | 0'191744 0_05(;121|
Solucéo da equagéo 122, A, = | 0'191744 0_05%121|

Observa-se que a primeira coluna da esquerda é positiva em todos o0s
termos e os resultados das raizes das equacfes polinomiais dessas equacoes,

podem ser mostrados na tabela 5.
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Tabela 5—- Resultado das Raizes das equagdes polinomiais

Raizes das Equagoes

A 0
Equagao 119

A, -66667

Ay 0
equagao 120

A, -66667

A -3327,1
equacao 121

A, 0

A -3327,1
equagao 122

A, 0

Fonte: Lab. UNESP FEIS

Segundo Monteiro (2011) o critério de Routh-Hurwtiz garante que todas as

raizes desse polindmio tém parte real negativa, se os coeficientes a; sdo positivos.

4.4.2 Discussao dos Resultados da aplicacdo de Routh-Hurwitz

Geromel e Korogui (2011) explicam que método de Routh-Hurwitz € uma
técnica de estabilidade polinomial, que pode ser generalizada para estudos de
estabilidade de sistemas dinamicos invariantes no tempo. Este método demonstra a
analise de estabilidade através da equacao do polindmio que representa o sistema,
sem resolver a equacdo diretamente, e criterizando-o em estavel e instavel,
portanto, € uma analise qualitativa.

Nos resultados encontrados, onde todas as primeiras colunas do lado
esquerdo tém valores positivos e as raizes das equacdes sao negativas, pode-se

afirmar que o sistema em estudo € assintoticamente estavel.
4.5 Motores Elétricos
Durante o desenvolvimento do experimento, foi observada a possibilidade da

interferéncia da vibracdo do motor elétrico nos mancais de rolamento e, com esta

consideracdao, foi investigada a vibracdo do motor e suas caracteristicas.
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45.1 Motores de Inducéao

No experimento foi utilizado um motor trifasico tipo gaiola, cujos conceitos de
motores sincronos ndo serdo comentados. Giri (2013) comenta que o principio de
funcionamento de motores, de corrente alternada AC, sao classificados na categoria
de inducdo e sincronos, sendo que ambos convertem energia elétrica AC em
energia mecanica.

O motor de indugdo é o motor de corrente alternada mais amplamente
utilizado na industria, tem caracteristicas de funcionamento de resisténcia, cuja
composicao fisica é feita por uma parte estacionaria, o estator, que é ligado a uma
alimentacéo elétrica e uma parte rotativa, o rotor, que funciona sob a acdo de um
campo magnético oriundo da alimentacao elétrica (AHMAD, 2010). O motor de
inducéo é também considerado um motor trifasico, e que, de uma forma geral, tem
sua operacdo basica de funcionamento através de um campo magnético, que é
induzido a uma forca eletromotriz (FEM) e, nestes condutores, € gerado um fluxo de
corrente que, por fim, exercem um torque no eixo, resultando na rotacdo do mesmo.
O motor trifasico pode ser classificado em duas categorias, a primeira categoria é
um motor trifasico de gaiola, constituido de um nucleo de laminas de aco com 0s
condutores dispostos paralelamente ao eixo e entranhados nas fendas em volta do
perimetro do nucleo, enquanto a segunda categoria, € um motor trifasico de rotor
bobinado ou enrolado, constituido de um nucleo do estator com laminas de acgo
provido de ranhuras e os enrolamentos dispostos nestas ranhuras, formam trés
conjuntos separados de polos (AHMAD, 2010; GIRI, 2013). A figura 19, do lado
esquerdo, mostra o desenho esquematico de um motor assincrono, com o rotor em

forma de gaiola, e do lado direito, mostra o detalhe do rotor acoplado na gaiola.

Figura 19— Motor CA tipo gaiola

Fonte: Adaptado Gussow (1985)
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A partir de que o campo magnético seja excitado, é gerado a rotagdo do eixo
do rotor, que pode estar sincronizado com este campo magnético, ou com uma
diferenca nesta sincronia. Os motores AC com caracteristica de sincronia séo
chamados motores sincronos, e a partida deste motor, podem ser feita através de
um enrolamento em gaiola, embutida na face dos polos do rotor, elevando a
velocidade a 95%, depois disso 0 motor é mantido sincronizado pelo torque de
sincronismo, (GUSSOW, 1985).

Gussow (1985) considera que o motor de corrente alternada, de
comportamento linear, varia conforme a frequéncia de energia, alterando a
velocidade sincrona do rotor, v, (rpm), € pode ser expressa matematicamente

como,

Vsp = — (123)

onde f € a frequéncia do motor em Hz, e n,, € o nimero total de polos.

Neste trabalho de pesquisa foram utilizadas diferentes frequéncias na
experimentacdo, 20Hz, 25Hz e 60Hz, consequentemente, as vy, também se
alteraram, conforme as diferentes frequéncias.

As caracteristicas do motor elétrico AC do experimento sdo, tensdo V =
220V, poténcia elétrica do motor em Watts P,, = 0.37 Kw, poténcia elétrica do motor
em HP Py, = 0.50 HP ou 0.50 cv . A tabela 6 mostra o resultado tedrico calculado
das velocidades sincronas, utilizando as informagdes do motor elétrico do

experimento.

Tabela 6— Velocidade sincrona do rotor do motor AC

Frequéncia Velocidade Ndmero
(Hz) Sincrona (rpm) Polos
20 600 4
25 750 4
60 1800 4

Fonte: Unesp (2017)

Gussow (1985) ainda comenta que a velocidade sincrona do rotor, vg,.(rpm),

pode ser calculada multiplicando tensédo V pelo seno do angulo de fase, o qual, é
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representado pela velocidade angular «» multiplicado pelo tempo t, assim, a

expressdo matematica pode ser escrita como,

v =V.sen(wt) (124)

A figura 20 mostra o modelo tedrico da relagdo das velocidades sincronas
das frequéncias de 20Hz, 25Hz e 60Hz.

Figura 20— Velocidade Sincrona do eixo do motor

250 Velocidade Sincrona do eixo do motor (rpm)
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Fonte: Unesp (2017)

Observa-se que o resultado desta aplicacdo € uma funcdo periédica, que
corresponde a resposta a excitagdo de um circuito elétrico, e utiliza o conceito de
redes lineares. Assim, considerando uma rede linear com tensdo aplicada e
periddica, a representacdo matematica da poténcia média B, pode ser calculada

pela seguinte expressao matematica,
Py = Veg.lop.cos(0) = %V.I. cos(0) (125)

e Ver.los s80 a tensdo e corrente efetiva, respectivamente, e V.I representam a

tensdo e corrente, respectivamente, o cos(6) é o angulo de fase. As figuras 21 (a) e
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(b) mostram o modelo tedrico das potencias com corrente de i = 1.04 e i = 1.84,

respectivamente, para as frequéncias de 20Hz, 25Hz e 60Hz.

Figura 21(a)— Poténcia elétrica do motor em Watts (i = 1.04)

250 Potencla EIetrlca do Motor (watts) i= 1 0
5 T

L

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18
t(s)
Fonte: Lab. UNESP FEIS
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Figura 21(b)— Poténcia elétrica do motor em Watts (i = 1.84)
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Fonte: Unesp (2017)
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Observa-se nas figuras 21(a) e (b), que a amplitude da poténcia média varia
diretamente com a corrente alternada i, que € a consequéncia da escolha do tipo de

conexdo em Y ou A determinada para o circuito elétrico.
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4.5.2 Acoplamento da Equacgdo da Velocidade Sincrona com a Equagdao do Movimento
do Rotor Dindmico

Isolando o termo da frequéncia f no equacionamento da velocidade

. 120. P ~ .
sincrona v, = n—f e substituindo o termo na equacéo da velocidade angular w =

p

2.1 f, teremos,

w=2.m=220 (126)

substituindo esta equacdo (126) na equacao do deslocamento angular (equacoes

104 e 105), reescrevemo-as contendo a velocidade sincrona do motor AC,

Jebixe + Jp 2.1 220 by + v + 80,6 = 0 (127)
Jebiye = Jp(2. 1. =Z0) 0,6 + vy + 80y = 0 (128)
45.3 Discussao da Introducdo da Equacéo da Velocidade Sincrona

No experimento, o eixo do motor elétrico esta ligado ao eixo do rotor
dindmico, por meio de uma correia dentada e, desconsiderando as perdas neste
processo, a velocidade sincrona do eixo do motor elétrico, que se alterna pela
frequéncia, deve ter os mesmos valores da velocidade do eixo do rotor dinamico.

Observou-se que os valores da vibracdo, obtidos na medicdo do motor
elétrico, teve valores constantes ao longo do tempo de medicdo. Dado este fato,
conclui-se que a vibracdo do motor elétrico ndo interferiu na vibracdo medida no

mancal de rolamento.

4.6 Discussédo Geral da Estabilidade da Caracterizagdo do

Experimento

O sinal do rotor dindmico, quando medido, deve ser analisado
cuidadosamente, devido a uma série de caracteristicas, informacgdes e, até mesmo,
a influéncia de agentes externos e internos desconhecidos, que podem provocar

diferencas nos resultados. Assim, € possivel afirmar que durante a experimentacao
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pode ter ocorrido um erro sistemético, que ndo causou diferencas significativas nos
resultados, conforme mostra a comparacdo dos resultados encontrados entre as
amplitudes do modelo tedrico e do experimental, utilizando dois mancais novos.
Considerando todos os fatores comentados, da caracterizacdo do
experimento, e do método qualitativo da estabilidade por Routh-Hurwitz, bem como
a possiblidade de interferéncia do motor elétrico, até entédo, € possivel afirmar que, o
método e procedimento experimental tem validade e a estabilidade do sistema é

assintoticamente estavel.
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5 APLICACAO EM SISTEMAS DINAMICOS NAO LINEARES

Considerando que a experimentacao foi validada, o procedimento seguinte
foi o de analisar a estabilidade do comportamento do sistema, introduzindo o
conceito de interferéncia de forcas externas. Para isso, no experimento, foi
introduzido uma massa de 0,1kg posicionado no disco, localizado no eixo,
equidistante entre os dois mancais.

Considerando o acréscimo desta massa, o0 modelo experimental teve uma

nova configuragéo das condigdes iniciais e pode ser definido como: m = 0,6 Kg; k =
20.103%; f=20Hze25Hz; d = 6,0mm; a=b = 60,0mm; L =120,0mm; { =

0,01. Observa-se que, as frequéncias foram de 20Hz e 25Hz, fator determinado pela
condicdo de limitacdo do experimento.

Neste experimento, foram utilizados somente 0s mancais novos, visto que,
este é o padrdo obtido de similaridade entre as amplitudes e frequéncia, dos

modelos tedrico e experimental da caracterizacdo do experimento.
51 Aplicac&o Experimental com a Massa Desbalanceadora

O experimento teve a mesma configuracdo da caracterizacdo, porém, foi
introduzida uma massa de 0,1kg, no disco, para que ocorresse o desbalanceamento
do sistema, considerando os efeitos de deslocamento lateral e angular do rotor. A
figura 22 mostra o disco fixo no eixo do mancal, e o acelerdmetro, posicionado em
uma das referéncias de medicdo. A figura 23 mostra o detalhe da introducdo da

massa no disco.
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Figura 22 — Detalhe do disco fixo no eixo do rotor dinamico

O

Fonte: Préprio autor.

Figura 23 — Detalhe da massa fixada no disco

Fonte: Fonte: Préprio autor.

As medicOes de vibracéo foram feitas respeitando as mesmas referencias do
procedimento da caracterizacéo, assim, o acelerémetro foi posicionado utilizando as
referéncias x,y e z, nos pontos 1 e 2, respectivamente. O modelo te6rico, com a
nova configuracdo das condic¢des iniciais, foi refeito, e assim, obtido um resultado
para a amplitude e frequéncia, com isso, foi possivel introduzir graficamente o
resultado do modelo tedrico e experimental em um Unico gréafico. As figuras 24 (a) e

(b) mostram o resultado da aplicagéo para 20Hz.



Figura 24(a)- Ponto 1 - Resposta a Excitagdo 20Hz (tedrico x experimental)

12 PONTO 1 - Resposta a Excitagao 20Hz(experimental x teorico)
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Fonte: Préprio autor.

Figura 24(b)- Ponto 2 - Resposta a Excitacdo 20Hz (tedrico x experimental)

PONTO 2 - Resposta a Excitagao 20Hz(experimental x teorico)

— gl
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12 .
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Fonte: Préprio autor.

As figuras 25 (a) e (b) mostram a aplicacéo para a frequéncia de 25Hz.
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Figura 25(a)- Ponto 1 - Resposta a Excitacdo 25Hz (tedrico x experimental)

60 PONTO 1 - Resposta a Excitagao 25Hz(experimental x teorico)
T T

— o |

— tedrico

30 - =
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Fonte: Préprio autor.

Figura 25(b)- Ponto 2 - Resposta a Excitacdo 25Hz (tedrico x experimental)

25

PONTO 2 - Resposta a Excitagao 25Hz(experimental x teorico)
—
m—teOriCO

20 - .
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Fonte: Préprio autor.

Observa-se nas figuras 24(a) e (b), e 25(a) e (b), que as frequéncias séo
similares entre o modelo tedrico e experimental, jA as amplitudes sdo diferentes
entre o modelo tedrico e experimental. Da observacdo da diferenca entre as
amplitudes, e considerando que 0s mancais eram novos, € possivel afirmar que, a
introducdo da massa desbalanceadora, causou uma descompensacdo no sistema

gue também pode ser analisado pela diferenca entre as amplitudes.
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O método de analise do erro foi desenvolvido baseado no teorema de calculo
amostral finito, e considerando a amostra coletada de tamanho 256, o erro foi
calculado com 2%, e o indice de confianca é de 95%. A tabela 7 mostra o desvio

padrao e a variancia em cada ponto medido.

Tabela 7 — Variancia e Desvio Padrao

Tabela de Varidncia e Desvio Padrdo com Massa Desbalanceadora

. Condigdo e Desvio
Frequencia (Hz) Variancia -
do Mancal Padrio
modelo tedrico Tedrico 0,016 0,125
20Hz -pontole2 novo 0,039 0,198
25Hz -pontole2 novo 1,357 1,165

Fonte: Préprio autor.

5.1.1 Discusséao dos Resultados da Introdugcéo da Massa Desbalanceadora

Considerando que, quando o sistema foi medido, na caracterizacdo as
vibragdes do experimento com 0s mancais novos, comparados com o modelo
tedrico, ndo apresentaram diferenca entre as amplitudes, sendo considerado que as
pequenas falhas ndo foram significativas para a ocorréncia de alteracdes do
equilibrio do sistema.

Utilizando a mesma configuracdo da caracterizacdo do experimento e
introduzindo a massa desbalanceadora, com a frequéncia de 20Hz e 25Hz, foi
possivel notar a ocorréncia das diferencas entre as amplitudes do modelo tedrico e
experimental. Este comportamento denota que a acdo de uma forca externa alterou
o comportamento do sistema significativamente, o que pode até ter alterado o
comportamento de estabilidade assintotico qualitativo, determinado pelo critério de
Routh-Hurwitz.

Diante deste fato, foi necessaria a analise de estabilidade, utilizando o
teorema de Lyapunov, cujos autovalores e autovetores, que uma vez determinados,

poderiam ser criterizados nas condi¢cfes de estabilidade.
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5.2 Andlise de Estabilidade — Método Indireto de Lyapunov

O método indireto de Lyapunov, considerado o primeiro método, € aplicado
para a identificagdo da estabilidade do sistema dindmico. Este método analisa o
resultado dos autovalores e autovetores, e 0s criteriza de forma que se tenha o tipo
de estabilidade e, também, determina o critério desta estabilidade no ponto fixo. A
tabela 8 demonstra os resultados dos autovalores e autovetores da aplicacdo da
experimentacdo com a introdugcéo da massa desbalanceadora (FERRARA; PRADO,
1994, p. 33).

Tabela 8— Resultado de Estabilidade com Massa Desbalanceadora

RESUMO DA TABELA DE ESTABILIDADE - INTRODUGAO MASSA 0.1Kg

_ ] . . Analise de
C dica | P toF i
ondicdo real Imaginario onto Fixo Estabilidade
_ -0.0020 +5.0254i inflected node assintoticamente
eixo X (hyperbolic) estavel
-0.0020 - 5.0254i
) 0.0202 +1.2416i inflected node assintoticamente
eixoy (hyperbolic) estavel
0.0202 -1.2416i
deslocamento 00123 +1.2418i inflected node assintoticamente
angular x ol o013 12415 (hyperbolic) estavel
deslocamento /| 00840 0 i inst4
. sela (hyperbolic) instavel
gulary gl 0.0229 0

Fonte: Unesp (2017)

Nota-se que, na tabela 8, o deslocamento lateral do eixo em x e y, tem
estabilidade assintoticamente estavel e ambos tém o ponto fixo considerado um
inflected node (hiperbdlico). Enquanto que, no deslocamento angular em x, a
estabilidade angular é assintoticamente estavel, com o ponto fixo inflected node
(hiperbdlico) e deslocamento angular em y, € uma sela (hiperbdlica) na condicao
instavel. A representacdo grafica do deslocamento lateral em x e y, e o
deslocamento angular em x e y, pode ser mostrada nas figuras 26(a), 26(b), 26(c) e

26(d).



Figura 26(a) - Eixo x deslocamento lateral
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Fonte: Préprio autor.

Figura 26(b) - Eixo y deslocamento lateral
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Fonte: Préprio autor.
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Figura 26(c) - Eixo x deslocamento angular

Fonte: Préprio autor.

Figura 26(d) - Eixo y deslocamento angular

0.0z

0.04 00z

Fonte: Préprio autor.

53 Discussao Geral da Analise de Estabilidade — Método Indireto de

Lyapunov

Partindo do conceito de que, a estabilidade estavel, ocorre quando a
resposta do sistema, dada a uma pequena perturbacdo, permanece pequena,
guando o tempo tende ao infinito. O conceito de estabilidade instavel ocorre quando
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a resposta do sistema, dada a uma perturbacao, cresce, quando o tempo tende ao

infinito, cuja condicdo € considerada um sistema repulsor ou fonte (FERRARA,
PRADO, 1994).

Nota-se que os resultados dos autovalores e autovetores determinaram que,

com a massa introduzida no sistema, este é considerado instavel.

5.4 Simulacdo Computacional com Alteracdo de Massa e Rigidez

A introducdo da massa no experimento mostrou que o resultado de

estabilidade do sistema tem comportamento instavel, esta investigacao do estado foi

feita, baseada na deteccdo de uma anomalia apresentada na diferenca entre as

amplitudes do modelo tedrico e experimental. Contudo, dada a limitagcdo do

experimento, ndo foi possivel que o sistema fosse investigado na frequéncia de

60Hz, sendo que, o critério de instabilidade foi feito utilizando 20Hz e 25Hz.

Com isso, é importante investigar o sistema, considerando as condi¢cdes

iniciais, quando o sistema atua a 60Hz, assim, nesta sessdo, foram investigadas as

condicbes de estabilidade do sistema através de simulacdo computacional na

frequéncia de 60Hz.

A simulacdo computacional foi dividida em etapas, sendo,

A primeira fase, a simulacdo computacional utilizando as condi¢des

iniciais m = 0,6 Kg; k = 20.103

kgfz; f=60Hz; d=60mm; a=b =
m

m
60,0 mm; L =120,0 mm; ¢ = 0,01;
A segunda fase, a simulacdo computacional considerando as
seguintes condicBes iniciais, m =0,01Kg; k = 20.103 n’i‘fr;; f=

60Hz; d = 6,0mm; a=>b =60,0mm; L =120,0mm; { = 0,01,

A terceira fase, a simulagdo computacional considerando as seguintes

condicdes iniciais, m=06Kg; k=20"2L. f=60Hz d =

mm?2’

6,0mm; a=>b =60,0mm; L =120,0mm; { = 0,01.

O resultado de cada fase apresentou autovalores e autovetores, que serao

caracterizados conforme as especificagbes contidas na tabela do critério de
estabilidade de Lyapunov (FERRARA; PRADO, 1994).
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A Simulagdo computacional da primeira fase pode ser verificada na tabela 9,

considerando as condicdes iniciais ja comentadas.

Tabela 9 — Autovalores e Autovetores — Simulagdo Computacional 60Hz

SIMULAGAO COMPUTACIONAL (60Hz)

- . L . Analise de
Condigéao real imaginario Ponto Fixo Estabilidade
. 1 -0.0020 +5.0254i inflected node assintoticamente
€0 x (hyperbolic) estavel
2 -0.0020 - 5.0254i
. 3 0.0202 +1.2416i inflected node assintoticamente
exoy (hyperbolic) estavel
4 0.0202 -1.2416i
deslocamento 5 0.0123 +1.2418i inflected node assintoticamente
angular x 6 00123 _12415i (hyperbolic) estavel
deslocamento /| 00840 0 . o
anaular sela (hyperbolic) instavel
gulary gl 0.0229 0

Fonte: Préprio autor.

A tabela 10 mostra o resultado dos autovalores e autovetores, oriundo da

simulacdo computacional, considerando as condicdes iniciais da segunda fase;

Tabela 10 — Autovalores e Autovetores — Simulagdo Computacional m = 0.01 Kg;

SIMULACAO COMPUTACIONAL - ALTERAGAO DA MASSA 0,01Kg

. . . . Analise de
Condicéo real imaginario Ponto Fixo Estabilidade
. 1} -0.0168 +9.6148i inflected node  assintoticamente
eixox (hyperbolic) estavel
2| -0.0168 -9.6148i
. 3 0.0053 +9.6147i inflected node  assintoticamente
exoy (hyperbolic) estavel
4 0.0053 -9.6147i
deslocamento 5 0.0421 +5.0254i inflected node  assintoticamente
angular x 6 00421 - 5.0254i (hyperbolic) estavel
deslocamento /| 00842 0 . o
anaular sela (hyperbolic) instavel
guiary 8| 00229 0

Fonte: Préprio autor.
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A tabela 11 mostra o resultado dos autovalores e autovetores, oriundo da

simulacdo computacional, considerando as condic¢des iniciais da terceira fase;

Kg
mm?2

Tabela 11 — Autovalores e Autovetores — Simulagdo Computacional k = 20

SIMULAGAO COMPUTACIONAL - ALTERAGAO DE RIGIDEZ 20K g/mm2

. . L . Analise de
Condicéao real imaginario Ponto Fixo Estabilidade
. 1 -0.0020 *5.0254i inflected node assintoticamente
EIx0 x (hyperbolic) estavel
2 -0.0020 - 5.0254i
. 3 0.0202 +1.2416i inflected node assintoticamente
exoy (hyperbolic) estavel
4 0.0202 -1.2416i
deslocamento 5 0.0123 +1.2418i inflected node assintoticamente
angular x 6 00123 - 12415 (hyperbolic) estavel
deslocamento  / -0.0840 0 . o
anaular sela (hyperbolic) instavel
gulary gl 0.0229 0

Fonte: Préprio autor.

Observa-se, de uma forma geral, que as analises de estabilidade, do
deslocamento lateral do eixo x e y, e do deslocamento angular em x, séo
assintoticamente estaveis, porém, o deslocamento angular em y, por sua vez é
instavel. Portanto, todo o sistema pode ser considerado instavel.

Nesta condicdo, sabendo-se que a instabilidade evolui com o tempo, é
necessario investigar se o0 sistema esta associado a um comportamento cadtico,
pois, 0 caos pode ser entendido como as pequenas diferencas na forma atual, irdo

se tornar grandes consequéncias, na forma, em um futuro préximo (SMITH, 2007).

5.5 Anélise da Dindmica Cadtica — Funcdes de Lyapunov

Conforme visto na simulagdo computacional, o sistema é instavel, logo, é
importante definir, se 0 sistema tem comportamento cadtico e, assim, para se definir
este conceito, avalia-se a sensibilidade das condi¢des iniciais, considerando que, o
sistema, se movimente no tempo discreto ou continuo. Neste conceito € considerado
o teorema do expoente de Lyapunov (SAVI, 2006; FERRARA; PRADO, 1994,
MONTEIRO, 2011).
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Considerando as trés fases da simulacdo computacional, que contém
diferentes informacgdes das condicfes iniciais, foi feita a simulagdo computacional
utilizando o conceito do expoente de Lyapunov, para se encontrar o resultado do

autovalor, cujo resultado, pode ser mostrado na tabela 12.

Tabela 12— Autovalor do Expoente de Lyapunov

Simula¢do Computacional - Expoente de Lyapunov

Autovalor Introducéo da Alteracédo de Alteracédo de

Massa 0,1kg Massa Rigidez
4 0,0200 0,0239 0,0200
A, 0,0164 0,0002 0,0164
Az 0,0168 0,0215 0,0168
Ay 0,0132 -0,0023 0,0132
As 0,0182 0,0192 0,0182
e -0,0019 0,0092 -0,0019
As -0,0295 -0,0184 -0,0295
Ag -0,0530 -0,0532 -0,0530

Fonte: Préprio autor.

Observa-se que, os autovalores, na condicdo da primeira fase, da segunda
fase, e da terceira fase, contém resultados com 0s sinais positivos e negativos.
Considerando uma analise geral, dado os valores positivos resultantes da simulacéo
computacional, é possivel afirmar que, “a existéncia de pelo menos um expoente
positivo estd associado ao caos, no caso de mais de um expoente positivo é
convencionado chamar de hipercaos” (SAVI, 2006, p.169).

Assim, entende-se que o sistema do rotor dinamico tem o comportamento

caotico.

5.6 Discussao Geral Sobre a Estabilidade do Sistema

Com a introducdo da massa de 0,1kg no experimento do rotor dinamico,
notou-se, através das diferencas de amplitudes, que os efeitos do deslocamento
lateral e angular, continham irregularidades, das quais se investigou a estabilidade

do sistema, considerando o teorema de Lyapunov. Esta condicdo experimental se
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limitou a trabalhar com as frequéncias de 20Hz e 25Hz, pois, 0 experimento era
limitado estruturalmente para atender a condicdo de 60Hz.

Demonstrado o estado instavel do sistema, foi possivel simular
computacionalmente trés fases distintas, cada qual, com a sua respectiva condicéo
inicial, todas na frequéncia de 60Hz, cujo resultado destas simulacbes, mostraram
que o sistema tem comportamento instavel.

Com isso, foi possivel determinar a necessidade de investigar a instabilidade
do sistema, analisando a sensibilidade das condic¢des iniciais, cujo teorema aplicado
€ considerado o expoente de Lyapunov. Deste resultado, foi possivel analisar que o
sistema instavel também tem comportamento cadtico.

O resultado da analise de estabilidade, € o de que o sistema, com a massa
introduzida tem comportamento instavel e caético.

Considerando que o comportamento é cadtico, foi necessario investigar a
possibilidade de controlar este sistema, reduzindo este estado para o estado estavel

até o ponto de equilibrio.
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6 TEORIA DE CONTROLE

Nesta secdo, foi desenvolvido um projeto de controle linear 6timo, para o
controle do estado instavel e cadtico do rotor dindmico, reduzindo o movimento

oscilatorio cadtico, até um ponto estavel.

6.1 Controle Linear Otimo

Devido a simplicidade de configuracdo e implementacdo, o controle de
realimentacdo de estado linear, foi proposto por Rafikov e Balthazar (2008) e
aplicado em vérios sistemas (Chavarette et al, 2010; 2011; 2012; 2013a; 2013b) e
em problemas propostos (COSTA,; PAIVA, 2002). Observa-se que esta abordagem é
analitica, sem descartar qualquer termo nao-linear.

Considerando as equacGes de movimento ndo lineares que governam o
sistema (102 a 105) estas podem ser reescritas na forma de estado, considerando a

condicao

x=Ax+gx)+U (159)

Aqui, consideramos uma funcdo vetorial ¥, que caracteriza a direcdo da
trajetdria, e o vetor de controle U consiste em duas partes: i sendo a feed forward, e

uf uma resposta linear, de tal forma que,

ur = Bu (160)

onde B € uma matriz constante. Apés, utilizando a divergéncia da trajetoria

do sistema, eq. 160, para desejado, y = x — X, esta pode ser escrita como,
y=Ay +g(x)—g(Xx) + Bu (161)
o qual G(y,X¥) é uma matriz limitada. Assim, provamos o0 resultado

importante (RAFIKOV, BALTHAZAR, 2008). A seguir, apresentamos um resultado

importante, relativo a uma lei de controle que garante estabilidade para um sistema
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nao-linear e minimiza um funcional de desempenho ndo quadratico. Se existirem

matrizes Q(T) e R(t), definida, sendo Q simétrica positiva, de tal modo que a matriz:

Q) = Q) —GT(WPE) — P(OGY) (162)

E positiva definida para a matriz delimitada G, entdo o controle do retorno

linear &,
u=—RIBTP(t)y (163)

é 6timo, de modo a transferir o sistema néo linear, a partir do estado inicial

para o estado final,
y(tr) =0 (164)

Minimizando a funcéo:
] = f()tf(yTQy +uTRu)dt (165)

Portanto a matriz simétrica P(t) € avaliada através da solucdo da equacgéao

diferencial de Riccati:
P+PA+A"P—PBR'BTP+Q =0 (166)
Satisfazendo a condicao final:
P(t;)=0 (167)
Além disso, com o controle de retorno (163), existe uma vizinhanga I, c T,
I' c R™, a origem de tal modo que se y, €I, a solucdo y(t) = 0,t > 0, do sistema
controlado (161) € localmente assintoticamente estavel, € /i, = v P(0)y,.

Finalmente, se I' = R", em seguida, a solu¢do y(t) =0,t > 0 do sistema

controlado (161) é global assintoticamente estavel.
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Considerando que o controle linear de retorno (163), com uma matriz P
determinada pela equacao (166), transfere o sistema nao linear (161) a partir de um
estado inicial para o final (165), minimizando a funcéo (166), cuja matriz precisa ser
determinada.

De acordo com as regras da programacao dinamica, sabe-se que se o
minimo da funcéo (161) existe, e se, V € uma funcgéo fraca das condi¢des iniciais,

entdo, 0 mesmo satisfaz a equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman, (BRYSON, 2002):
min, = (2—: +yTQy + uTRu) =0 (168)
Considerando a fungéo:

V =yTP(t)y (169)
onde, P(t) é uma matriz simétrica positiva definida e satisfaz a equacao
diferencial de Riccati (166). Note que a derivada da funcéo V avaliada na trajetoria

Otima com controle dado por (166) é:

V=yTP()y +yTP(t)y +y"Py = [yTAT(t) + y"GT(y) —y"P()BR"HTBTIP(t)y +
y"P(®)y +y"P(O[A®)y + G(y)y — BR™'BTP(t)y] (170)

Entdo substituindo V na equacdo de Hamilton-Jacobi-Bellman (168),

obtemos:
yT[P+ATP + PA—PBR™'BTP + GT(y)P + PG(y) + Qly =0 (171)
Ent&o:
Q=0Q® -G"WP®) —P®) —P(GY) (172)

Note-se que para uma matriz positiva definida Q e R, a derivada da funcéo

(169) é dada por V = —y"Qy — uTRu, e é negativa definida. Entdo, a funcéo (169) é
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uma funcéo de Lyapunov, e o sistema controlado (161) é localmente assintoticamente
estavel.

Integrando a derivada da funcédo de Lyapunov (169), dado por V = —yTQy —
uT Ru, ao longo da trajetdria 6tima, obtemos /i, = yd P(0)y,.

Finalmente, se I'c R" , a estabilidade assintética geral segue como
consequéncia direta da condicao radial ilimitada para a fungédo de Lyapunov (165)
V(y) = oo, como |y|| = co.

Observamos que, segundo a teoria de controle 6timo de sistemas lineares
com funcional quadratico (ANDERSON, MOOR, 1990) a solucdo da equacédo de
Riccati diferencial ndo-linear (162) € uma matriz positiva definida e simétrica P > 0
para todo R > 0, e dado Q > 0, pode-se concluir a prova do teorema.

Se o intervalo € infinito e A, B, Q, e R sdo matrizes de elementos constantes,
a matriz definida positiva P € a solucdo da nao linearidade da matriz algébrica da

equacdao de Ricatti,

PA+ ATP —PBR™IBTP+Q =0 (173)

6.2 Aplicacéo da Teoria de Projeto de Controle no Rotor Dindmico

Os parametros do modelo foram determinados numericamente e testados de
acordo com Outa et al (2015), assim, m = 0,6; a = 0,9244;y = —0,16762; ], =
0,32197; J, = 0,19744; § = 0,053121. O comportamento do sistema é determinado
através da realizacdo do método de Runge-Kutta de quarta ordem, resolvendo as
equacdes diferenciais ordinarias de determinados parametros, na forma de espaco
de estado. A simulacdo numérica considerada nas condicdes iniciais foram: x(0) =
1; x(0) = 0;V(0) = 0, o tempo de amostragem de 0 a 200 s, com intervalo de 0,01.

Sabendo-se que o sistema tem comportamento de estabilidade instavel e

cadtico, a sequéncia, foi controlar o comportamento dinadmico cadtico, utilizando a



técnica do controle linear 6timo, OLC. Entdo, obteremos, B =

1
Il

O O O O O O o o

positivos,

0
—-1.5407

M|B|AB|A%B ...|A*"B| # 0,

1
0
0
0
0
0
0
0

102

1] (%, — X%, ]
1 X, — X,
1 X3 — Xg
1 X, — X,
AN Xe — X |
1 Xg — Xg
1 X, — X,
11] | Xs — Xg |

, a matriz Q = Ig é uma matriz definida positiva, isto €, os autovalores sao

neste caso Mg=1 e R =[1],
0 0 0 0 0 0 |
0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0

-1.5407 0 0.2794 O 0 0
0 0 0 0 0 0 ’ onde
0 0 —-0.2690 0 -5.0251 -5.0251
0 0 0 0 1 1

0.8490 0 0 0 0 0 |

controlado. Portanto a matriz
[ 0.2080 0 -0.2314 -0.0186 0.0420
0 0.1390 0.0186 —-0.1431 -0.0715
-0.2314 0.0186 0.2600 0 -0.0471
P10+ -0.0186 -0.1431 0 0.1811 -0.1191
0.0420 -0.0715 -0.0471 -0.1191 1.1574
0 0.0073 0 0.0128 -0.1237
0 0.0369 0 0.0645 -0.6216
0 0.0128 0 0.0224 —-0.2162

apos obtém-se simplificadamente

U = (~102044x, —0.3953, +0.9582x, —0.2800x, —0.3760x, — 0.9182X, +5.0923x, +4.5320x,) -

entdo considera-se que o0 sistema dindmico esta

P(t) é feita por
0 0 0 |
0.0073 0.0369 0.0128
0 0 0
0.0128 0.0645 0.0224 |, e
—-0.1237 -0.6216 -0.2162
0.0133 0.0669  0.0233
0.0669 0.3364 0.1170
0.0233 0.1170  0.0407 |
um controle otimizado,
A
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trajetoria do sistema, sem controle e com controle, pode ser mostrada nas figuras 27 a

30.

Figura 27 — Controle do Deslocamento Lateral x;

Deslocamento [taxa]

05

©
o

N
(%))
T

'
N
T

251

xG

Nao controlado
Controlado

50 100 150 200
Tempo [amostra]

Velocidade [taxal]

1571

<
3
T

o

-1.5

051

Nao controlado

xG xG
1571
1t
— 05
©
X
8
S
g Of
o
©
o
[}
= 05f
AF
Nao controlado
Controlado Controlado
L L L ) 15 L L L )
0 50 100 150 200 - -2 -1 0 1

Tempo [amostra]

Deslocamento [taxa]

Fonte: Préprio autor.

Nota-se na figura 27, o deslocamento lateral x;, cuja representacdo do

estado cadtico € apresentada em preto, e o0 estado cadtico controlado até o ponto de

equilibrio, é apresentado em verde. O lado esquerdo da figura 27 mostra a

representatividade da estabilidade no deslocamento pelo tempo; ao centro, a

velocidade pelo tempo; e a direita, a velocidade pelo deslocamento.

Figura 28 — Controle do Deslocamento Lateral y,
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A figura 28, 29 e 30, é composta da mesma configuracao relatada na figura

27, porém essas figuras representam o deslocamento lateral y;; deslocamento

angular 6,; e em 6, ; respectivamente.

G’

Figura 29 — Controle do Deslocamento Angular 6,
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Figura 30 — Controle do Deslocamento Angular 6,
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Fonte: Préprio autor.

Discussdo dos Resultados da Aplicacdo do Controle Linear Otimo

Observa-se que os resultados do comportamento de estabilidade instavel e

cadtico foram controlados, utilizando uma estratégia de controle, cuja técnica
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empregada foi o controle linear 6timo, que reduz o movimento cadtico para o ponto
de equilibrio.

Portanto, é possivel afirmar que este controlador, desenvolvido neste
trabalho de pesquisa, atende as necessidades de estabilizacdo do sinal de um rotor
instavel, até o ponto de equilibrio.
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7 DISCUSSAO GERAL DO TRABALHO DE PESQUISA

Neste trabalho, os estudos de diferentes técnicas aplicadas em sistemas

dindmicos rotativos, foram relacionados para a reducdo do movimento instavel e

caotico, até o seu ponto de equilibrio.

As etapas deste trabalho abordaram diferentes atividades, sendo elas:

Estudo das teorias de sistemas dinamicos nao lineares, dinamica
cadtica, anadlise modal, equacBes diferenciais parciais, rotores de
Jeffcott, estabilidade de Lyapunov, expoente de Lyapunov, e a teoria
de vibragéo.

A caracterizacdo do experimento, realizado com a montagem do
experimento, modelagem, e aplicacéo tedrica e experimental,

A andlise qualitativa do sistema do rotor dinamico e suas equacfes
pelo método de Routh-Hurwitz;

Investigagéo interferéncia da vibragdo do motor de inducéo no rotor
dinémico;

Experimentacdo e andlise de estabilidade introduzindo a massa
desbalanceadora no rotor dinamico;

Simulagdo computacional das diferentes condi¢des iniciais do sistema
dindmico na frequéncia de 60Hz;

Investigacdo da estabilidade do sistema considerando os resultados
dos autovalores e autovetores da simulacdo computacional, pelo
método de Lyapunov;

Investigacdo da estabilidade cadtica dos resultados do expoente de
Lyapunov;

Aplicacdo do projeto do controle linear 6timo, reduzindo o sistema

cadtico a um sistema estavel até o ponto de equilibrio.

Cada etapa descrita representa a acdo de aplicagbes multidisciplinares,

considerando a variedade de teorias abordadas, cujas aplicacdes, destas teorias,

sdo demonstradas em experimento e, também, por meio de simulacdes

computacionais. Todas estas etapas contém resultados significativos, que estao

correlacionados sequencialmente, mostrando, além do raciocinio ldgico,

possibilidades de aplicaces praticas na vida real.
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A teoria que aborda a estabilidade e controle se vista isoladamente, e ndo
direcionado no rotor dinamico, pode ser aplicado em diferentes areas da engenharia,
como em controle de navegagdo em aeronaves, em veiculos automotores, em
motocicletas, entre outros. J&, se direcionados em sistemas rotativos, este pode ser
aplicado no controle de falhas de pecas e componentes, melhorando sistemas

industriais que atuem com técnicas preditivas.
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8 CONCLUSAO

Considerando as diferentes técnicas ligadas a engenharia, para a solucéo da
problemética apresentada neste trabalho, foram reunidas, durante o
desenvolvimento, muitas informacdes oriundas de teorias como, vibragdo, andlise
modal, solucbes matematicas envolvendo as equacdes diferenciais parciais, a teoria
de estabilidade, a teoria de caos deterministico, teoria de sistemas dinamicos nao
lineares, entre outras. Todas essas teorias foram utilizadas, na busca do
entendimento dos fendmenos fisicos da néo linearidade, utlizando o caos
deterministico e projetando o controle linear 6timo para a solucao efetiva do controle
caatico.

Um dos pontos centrais, deste trabalho, pode ser definido como a
caracterizacdo do experimento, cujo procedimento pode ser aplicado na andlise de
falhas, com procedimento em tempo real. Outro ponto é a analise da estabilidade,
dada a condicdo da introducdo da massa desbalanceadora, cujo resultado,
demonstrado por um sinal de comportamento diferente do modelo tedrico, utilizou o
teorema de estabilidade de Lyapunov na sua andlise. O ultimo, conclusivo e,
também, importante ponto, pode ser visto na andlise da sensibilidade e definicdo do
comportamento cadtico do sistema, quando aplicado a teoria do expoente de
Lyapunov e, assim, aplicado o controle linear 6timo, para o controle efetivo até o
ponto de equilibrio do sistema.

O comportamento de instabilidade e caos, deste trabalho, pode ser
implementado como uma solucdo na engenharia para a deteccao, analise e solucéo
de falhas, pois, as solu¢cdes mateméaticas e computacionais mostradas podem ser
condicionadas e adaptadas, para classificar a estabilidade e submete-las a solucdo
de controle. Nesse caso, pode-se optar pela adaptacdo dos graficos, cujas
diferencas de amplitudes, entre o modelo tedrico e experimental, demonstraram
facilidade de leitura e analise.

Com isso, os estudos e resultados, demonstram maleabilidade em diferentes
aplicacoes e areas da engenharia, considerando, ainda, que a metodologia,
demonstrada na caracterizacdo do experimento, também pode ser compilada e
direcionada a aplicagbes de pequenos instrumentos de precisdo de baixo custo.
Neste caso, citamos a aplicacdo de um sensor de trés eixos, ligados a uma placa de

arduino. Portanto, o conteudo e resultado podem ser aplicados em diferentes areas
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da engenharia e, também, pode ser transformado em uma aplicagdo comercial de
baixo custo.

Este trabalho pode ser considerado concluso, considerando as investigactes
feitas utilizando as diferentes teorias e conceituando-as experimentalmente com o
rotor dindmico, resultando em aplicagcbes computacionais que demonstram a

efetividade do projeto de controle.
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PROJETOS FUTUROS

Simulacdo computacional utilizando o sistema de estabilidade em redes
neurais artificiais, objetivando aprendizado de parametros do
comportamento do sistema, introduzindo o conceito de comportamento

metaheuristico em otimizacdo combinatéria;

Aplicagcdo da teoria acustica estrutural no sistema dindmico néo linear,
utilizando o resultado como parametros acustico para maquinas rotativas,

aplicando o conceito de Neidel-Mead (downhill simplex method).
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