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Resumo

A principal contribui¢io dessa tese é propor a representagao % /.75, do regulador
linear quadratico (LQR) para sistemas lineares invariantes no tempo e incertos. A mo-
tivagdo esta em atender simultaneamente a minimizacao da funcao custo garantido e
dos efeitos de entradas exdégenas. De inicio, apresenta-se uma revisao da formulagao do
problema LQR usando-se a fungdo de Lyapunov quadrética e, posteriormente, sua exten-
sao aos modelos de incertezas. Neste ponto, a literatura volta-se exclusivamente ao uso
de fungoes de Lyapunov com uma unica matriz P para testar a estabilidade de todo o
dominio de incerteza politopica, que naturalmente conduz a algum conservadorismo. Em
vista de reduzir o pressuposto conservadorismo explorou-se técnicas de relaxacao matricial
através de lemas consolidados na literatura, i.e. Lema de Finsler e Lema da Projecao Re-
ciproca. As novas formulagoes de sintese robusta permitem obter condig¢oes suficientes em
desigualdades matriciais lineares (LMIs) por meio de fungoes de Lyapunov dependentes
de parametros, embora nao considere os efeitos da perturbagao no processo de sintese de
controle. Logo, o estudo da rejeicao a perturbagoes permitiu obter condi¢oes LMIs inédi-
tas envolvendo as normas .74 e #5,. Adicionalmente, é proposto o estudo da robustez da
planta em malha fechada, via descricao combinada de incertezas nas matrizes de estados
e de entradas, e do controlador, aplicando técnicas de fragilidade via incertezas limitadas
por norma. Por fim, propde-se um método de controle LQR gain scheduling aplicado a
sistemas lineares variantes no tempo. Nesta proposta utilizou-se a estabilidade quadratica
das formulagoes por Lema de Finsler. Uma abordagem mais geral permitiu projetar con-
troladores gain scheduling robustos, o qual é scheduling a falhas estruturais e robusto no
que se refere as matrizes paramétricas do sistema. Ainda, as formulagoes matriciais per-
mitem atribuir a priori uma restricao no tempo de estabelecimento dos sinais de estados.
Aplicagoes praticas demonstram o desempenho dos teoremas propostos, cuja validagao
envolve testes de factibilidade sujeito a variacao limite da taxa de decaimento, anélise do
comportamento temporal dos sinais de interesse e custo computacional dos algoritmos de

controle.

Palavras-chave: LQR. LMI. Funcoes de Lyapunov dependentes de parametros. Controle

3| I Controle gain scheduling. Taxa de decaimento.



Abstract

The main contribution of this thesis is to propose the J% /7%, representation of the Linear
Quadratic Regulator (LQR) for linear time-invariant uncertain systems. The motivation
is to achieve the minimization of guaranteed cost and the effects of exogenous inputs,
simultaneously. Initially, a review of the LQR problem formulation using the quadratic
Lyapunov function is presented and after, its extension to the uncertain models. At
this point, the literature turns to the use of Lyapunov functions with only one matrix
P to test the stability of the whole polytopic domain, which naturally leads to some
conservatism. The proposed to reduce the assumption conservatism allowed to explore
techniques of matrix relaxation through classic lemmas in the literature, i.e. Finsler and
Reciprocal Projection lemmas. The new robust synthesis formulations allow to obtain
sufficient conditions in Linear Matrix Inequalities (LMIs) control by means of parameter-
dependent Lyapunov functions; however, do not consider the perturbation effects on the
control synthesis process. Thus, the study of disturbance rejection allowed to obtain
new sufficient conditions via mixed 5% /.75, control. Furthermore, robustness studies
of the closed-loop plant are proposed based on a mixed representation of uncertainties
in the state and input matrices, and the controller robustness, by applying non-fragile
theories via norm-bounded uncertainty. Finally, an LQR gain scheduling control method
applied to linear time-varying systems is proposed. In this case, the quadratic stability
was used in Finsler’s Lemma formulations. A general approach allowed to design a robust
gain scheduling controllers, which is scheduling to structural failures and robust to plant
parametric matrices. The matrix formulations still allow assigning a priori a constraint in
the setting time of state signals. Practical applications evaluate the performance of the
proposed theorems, whose validation addresses tests of feasibility subject to variation limit
of the decay rate, analysis of the temporal behaviour of interest signals and computational

effort of the control algorithms.

Keywords: LQR. LMI. Parameter-dependent Lyapunov functions. %3/, control.

Gain scheduling control. Decay rate.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

A teoria moderna de controle 6timo envolvendo a realimentacdao de estados tem
avancado, nos ultimos anos, em aplicagdes a sistemas dinamicos de natureza elétrica
(OLALLA et al., 2009), mecéanica (YUE; AN; SUN, 2016; GRITLI; BELGHITH, 2017),
quimica (KHAIRY; ELSHAFEIL; EMARA, 2010) e biologica (SAFAEL; HESPANHA; PRO-
ULX, 2012), cujas vantagens concentram-se na simplicidade de adotar valores reais de ga-
nhos de controle sem a utilizagdo de realimentagdo dindmica de polos e zeros (OLALLA
et al., 2008). Dentre as classes de decisoes, os indices baseados em fungdes quadréticas se

destacam por apresentar versatilidade na medida do desempenho, pois utilizam funcoes
de erro ou de energia (OGATA, 1985).

Neste contexto, a técnica de controle off-line (KANEV; VERHAEGEN, 2002) denomi-
nada Regulador Linear Quadratico (do inglés, Linear Quadratic Regulator — LQR) surgiu
devido a seguinte combinagdo de fatores: (a) uso de equagoes diferenciais de primeira
ordem, conhecida por abordagem em espaco de estados; (b) advento de sistemas com-
putacionais (microcontroladores, por exemplo); (c) langamento das bases da teoria de
controle 6timo e, por fim, (d) o marco da publicagdo do artigo “On the General The-
ory of Control Systems”, na Conferéncia de Moscou no final da década de 50, no qual
R. E. Kalman propde um método de sintese para problemas de controle linear étimo
multivaridvel (BENNETT, 1996).

A metodologia adotada no problema LQR envolve, essencialmente, uma funcao de
controle 6tima de realimentagdo de estados de horizonte infinito (LEE; KWON; CHO,
1998), que minimize a fungao custo garantido (NIEL et al., 2017):

S| (@) 22(t) +u(t) Ru(t)) di.

Nota-se que o indice de desempenho ¢Z., ¢é parametrizado pelas matrizes simétricas
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definidas positivas {2,Z} em relacdo aos vetores de estado (z(t)) e controle (u(t)), res-
pectivamente (DAS; PAN; DAS, 2015). A Figura 1.1 ilustra um sistema linear continuo
invariante no tempo (do inglés, Linear Time-Invariant — LTI) sob a acdo do sinal de
controle 6timo, sendo w(t) a perturbacdo, y(t) a saida de interesse e z(t) a saida de de-
sempenho cuja energia deve ser minimizada. As propriedades estruturais da planta a ser
controlada (Pardmetros) sdo obtidas pelas matrizes de estados (A), de entradas (B) e de

perturbagoes (By), além da matriz de saidas (C).

Figura 1.1 - Diagrama de blocos do sistema em malha fechada.

Fonte: Adaptado de (ZHANG et al., 2015).

E importante destacar, ainda, algumas propriedades interessantes do controle LQR
aplicado a sistemas em malha fechada, tais como, otimalidade e robustez garantindo mar-
gens infinitas de ganhos (OLALLA et al., 2009) operando na faixa de [0,5,00) dB (GUO;
XU; LEE, 2014) e margens de fase de no minimo 60° (HONG; YANG; RAY, 2000), ga-
nhos de transicao entre baixas e altas frequéncias com amplas margens de estabilidade
(TURKI; DUC; CLEMENT, 2004) e, por fim, ajuste simples das matrizes 2 e #Z (MAH-
MOUD; ALYAZIDI; ABOUHEAF, 2017). Esta tltima apresenta um contraponto, pois a
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escolha dos elementos das matrizes de ponderacao é fortemente dependente da experién-
cia do projetista, podendo conduzir a um problema LQR infactivel, dado que as opgoes
sao ilimitadas. Neste caso, algumas propostas de sintonia podem ser encontradas em
(MONTAGNER; DUPONT, 2010; YANG; GAO; SHI, 2010; DONGMEI; XINGANG;
LI, 2012).

Nao obstante, o problema de regulagdo 6tima é uma técnica que remonta suas in-
fluéncias desde a década de 40. Neste periodo, o surgimento de métodos matematicos
e computacionais eficientes tem impulsionado a aplicacao do regulador linear a diver-
sos problemas de controle (BOYD; CRUSIUS; HANSSON, 1998; LEE, 2007; PAKSHIN;
EMELIANOVA, 2016).

Esta é a motivacao para a apresentacao de um breve histérico que se inicia com as
propostas emergentes de Hall (HALL, 1943) e Wiener (WIENER, 1949), que utilizavam
um indice de desempenho na forma de integral do erro quadratico (do inglés, Integral-
Square Error — ISE) aplicado a teoria de realimentacdo. Apé6s uma década, retomaram-se
as bases de sistemas de controle através do critério ISE na publicagao do livro “Analytical
Design of Linear Feedback Controls”. Entretanto, algumas desvantagens inerentes ao
método de projeto analitico (do inglés, Analytical Design Method) envolveram um ntimero
reduzido de indices de desempenho e, em especial, a complexidade matematica que cresce
rapidamente. Este tltimo incorreu no desencorajamento de engenheiros que aplicavam o

método em problemas praticos (NEWTON; GOULD; KAISER, 1957).

Apds a difusao da teoria de controle baseado em indices de desempenho, Kalman
propos condigoes fortemente inovadoras e influentes ao chamado controle realimentado li-
near quadrético (que, posteriormente, tornou-se controle LQR) (KALMAN, 1960b, 1960a).
Nestes trabalhos, as contribuigoes de Kalman foram, dentre outras: (a) apresentar, de um
ponto de vista matematico, uma teoria completa para o problema do regulador linear a
tempo continuo e discreto, também conhecido por LQR discreto (do inglés, Discrete-Time
LQR - DLQR) (BALANDAT; ZHANG; ABATE, 2012; NAKAJIMA; KOBAYASHI; YA-
MASHITA, 2016, 2017); (b) introduzir o conceito de estabilidade da equacao diferencial
de Riccati (do inglés, Riccati Differential Equation — RDE); (c) obter um algoritmo rela-
cionado ao uso de sistemas computacionais para sintese do controle 6timo quadratico por
realimentagao de estados e (d) relacionar condigoes suficientes de estabilidade assintotica
ao segundo método de Lypunov. Por outro lado, as desvantagens das propostas resumiam-
se a: (a) dificuldades de aplicagdo em plantas industriais, devido & precisdo dos modelos
matematicos e sua respectiva formulacdo em termos da aproximacao por espago de esta-
dos; (b) disponibilidade dos estados do sistema por amostragem ou estimacao (HWANG
et al., 2010; CAICEDO et al., 2012) e, (c) inoperancia com restrigdes e perturbagoes
(MAHMOUD; ALYAZIDI; ABOUHEAF, 2017).
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A partir dos resultados de Kalman, fomentaram-se diversas pesquisas relacionadas a
equagao de Riccati, em particular, no desenvolvimento de pacotes computacionais dedica-
dos a resolver a equagao matricial por meio de programagao convexa (WILSON; NEKOUT,;
HALIKIAS, 1998; MONTAGNER; DUPONT, 2010). Essa estreita rela¢ao entre os con-
juntos convexos e a algebra matricial, no estudo de controle 6timo, favoreceu a aplicacao
de solugoes em termos de desigualdades matriciais proposto por (YAKUBOVICH, 1962).
Em 1994, o surgimento do livro influente “Interior-point Polynomial Algorithms in Convez

Programming” escrito por Nesterov e Nemirovskii, apresentou uma ferramenta altamente
eficiente para obter solu¢oes numéricas (NESTEROV; NEMIROVSKY, 1994).

Em meados da década de 90, Stephen Boyd e colaboradores reuniram diversos pro-
blemas de controle de relevancia prética na forma de desigualdades matriciais lineares (do
inglés, Linear Matriz Inequalities — LMIs) (BOYD et al., 1994). Consequentemente, sur-
giram algumas derivagoes de terminologias de controle LMI do problema LQR, tais como:
LQR por realimentagao da saida (do inglés, LQR-Output Feedback) que objetiva um ganho
estabilizante de realimentagao estatica da saida (IWASAKI; SKELTON; GEROMEL,
1994; SYRMOS et al., 1997; ASSADIAN, 2000; TZES; NIKOLAKOPOULOS, 2004;
PAKSHIN; PEAUCELLE, 2009; POLYAK; KHLEBNIKOV; SHCHERBAKOV, 2013);
LQR robusto (do inglés, Robust LQR — RLQR) que garante a estabilidade assintotica
para um dominio de incerteza (MARSH; WEI, 1996; GAJDAR et al., 1997; MONTAG-
NER; DUPONT, 2010; NIEL et al., 2017); LQR restrito (do inglés, Constrained LQR —
CLQR) que corresponde ao problema LQR com restri¢oes nos sinais de estado e controle
(LEE; KWON; CHO, 1998; MCKERNAN; WHIDBORNE; PAPADAKIS, 2005; OHTA
et al., 2005; LEE; KHARGONEKAR, 2007; SHAFAI; GHADAMI, 2013; ALMEIDA
et al., 2017, CAPRON; ODLOAK, 2018) e, mais recentemente, LQR fuzzy (do inglés,
Fuzzy LQR) que aplica o problema LQR a sistemas baseados em modelo fuzzy (REN;
YANG, 2004; ADELI; ZARABADIPOUR; SHOOREHDELI, 2011); LQR estocastico (do
inglés, Stochastic LQR) que trata o controle de sistemas dindmicos estocdsticos linea-
res (FISHER; BHATTACHARYA, 2009; SONG; PARK, 2016); LQR chaveado (do in-
glés, Switched LQR) que opera em sistemas lineares chaveados (NIKOLAKOPOULOS
et al., 2005, 2007; VAGIA; NIKOLAKOPOULOS; TZES, 2008; BALANDAT; ZHANG;
ABATE, 2012; LI; JAIN; ALLEYNE, 2012; PETERSON; KWATNY, 2014; CLAEYS;
DAAFOUZ; HENRION; 2016); LQR probabilistico (do inglés, Probabilistic LQR) que uti-
liza uma aproximacao probabilistica para projetar controladores robustos (KHAN; AWAN;
LIAQUAT, 2015; SCHILDBACH; GOULART; MORARI, 2015) e LQR derivativo (do in-
glés, Derivative LQR) que utiliza a realimentacdo da derivada dos estados (ALI; ALI,
2017; ALIL 2017; YAZICI; SEVER, 2017; SEVER et al., 2017; BETETO et al., 2018).

Além disso, a formulagao LQR-LMI tornou-se mais atrativa devido ao enquadramento

dos critérios classicos (por exemplo, amortecimento da oscilagdo e tempo de estabeleci-
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mento). Neste caso, os conceitos da Z-estabilidade aplicados ao controle por realimen-
tagao de estados apresentam-se em duas linhas, quais sejam: (a) restrigdes na forma de
LMIs (CHILALI; GAHINET, 1996; CHILALI et al., 1999; SATOH; SAITOH, 2004),
no qual tem-se rencentemente considerado aplicagoes de amortecimento de oscilagoes
(RAMOS; ALBEDO; BRETAS, 2004) aliado ao tempo de estabelecimento (SOLIMAN
et al., 2011) em sistemas de poténcia e a caracterizagdo do desempenho transitério em
malha fechada que, por sua vez, limite o sobressinal, a frequéncia de oscila¢ao, o tempo
de atraso, o tempo de subida e o tempo de estabelecimento de forma a garantir um nivel
de desempenho para sistemas incertos a tempo continuo (FAIRUS et al., 2015; FARD;
ALDEEN, 2016b); (b) inclusao das condicoes de estabilidade marginal na matriz de esta-
dos de sistemas discretos (ZHOU et al., 2006) e continuos (ASCHEMANN; KERSTEN,
2017), cuja matriz de Lyapunov é obtida pela solu¢ao da equagao de Riccati. No entanto,

este método nao envolve a otimizacao da funcado custo garantido.

Na industria, as plantas podem ser afetadas por falhas estruturais que ocasionam
problemas de seguranga, como a perda de eficiéncia em atuadores e sensores (KANEV;
VERHAEGEN, 2002; HMIDI et al., 2018), e por leis de controle que apresentam sat-
uracdo (AGRAWAL et al., 1997; LIMON et al., 2005). Esta preocupagao tem impul-
sionado aplica¢oes praticas do LQR baseado em LMIs. Assim, despontaram-se as apli-
cacoes na area de Engenharia Elétrica, envolvendo sistemas de poténcia (ISHIMARU
et al., 2002), maquinas elétricas (GUPTA; BANDYOPADHYAY; KULKARNI, 2003;
SIVANANDAKUMAR; RAMAKRISHNAN, 2006; KOROISHI et al., 2016), geragao de
energia (KO et al., 2006, 2008), conversores de energia (OLALLA et al., 2009; MON-
TAGNER; DUPONT, 2010; BEID; DOUBABI, 2014; AMRITHA; PAI, 2015), controle
de frequéncia de sistemas de geragdo (PANDEY et al., 2013, 2014) e de poténcia via
ambiente smart grid (SINGH; KISHOR; SAMUEL, 2016) e, por fim, sistema fotovoltai-
cos (FARD; ALDEEN, 2016a). Na Engenharia Quimica, explorou-se a sintonia de con-
troladores proporcional-integral-derivativo (do inglés, Proportional-Integral-Derivative —
PID) em reatores de tanque agitado (GONCALVES; PALHARES; TAKAHASHI, 2008),
tanque de cone invertido (GE; CHIU; WANG, 2002) e reatores em unidades de tratamento
de emissoes de NOx (SINGH; NIKOLAOU, 2013). Outras aplicagdes envolvem proble-
mas de controle de vibragao estrutural (JOHNSON; ERKUS, 2002, 2005, 2007), con-
trole de veiculos aéreos (FISHER; BHATTACHARYA, 2009; PAKSHIN; PEAUCELLE,
2009; KONDO; OCHI, 2010; MAYER; DEHNERT; TIBKEN, 2013; TSAI et al., 2013;
PRADHAN; GHOSH, 2015; NIEL et al., 2017), terrestres (MENHOUR; CHARARA,;
LECHNER, 2014; ALCALA et al., 2018) e aquaticos (BHOPALE et al., 2016; SO-
MAN; GOPMANDAL; GHOSH, 2018), controle de sistemas multiagentes (ZHANG et al.,
2013; FENG et al., 2015), controle de temperatura de um ar condicionado split (YANG
Y.; WU; CHANG, 2010; YANG; WU; CHANG, 2014), controle robético (DALLALI et
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al., 2014, 2015), controle de postura humana (PRIESS et al., 2014) e controle de cAmeras
(EVREN; UNEL, 2016; HAN; UNEL, 2017).

Mais especificamente na industria automotiva, hd um forte interesse em projetos de
suspensao ativa que remonta os anos 1960 (HROVAT, 1997). A fungdo deste sistema é
prover conforto aos passageiros, seguranca ao veiculo e diminuir os desgastes da suspen-
sdo causados por irregulariedades na pista (DU; LAM; SZE, 2003). Uma caracteristica
intriseca de operacao destes sistemas dinamicos é a robustez perante as incertezas nos
pardmetros da planta, que deprecia o desempenho de controle (DU; LAM; SZE, 2005).
Em vista disto, muitos pesquisadores tém entrelacado a teoria de Lyapunov, as normas
de sistemas (norma %, norma %) e a otimizagdo convexa das LMIs na sintese de
controladores por realimentacao de estados. O objetivo é garantir a estabilidade robusta
e o menor grau de influéncia no sinal de saida de um dado sistema (ZHANG et al.,
2011). Este fato consolida, na ultima década, uma tendéncia de superar a inoperancia
do LQR com perturbagoes (MAHMOUD; ALYAZIDI; ABOUHEAF, 2017). A proposta
¢ combinar, também, as caracteristicas do regulador linear em termos de desempenho
transitério (CHAKRABORTY; RAY-CHAUDHURI, 2017). Neste contexto, surgiram a
representagdo 7% do problema LQR estocastico (KO et al., 2006, 2008; PANDEY et
al., 2013, 2014; HUANG et al., 2013), o controle LQR /7%, (POURSHAGHAGHI et al.,
2007; HUANG et al., 2011; MENHOUR; CHARARA; LECHNER, 2014; ALI, 2015) e o
controle LMI baseado no problema DLQR via algoritmo de controle 74/, (YANG,;
WU; CHANG, 2014).

Contudo, a literatura cientifica aponta, predominantemente, para o uso de condi¢oes
suficientes de estabilidade quadratica na formulagao do problema de otimizacao. De um
ponto de vista de teoria de controle, o uso de fung¢des de Lyapunov com uma unica
matriz P conduz a algum conservadorismo e, portanto, naturalmente surgiram algumas
aplicagoes de relaxagoes matriciais. Atualmente, encontra-se apenas uma proposicao, ou
seja, a aplicagao do Lema da Projegao (do inglés, Projection Lemma) em problemas DLQR
com realimentacao da saida (LEE, 2007). De outro modo, é possivel obter condigdes re-
laxadas através da técnica de ganho escalonado (do inglés, gain scheduling), no qual a
dindmica do sistema linear variante no tempo (do inglés, Linear Time-Varying - LTV)
varia em toda uma gama de condigoes de operacao. Neste caso, um tnico ganho imple-
mentavel nao garante condigoes desejaveis de desempenho e estabilidade (MONTAGNER
et al., 2004). Uma alternativa é a sintese de controladores LQR com dependéncia afim de
parametros. As atuais propostas se dividem pelo método de calculo da matriz de reali-
mentagao de estados, seja utilizando fungoes de Lyapunov dependentes de pardmetros (do
inglés, Parameter Dependent Lyapunov Functions — PDLF) (AKTAS; SEVER; YAZICI,
2016; LIU et al., 2017), seja pelo uso de fungoes de Lyapunov quadraticas (ALCALA et

al., 2017, 2018). Esta tltima proposi¢ao é mais interessante, dado que nao hé a inversao
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de uma matriz literal no calculo do ganho escalonado, ainda que a matriz B seja inde-
pendente do conjunto de varidveis scheduling nas referéncias citadas. Outras aplicagoes

de relevancia do gain scheduling na estrutura LQR-Qutput Feedback podem ser vistas em
(WU, 1995; NIKOLAKOPOULOS et al., 2005; VESELY; ILKA, 2017).

Em termos de estabilidade robusta, os modelos de incertezas utilizados se resumem
as inclusoes diferenciais lineares politépicas (do inglés, Polytopic Linear Differential In-
clusions — PLDIs). Por outro lado, o uso das incertezas limitadas por norma (do inglés,
Norm-Bounded Linear Differential Inclusions — NLDIs) podem ser preferiveis, pois apre-
sentam menor complexidade computacional devido ao fato de que a dimensao da ordem
das LMIs aumenta linearmente & medida que as incertezas sdo incluidas (BOYD et al.,
1994). Novamente, as referéncias sdo escassas e, atualmente, existe uma tnica proposta

que considera o LQR- Output Feedback aplicado a sistemas nao lineares via modelos NLDIs
(RODRIGUES; KUIAVA; RAMOS, 2011).

Portanto, o objetivo dessa tese é obter condigoes suficientes e menos conservadoras da
teoria LQR, sob estrutura de LMIs, de sistemas lineares em dominios convexos e fecha-
dos estendidas ao controle J#% /%, e gain scheduling. Embora as propostas de sintese
sejam robustas em relacao as incertezas do sistema, podem apresentar sensibilidade as
préprias incertezas (erros de implementagao, por exemplo) (DU; LAM; SZE, 2003). Este
problema é conhecido na literatura por fragilidade de controladores e, portanto, um obje-
tivo adicional é obter condi¢oes inéditas de estabilidade quadratica que garanta projetos
resilientes as variagoes limitadas por norma na matriz de realimentacao de estados. Algu-
mas pesquisas sobre o problema de fragilidade do controlador LQR/5#, estao disponiveis
na literatura, como por exemplo (XIAOJIE, 2006, 2008; HUANG et al., 2011; XIAOJIE,
2013). Uma aplicagao pratica no helicéptero 3-DOF da Quanser® permite avaliar as pro-
postas de estabilidade quadratica, estendida e projetiva. O modelo de um quarto de carro
da Quanser® é usado no estudo da suspensao ativa, no qual condi¢des simuladas de falhas
em atuadores e fragilidade de controladores sao requisitos de desempenho avancados na
avaliacao dos teoremas. Por fim, a taxa de decaimento é um critério opcional de projeto,
cuja finalidade é limitar a dependéncia da expertise do engenheiro na escolha das ma-
trizes de ponderacao {2,%}. Por outro lado, em aplicagoes préticas de controle robusto,
o custo computacional do processo de otimizagdo pode inviabilizar a implementacao de
solugoes em tempo real, que motivou a incorporacao da taxa de decaimento a formulacao

original das propostas deste trabalho.

A tese esta organizada na seguinte ordem. No Capitulo 2, as formulagoes de sintese
LQR baseada em LMlIs propostas por (BOYD et al., 1994) sao revistas. Nas segoes
posteriores, as condi¢oes LMIs sao estendidas a sistemas incertos continuos no tempo

e vinculadas a teoria de maior expoente de Lyapunov. O Capitulo 3 traz propostas
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menos conservadoras do problema LQR robusto pela aplicacao de fungoes de Lyapunov
dependentes de pardmetros. A formulagdo 3/, do controle LQR é discutida no
Capitulo 4. Outras contribui¢oes deste capitulo envolvem a caracterizacao de equacoes
por variaveis de estados na representagdo combinada de incertezas politopicas e limitadas
por norma, além do estudo da robustez do controlador. E, no Capitulo 5, propdem-
se projetos de controladores gain scheduling baseado na acao simultanea de parametros

incertos variantes e invariantes no tempo. Finalmente, as conclusoes encerram o trabalho.



Capitulo

REGULADORES LINEARES
QUADRATICOS USANDO LMIs

Os indices baseados em fungoes quadraticas tem-se destacado, recentemente, nas apli-
cagoes praticas de controle 6timo. A técnica consiste na obtencao de uma lei de controle
através da otimizagao (minimiza¢do ou maximizagao) de uma funcao custo garantido, po-
dendo apresentar restrigoes nas variaveis de estados e controle que garanta a estabilidade
assintotica do sistema em malha fechada (BOYD et al., 1994). Dentre as classes de de-
cisoes, o controlador 6timo quadratico representa a extensao dos indices de desempenho
utilizados nas técnicas de controle do dominio da frequéncia (ISE, por exemplo) a sistemas
de miltiplas entradas e multiplas saidas. Usualmente, os métodos de sintese sao baseados

na teoria de estabilidade de Lyapunov descritos na forma de LMIs.

Considere, portanto, o seguinte sistema linear invariante no tempo:

(t) = Ax(t)+ Bu(t), z(0) = xo, (2.1a)
B 212 x(t)
o [ T "

sendo z(t) € 1" o vetor de estados, u(t) € R™ a entrada de controle, z(t) € R"* a saida
regulada e x(0) o vetor de estados iniciais. Assume-se que o par (A, B) ¢ estabilizével e as
matrizes reais e constantes de dimensoes apropriadas. Com vistas a equacao de espago de
estado descrito na equacao (2.1), serd apresentado uma revisao dos principais resultados

preliminares e fundamentais para a demonstragao dos teoremas propostos.
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2.1 LMlIs EM MODELOS DE INCERTEZA

A descrigdo matemética de processos/plantas pode conter pardmetros incertos, de-
lineando os erros entre o modelo matematico e o sistema real. Neste contexto, surgiram
as representacoes de incertezas, sendo que as mais difundidas referem-se as abordagens
politépica (procedentes, por exemplo, de diferentes pontos de operagido assumidos pelo
sistema) e limitagdo em norma (comumente derivadas de erros de predi¢do contidos em
processos de identificacao) (BOMBOIS, 2000).

Portanto, para caracterizar as incertezas mencionadas, considere o sistema (2.1) e um
conjunto pré-definido na forma [A  B] € 2, com o conjunto 2 descrevendo os parametros
incertos nas matrizes A e B. Assim, é possivel constituir um sistema politopico, através

do conjunto Qp C 2, composto por,

[A(§) B()] € Qp, (2.2a)
N
[A(€) BE)] = > &lAi Bi, €€E, (2.2b)
=1
N
= = {ceR” Y g=1,6>0} (2.2¢)
=1

que corresponde a um conjunto convexo de .4 vértices. Neste caso, é possivel notar que os
vértices [A;  B;| do politopo s@o obtidos pela combinagao dos valores extremos assumidos
pelas varidveis incertas de um sistema fisico {v; € R:v; . <v; <vj..,i=1,...,1}, com

A = 2!, Por outro lado, as incertezas limitadas por norma sio equivalentes a:

(t) = Ax(t)+ Bu(t)+ Byp(t), (2.3a)
q(t) = Cyx(t)+ Dqu(t), (2.3b)
pt) = Zq(t), (2.3¢)

em que Z : Ry — RN q(t), p(t) € R representam a matriz de incerteza invariante no
tempo, a saida e a perturbacao, respectivamente. As matrizes By, Cy e D, sao matrizes
reais e constantes de dimensoes apropriadas que capturam a estrutura das incertezas. E
possivel obter variagoes usuais, tais como |[Z]| <1 ou |(x| < 1. Contudo, a restrigdo
considerada seréd |(x| < 1, conhecida na literatura por LDIs limitada por norma diagonal

(do inglés, Diagonal Norm-Bound LDIs - DNLDIs), no qual,

G o 0
L= ¢ |- (2.4)
0 - ¢
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Dessa forma, pode-se descrever o conjunto de incertezas limitada por norma na forma,

Oy ={[A+B,ZCy B+ByZD: || <1,Z satisfaz (2.4)}. (2.5)

Observa-se, ainda, que a regido de incerteza deve conter o sistema real para um

determinado nivel de probabilidade, no qual os parametros incertos pertencem ao interior
de um elipséide (&) (BOMBOIS, 2000),

E={¢: (=== <P}, (2.6)

com ( o vetor de parametros incertos, f o parametro estimado, ¥ a matriz de covariancia
de é e P o nivel de probabilidade desejado. A Figura 2.1 apresenta as regioes descritas

anteriormente para o caso de duas incertezas presentes em um sistema.

Figura 2.1 - Regides de modelos de incerteza.

Incerteza politépica Incerteza limitada por norma
&1 1
[A2, Bo] [A3, Bs]
glmaz 777777777
Elipséide (&)
Gy oo :
é.1771,7?71 777777777 ! \ 3
[AIW:BI] [A41:B4} !
ézmin €2ma.7: 52 62 Cz

Fonte: Elaboracao do préprio autor.

Em alguns casos, é possivel aproximar a incerteza politopica em uma estrutura de
incerteza limitada em norma (BOYD et al., 1994); isto reduz o nimero de linhas de

LMIs, por exemplo, em sintese de controladores.

Observacgao 2.1. Notadamente a topologia politopica apresenta um problema com valores
crescentes de vértices, representando uma limitacao em aplicacoes de sistemas com dimen-
soes amplas (i.e., atendimento a um extenso numero de incertezas) e, consequentemente,

dificulta o factibilidade na sintese de controladores.
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2.2 FORMULACAO POR FUNCAO DE LYAPUNOV
QUADRATICA

A teoria de controle LQR representa um critério quadratico que, por meio de um
processo de otimizacao linear, define uma lei de controle 6tima associada a fungoes energia
das variaveis de estados e controle. Consequentemente, o regulador deverd equilibrar a
velocidade de resposta do sistema e a intensidade do sinal de controle. Este compromisso
desejado permite conceituar a seguinte funcao custo garantido,

o0

Joo =min /0 (2(t) Da(t) +ul(t) Bu(t))dt, (2.7)

noqual 2=2'>0e % =%">0. Nota-se que é possivel obter uma relacao de preferéncia
entre os valores dos elementos da diagonal principal da matriz de ponderacao #. De forma

andloga, aplica-se esta conceituacao de ponderacao para os elementos da matriz 2.

Para obter um método de sintese baseado em LMIs para o regulador linear de horizonte
infinito definido em (2.7) (vide Teorema 2.1), considere a lei de controle de realimentacao
de estados u(t) = —Kz(t) que minimiza f = f(x(t),u(t)). Considere, ainda, a fungio
quadratica V(z(t)) = z(t)' Px(t), com P = P’ > 0. Para que o critério Z seja finito ¢

necessario que x(oo) — 0.

Sejam as seguintes condig¢oes de estabilidade:

V(x(t),4(t)) <0, 2/(t)z(t) >0, V(x(t),2(t), 2(t)) considerando (2.1). (2.8)

Neste caso, o S-Procedure garante a relagao entre 2/(t)z(t) e a funcao de Lyapunov
(OLIVEIRA, 2004). E, dado que a funcio V (x(t),4(t)) é homogénea em P, pode-se
(sem perda de generalidade) atribuir o valor unitrio a variavel escalar relacionada ao
S-Procedure (BOYD et al., 1994), obtendo a expressao,

V(x(t),i(t)) < —2()2(2). (2.9)

Integrando (2.9) de 0 a oo, resulta em,
Foo <V (2(0)) = z(0) Pz(0), (2.10)

ou seja, a estabilidade assintética do sistema (2.1) propicia a relagdo entre as condigoes

iniciais e a funcao de Lyapunov.

Por outro lado, uma solucdo pela minimizagao de Z (aplicado a sistemas com
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parametros precisamente conhecidos), pode ser expressa por (KALMAN, 1960b, 1960a),
u(t) = —Kx(t) = —(%) B Px(t), (2.11)
tal que P satisfaca a equacao de Riccati,
A'P+PA—PB(%) 'BP+2=0. (2.12)

Teorema 2.1. Seja x(t) o estado do sistema (2.1) medido no instante t. Assuma que o

sistema (2.1) nao estd sujeito a restrigoes.

(a) Otimizagdo. A matriz de realimentacio de estado K associada a lei de controle
u(t) = —Kux(t), que minimiza o limite superior V(x(0)) dada em (2.10) na fungio
objetivo é dada por

K=-7Zw1 (2.13)

com Z obtido da solugao (se esta existir) do segquinte problema de minimizag¢io do

objetivo linear,

pnz!
Sujeito a
AW WA +BZ+7'B’ * sk
W —9-1 x | <0, (2.14)
Z 0 -z
SR B (2.15)
z(0) W

(b) Estabilidade quadrdtica. Considere uma planta com o ganho de realimentagao
(2.13) que € estabilizavel. E, seja 2 e X matrizes simétricas definidas positivas.
Entdo a planta controlada serd uniformente e assintoticamente estdvel e V(x) uma
fungdo de Lyapunov, se existir P =W~ solucio das desigualdades (2.14)-(2.15).

Prova: Vide (BOYD et al., 1994) para maiores detalhes. n

Observagao 2.2. As waridveis denotadas por z(t), u(t), etc. enfatizam que estas sdo
computadas para o instante t. Entretanto, por conveniéncia de notagdo, € possivel omitir

o t nas prozimas secoes. Note ainda que “x” representa termos inferidos da simetria.
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2.3 O REGULADOR LINEAR E A ESTABILIDADE
RELATIVA

Em sistemas de controle ha uma forte necessidade de corrigir o desempenho transitério
de sistemas dindmicos, pois possivelmente estes parametros nao sao adequados e exigem
especificagoes adicionais no projeto. Tais condi¢gdes podem ser incluidas por meio de
restrigoes adicionais na forma de LMIs (CHILALI; GAHINET, 1996). Por outro lado, ao
definir uma margem de estabilidade relativa, a parametrizagdo da matriz de ponderagao

2 torna-se menos dependente da expertise do engenheiro.

Todavia, a desvantagem relacionada ao processo de alocagao de autovalores envolve
acréscimo da complexidade computacional. Neste caso, propoe-se reduzir o impacto no
processamento do algoritmo de controle através da incorporacao da taxa de decaimento
na formulacao original das LMIs (XIE, 2008).

Nesse contexto, a inovagao consiste no uso do maior expoente de Lyapunov em in-
clusdes diferenciais lineares do tipo politépica e limitada por norma (BOYD et al., 1994),
tendo em vista que projetos de controladores LQR robustos (em estrutura LMI) sujeito

a restricao da taxa de decaimento, nao é bem discutido na literatura.

2.3.1 Taxa de decaimento

A taxa de decaimento (ou, maior expoente de Lyapunov) permite garantir um limi-

tante inferior de a-estabilidade no sistema (2.1). Conceitualmente, se d‘ggw) < —2aV(z), Vz,

entdo (BOYD et al., 1994):

V(x(t)) <V (x(0))e 2, ¢ >0, (2.16)

cuja estabilidade é alcancada com a > 0. O critério pode ser expandido a sistemas lineares

invariantes (ou variantes) no tempo, por meio da equivaléncia:

A'P+PA+2aP <0. (2.17)

A influéncia da taxa de decaimento no plano complexo dos autovalores-A de um

sistema ¢ ilustrada na Figura 2.2.

Nas préximas subsecoes novas abordagens fornecem métodos de sintese LQR baseadas
em LMIs sujeito a taxa de decaimento via a funcao de Lyapunov quadratica. Nos casos

em estudo, considerar-se-4 a classe de parametros incertos e invariantes no tempo.
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Figura 2.2 - Regiao de a-estabilidade dos autovalores.
Im(A)

I

N |
«

Fonte: Adaptado de (OLALLA et al., 2008).
2.3.2 Formulacao por incerteza politopica

Seja a lei de controle de realimentacao de estado que minimiza robustamente (2.7),

u(t) = —Kux(t). (2.18)

Considere a funcao quadratica V(z(t)), que para todo ¢ > 0 implica que P > 0. Dado
que z(o0) = 0, implica que V(z(c0)) =0 e, assim, determina-se um limitante superior
na forma de z(0)’Pz(0) < u. A condigdo LMI equivalente é obtida pela aplicagao do
complemento de Schur (vide Lema A.1) simultaneamente & mudanca de varidvel W = Pt

que resulta em:

Lé);i>o, (2.19)

no qual p é um coeficiente de desempenho nao-negativo a ser minimizado.

Como uma extensao, busca-se por um politopo §2, = Co{z1(0),22(0),...,2_4(0)}, cuja
maxima energia encontra-se em um dos vértices (BOYD et al., 1994). Por fim, uma nova
LMI ¢ obtida pela desigualdade,

ook .
>0, 5=1,...,.M. 2.20
[%@)Wi ’ : (2:20)

No préximo teorema é proposto novas condigoes através da incorporacao do maior
expoente de Lyapunov na formulacao original de LMIs do problema LQR baseado em
modelos politépicos, conforme discutido por (GE; CHIU; WANG, 2002). Uma abordagem
similar, para LDIs limitadas por norma de (BOYD et al., 1994), é proposta no Teorema,



2.3 O REGULADOR LINEAR E A ESTABILIDADE RELATIVA 34

2.3 da Subsecao 2.3.3.

Teorema 2.2. O sistema (2.2) € estdvel por u(t) = —Kuz(t), com taza de decaimento
maior ou igual a a e custo garantido Zo inferior a u, se ewistirem matrizes W = W' >
0 RMeXNe e 7 € RMXM - tais que:

i
Sujeito a
% * *
w -2 x | <0, (2.21)

7 0 — @1

w
x(0

sendo 4 = AW + WAL+ B;Z+7Z'B/+2aW, i=1,...,.4. Portanto, o ganho de reali-
mentacdo de estados é dado por K = —ZW 1.

| V*V] >0, (2.22)

Prova: Considere a existéncia de uma funcao de Lyapunov para estabelecer um
limitante inferior na taxa de decaimento para a condigao (2.9) (BOYD et al., 1994), ou
seja,

V(z)+2aV(z) < —x(t)(K'ZK + 2)x(t), (2.23)

em que, a expansao da desigualdade de Lyapunov, resulta em (2.24).
z(t)'PAp(§)x(t) +x(t) Ap(€) Pr(t) + 20z (t) Pr(t) < —x(t) (K'ZK + 2)x(t), (2.24)

com Af(§) = (A(§) — B(§)K) pertencente ao politopo (2.2). A partir da separagao dos
termos de Af(§), isola-se z(t) e x(t) na desigualdade (2.24) e, apds, multiplicada-se &
esquerda e & direita por P! = W. Em seguida, isola-se 2(t)" & esquerda e x(t) & direita,
obtendo:

AW WA +B(E)Z+Z'B(&) +2aW + Z'%Z + W 2W <0, (2.25)

em que Z = —KW. Da aplicagdo do complemento de Schur em (2.25), tém-se a LMI

equivalente,

q(§) * *
W -2t x| <0, (2.26)
Z 0 —-%!

sendo (&) = (N &AW + W (S A + (S &B) Z+ 2/ (270, &Bi) + 2aW.

Finalmente, a expansao das matrizes incertas por meio de seus vértices na desigual-

dade (2.26), produz a LMI (2.21).
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Nota-se, contudo, que a sintese de controladores robustos baseia-se em uma tinica ma-
triz de Lyapunov para testar a estabilidade de todo o dominio de incerteza. Esta condig¢ao
destaca-se pela facilidade na sintese robusta, ou seja, parametrizacao convexa imediata
do controlador dada em (2.13), sendo conhecida por estabilidade quadratica. Em teoria
de controle, esta abordagem ¢ considerada conservadora e, portanto, o proximo capitulo
contemplara o estudo de fungdes de Lyapunov dependentes de parametros aplicadas a

sistemas lineares e incertos a tempo continuo.

A prova do Teorema 2.2 esté concluida. |

Observacgao 2.3. Na equagao (2.23), houve uma alteracio na relagio entre a desigualdade
de Lyapunov e a fungao custo garantido. Consequentemente, o efeito da inclusio do termo
2aV (x) na desigualdade (2.10) motiva uma re-avaliagio da expressao dada em (2.22). As-
sim, seja V(x) uma fungao de Lyapunov candidata (definida positiva, por defini¢io) e um
escalar positivo . E possivel, sem perda de generalidade, assumir Fso como um limitante
superior para —2aV (x) —x(t) (K'ZK + 2)x(t), i.e. define-se uma forma equivalente tal
que V(z) < —2aV () — 2(t)(K'ZK + 2)x(t) < —x(t) (K'ZK + 2)x(t). Portanto, esta
condigdo € aplicada a todas as LMIs sujeitas a taxa de decaimento que envolvem o limi-

tante superior de f neste trabalho.

2.3.3 Formulacao por incerteza limitada por norma

Teorema 2.3. O sistema (2.3) é estavel por u(t) = —Kx(t), com tara de decaimento

maior ou igual a a e custo garantido 7o inferior a u, se ewvistirem matrizes W = W' >
0 Rrexne 7 c RMuxnz o N € R tais que:

min
wW,Z,A
Sujeito a
WA+ AW + Z'B'+ BZ +2aW + B,AB, % * *
w —9-1 * *
<0, (2.27)
Z 0 %1 =
CW+DyZ 0 0 —A

Lé) ;/] >0, (2.28)
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com,
Af O - 0
0 Ay - 0
0 0 - A

E o ganho de realimentacio de estados pode ser obtido por K = —ZW 1.

Prova: Seja u(t) = —Kx(t) a lei de controle. E possivel reescrever a equacio dos

estados por,
&(t) = (A—BK)xz(t)+ Bpp(t). (2.30)

De fato, impondo que |(;| < 1, resulta em
PRt S Gpt), k=1,....r, (2.31)

Pi(t) S 2(t)(Cy — Dy K) (Cqp— DgpeE )z (t) = ai(t) ai(2), (2.32)

no qual, Cyj e Dy denotam a i-ésima linha das matrizes Cy e Dy, assim como py(t) e

qx(t) representam o i-ésimo elemento dos vetores p(t) e q(t).

Agora, reconsidere as condi¢oes de estabilidade dado em (2.23).

#(8) Px(t) +2(t) Pi(t) + 202 (t) Pa(t) < —2(t) (2+ K'RBK)z(t).  (2.33)

Pela aplicagao do S-Procedure a desigualdade (2.33) é possivel obter a desigualdade
(2.34). Entdo a desigualdade (2.35) é obtida pela expansio do operador soma, no qual A
é a variavel matricial da aplicagdo do S-Procedure, que implica diretamente na existéncia

de /AXk nao negativos.
i(t)[P(A— BK)+ (A— BK)' Plz(t) 4 2z(t) PBpp(t) + 2ax(t) Px(t)
+ Y Ry (200 (Cop — Dys Y (Coe = Dy (1) — (1)
k=1

< —z(t)(2+K'ZK)x(t), (2.34)

2(t) (A= BK)'Px(t) 4 p(t) B, Px(t) + x(t) P(A— BK)x(t)
+x(t) PByp(t) + 20 (t) Pa(t) — p(t) Ap(t)
+2(t) (24 K'ZK + (Cy— D,K)'A(Cy— DyK))z(t) <0. (2.35)
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E, isolando o vetor [x(t) p(t)'] & esquerda e o vetor a direita, resulta em (2.36).

x(t)
p(t)

a desigualdade (2.36), com

o]
Seja, ainda, aplicar a transformacao de congruéncia [ /

W = P~ que resulta na desigualdade (2.37).
(A—BK) P+ P(A— BK)+2aP+

/
t) .
w((ti’] ( D+ K'BE +(Cy— DK YA(C, — DyK) )
P BLP -A

x(t)
p(t)

] <0,  (2.36)

( W(A—BK) +(A—BEK)W +2aW + W 2W+

~ *
WK'BRKW +W (Cy — DyKYA(Cy — DKW | <0 (2.37)
B, ~A

Por fim, aplicando o complemento de Schur em (2.37) e ao considerar as mudangas
de varigveis A = A~1 (descrito pela equacdo (2.29)) e Z = —KW, a desigualdade (2.37)

serd equivalente a,

WA + AW +Z'B'+ BZ +-2aW + B,AB,, % * *
w ~271
T I R Ot
Z 0 Sz *
CW+DyZ 0 0 —A
A prova do Teorema 2.3 esta concluida. [ ]

Lema 2.1 (Factibilidade). Se as condigoes do Teorema 2.2 sdo factiveis, entdo as condigoes

do Teorema 2.3 serdo também factiveis.

Prova: Suponha que as condigdes (2.21) e (2.22) do Teorema 2.2 sejam factiveis.
Dado que as desigualdades (2.22) e (2.28) sao equivalentes a demonstracdo mostrara que

a factibilidade de (2.21) implica na factibilidade de (2.27) e (2.29).

Da prova do Teorema 2.2, (2.21) implica em (2.26), que apds a aplicagdo do comple-
mento de Schur implica em (2.25) e, finalmente, com as definicoes P~1 =W e Z = —KW,
em (2.24).

Assim, de (2.24), tem-se que
' Jr < 2'zAmaxJ <0, para x # 0, (2.39a)

J PAf(&)+ A (€)' P+20P+ K'ZK + 2, (2.39b)

Amax(J) = méximo autovalor de (J) < 0. (2.39¢)
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E, de (2.2) - (2.5),

Ap(€) = A(§) = B(&)K = A+ B,ZCy+ (B+ B, Z Dy)K. (2.40)

Em vista de (2.3), em que p= Z'q = Z(Cyx+ Dyu), é possivel obter a equagao (2.41)
a partir de (2.39)-(2.40), com u = —Kz, i.e.:

J(x)=2'Jr = 2{P[A+B,ZC,—(B+BpyZDy)K|+*+2aP+ K%K
+ D}z,
= 2/[P(A— BK)+(A—BK)'Plz+2'PB,% (Cy— DyK)x
+ 2'(Cy— DyK) ZB,Px+1'(20P + K'ZK + 2)z,
= 2/[P(A—BK)+(A—BK)P+2aP+ K'%ZK + 2]z
+ x’PBpp+p’B;Px, (2.41)

com p=Z(Cy— DyK)z.

Agora, da prova do Teorema 2.3, as LMIs (2.27) e (2.29) implicam na condicao (2.34).
Considerando as equagoes (2.39) a (2.41), tem-se que (2.34) é equivalente a,

J(z)+ Z A (2(8)(Cok = Dy K (Coie = Dy K )x(t) = pr(t)pr(t)) <0, (2.42)
k=1

para x # 0. Note, ainda, que a factibilidade das condi¢oes do Teorema 2.2 implicam em

(2.39) a (2.41) e, assim, sempre a condi¢do do Teorema 2.3 dada em (2.42) sera factivel

para,
+_ —Amax(J) _ /
/\maxAk <7, tal que Lg = (OqJ{; — Dq7kK) (Cqu — qukK), (243)
ke{l,...,r} )\m?X(Lli)
ked{l,...,r

pois, de (2.39) - (2.41) e (2.43), sendo que Ay, >0, k € {1,...,r}, resulta em:
J(@) + 3 A (2t (Cop — Dy K) (Co — Dy ) (t) — pr(t) pi(t))
k=1

S x'x)\maX(J) + Z /A\k (:E(t)/(c%k — qukK)/(Cq,k — qukK)x(t))
k=1

< 22{dmax(J) + Mmax(Ax)  Amax (L)} < 0,2 £ 0, (2.44)
ke{l,...r}  ke{l,...r}

para todo A, >0, k=1,...,r satisfazendo (2.43).

A prova do Lema 2.1 esta concluida. [ ]
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2.4 EXEMPLOS

Nesta secao sao apresentadas duas aplicagoes que ilustram a eficiéncia dos teoremas
propostos neste capitulo. Nos exemplos, o pacote computacional LMIlab e a interface
YALMIP (LOFBERG, 2004), em ambiente Matlab, foram usados para o cémputo da
solucao do problema de otimizacao.

2.4.1 Massa-mola-amortecedor

Considere o sistema dindmico continuo no tempo da Figura 2.3 descrito por:

i) = [ o1 ]x(t)+H ult), (2.452)

- —-€ 1
yt) = [1 0Ja(o) (2.45b)
com — % €[-1,2, —0,8] e =€ € [-2,2, —1,8] os pardmetros incertos, em unidades

apropriadas. Seja u(t) a agdo da forga externa, z1(f) a posicdo e xa(t) a velocidade da

massa.

Figura 2.3 - Sistema Massa-Mola-Amortecedor.

gﬁliflgg
=
N

Fonte: Elaboracao do proprio autor.

Neste caso, o conjunto politépico pode ser representado como:

0 1 0 1 0 1 0 1
) ) ) 9 (2'46)
-1,2 -2.2|"|-1,2 -1,8/"|-0,8 —2,2|"|-0,8 —1,8

sendo a matriz B constante para todos os vértices. Alternativamente, o conjunto convexo

QPZCO{

que caracteriza a incerteza estruturada é dado por:

Oy = {[A(Q)=A+B,2Cy BJ: |G| <1}. (2.47)

A partir deste ponto, sera apresentado o procedimento de determinacao das matrizes
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para o sistema,

#(t) = A(Q)z(t) + Bu(t). (2.48)

Para tanto, sejam as varidveis — % = —140,2(; e —¢ = —2+0,2(2, tal que as

seguintes identidades sao obtidas,

A= 0 0 _B,%C, - bir biz| |1 O] |enn cr2 | (2.49)
0,2¢1 0,2¢ ba1 bao| |0 (o |co1 c22

em que extrai-se a representacao em espago de estados da equagao (2.50).

. B 0 1 0O O0|& 01 O
i(t) = ({_1 _2] + [072 0’2] {0 CJ [() 1]) x(t) + Bu(t), (2.50a)
y(t) = [1 0]x(t). (2.50b)

Informa-se, a priori, que as matrizes de ponderacao adotadas sdo #Z =10 e 2 =
diag(1,1), com a condigdo inicial zg=[1 0]'. Se ¢; = (2 =0 implica no sistema nominal
(ou seja, A(()=A).

A Figura 2.4 apresenta uma analise via regiodes de factibilidade, sendo a quantidade
de solugoes factiveis da representacao politopica significativamente inferior ao modelo de
incerteza limitada por norma. Este fato condiz com formulagoes menos restritivas via

S-Procedure.

Figura 2.4 - Teste de factibilidade em fung¢ao da variacao da taxa de decaimento.
| | | |

1
18} : |

16 -
14 |
12} |
10 |
gl l

6, -
4l ! :
—

Taxa de decaimento, «

Métodos

00 Teorema 2.2 0 Teorema 2.3

Fonte: Dados de pesquisa do autor.

Na Tabela 2.1, explorou-se testes de impacto no processamento computacional por

meio do nimero de varidveis escalares (V') e de linhas de LMIs (L) em fun¢do do nimero
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de incertezas (U), destacando a suavizagdo da complexidade numérica do modelo de
incerteza limitada por norma. Esse problema convexo é resolvido em tempo polinomial,
tal que as seguintes expressoes podem ser definidas: (a) LDIs politépicas: L = 2ng (A +
D) +nyt +1 eV =1+ngny+ng(ny+1)/2, (b) LDIs limitadas por norma diagonal:
L=4n,+2r+n,+1eV =14r+ngn,+ngy(n, +1)/2

Tabela 2.1 - Complexidade numérica dos modelos de incertezas.

Método U \%4 L
Teorema 2.2 2 6 25
Teorema 2.3 2 8 14

Fonte: Dados de pesquisa do autor

Finalmente, as Figuras 2.5 a 2.7 apresentam a concatenacao do comportamento dos
sinais de estados e controle ao longo do tempo ante a variagao da taxa de decaimento (va-
lores inteiros), considerando o sistema nominal. Note, nestes resultados, que a imposigao
da taxa de decaimento pode ser vista como uma alternativa simples para especificar o
tempo de estabelecimento na auséncia de experiéncia do projetista. Para uma melhor
visualizacao das linhas de téndencia dos sinais, optou-se pela apresentacdo na forma de

superficies ao invés de linhas isoladas, assim como na Subsegao 3.2.1.

Figura 2.5 - Evolucao no tempo do sinal de controle u(t), obtido pelo Teorema 2.3.

_ L,
s | —200
Nk
= Nk =
:g/ —500 \\QQQQQQ\QQQQQ\%‘%&%& :;,i —400
~1.000 —600
—800
: ~1.000
0,1
N L 006 0 —~1.200
¢ 0,02 20
20 0 #)
TempP©

Fonte: Dados de pesquisa do autor.

Outro detalhe refere-se a linha temporal para a = 0, que por apresentar um tempo de
estabelecimento relativamente lento (em torno de 7s) nao se torna perceptivel sua variagao

no intervalo de tempo simulado.
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Figura 2.6 - Evolucao no tempo do sinal de estado x1(t), obtido pelo Teorema 2.3.

1
1 \\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ \\\\\\\\\\ 0.8
0,8 WWM\W\\ |
= \}WW

0,6

0,4

0,08 0,2
0,04 0,06
0,02
200 ) (S\
TempO

Fonte: Dados de pesquisa do autor.

Figura 2.7 - Evolucao no tempo do sinal de estado x3(t), obtido pelo Teorema 2.3.

%

706 0,08 0’120

Fonte: Dados de pesquisa do autor.

2.4.2 Helicéptero 3-DOF Quanser®

Considere o modelo esquemético da Figura 2.8(b) do helicéptero com trés graus de

liberdade apresentado na Figura 2.8(a).
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Figura 2.8 - (a) Helicéptero 3-DOF. (b) Modelo esquematico.

Motor traseiro | Fy

Eixo travel

Fonte: (a) Helicoptero 3-DOF Quanser® do LPC - UNESP. (b) Adaptado de (QUANSER,
2002).

Dois motores DC estao montados nas extremidades de uma haste retangular e acionam
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duas hélices propulsoras. Os eixos dos motores sao paralelos entre si e o vetor de empuxo
normal em relagdo & haste (QUANSER, 2002). Como descrito em (BUZACHERO et al.,
2012), o brago é conectado por uma junta 2-DOF e é livre para inclinar e guinar. Na
extremidade oposta do braco existe um contrapeso que torna a massa efetiva leve o sufi-
ciente para viabilizar que os motores levantem o helicoptero. Uma tensao elétrica positiva
aplicada no motor frontal (V) causa uma inclinagao positiva, enquanto que uma tensao
positiva aplicada no motor traseiro (V}) causa uma inclinagao negativa (dngulo pitch (p)).
Uma tensao positiva nos dois motores causa uma eleva¢ao de todo o corpo (angulo eleva-
tion () do brago). Se o corpo inclina, o vetor impulsao resulta no deslocamento do corpo

(angulo travel (\) do sistema).

A proposta deste experimento é projetar um sistema de controle para rastrear e regular
a elevacao e o percurso do helicoptero 3-DOF. A trajetéria é dividida em trés estagios: (a)
decolagem, subindo em 27,5° de forma a buscar o &ngulo elevagao € = 0°; (b) o helicéptero
apresenta um percurso de 120° e (c) a aterrissagem na posigao inicial (¢ = —27,5° = —0,48
rad). No modelo de espago de estados que descreve o helicoptero o vetor de estado é z(t),

o sinal de controle é u(t) e as matrizes A, B sao definidas por:

dt)=fr p A £ 5 A e ), ut=|""],
Vi
[0 0 01000 0
0 0 001000
0 0 000100
0 0 00000DO
4=1y 0 00000 O
0 g st 00 0000
1 0 00000DO
0 0 1000 0 0
- .
0 0
0 0
Lok Lok
2myly, 2myly,
0 0
0 0
0 0

Observagao 2.4. As varidveis de estado € e v representam a integral dos angulos € e

A, respectivamente. Ocorre que o sistema nao alcanga valores nulos para estes estados.



2.4 EXEMPLOS 45

Além disso, na Tabela 2.2 sdo descritas as constantes que aparecem nas matrizes A e B.

Tabela 2.2 - Parametros do helicoptero.

Parametros Simbolo Valor
Constante da for¢a de propulsao da hélice (experimental) kg 0,1188
Massa do corpo do helicéptero (kg) mp, 1,158
Massa do contra-peso (kg) iy 1,87

Massa do conjunto da hélice dianteira (kg) my mp/2
Massa do conjunto da hélice traseira (kg) my, mp/2
Distancia: eixo de pitch - cada motor (m) Iy 0,1778
Distancia: eixo de elev. - helicéptero(m) . 0,6604
Distancia: eixo de elev. - contra-peso (m) s 0,4699
Constante gravitacional (m/s?) g 9,81

Para adicionar incerteza ao sistema, implementou-se uma queda de 50% de poténcia
no motor da hélice traseira. Neste caso, utilizou-se uma chave temporizadora conectada a
um amplificador com ganho de 0,5 diretamente no atuador do motor. Assim, constituiu-
se um politopo de dois vértices com uma incerteza na matriz de entrada do sistema e,

consequentemente, é possivel reescrever as matrizes na forma,

e Vértice 1 (100% de poténcia no motor traseiro):

e Vértice 2 (50% de poténcia no motor traseiro):

o R, O O O o o o

o = O O O O o O

|
—_
O O o O O O o O©
w
o
T~

I
—_
S O o O O o o o
w
ja)
T~

_ o O O O O O O

_ o O O O o O O

o O O O O O o =

o O O O o o o =

o O O O O O+~ O

o O O O o o+~ O

o O O O O~ O O

o O O O o~ O O

S O O O O o o O

o O O O O o o O

o O O O O o o o

o O O O o o o o

0
0
0
0,0858
0,5810
0
0
0

0

0

0
0,0858
0,5810

0

0

0

0

0

0
0,0858
—0,5810]
0
0
0

0

0

0
0,0429
—0,2905]
0
0
0
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A partir do Teorema 2.2, aplicado ao sistema nominal, obteve-se o controlador 6étimo
da equagdo (2.51) sujeito a uma taxa de decaimento de a =0, 3. Os valores adotados para
as matrizes de ponderacao sao Z = 0,025 diag(1 1) e £ = diag(100 1 10 0,01 0,012 100,1),
com a condigdo inicial g =[—0,48 00 0 0 0 0 0]’ rad.

K _ | TLB362 45,0190 87,4366 30,6902
“ | 71,5562 —45,0190 87,4366 30,6902

10,6061 —80,3018 38,7344 —32,8671 (2.51)
—10,6061 80,3018 38,7344 32,8671 | '

De forma similar, obteve-se o controlador da equagao (2.52) via Teorema 2.1, i.e.

- 51,9244 28,3836 —33,9587 24,6066
B 51,9244 —28,3836 33,9587 24,6066

8,1892 —41,3914 14,1454 —3,7821 ] (252)
—8,1892 41,3914 14,1454 3,7821

Pela aplicagao dos controladores ao helicéptero de bancada, coletou-se os dados prati-
cos de forma a reconhecer o comportamento temporal dos sinais de estado, conforme
ilustra a Figura 2.9. Note que o Teorema 2.2 apresentou menor oscilagao e tempo de esta-
belecimento da varidvel (A) em relacdo ao Teorema 2.1. O 6nus associado equivale a um
maior esfor¢o dos sinais de controle, que pode ser observado pela norma dos controladores

projetados.

Por outro lado, a Figura 2.10 apresenta as varidveis de estado (elevation, pich e travel)
e as tensoes elétricas dos motores obtidas pela agao do controlador K. Neste caso, a planta
apresenta uma falha de 50% na poténcia do motor da hélice traseira no instante de 25s.
Durante a ocorréncia da falha, nota-se a efetiva acao de controle através da redugao do
sinal de tensao do motor dianteiro e a consequente variacdo no comportamento dos trés
graus de liberdade do helicoptero durante a estabilizacao. Constata-se, portanto, que o
regime permanente estd fortemente atrelado a alocacao de autovalores via a-estabilidade,
que promove uma dessensibiliza¢ao na variagado dos estados e garante o transitério dese-

jado.
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Figura 2.9 - Comportamento dos trés graus de liberdade (e, p, A) referente a implemen-
tagao pratica dos Teoremas 2.1 e 2.2.
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Fonte: Dados de pesquisa do autor.

Uma importante consideracao é que os encoders consideram as variaveis de estados
como zero (exceto o angulo de elevagdo), quando o cédigo real-time é iniciado. Em
vista que a trajetéria realizada pelo protétipo é composta por trés estagios, declarar uma
unica condicao inicial torna-se uma proposta muito conservadora. Por isso, procedeu-se a
substitui¢do da LMI (2.22) por (2.20) no Teorema 2.2, no qual considerou-se o intervalo
de operacao dos estados por —0,48 < xp, <0rad, 0 <xzg, < 2,09 rad e os demais nulos. A
vista disso, a sintese do sistema expds um controlador com norma reduzida que garantiu
a mesma taxa de decaimento. Este fato evidencia que a restricdo da condigao inicial é
relaxada e, portanto, uma melhor solucao é alcancada no interior do politopo. Por fim,
optou-se por projetar um ganho K cuja norma de controle é equivalente ao implementado
na Figura 2.10. Para tanto, selecionou-se a = 0,65 na execucao do algoritmo e, apds a
implementagao pratica, constatou-se um melhor tempo de estabelecimento e uma menor

perda de altitude na ocorréncia da falha.
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Figura 2.10 - Implementacao préatica do controlador K, obtido pelo Teorema 2.2, ao
sistema incerto sob falha no motor traseiro.

140

120

100 |-

80

60 | \1--«|~f~} ,“‘.,. »uln""wu ‘]‘Mf“'"‘“”' ’“'. .w..lil,h|.A.I.-a,z,.ho,fq.,...lw .
‘ M"”l 'I t‘u“"‘
40 i I Ul

20

0 X : -
—920 | ﬁ\/—\

Ocorréncia da falha

_40 | | | | | | |

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
Tempo (s)

—c P — XN —5xV[V] —5xV}[V]

Estados (graus) e 5xTensao (V)

Fonte: Dados de pesquisa do autor.
2.5 COMENTARIOS FINAIS

Notoriamente as propostas de projeto discutidas neste estudo sao realizadas de forma
off-line. Contudo, problemas de escala industrial precisam ser mitigados rapidamente,
seja por motivos econdmicos seja de seguranca na operagao de processos. Atualmente,
o controle LQR tem sido utilizado em diversas aplicacoes industriais de engenharia de
controle - reator continuo de tanque agitado, por exemplo - auxiliando em projetos de
controle PID. O esfor¢o computacional destes algoritmos de controle variam com as di-
mensoes da planta. Este fato pode implicar em atrasos na implementacao de controladores
que atendam novas condigoes de operacao, que motiva a aplicacao de técnicas que garan-
tam solugoes em tempo real. Portanto, este capitulo contribui na redugdo do nimero
de linhas programadas em algoritmos LQR-LMI e explora o custo/beneficio dos modelos
de incerteza. Na Subsecao 2.4.1, um exemplo numérico ilustra a eficiéncia da proposta
limitada por norma em termos da redugao do conservadorismo (melhor indice de taxa de
decaimento) e complexidade computacional. Na Subsecao 2.4.2, uma aplicagdo prética
analisa 0 comportamento dos trés graus de liberdade do helicéptero 3-DOF da Quanser®,

por meio do desempenho transitério mediante uma falha severa de 50% de perda na
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poténcia no motor traseiro. A partir dos resultados preliminares de estabilidade abso-
luta e relativa, contrastados nos resultados da Figura 2.9, é possivel concluir que existem
sub-regioes do semi-plano complexo dos autovalores-A que, além da estabilidade, permite
aperfeicoar critérios de desempenho em aplicacoes reais. Entretando, as propostas con-
sideram uma tnica funcao de Lyapunov para definir a estabilidade de todo o dominio de
incerteza, que implica em uma condi¢ao mais simples porém mais conservadora. Portanto,
o Capitulo 3 apresenta estratégias de controle LQR via estabilidade estendida e projetiva,
que permitem adotar funcoes de Lyapunov com dependéncia afim nos parametros. Um
caso de estudo, refere-se a aplicacao do Lema de Finsler que incorpora multiplicadores as
restri¢coes e fornece graus de liberdade extras em problemas de sintese de controladores.
Este fato revela condi¢des menos conservadoras das imposicoes realizadas diretamente na
matriz de Lyapunov e, portanto, representam novas formulagdes em LMIs. De fato, para
sistemas precisamente conhecidos, a formulacdo aumentada do problema LQR equivale
ao Teorema 2.1. Por outro lado, as condigoes aplicadas a sistemas incertos apresentam
factibilidade aumentada e, desse modo, garante-se a factibilidade do Lema de Finsler a
partir da factibilidade dos Teoremas 2.2 e 2.3. Note ainda que o S-Procedure introduz uma
matriz topologica que reduz o niimero de restrigoes LMIs. Logo, esta matriz nao equivale
a uma variavel de folga, porém suas condi¢oes conduzem a uma maior factibilidade por

serem menos restritivas.



Capitulo 3

REGULADORES LINEARES
QUADRATICOS VIA FUNCAO DE
LYAPUNOV DEPENDENTE DE
PARAMETROS

O uso de técnicas de relaxacao, em problemas de otimizacao com restricao quadratica,
permite a expansao da factibilidade sem aumento consideravel do custo computacional.
Dentre as propostas mais difundidas, os lemas de Finsler e da Projecao Reciproca sao
comumente aplicados em teoria de controle a tempo continuo e discreto. A principal mo-
tivacao vem da possibilidade de desacoplar a matriz de Lyapunov da matriz do controlador
(CASTELAN et al., 2006) devido ao uso de variaveis de folga (OLIVEIRA; SKELTON,
2001). Contudo, a contribuicao deste capitulo permite estender as condigoes de projeto
LQR propostas no Capitulo 2, que consideram a matriz de Lyapunov quadratica, para
o caso da matriz de Lyapunov dependente de parametros. Em termos das condicoes li-
mitadas por norma, a manipulagao da funcao de Lyapunov dependente de parametros é
baseada nos resultados de (KUNNEE; BANJERDPONGCHALI 2008).

3.1 MATRIZ DE LYAPUNOV DEPENDENTE DE
PARAMETROS

Uma func¢ao de Lyapunov dependente de parametros é definida como:

V(z,&) =2'P(&). (3.1)
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E, a matriz de Lyapunov dada por,

P)=&Pi+&P+.. . +E4 Py, (3.2)
sendo Py = P/ >0 parai=1,...,.4 tal que ¥, & =1, & > 0.

Os resultados de sintese obtidos por fung¢oes de Lyapunov dependente de parametros
estao sujeito as variagoes dos parametros incertos, diferentemente do caso da funcao de
Lyapunov quadratica. Logo, em aplica¢oes de modelos de incerteza, uma tnica fungao de

Lyapunov pode tornar-se uma proposta muito conservadora.

Com essa notagao (e as constantes no Apéndice A) é possivel construir condigoes mais
relaxadas de sintese LQR baseadas na matriz de Lyapunov (3.2), conforme apresenta as

subsecoes seguintes.

3.1.1 Formulacao por incerteza politopica: Lema de Finsler

Considere as LMIs (2.21)-(2.22) apresentadas no Capitulo 2. Seja o Lema A.3 aplicado
ao Teorema 2.2, cuja formulagao permite contornar o produto entre a matriz de Lyapunov
e a solugdo do problema objetivo linear (2.13). Consequentemente, é possivel aplicar
as fungoes de Lyapunov com dependéncia nos pardmetros em projeto de controladores

robustos invariantes no tempo.

Teorema 3.1. O sistema (2.2) € estdvel por u(t) = —Kuz(t), com taza de decaimento

maior ou igual a « e custo garantido f inferior a p, se para um dado b> 0, existirem
matrizes Y € ReXNe 7 € RruXNe o Wi = >0 € R=X M comi=1,2,..., N, tais que:

min
M’%7Z7Y
Sujeito a
AY 4+ BiZ+Y'Al+ Z' Bl 4+ 20 % * * *
W;—Y'+ DAY +bB; Z —bY — by’
P AR - " l<o, (33)
Y 0 -9«
Z 0 0 —%!
s >0, (3.4)
z(0) Y'+Y =%;

com K =—-2Y~1
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Prova: Multiplicando (3.3) por & >0, com i =1 a i = .4, resulta em (3.5).
[ AOY YA+ . . -
B(&)Z+Z'B(&) +2a¥ (€)
W(E)—Y +DAE)Y +bBE)Z  —bY —bY' % « | <0 (35)
Y 0 ~9-1 *
Z 0 0 -2z

] B = [(A() - BOK) —1I), B

X

I
<A<5>—B<5>K>] )

, com P(§) = P(£) > 0. Diante ao exposto, proceder-se-

Sejam as variaveis, w = [

20P(&)+ K'BH +2
P(¢)

& o desenvolvimento das condigbes do Lema A.3, conforme segue:

g:

1. Se 3P(&) = P(&) > 0, tal que w'Zw < 0 entéo,

{x] 20P(&)+ K'#%ZK + 2 *] [x] <0, (3.6)
T P(¢) 0
que, expandindo a multiplicagao vetorial, resulta em:
P P(&)i+i'P(&)x +2ax' P(&)r < —2' (K'ZK + 2)z, (3.7)
ou, simplesmente,
' P(&)i +i'P(&)x +2a2' P(§)x < 0. (3.8)
Adicionalmente, considere a condicao Bw =0, i.e.
(A©) - BOK) ~1] [ ] =0, (3.9)
que ¢é equivalente a,
&= (A(§) — B(§)K)z. (3.10)
2. Se 3P(&) = P(&) > 0, tal que # Bt < 0, entao,
I 20P(§)+ K'#K + 2 =« I <0, (3.11)
A(§) = B(§) K P(¢) 0] [A(€) —B(§)K
ou, multiplicando os vetores,
(A(§) = BOK)' P(&) + P(E)(A(E) = B(OK) +2aP(§) < ~(K'ZK+2).  (3.12)

Neste ponto, observa-se que as condicoes 1 e 2 do Lema de Finsler sao satisfeitas, entao

a desigualdade (3.3) é obtida pela condigao 4, conforme segue:
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3. Se 3 € R2exne Pp(¢) = P(£) >0, entdo,

2aP(E)+ K'RK +2
+
P(¢) 0

X
Seja considerar 2" = [Xll , tal que,

2

2aP(¢)+ K'#K + 2 *} Xi(A©Q) - BOK) -xi]
P(¢) 0f = [X2(A(§) - B(K) —Xo
(A©) = BIOK)'X] (A = BEOK)X3| _ (3.14)
—Xi — X5 S
ou, ainda,
X1(A(§) = B(K) + (A(§) — B(OK) X1+ .
20P(¢)+ K'RK + 2 <0. (3.15)
P(&) = X{+X2(A(§) - B(§)K) — Xy — X

Para uma escolha arbitraria de X1 =M e Xo =bM, com b > 0, nao havera introducgao
de conservadorismo (PIPELEERS et al., 2009). Entao,

*

M(A(E) — B(§)K) + (A(§) — BIOK)' M'+
204P(¢)+ K'#K + 2
P(¢&) — M'+bM(A(€) — B(6)K) —bM — bM’

<0. (3.16)

M1 M
obtém-se a desigualdade (3.17). Através das mudancas de varidveis Y = (M')"! e Z =
—KY, é determinada a desigualdade (3.18).

( (A() — BOK)(M) '+ )

/
o M=t 0 | M=t o0 |
Agora, multiplicando (3.16) por 0 a esquerda e 0 4| a direita,

MYAE) = BK) +2aM -1 P(§)(M") '+

*

M—IK/%K(M/)_l + M_1°@<M’)_1 <0, (317)
M=PEOM) ™ =M+ b(A(E) = BOK) (M)~ —b(M')~" —bM !
A)Y +B()Z+Y'A)+Z'B(&)'+ §
20Y'P(E)Y + Z'RZ+Y' DY <o0. (3.18)
Y'PE)Y — V' +bA(E)Y +bB(6)Z by — by’
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Desde que #/(£) =Y'P(£)Y, implica em,
AQY +B(Z+Y'A)+Z2'B(&)'+ §
200 (E)+Z2'RZ +Y'2Y <0. (3.19)
W)=Y +DAE)Y +bB(€)Z _bY — by

Usando o complemento de Schur, afim de decompor os termos quadraticos de 2 e %,

obtém-se a LMI equivalente,

( A©Y +YAEY ) . L
+B(&)Z+Z'B(&) +2a#/ (€)
W(E) =Y +VAE)Y +bB(6)Z  —bY —bY' x | <0, (3.20)
Y 0 971 *
Z 0 e

sendo YV € R=>ne Y LY Z e R (&) =Y'PE)Y, PE)=P&) >0e K =
-Zy—1
Finalmente, a expansao das matrizes incertas por meio de seus vértices resulta em

(3.3).

A prova do Teorema 3.1 estd completa. |

Proposicao 3.1

Considere o sistema (2.2). Dada uma condi¢ao inicial x(0), matrizes definidas positivas
2 e X, assuma que existam matrizes Y e Z, matrizes simétricas Wy =W Ni=1,...,. N
e um escalar positivo b que satisfaca (3.3) e (3.4). Entao, este resultado converge no caso

particular de uso de fungoes de Lyapunov quadrdticas.

Observacao 3.1. Verifica-se, através de testes prdaticos, que quando o parametro b torna-
se suficientemente pequeno, ocorre um aumento da factibilidade dos controladores via
Lema de Finsler (GEROMEL; KOROGUI, 2006). Assim, parametrizados pelos resultados
de (GEROMEL; KOROGUI, 2006), optou-se por adotar valores de ordem milesimal em

aplicacoes do Teorema 3.1, tal como serd ilustrado e discutido nos exemplos da Secao 3.2.

Observacao 3.2. O Teorema 3.1 apresenta uma restricio de positividade do parametro
b. Esta condig¢io estd relacionada ao Lema da Projecio (ou Lema de Eliminacio de
Varidveis) discutido por (PIPELEERS et al., 2009). Para tanto, seja a equivalén-
cia entre as LMIs (3.11) e (3.13), dado a varidvel adicional 2 € R2"=*"=_ A pro-
posta de Pipeleers e colaboradores define estratégias para a obtengdo da matriz coluna
v relacionada o desiqualdade de projecio V' LV <0, sendo ¥ wma base para o
espago nulo de ¥'. Neste caso, o projeto de ¥ deve conduzir a condicio de P(§) > 0,
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dado que a estabilidade do sistema requer que a matriz de Lyapunov seja definida po-

bl

sitiva. Assim, seja o vetor ¥V = [I b[] e, consequentemente, ¥+ = 7 que produz

VHLYL =2%aP(€) —bP(€) —bP(¢) < —b*2 -V’ K'#ZK < 0. E, portanto, esta de-
sigualdade pode ser reescrita por P(£)(b—ab?) >0, que implica em b(1—ab) > 0 dado
que P(§) > 0. Dessa forma, define-se que b G]O,é

metodologia proposta aplica o Lema A.5 na direcao oposta, em que X ¢é a varidvel adi-

[ e, por consequinte, b > 0. Note que a

cional. Neste caso, a equivaléncia entre as LMIs (A.8) e (A.9) implica que a matriz V" é

escolhida tal que (A.10) ndo introduza conservadorismo.

3.1.2 Formulacao por incerteza limitada por norma: Lema de

Finsler

No préximo teorema, o Lema de Finsler é incorporado ao Teorema 2.3. Com uma
escolha adequada do parametro b, o objetivo é obter resultados menos conservadores e,

portanto, este resultado representa uma extensao do Teorema 2.3.

Teorema 3.2. O sistema (2.3) € estdvel por u(t) = —Kz(t), com taza de decaimento

maior ou igual a a e custo garantido f~ inferior a p, se para um dado b> 0, existirem
matrizes Y € ReXNe 7 e Rruxta N e R e Wy =W >0e RN com k=1,2,...,r,

tais que:

min

H7%7Ak~’Z7Y
Sujeito a
| AY + BZ+Y'A'+ Z'B'+ 20#},+ B,y A B, %
W — Y+ b(AY +BZ+ Bp,kAkB;)7k) b(be,kAkB;%k -Y' - Y)
Y 0
Z 0
i Cq7kY—|—Dq’kZ 0
ES * * |
* * *
—271  « x| <0, (3.21)
0 — 1 *
0 0 —Ay
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K i >0, (3.22)
z(0) Y'+Y -%#
com,
Al 0 - 0
0 Ay --- 0
I e ) (323)
0 0 - A,

e, portanto, o ganho 6timo € obtido por K = —ZY 1.

Prova: Considere, inicialmente, as variaveis auxiliares do Lema A.4:

x(t) 2P, + K'#K + 2 * x
w = l‘(t) ,:@:[(A—BK) -1 Bp7k]e$= Pk 0 x*|.
pi(t) 0 0 0

Se 3P, = P, > 0 (definido em (KUNNEE; BANJERDPONGCHALI 2008)), tal que
w' Lw < 0, entao,

()] [20P + K%K +2 % +] [2(t)
(1) P, 0 || ()
pr(t) 0 0 Of |p(t)

<0. (3.24)

Além disso, a desigualdade via NLDISs restrita por (x| <1: k=1,...,r, que considera

a matriz de pardmetros incertos 2 no sistema (2.3), é dada por:

pe(t)? = (Cyra(t)+ Dy ru(t)) ¢.Ce(Cyra(t) + Dy rult))
< (Cyprlt) + Dy pu()) (Cypir(t) + Dy pu(£)). (3.25)

A partir dos elementos da varidvel matricial (3.23) do S-Procedure, é possivel derivar
a desigualdade (3.26) usando a lei de controle u(t) = —Kuxz(t).

(t) / (Cok — Dq,l-cK)/[\k(Cq,k —DypK) * (t)
() )

Pr(t) 0 0 —Ag| [pr(t)

> 0. (3.26)

Apoés, aplicando a condigao equivalente do Lema A.4 e, em seguida, o S-Procedure

mediante a desigualdade (3.26), tém-se:
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2P+ K'BK +2 % x

Py 0 *|+2 [(A-BK) —I By|+
0 0 0
(A— BK)' (Cyk— Dgr ) Ap(Cyp — Dy K) % %
—1 X'+ 0 0 * | <0, (3.27)
X1
sendo que B, denota a i-ésima coluna de B),. Seja admitir 2" = | X3 |, entao,
0
2P, + K'#ZK +2 * * X1
Py 0 #|+|Xe|[(A-BK) —I By,]+
0 0 0 0
/ ~
(A — BK)/ X1 (Cq,k - Dq,kKyAk(Cq,k — Dq7kK) * *
-1 Xo| + 0 x | <0. (3.28)

Por simples mudanca de variaveis, X1 = M e Xy =0M , obtém-se uma LMI equivalente

por,

20P, + K'BK + 2+ (Cpp— Dy K) A (Cppo — DyiK) % %

Pk 0 * +

0 0 —Ay
M (A-BKY] [Mm]
bM| [(A=BK) —I Byil+| ~I bM| <0, (3.29)
0 B, 0

ou,

( M(A—BK)+(A—BK) M +2aP, + K'#K + )

9 — D, . K)'A — D, K
+(Cyk = Dy K)' A (Cy s — Dy i K) <0. (3.30)
bM(A—BK)— M + P, —bM'=bM
Bl M’ bB,, M’ —Ay
M—l 0 0 ]\4'_1 0

Pré-multiplicando por 0o M1t 0 e pos-multiplicando por 0 Mt
0 0o M1t 0 0
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0
0 a desigualdade (3.30), tem-se,
M—l

(A—=BEK)(M") "'+ M Y A—-BK) +2aM~'P,(M") "+
MAK'ZK M) '+ M '2(M) 1+
M (Cyp — Dq,kK)/Ak(Cq,k — Dy K) (M)
b(A—BK)(M) ™' =M1+ M-1P(M")!

i M~1B,,
* *
—bM L —p(M")1 x <0. (3.31)
bM~'B/ —M~ AR (M)

Seja Y = (M')~!, entdo,

[ (A= BK)Y +Y'(A— BK) +2aY'P,Y + ]
Y'K'RKY +Y'2Y + % x
Y'(Cyk — Dy ) Ap(Cy i — Dy x K)Y <0, (3.32)
b(A—BK)Y —Y'+Y'PY —bY' —bY x
i Y'B), BY'B) . —Y'ALY |

e, considerando a mudanca de varidvel #}, =Y'P,Y, tém-se:

([ (A- BK)Y +Y'(A— BK) +2a¥j+ ]
Y'K'RKY +Y'2Y + x *
Y'(Cyk — Dy ) Ap(Cy i — Dy x K)Y <0.  (3.33)
b(A—BK)Y —Y'+ % Y —bY %
i Y'B), bY'Bl . —Y'AY

A partir da desigualdade anterior, aplica-se a relagao de transformacao pela multipli-

I 0 0 I 0 0
cagao de (0 I 0 a esquerda e |0 [ 0 a direita, obtendo (3.34).
00 (¥)! 00 ()

(A-BK)Y +Y'(A— BK) +2a%+

Y'K'RKY +Y'2Y + ¥ *
Y'(Cy — Dy K)' A(Cyp i — Dy x K)Y <0. (3.34)
b(A—BK)Y —Y'+ % Y —bY %

B zg,k bB;/),k =Ny
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De forma a suprimir as nao linearidades, aplica-se o complemento de Schur com as

mudancas de varidveis Z = —KY e A}, = A,;l, tal que (3.21) é alcangada.

A prova do Teorema 3.2 esta completa. [ |

Proposicao 3.2

Considere o sistema (2.3). Dada uma condi¢io inicial x(0), matrizes definidas positivas
2 e X, assuma que existam matrizes Y, Z e N, matrizes simétricas Wi, =W, Vk=1,...,r
e um escalar positivo b que satisfaca (3.21) a (3.23). Entao, este resultado converge no

caso particular de uso de funcoes de Lyapunov quadrdticas.

3.1.3 Derivacao do limitante superior

Esta subsecao ¢ dedicada a demonstracao do limitante superior £, via Lema de

Finsler, i.e.

> 0. (3.35)

[
L(O) Y'+Y —¥;

Neste caso, para a prova de suficiéncia, serdo considerados os resultados de (DAAFOUZ;
BERNUSSOU, 2001) tal que (3.35) é suposto factivel e, portanto, Y'+Y —#; > 0. Assim,

dado Y (rank completo) e #; (estritamente definida positiva), tem-se,
A=Y (Hi=Y) >0, (3.36)

no qual, equivalentemente, Y%_lY' >Y'+Y — #;. Desta forma satisfazendo,

1 *
3.37
z(0) Y Y (3:57)
I 0] '
Pela decomposi¢ao de v a esquerda e ] a direita, resulta em,
o] 1ol
" " >0, (3.38)
0 Y] Y™ z(0) ¥, 0 Y
que, por complemento de Schur, obtém-se
z(0) (YWY L2 (0) < . (3.39)

Agora, procedendo a mudanca de varidvel %; = Y'P;Y, produz a seguinte condicao
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LMI:
z(0)' (Y)Y PYY12(0) < p. (3.40)

Finalmente, considere o simplex unitario tal que Zi{l & =1, & > 0. Multiplicando
(3.40) por &, com i =1 ai= 4, resulta em x(0)'P(£)z(0) < p.

Observacao 3.3. Observa-se, neste caso, que a unica variacao entre os Teoremas 3.1
e 3.2 envolve os limites do subindice i, sendo que no modelo de incerteza politépica é
considerado o numero de vértices e no modelo de incerteza limitada por norma o nimero

de parametros incertos.

3.1.4 Formulacao por incerteza politéopica: Lema da Projecao

Reciproca

Nesta subsec¢ao, ¢ proposto no Teorema 3.3 novas condi¢oes LMIs via Lema da Pro-
jecao Reciprova (vide Lema A.6). O politopo é descrito pelo conjunto €, U(2,, em que as
incertezas da planta ndo sdo os tnicos parametros incertos do sistema e, portanto, uma

condigao inicial (x(0)) é considerada na formulacao a seguir.

Teorema 3.3. O sistema (2.2) é estdvel por u(t) = —Kx(t), com taza de decaimento

maior ou igual a o e custo garantido fo inferior a p, se existirem matrizes V € >,
Z e jruxte e Xiy = X5 >0€ RN tais que:

min

/J/,Xij,Z,Y
Sujeito a
[ —(V’ +V) * * * * |
AZ‘V—I—BZ'Z—I—OzV—l—XZ‘]’ _Xij * * *
V 0 —9-1 *
Z 0 0 —#%!
S ) (3.42)
zj(0)  Xij

comi,j=1,....,.4. Assim, o controlador é obtido por K = —ZV L.

Prova: Considere a equacao de Riccati com a restricdo da taxa de decaimento e,

inicialmente, uma matriz de Lyapunov P tal que:

P(A-BK)+(A-BK)P+2aP+K'ZK + 2 < 0. (3.43)
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Assuma que V= K'ZK+2,S=P(A-BK)+aPeS =(A—BK) P+aP. Assim,

da condicao 2 do Lema A.6, é possivel estabelecer,

KRZK+2+T—-(W+W')  «

<0. (3.44)
P(A-BK)+aP+W  —T

whH=t 0
Aplicando a transformacao de congruéncia [ 0) 1} na desigualdade anterior,

¢ encontrado (3.45).

*

(W' K'ZKW =+ (W) 12w+
(W/)—ITW—l _ ((W/)—l 4 W—l)
(A-=BK)W oW 14+ p!

<0. (3.45)
—pirp-!

Declarando as varidveis X = P~! e V=W ~!, pode-se expressar (3.45) por,

VK'RKV +V'2V+V'TV — (V' +V) * <0 (3.46)
(A—=BK)V+aV +X ~-XTX ' '
Seja uma nova mudanca de varidveis, T = X1 e Z = —KV, tal que,
Z'RZ+V'QV+V' XTIV — (V' +V
* N ViHV) = o, (3.47)
AV+BZ+aV+X -X

Pela aplicacao do complemento de Schur, de forma a decompor os termos quadraticos,

obtém-se, i i
—(V'+V) * * * *
AV+BZ4+aV+X —-X * *
V 0 -X * * <0. (3.48)
14 0 0 -2t «
i Z 0 0 0 -2
Agora, expandindo (3.48) em termos dos vértices do politopo é obtido (3.49).
[ —(V’ +V) * * * * |
AV +BiZ+aV+Xy —X;5 * * *
V 0 —Xj * * < 0. (3.49)
|4 0 0 -2t «
i Z 0 0 e

Por fim, seja o simplex unitdrio o conjunto no qual os parametros §;, ; podem assumir
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valores. Multiplicando (3.49) por {Zéj > 0 e realizando um somatériode i,j=1ai,j =4,
resulta em (3.50).

—(V'+V) * * * *
AQOVHBEZ+aV +X(§,6) —X(E)  « * *
v 0 —X(6,8) « | <0. (350
% 0 0 -2«
i Z 0 0 0 -2
A prova do Teorema 3.3 estd completa. ]

Observacao 3.4. A prova da desigualdade (3.42) encontra-se na Subse¢io 2.3.2, substi-

tuindo em (2.20) a matriz de Lyapunov dependente de parametros.

3.2 EXEMPLOS

Nesta secao sao retomadas as duas aplicagoes apresentadas no Capitulo 2. Nos exem-
plos, o pacote computacional LMIlab e a interface YALMIP (L6FBERG, 2004), em am-

biente Matlab, foram usados para o computo da solucao do problema de otimizacao.

3.2.1 Massa-mola-amortecedor

Considere o sistema Massa-Mola-Amortecedor da Figura 2.3 e os respectivos modelos
dindmicos e incertos (2.46) e (2.50). As matrizes de ponderagao e a condi¢ao inicial sdo
as citadas na Subsecao 2.4.1. Ademais, a Figura 3.1 confronta, em termos de testes de
factibilidade, os Teoremas 2.2, 2.3 ¢ 3.2 (com b= 1073). Estes resultados distinguem que
as propostas de sintese baseado em modelos de incerteza limitada por norma, promovem
uma significativa expansao dos limites de factibilidade em funcao de «, sobretudo pela

aplicacao do Lema de Finsler.
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Figura 3.1 - Teste de factibilidade em funcao da variacao da taxa de decaimento enqua-

drando o Teorema 3.2.
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Fonte: Elaboracao do proprio autor.

Por conseguinte, as Figuras 3.2 a 3.4 apresentam a resposta dindmica dos sinais de
controle e estados aplicado ao sistema nominal, considerando a variagao da taxa de de-
caimento até seus respectivos limites de factibilidade. Nesta conjuntura o Teorema 3.2
apresentou desvantagens como maiores esforcos nos sinais de controle e nos sobressinais
durante o transitorio das variaveis de estado em relacao aos resultados das Figuras 2.5 a
2.7. Além disso, em uma faixa contendo maiores niveis de taxa de decaimento nao é pos-
sivel garantir um melhor desempenho no tempo de estabilizacdo em relacao ao Teorema

2.3.
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Figura 3.2 - Evolucao no tempo do sinal de controle u(t), obtido pelo Teorema 3.2.
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Fonte: Dados de pesquisa do autor.

Figura 3.3 - Evolucao no tempo do sinal de estado x1(t), obtido pelo Teorema 3.2
1

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

g \\\\\\\\\\\}\\\\\\\\\\\\\\\\\ 0.6
et \ )
505

0,4
8 _—
0,2
0,2

0.1 0,15

o
00 OO ()
TempO

Fonte: Dados de pesquisa do autor.
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Fonte: Dados de pesquisa do autor.
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Figura 3.4 - Evolucao no tempo do sinal de estado x2(t), obtido pelo Teorema 3.2.

A Figura 3.5 explora regides de factibilidade considerando em seus eixos valores in-

< 10.

= pxdiag(1,1), com 0,5 < p

b<Z<10e 2

teiros de « e as variacoes 0,

Figura 3.5 - Regioes limitrofes de o em fungao das matrizes de ponderagao.
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Fonte: Elaboracao do préprio autor.

Verifica-se, na figura acima, que a medida que se prioriza o sinal de controle a taxa de
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decaimento decresce, justificado pelo fato que aumentos de o imprimem maiores esforgos
dos atuadores. Por outro lado, a variacao de o pouco influencia as regides limitrofes,
porém dificulta a obtencao de valores menos oscilatérios de «, conforme constatado na
superficie do Teorema 3.2. Um detalhe a ser pontuado refere-se as condi¢oes de convergén-
cia numérica do Teorema 3.2, apresentando em poucos casos problemas de factibilidade
pontuais. Diante deste fato, explorou-se regides de proximidade através de sensiveis vari-
agoes da taxa de decaimento e/ou das matrizes de ponderagao, implicando na factibilidade

do algoritmo, conforme esperado.

De outro modo, as Figuras 3.6 e 3.7 apresentam a resposta transitoria dos sinais
z1(t) e u(t) em fungdo de p, obtidas pela aplicacio do controle robusto proposto no
Teorema 3.2 ao sistema incerto (2.50), que considera Z = 1, 2 = pxdiag(1,1) e b=1073.
Neste caso, é notério que aumentos significativos de p alteram a velocidade de alcance do
regime permanente ao custo de sobressinais. Esta constatagao valida a preservacao das

caracteristicas de sintonia através do par {2,%}.

Figura 3.6 - Comportamento transitorio do estado x1(t) para diferentes g, obtido pelo
Teorema 3.2.
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—o0=1 0=10 — =100 0= 1000

Fonte: Dados de pesquisa do autor.
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Figura 3.7 - Comportamento transitério do controle u(t) para diferentes g, obtido pelo
Teorema 3.2.

—925 1| i

_30 | | | | | | |
0O 05 1 15 2 25 3 35 4
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Fonte: Dados de pesquisa do autor.

Por fim, na Tabela 3.1, explorou-se testes de impacto no processamento computacional
avaliando o nimero de varidveis escalares (V') e de linhas de LMIs (L) consonante ao
numero de incertezas (U). Contrastando os dados pertinentes a Tabela 2.1, Tabela 3.1
e Figura 3.1; nota-se que a melhor relacao factibilidade (versus) custo computacional é

fornecida pelo Teorema 2.3.

Tabela 3.1 - Complexidade numérica para incertezas limitadas por norma.

Método U \%4 L
Teorema 2.3 2 8 14
Teorema 3.2 2 15 28

Fonte: Dados de pesquisa do autor.

Até este ponto, a variavel b tem sido parametrizada por referéncias bibliograficas
que utilizam a estrutura das variaveis de folga do Lema de Finsler na forma discutida
por (PIPELEERS et al., 2009). Nao obstante, a formulagdo por BMIs obtidas nas sub-
se¢Oes anteriores permite selecionar valores de b mais adequados ao problema LQR, i.e.

prover uma busca que garanta a factibilidade aumentada e _#, reduzido, dado o conjunto

{2, %, x(0)}.

Desse modo, a Figura 3.8 ilustra as variagdes da taxa de decaimento e da fungao
custo garantido frente aos incrementos em décadas de b. Para uma melhor visualizagao

dos resultados optou-se por utilizar o eixo b em escala logaritmica.
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Figura 3.8 - Curvas de a (versus) _Z em funcdo de b para incertezas limitadas por
norma.

Xhb=5%10"1 +p=10"1 —p=10"2 Ob=10"3 *b=10"% Lp=10""°

Fonte: Dados de pesquisa do autor.

Para uma anélise mais adequada da influéncia da variavel b, optou-se pela projecao
da Figura 3.8 nos planos u (versus) a e o (versus) b, conforme ilustram as Figuras 3.9 e

3.10. Por conveniéncia tipogréfica, omitiu-se as legendas das figuras a seguir.

Figura 3.9 - Z (versus) « para incertezas limitadas por norma.
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Fonte: Dados de pesquisa do autor.
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Figura 3.10 - « (versus) b para incertezas limitadas por norma.
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Fonte: Dados de pesquisa do autor.

Estes resultados demonstram que nao hé contribui¢oes suficientes na factibilidade do
Teorema 3.2 para valores inferiores a b = 0,001. Por outro lado, pode-se obter alguma
melhora no limitante superior de Z que justifique o uso de ordem reduzida para b ao

custo da sensibilidade de convergéncia do solver para com o algoritmo de controle.

3.2.2 Helicéptero 3-DOF Quanser®

Considere os parametros e as condi¢oes apresentadas na Subsecao 2.4.2. Objetiva-
se prover analises da a-estabilidade de sistemas incertos baseado na descri¢ao politépica
do modelo de variaveis de estado do helicoptero. Para tanto, define-se a lei de controle
u(t) fatha = K fainaFe(t) que descreve um canal de falha do atuador para o controlador e,
portanto, é previsto trés casos: (a) kfqne = 0, implica que o atuador u(t)san, falhou
completamente; (b) ktqnq = 1, representa o caso de nenhuma falha no atuador u(t) feine

e; (¢) 0 < kfaing < 1, significa que existe uma falha parcial no atuador u(t) teina-

A Figura 3.11 lista o pardmetro a (valores inteiros) em func¢ao da perda de poténcia
no motor traseiro do helicoptero. No grafico, o Teorema 3.3 apresenta dificuldades em
delinear regices abrangentes de factibilidade, especialmente para falhas severas que re-
sultou no pior caso. Entretanto, a partir deste gap (kfqing > 0,6), é perceptivel alguma
melhora em relacao aos resultados obtidos pelo Teorema 2.2. Ressalta-se, ainda, que os
melhores indices foram obtidos pelo Teorema 3.1. Neste caso, o sucesso desta proposta é
alcancado pela selecao apropriada da constante b, que libera faixas de aumento da taxa

de decaimento. Nao obstante, a solucao associada a kfqpq = 0,7 € a = 11, obtida pelo
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Teorema 3.1, foi infactivel. Diante deste fato, explorou-se uma regiao de proximidade, i.e.

a = 11,01, que conduziu a convergéncia do algoritmo, como esperado.

Figura 3.11 - Regides de a-estabilidade do helicéptero 3-DOF.
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Fonte: Dados de pesquisa do autor.

Outra ferramenta importante de analise corresponde aos valores das normas dos con-

troladores, os quais encontram-se agrupados na Figura 3.12 para o caso do percentual de

falha em 50% da poténcia do motor da hélice traseira. Nestes resultados é destacada a

maior vantagem relacionada ao processo de relaxacao via Lema da Projecdo Reciproca,

ou seja, reduzidos valores das normas dos controladores. Tal fato é considerado de fun-

damental interesse, tendo em vista as limitagoes praticas inferidas aos sinais de controle

associadas a necessidade de adequar o comportamento temporal das respostas transitérias

as condig¢oes de operacao, que tende a elevar os niveis destas normas. Observe, ainda, que

para uma melhor visualizacao dos resultados optou-se por utilizar o eixo das ordenadas

em escala logaritmica.
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Figura 3.12 - Normas dos controladores refletindo os efeitos da variagao de a.
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Fonte: Elaboracao do préprio autor.

A Figura 3.13 ilustra a nuvem de autovalores (pontos interiores do politopo, por
meio do calculo dos autovalores de cada subsistema) do sistema incerto operando em
malha fechada, obtida pela variacdo do parametro & particionado em 125 valores em
(2.2). Portanto, verifica-se que o Teorema 3.3 provocou um significativo espalhamento de
autovalores no plano complexo, restringindo a faixa de Real (A) a valores superiores a
—8,5283, implicando diretamente em reduzidas normas de Kjfqp,. Em contraste tem-se

—11,4199 no Teorema 3.1 e —13,3860 no Teorema 2.2. Neste caso, os vetores de controle

(e, suas respectivas normas) obtidos pelos teoremas via PLDIs sdo apresentados a seguir.

Utilizando o Teorema 2.2 com « = 0,304, o seguinte ganho robusto foi obtido,

04,7526 70,2982 —143,1766 23,1019
67,1585 —32,3773 37,1384 43,9531

16,5321  —127,2152 34,9454 —59,1723
—14,5093 79,3976 46,0547 33,2088

Kfalha =

1K fatnal| = 250,074

, (3.51)
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Figura 3.13 - Nuvem de autovalores da malha fechada do sistema incerto.
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Fonte: Dados de pesquisa do autor.

Para os resultados do Teorema 3.1 com a = 0,520,

68,8144 63,4005 —146,0047 29,9927

K _
Jalha =\ 133 6774 —48,0380 84,8775 63,0075
13,4586 —121,7239 49.2704 —68,7515 3.5
—13,6774 77,9366 86,9324 37,7634 |
HKfalhaH = 250, 2487.
Por fim, do Teorema 3.3 com a = 0,682 obtém-se,
o [ 8L7190 51,0580 117,563 34,2308
Jalha =\ 163 4573 —26,4418 18,3298 68,3651
10,6967 —98,1478 63,3405 —55,6429
. (3.53)

~9,0345 28,8215 124,3286  3,9903

|| K fainal| = 249,6496.
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Optou-se, por conseguinte, ilustrar o comportamento das variaveis de estados (ele-
vation (g), pitch (p), travel (X)) e as tensdes dos motores dianteiro e traseiro, sob uma
falha de 50% na poténcia do motor da hélice traseira no instante de 30 s e que atenda
a condicao de || K ¢qina|| = 120, conforme ilustram as Figuras 3.14 e 3.15 (esta aplicacao
limitou-se aos Teoremas 2.2 e 3.1). Por estas figuras, nota-se uma melhora significativa
no regime permanente durante o intervalo de tempo de 0 a 30 segundos, imposto pelo
aumento da taxa de decaimento. Houve, também, uma sensivel reducao da perda de al-
titude do helicoptero apds a aplicacao da falha, sem arremeter drasticos niveis de tensao

nos atuadores, confirmado por meio dos sinais Vy(t) e V;(t).

Figura 3.14 - Comportamento dos trés graus de liberdade (e, p, \) referente a imple-
mentacao pratica do Teorema 2.2.

140 \

120

100 |-

80 |-

A i o |
” M rw i M’; | "UWWWW\\

Estados (graus) e 5xTensao (V)

40 |1y
20 | | |
0 . j -
3 Ocorréncia da Falha
_40 | | | | | | | | |

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Tempo (s)
—¢ P — X —5xVp [V] —5xV[V]

Fonte: Dados de pesquisa do autor.

Deseja-se, ainda, realizar testes de impacto no processamento computacional a medida
que se aumenta uma incerteza ao sistema. Desta feita, a Tabela 3.2 ilustra a complexidade
computacional requerida em termos do niimero de varidveis escalares (V') e de linhas de
LMIs (L). Avalia-se a condi¢do de uma falha de 50% na perda de poténcia do motor
da hélice traseira e a restrigdo prética para |[Kfqpq|| = 250. Posteriormente, uma nova
incerteza ¢ adicionada na condigao inicial, i.e. o angulo de elevacao pertence ao intervalo
que varia de € = —27,5°(~ —0,48 rad) a ¢ = —1°(~ —0,0175rad).
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Figura 3.15 - Comportamento dos trés graus de liberdade (e, p, A) referente a imple-
mentacao pratica do Teorema 3.1.

140 \

120
100 |-

80 |
60| N‘”'"‘tﬁ e ‘ A Y I‘WWWNM |

\ i

40 [k

20

0 T

Estados (graus) e 5xTensao (V)

Ocorréncia da Falha

_4 | | | | | | | |
0O 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Tempo (s)
—& P — X —5xV[V] —5xV[V]

—920| 3 |

Fonte: Dados de pesquisa do autor.

Note que os dados tabulados expoem um aumento do processamento computacional
a medida que ocorre acréscimos de vértices no politopo. Este fato incentiva estudos
na exploracao de técnicas que superem este inconveniente, em especial, no tratamento
de problemas de controle sujeito as diferentes incertezas atuantes na planta, conforme

apresentado na Subse¢ao 3.2.1.

Tabela 3.2 - Complexidade numérica para incertezas politopicas.

Método U V L

1 53 53

Teorema 2.2 2 53 116
1 153 86

Teorema 3.1 2 225 172
1 153 102

Teorema 3.3 2 225 204

Fonte: Dados da pesquisa do autor.

Ademais, a formulagao por BMIs motivou o estudo da influéncia da variavel b na
factibilidade do algoritmo de controle e no limitante superior de £, dado o conjunto
{2, %, x(0)} (vide Figura 3.16). Para uma melhor visualizagao dos resultados optou-se

por utilizar o eixo b em escala logaritmica, tal que b varia de 107° a 10~! em décadas.
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Figura 3.16 - Curvas de a (versus) _Z em fungao de b para incertezas politépicas.

104
4

xb=5x10"t +p=10"1 —b=10"20b=10"3 *b=10"% ~p=10"°

Fonte: Dados de pesquisa do autor.

No mais, as Figuras 3.17 e 3.18 apresentam a proje¢ao da Figura 3.16 nos planos pu
(versus) a e v (versus) b. Por conveniéncia tipografica, omitiu-se as legendas das figuras

a seguir.

Figura 3.17 - _Z (versus) o para incertezas politépicas.

104
10 4
41 3
_ 3
3 | @ ]
3 92t ® . 2
®
10 & . .
0 .
| | | | |
0 2 4 6 8 10
[0

Fonte: Dados de pesquisa do autor.
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Figura 3.18 - « (versus) b para incertezas politopicas.

10 —
o o ([
8 o o @
o @ [
ol
. |
A |
|
| |
|

107! 102 1073 1074 1070
b

Fonte: Dados de pesquisa do autor.

Estes resultados demonstram que nao hé contribui¢oes suficientes na factibilidade ou
no limitante superior de Z., (para b < 0,001) que justifique o uso de ordem reduzida de

b ao custo da sensibilidade de convergéncia do solver para com o algoritmo de controle.

3.3 COMENTARIOS FINAIS

Neste capitulo sao propostas condigoes menos conservadoras no controle LMI do pro-
blema LQR. Optou-se por aplicar técnicas que sao amplamente utilizadas em teoria de
controle i.e., Lema de Finsler e da Projecao Reciproca. O objetivo é desacoplar a matriz
de Lyapunov do computo da matriz K através do uso de variaveis de folga e, portanto,
K torna-se dependente de uma matriz auxiliar ndo necessariamente simétrica. A van-
tagem encontrada nestas aplicagoes estd no uso de fungoes de Lyapunov dependentes de
parametros em projeto de ganhos estaticos de realimentagao de estados. Este fato revela
resultados menos conservadores em relagdo ao Capitulo 2, expondo caracteristicas inte-
ressantes de um ponto de vista de aplicagoes praticas, tais como a reducao da norma
de controladores robustos e/ou a expansao das regioes de factibilidade. Em termos das
NLDIs, a Subsecao 3.2.1 permitiu avaliar a influéncia das matrizes de ponderagao da
funcao custo garantido a vista da variacao limite da taxa de decaimento. Um fato rele-
vante das formulacoes esta na preservacao da caracteristica de sintonia da funcao energia
pelas variaveis de estados e controle, conforme ilustram as Figuras 3.6 e 3.7. Em ter-

mos da implementacgao pratica do sistema de controle aplicado ao helicoptero 3-DOF, a
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estabilidade projetiva apresentou o pior caso de factibilidade. Em contrapartida, o espal-
hamento de autovalores do sistema em malha fechada permitiu o projeto de controladores
com normas reduzidas, garantindo uma taxa de decaimento sob menor esfor¢o nos mo-
tores. Por outro lado, a estabilidade estendida (via Lema de Finsler) obteve a maior
regido de factibilidade. O sucesso desta proposta depende da escolha adequada de uma
variavel escalar de relaxacao. As formulagdes por BMIs, decorrentes desta variavel, sao
contornadas fixando-se (d priori) valores escalonados que permitiu elucidar a relagdo mais
vantajosa entre « (versus) p. Por fim, e ndo menos importante, os teoremas propostos
apresentam algumas opgoes de suavizacao do processamento computacional, seja pela in-
clusdo da taxa de decaimento sem o uso de linhas adicionais de LMIs seja pela escolha
do modelo de incerteza. Estes aspectos podem otimizar o tempo de processamento dos
algoritmos e, consequentemente, viabilizar a comutacao de controladores em situagoes de
correcoes eminentes imposta por mudancas na operagao da planta. Embora as propostas
por PDLF permitam obter condi¢oes LMIs relaxadas, nao é previsto na fase de projeto do
controlador a existéncia de entradas exdgenas na sintese de controle. Todavia, em muitas
ocasioes, estes sinais provocam desvios indejaveis na saida dos sistemas, que deprecia

o desempenho do controlador. Logo, o Capitulo 4 apresenta condigoes inéditas para o

controle 7% / #%, do problema LQR.



Capitulo I

FORMULACAO % /5 DO CONTROLE
LOR ROBUSTO

As condigoes de projeto LQR, discutidas nos Capitulos 2 e 3, ndao consideram a influén-
cia da matriz de perturbacgoes no sistema. A principal motivacao nesse estudo consiste
no fato que diversas plantas sofrem interferéncias de sinais indesejados e, portanto, faz-
se necessario acoes de controle que, além de reduzir os efeitos destas entradas exdgenas,
permita garantir a minimizacao da fun¢ao custo garantido. Logo, a contribuicao deste

capitulo é obter formulagbes LMIs inéditas para o controle .74 /7%, do problema LQR.

Para tanto, seja a equacao dinamica de um sistema linear invariante no tempo, ex-

pressa na forma de espaco de estados por,

©(t) = Ax(t)+ Bu(t)+ Byw(t), z(0) = o, (4.1a)
B 212 x(t)
2(t) = 0 %1/2} u(t)] : (4.1b)

sendo w(t) € R™ o vetor de distirbios e By, uma matriz real e constante de dimensoes

apropriadas.

Em vista da revisao bibligrafica apresentada no Capitulo 1, nota-se uma tnica pro-
posta de controle J% /%%, do problema LQR a tempo discreto (YANG; WU; CHANG,
2014). Por outro lado, um controle preditivo (do inglés, Model Predictive Control - MPC),
cuja fungdo custo garantido possui horizonte infinito e nao apresenta restricdes nos sinais
de entrada e saida, é equivalente ao DLQR (CAPRON; ODLOAK, 2018). Este fato mo-
tivou uma busca de trabalhos académicos de controladores preditivos baseados no controle
misto %/ #%,. Dentre as propostas analisadas, os resultados de (ORUKPE; JAIMOU-
KHA; EL-ZOBAIDI, 2007; ORUKPE; JAIMOUKHA, 2009; HUANG; LI; XI, 2012; JI-

WEI et al., 2013) apresentam uma estrutura interessante de MPC-LMI que atenua os
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efeitos de disturbios em sistemas lineares e incertos a tempo discreto. Portanto, os resul-
tados deste capitulo envolve a extensao destes resultados ao controle LQR-LMI a tempo

continuo.

Considere, inicialmente, o conjunto de restri¢oes a serem satisfeitas (ORUKPE; JAI-
MOUKHA; EL-ZOBAIDI, 2007):

[o.9]
1. A norma do sinal w(t) ¢ limitada, i.e. ||w(t)|]2 =,/ [ w(t)w(t)dt < 5.
0

2. A norma %, do operador distirbio/saida, Hy,(s), é definida por ||Hy(s)|| =

z(0))
SUD i@l < V-

[o.9]
3. A norma % de Hy.,(s) implica que ||z(t)||2 = (] [ 2/(t)z(t)dt < k.
0

4. Atender um nivel minimo de tempo de estabelecimento.

Seja a lei de controle u(t) = —Kxz(t) que minimiza Zo = f(z(t),u(t)). O préximo
teorema apresenta novas condigoes LMIs que garantem a existéncia da matriz de reali-

mentacao de estados K.

Teorema 4.1. Seja x(t) o estado do sistema (4.1) medido no instante t. Assuma que o

sistema (4.1) nao estd sujeito a restrigoes.

(a) Otimizagdo. A matriz de realimentacio de estados K associada a lei de controle

u(t), que minimiza o limite superior V(x(0)) na fungiao objetivo é dada por
K=-7Q ", (4.2)

com tazxa de decaimento maior ou igual a o, um distubio limitado por 5 e um nivel
de atenuagao v, tal que Z é obtido da solugao (se esta existir) do sequinte problema

de minimizagdo do objetivo linear,

min v
U7Q7Z
Sujeito a
AQ+ QA +BZ+7Z'B' +2aQ * * *
B! —uvy2I
Yo o T <o, (4.3)
Q 0 -2~ *

7 0 0 —v@ !
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1 * *
32y? vB%y? x| >0. (4.4)
x(0) 0 @

(b) Estabilidade quadrdtica. Considere uma planta com a lei de controle (4.2) que
¢ estabilizavel. E, seja 2 e X matrizes simétricas definidas positivas. Entdo a
planta controlada serd uniformente e assintoticamente estdvel e V(x) uma fungio
de Lyapunov, se existir P =vQ™! solug¢do das desigualdades (4.3)-(4.4).

Prova: Seja uma fun¢io de Lyapunov candidata V(z) = 2’ Pz, dado P >0, v>0e
a > 0, tal que para todo o instante ¢ (BOYD et al., 1994),

V(z)+2aV (x)+ 2(t) 2(t) — v*w(t) w(t) < 0, (4.5)
desde que z(t)' z(t) = 2/ (t) 2z (t) + u(t) Zu(t), implica em,
i(t) Pa(t)+x(t) Pi(t) + 20z (t) Px(t) + 2 (1) 2z (t) + u(t) Zu(t) — v*w(t) w(t) < 0, (4.6)
que, expandindo o vetor @(t) produz

2(t) (A= BK) +w(t)' Bl,| Pa(t) + 2(t) P[(A— BK)x(t) + Buw(t)]
+ 20z (t) Pz(t) + o' (1) 2x(t) + 2(t) K'BK x(t) — v*w(t)w(t) < 0. (4.7)

Agora, rearranjando na forma matricial, tem-se:

+()] [(A—BKYP+P(A—BK)+2aP+2+K'%K * | [a(1) SRR
w(t) Bl P —2I| |w(t) '
A partir de (4.8), para x(t) # 0 e w(t) # 0, tem-se:
A—BK)P+ P(A—BK)+2aP K'#%K
( )P+ P( )+20P+ 24+ K'% * (4.9)
B! P —~2I

/
0 W 0
Aplicando o produto dos termos I] a direita e [ 0 [] a esquerda na desigual-

dade (4.8), tal que W = P~! e, apés, o complemento de Schur obtém-se (4.10).

W(A—BK) 4+ (A—BK)W +2aW * *
B! —~2I
w 7 T <o (4.10)
w 0 —-92- *

—KW 0 0 — @1
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Por fim, multiplicando (4.10) por v = k2, em que Q = vW e Z = —KQ, resulta em
(4.3).

Seja, neste ponto, reaver a desigualdade (4.9). E possivel garantir através do Bounded-
Real Lemma que o sistema em malha fechada serd estavel e ||Hy,($)||co <7y se e somente
se 3P = P’ > 0 tal que a desigualdade (4.11) ¢ verificada (BOYD et al., 1994).

(4.11)

(A= BKYP+P(A—BK)+2aP  x
B!, P 421

9+ K'ZK «
< 0.
0 0

Para a prova da desigualdade (4.4) reconsidere a desigualdade (4.5). Aplicando o

operador de integracao em (4.5), desde que o sistema é assintoticamente estével, obtém-

/ (2(8)'2(8)) dt < V (2(0)) + 77 / (w(t)'w(t)) d. (4.12)
0 0

Note que o termo 2aV (z) é suprimido devido sua natureza definida positiva que nao
penaliza a desigualdade. Além disso, é suposto uma condicao inicial dada por x(0). Por

conseguinte, aplicando o conceito de norma e a Restricao 1,

[1(z(8)"2()113 < 2(0) P(0) +7?||w(t) w(t)|[5 < 2(0) Px(0) +*57. (4.13)

E, através da imposicao da Restrigao 3, obtém-se:

1(2() z(t)] |2 < z(0) Pz(0) +~%8% < k2. (4.14)

Rearranjando a desigualdade (4.14) e dividindo por x? define-se (4.15). Por fim, pela

aplicacdo do complemento de Schur e, apds, atribuindo v = k2

(4.4).

encontra-se a desigualdade

1—r22(0) Pz(0) — k24232 > 0. (4.15)

A prova do Teorema 4.1 esta completa. [ ]

4.1 EXTENSAO A SISTEMAS LINEARES INVARI-
ANTES NO TEMPO E INCERTOS

Nesta secao, o sistema (4.1) estd sujeito a matrizes paramétricas invariantes no tempo.
Note que a inclusdo do sinal w(t) no sistema (2.1) ndo produz alteragoes na aplicagao

dos modelos de incerteza discutidos na Secao 2.1, dado que a matriz B, nao contém
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parametros incertos. Desse modo, a equacao dinamica em espaco de estados torna-se:

i(t) = A(x(t) +B(&u(t) + Buw(t), 2(0) = o, (4.16a)
212 0 | |x(t)
t) = , 4.16b
com as matrizes (A, B)(§) € 2p nao precisamente conhecidas.
De outro modo, o modelo por incertezas limitadas por norma é descrito por,

(t) = Ax(t)+ Bu(t)+ Byw(t) + Bpp(t), (4.17a)

q(t) = Cyx(t)+ Dgu(t), (4.17Db)

p(t) = Zq(t), (4.17¢)

em que a matriz invariante no tempo e incerta Z : %, — R™*" assume a estrutura de
(2.4).

Em vista disso, o préximo teorema apresenta formulagdes originais de estabilidade

robusta aplicadas a dominios convexos e fechados.

Teorema 4.2. Seja x(t) o estado do sistema medido no instante t, assumindo que nao

hd restricoes nos sinais de entrada e saida.

(a) Incerteza Politépica. O sistema (4.16) é estdvel por u(t) = —Kux(t), com taza de
decaimento maior ou igual a o, um distibio limitado por B e custo garantido 7
inferior a v, se para um dado nivel de atenuacdo v, existirem matrizes Q = Q' >

0 € R =X o 7 € RMuXT  tais que as sequintes desigualdades sao satisfeitas para

i=1,...,M4:
min v
U’Q’Z
Sujeito a
AiQ+ QAL+ B, Z+Z'B.+2aQ * * *
B, —vy?I
Y5 v T <o, @)
Q 0 —v 2~ *
Z 0 0 —v !
1 * *
3242 B2 x| >0. (4.19)
z0) 0 @
Entdo o ganho de realimentacio de estados é dado por K = —ZQ! e a norma 7

do sistema em malha fechada satisfaz ||Hy(s)||3 < v.
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(b) Incerteza Estruturada. O sistema (4.17) é estavel por u(t) = —Kx(t), com taza
de decaimento maior ou igual a o, um distubio limitado por B e custo garantido
F o inferior a v, se para um dado nivel de atenuacao vy, existirem matrizes () =
Q >0eR Xz 7 Rtz o A € R™" tais que as sequintes desigualdades sao

satisfeitas:

min v
U7Q7Z’A
Sujeito a
[ QA'+AQ+Z'B' + BZ+ ]
* * * *
2aQ + B,AB,
B, —vy2l
"o i o T <o, @a20)
Q 0 -2~ * *
A 0 0 —vZ 1«
I CyQ+DyZ 0 0 0 —A_
1 * *
322 wpy? x| >0, (4.21)
x(0) 0 Q
com,
A% o X
0 Ay -+ %
0 0 - A,
Entdo o ganho de realimentacio de estados é dado por K = —ZQ~! e a norma 7

do sistema em malha fechada satisfaz ||Hy(s)||5 < v.
Prova: A prova sera realizada considerando as duas partes separadamente.

(a) Seja multiplicar (4.18) por &; > 0, realizando o somatériode i =1 ai= .4, de forma

a obter:
(Tiad) Q+Q(ziLi s + -
—:JQBQIQ — 2T . § <0, (4.23)
Q 0 —Ugil *

Z 0 0 N
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e, portanto, a partir da desigualdade (4.23) a prova resume-se nas etapas efetuadas

no Teorema 4.1, em sentido oposto.

Seja aplicar o S-Procedure a desigualdade (4.7), tal que a estabilidade quadrética é
obtida pela existéncia de P e Ay, satisfazendo (4.24).

2(t)' (A= BK) +w(t)'Bl,| Pa(t) + 2(t) P[(A— BK)x(t) + Buw(t)]
+22(t)' PByp(t) + 20x(t) Px(t) + o' () Qu(t) + o (t) K' BK x(t) — v*w(t) w(t)

+ 37 R (2() (Cqp = Dgi Y (Coe — Dy K)a(t) — pr(t)?) <0, (4.24)
k=1
e, para A= diag([&l, .. ,/A\T), tem-se

2(t) (A= BK) +w(t)' Bl,| Pa(t) + 2(t) P[(A— BK)x(t) + Buw(t)]
+22(t) PByp(t) + 20 (t) Pa(t) + 2’ () 2x(t) + x(t) K' BK x(t) — v*w(t) w(t)
—p(t)Ap(t) +2(t) (Cy — DK ) A(Cy — DK )a(t) <0, (4.25)
que, por sua vez, equivale-se a:

( (A— BKYP+ P(A— BK)+2aP+ 2+ K'%K )

N * *
C,—D,KYANC,—D,K
+(Cy K)'N(Cy oK) ) <0. (4.26)
Bl P —v I x
B, P 0 -A

Pré e pés-multiplicando por diag(P~!,1,1) a desigualdade (4.26) e, ainda, definindo
W =P 1eH=—KW, tem-se por complemento de Schur,

([ WA+ AW+ ]
* * * * *
H'B'+ BH +2aW
B, 2 % * * *
B), 0 —-A * x| <0, (4.27)
W 0 0 -2 « *
H 0 0 0 —-Z' «x
i C,W +DyH 0 0 0 0 —A71]

Por conseguinte, aplicando a transformagao de congruéncia diag(/, 1, /A\_l,l 1, 1) na
desigualdade (4.27) e, apds, efetuando a multiplicacao por v = k2, com Q = vW,
A=vAleZ=vH , a desigualdade (4.20) é finalmente alcancada por complemento
de Schur.
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A prova do Teorema 4.2 estd completa. [ ]

Proposicao 4.1

Incerteza politépica. Seja uma condigio inicial x(0), uma taza de decaimento o, um
distirbio limitado B, um nivel de atenuagao v e matrizes {2, X} definidas positivas.
Assuma que existam matrizes Z e @ (definida positiva e simétrica), tais que (4.18) -
(4.19) sao factiveis com By, = 0. FEntdo, este resultado converge no caso particular do

Teorema 2.2.

Incerteza limitada por norma. Seja uma condigio inicial x(0), uma taza de decai-
mento «, um distirbio limitado 5, um nivel de atenuagio v e matrizes {2, #Z} definidas
positivas. Assuma que existam matrizes N, Z e Q) (definida positiva e simétrica), tais
que (4.20) - (4.22) sao factiveis com B,, = 0. Entdo, este resultado converge no caso

particular do Teorema 2.35.

Até este ponto, as inclusoes diferenciais lineares de sistemas variantes no tempo com
parametros incertos é restrita ao caso invariante no tempo, discutindo classes especiais
como as LDIs politépicas e limitadas por norma, separadamente. Apesar disso, a rep-
resentacdo combinada destas LDIs oferece vantagens, tal como expressar diferentes res-
tricoes em uma LMI, seja na coexisténcia de pardmetros incertos variantes e invariantes
no tempo (ZHANG; ZHANG; JUNMIN, 2014; ZHANG; JUNMIN, 2016) (a ser discutida
no Capitulo 5) seja no método de obtengao do pardmetro que fornega a melhor precisao
ao modelo matemético (TARBOURIECH; SOUERES; GAO, 2005), como apresenta a
Subsecao 4.1.1.

4.1.1 Representacao combinada de incertezas politopicas e limi-

tadas por norma

A novidade do préximo teorema consiste em obter condi¢es suficientes de LMIs
utilizando duas estratégias de incertezas combinadas, que modela especificamente falhas
de atuadores por politopos (MONTAGNER et al., 2005) e equagdes de espago de estados
por incertezas limitadas por norma, na forma de:

(a) Estratégia I

x(t) = Ax(t)+ (22: @-BZ-) u(t) + Byw(t) + Bpp(t), (4.28a)
i=1

2
q(t) = Cez(t)+ (Zfiin) u(t), (4.28b)
i=1
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p(t) = Zq(t), (4.28¢)
e, portanto,

O ={[A+B,ZC; Bi+B,ZDyl: i=1,2e Z satisfaz (2.4)}. (4.29)

(b) Estratégia 11 (ZHANG; JUNMIN, 2016)

i@ﬁ4A+AAn@+(f}w&+aaﬂu@+mem (4.30)
=1

em que (B;+ AB;) representa os vértices do politopo, tal que,

O ={[A+E1ZF B;+EyZFy]: i=1,2e Z satisfaz (2.4)}. (4.31)

Em particular, ambas as estratégias pressupoem o simplex unitario como o conjunto

no qual o vetor de parametros incertos pode assumir valores.

Teorema 4.3. Seja x(t) o estado do sistema medido no instante t, assumindo que nao

ha restricoes nos sinais de entrada e saida.

(a) Condigao S-procedure. O sistema (4.28) é estavel por u(t) = —Kx(t), com taza
de decarmento maior ou igual a o, um distibio limitado por B e custo garantido
Foo inferior a v, se para um dado nivel de atenuagdo vy, ewistirem matrizes () =
Q >0eRexne 7 cRuxne o A € R™" tais que as sequintes desiqualdades sao

satisfeitas para i =1,2:

min v
v7Q7Z7A
Sugeito a
[ QA+ AQ+Z'Bl+ B, Z+ . . . *'
20Q + ByAB,
B, —uy?1
Yo o ’ ’ <o, (4.32)
Q 0 —0v 21 * *
Z 0 0 —v# L
_ C,Q+DyiZ 0 0 0 —A
1 * *
B2y% up%y? x| >0, (4.33)

x(0) 0 @
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com,
A% o %
0 A2 *
0 0 - A,

no qual o ganho dtimo é obtido por K = —ZQ~' e a norma 56 do sistema em

malha fechada satisfaz ||Hy,(s)||3 < v.

(b) Condicdo Lema 2.1 (XIE; SOUZA, 1991). O sistema (4.30) é estdvel por
u(t) = —Kxz(t), com tara de decaimento maior ou igual a o, um distibio limitado
por 3 e custo garantido f~ inferior a v, se para um dado nivel de atenuagdo 7,
existirem matrizes Q = Q' >0 € R=*N= 7 € RMuX" ¢ escalares positivos T, T,

tais que as sequintes desiqualdades sao satisfeitas para i =1,2:

U,Tlr,rleliI}Q,ZU
Sujeito a
[ QA+ AQ+Z'B/+B;iZ+20Q « «
vBl, —uy?I * *
Q 0 —0v21 *
Z 0 0 —v#!
T ] 0 0 0
FQ 0 0 0
1o B, 0 0 0
FyZ 0 0 0
* * * £
* * * *
* * * *
A ) (4.35)
-7l * * *
0 -1 * *
0 0 —T1o;1 *
0 0 0 —7o; 1
1 * *
292 wp?y? x| >0, (4.36)
x(0) 0 @
no qual o ganho dtimo é obtido por K = —ZQ~' e a norma 56 do sistema em

malha fechada satisfaz ||Hy,(s)||3 < v.
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Prova: A prova sera realizada considerando as duas partes separadamente.

(a) Seja multiplicar (4.32) por & > 0, tal que i = 1,2, de forma a obter:

[ QA'+AQ+2aQ+ B,AB,
72(52 &8 + (52,8 Z i i
(Zz:lgl Z) +<Zz:1€l Z)
vB), —uy?T * *
Q 0 —0 21 *
A 0 0 — v~
i CoQ+ (L1 &Dyi) Z 0 0 0

| <o,

k

k

A
(4.37)

e, portanto, a partir da desigualdade (4.37) a prova resume-se nas etapas efetuadas

no Teorema 4.2(b), em sentido oposto.

(b) A partir das matrizes incertas (A+ AA) e (B; + AB;) definidas em (4.30), a de-

sigualdade (4.8) pode ser reescrita na forma:

[(A+AA)— (B;+AB;)K]'P

+P[(A+AA)—(B;+AB;)K]| * <0
+2aP+ 2+ K'#K ’
B! P —2I
que, por complemento de Schur, obtém-se
i ((A+AA) — (B; + AB;))K)'P . . *'
+P((A+AA)— (B;i+AB;)K) +2aP
B P . *
I 0 —9-1 *
~-K 0 0 -%!
ou, equivalentemente a,
(A—B;K)P+P(A—B;K)+2aP  x * *
Bl P — % fl
I 0 -2t «
~-K 0 0 -%!
PE; F|
0

0
3E100@+(]5Ew()00+

(4.38)

<0, (4.39)
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PEy; ~K'F,
0 0

Z[-FyK 0 0 0]+ . Z[ELP 0 0 0]<0. (4.40)
0 0

Pelo uso do Lema 2.1 de (XIE; SOUZA, 1991), a existéncia da desigualdade (4.40)

para £1,e9; > 0, implica que:

(A—B;KYP+P(A—BiK)+2aP X *
Bl P —~21 * *
1 +
I 0 -9 *
-K 0 0 — R
PE; F

el 8 (BP0 0 0]+t 8 Fr 00 0+

0 0
PEQZ' _K/FZIZ'
0 , . 0
€2 0 [EQZ’P 0 0 0]+ey 0 {_FQZ'K 0 0 0]<0. (4.41)
0 0

Seja, em seguida, pré e pés-multiplicar a desigualdade (4.41) por diag(P~',1,1,1),
em que W=P te H=—KW. Apés, tem-se do complemento de Schur,

| WA + AW + H'B/+ BiH+2aW . x
B!, —~21

W

H

e1E}

RW
e2iEy;

Fo,H

o O o o o o =
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* * * ]

* % * *

* * * *

S ) (4.42)
—e1l * * *

0 —61] * *

0 0  —egl *

0 0 0 —eo;l

Por conseguinte, aplica-se o produto da varidvel v = 2 & desigualdade (4.42), com

Q=vW,Z=vH, 11 =ve] e To; = vey; resultando em (4.35).

A prova do Teorema 4.3 esta completa. |

4.1.2 Fragilidade de controladores

Recentemente, a fragilidade de controladores tem sido objeto de estudo na literatura
em aplicacoes de sintese de controle 6timo. Na pratica, a estabilidade e o desempenho de
sistemas em malha fechada podem ser altamente sensiveis as mudancas dos coeficientes dos
controladores (KEEL; BHATTACHARYYA, 1997). E amplamente reconhecido, também,
que a robustez tem sido discutida prioritariamente em modelos de incertezas de plantas.
De fato, algumas das implica¢Oes mais relevantes referiam-se a sistemas de controle em-
barcados, que envolvia restricoes no tamanho da base digital dos dados, em especial, na
implementagao de controladores de alta ordem (MaKILa, 1998). Atualmente, entende-se
a fragilidade por erros de implementacao e, portanto, objetiva-se estudar a sensibilidade
dos coeficientes frente a possibilidade de falha na implementagao exata (DU; LAM; SZE,
2003, 2005).

Seja, entao, as equagoes descritas por (4.43), resultantes da ac¢do da lei de controle
u(t) = —(K +AK)z(t) no sistema (4.17). Note que AK denota uma variacao (a priori)
de ganho por incerteza limitada por norma, com AK = LZE tal que & satisfaz (2.4).

#(t) = Aw(t)+B(K +AK)z(t) + Byw(t), (4.43a)

q(t) = Cyqx(t)+Dy(K+AK)x(t), (4.43b)

p(t) = Zq(t), (4.43¢)
91/ 0

At) = (%) (4.43d)

0 Z'/*K+AK)

Em vista disso, a formulacao do Teorema 4.4 permite projetar controladores resilientes
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as variagoes limitadas por norma no ganho da matriz de realimentacao de estados.

Teorema 4.4. O sistema (4.43) é estdvel por u(t) = —(K + AK)x(t), com taza de de-
caimento maior ou igual a o, um distibio limitado por 3 e custo garantido Z inferior
a v, se para um dado nivel de atenuagdo 7y, existirem matrizes Q = Q' > 0 € Ra*nw

Z € Rruxnz - N € R™XT e um escalar positivo T, tais que as sequintes desigualdades sdo

satisfeitas:
min v
v,7,Q,Z,A
Sujeito a
[ QA+ AQ+7Z'B'+BZ+20Q+ ByAB,  * % «
vBl, —vy?l % *
Q 0 0 —v2-1
Z 0 0 0
TL'B’ 0 TL'Dy, 0
I E'Q 0 0 0
* * .
* * *
* * *
* * * <0, (4.44)
—vR "« *
L' —71I x
0 0 —-7I
1 * *
322 wpy? x| > 0. (4.45)
x(0) 0 Q
Entdo o ganho de realimentacio de estados é dado por K = —ZQ™' e a norma 6

do sistema em malha fechada satisfaz ||Hy(s)||3 < v.

Prova: Seja o sistema (4.43) e a desigualdade (4.8), dos quais é deduzido (4.46):

(A-B(K+AK))'P+P(A—B(K+AK))

+2aP+ 2+ (K+AK)%(K + AK) * *
+(Cy— Dy(K +AK)YA(C, — Dy(K + AK)) <0, (4.46)
B! P 2 %

B.P 0 -A
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cujos termos nao lineares sao convertidos para LMIs pelo uso do complemento de Schur,

i.e.:
[(A—BKYP+P(A—BK)+2aP % % «
B, e * *
B,P 0 —A *
Cy+ DK 0 0 —A1 o«
I 0 0 0 -2
i K 0 0 0 0
[(BAK)P+PBAK * x
0 0 =
. 0 00
D,AK 00
0 00
i AK 00
que equivale-se a,
[(A—BKYP+P(A—BK)+2aP % %  * x
Bl, S * *
B,P 0 —A x
Cy+ DyK 0 0 —A1 o«
I 0 0 0 -2
i K 0 0 0 0
'PBL] Vol
0 0
0 fonoooo]+0
D,L 0
0 0
L 0

<0, (4.47)

Z[L'B'P 0 0 L'D, 0 L'|<0. (448)

Pelo uso do Lema 2.1 de (XIE; SOUZA, 1991), a existéncia da desigualdade (4.48)

para € > 0, implica em:

[((A—BK)P+P(A—BK)+2aP * % =
B, —~2I % *

BP 0 —A

Cy+DyK 0 0 -A

I 0 0 0

K 0 0 0
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PBL E
0 0
pel ! ['B'P 0 0 L'D, 0 L|+c" 0 [E' 00 00 0]<0, (449)
D,L g 0
0 0
L 0
ou, expandindo as multiplicagoes vetoriais,
(A— BK)P+P(A—BK)+2aP % %  x % « ]
B, —2 I % * * *
B,P 0 —A x *
Cy+DyK 0 0 —A1 o« %
I 0 0 0 -2t «
i K o 0 0 0 -2
ePBLL'B'P+:"'EE * « x x|
0 0 =% * * *
0 00 * * *
+ < 0. (4.50)
eDqLL'B'P 0 0 eD,LL'D} + *
0 00 0 0 =«
i eLL'B'P 0 0 eLL'D, 0 eLL

Depois disso, aplica-se a transformacdo de congruéncia diag(P~1,1,1,1,1,1 ) & de-
sigualdade (4.50), com W = P~! ¢ H = —KW, tal que por complemento de Schur é
alcancado (4.51).

[ WA+ AW + H'B'+ BH +20Q+ B,A" B, » * .
B, e *
C,W +DyH 0 A1
w 0 0 -2
H 0 0 0
el' B’ 0 eL'D) 0
_ E'W 0 0 0
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* * « ]

* * *

* * *

* * x| <O. (4.51)
—# 1 o« *

el —el %

0 0  —el |

Por fim, multiplicando a desigualdade acima por v = k2, e escolhendo Q = vW, A =
vA™! Z =vH e 7 = ve resulta em (4.44).

A prova do Teorema 4.4 estd completa. ]

Proposicao 4.2

Incerteza limitada por norma. Seja uma condigio inicial x(0), uma taza de decai-
mento «, um distirbio limitado por [3, um nivel de atenuagio v e matrizes {2, %}
definidas positivas. Assuma que existam matrizes A, Z, Q) (definida positiva e simétrica)
e um escalar positivo T, tais que (4.44) - (4.45) sdo factiveis com AK =0. Entao, este

resultado converge no caso particular do Teorema 4.2(b).

Logo, é possivel enunciar o Teorema 4.5 para dominios de incertezas limitadas por

normas:

Teorema 4.5. Proposicio 4.1 = Proposi¢ao 4.2

Note que o Teorema 4.4 generaliza as formula¢des LMIs do problema LQR discutidas
na Subse¢do 2.3.3 e na Secao 4.1, explorando a fragilidade de controladores. Enfim, o

algoritmo computacional é descrito por:

Algoritmo.

1. Mega z(0).

2. Defina o, B, v, £ e Z%.

3. Inicialize as matrizes L e ' com todos os elementos nulos.
4. Resolva min,, ; o z A v, sujeito as restrigoes (4.44)-(4.45).
5. Compute K e AK.

6. Determine as matrizes L e I.

7. Retorne ao passo 3, recompute K e fim.
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4.2 EXEMPLO

Nesta secao é apresentado uma aplicacao pratica, no qual o pacote computacional
LMIlab e a interface YALMIP (LOFBERG, 2004), em ambiente Matlab, foram usados

para o computo da solugao do problema de otimizacao.

4.2.1 Suspensio ativa Quanser®

Considere o modelo esquematico da Figura 4.1(b) da suspensao ativa de um veiculo
ilustrado na Figura 4.1(a) (QUANSER, 2002).

De acordo com (CARNIATO et al., 2018), o sistema consiste de um conjunto composto
por duas massas, denominadas Mg e M,s. A massa M representa i do corpo total do
veiculo e é suportada pela mola ks e pelo amortecedor bs. A massa M, corresponde a
massa do conjunto do pneu do veiculo e é suportada pela mola k,s e pelo amortecedor
bys. Para diminuir as vibragoes causadas por irregularidades na pista utiliza-se o sistema
de suspensao ativa, representado por um motor conectado entre as massas My e My, e

controlado pela forca Fr.

O modelo dindmico (QUANSER, 2002) pode ser representado pela equacao (4.52).

0 1 0 -1 0
1 v 0 e i 0

x(t) = s s s x(t)+ sl u(t)+ w(t), (4.52a

() = | T R e | T (| (), (4520
ks bs Eus (bs+bus) 1 s
M’LLS MUS M’LLS Mus MU.S MU.S

y®) = [1 0 1 ofz@®)+uw), (4.52D)

25(t) — zus(t)
Zs(t)
Zus(t) — 2 (1)
Zus(t)

note que y(t) = zs(t) é a saida de interesse e w(t) = z,(t) a perturbagao.

x(t) = , u(t) = Fg,
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Figura 4.1 - (a) Suspensdo ativa. (b) Modelo esquematico.

Acelerometro (24(t))

M : i da massa do veiculo

/ Suspensao ativa
ks (] b,
Acelerometro (Zy5(t))

Zus(t)

M, : massa conjunto do pneu

[ s

2 (t)

YU 7770707000000000000000000000000077.
//////////////////////////////////////////////////////////

Fonte: (a) Suspensio ativa Quanser® do LPC - UNESP. (b) Adaptado de (QUANSER, 2002).

Os valores nominais das constantes podem ser encontrados na Tabela 4.1.
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Tabela 4.1 - Parametros da suspensao ativa.

Parametros Simbolo Valor
Massa de 7 do corpo total do veiculo (kg) M, 2,45
Massa do conjunto do pneu (kg) Mys 1
Constante de rigidez da mola (N/m) ks 900
Constante de rigidez da mola (N/m) B 2500
Coeficiente de amortecimento (Ns/m) bs 7,5
Coeficiente de amortecimento (Ns/m) bus 5

No modelo fisico da suspensao ativa existe uma massa de carga tutil removivel, cons-
tituida por duas unidades de peso idénticas, compondo a massa M. Logo, a massa
M; pode assumir valores entre 1,455 kg (sem as duas unidades de peso) e 2,45 kg (com
as duas unidades de peso). Sendo assim, a massa My é incerta e pertence ao inter-
valo 1,455 < Mg < 2,45 kg. Além disso, considerar-se-a a existéncia da perda de poténcia
proveniente de uma falha no atuador, representada no modelo pela constante & fqpq. Con-
siderando o canal de falha do atuador para o controlador, tem-se u(t) faina = K fathaFe(t)-

A partir dessas informacoes, um politopo possuindo 4 vértices é formado, i.e.

e Vértice 1: M, = 1,455 kg e 100% de poténcia na forga de controle F,(t):

0 1 0 -1 0
—618,56 —5,154 0 5,154 0,687
Al — Y ) 7 ’ Bl — Y )
0 0 0 1 0
900 7,5  —2500 —-12,5 -1

o Vértice 2: My =2,45 kg e 100% de poténcia na forga de controle F(t):

0 1 0 -1 0
-367,34 —3,061 0 3,061 0,408
A2 — Y ) ) ’ B2 — Y .
0 0 0 1 0
900 7,5 —2500 —12,5 -1

e Vértice 3: My =1,455 kg e 70% de poténcia na forga de controle F,(t):

0 1 0 -1 0
—618,56 —5,154 0 5,154 0,481
AS — Y ) ) ’ B3 — Y )
0 0 0 1 0

900 7,5  —2500 —12,5 -0,7
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o Vértice 4: My =2,45 kg e 70% de poténcia na forga de controle Fy(t):

0 1 0 -1 0
—367,34 —3,061 0 3,061 0,286
A4 — Y ) ) ’ B4 _ Y .
0 0 0 1 0
900 7,5  —2500 —12,5 -0,7

Assume-se, em um caso particular, que a incerteza admissivel ocorra apenas em M.
Neste caso, o politopo é constituido pelos Vértices 1 e 2. Por conseguinte, a representacao

por espaco de estados via incertezas limitadas por norma é dada por,

0 1 0 -1
. —492,75 —4,11 0 4,11
#©e) = 0 0 0 1
900 7,5 —2500 —12,5
0 0 0
1 0,5475 1
+ ~126 —1,05 0 —1,05| |«(t)+ + 0,14| | u(t
ol < , ,05] | «(t) . o| €lo-14] u(®)
0 ~1 0
0
0
+ | w(t). (4.53)
5!

A proposta deste experimento é projetar um controlador robusto (K) que atue na
forga de controle F,(t), tal que as vibragoes causadas por irregularidades da pista sejam
minimizadas. A referéncia z,(t) foi escolhida para produzir um sinal de onda quadrada
de amplitude 0,02m, frequéncia de % Hz com largura de pulso de 50%. Além disso, devido
as caracteristicas de fabricacao da suspensao, o vetor de estados iniciais é assumido nulo.
Esta condicao de contorno representa um caso particular dos teorema propostos, que
permitem estabelecer estados iniciais nao nulos. Nos casos sob estudo, as matrizes de
ponderagao sao 2 = diag(0,1 0,1 0,1 0,12) e Z =0,01. Por fim, admite-se que a norma,
do sinal w(t) seja limitada por § = 0,02.

(a) Caso 1. Considere o modelo de variaveis de estado representado por (4.52) e (4.53),
sujeito a ocorréncia de incerteza na massa M. A estratégia da implementagao
pratica envolveu dois estdgios: (i) no intervalo de 0 a 6,1 segundos o sistema

encontra-se em malha aberta e, (ii) a partir de 6,1 segundos o sinal de controle
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atua no sistema em malha fechada. Este teste pratico é repetido para ambas situ-
acoes da massa My, assim como discutido nos demais casos de estudo. As Figuras

4.2 e 4.3 apresentam as respostas dindmicas da saida z,(t).

Note que o sistema em malha aberta é estavel naturalmente, porém sua caracteristica
transitoria é excessivamente oscilatoria. Estas oscilagoes sao suavizadas na operacao
em malha fechada devido a forca F.. Mais especificamente, a Figura 4.2 ilustra apli-
cagoes do Teorema 4.2 (para o menor v factivel), explicitando que a aplica¢ao de
diferentes modelos de incerteza nao conduz a divergéncias de desempenho do contro-
lador. As matrizes de ganho foram: Kpy o,y =[299,7571 63,2988 292,3914 5,6540],
com ||KT4.2(a)|| =423,5395 e Kpga0) = [281,7502 62,2898 310,1377 6,1836], com
[[K74.00)|] = 423,6589. Neste caso, o Teorema 4.2(b) apresenta uma vantagem no
custo computacional por meio da reducao de 18 linhas de LMIs nao programadas.
Outra condicao favoravel é a reducao da norma do controlador na aplicacdo da

a-estabilidade.

Figura 4.2 - Aplicagao pratica do Teorema 4.2 na condi¢do de « =0, v =7 e Mg =

1,455kg.

0,03
0,02
0,01 |

0

—0,01

Deslocamento zs(t) (m)

Malha Feqhada
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Tempo (s)

| | | I

—0,02 Malha Aberta

— Pista z,.(t) — Teorema 4.2(a) - - - Teorema 4.2(b)

Fonte: Dados de pesquisa do autor.
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Figura 4.3 - Aplicacao pratica de modelos politépicos na condi¢do de a =0, vy =T e

M, = 2,45kg.

0,03
0,02

0,01 |

—0,01

Deslocamento zs(t) (m)

Malha Aberta

Malha Feqhada

_0’02 | | | | | | |
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Tempo (s)
— Pista 2,(t) —— Teorema 4.2(a) (0 =1)

—— Teorema 2.2 — Teorema 4.2(a) (o = 10)

Fonte: Dados de pesquisa do autor.

Por outro lado, a Figura 4.3 permite verificar a preservagao da caracteristica de
sintonia da matriz 2 do Teorema 4.2(a). Para tanto, a matriz de ponderagao de
estados torna-se 02, sendo ¢ um escalar positivo. Assim, a medida que prioriza-se
mais os estados hd um reflexo positivo em termos do transitério, conforme demonstra
o controlador K, = [765,7748 100,4804 424,5129 7,1628], com ||K,|| = 881,3455.
Complementarmente, para validar a acao da rejeicao ao distirbio do Teorema 4.2,
propoem-se contrastar o comportamento temporal via Teorema 2.2, que se baseia
no controle LMI do problema LQR. Neste caso, obteve-se K = [—32,5157 27,3028
—85,0217 — 3,2284], com ||K]|| = 95,0885. Verifica-se, portanto, que o Teorema
4.2(a) garante niveis de rejeicao de w(t) em situagoes que nao seja possivel aprimorar

o desempenho por meio das matrizes de ponderacao.

Caso 2. Considere o sistema (4.52) sujeito as incertezas em My e F,(t) sendo, por-
tanto, representado pelo politopo de Vértices 1 a 4. A estratégia da implementacao
pratica foi dividida em trés estdgios: (i) no intervalo de 0 a 6,1 segundos o sistema
encontra-se em malha aberta; (ii) a partir de 6,1 segundos o sinal de controle atua no
sistema em malha fechada e, por fim, (iii) no instante de 12,1 segundos ocorre uma
falha de 30% no sinal do atuador. Os testes propostos na Figura 4.4 consideram os

efeitos da taxa de decaimento na sintese robusta.
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Figura 4.4 - Analise da influéncia da taxa de decaimento na condicao de My = 1,455kg.
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Fonte: Dados de pesquisa do autor.

Neste caso, os resultados do Teorema 4.2(a) na condicao de v =12 e o = 0 serd o sinal
de referéncia. A partir desta informagao, nota-se que para atingir um desempenho
similar através do Teorema 2.2, deve-se impor aw = 1. Em contrapartida, a aplicacao
do Teorema 4.2(a) parametrizado por v =10 e a = 0,3 implica em uma severa
rejeicio dos efeitos de w(t), mesmo na presenca de falha estruturais no atuador.
Este fato torna a formulacdo 5% /.75, do problema LQR menos dependente dos
efeitos da taxa de decaimento e, portanto, menos susceptivel a nao factibilidade
do algoritmo de controle no alcance desejavel do nivel de rejeicao. As matrizes de

ganho implementadas foram:
(i) Teorema 2.2, com o = 1:
K =171,1986 64,0721 —7,5881 4,9229], (4.54)

cuja norma ¢é || K|| = 96,2096.

(ii) Teorema 4.2(a), com vy =12 e a=0:
K =1[51,4267 51,2173 68,3067 3,6459], (4.55)

cuja norma é || K|| = 99,7347.

(iii) Teorema 4.2(a), com v =10 e a=0,3:
K =11306,8 150,1 1067,5 16, 3], (4.56)

cuja norma ¢é || K|| = 1694, 1455.
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No mais, os sinais de controle sao contrastados na Figura 4.5. A partir desta figura,
nota-se que atuador é naturalmente mais exigido a medida que atenua-se os efeitos

das vibragoes por meio da taxa de decaimento.

Figura 4.5 - Comportamento temporal da forga de controle F,(t) sujeito a variacoes da
taxa de decaimento.
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Fonte: Dados de pesquisa do autor.

(¢) Caso 3. Neste topico é proposto uma anélise conjunta entre os seguintes modelos
dindmicos: (i) equagao (4.52), representado pelos Vértices 1 a 4; (ii) equacao (4.28),
representado por (4.53) sujeito a teoria de falhas; (iii) equacao (4.30), representado
por (4.53) sujeito a teoria de falhas e; (iv) equacao (4.43), representado por (4.53)
sujeito a fragilidade no controlador K. Em particular, assume-se que a fragilidade
tem a mesma proporc¢ao em todos os ganhos que compoe K. Todavia, a variagao
limitada por norma do vetor de realimentacao de estados apresenta incertezas dife-
rentes para cada elemento que compoe AK, cujas variacoes sdo restringidas a 30%.
Note que a estrutura proposta no Teorema 4.4 é ainda mais geral, pois permite
atribuir diferentes niveis de variagoes, refletidos na composi¢ao das matrizes L e F.
Desta forma, esta particularidade concilia (em certa medida) as teorias de fragili-
dade de controladores e falhas estruturais, tendo em vista que na implementacgao

pratica impoe-se um canal de falha do atuador para o controlador.

A resposta temporal da saida zs(t) é apresentada na Figura 4.6. Nesta implemen-
tacdo, a geracao dos resultados foi baseada na estratégia adotada no Caso 2. Em
uma andlise inicial, é possivel afirmar que os Teoremas 4.2(a) e 4.3(a) retratam
condicoes LMIs equivalentes, visto a similaridade dos resultados praticos obtidos

sob os mesmos parametros de sintese robusta. Por outro lado, esta compatibilidade
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permite elucidar pros e contras da abordagem combinada de incerteza politopica e
limitada por norma, que sdo: (a) custo computacional, através da redugao de 17
linhas de LMIs nao programadas e (b) intensidade do sinal de controle, avaliado por
meio da variagdo da || K|| que representa um acréscimo de 5,4% em relagdo ao Teo-
rema 4.2(a). Em contrapartida, o Teorema 4.3(b) gerou uma agdo de controle que
representa um esforgo de 23,7% a mais em relagao ao Teorema 4.2(a). Neste projeto
considerou-se v = 18,1, uma vez que as formulagoes LMIs sdao obtidas por métodos
distintos e, portanto, as caracteristicas de projetos divergem entre si. Salienta-se,
ainda, que a implementacao pratica apresentou um resultado inferior frente as de-
mais propostas discutidas. Este fato se justifica devido ao ensaio ser realizado apés

a manutencao da suspensao, que reduziu o atrito mecanico das partes moveis.

Figura 4.6 - Analise comparativa da aplicagdo pratica na condicao de a = 0 e My =

2,45kg.
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Fonte: Dados de pesquisa do autor.

A seguir, serd avaliado o desempenho do Teorema 4.4. Através da implementagao
do algoritmo definido na Segdo 4.1.2, na auséncia da fragilidade (Passo 1), obteve-
se a matriz de ganho K = [42,8191 40,0105 91,6902 3,2532]. Note que esta acao
de controle exp6s um desempenho inferior, que se justifica pela escolha de v que
garantiu a factibilidade das LMIs (4.44) e (4.45) para a execucao do Passo 2 do
algoritmo, sob uma severa variacao de 30% na norma do controlador. Esta imposicao
implicou em L = [6,4229 6,0016 13,7535 0,4880] e F =diag(1 1 1 1), cujo recomputo
definiu K = [1048,8 130,7 85,9 6,5].

Posteriormente, propds-se uma andlise de resiliéncia em termos das variagdes dos

elementos do vetor K, conforme ilustra a Figura 4.7. Para tanto, a estratégia
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adotada nos testes praticos refere-se ao Caso 1, tal que na operagdo em malha
fechada os controladores foram implementadas com as variagoes propostas. Neste
cenario, é perceptivel que AK3 e AK, pouco influénciam no deslocamento de z4(t),
além de dispor de respostas temporais similares. No entanto, a fragilidade associada
aos estados 1 e x9 exibe caracteristicas impares. Se de um lado a AK; melhora a
atenuagao de w(t), do outro a AKj representa a condigao de pior caso de oscilagao.
Por fim, variagoes desiguais nos ganhos de K foram testadas. Estes resultados
permitem concluir a eficacia do projeto de resiliéncia do controlador, tendo em vista

que houve pequenos acréscimos no sobressinal de z,(t).

Figura 4.7 - Anélise de resiliéncia do controlador via Teorema 4.4 na condigdo o = 0,
v="7,8¢e Ms=2,45kg.

I I
0,03 o i i ]
8 i I |
= 002 Mﬁ_\ ;'rﬂ— I A ‘ 0 ‘ p |
\E ’ | / | A ‘ : | |
SN 11 T O o O o T o A
s oorp b A T N N B i
= ’ ! “ | g \ " H‘\l :\y ‘t \ | ; ‘; f ‘
= TS O I .
% oL W | IVAJ/ | } ‘ | | v
; "
8 - [ ’ | | |
—0,02 Malha Aberta ! Malha Fechada | | |

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Tempo (s)

— AKy =30%— AK = [0 10 20 30]%

— AKy=30%  AK =[302010 0%

—— AK3=30% Pista z,(¢)

- AK4=30%

Fonte: Dados de pesquisa do autor.

(d) Caso 4. Considere os modelos de variaveis de estados discutidos no Caso 1, no qual
0 Unico parametro incerto é a massa M. A estratégia da implementacao pratica
envolve a resposta a uma excitagao do tipo degrau de w(t), com amplitude 0,02
m no intervalo de 1s. Este teste pratico representa uma alternativa adotada frente
as dificuldades praticas na obtengdo da resposta ao degrau de F(t) na auséncia de

w(t) na suspensao ativa.

As figuras a seguir ilustram os efeitos do controlador projetado na auséncia da
perturbagao (B, = 0). Mais especificamente, a Figura 4.8 evidencia que o Teorema
4.2(a) se resume ao Teorema 2.2. De forma andloga, mostra-se através da Figura
4.9 que os resultados do Teorema 2.3, Teorema 4.2(b) e Teorema 4.4 se convergem

e, portanto, validam-se as Proposicoes 4.1 e 4.2.
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Figura 4.8 - Resposta ao degrau de w(t) na condigdo de a« =0, y=7 e M, = 1,455kg via
modelo de incerteza politopica.
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Fonte: Dados de pesquisa do autor.

Figura 4.9 - Resposta ao degrau de w(t) na condigdo de a« =0, y=7 e M, = 1,455kg via
modelo de incerteza limitada por norma.
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(e) Caso 5. Seja o sistema (4.52), tal que o politopo é constituido pelos Vértices 1 e
2. A Figura 4.10 apresenta o resultado da implementacao pratica da resposta em

frequéncia para a excitacao r(t) = 0,0012sen(27 ft), com f entre 1 a 12Hz.
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Figura 4.10 - Resposta em frequéncia do sistema na condi¢cdo de « =0, v =7 e Mg =
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Fonte: Dados de pesquisa do autor.

O experimento ¢ dividido em trés estdgios: (i) no intervalo de 0 a 0,2 segundos o

sistema nao é excitado, (ii) no intervalo de 0,21 a 29,79 segundos aplica-se uma

entrada senoidal com frequéncia (f) variavel de 1 a 12 Hz a uma taxa de 0,4 Hz/s,
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aproximadamente, (iii) a partir de 29,80 segundos as oscilagoes sao cessadas.

Em relacao a saida z4(t), a figura acima caracteriza o sistema de malha aberta com
duas oscilagdes predominantes, cujos picos ocorrem nos instantes de 5,66s e 19, 76s.
Por outro lado, no deslocamento z,s(¢) hd uma alta magnitude de ressonincia em
t =19,76s. E notério, ainda, que nas proximidade de 8Hz a pista apresenta um
pequeno afundamento de sua amplitude de oscilacao. Esta é uma limitagao pratica

da suspensao dado que o sinal deveria ser uniforme em todo o espectro.

A principio, serd avaliado a resposta do sistema em malha fechada via Teorema
4.2(a) parametrizado por a =0, vy="T7e {2, Z}. Nesta proposta, o sinal de controle
imposto por K = [299,7571 63,2988 292,3914 5,6540], cuja || K|| = 423,5395, atua de
forma efetiva no amortecimento das ressonéncias de z4(t), em especial, na frequéncia
de 2,26Hz. Em relagao as vibragoes em zy5(t), nota-se uma ténue influéncia no pico
de ressonancia. Neste cenario, sob o ponto de vista de conforto aos passageiros de
um veiculo, esta proposta é aceitavel. Apesar disso, ha um problema de desgaste
no sistema de suspensao ativa devido ao excessivo esforco atuante no conjunto do

pneu, nao sendo possivel suaviza-lo mediante a a-estabilidade.

Optou-se, portanto, por priorizar mais os estados xa(t) e x4(t) em relagdo a (%)
e x3(t). Assim, a nova matriz de ponderagdo de estados é definida por 9 =
diag(0,1 0,5 0,1 3,0). Apoés a aplicagdo pratica no médulo de suspensdo ativa
pela matriz de ganhos K = [1573,4 155,7 504,2 13,4], cuja || K|| = 1659, 5878, nota-
se uma significativa redugao das oscilagbes para z,s(t) e, consequentemente, em
z5(t). Contudo, um fator preponderante na parametrizacao por (Q, ) refere-se
ao transitorio dos sinais. A justificativa estd na composicao de entradas senoidais,
que sao auto-fungoes de sistemas LTI e, portanto, é natural que as saidas se com-
portem como os sinais de excitagao multiplicada por uma constante complexa, que

nao prejudica a operacao da suspensao ativa.

Por fim, faz-se necessario compatibilizar as informacoes da varredura em frequéncia
(em implementagao prética) e a teoria de resposta em frequéncia (por diagramas de
valores singulares) do protétipo. Para tanto, considere as magnitudes da fung¢ao de
transferéncia entre o distirbio e: (a) a deflexdo da suspensao (Figura 4.11), (b) a
deflexdo do pneu (Figura 4.12) e (c) a velocidade da massa do pneu (Figura 4.13).
Note que na faixa de ressondncia o desempenho do sistema de malha fechada é

superior a resposta da suspensao nao controlada, seja qual for a condi¢ao adotada.
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Figura 4.11 - Magnitude da fungao de transferéncia entre a deflexdo da suspensao e a

Magnitude (dB)

pista na condicao de M, = 2,45kg.
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Fonte: Dados de pesquisa do autor.

Figura 4.12 - Magnitude da fun¢ao de transferéncia entre a deflexdo do pneu e a pista

Magnitude (dB)

na condi¢ao de Mg = 2,45kg.
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Figura 4.13 - Magnitude da funcao de transferéncia entre a velocidade da massa do
pneu e a pista na condi¢gao de My = 2,45kg.
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Fonte: Dados de pesquisa do autor.

Observacao 4.1. Note que a frequéncia de ressonancia da massa de i do corpo

ocorre em uma frequéncia mais baixa. Isso se deve ao fato de que My é mais pesada

que o pneu e a suspensdo é mais leve que a rigidez do pneu (QUANSER, 2002).

(f) Caso 6. Considere o sistema discutido no Caso 5. E proposto avaliar o custo

garantido 6timo, obtido pelo valor minimo de x, e os reflexos na intensidade do

sinal de controle em funcao da taxa de decaimento. Apds simulagoes de sintese

robusta, sob condic¢oes iniciais nulas, notou-se que os algoritmos do Teorema 4.2

nao apresentaram variagoes de k em relacao a «. Diante deste fato, optou-se por

investigar a norma % da funcdo de transferéncia em malha fechada da matriz

H,(s) por meio da existéncia de incertezas nas condigoes iniciais. Assim, atribuiu-

se o intervalo de operagao dos estados por —0,02 < zq,,70;, < 0,02m e os demais

nulos. Esta abordagem permitiu expressar a sensibilidade de k (versus) a e || K]

(versus) a, conforme ilustra a Figura 4.14.
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Figura 4.14 - Estudo da caracteristica ||K|| versus a e k versus o do Teorema 4.2(a).
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Fonte: Dados de pesquisa do autor.

Note que a energia do sistema (norma 5% de Hy.(s)) e a norma dos controladores
(||K||) apresentam uma relacdo de nao linearidade com « para baixos niveis de 7.
E interessante observar, ainda, que esta caracteristica torna-se mais linear a medida
que diminui-se o nivel de atenuacao e, portanto, ha uma maior dessensibilizag¢ao dos

efeitos da taxa de decaimento na faixa de valores adotados.

4.3 COMENTARIOS FINAIS

Neste capitulo, novas formulacdes LMIs sao propostas para a sintese robusta invari-
ante no tempo baseada no controle % /7%, do problema LQR. De inicio, é possivel listar
dois fatores preponderantes: (a) equivaléncia entre os teoremas propostos e as condigoes
do controle LQR-LMI discutidas no Capitulo 2, em que a matriz de distirbio é desconside-
rada e, (b) as condigoes iniciais podem assumir valores nao necessariamente nulos. Logo,
as formulacoes apresentadas podem ser vistas como um caso mais geral. Além disso,
uma interpretacao de LDIs descritas por sistemas lineares invariantes no tempo e incertos

permitiu representar modelos de variaveis de estado por meio da descricao de incertezas
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combinadas. Esta condi¢ao, em particular, admite expressar diferentes tipos de restri¢oes
na forma de LMIs, tal que um politopo (que descreve uma falha estrutural) é incorporado
a representacao limitada por norma de parametros incertos da planta. Nota-se, em vista
disso, que o problema de robustez em modelos de sistemas é um fato amplamente discu-
tido na literatura. No entanto, a robustez do controlador tem sido recentemente tratada
por alguns pesquisadores. A ideia é obter uma margem de robustez da estabilidade em
malha fechada e de desempenho, que motivou a formulacao do Teorema 4.4. O mddulo
de um quarto de carro da Quanser® é usado no estudo da suspensdo ativa. Este sis-
tema ¢ considerado incerto e descrito por modelos de incertezas politopica, limitada por
norma e na representagao mista destas incertezas. Testes praticos tém ilustrado as prin-
cipais caracteristicas das proposigoes deste capitulo, que se resumem a: (a) desempenho
transitério andlogo para diferentes abordagens de incertezas; (b) preservacao da sintonia
de {2, #Z}; (c) especificagdo do tempo de estabelecimento na auséncia de ezpertise do
projetista; (d) avaligdo do nivel de atenuagao ao disttrbio frente aos diversos tipos de
restrigoes LMIs a partir da intensidade do sinal de controle; (e) avaliagao da sensibilidade
e resiléncia do controlador; (f) validagao pratica do desempenho do projeto proposto para
a minimizac¢ao da norma %%, por meio da varredura em frequéncia e; (g) estudo da norma

5 sob condigoes iniciais incertas.



Capitulo

LQR GAIN SCHEDULING

As condigoes de projeto LQR propostas no Capitulo 3 consideram que os parame-
tros s@o incertos e invariantes no tempo. A contribuicdo deste capitulo é apresentar a
extensao para o caso da lei de controle dependente de parametros variantes no tempo. A
principal motivacao vem da possibilidade de obter resultados menos conservadores que a
estabilidade inferida por pardmetros invariantes no tempo. A implicagdo mais relevante
refere-se a aplicacoes de controle baseado na técnica gain scheduling, como discutido por
(MONTAGNER; PERES, 2004). E importante enfatizar que, nesta proposta, o ganho
de realimentacao de estados depende da inversao da matriz de Lyapunov dependente de
parametros, que ¢é literal. Um problema intrinseco refere-se a complexidade de inversao
desta matriz, que pode crescer em funcao da ordem do sistema (WU, 2001; CADALSO,
2006). Portanto, propoem-se um ganho de realimentacao de estados LPV (do inglés,
Linear Parameter-Varying - LPV) quadraticamente estabilizante sem a inversao de uma
matriz literal. Esta abordagem é mais conservadora que a proposta de (MONTAGNER,;
PERES, 2004) e, portanto, para garantir um relaxamento matricial é utilizado as restri-
¢oes LMIs obtidas pelo Lema de Finsler afim de diminuir o conservadorismo deste método
em relagao a (MONTAGNER; PERES, 2004). Para tanto, considere novamente o sistema
(2.2) e a seguinte desigualdade,

_( A(C)Y+Y/A(§>/ ) ) ) * -
+B(5)Z(s) + Z(s)'B(c)' +2a%
W —Y' +bA)Y +0B(s)Z(s) —bY —bY’ * * | <O0. (5.1)
Y 0 -2«
Z(s) 0 0 %

As matrizes A(c) e B(s) pertencem ao politopo §2p e sdo parametrizadas em fungao

do vetor de pardmetros variantes no tempo ¢(t),Vt > 0, tal que ¢(¢) pertence ao simplex
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unitério. Observe, neste caso, a necessidade de decompor o produto B(s)Z(s) da desigual-

dade (5.1), que implicard em LMIs definidas pelos produtos cruzados do termo citado.

Dessa forma, expandindo as matrizes da desigualdade (5.1), e, isolando o pardmetro ¢(t),

obtém-se
S (8) M+ <1 (t) i (t) My < 0, (5.2)
com
AY +Y'Al+ BiZi+ Z! Bl + 2a W * * *
W —Y'+bAY +bB; Z; —bY —bY’
%: + iY + 149 * , * ’ (53)
Y 0 -2~ *
Z; 0 0 —z!
e
[ ALY YA AY YA ]
BkZl—i-Ble;—i-Zl/B;;-i-Z]/fBl/-i- * * *
daW
My = 20 —2Y' 5.4
wl Vo Y —2Y . (5.4)
bALY +bA)Y +0ByZ;+bB; Zy,
2Y 0 —29-1 *
I Zx+ 2 0 0 =277

Teorema 5.1. Considere o sistema (2.2) e o critério (2.7).

(a) Otimizagdo. Assuma que para uma dado estado fizo x(0) exista um custo garantido

Fo inferior a p e taza de decaimento maior ou igual a «, se para um dado b > 0,
existirem matrizes Y € R=>"e 7, € RuXNe oy — 7 > () € R=* " tais que, para

todoi=1,2,...,. 4, as sequintes LMIs sao verificadas

w2y
Sugeito a
AY +Y'Al+ B Z; + Z! Bl + 2a W * *
W—Y’+6AiY+bBiZZ’ —bY —bY’ *
Y 0 -1
Z; 0 0

<0, (5.5)

7
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ALY +Y' AL+ AY YA+
BypZy+ B Zy,+ Z|B. + Z.Bj+ * * *
daW
( 2W —2Y' +bALY + ) oy oy <0 (56)
bA)Y +bB,Z;+bBZ,
2Y 0 —29-1 *
Z+ 7 0 0 -2~

k=1, —1l=k+1,.. N,

> 0. (5.7)

m *
z(0) Y'+Y -

Entdo, a lei de controle u(t) = (ZZ 1si(6) K )a}(t), com K;=—2;Y 1 e ¥/ =2,

assequra a estabilidade robusta do sistema de malha fechada.

(b) Estabilidade quadrdtica . Considere uma planta estabilizdvel e matrizes {2, X}
simétricas definidas positivas. As condigoes declaradas no item (a) assequram a

estabilidade assintotica do sistema em malha fechada.

Prova: Seja multiplicar (5.5) por ¢2(t) >0, tal que i =1,...,.4".

S A () (AY + Y Af+ B Z; + Z(Bj+ 20 W) x
SR () (F =Y +bAY +bBi Z;) — > 2(t) (bY +bY7)
Z:6/1/1 gz ( ) 0
Zi:l i( ) i 0
* *
* *
<0. 5.8
v 22! . (58)
0 _Z/Vl S ( )%71

Para a desigualdade (5.6), o processo é repetido com < (t)<(t), tal que k=1,..., .4 —1
el=k+1,...,./. Entao,
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S i sk (s (8 (ArY +
"AL+ A)Y +Y'Aj+ By Zi+ *
B Zy + Z| By, + Z).B) + 4aW)
( S S k(B (D @7 —2Y '+

N =1~ N /
ST S k(B () (26 + 20
DALY +bAY +bB 7+ bByZ) ) it Lizpr k(B)(0) )

S S a2y 0
S sk (Wit (Ze + Zy) 0
k *
’ i <0. (59
25 S a®ah 2! e | |
0 -2 S k(B ()2
Genericamente, sabe-se que:
N1 N
Z% t)R;S; + Z Z S (t)s(t) (RS + Ry Sk), (5.10)
k=1 l=k+1
e7
W N N N1 N
S at) =Y FB+2 > Y st (5.11)
k=1 =1 = k=1 I=k+1

Por consequéncia, os termos relacionados a operagdo de soma entre as LMIs (5.8) e

(5.9) podem ser agrupados na seguinte forma:

Nl
Z% JAY + 30 D atalt)(AY +AY)
b1 I—kt1
V%
=Yl Zq JA)Y = Zgl VAY = AQ)Y, (5.12)
k=1 =1
V% Nl N
S EMBiZi+ Y. Y t)q(t)(BrZi+ BiZk)
=1 k=1 I=k+1
V%
= Z% )Y a(t)BiZy = B(<)Z(s), (5.13)
=1
V% Nl N
SEWZi+ Y. > at)at)(Ze+ 2Zy)
i=1 k=1 I=k+1

%

= sumi’ G (t Z t) 2y = ng Z(s), (5.14)
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N -1 N N N
Zgz Yo+ >0 > (b)) (4aW ) = Z &)> qt)2a#)=2a%, (5.15)
k=1 =k+1 im1 =
N N -1 N N N
YGEOY+ Y Y alt)at)2y =Y at) Y at)y =Y. (5.16)
i=1 k=1 I=k+1 k=1 =1

Por conveniéncia de espaco, os termos simétricos e demais elementos serdao omiti-
dos, pois sdo repeti¢oes das formulagoes expostas e, finalmente, a desigualdade (5.1) é

alcancada.

A prova do Teorema 5.1 esta completa. [ |

5.1 EXTENSAO A SISTEMAS LPV E INCERTEZA
LIMITADA POR NORMA

Nesta secao é proposto o estudo do problema de estabilizacao via controle gain sche-
duling robusto. A ideia é investigar situacoes de coexisténcia de incertezas paramétricas
variantes e invariantes no tempo. A justificativa de tratar diferentemente estes parametros
envolve duas vertentes: (a) viabilidade de medi¢ao em tempo real dos parametros e; (b)
variagao suficientemente lenta a ponto de ser desnecesséario a monitoragao (ZHANG; JUN-
MIN, 2016). A contribuicao estd no projeto do controlador, o qual serd scheduling com
respeito aos pardmetros variantes no tempo (falhas no atuador, por exemplo) e robusto

em relagao ao par {A(¢), B(¢)} de matrizes paramétricas do sistema.

Seja o sistema (4.28) e a seguinte desigualdade,

[ AY + YA+ B($)Z(s) + Z(s) B(s) +2a# + B,AB, «
W —Y'+b(AY + B($)Z(s) + ByABY) b(bB,AB,—Y' ~Y)

N =<
o o

i C.Y +Dy($)Z(s) 0
% % X |
* * *
—271  x x | <O0. (5.17)
0 — %1 «
0 0 —A

As matrizes B(s) e Dy(s) pertencem ao politopo de dois vértices em Qp, tal que

¢(t) é o parametro variante no tempo pertencente ao simplex unitario. Analogamente
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ao Teorema 5.1, deve-se decompor os produtos B(s)Z(s) e Dy(s)Z(s) e, portanto, a
desigualdade (5.18) ¢ obtida.

o (1) +sk(t)s(t)Fr <0, (5.18)
com
[ [ AY +Y'A 4 B Zi+ ]
( Z!Bl+2aW + B,AB, ) : * =
V=Y ) ( szpAlev_ ) * * *
= |\ b(AY +BiZ;+ B,AB)) bY — by’ <0,
Y 0 —9-1 * *
Zi 0 0 —-Z' «
CoY +DyiZ; 0 0 0 —A
(5.19)
€ —
2AY +2Y'A' + By Z; + B Z,+
( 2B+ ZLBl+ AW +2B,AB, ) ’
S | 20bB,AB,—Y —Y7)
Tl = b(2AY + By, Z;+ By Zi,+ 2B, ABy)
2y 0
Zy+ 2 0
I 2C0,Y + Dy Z1+ Dy Zy, 0
* % * |
k k k
—2971 * x | <O0. (5.20)
0 Y
0 0 —2A

Teorema 5.2. Considere o sistema (4.28) e o critério (2.7).

(a) Otimizagdo. Assuma que para um dado estado inicial fizo x(0) exista um custo
garantido Zs inferior a p e taza de decaimento maior ou igual a o, se para um
dado b > 0, ezistirem matrizes Y € Ra>XNe 7. c Rruxne A c RT%T e W =W >
0 € R™=*"= tais que, para todo i=1,...,. 4, as sequintes LMIs sao verificadas

min g
M7W7Z74‘7A7Y

Sujeito a
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[ [ AY +Y'A'+ BiZi+ ]
* * * k
Z|Bj+2a¥ + B,AB),
W —Y'+ b*B,AB)—
ES *
b(AY + B; Z; + B,AB}) bY — by’ <0,
Y 0 971 % *
Z; 0 0 —-#' «x
I CqY + DqZ'ZZ‘ 0 0 0 —A_
] (5.21)
24 +2Y'A'+ By Z) + B Zi+
*
Z|B},+ Z;,B] +4a ¥ +2B,AB,
o —2Y"
* 2W(bBAB, —Y —Y)
b(2AY + By 2+ B Zy +2B,AB))
2V 0
Zy+ 27 0
i QCQY+Dqul+Dquk 0
* * * |
* k *
—29-1 * x| <0, (5.22)
0 Y *
0 0 —2A
k=1,.... N4 =11l=k+1,...,.4,
K i > 0. (5.23)
z(0) Y'+Y -

Entdo, a lei de controle u(t) = — <ZZ{1 gi(t)Ki) x(t), com K;=—~2Z;Y 1 e / =2,

assequra a estabilidade robusta do sistema de malha fechada.

(b) Estabilidade Robusta. Considere uma planta estabilizivel e matrizes {2, %}
simétricas definidas positivas. As condigoes declaradas no item (a) assequram a

estabilidade assintotica robusta do sistema em malha fechada.

Prova: A prova serd omitida, visto que o procedimento adotado para provar (5.21)

e (5.22) é anélogo ao Teorema 5.1. n
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5.2 EXEMPLO

Nesta secao é retomada a aplicacao pratica apresentada no Capitulo 4. No exemplo,
o pacote computacional LMIlab e a interface YALMIP (LOFBERG, 2004), em ambiente

Matlab, foram usados para o computo da solucdo do problema de otimizacao.

5.2.1 Suspensio ativa Quanser®

Considere o suspensao ativa da Figura 4.1 e os respectivos modelos de varidveis de
estados: (a) equacdo (4.52), representada pelos vértices {1,3} e {2,4} e; (b) equagao
(4.28), representado por (4.53) sujeito a teoria de falhas. Nesta se¢do considerou-se as
matrizes de ponderagao sugeridas pelo fabricante i.e., 2 = diag(450 30 5 0,01) e Z =0,01.
Além disso, conforme discutido na Subsecao 4.2.1, o vetor de condi¢ao inicial é nulo. Por

fim, o pardmetro de relaxacio é b= 1073.

Neste experimento, a perda de poténcia no atuador ¢ variante ao longo do tempo e a
massa de carga 1til removivel (My) é considerada constante, no Teorema 5.1, e incerta, no
Teorema 5.2. Note que a suspensao ativa nao possui sensores aptos a medir a variacao da
forga F.(t), tampouco apresenta dispositivos capazes de alterar a condigao de desempenho
do atuador. Logo, uma situacao de parametro variante no tempo é criada em ambiente
Matlab/Simulink através de um bloco function. Neste ambiente o sinal de controle é
assumido ser uma funcao senoidal com ponto de bias em 85% de Fc(t) (N), cujo intervalo
de variagao é [70,100]%.

As Figuras 5.1 e 5.2 ilustram testes praticos da variacao paramétrica dada por ¢(t) =
0,54 0,5sen(2m ft+m/2) e frequéncia de f = %8 Hz, cujos valores de K (<(t)) ao longo do

tempo sao calculados por:
(a) Na condi¢ao de a =0 e Mg =2,45 Kg,

K(s(t)) = <1(£)[189,6475 81,5654 92,4706 6,9028]
+ (1 =1 (t))[155,5598 66,8350 76,0025 5,6649]. (5.24)

(b) Na condigao de « =0 e M, = 1,455 Kg,

K(s(t)) = 1 (£)[272,3891 80,1279 136,8925 10,1603]
+(1—q1(t))[224,6188 65,6247 114,6633 8,3609]. (5.25)

Note que, em ambas as figuras, existe uma caracteristica de modulagao do sinal de

controle devido a variagdo temporal ¢(¢) no ganho do canal de saida do sinal u(t). Este
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efeito é visualizado no deslocamento de zs(t) através das variagoes do transitério, tal
que niveis baixos de ¢(t) (i.e., no intervalo de 6s a 12s) implicam em uma depreciagdo
do desempenho do controlador. Outra particularidade refere-se ao projeto baseado na
condicao mais leve de Mg, que inferiu um melhor desempenho em relacao a situacao de
massa total (com a carga ttil removivel). Este fato se justifica devido a menor oscilagao
da suspensao ativa (na auséncia da carga 1til) e a maior intensidade de sinal de controle.
Por fim, as marcagoes no sinal ¢(¢) referem-se aos valores instantaneos que atuam na forga

F,(t) durante a mudanca de amplitude da referéncia z,(t).

Figura 5.1 - Aplicacao pratica do controlador projetado via Teorema 5.1 na condigao de
a=0e M;=2,45kg.

1 Py
0,5 |
= of 1
vy
—0,5 |

Tempo (s)

—— Malha aberta— Malha fechada - Envoltéria de Fy(t)

Fonte: Dados de pesquisa do autor.
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Figura 5.2 - Aplicacao prética do controlador projetado via Teorema 5.1 na condigdo de
a=0e M;=1,455kg.

1 o
0,5 |
= o :
v
—0,5 |

Tempo (s)

—— Malha aberta — Malha fechada - Envoltéria de F,(t)

Fonte: Dados de pesquisa do autor.

Um efeito desejavel em projetos gain scheduling é garantir o desempenho do sistema de
controle na presenga de variagoes da frequéncia em ¢(t). Para tanto, a Figura 5.3 ilustra o
sinal z4(t) para trés casos. E notério, nesta implementacio, que o controle atua de forma
efetiva, destacando diferentes pontos de operagao de ¢(t), conforme a frequéncia. Além
destes testes, procedeu-se as implementagoes de f =15,5Hz e f =50,5Hz. Em vista disso,
observou-se que apesar do transitério de z5(t) ndo apresentar os efeitos da modulagao,
sua presenca pode ser constatada na forga F.(t) ao custo da adicao de ruidos no sinal

do atuador. Esta dessensibilizagao no deslocamento é natural uma vez que a suspensao
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ativa apresenta uma operagao segura de resposta em frequéncia limitada a 12Hz, conforme

discutido no Caso 5 da Subsecao 4.2.1.

Figura 5.3 - Analise da influéncia da frequéncia via Teorema 5.1 na condi¢ao de « =0 e

M, = 2,45kg.
T i
0,030/ } |
E) ﬂ |
= 0,020 |l |
g |1 ;
S 0,010 |
=
[<D]
= 0,000/
2 |
S 0,010 i |

Ma‘lha Al‘)erta | | | Mal}‘la Fec‘hada | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
Tempo (s)

—f=0b5Hz— f=1,5Hz— f=5,5Hz

Fonte: Dados de pesquisa do autor.

Por outro lado, a Figura 5.4 mostra os resultados do controlador LQR gain scheduling
robusto. O pardmetro variante no tempo ¢(t) é a fungao senoidal discutida nas Figuras
5.1 e 5.2, sendo a massa Mg um parametro incerto da planta. Note, neste caso, que os
valores de K (¢(t)) ao longo do tempo assume uma tnica estrutura (independente de My)

dada por:

K(s(t)) = c1(¢)[92,9123 111,2714 — 12,4394 10,8068
+(1—q(1))[84,5028 102,1569 — 10,3901 9,9337], (5.26)

em que « é assumido nulo. A principio é perceptivel duas vantagens nesta técnica, ou seja:
(a) a norma do controlador é 31,9% e 51,3% menor (em média) em relagao ao Teorema
5.1 nas condigoes de My = 2,45Kg e My = 1,455Kg, respectivamente e, (b) o desempenho
transitorio tornou-se extremamente eficiente por efeito da redu¢ao do ganho relacionado
ao estado x1(t), conforme discutido no Caso 3 da Subsecao 4.2.1. No mais, a suspensao

ativa sob influéncia de My maior apresenta, naturalmente, uma resposta mais oscilatoria.
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Figura 5.4 - Aplicacao prética do controlador projetado via Teorema 5.2 na condigdo de

a=20.
1 T 9=
0,5} / -
= /.// \
T 0 / LN

0 2 4 6 g§ 10 12 14 16 18 20 22 24
Tempo (s)

— Malha fechada (Mg = 1,455Kg) —— Malha aberta
Malha fechada (Mg = 2,45Kg)

Fonte: Dados de pesquisa do autor.

E, finalmente, a Figura 5.5 ilustra o comportamento do sinal z4(¢) da suspensao ativa
sob diferentes frequéncias atuantes no parametro ¢(¢). Observe que ha a preservagao do
efeito modulante da falha estrutural, em que o controlador K (<) exibe um desempenho

eficiente sem saturar o atuador.
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Figura 5.5 - Analise da influéncia da frequéncia via Teorema 5.2 na condi¢cao de a =0 e

0,000 ! “\]ﬂv

M, = 2,45kg.
T
0,030 |
2 n
< 0,020 [y
7 J\M ﬂW
o
2 0,010)
[«D]
=
s
<
&
-

~0,010

Mall‘m Fec‘hada |
0 2 4 6 8§ 10 12 14 16 18 20 22 24
Tempo (s)

— f=0,5Hz— f=7Hz

Fonte: Dados de pesquisa do autor.
5.3 COMENTARIOS FINAIS

O principal resultado deste capitulo foi obter um controlador LQR gain scheduling
com restricao da taxa de decaimento. O projeto considerou as formulagoes via Lema de
Finsler, discutidas no Capitulo 3. Estas condi¢oes fornecem LMIs relaxadas que permitem
obter leis de controle sem a inversao de uma matriz literal. Uma limitacao da estrutura
proposta é o uso da estabilidade quadratica, que induz algum conservadorismo. A taxa
de decaimento é uma especificacao de projeto opcional, que permite atribuir um tempo de
estabelecimento de forma simples, sem aumento do custo computacional. Uma extensao
de projeto a controladores gain scheduling robustos é proposta via incerteza limitada
por norma. A aplicacdo pratica no sistema de suspensao ativa, agregou um entedimento
pratico de agao do pardmetro variante no tempo e do calculo da matriz K (¢(t)). O sistema
em malha fechada projetado via Teorema 5.1 e 5.2 se mostrou eficaz frente as variagoes
da frequéncia de ¢(t). Por fim, avalia-se que o LQR gain scheduling robusto é a proposta,
mais vantajosa em termos de desempenho transitério e simplicidade de implementacao,

visto que a estrutura de controle é aplicavel a diferentes condi¢des de massa M.
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Capitulo

CONCLUSAO

Este trabalho apresenta estudos do controle LQR baseado no custo quadratico ir-
restrito usando formulagoes por LMIs. De inicio, as estratégias propostas permitem obter
ganhos de realimentagao de estados inferindo uma taxa de decaimento na formulagao origi-
nal, avaliando os prés e contras em termos do custo computacional para diferentes modelos
de incerteza. O conservadorismo da funcdo de Lyapunov quadratica é superado através
de formulagoes relaxadas via Lemas de Finsler e da Projecao Reciproca, que permitem
alcancar factibilidade aumentada e, por consequéncia, a expansao dos niveis aplicaveis de
taxa de decaimento. O objetivo resume-se a obter um controlador invariante no tempo
e menos conservador na presenca de fungoes de Lyapunov dependentes de parametros.
Em contrapartida, os métodos propostos exigem um maior esforco computacional, que
pode ser crescente de forma linear ou exponencial, conforme a abordagem de incerteza

escolhida.

Os modelos foram escolhidos com base em sistemas reais descritos por equagoes de
variaveis de estado a tempo continuo. Optou-se, prioritariamente, por ensaios praticos
através de protdtipos disponiveis no Laboratéorio de Pesquisa em Controle. Em especial,
a implementacao de falhas estruturais em atuadores, no sistema de suspensao ativa, per-
mitiu o estudo pratico deste pardmetro variante no tempo em projetos de controle LQR
gain scheduling. Por consequéncia, a metodologia ¢ extendida ao caso da coexisténcia
de incertezas paramétricas variantes e invariantes no tempo, motivando a enunciagao do
controle LQR gain scheduling robusto, cujas matrizes de estados e controle sao descritas
por modelos de incerteza limitada por norma. A vantagem estd no projeto do contro-
lador que nao depende da inversao de uma matriz de Lyapunov literal, além de reduzir o

conservadorismo da estabilidade quadratica pelo uso do Lema de Finsler.

Além disso, é proposto o estudo da influéncia de distirbios na planta, originando

uma proposta de controle % /7%, do problema LQR. Nesse caso, pode-se garantir um



6.1 PERSPECTIVAS FUTURAS 126

compromisso entre o valor do critério quadratico de otimizagdo (norma %) e o nivel
de rejeigdo da perturbac¢do (norma #%,). Em uma abordagem inovadora, propdem-se
a representacao por espaco de estados de modelos combinados de incertezas e, conse-
quentemente, formulagoes originais sao obtidas para duas estratégias. Todavia, até este
ponto, as restricoes LMIs sao baseadas em parametros incertos que atuam na planta. Este
fato motivou a aplicacao do critério de robustez a controladores e, portanto, foi possivel
garantir um nivel de resiliéncia na presenca de variacoes limitadas por norma na matriz

de realimentacao de estados.

6.1 PERSPECTIVAS FUTURAS

e Considerar o uso de uma funcao de erro no indice de desempenho _#Z, em problemas

de rastreamento 6timo de trajetorias de referéncias.

e Estender as metodologias de controle LMI do problema LQR discutidas para o caso

da realimentacao derivativa dos estados e a sistemas lineares a tempo discreto.

e Em termos de sistemas continuos variantes no tempo, de modo geral, poderia-se

incorporar taxas de variagoes limitadas nos parametros.

e Reduzir o conservadorismo da formulagdo 7% /7%, do problema LQR introduzindo

estratégias de controle gain scheduling.

e Reduzir o conservadorismo das propostas apresentadas no Capitulo 5 pelo uso de

fungoes de Lyapunov dependente de parametros.

e Obter formulagoes do controle LQR gain scheduling robusto para sistemas lineares

politopicos.
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|APENDICE A

RESULTADOS ENVOLVENDO
DESIGUALDADES MATRICIAIS

Define-se a forma padrao de uma LMI por,

l
F([L’)éFo—i—Zl‘iFi>0, (Al)
i=1
sendo que os elementos de = € R correspondem as varidveis de decisao e Fj = F!>0e R

matrizes conhecidas.

Nao obstante, em diversos casos, é importante aplicar métodos classicos que podem
linearizar expressoes, tais como o complemento de Schur. E possivel, ainda, exceder as
limitagoes impostas por restrigoes convexas por meio de técnicas de relaxagdes matri-
ciais que permitem reduzir o conservadorismo em problemas de controle (LEE et al.,
2007; AZIZI et al., 2018). Consequentemente, havera uma expansao das areas de busca
no processo de otimizagao que implica em resultados menos conservadores ao custo da
complexidade computacional (BUZACHERO et al., 2012; SILVA E. R. P., 2011). Para
tanto, serao apresentados os principais lemas e definicbes que serdo essenciais para as

formulagoes originais das propostas de projeto abordado nesta tese.

Lema A.1 (Complemento de Schur). Seja Q(x) =Q'(z), R(z) = R'(x), e S(x) dependente
de modo afim da varidvel x. Entao a LMI,
[ Qx) S()

S'(2) Rx) >0, (A.2)

¢ equivalente a desigualdade matricial,

R(z) >0, Q(z)—S"(z)R(z)~1S(z) > 0, (A.3)
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ou,

Q(x) >0, R(z)— S5 (2)Q(z)~1S(x) > 0. (A.4)

Prova: Vide (BOYD et al., 1994) para maiores detalhes. [ ]

Lema A.2 (Bounded-Real Lemma). As sequintes declaracoes sao equivalentes,

1.5¢ ||Huwx(s)|| < v (restri¢io da norma %) e A estdvel com Hy,(s) =D+ C(sl —
A)"'B;

2.Entao existe uma solugao P >0 tal que,

A'P+PA+C'C *

<0. A5
B'P+D'C  D'D—~*I (A.5)

Prova: Vide (BOYD et al., 1994) para maiores detalhes. n

Lema A.3 (Finsler). Considere w € R", £ € R™", B € R™<" com rank (B) <n e B+
uma base para o espaco nulo de B (ou seja, BB+ = 0). Entdo as condigoes a sequir
serdo equivalentes,

1w Lw <0, Vw#0, Bw=0

2.8V LB <0

3AueR, L —nuBbAB<0

4. eRV™ . L+XZB+B X' <0

Prova: Vide (OLIVEIRA; SKELTON, 2001) para maiores detalhes. [ |

Lema A.4 (Finsler - Particularidade). Dada a matriz simétrica £ € R™*" e a matriz B

de dimensdes compativeis e seja B wma matriz tal que BB+ = 0. Entdo,
B w3+ <0, (A.6)

se e somente se A2 tal que

L+ XB+RB Y <. (A7)

Prova: Vide (BOYD et al., 1994) para maiores detalhes. n
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Observagao A.l. Este resultado (conhecido por L-C, Scaling) é comumente utilizado
em métodos de eliminacao de varidveis matriciais podendo ser estendido a problemas de
sintese de controladores (OLIVEIRA, 2004). Uma abordagem de uso do Lema A.4 pode
ser encontrada em (BARBOSA, 1999).

Lema A.5 (Projegao). Dada uma matriz simétrica £ e duas matrizes % e ¥ de dimen-

s@o coluna m. Entdo existe uma matriz Z que satisfaca:
UXYV V' XU+ L <0, (A.8)
se e somente se as sequintes desigualdades de projecdo com respeito a X sdo satisfeitas:
wHrut <o, (A.9)

vy eyt <o, (A.10)

em que %+ e V1 sio matrizes arbitrdrias cujas colunas formam uma base do espaco nulo

de U eV, respectivamente.

Prova: Vide (BOYD et al., 1994) para maiores detalhes. [ ]

Lema A.6 (Projecao Reciproca). Seja T uma dada matriz definida positiva. Entdo, as

sequintes condicoes sao equivalentes:

U+S5+5 <0, (A.11)
2.0 seguinte problema é fativel com respeito a W,

V+T—-W+Ww') S'+W

<. (A.12)
S+W -T

Prova: Vide (APKARIAN; TUAN; BERNUSSOU, 2001) para maiores detalhes. m

Adicionalmente, existem métodos que permitem o tratamento de problemas que en-

volvem a topologia de incerteza limitada por norma, como é o caso do S-Procedure.

Definicao A.1 (S-Procedure). Considere as fungoes simétricas Fy, ..., F, e a condigdo,

W Eyp >0V £0: ' Fap>0,i=1,...,0. (A.13)

Se existirem escalares 71 > 0,...,7, > 0 tais que,
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v
F()—ZTZ'FZ‘ >0, (A.14)
=1

e, portanto, a condi¢io (A.13) é satisfeita.

Prova: Vide (BOYD et al., 1994) para maiores detalhes. |
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